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RESUMO

Dado um grafo orientado D = (V, A), uma (u, v)-geodésica é um (u, v)-caminho (caminho
do vértice u até o v) de menor comprimento. Um subconjunto de vértices S C V(D)
é dito convexo quando esse contém os vértices de todas as (u,v)-geodésicas e de todas
as (v,u)-geodésicas, com u,v € S. A envoltéria de um conjunto S C V(D), denotada
por [S], é o menor conjunto convexo contendo S; essa também pode ser definida como a
intersegao de todos os conjuntos convexos que contém S. Quando [S] = V(D) dizemos
que S é um conjunto de envoltéria de D, e o nimero de envoltéria de D é a cardinalidade
de um conjunto de envoltéria minimo. Caso cada vértice de D pertenca a alguma (u,v)-
geodésica com u,v € S, dizemos que S é um conjunto geodético de D. Similarmente, o
nimero geodético de D é a cardinalidade de um conjunto geodético minimo. Nesta dis-
sertacao, além de revisarmos a literatura associada, apresentamos algumas contribuigoes
para esses parametros em algumas classes de grafos orientados. A primeira é um limitante
superior apertado para torneios, o qual estenderemos para grafos split orientados. Em
seguida mostramos que os problemas relacionados a esses parametros sao NP-completos
para grafos bipartidos orientados. No caso do nimero de envoltdria, isso também vale
para uma subclasse de bipartidos: os cubos parciais. Para o nimero geodético, o grafo
orientado utilizado na reducao nao sé6 ¢ bipartido, como também ¢ um grafo direcionado
aciclico. Por fim, provamos que é possivel obter esses dois parametros em tempo polino-
mial para cactos orientados, uma superclasse de arvores orientadas.

Palavras-chave: Numero de envoltéria. Numero geodético. Grafos orientados. Conve-
xidade em grafos.



ABSTRACT

Given an oriented graph D = (V, A), an (u,v)-geodesic is an (u,v)-path (path from the
vertex u to v) of smallest size. A vertex subset S C V(D) is convex whenever it contains
the vertices of every (u,v)-geodesic and every (v, u)-geodesic, with u,v € S. The hull of
a set S C V(D), denoted by [S], is the smallest convex set containing S; it can also be
defined as the intersection of all convex sets containing S. When [S] = V(D), we say
that S is a hull set of D, and the hull number of D is the cardinality of a minimum hull
set of D. In case each vertex of D belongs to some (u,v)-geodesic with u,v € S, we say
that S is a geodetic set of D. Similarly, the geodetic number of D is the cardinality of
a minimum geodetic set. In this dissertation, besides reviewing the associated literature,
we present a few contributions for these parameters in some classes of oriented graphs.
The first one is a tight upper bound for tournaments, which we later extend for oriented
split graphs. We also show that the decision problems related to these parameters are
NP-complete for oriented bipartite graphs. For the hull number case, this is also true
even if restricted do oriented partial cubes, a subclass of oriented bipartite graphs. As for
the geodetic number, the oriented graph used in our reduction is not only bipartite, but
is also a DAG. At last, we prove that it is possible to obtain both of these parameters in
polynomial time when restricted to oriented cacti, a superclass of oriented trees.

Keywords: Hull number. Geodetic Number. Oriented graphs. Convexity in graphs.



LISTA DE FIGURAS

|Figura 1-

A esquerda temos o grafo G com dois pares de arestas multiplas e um laco;

a direita, temos um grafo simples GG’, obtido a partir de G removendo os

lacos e as arestas multiplas. Em G, como ha duas arestas associadas ao

par uj, U, a notacao fica confusa; ja em G’ isso nao ocorre, pois ha no

maximo uma aresta associada a cada par de vértices de V(G').|. . . . ..

11

Figura 2 —

A esquerda temos o digrafo D com um par de arcos multiplos, associados a

(u1,us); dois arcos associados ao mesmo par de vértices com orientacoes

distintas, um a (usz,us) € outro a (u4,u3); e um laco associado ao par

(us,us). A direita, temos um grafo orientado D'.|. . . . . ... ... ...

[Figura 3 —

O digrafo D; a esquerda é um subdigrafo de D" da Figura |2, e o digrafo

Dy a direita é um subdigrafo induzido de D’ por {vy,vo, vz} . . . . . ..

[Figura 4 —

Grafo orientado com numero de envoltoria dois e nimero geodeético tres.|

[Figura 5 —

Grafo orientado com numero de envoltoria 4 e nimero geodético 6.

lgura 6 —

Exemplo apertado para o Teorema 4.1, quandon=5,. . . . . . ... ..

Figura 7 —

A esquerda, temos uma representacao do hipercubo de dimensao trés; a

direta, um cubo parcial isomorto a um subgrato de Q3. . . . . . .. . ..

[Figura 8 —

Exemplo do grato orientado construido na prova do Teorema 4.2 para

U:{1727354a5}ef:{Fl:{1527374}7F2:{174}7F3:{273a5}}‘| <o

44



SUMARIO

8

11

11

16

21

21

(3.2 Caracterizacoes|. . . . . . . v i v i i i e e e e e e e e e e e e e e e 22
B.3 Resultados Existenciais| . . . . . ... ... ... ... ... 23
(3.4 Espectro geodético|. . . . . . . .. ... .. 0o oo 27
3.5 Numeros de envoltoria e geodético orientaveis| . . . . . ... .. 29
3.5.1 Analisando isoladamente hn (G), gn’(G), hn™(G) e gn™(G)| ... 29
[3.5.2 Relacionando os numeros de envoltoria e geodético orientavers| 30
RESULTADOS 32

[4.1 Torneios e Split| . . . ... ... ... . o o oo 32
[4.2 NP-completude para grafos bipartidos orientados| . . . . . . .. 37
4.2.1  Numero de Fnvoltoral . . . . . .. ... ... ... ....... 37
4.2.2  Numero Geodéticol . ... ... ... .. .. ... .. ... 43
[4.3 Algoritmos de tempo polinomial para cactos| . . . . ... .. .. 45
[4.3.1 Numero de Envoltorial . . . . ... ... ... ... ........ 46
4.3.2  Numero Geodéticol . .. ... ... ... ... 53




1 INTRODUCAO

A primeira vez que somos apresentados ao termo “convexidade” geralmente
é no ensino fundamental, quando estudamos poligonos. Um poligono é dito convezro se
dados dois pontos dentro da area delimitada por esse, a reta conectando esses pontos
também esta contida nessa area. Esse, na verdade, é um caso particular de convexidade
no espaco euclidiano. Um conjunto S C R" é dito convezro se dados dois pontos x,y € S,
cada ponto da forma Az 4+ (1 — A)y com A € [0,1] (ou seja, os pontos compondo o
segmento entre x e y) também estd em S. Essa definigdo de convexidade se da pelo fato
de segmentos de reta, na geometria euclidiana, serem as curvas de menor comprimento
entre dois pontos; essas sao chamadas de geodésicas.

De uma maneira mais geral, uma familia C de subconjuntos de um conjunto
finito X é dita uma convexidade se ), X € C e essa é fechada para intersecao. Ou seja, dada
uma subfamilia C' C C néo vazia temos (|C’' € C. Os elementos da familia C sdo chamados
de conjuntos convexros. Além disso, outra definicao importante é a de enwvoltoria: dado
Y C X, sua envoltéria é o menor conjunto de C contendo Y. Veja que, se C' é a familia
de todos os elementos de C que contém Y, Y’ :=(C' € Ce Y C Y’. Pelo modo como
definimos C’, Y’ é o menor elemento de C contendo Y e, consequentemente, sua envoltéria.
Ademais, Y C X é um conjunto de envoltoria se sua envoltoria for X.

Essas nogoes de convexidade podem ser adaptadas para grafos, onde X ¢é o
conjunto de vértices do grafo e as curvas sao caminhos entre vértices. Nesse caso, um
conjunto de vértices S C V(G) é dito convezo se, para qualquer uv-geodésica P (uv-
caminho de menor comprimento) com u,v € S, temos que V(P) C S. Essa adaptagao foi
introduzida por HARARY and NIEMINEN]| (1981). Fora essa, outros tipos de convexidade
tém sido estudadas em grafos. Por exemplo, DUCHET] (1988)) trata da monofénica, a qual
considera caminhos induzidos ao invés de geodésicas; e CENTENO| (2009)), da convexi-
dade P3, que considera caminhos de comprimento dois. Neste trabalho nos restringimos
a convexidade geodésica para grafos orientados, com foco nos numeros de envoltéria e
geodético definidos a seguir.

Dado um grafo orientado D, a convexidade usada é basicamente a mesma. Um
conjunto S C V(D) é dito convexo se, para cada par u,v € S, os vértices de todas as
(u,v)-geodésicas e de todas as (v, u)-geodésicas estao em S. Além disso, para qualquer
conjunto S C V(D) (convexo ou nao), sua envoltdria [S] é o menor conjunto convexo
contendo S. Dizemos que S é um conjunto de envoltéria de D quando [S] = V(D);
o numero de envoltoria de D, E(D), ¢ a cardinalidade de um conjunto de envoltéria
minimo. Caso todo vértice de D esteja numa (u,v)-geodésica, com u,v € S, dizemos
que S é um conjunto geodético de D. Analogamente, o numero geodético de D, ﬁ(D), é
a cardinalidade de um conjunto geodético minimo. Além desses parametros, DUCHET

(1988) definem os numeros de Carathéodory, Helly e Radon para uma convexidade, os



quais podem ser facilmente adaptados para convexidade em grafos. Outro parametro
digno de nota é o numero de convexidade, definido e trabalhado por (CHARTRAND
(2002a).

Esses dois parametros ja foram amplamente trabalhados em grafos nao dire-
cionados. [EVERETT and SEIDMAN]| (1985) apresentaram diversos limitantes para o
nimero de envoltéria, utilizando ferramentas como os blocos do grafo e sua conectivi-
dade local.  DOURADO) (2009); ARAUJO (2013); ALBENQUE and KNAUER] (2016);
DOURADOQO| (2010); CHARTRAND (2002b); BESSY]| (2018) analisaram esses parametros
em diferentes classes de grafos, provando a NP-completude em alguns casos e, em ou-
tros, encontrando maneiras de obté-los em tempo polinomial. (CHARTRAND]| (2002b));
JIANG, (2004); BRESAR/ (2011) mostraram resultados sobre esses parametros em produ-
tos de grafos, como o cartesiano e o lexicografico. Além disso, existem variantes desses
parametros, como os numeros de envoltoria e geodético forcantes trabalhados por TONG
(2009), os nimeros geodéticos forgantes minimo e maximo estudados por(CHANG (2006)),
o numero de dominagao geodética analisado por HANSBERG and VOLKMANN (2010),
e o niimero de envoltéria generalizado estudado por ARAUJO| (2013).

Ja para grafos orientados, a maioria dos artigos que encontramos foca nos
nimeros de envoltéria e geodético orientaveis. Sejam G um grafo nao direcionado e S o
conjunto dos valores do nimero de envoltoria, para cada possivel orientacao D de G. O
numero de envoltoria orientdvel inferior e o numero de envoltoria orientdvel superior de
G sao definidos respectivamente por hn'(G) := min S e hn*(G) := max S. Os nimeros
geodéticos orientdveis inferior e superior de G, denotados respectivamente por gn (G)
e gnt(G), sdo definidos analogamente. EVERETT and SEIDMAN]| (1985); HARARY]
(1993), além de provarem resultados sobre esses quatro parametros, ainda apresentam
resultados gerais sobre os parametros principais de nossa pesquisa, como caracterizagao
e existéncia de grafos orientados com determinados nimeros de envoltéria e geodético e
limitantes para esses. Ja LU (2007)); [DONG (2009) focam no espectro geodético, que é
o conjunto de todos os possiveis valores do nimero geodético para as orientagoes de um
dado grafo G. Enquanto isso, [FARRUGIA| (2005); DONG] (2009); HUNG (2009) focam
seus resultados nesses quatro parametros.

Em vista disso, decidimos tomar uma abordagem diferente. Neste trabalho,
estudamos a complexidade computacional desses parametros em grafos orientados, nos
restringindo a diferentes classes, bem como melhoramos alguns limitantes jé existentes.
Para torneios, apresentamos um limitante apertado superior e, em seguida, estendemos
esse para splits orientados. No caso dos grafos bipartidos orientados, mostramos que os
problemas relacionados aos nimeros de envoltéria e geodético sao ambos NP-completos.
Além disso, conseguimos restringir a NP-completude do niimero de envoltoria para cubos
parciais orientados, uma subclasse de bipartidos orientados. Quanto ao niimero geodético,

a demonstracao consiste de uma reducao do problema NP-completo COBERTURA DE



10

CONJUNTOS, e o grafo orientado utilizado na mesma é um digrafo aciclico. Em contra-
partida, os dois tltimos resultados mostram que é possivel obter conjuntos de envoltéria
e geodético minimos em tempo polinomial para cactos orientados, uma superclasse de
arvores orientadas. Todos esses resultados foram apresentados no Latin & American
Algorithms, Graphs and Optimization Symposium (LAGOS) 2019, com resumo escrito
por ARAUJO and ARRAES (2019). Além disso, uma versao completa serd submetida a
periodico.

No Capitulo [2| apresentamos algumas nocoes basicas sobre grafos, tanto ori-
entados quanto nao orientados, e notagoes que utilizamos ao longo do texto. Em seguida,
na segunda parte desse capitulo, falamos mais detalhadamente sobre nocoes bésicas de
convexidade geodésica e sobre os nimeros de envoltéria e geodético. J4 no Capitulo [3]
reunimos alguns resultados que encontramos na literatura relacionados a esses parametros
em grafos orientados, os quais estao separados por categoria. No Capitulo [4] explanamos
os resultados mencionados no paragrafo anterior. Por fim, o Capitulo |5 é dedicado as

consideragoes finais e possiveis linhas de pesquisa para trabalhos futuros.
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2 PRELIMINARES

Nesta secao apresentamos defini¢oes e notacoes para que até mesmo um leitor
que possua apenas nocoes basicas de Matematica Discreta possa compreender os resulta-
dos apresentados no texto. Na primeira parte estao alguns conceitos gerais sobre grafos
e digrafos, como grau dos vértices, subgrafos, conceitos bésicos de conexidade, dentre
outros. Em seguida, entraremos no campo de convexidade em grafos. As defini¢oes nesta
secao incluem a de fungao de intervalo, a de conjuntos convexos em grafos e os niimeros

de envoltéria e geodético (parametros centrais da nossa pesquisa).

2.1 Conceitos Gerais

A rigor, um grafo G = (V, E) é uma tripla consistindo de um conjunto de
vértices V = V(G), um de arestas F = F(G) e uma relagdo que associa cada elemento e
de E(G) a um par nao ordenado de vértices (nao necessariamente distintos) de V(G), os
quais sao as extremidades da aresta. Quando existe uma aresta e € E(G) associada ao
par de vértices u,v € V(G), dizemos que u e v sdo adjacentes. A cardinalidade de V(G)
¢ o numero de vértices ou ordem de G e esse valor é denotado por n(G); analogamente,
m(G) denota o nimero de arestas ou tamanho de G, que é a cardinalidade de E(G).

Perceba que, pelo modo como definimos grafos, é possivel que haja arestas
associadas ao mesmo par de vértices, as quais chamamos de arestas maultiplas, ou até
mesmo arestas cujas extremidades coincidem, as quais recebem o nome de la¢os. Quando
um grafo G nao possui nenhum desses dois tipos de arestas, dizemos que esse é um grafo
simples. Nesse caso, veja que podemos representar cada aresta e € E(G) por uv, onde
u # v € V(G) sdo os vértices compondo o par ao qual e é associado. A Figura |1| abaixo

ilustra o que dissemos até agora.

U2 V2

U1 Uy Us U1 (] (Y%

&

us U3
G G’
Figura 1: A esquerda temos o grafo G com dois pares de arestas multiplas e um lago; a
direita, temos um grafo simples G’, obtido a partir de G removendo os lacos e as arestas
multiplas. Em G, como ha duas arestas associadas ao par uy, us, a notagao fica confusa;
ja em G’ isso nao ocorre, pois hd no méximo uma aresta associada a cada par de

vértices de V(G').

Um digrafo D = (V, A) é similar a um grafo, a diferenca é que ao invés de

um conjunto de arestas temos um de arcos A = A(D), e esses sao associados a pares
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ordenados de vértices. Analogamente, definimos o nimero de vértices n(D) e o nimero
de arcos m(D) de um digrafo como o fizemos para grafos. Se e € A(D) é um arco associado
ao par ordenado (u,v) de vértices, além de u e v serem adjacentes dizemos que u é a cauda
desse arco e v, a cabeca. Ademais, também dizemos que o arco e esta orientado de u para
v. Veja que podemos ter arcos e; # es € A(D) associados respectivamente ao par (u,v) e
ao par (v,u), ou ambos ao par (u,v) (arcos miltiplos); além disso, pode haver e € A(D)
associado a um par ordenado (u,u) (lago). Similarmente a grafo simples, definimos um
grafo orientado como um digrafo no qual nao ha lagos e nem arcos associados a pares
ordenados cujas extremidades coincidem (mesmo que a orientagao seja diferente). Nesse
caso, podemos representar cada arco e € A(D) pelo par ordenado (u,v) de vértices ao

qual esse esta associado.

U2 V2

Uus

A

D D’
Figura 2: A esquerda temos o digrafo D com um par de arcos miltiplos, associados a
(u1,us); dois arcos associados ao mesmo par de vértices com orientagoes distintas, um a
(us,uq) € outro a (uyg,us); e um lago associado ao par (us,us). A direita, temos um grafo
orientado D’.

Dito isso, definiremos a seguir o que é um grafo subjacente. Dado um digrafo
D, seu grafo subjacente é um grafo GG obtido a partir de D desconsiderando a orientagao
dos arcos. Por exemplo, os grafos G e G’ da Figura (1| sao respectivamente os grafos
subjacentes do digrafo D e do grafo orientado D’ da Figura Ademais, sendo D um
digrafo e G seu grafo subjacente, também dizemos que D é uma orientacao de G. Veja
que, pelo modo como definimos um grafo orientado, temos que o grafo subjacente de um
grafo orientado é simples e que uma orientacao de um grafo simples é um grafo orientado.

Dado um grafo G, é interessante mencionar sobre suas orientagoes inversas.
Sendo D; e D, orientagoes de GG, dizemos que o grafo orientado Dy é o inverso de D,
quando, para todo par de vértices u,v € V(G), (u,v) € A(D;) se e somente se (v,u) €
A(D3). Ou seja, ao inverter a orientagdo de cada arco de D; obtemos o digrafo Ds, e
vice-versa.

Doravante trataremos apenas de grafos simples e grafos orientados finitos. Isso
quer dizer que, sendo G um grafo e D um digrafo, existem inteiros positivos n, ny, my, mo
tais que n(G) = ny, m(G) = my, n(D) = ng e m(D) = my.

O grau de entrada de um vértice v € V(D) em D é o numero de arcos

em A(D) que possuem v como cabega, e esse é denotado por dj(v). Similarmente, o
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grau de saida d},(v) de v é o niimero de arcos que possuem v como cauda. O grau to-
tal dp(v) de v é o numero de arcos que possuem v como extremidade, de modo que
dp(v) = dp(v) + d},(v). Quando nao houver risco de confusdo quanto ao digrafo con-
siderado, o indice D nao sera utilizado. O grau de entrada minimo de D e o grau de
saida minimo de D sao definidos respectivamente por 6~ (D) = min{d,(v) | v € V(D)}
e 67(D) = min{d5(v) | v € V(D)}. O grau de entrada mdximo de D e o grau de
saida mdzimo de D, denotados respectivamente por A~ (D) e AT(D), sao definidos ana-
logamente. Além desses, o grau mdximo de D e o grau minimo de D sao definidos
respectivamente como §(D) := min{d(D),é" (D)} e A(D) := max{A~(D),AT(D)}.
Na Figura [2| por exemplo, temos que §~(D') = dp,(v;) = 1 para todo i € {1,2,4,5},
§T(D") =df(vs) =0, A™(D') = dp(v9) =2 e AT(D') = df(vy) = 2.

A wvizinhanga de entrada de S C V(D) em D é o conjunto N (S) composto
por todos os vértices u ¢ S tais que (u,v) é um arco de D com v € S. Ademais, dizemos
que os vértices desse conjunto sao os wvizinhos de entrada de S. De maneira similar,
definimos a wvizinhanca de saida N} (S) de S C em D e dizemos que os vértices desse
conjunto sao os wvizinhos de saida de S. A wvizinhanca total de S é o conjunto definido
por Np(S) := N5 (S) U N/ (S). Quando S possuir apenas um vértice v, nos referiremos
a sua vizinhanca de entrada como N, (v), e usaremos notagoes andlogas para suas outras
vizinhancas. Como estamos considerando apenas grafos orientados, veja que valem as
seguintes igualdades: |Np (v)| = dp(v), |[Np(v)] = dj(v) e |[Np(v)| = dp(v). No grafo
orientado D’ da Figura é possivel ver que N~ (vy) = {v1,v3} e NT(vy) = {v4}.

No caso nao direcionado, podemos definir o grau e a vizinhanca de um vértice
e os graus maximo e minimo do grafo. Dados um grafo G e um vértice v € V(G), o
grau de v, denotado por dg(v), é o nimero de vezes que v aparece como extremidade de
arestas em E(G). A wvizinhanga de v, similar a vizinhanga total no caso orientado, é o
conjunto Ng(v) = {u € V(G) | uwv € E(G)}. Veja que, como o grafo é simples, podemos
dizer que |Ng(v)| = dg(v). O grau mdzimo de G e o grau minimo de G, de forma similar
ao caso orientado, sdo definidos respectivamente por §(G) := min{dg(v) | v € V(G)} e
A(G) := max{dg(v) | v € V(G)}.

Agora vamos falar de dois tipos importantes de conjuntos de vértices em grafos.
Dado um grafo G e S C V(G), dizemos que S é estdvel ou independente quando, para
quaisquer u,v € S, uv nao é uma aresta de GG. Se S for tal que todos os seus vértices sao
dois-a-dois adjacentes (basicamente o oposto de um conjunto estavel), chamamos esse de
clique. No grafo G’ da Figura [l {v1,vs} é um conjunto estével, enquanto que {vs, vs, vy}
e {v1, vg,v3} sdo cliques.

Dados dois grafos orientados D = (V, A) e D" = (V', A’), dizemos que D’ é um
subdigrafo de D quando V(D) C V(D) e, dados u,v € V(D'), (u,v) € A(D’) implica que
(u,v) € A(D). Ademais, caso tenhamos também a inversa dessa tltima implicagao, ou

seja, se (u,v) € A(D) implicar que (u,v) € A(D’) para todo par de vértices u,v € V(D'),
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dizemos que D’ é um subdigrafo induzido de D por V(D'), e escrevemos D' = D[V (D’)].
As nogoes de subgrafo e subgrafo induzido para grafos nao direcionados sao analogas, basta
desconsiderar a orientacao dos arcos. Na Figura [3| abaixo, veja que D; é um subdigrafo
de D’ da Figura , porém, nao é induzido devido a auséncia do arco (vs,vy). Por outro

lado, o digrafo D, ao lado de D; é um subdigrafo induzido de D’ por {vy, vo, v3}.

V2 V2
@
U1 Uy U1
U3 U3
D, D,

Figura 3: O digrafo D; a esquerda é um subdigrafo de D’ da Figura , e o digrafo Dy a
direita é um subdigrafo induzido de D" por {vy,vs, v3}.

Um passeio em um digrafo D é uma sequéncia de vértices e arcos (vg, €1, v1, . . .,
ek, V) de modo que e; = (v;_1,v;) paratodo i € [k], onde [k] = {1,..., k} para todo inteiro
positivo k. Para facilitar essa notagao em grafos orientados, consideraremos apenas a
sequéncia de vértices (vg, vy, ..., vx) para representar o passeio (os arcos estao implicitos,
pois o grafo subjacente é simples). Um (u,v)-passeio é um passeio (vg,vq,...,v;) tal
que vg = u e vy = v. Uma trilha é um passeio sem repeticao de arcos, ou seja, nao ha
i # j € [k] tais que v;_; = vj_; e v; = v; (essa defini¢do ¢é valida apenas para digrafos
que nao possuem arcos multiplos, como os grafos orientados). Perceba que em uma trilha
podemos ter vértices repetidos sem que o mesmo aconteca com arcos. Quando nao ha

vértices repetidos, esse passeio é dito um caminho, ou seja, para todo pari # j € {0} U|[k]

temos que v; # v;. Dado um caminho (vg, e, v1, . . . ek, v ), comumente nos referimos a esse
como sendo um subdigrafo P de D tal que V(P) = {vg,v1,...,vr} ¢ A(P) ={e1,...,ex}.
Além disso, nos referimos ao conjunto composto pelos vértices vy, . .., vx_1 como o interior

do caminho P, e esses vértices s@o ditos internos a P. (u,v)-trilha e (u,v)-caminho sdo
definidos de maneira andloga a um (u,v)-passeio. Essas nogoes podem ser facilmente
adaptadas para grafos, basta desconsiderar a orientagao dos arcos. No caso nao-orientado,
utilizamos a notacao uv-caminho para nos referirmos a um caminho entre os vértices u e
v, e quando queremos especificar os vértices escrevemos u = vg, U1, . ..,V = .

Dado um par ordenado (u,v) € V(D) x V(D), a distincia de u para v em
D, denotada por distp(u,v), é o menor tamanho possivel de um (u, v)-caminho, quando
algum existir; caso contrario, definimos distp(u,v) = co. Um (u,v)-caminho P tal que
m(P) = distp(u,v) é dito um (u,v)-geodésico. O digmetro de um grafo orientado D
é definido por diam(D) = max{distp(u,v),distp(v,u) | u,v € V(D)}. Para obter as
versoes em grafos nao direcionados, novamente basta desconsiderar as orientacoes.

Com isso em mente, podemos falar de conexidade. Um grafo G é dito conexo
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quando existir um uv-caminho para todo par de vértices u # v € V(G). Dado S C V(G),
GS] é dito uma componente conexa maximal (ou simplesmente componente coneza) de
G se esse grafo for conexo e G[S U {u}], para todo vértice u € V(G) \ S, nao o for. Um
vértice v € G é dito uma articula¢ao se G —v := G[V(G) \ {v}] possui mais componentes
conexas do que G. Quando houver dois uv-caminhos em G internamente disjuntos (ou
seja, os interiores nao se intersectam) para todo par u # v € V(G), dizemos que G é
2-conexo. Um bloco de G é um subgrafo induzido 2-conexo maximal B C G, ou seja, nao
existe subgrafo induzido 2-conexo B’ C G tal que V(B) C V(B').

Para digrafos, adaptamos essas defini¢oes utilizando o grafo subjacente. Por
exemplo, dados um grafo orientado D e seu grafo subjacente GG, as componentes conexas
de D sao os subdigrafos induzidos D[S] tais que G[S] é uma componente conexa de G.
Conexidade tanto em grafos quanto em digrafos é um assunto extenso, porém nao nos
aprofundaremos muito nisso, ja que essas definigoes sao suficientes para o entendimento
desta dissertagao.

A seguir, apresentaremos algumas das classes mais conhecidas de grafos sim-
ples; em seguida mencionaremos sobre os grafos orientados dessa classe. Um grafo G é
dito um caminho se existir uma ordenagao de seus vértices de modo que uv € E(G) se e
somente se u e v sao consecutivos nessa ordenacao; o caminho com n vértices é denotado
por P,. A definicao de ciclo é bastante parecida com a de caminho, a tnica diferenca é
que também temos um aresta associada ao par composto pelo primeiro e ultimo vértices
da ordenacao; similarmente, o ciclo com n vértices é denotado por C,. Uma drvore é um
grafo aciclico (que nao possui ciclos como subgrafos) e conexo.

O grafo completo é aquele cujos vértices sao adjacentes dois-a-dois, e o grafo
completo com n vértices é denotado por K,. Para a proxima classe lembraremos a de-
finicdo de particao de um conjunto S: uma familia {Si,..., Sk} de subconjuntos de S,
disjuntos dois-a-dois, tais que S = Ule S;. Quando for possivel particionar o conjunto
de vértices em k conjuntos estaveis, dizemos que o grafo é k-partido. Dentre esses, o tipo
mais estudado é o bipartido, ou seja, grafos cujo conjunto de vértices é da forma AU B,
onde A e B sao disjuntos e estaveis. Quando um grafo k-partido G possui todas as arestas
possiveis, dizemos que G' é um grafo k-partido completo e o denotamos por K,,, ., , onde
n; = |A;| para todo i € [k].

Com isso, vamos apresentar a versao orientada dessas classes. Um grafo orien-
tado D é dito um caminho orientado quando seu grafo subjacente G for um caminho e,
sendo uy, . .., u, a ordenagao dos vértices de G, os arcos sao da forma (u;_1,u;) para todo
i € [n]. Um ciclo orientado é utilizado para se referir a qualquer orientagao de um ciclo.
Caso essa orientacao seja tal que, dada uma ordenacao {uq,...,u,} dos vértices como
acima, os arcos sao (uy,us), ..., (Up_1,Up), (un,u1), dizemos que esse é um ciclo direcio-
nado. Dada uma orientagao de um grafo completo, nos referimos a esse grafo orientado

como torneio. Para as outras classes, basta acrescentar um “orientado” ao final do nome
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da classe.

Além dessas, existe uma classe de grafos orientados que mencionaremos mais
a frente com certa frequéncia. Um digrafo é dito aciclico se esse nao possui ciclos direci-
onados como subgrafos.

Caso o leitor se interesse pelo assunto de grafos (direcionados ou nao) e deseje

se aprofundar no assunto, recomendamos o livro escrito por BONDY and MURTY]|(2008).

2.2 Convexidade

Doravante, D representard um grafo orientado finito. As defini¢des abaixo
possuem sua versao em grafos nao-direcionados, porém nao ¢ dificil de fazer a transicao.

A fungao de intervalo I: P(V(D)) — P(V(D)) é definida da seguinte forma.
Dados dois vértices u,v € V(D), I[{u,v}] é composto pelos vértices u,v e por todos os
que estao em alguma (u, v)-geodésica ou em alguma (v, u)-geodésica. Perceba que, se ndo
houver caminhos entre u e v em ambas as diregoes, I[{u,v}] = {u,v}. Para § C V(D)
com pelo menos trés elementos, 1[S] é a unido de todos os conjuntos I[{u,v}] com u,v € S.

Caso o conjunto inicial seja vazio, nao ha geodésicas para serem analisadas
e portanto o conjunto resultante é também o vazio. Se S tiver apenas um vértice, o
menor caminho dele para ele mesmo é o caminho com apenas esse vértice e nenhum arco;
logo, a fungao acima retorna o mesmo conjunto unitario. Por fim se S = V(D), como
S C I[S] C V(D) temos que I[S] = S. Esses sao os trés principais exemplos de elementos
fixos da funcao de intervalo.

Um conjunto de vértices S C V(D) é dito convezo quando ele for um ponto
fixo da funcdo de intervalo, ou seja, I[S] = S. Em outras palavras, para qualquer (u,v)-
geodésica P de modo que u,v € S, todos os vértices de P também estao em S. No
paragrafo acima, demos trés exemplos triviais de conjuntos convexos: o conjunto vazio,
um conjunto unitario e o conjunto de vértices do digrafo. Na geometria euclidiana, um
segmento de reta é a curva de menor distancia entre dois pontos do espaco. Ademais, um
conjunto desse espaco € dito convexo se, para quaisquer dois pontos A e B no conjunto, o
segmento de reta AB estd contido nesse. Veja que as duas definicoes de convexidade sio
condizentes.

A envoltéria de S C V(D), denotada por [S], é o menor conjunto convexo
contendo S. Outra definigao para envoltéria é que [S] é a intersecao de todos os conjun-
tos convexos contendo S. Suponhamos que haja dois conjuntos convexos distintos A, B
contendo S e consideremos C' = AN B, o qual também contém S. Tomando u,v € C,
como A e B sao convexos, temos que I [{u, v}] estd contido tanto em A quanto em B, logo
também o estd em C'. Portanto, C' também é convexo. Esse é o argumento bdsico para
entender a equivaléncia entre as duas definigoes acima.

Além disso, existe uma maneira de obter a envoltéria de S utilizando a fungao
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de intervalo. Antes de mostrarmos isso, precisamos de mais uma definicao. Para qualquer
inteiro positivo n e qualquer conjunto S C V(D), dizemos que I"[S] = I[I""*[S]], onde
I°S] = S.

Lema 2.1. Seja D um grafo orientado finito. Entdo, para todo conjunto S C V(D) existe

n inteiro nao negativo tal que I"[S] = I"T1[S] = [S].

Demonstracdo. Primeiramente veja que, para todo k inteiro nao-negativo, enquanto I*[S]
nao for convexo, I*1[S] terd pelo menos um vértice a mais que esse. Como o grafo
orientado em questao ¢ finito, em algum momento obteremos um conjunto convexo; isto
é, existe n € Z, tal que I"[S] = I""1[S]. Dito isso, resta apenas mostrar que esse conjunto
convexo é de fato a envoltéria de S.

Como I™[S] é um conjunto convexo que contém S, temos que [S] C I"[S].
Agora, suponha que esses conjuntos nao sejam iguais. Assim, existe k € {1,...,n} tal
que [F71[S] C [S] e I¥[S] € [S]. Nesse caso, existem u,v € [¥71[S] e uma (u, v)-geodésica
P de modo que V(P) € [S], o que contradiz a convexidade de [S]. O

Em posse disso, podemos definir os parametros centrais da nossa pesquisa.
Quando um conjunto de vértices S possui V(D) como envoltéria, chamamos esse de
conjunto de envoltoria de D. Ademais, quando S for um conjunto de envoltéria de
cardinalidade minima, o numero de envoltoria do grafo orientado D é E(D) = |S|. Mais
restritamente, se I[S] = V(D) dizemos que S é um conjunto geodético. De maneira
similar, o numero geodético de D, denotado por @(D), é o tamanho de um conjunto
geodético minimo de D.

Perceba que um conjunto geodético é um conjunto de envoltéria com uma
condigao a mais, a de que V(D) seja obtido ja na primeira itera¢ao da funcdo de intervalo.

Por causa disso, para todo grafo orientado D temos que

_)

hn(D) < gi(D). (1)

Outra consequéncia é a seguinte: o que afirmarmos ao longo do texto para todo conjunto
de envoltéria também se aplica para todo conjunto geodético.

Para que esses conceitos fiquem mais claros na mente do leitor, considere o
grafo D da Figura [4] abaixo. Como esse grafo tem mais de um vértice e todo conjunto
unitario é convexo, todo conjunto de envoltoria precisa ter pelo menos dois vértices, ou
seja, ﬁ(D) > 2. Assim, seja S = {u,v}. Ha quatro (u,v)-caminhos em D: (u,y1,y2,v),
(u, 21,9, x3,0), (u,x1, T2, T3,Y1,Y2,0) € (u,y1,Ye, T1, T2, x3,v). Os comprimentos desses
sao trés, quatro, seis e seis (respectivamente); logo, apenas o primeiro é geodésica. Como
nao héa (v, u)-caminhos, I[S] = {u, v, y1, y2}. Além disso, perceba que (yo, 1, T2, x3,y1) € O
tinico (yz, y1 )-caminho, o que faz dele uma geodésica, donde concluimos que I%[S] = V(D).

Consequentemente, S é um conjunto de envoltéria de D, e pela desigualdade acima ele
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%
também é minimo; isso significa que hn(D) = 2.

il T XT3
.%
n Y2
“/ ® e’

Figura 4: Grafo orientado com nimero de envoltdria dois e nimero geodético tres.

Por outro lado, como I[S] = V(D)\{x1, z2, 23}, S ndo é um conjunto geodético
de D. Como u e v devem pertencer a todo conjunto de envoltéria (isso serd explicado
logo em seguida), temos que gh(D) > 3. Em vista disso, consideremos o conjunto S’ =
{u,v,z1}. Veja que (xy, z9, x3,v) € (1,29, 3, Y1, Y2, v) s@0 0s Unicos (z1,v)-caminhos em
nosso grafo. Portanto S’ é um conjunto geodético e, por conseguinte, @(D) = 3.

Neste ponto, o leitor deve estar se perguntando “por que os vértices u e v
pertencem a todo conjunto de envoltéria?” Bom, para responder isso primeiro vamos
falar sobre um tipo importante de conjunto de vértices. S C V(D) é dito co-convexo se
St = V(D) \ S for convexo. Veja que () e V(D) sdo conjuntos trivialmente co-convexos.
A importancia desses conjuntos esta no seguinte fato.

Lema 2.2. Seja D um grafo orientado. Cada conjunto de envoltoria de D intersecta

todos os subconjuntos co-convexos de V(D).

Demonstragao. Suponha S C V(D) um conjunto de envoltéria de D e S” C V(D) um
conjunto co-convexo nao-vazio tais que SN S’ = . Como S’ é convexo e contém S, pela
definicio de envoltéria temos que [S] € S C V(D), contradizendo a escolha de S. [

Essa informacao nos ajuda a melhor estimar um conjunto de envoltéria ou

geodético minimo. Porém, se o conjunto co-convexo que estivermos analisando for muito
grande, pode ocorrer de um vértice dele nao ser suficiente (ou seja, esse conjunto contém
conjuntos co-convexos menores). Isso nos induz a atentar para os menores conjuntos
co-convexos de V(D), mais especificamente os unitdrios. Se um vértice v compde um
conjunto co-convexo unitario, dizemos que v é extremal. Denotamos o conjunto de vértices
extremais de D por Ext(D). Uma consequéncia natural disso é o seguinte lema, que consta
em um artigo de CHARTRAND] (2003).
Lema 2.3. Todo conjunto de envoltoria de um grafo orientado D deve conter os vértices
extremais desse. Ademais, se o conjunto de vértices extremais de D for um conjunto de
envoltoria (geodético), entdo esse é o unico conjunto de envoltdria (geodético) minimo de
D.

O fato de o vértice v ser extremal quer dizer que ele nao ¢ interior a nenhuma
(u, w)-geodésica, para u,w € V(D) \ {v} distintos quaisquer. Para que isso ocorra, ha
duas possibilidades. A primeira é que v também nao ¢é interior a caminho algum de D,

e isso ocorre quando d~(v) = 0 ou d*(v) = 0. Quando d~(v) = 0, chamamos esse de
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transmissor ou fonte; caso d*(v) = 0, o chamamos de receptor ou sumidouro. O segundo
caso ¢ quando ele pertence ao interior de caminhos, mas nao ao de geodésicas. Para
tanto, dados u € N~ (v) e w € Nt (v), perceba que (u, v, w) nao pode ser geodésica; logo,
devemos ter (u,w) € A(D). Quando isso ocorre para quaisquer u e w desse tipo, dizemos
que v é transitivo.

No caso nao-direcionado, os vértices compondo conjuntos co-convexos unitarios
sao chamado de simpliciais. Esses sao definidos como tendo uma clique como vizinhanca
(perceba que também estao inclusos nessa defini¢ao vértices de grau um). Se um vértice
tiver grau um, ele claramente nao pode estar no interior de um caminho. Caso seu grau
seja pelo menos dois, como sua vizinhanca é uma clique, qualquer caminho contendo um
simplicial nao é geodésica pois podemos remover esse da sequéncia de vértices e ainda
ter um caminho. Ao contrario do caso orientado, perceba que existe apenas um tipo de
simplicial, o que torna a analise menos trabalhosa.

Para finalizar a se¢ao, apresentamos dois resultados simples, porém interessan-
tes. O primeiro se deve a|CHARTRAND) (2003), e ele relaciona os nimeros de envoltéria
de grafos orientados inversos. Dados D e D’ grafos orientados, de modo que um é o in-
verso do outro, perceba que as geodésicas de um também estao presentes no outro, a tinica
diferenca sendo a orientacao dessas. Esse é o argumento base para o resultado abaixo.
Lema 2.4. Se D' ¢ o inverso de um grafo orientado D, entao ﬁl(D’) = };)I(D)

Veja que, pelo mesmo motivo, podemos afirmar o andlogo para os nimeros
geodéticos. O proximo resultado tem uma relevancia maior no nosso trabalho.

Proposicao 2.1. Sejam D um grafo orientado e Dy, ..., Dy suas componentes conezxas.

Entio, Wi(D) = Y5, h(D,) e G(D) = Y4, Zh(D,).

Demonstragao. Para cada, i € [k|, defina V; := V(D;). Sejam u € V; e v € V; com
i,j € [k] distintos. Como nao ha uv-caminhos no grafo subjacente de D, também nao ha
(u, v)-caminhos nem (v, u)-caminhos em D, donde segue que I[{u,v}] = {u,v}. Ademais,
se u e v pertencerem a um mesmo V;, todo (u,v)-caminho estard contido em D;, do
contrario esse nao seria uma componente conexa. Com isso, provamos utilizando indugao
que I*[S] = Ui I*lV; N S] para todo £ > 0 e S C V(D) arbitrdrio. Para o caso onde
¢ =0, temos que I*[S] = S e o resultado segue sem dificuldades. Assim, suponha que seja

verdade para um ¢ — 1 nao negativo.
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Pelo que foi dito no pardgrafo anterior, podemos concluir que I*[S N V;] C V;
para todo i € [k]. Portanto, se S for um conjunto de envoltéria minimo de D temos que
existe £ > 0 com

V(D) =I'[S] = | I'Vin ).
1€[k]

Isso implica que V; = I*[V; N 5], ou seja, V; NS é um conjunto de envoltéria de D;. Além
disso, se esse nao fosse minimo existiria V;' C V; tal que IP[V/] = V;, para algum inteiro
positivo p, e |[V/| < |V;NS|. Logo, S’ = (S'\ Vi) UV/ seria um conjunto de envoltéria de
D com cardinalidade menor do que S, um absurdo. Desse modo, V; NS é um conjunto
de envoltéria minimo de D;, donde segue que Hl(D) = Zle E(D,)

Para o caso do nimero geodético, basta considerar ¢ = 1 na argumentacao

acima. O

Com esse resultado em maos concluimos que, se tivermos um grafo orien-
tado desconexo, para encontrar seu nimero de envoltéria (geodético), basta encontrar
os numeros de envoltéria (geodéticos) de suas componentes conexas. Portanto, podemos

focar nossos esforcos apenas nos grafos orientados conexos.
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3 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo, apresentaremos os resultados que encontramos na literatura
sobre os nimeros de envoltéria e geodético para grafos orientados. Esses foram divididos
em cinco subsecoes. Na primeira, apresentaremos alguns limitantes para esses parametros.
Em seguida temos alguns resultados gerais, que nao conseguimos encaixar nas outras
secoes. Na subsecao trés estao os resultados relacionados a existéncia de grafos orientados
tais que o numero de envoltéria e/ou o nimero geodético foi (foram) pré-definido(s).

Depois disso, os resultados focam em novos parametros, que ainda estao rela-
cionados aos dois principais. Na quarta subse¢ao apresentamos os espectros de envoltéria
e geodético além de alguns resultados sobre esses. Por fim, introduzimos os nimeros de
envoltoria e geodético orientaveis inferior e superior para um grafo nao orientado G, que
basicamente fornecem limitantes inferiores e superiores para os dois parametros centrais

desta dissertacao

3.1 Limitantes

Doravante, assumiremos que D é um grafo orientado conexo com pelo menos
dois vértices. Os dois primeiros limitantes que apresentaremos, um inferior e um superior,
valem tanto para o nimero de envoltéria, citado por CHARTRAND) (2003)), quanto para
o geodético, citado por CHARTRAND and ZHANG (2000). Esses sao os limitantes mais

extremos que existem. Se a ordem de D for n, entao
_>
2 < (D) < F(D) < n. (2)

Ja sabemos que os subconjuntos unitdrios de V(D) sao convexos; logo, como |V (D)| >
2, nao pode existir conjunto de envoltéria com apenas um elemento. Para o limitante
superior, basta ver que V(D) é convexo e claramente é um conjunto tanto de envoltéria
quanto geodético de D.

A seguir, mostraremos que ambos sao atingidos. Primeiro, suponha P um
caminho direcionado com V(P) = {vy,...,v,} e A(P) = {(vi,vi11) | 1 <i < n—1}.
Como v; é uma fonte e v, é um sumidouro, hn(P),gh(P) > 2. Além disso, perceba
que o unico (v, v,)-caminho em P é (vq,vy,...,v,), logo I[{vi,v,}] = V(P). Portanto,
};)1(13) — gi(P) = 2. Agora, suponha A(P) = {(vi_1,v;), (vis1,v;) | 1 < i < n par}.
Assim, podemos ver que v; ¢ fonte e v; é sumidouro para todo ¢ impar e todo j par. Logo
todo vértice de P é extremal, o que implica em Ext(P) = V(P) e, consequentemente,
n(P) = gh(P) = n.

O proximo limitante superior faz uso do diametro de D. Além disso, ele

_>
funciona tanto para hn(D) quanto para gﬁ(D)7 resultados apresentados respectivamente
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por CHARTRAND] (2003) e CHARTRAND and ZHANG] (2000). Com isso, nds dizemos
que

hi(D) < gh(D) < n — diam(D) + 1. (3)

Sejam u, v € V(D) tais que d(u,v) = diam(D). Definamos P como uma (u,v)-geodésica
e S:=(V(D)\V(P))U{u,v}. Assim, vemos que /[S] = V(D), donde segue o resultado

acima.

3.2 Caracterizacoes

Na secao anterior, demos limitantes inferior e superior para os dois parametros.
Seria interessante conhecermos os casos nos quais esses sao atingidos. Para o limitante
superior, encontramos caracterizacoes para os grafos orientados D tais que I;)l(D) =ne
tais que gi(D) = n. Um grafo orientado D é transitivo quando (u,w) € A(D) sempre
que houver v € V(D) tal que (u,v), (v,w) € A(D).

Proposicao 3.1 (CHARTRAND| (2003)). Seja D um grafo orientado ndo-trivial de or-
dem n. Entao hn(D) =n se e somente se D é transitivo.

Proposigao 3.2 (CHARTRAND and ZHANG] (2000))). Seja D um grafo orientado nao-
trivial de ordem n. Entao @(D) =n se e somente se D € transitivo.

Observe que as caracterizacoes acima coincidem. Ou seja, os grafos orientados
com numero de envoltoria igual a n, onde esse representa o nimero de vértices, sao os
mesmos grafos orientados com nimero geodético igual a n.

Se D for transitivo, dado v € V(D) tal que d*(v),d"(v) > 0, segue pela
definicao que v é transitivo; todos os outros vértices sao ou transmissores ou receptores.
Logo, todos os vértices de D sao extremais, donde concluimos que E(D) = gii(D) = n.
Para a outra implicagao, considere a contrapositiva da mesma. Se D nao for transitivo,
existem vértices u, v, w € V(D) tais que (u,v), (v,w) € A(D) e (u,w) ¢ A(D). Nesse caso,
I[{u,w}] possui o vértice v e consequentemente V(D) \ {v} é um conjunto de envoltéria
e geodético de D, donde segue que E(D), @(D) <n-—1.

Para o limitante inferior, infelizmente nao encontramos uma caracterizagao
como a acima. Na Secao mostramos que grafos (nao direcionados) com uma dada
caracteristica possuem uma orientagao com ntmero de envoltoria e geodético dois. Porém,
CHARTRAND and ZHANG] (2000)) apresentaram grafos orientados de nimero geodético
dois com uma caracteristica interessante. A demonstracao fornecida no artigo nao nos
pareceu muito esclarecedora, por isso decidimos apresentar uma mais detalhada.
Proposicao 3.3. Seja D um grafo orientado de ordem pelo menos trés. Entao todo par

de vértices de D é um conjunto geodético se e somente se D é um ciclo direcionado.

Demonstrag¢ao. Primeiro suponha D um ciclo direcionado e tome u,v € V(D) quaisquer.
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Como D é um ciclo direcionado, existem um tnico (u,v)-caminho e um tnico (v, u)-
caminho em D, os quais juntos compdem o ciclo. Portanto, I[{u,v}] = V(D).

Assim, seja D um grafo orientado tal que todo par de vértices é um conjunto
geodético. Sendo (w,z) um arco arbitrdrio de D e sabendo que {w,z} é um conjunto
geodético, cada um dos outros vértices de D estd em alguma (z,w)-geodésica. Deno-
taremos por P; = (z = v}, v},..., v = w) uma (z,w)-geodésica arbitraria. Veja que o
(v}, w)-caminho contido na (z,w)-geodésica correspondente também é uma geodésica, e
tem comprimento k — j; isso vale para todo j € [k — 1].

Consideremos agora o par de vértices z,vi. Pelo mesmo motivo de antes,
todos os outros vértices estao em alguma (vi, z)-geodésica. Além disso, como w estd em
uma dessas geodésicas e (w,z) € A(D), a geodésica contendo w necessariamente utiliza
esse arco. Ademais, como P; contém uma (vi,w)-geodésica de comprimento k — 1, o
comprimento de uma (v, z)-geodésica é k.

Tome vj-l,v;? distintos. Sabemos que {z, vj.l} ¢ um conjunto geodético e conse-
quentemente v;? estd em alguma (U;l, z)-geodésica ou em alguma (z, v;.-l)-geodésica. Se o
primeiro caso ocorrer, como uma (vjl, z)-geodésica contém uma (vji-g, z)-geodésica, o com-
primento da segunda deve ser menor do que o da primeira. Porém, ambas possuem o
mesmo comprimento k —j+ 1 (de U;-Z ou vjl para w, e desse para z), donde obtemos uma
contradigao. Por argumentos andlogos, o segundo caso também nao pode ocorrer.

Portanto s6 podemos ter uma (z,w)-geodésica contendo todos os vértices de
D. Lembre que isso vale para todo par tal que (w,z) € A(D). Assim, concluimos que
existe um ciclo C contendo todos os vértices de D. Suponha que exista um arco (u,v)
que nao pertence a esse ciclo. Sendo v' o vizinho de saida de v em C| temos que a (v, v)-
geodésica nao contém todos os outros vértices, devido ao suposto arco. Com isso, obtemos

uma contradi¢ao e, consequentemente, o resultado desejado. O

3.3 Resultados Existenciais

Nesta subsecao, apresentaremos resultados sobre a existéncia de grafos orien-
tados que obedecem a certas caracteristicas. Por exemplo, para qualquer par de naturais
k < n maiores do que dois, existe um grafo orientado com n vértices e nimero de en-
voltéria k? E se incluirmos um terceiro natural m, para representar o nimero de arcos?
Seria possivel dizer algo similar sobre o niimero geodético?

O resultado abaixo responde a primeira pergunta, utilizando um caminho ori-
entado P.

Proposigao 3.4 (CHARTRAND| (2003)). Para quaisquer dois inteiros k e n com 2 <
k < n, existe uma orientacao de P, com ordem n e numero de envoltoria k.
Basicamente, para cada par n, k como no enunciado nés orientamos o caminho

P, = vy,...,v, da seguinte forma. Primeiro, nds orientamos as k — 2 primeiras arestas
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alternadamente, de modo que vy, ...,vx_1 Sejam vértices extremais. Em seguida, orien-
tamos o restante das arestas de modo que tenhamos um (vy_1,v,)-caminho. Assim, os
vértices extremais do nosso grafo orientado D sao exatamente vy, ..., v 1, v, € temos que
{Vk—1, 0k, ..., vn} C I[{vk_1,v,}], donde segue que Ext(D) é um conjunto de envoltoéria.
Pelo Lema [2.3] esse é o tnico conjunto de envoltéria minimo de D. Além disso, como
todos os vértices sao obtidos na primeira iteracao da funcao de intervalo, esses argumentos
também provam a proposicao abaixo.

Proposicao 3.5 (CHARTRAND and ZHANG, (2000)). Para quaisquer dois inteiros k e
n com 2 < k < n, existe uma orientacao de P, com ordem n e numero geodético k.

Ainda mais, no mesmo artigo os autores mostram que, na proposi¢ao acima,
podemos nos restringir a torneios.

Proposicao 3.6. Para quaisquer dois inteiros k en com 2 < k < n, existe um torneio
de ordem n e numero geodético k.

A ideia é orientar o K,, para obter um torneio 7" da seguinte forma. Sendo
V(T) = V(K,) = {v1,...,v,}, para i € [n — k + 1] orientamos a aresta v;v;41 como
(vi, vi41); para qualquer outra aresta v;v; com j > 4, nds a orientamos como (v;, v;). Assim,
os k — 2 vértices de maior indice sao extremais e existe uma geodésica orientada contendo
o restante dos vértices. Com essa demonstracao, é possivel adaptar esse resultado para o
nimero de envoltéria.

O préximo resultado, por um lado, parece mais geral do que os anteriores. Ele
afirma a existéncia de um grafo orientado D com E(D) = a e gi(D) = b, para cada par
de inteiros 2 < a < b. A diferenca é que, ao contrario das Proposicoes e 3.5 o grafo
mostrado a seguir possui o nimero de vértices determinado por a e b. O resultado foi
dado por CHARTRAND| (2003).

Teorema 3.1. Para cada par de inteiros a,b com 2 < a < b, existe um grafo orientado

conexo D tal que E(D) —aegi(D)=b.

1 X2

(—/
4
—@
(—/
<
@

Figura 5: Grafo orientado com nimero de envoltoria 4 e ntimero geodético 6.

Para o caso particular em que a = 4 e b = 6, o grafo orientado D utilizado

na prova é o da Figura Os vértices uq,us, uz sao sumidouros e x; é fonte; como o
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Lema garante que eles estao em todo conjunto de envoltoria, segue que E(D) > 4.
As (z1, u;)-geodésicas, com i € [3], cobrem quase todos os vértices, com excessao de vy e
vy. Como (t;, v}, z;) é uma geodésica para j € [2], temos que I*[{z, u1, us, uz}] = V (D),
donde hn(D) = 4. Em seguida, os autores argumentam que os v;’s devem estar em
um conjunto geodético. Assim, {x,uy, us, uz,v1,v2} é um conjunto geodético minimo e,
consequentemente, ghi(D) = 6.

No caso geral, se b = a basta usar o grafo orientado das Proposicoes e[3.5
Caso contrario, seja D" o subdigrafo de D induzido pelos vértices x1, t1,y1, $1, 21, w1, v1. O
grafo orientado em questao é composto por b—a coépias de D', sendo essas Dy, D, ..., Dy_g,
e a — 1 vizinhos de saida de wy_, € V(Dy_,), sendo esses uy,...,u, 1. Além disso, para
todo i € [b—a — 1], os arcos (z;, x;i11), (Wi, w;y1) também estdo nesse grafo. De forma
analoga, rq,uq,...,u,_1 devem estar em todo conjunto de envoltéria, e vq,...,vp_, de-
vem estar em todo conjunto geodético, e esses sao suficientes para compor um conjunto
de envoltéria com a elementos e um geodético com b elementos.

O préximo resultado é uma generalizagao da Proposicao [3.4] Nessa, tinhamos
o caminho P, com n vértices (e consequentemente n — 1 arestas) e, para cada k €
{2,3,...,n}, existia uma orientacdo D de P, tal que E(D) = k. O teorema a seguir
afirma que existe um grafo G com n vértices e m arestas (para todo m possivel) que sa-
tisfaz essa caracteristica. Porém, antes precisamos apresentar alguns resultados que serao
utilizados na demonstracao.
Lema 3.1 (CHARTRAND| (2003)). Seja D um grafo orientado obtido a partir de um
grafo orientado D' adicionando um novo vértice v e os arcos (v,u) para todo vértice
ue V(D). Entao, ﬁ(D) = E(D') +1.
Lema 3.2 (CHARTRAND| (2003)). Seja D um grafo orientado obtido a partir de um
grafo orientado D' adicionando um novo vértice v e o arco (v,v"), com v' € V(D'). Se
V' for transmissor em D', entao }?I(D) = E(D/); e se v’ for receptor em D', entao
hi(D) = n(D') + 1.
Teorema 3.2 (CHARTRAND) (2003)). Para cada par de inteiros n,m com n — 1 <
m < (72’), existe um grafo G de ordem n e tamcmh_o) m tal que, para cada inteiro k com
2 < k <mn, existe uma orientagcao D de G tal que hn(D) = k.

Demonstracao. A seguir provamos que, para cada dois inteiros m, n como no enunciado,
existe um grafo conexo GG de ordem n e tamanho m com um vértice v tal que G contém
um caminho Hamiltoniano comecando em v e, para cada 3 < k < n, existe orientacao
de G onde v é transmissor e o niumero de envoltéria é igual a k. Sejam {v = vy, ...,v,}
o conjunto de vértces de G e vy, vs,...,v, um caminho Hamiltoniano. Assim, para cada
aresta v;v; tal que j =4+ 1, nds a orientamos como (v;,v;); caso contrario, como (v;, v;).
Logo, o tinico caminho orientado de v para v, ¢ um caminho Hamiltoniano, donde temos
que o numero de envoltéria dessa orientacao de G é 2. Portanto, nossa afirmagao inicial

implica no teorema.
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A prova sera por inducdo em n. Como os casos onde n € {1,2} sdo triviais,
assumiremos o caso base como sendo n = 3. Caso n = 3, temos duas possibilidades para
G: ou o caminho P3 ou o ciclo C5. Se G for o caminho, caimos na Proposigao [3.4 Caso
contrario, sejam V(G) = {vy,ve,v3} € E(G) = {v1va, 0103, v2v3}. Seja D uma orientagao
de G tal que (vq,v2), (v, v3) € A(D). Se (vy,v3) € A(D), teremos um vértice extremal
de cada tipo, logo hn(D) = 3; se nao, teremos um ciclo direcionado, donde segue que
(D) = 2.

Com isso, suponha que a afirmacao vale para n — 1. Dividiremos o passo

indutivo em dois casos.

Caso 1: 2n—3 <m < (}). Assim,2n -3 —(n—1) =n—-2=(n—-1)—-1 <

m—mn-1) < (")) = (”_1)2(”_2) = "("_1);2(”_1) = (5) — (n — 1). Pela hipétese de

inducao, existe um grafo conexo G’ de ordem n — 1 e tamanho m — (n — 1) tendo um

vértice v como no enunciado. Seja G o grafo conexo tal que V(G) = V(G') U {v} e
E(G) = E(G")U{vu | u e V(G")}, logo a ordem e o tamanho de G sao respectivamente
n e m. Como existe um caminho Hamiltoniano v’ us, ..., u,—1 em G, v, v, ug, ..., Up_1
¢ um caminho Hamiltoniano em G. Ou seja, existe orientacao de G com numero de
envoltoria 2.

Agora suponha k£ > 3. Pela hipdtese de inducdo, para cada &' = k — 1 com
2 < k' <n—1, existe orientacao D’ de G’ tal que E(D’) = k’. Seja D uma orientacao de
G tal que D[V (G")] = D" e (v,u) € A(D) para todo v € V(G'). Portanto, v é transmissor
em D e ﬁ(D) = }B(D/) + 1 = k pelo Lema .

Caso 2. n—1<m<2n—4. Vejaque (n—1) —1 <m —1 < 2n — 5. Pela hipétese
de inducao, existe um grafo conexo G’ de ordem n — 1 e tamanho m — 1 tendo um
vértice v como no enunciado. Seja G o grafo conexo tal que V(G) = V(G') U {v} e
E(G) = E(G")U{vv'}, logo a ordem e o tamanho de G séo respectivamente n e m. Como
existe um caminho Hamiltoniano v’, us, ..., u,—1 em G', v,v', us, ..., u,_1 é um caminho
Hamiltoniano em G. Ou seja, existe orientacao de G com niimero de envoltéria 2.

Para 3 < k < n—1, seja D; uma orientacao de G’ com nimero de envoltéria k
e tal que v é transmissor. Tome Dy, a orientagao de G tal que D[V (G')] = Dy e (v,0') €
A(Dy). Temos que v é transmissor em Dy, e, pelo Lema , E(Dk) = ﬁ(D;) = k. Para
finalizarmos, sejam D* o inverso de D!, _; e D,, a orientacao de G tal que D,[V(G")] = D*
e (v,v") € A(D,,). Pelo Lema , sabemos que E(D*) = E(D;_l) =n — 1. Nesse caso,
v é um transmissor em D,, e pelo Lema , }E(Dn) = R(D*) +1=n. O

CHARTRAND and ZHANG] (2000) deixam o mesmo problema em aberto para
o numero geodético. Porém, eles mostram que existem grafos orientados de ordem n e
tamanho m, como no enunciado, com numero geodético 2 e n. Apresentaremos esses
resultados mais a frente, pois eles envolvem parametros que ainda serao introduzidos.

Para finalizar a sec¢ao, enunciaremos o seguinte resultado.



27

Proposicao 3.7 (CHARTRAND and ZHANG (2000)). Para todo inteiro k, existe um
grafo orientado D e um arco e € A(D) tais que a inver¢cao do sentido de e, produzindo
assim o grafo orientado D', resulta em gh(D') = gh(D) + k.

A construcao de um tal grafo orientado D é bem simples. Basta tomar dois
vértices u e v, k + 2 (u,v)-caminhos de comprimento quatro, mais dois vértices wy, wy
e os arcos (u,wr), (wg, wy), (we,v). Como u, v, wy, wy sdo extremais e os k + 2 caminhos
sdo geodésicos, temos que hn(D) = 4. Invertendo o sentido do arco (wsq,w; ), obtemos um
grafo orientado D’ onde (u,wy, wy,v) é um (u,v)-geodésico de comprimento trés. Assim,
no lugar de wy,wy no conjunto de envoltoria precisamos de um vértice de cada um dos
outros k+2 (u, v)-caminhos, o que resulta em R(D’) =4-24(k+2) =4+k = ﬁ(D)—i—k.

3.4 Espectro geodético

Dado um grafo G, nés definimos o espectro geodético de G, denotado por

Sy(G), como o conjunto de valores do nimero geodético dentre todas as orientacoes de

G. Ou seja, Sy(G) = {gh(D) | D orientacio de G}. Veja que podemos definir de

forma andloga o espectro de envoltéria de um grafo G, denotado por Sy,(G). Nesta segao

apresentaremos o espectro geodético de algumas classes de grafos, além de um resultado
de existéncia.

Anteriormente, haviamos dito que CHARTRAND and ZHANG] (2000) deixa-

ram em aberto um problema de existéncia. O problema era encontrar um grafo G de

n
2

existe D orientacao de G com numero geodético k, para todo 2 < k < n. No caso do

ordem n e tamanho m, para cada par de inteiros n,m com n —1 < m < ( ), tal que
nimero de envoltéria, nds ja sabemos que a resposta € positiva. A resposta para esse
problema também é positiva para o nimero geodético, na forma do teorema abaixo.
Teorema 3.3 (CHANG] (2004)). Para quaisquer dois inteiros n,m comn—1<m < (;‘),
existe um grafo G com ordem n, tamanho m e espectro geodético {2,...,n}.

A prova desse segue os mesmos passos da do Teorema [3.2] Utilizando indugao
em n, os autores pretendem mostrar que existe um grafo G com um caminho Hamiltoniano
e que, para cada k € {3,...,n}, existe orientacao D de G tal que @(D) =kexeV(D)
é uma fonte. Além disso, no passo indutivo eles também analisam os mesmos dois casos
que na prova do Teorema quando 2n — 3 < m < (Z) equandon —1 <m < 2n — 4.
Veja também que o seguinte corolario ¢ uma consequéncia direta do Teorema |3.2] é que
para todo par n,m como no enunciado, existe um grafo G tal que S,(G) ={2,...,n}.
Corolario 3.1. Para quaisquer dois inteiros n,m comn —1 < m < (g), existe um grafo
G com ordem n, tamanho m e S,(G) ={2,...,n}.

Os préximos resultados desta secao tratarao do espectro para classes especificas
de grafos. Pelas Proposicoes e 3.5 sabemos que para cada natural k entre dois e n

existe uma orientacao D de P, tal que hn(D) = gii(D) = k. Assim, podemos concluir o



28

seguinte.
Corolario 3.2. Paran > 2, S,(P,) = S,(P,) =1{2,...,n}.

Até agora, perceba que mostramos apenas grafos com espectro geodético e de
envoltoria continuos. Porém, esse nem sempre é o caso, como mostra o seguinte resultado.
Teorema 3.4 (CHANG] (2004)). Paran >3, So(Cp) = {3} U{2s |1 <s < [3]}.

Em uma orientacao D de C,,, o numero de fontes é igual ao nimero de sumi-
douros; seja s esse valor. Quando s = 0, o ciclo é direcionado e portanto todo par de
vértices é um conjunto geodético, como visto na Proposicao Para s = 1, ou a fonte
e o sumidouro compoem um conjunto geodético minimo ou é necessario mais um vértice.
Quando s > 1, as fontes e sumidouros sao suficientes, e isso quer dizer que @(D) =2s. A
versao para o espectro de envoltdria é um corolario do seguinte resultado, e o argumento
¢ andlogo ao anterior.

Proposigao 3.8 (CHARTRAND) (2003)). Seja D uma orientagdo de C,,. Entdo IE(D) =
3 ou E(D) = 2t para algum inteiro t com 1 <t < n/2.
Corolario 3.3. Paran >3, S,(C,) = {3} U{2s|1<s < [§]}

O préximo resultado é sobre o espectro geodético das arvores. Perceba que,
como as folhas de uma arvore T' possuem apenas um vizinho, numa orientacao de 1" cada
folha sera ou uma fonte ou um sumidouro. Assim, sendo ¢ o nimero de folhas de T, segue
que gi(D) > ¢ para toda orientacdo D de T.

Teorema 3.5 (CHANG (2004)). Se T' é uma drvore com { folhas, Sy(T) = {{,{ +
1,...,n}.

No artigo, os autores demonstram por indugao em n. Primeiro eles analisam
quando a arvore T é uma estrela, ou seja, quando existe v € V(T) tal que E(T) =
{vu | w € V(T) \ {v}}. Dada uma orientacdo D de T, para n = 2 temos que { = 2 ¢
consequentemente gi(D) = 2. Caso n > 3, gi(D) € {n — 1,n}; quando todas as folhas
forem fontes, v serd sumidouro e ﬁ(D) = n; se houver ma folha fonte e uma sumidouro,
v estd em um geodético entre elas e, assim, gh(D) =n — 1.

No passo indutivo, os autores escolhem um vértice v de modo que esse possui
dr(v) — 1 vizinhos que sao folhas. Eles removem essas folhas e aplicam a hipdtese de
indugdo na arvore que restou apds essa remoc¢ao. Em seguida, retornam as folhas e
encontram as orientacoes com os valores desejados para o ntimero geodético.

Pela Proposicao [3.6) podemos deduzir que Sy(K,) = {2,...,n}. O teorema
abaixo generaliza esse resultado para grafos r-partidos com grau minimo pelo menos dois.
Teorema 3.6 (CHANG (2004)). Se G = K, »
n e tal que 6(G) > 2, entdo Sy(G) ={2,...,n}.

€ um grafo r-partido completo de ordem

r



29

3.5 Numeros de envoltdria e geodético orientaveis

Nesta secao apresentaremos quatro novos parametros baseados nos dois ja
definidos anteriormente. Dentre os artigos que estudamos, a maioria dos resultados tem
esses parametros como foco.

Seja G um grafo nao direcionado. O nimero de envoltéria orientdvel superior

e o numero de envoltoria orientdvel inferior sao definidos respectivamente por

hnt(G) = max{ﬁ(D) | D orientagao de G'} e
hn (G) = min{ﬁ(D) | D orientacao de G'}.

Basicamente, esses sao respectivamente o maior e o menor valor dentre os elementos de
Sp(G). Perceba que, como estamos tratando com grafos finitos, ambos os nimeros estao
bem definidos. O nimero geodético orientdavel superior e o niumero geodético orientdvel

inferior sao definidos de maneira analoga por

gn* (@) = max{gi(D) | D orientacio de G} e
gn”(G) = min{gi(D) | D orientacdo de G}.

3.5.1 Analisando isoladamente hn (G), gn (G), hnt(G) e gn*(G)

Pelo limitante inferior de (2)), temos que hn(G),gn (G) > 2. Assim, uma
pergunta natural a se fazer é quais grafos atingem esse limitante. Infelizmente, nao
encontramos em nossa pesquisa um resultado que caracterizasse esses grafos. Porém,
existe uma classe de grafos cujo niimero de envoltéria orientavel inferior atinge esse limite.
Lema 3.3 (CHARTRAND) (2003)). Seja G um grafo conexo de ordem n > 2. Se G
possui um caminho Hamiltoniano, entao hn (G) = 2.

Para obter tal orientagao de GG, seja x1, . . ., x,, um caminho Hamiltoniano desse
grafo. Orientamos cada aresta z;x;,1 desse caminho como (x;, z;41); e para cada uma das
outras arestas x;z; com j > ¢, nds a orientamos como (z;, ;). Assim, (z1,...,2,) é uma
geodésica nessa orientagao, donde segue que I[{z,z,}| = V(G). Esse mesmo resultado
vale para o nimero geodético orientavel inferior, e foi mostrado por CHARTRAND and
ZHANG] (2000).

Lema 3.4. Seja G um grafo conexo de ordem n > 2. Se G possui um caminho Hamilto-
niano, entao gn (G) = 2.

Veja que essa condicao é suficiente, contudo nao é necessaria. Por exemplo,
consideremos Ky, com ¢ > 3 e biparti¢do {{uy,us},{v1,...,v}}. Veja que esse grafo
nao possui caminho Hamiltoniano. Ademais, caso orientemos as arestas como (ug,v;) €
(v;, u2) para todo i € [f], temos que {uy,us} ¢ um conjunto de envoltéria e geodético
minimo (novamente pelo Lema [2.3).
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A seguir, apresentaremos agora um limitante superior para hn™(G). Dado um
grafo G, uma drvore geradora de G é uma arvore 7' C G tal que V(T') = V(G).

Lema 3.5 (CHARTRAND| (2003)). Seja p o menor nimero de folhas em uma drvore
geradora do grafo conexo G. Entdo, hn (G) < p.

Para obtermos uma orientagdo D de G com hn(D) < pu, basta proceder da
seguinte forma. Sejam 7" uma arvore geradora de G' com folhas vy, ..., v,. Nos orientamos
cada aresta uwv € E(T) como (u,v) se distr(vy,v) = disty(vy,u) + 1. Para arestas uv €
E(G)\ E(T), caso disty(vy,u) > disty(vy,v) nds a orientamos como (u,v) e, quando as
distancias forem iguais, escolhemos a orientacao arbitrariamente. Assim, os v1v;-caminhos
em T, paratodoi € {2,...,u}, correspondem a geodésicas em D. Como cada vértice de G
estd em algum desses caminhos, temos que as p folhas formam um conjunto de envoltéria
de D. Perceba que esse resultado também vale para o niimero geodético orientavel inferior.
Teorema 3.7 (DONG] (2009)). Seja ¢(T') o nimero de folhas de uma drvore T'. Entao,
para um grafo G temos que gn (G) < min{l(T") | T' é uma drvore geradora de G}.

Pelo limitante superior de (2)), temos que hn™(G), gn*(G) < n. Assim, outra
pergunta natural a se fazer é quais grafos atingem esse limitante. Ou seja, se existe uma
orientacao D de G com ntimero de envoltéria ou geodético n. Pelas Proposigoes e[3.2
sabemos que os grafos orientados que atingem esse limite sao os transitivos. Nesse caso,
quando D ¢ transitivo dizemos que ele é uma orientacao transitiva de G. Desse resultado
extraimos o seguinte corolario para o numero geodético; no caso do numero de envoltoria,
ja existe um resultado.

Corolario 3.4. Seja G um grafo conexo de ordem pelo menos dois. Entao, gnt(G) =n
se e somente se G possui uma orientagdo transitiva. se e somente se gn(G) = n.
Proposicao 3.9 ((CHARTRAND] 2003)). Seja G um grafo conezxo de ordem pelo menos
dois. Entao, gn™(G) = n se e somente se G possui uma orientacao transitiva. se e
somente se gnt(G) =n.

(CHARTRAND and ZHANG!/ 2000) mostram que os grafos bipartidos de or-

dem pelo menos dois atingem esse valor para o nimero geodético orientavel superior.

3.5.2 Relacionando os numeros de envoltoria e geodético orientdveis

A seguir focaremos nas relagoes entre os quatro parametros. Primeiramente,
lembre que conjunto geodético é um tipo particular de conjunto de envoltéria. Ou seja, é
possivel que haja um conjunto de envoltéria menor do que o menor conjunto geodético;
se nao, o menor conjunto de envoltoria coincide em cardinalidade com o menor conjunto
geodético. Portanto, segue que E(D) < gi(D) para todo digrafo D. Assim, dados
um grafo G arbitrério ¢ D uma orientacdo desse tal que gi(D) = gn' (@), temos que
hn (G) < E(D) < gi(D) = gn' (D). Em suma, hn (G) < gn'(G) para todo grafo G.

)
Utilizando argumentos anélogos, é possivel concluir que hnt(G) < gn*(G) para todo
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grafo G.

Quanto aos numeros de envoltoria orientaveis inferior e superior, como um é
o minimo e o outro é o maximo, fica claro que hn"(G) < hn*(G) para todo grafo G. Pelo
mesmo motivo, também temos gn (G) < gn™(G). Caso valha a igualdade, isso implicaria
que os valores do numero de envoltéria (geodético) de todas as possiveis orientages de
um grafo sao os mesmos. A primeira vista parece estranho que, se tomarmos um grafo
de ordem e tamanho grandes, todas as orientagoes desse tenham o mesmo numero de
envoltoria ou o mesmo numero geodético. De fato, ambas as desigualdades sao estritas.
Teorema 3.8 (FARRUGIA| (2005)). Para todo grafo conexo G com pelo menos trés
vértices, temos que hn (G) < hn*(G) e gn’(G) < gn™(G).

Com isso, temos que hn(G) < hn™(G) < gn*(G) e hn(G) < gn’(G) <
gn™(G). Assim, resta apenas estabelecer uma relagao entre gn (G) e hn™(G). O seguinte
resultado responde essa questao.

Teorema 3.9 (HUNG] (2009)). Para todo grafo conexo G com pelo menos trés vértices,
temos que gn’(G) < hn*(G).

Desse modo podemos dizer que, para todo grafo conexo de ordem pelo menos

tres,
hn'(G) < gn’(G) < hn'(G) < gn™(G). (4)

As tnicas igualdades restantes sao entre os nimeros orientaveis inferiores e entre os su-
periores. Veja que nao podemos nos desfazer dessas, pois ha exemplos onde as mesmas
valem. Pelo Coroldrio [3.2 temos que hn(P) = gn"(P) = 2 e hn™ (P) = gn™(P) = n, onde

P é um caminho nao-orientado e n = |V (P)|.
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4 RESULTADOS

Apresentamos a seguir os resultados obtidos durante a pesquisa, os quais
estao divididos em trés subsecoes. A primeira trata do mais simples: um limitante su-
perior apertado para o nimero de envoltéria em torneios, que sera estendido para grafos
split orientados. Ja na segunda, exploramos a complexidade computacional de determinar
os numeros de envoltéria e geodético em grafos bipartidos orientados. Para o niimero de
envoltéria, mostramos que o problema é NP-dificil, mesmo restrito a subclasse de gra-
fos bipartidos denominada de cubos parciais. Quanto ao niimero geodético, o problema
continua NP-dificil mesmo para grafos bipartidos com orientacao aciclica. Por fim, mos-
tramos que esses dois parametros em grafos cacto orientados podem ser obtidos em tempo

polinomial.

4.1 Torneios e Split

Um grafo G é dito split quando existe uma particao {S,C} de seu conjunto
de vértices tal que S é um conjunto estavel e C' é uma clique. O problema do nimero de
envoltéria para grafos split ja foi estudado por DOURADO (2009)). Dado um grafo split
G = (SUC, FE) tal que S é um conjunto estdavel maximal e C' é uma clique, eles provaram
que hn(G) € {| Ext(G)|,|S],|S+ 1|} e esse também pode ser obtido em tempo polinomial.
Veja que em um grafo split G = (S U C, E), todos os vértices de S sao simpliciais, logo
eles estao em todo conjunto de envoltéria de G. Porém, dada uma orientacao D de G,
pode ser que nenhum dos vértices de S seja extremal em D. Sabemos que os extremais
de S precisam estar em todos os conjuntos de envoltéria de D, mas ainda precisamos
analisar os outros vértices de S. O lema a seguir nos garante que esses serao obtidos, caso
tenhamos os vértices de C.

Lema 4.1. Se D = (SUC, A) € um grafo split orientado, entao S\ Ext(D) C I[C].

Demonstracao. Seja v € S nao extremal arbitrario. Por definicao, devem existir u, w € C
tais que (u,v), (v,w), (w,u) € A(D). Como a menor (u,w)-geodésica tem comprimento

pelo menos dois temos que v € I[{u, w}|, o que implica em v € I[C]. O

Ou seja, se obtivermos um conjunto S’ C C' tal que I*[S’] D C para algum k
natural, S’ U (S N Ext(D)) serd um conjunto de envoltéria de D. Com isso, focaremos
no problema do nimero de envoltéria para torneios. Doravante, a menos que seja dito o
contrario, 1" denotara um torneio. Primeiro observamos que, além de serem necessarios
no conjunto de envoltéria, os vértices extremais de 7" nao sao tao importantes para a
finalidade desse conjunto. Isso ocorre pois, dados u,v € V(T') onde um deles é extremal,
nao hé (u,v)-geodésica com interior nao vazio.

Lema 4.2. Sejam T um torneio e u,v € V(T) distintos tais que u € Ext(T'). Entdo

I{u,v}] = {u,v}.



33

Demonstracao. Primeiro, suponhamos que u seja uma fonte. Como T é um torneio, o
tnico (u,v)-caminho é o composto apenas pelo arco (u,v). Ademais, como d~ (u) = 0,
nao ha (v, u)-caminhos em T'. Portanto, I[{u,v}] = {u,v}. O caso onde u é sumidouro é
analogo.

Por fim, suponhamos u transitivo. Sem perda de generalidade, assumimos que
(u,v) € A(T); ou seja, ha apenas uma (u, v)-geodésica. Assim, seja (v = vg, vy, ...,V =
u) um (v, u)-caminho qualquer; claramente devemos ter k > 2. Veja que nao pode existir
i € [k—1] tal que (v, u), (u,v;—1) € A(T), ja que (vi—1,v;) € A(T) e u é transitivo.
Como (vy_1,u) € A(T), pelo que dissemos antes devemos ter (v,_s,u) € A(T), o que por
sua vez implica que (vg_3,u) € A(T). Seguindo essa linha de raciocinio eventualmente
obteremos (vy,u) € A(T'). Porém, como (u,v) € A(T'), obtemos uma contradigao ao fato
de u ser transitivo. Com isso, concluimos que nao existe (v, u)-caminho, donde temos que
I{u,v}] = {u,v}. O

Em particular, os vértices extremais nao influenciarao de maneira significativa
as envoltérias de um conjunto S C V(7).
Corolério 4.1. Sejam T um torneio e S C V(T') com particao {S’, 5"} tal que S" =
SNExt(T). Entao I[S] = S"UI[S"] e, consequentemente, [S] = S" U [S"].

Demonstracao. Por definicao e pelo Lema temos que

115] = |J I{u,v}]

= ( U I[{u,v}}) Ul U w0} U( U I[{u,v}])

=S USUSuUIS" =S UI[s"].

Ademais, sabemos que S” N Ext(T") = (), donde segue que I[S”] N Ext(T) = 0. Ou seja,
a equagao anterior também vale para I[S] e o resultado segue por indugao no niimero de
iteracoes da funcgao I. Logo, eventualmente obteremos I[I*[S]] = I*[S] = I*[S"| U S’ =

[S"1U S O

Corolario 4.2. Seja T um torneio. S é um conjunto de envoltoria de T se, e somente
se, Ext(T) C S e[S\ Ext(T)] = V(T) \ Ext(T).

Com isso, precisamos apenas focar nos vértices nao extremais de T'. Sendo v €
V(T) um tal vértice, pela defini¢ao devem existir u, w € V(7T') tais que (u,v), (v,w), (w,u) €
A(T). Como esses vértices e arcos compdem um ciclo direcionado, podemos afirmar que
u e w também nao sdo extremais e que v estd contido em uma (u,w)-geodésica. Além
disso, cada vértice nao extremal de T pertence a um C5 direcionado contido em T

Assim, para todo S C V(T definimos I[S] := S U {v € V(T) | existem

u,w € S tais que u,v,w compoem um ciclo direcionado em T'}. Também definimos [S]
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analogamente a [S], utilizando I ao invés da funcao de intervalo convencional. Veja que os
vértices de I [S]\ S sao obtidos por meio de geodésicas de tamanho dois, donde concluimos
que I[S] C I[S].

A razao para definirmos essa funcao estd no fato de pretendermos mais a
frente estender nossa andlise para grafos split orientados. Lembre-se que, em um grafo
split orientado D = (S U C, A), pode haver vértices nao extremais no conjunto estavel.
Suponha que haja uma (u,v)-geodésica P no torneio D|[C] com mais do que um vértice
interno. Se existir w € S de modo que (u,w,v) é um caminho em D, entdo P nao serd
uma geodésica em D. Porém, veja que isso nao afeta as geodésicas com apenas um vértice
interno. Nosso objetivo é obter um conjunto de envoltéria para D[C] que mantenha a
propriedade em D, ou seja, I5[S’] D C para algum natural k. Vendo que S’ C C' tal que
[TS’\’] pc] = C satisfaz essa propriedade, focaremos em encontrar um conjunto como S’
Lema 4.3. Se T é um torneio, entao existe S C V(T) \ Ext(T) tal que |S| < 2(|V(T) \
Ext(T)|) e [S] = V(T) \ Ext(T).

Demonstracao. Para facilitar a escrita, denotamos X := Ext(T") e V := V(T) \ X. Dado
v € V, sabemos que existem u,w € V tais que (u,v), (v,w), (w,u) € A(T). Assim,
vemos que uma (u, w)-geodésica deve ter comprimento pelo menos dois, donde segue que
(u, v, w) é uma geodésica e consequentemente v € I[{u, w}].

A seguir, construimos S iterativamente e provamos que, a cada passo da cons-
trucao, || < %H/S\]] e, para todo v € [/S\], existem u, w € [/S\] tais que u, v, w compoem um
(3 direcionado em T'. Comecemos com S = {uy,us} de modo que uq, uy pertengam a um
mesmo ('3 direcionado. Esse fato ja nos fornece a desigualdade e que a propriedade vale
para u; e uy. Além disso, por definicdo, para qualquer v € I* [S] \f’“_l[S] com k > 1, exis-
tem u,w € I F=11S] tais que u,v,w compdem um Cj direcionado em T'. Isso implica que
a propriedade também vale para v € [/g] \ S, donde temos que S satisfaz o que pedimos.

Caso haja um vértice v € V' \ @, sabemos que existem vy,v, € V tais que
(v,v1), (v1,09), (v2,v) € A(T). Nao podemos ter vy, vy € [/S\], do contrario isso implicaria

—

que v € [S]. Suponha entdo, sem perda de generalidade, que v; € [/S\’] e vy ¢ [/5] Assim,

pela hipdtese sabemos que existem vs, v, € [S] tais que (v, v3), (vs,vs), (v4,v1) € A(T).
Caso (vq,v4) € A(T) terfamos um Cj5 direcionado com vértices vy, ve, v4; logo, devemos ter
(v4,v9) € A(T). Similarmente, o arco (vs,v) resultaria em um Cj direcionado de vértices
v,v1,v3, donde temos que (v,v3) € A(T). Porém, agora atingimos uma contradigao:
tanto o arco (v,vs4) quanto o (vg,v) implicam na existéncia de um Cj direcionado, um
com vértices v, vy, Uy € outro com v, v, vy, respectivamente. Ou seja, essa situagao também
nao pode ocorrer.

—~

Com isso, a tinica opgao aceitavel é que vy, vo € V'\[S]. Defina §" = SU{vy,vs},

o~ o~ —_— —~

donde temos [S]U{v,v1,v2} C [S’]. Como |S'| = |S|+2 e |[S]] > |[S]]| +3, a desigualdade

—~~

vale para S’. Vamos entao mostrar que a propriedade vale para S’. Para todo v € [S"]\ 5,

a propriedade vale por definicao; e para todo v € S, ela vale pela hipdtese. Logo, resta
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apenas analisar os vértices em S\ S, que sdo justamente vy, v. Visto que v, v1, vy compoem

um Cj3 direcionado, nds obtemos o resultado desejado. Assim, definimos S := 5",
Repetindo esse processo iterativamente, a cada passo nés obtemos um conjunto

da maneira que queriamos. Ademais, como 1" ¢ finito, em algum momento S sera tal que

—~

[S] = V \ Ext(T) e, consequentemente, nés paramos de aplicar o processo acima. Nesse

ponto, veja que |S| < 2|[S]| = 2|V \ Ext(T)|. Portanto, S satisfaz as condigdes do

enunciado. O

Com o que provamos até entao, podemos encontrar um conjunto de envoltoria
em um torneio 7. Além disso, esse conjunto é limitado superiormente por uma funcao
em |V(T)| e |Ext(T)|, o que resulta em um limitante para o mimero de envoltéria. A
seguir, fora do fato mencionado, mostraremos também que existem torneios cujo nimero
de envoltéria é igual ao valor desse limitante.

Para tanto, precisamos apresentar mais uma definicao. Sejam D e D’ grafos
orientados. O produto lezicogrifico de D por D', denotado por D[D'], é o grafo orientado
que satisfaz o seguinte. V(D[D']) = V(D) x V(D') e ((u1,v1), (u2,v2)) € A(D[D']) se,
e somente se, ou (uy,uz) € A(D) ou u; = uy e (v,v2) € A(D’). Dito de outra forma,
para cada vértice v de D tomamos uma copia de D', denotada por D), e se (u,v) € A(D)
entao adicionamos todos os arcos ((u, ), (v,v")) tais que v’ € V/(D,) e v € V(D)). Além
disso, diremos que um torneio transitivo é um grafo completo com orientacao transitiva.
Teorema 4.1. Se T' é um torneio, entdio E(T) < |Ext(T)| + 2|V(T) \ Ext(T)| e esse

limitante € apertado.

Demonstracao. Pelo Corolério todo conjunto de envoltéria S de T precisa nao sé
conter Ext(T"), como também ser tal que [S\Ext(T')] = V(T')\Ext(T). O Lemal4.3|garante
que existe 5" C V \ Ext(T) tal que || < 2|[V(T) \ Ext(T)| e [:97] = V(T)\ Ext(T"). Como
[/S\’] C [9"], definindo S := Ext(7T")US” obtemos um conjunto de envoltéria de cardinalidade
no maximo | Ext(T)| + 2|V(T) \ Ext(T)|, donde segue o resultado.

A fim de mostrar que esse limitante é apertado, construimos um torneio 7" tal
que E(T) = | Ext(T)| + 2(|V(T) \ Ext(T')|). Para facilitar os argumentos, nosso torneio
nao possuird vértices extremais. Seja 77 uma torneio transitivo tal que V(T1) = [n] e
A(Ty) ={(i,7) | i,j € [n] ei < j}. Ademais, seja T, uma Cj direcionado com V (T) =
{u,v,w} e A(Dy) = {(u,v), (v,w), (w,u)}. Nosso torneio serd T = T1[T3]. A Figura [f]
ilustra esse grafo orientado quando n = 5.

Para cada i € [n], defina T4 como a cépia de T correspondendo ao vértice i
de Ty. Tome (i,z), (4,y) € V(T) tais que ¢ < j, donde segue que ((i,z), (4,y)) € A(T). A
existéncia de um ((4,y), (i, ¥))-caminho implica que ha vértices (7', 2'), (5',y') € V(T) tais
que ¢ < j e ((5,v), (@', 2") € A(T), contradizendo a definigdo de T;. Esse argumento
também elimina a possibilidade de um ((4, ), (4,y))-caminho que nao esta contido em
T;. Assim, concluimos que para todo S C V(T) temos I[S] = UL, I[SNV(T3)] e
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I[SNV(T%)] € V(Ty) para todo i € [n]. Portanto, [S] = V(T') se e somente se [SNV (T4)] =
V(T3) para todo i € [n], o que significa que E(T) =3, E(TQZ) = TLB(TQ).
Como Ty possui mais de dois vértices, temos que hn(73) > 2; e pela definigao

— —
desse grafo orientado, segue que hn(73) = 2. Desse modo, concluimos que hn(7") = 2n =
23n = 2|V(T)|. O

/\\ T
_ ,’@

Figura 6: Exemplo apertado para o Teorema , quando n = 5.

Retornamos aos grafos split. Pelo que comentamos logo apés o Corolario |4.2]
um conjunto como o que consta no Teorema [4.1] é exatamente o que procuravamos. Ou
seja, em um grafo split orientado D = (S U C, A), é possivel encontrar um conjunto
C'" C C\ Ext(D|[C]) tal que [C" UExt(D[C])] 2 C' ; além disso, |C’] < 2(C'\ Ext(D[C])).
Também mencionamos que S\ Ext(D) C I[C], donde deduzimos o seguinte resultado.
Corolario 4.3. Seja D = (S UC, A) um grafo split orientado tal que S é mazimal e
|C| > 2. Entao, lr?l(D) < |Ext(D)N S|+ |Ext(D[C])|+ 2|C\ Ext(D[C])| e esse limitante

¢ apertado.

Demonstra¢ao. Pelo Lema [1.3] sabemos que existe S C C \ Ext(D[C]) tal que |S"| <
2|C\ Ext(D[C])] e [L/S”\’]D[C] = C'\ Ext(DI[C]). Veja que, se houver (u, v)-geodésicas em D
intersectando S tais que u, v € C', essas possuem comprimento pelo menos dois. Portanto,
elas nao afetam as geodésicas em D[C] de comprimento no méximo dois, donde temos que
[TS’\’] picy © [L/S’\’] p- Também temos que [@] p Dossui os vértices ndo extremais em S, pelo
Lema [4.1] Desse modo, concluimos que S" U Ext(D[C]) U (Ext(D) N S) é um conjunto de
envoltoria de D, cuja cardinalidade respeita o limitante do enunciado.

Para provar que esse limitante é apertado, basta perceber que um torneio é
um caso particular de split orientado. Como S = () em um torneio e o Teorema afirma

que o limitante é apertado para torneios, segue o resultado. O

Uma pergunta interessante a se fazer é se um limitante parecido pode ser
encontrado para o nimero geodético em torneios, e se esse pode ser estendido para grafos
split orientados. Para o nimero de envoltoria, nés construimos um conjunto no Lema
de maneira iterativa. Nessa construgao, por considerarmos a envoltéria do conjunto,

alguns casos foram descartados pois levavam a uma contradi¢cao. Se apenas uma aplicagao
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da funcao de intervalo for permitida (no caso do conjunto geodético), esses casos precisam
ser considerados, o que complica a anélise.

Outro problema que ainda se encontra em aberto é a complexidade computa-
cional para determinar ambos os parametros quando o grafo orientado é um grafo split

orientado, ou até mesmo um torneio.

4.2 NP-completude para grafos bipartidos orientados

Nesta se¢ao provamos que, dado um grafo bipartido orientado D e um inteiro
positivo k, decidir se E(D) < k ou gi(D) < k sdo ambos problemas NP-completos.
Primeiro estudamos o nimero de envoltéria em cubos parciais, uma subclasse de grafos
bipartidos. Em seguida, fazemos uma reducao do problema de cobertura de conjuntos
para o numero geodético em grafos bipartidos orientados aciclicos. Para mais detalhes
sobre Complexidade Computacional, sugerimos o livro de| GAREY and JOHNSON| (1990).

4.2.1 Numero de Envoltoria

No caso nao orientado, ARAUJO (2013)) provaram que determinar o nimero
de envoltéria de um grafo é NP-dificil, até mesmo para grafos bipartidos. Veja que,
trocando cada aresta do grafo por um par de arcos em diregoes opostas, obteriamos
um digrafo cujos caminhos entre cada par de vértices (em ambos os sentidos) seriam os
mesmos do caso nao direcionado. Assim, poderiamos adaptar esse resultado para o caso
direcionado. Porém, como consideramos apenas grafos orientados, esses pares de arcos nao
sao admitidos. A fim de obter algo parecido, ao invés de pares de arcos, substituimos cada
aresta por um par de caminhos orientados de comprimento dois, com sentidos opostos.

Seja Gg; o grafo orientado obtido a partir de G trocando cada aresta por um
Cy direcionado. Mais formalmente, dado um grafo G com V(G) = {vq,...,v,}, seja
Gz o grafo orientado tal que V(Gg;) = V(G) U {vij,v5: | viv; € E(G)} e A(Gg;) =
{(wi,vi5), (Vi j,v5), (v5,v54), (v, ) | viv; € E(G)}. Pela definicao, percebemos que os
tnicos vizinhos de cada v; sao os vértices da forma v; ;,v;,,, e os de cada v; ; sao apenas
v; e v;. Portanto Gz é bipartido, com biparticao {V(G),V(Gz;) \ V(G)}.

O primeiro detalhe importante sobre esse procedimento é que ele “dobrou” o ta-

manho de cada caminho. Em outras palavras, se tivermos um caminho P = v;,, v;,, ..., i,
de comprimento k em G, também teremos os caminhos Py = (v, Vig.iys Vigs - - -5 Vip_yigs Vi)
e Py = (i, Vi in_1s Vig_ys - - > Viyigs Vi) €M Gc_ui’ ambos de comprimento 2k. Ademais, a

existéncia de um caminho como P; em G&i implica na existéncia de um como P, em
G, 0 qual pode ser pensado como o “reverso de P,”. Nao s6 isso, como também im-
plica na existéncia de um caminho como P em (. Chamamos P, P, e P de caminhos
correspondentes; ainda mais, dizemos que P; e P, sao caminhos inwversos.

Veja que para uma v;v;-geodésica de comprimento d = distg(v;, v;) em G, com
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v;,v; € V(G) arbitrarios, temos os caminhos correspondentes de v; para v; e de v; para v,
ambos em G; e de comprimento 2d. Isso implica que distq_, (vi, v;), dista_, (vj, vi) < 2d =
2dist(vi, vj). Para uma (v;, v;)-geodésica P de comprimento 2d" = diste_, (vi, v;), os
seus caminhos correspondentes sao um (v, v;)-caminho em Gg; de comprimento 2d’ e um
v;v;-caminho em G de comprimento d’. Assim, temos que 2 dists(v;, v;), distgéz(vj, v;) <
2d = diste_, (vi,v;). Como para uma (vj,v;)-geodésica P, vale o analogo, a partir das
desigualdades concluimos que 2dist¢(v;, v5) = diste_, (vi,v;) = diste_, (v, ;) para todo
par v;,v; € V(G), com i # j. Consequentemente, os caminhos correspondentes de uma
geodésica (esteja essa em G ou em Gg;) também sdo geodésicas (em seus respectivos
grafos).

Para o primeiro resultado sobre essa transformacao, o grafo nao precisa ser
bipartido.
Lema 4.4. Dado um grafo G, se S é um conunto de envoltoria de G entao ele também

, —
¢ um de Gg;. Consequentemente, hn(G ;) < hn(G).

Demonstrag¢ao. Seja S um conjunto de envoltéria de G. Como S C V(G), toda geodésica
considerada para obter IGai [S] possui uma geodésica correspondente em G, e 0 mesmo
¢ valido para Ig[S]. Assim, temos que Ig[S] = Ig_,[S] N V(G). Como hd vértices do
tipo v;; em Ig_,[S], podemos afirmar que IE[S] C Igﬁ[S’] N V(G) para todo k > 2.
Sabemos que [S]g C Iéai [S] para algum natural k e que todo vértice v; ; estd em uma
(vi, vj)-geodésica. Portanto Ié; [S] 2 V(Gg)-

Além disso, seja S um conjunto de envoltéria minimo de G. Como ele também

H
é um conjunto de envoltéria de G5, temos que hn(Gg;) < |S| = hn(G). O

chs
A seguir mostramos o inverso do lema acima: a partir de cada conjunto de

envoltdria de Gz, podemos obter um conjunto de envoltéria de G com no mdaximo a

mesma cardinalidade. Porém, agora precisamos que o grafo seja bipartido.

Proposicao 4.1. Seja G um grafo bipartido conexo e S um conjunto de enwvoltoria de

Ggy. Entao, existe um conjunto de envoltéria S' de G tal que |S'| < |S|. Portanto,
%
hn(G) < hn(Gg).

Demonstragdo. Vamos construir outro conjunto de envoltéria S” de Gz tal que S| < [S|
e S C V(G). Devido aos caminhos correspondentes, deduzimos que S’ também é um
conjunto de envoltoria de G' e que a proposicao é valida.

Se S C V(G), tomamos S’ = S e ndo ha nada mais a fazer. Se nao, definimos
inicialmente Sy := S. Em seguida, para cada d > 0, se Sy_; € V(G) construimos S, a
partir de S;—; da seguinte forma. Substituimos vértices de S;—; \ V(G) por no méaximo
a mesma quantidade de vértices de V(G), de modo que S; ainda seja um conjunto de
envoltdria de Gg;.

Seja v;; € Sq—1 \ V(G). Suponha que existem w € Sy_; diferente de v;;

e uma (v;;,u)-geodésica P contendo v;. Como NT(v;;) = {v;}, temos que P =
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(Vi j, Vj, 0}, Vi, . .., u), donde notamos que existe uma (v;, u)-geodésica contida em ? que
possui o vértice v;. Definindo Sq = (Saq—1 \ {vi;})U{v;} temos v;,v; € I[Sy], o que implica
que v;; € I*[S4]. Logo Sz_1 C I?[S4] e, consequentemente, V(Gz;) = [Sqg-1] € [Sq]. Se
existir uma (u, v; j)-geodésica contendo v;, tomamos Sy = (Sq—1 \ {vi;}) U {v:}.

Caso nao exista um tal vértice em S;_;, entdo para todo u € Sy_1 \ {v;;} as
(v;,,u)-geodésicas nao contém v; e as (u,v; ;)-geodésicas ndo contém v;. Assim, tome
uw € Sq—1 \ {vij}. Sejam P; e P, respectivamente uma (v; ;,u)-geodésica e uma (u,v; ;)-
geodésica. Caso (V(P) NV (%)) \ {vi;, u} ndo seja vazio, tome u’ nesse conjunto o mais
préximo possivel de v, j, isto é, tal que m(v; j, u’) := min{dist(«', v; ;), dist(v; ;, u')} seja o
menor possivel. Se houver 7, s tais que v’ = v, 5, segue que v,., v pertencem a ambos V()
e V(P,). Perceba que o (v;;,v,)-caminho contido em P; e o (vs,;)-caminho contido
em P, sao de fato geodésicas, donde concluimos que dist(v; j,v,) = dist(v;j,u') — 1 e
dist(vs, v; ;) = dist(u', v; ;) — 1. Disso temos que m(v; ;,v,) ou m(v; j,vs) € menor do que
m(v; j,u'), contradizendo a escolha de . Portanto, devemos ter v’ € V(G).

Observe que a (vj,u’)-geodésica P contida em P; possui um ndmero par de
arcos, ¢; da forma (v,, v, 5) € ¢1 da forma (v, s, vs); logo, seu comprimento é 2¢;. O andlogo
vale para a (u/,v;)-geodésica Py contida em P,, cujo comprimento é igual a 2¢y. Agora,
tome P o (v, vj)-caminho inverso a P;. Veja que podemos estender P para obter um
(u', v;)-caminho de comprimento 2¢; 4+ 2 contendo v;, o qual ndo pode ser uma geodésica
devido ao caso no qual estamos trabalhando. Assim 2¢; + 2 > 2¢y e consequentemente
q1 > q2; analogamente obtemos ¢y > ¢, donde segue ¢; = ¢o. Com isso, vemos que 0s
caminhos P/, Py juntamente com os arcos (v;,v;;), (v;,v;) formam um ciclo direcionado
de comprimento 2q; + 2¢2 + 2 = 2(2¢; + 1). Em G, esse corresponde a um ciclo de
comprimento 2¢q; + 1, contradizendo o fato de G ser bipartido. Como a existéncia de um
v’ sempre resulta em uma contradicao, devemos ter V(P) NV () = {v;;, u}.

Pela anédlise feita no pardgrafo anterior, u € V(G) contradiria o fato de G
ser bipartido. Assuma entao, sem perda de generalidade, que v = vy, para algum par
k,¢. Lembre-se que estamos trabalhando no caso onde nao ha (u,v; ;)-geodésicas nem
(v;,,u)-geodésicas contendo ambos vy € v,. A seguir provamos que podemos definir Sy :=
(Sa—1 \ {vij,u}) U{v;, v}, de modo que esse ainda cumpre nossas condigoes.

Analisemos uma (v;, vy)-geodésica Ps que nao usa nem v; nem v, e tem com-
primento 2p. Seja P/ a (v, vg)-geodésica contida em Pj, a qual também tem compri-
mento par; perceba que |[A(P3)| — [A(P)|| deve ser par. Caso |[A(Ps)| = |A(P)],
terfamos um ciclo direcionado de comprimento 4p + 2, o qual possui um ciclo corres-
pondente em G de comprimento impar. Se |A(P;)| < |A(P/)| — 2, considere o caminho
P} = (v;,0j, 04,0, ... Uk, V) contendo Py e com comprimento |[A(P;)| = |[A(Ps)| +4 <
|A(P/)| + 2 = |A(P1)|. Consequentemente Pj seria uma (v;;, vg,)-geodésica contendo
ambos v; e v;, contradizendo a hipdtese para esse caso. Portanto |A(Ps)| > [A(PY)| + 2.

O argumento é andlogo para as (v;, vg)-geodésicas que nao contém v;, vg. Logo, o (v;, v)-
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caminho P| com V(P]) = V(P")U{v;,v;;} e A(P]) = A(P)") U{(vi,vi;), (vij,v;)} é uma
geodésica. Definindo o (v, v;)-caminho P, analogamente, concluimos que esse também
é uma geodésica. Portanto, denotando S; := (Ss—1 \ {vij, vks}) U {vi, v} temos que
Vi g, kg € V(P))UV(Py) C I[S4], o que por sua vez implica em Sy_1 C I[S,] e consequen-
temente V(D) C [Sq—1] C [Sa).

Seguindo esses passos indutivamente obtemos um conjunto de envoltéria S” C
V(G) para Gz;. Note que pode ter havido v;j, vg,; € Sq com {i, j} N {k, [} # 0 que foram
trocados pelo mesmo vértice de V(G). Agora, basta provarmos que S’ também é um
conjunto de envoltdria de G. Mostraremos por indugao em k que I5[S"] = ]’éa [STNV(G).

Como S" C V(G), para todos os pares de vértices v;,v; € S, toda (v;,v;)-
geodésica possui sua v;vj-geodésica correspondente em G. Assim, para k = 1 o resultado
é direto. Suponha que esse também é verdade para k — 1. Sabendo que ]g‘l[S'] = Iggé N
V(G), pelo mesmo argumento usado acima segue que I5[S'] = ][Ié; SNV (G)NV(G) C
Iga [S'|NV(G). Para concluir a demonstragao, provaremos que [ga [S'INV(G) C IE[S).

Tomando u € (Iéa[S’] ﬂV(G)) \Ié%[S’], sabemos que existem uj,uy €
]é;_i [S’] tais que u é interno a alguma (uy, us)-geodésica. Se ambos u; e uy forem vértices
de G, claramente temos u € IX[S’]. Suponha que haja distintos i,j € [n(G)] tais que
u = v;;. Como S’ C V(G), seja k' € [k —1] tal que uy ¢ Iklc__;[S’] eu € Ik/ﬁ[S’]. Assim,
existem wus, uy € I klg; [S7] tais que uy faz parte de uma (us, us)-geodésica. Sabemos que
tanto o grau de entrada quanto o de saida de u; sao um, o que significa que v;, v; € [”“la1 [S7].
Defina u} como u; se esse pertencer a V' (G), e como v; caso contréario. Defina v}, de maneira
similar. De qualquer modo temos uma (u},u})-geodésica contida na (uy,us)-geodésica

mencionada antes. Com isso, podemos afirmar que u € I5[S]. O

Corolario 4.4. Se G for um grafo bipartido, entao hn(G) = ﬁ(GC—i).

Assim, combinando o resultado de ARAUJO| (2013) com o coroldrio acima
deduzimos que, dado um grafo bipartido orientado D e um inteiro positivo k, decidir se
E(D) < k é um problema NP-completo. Além disso, essa reducdao também pode ser
aplicada para cubos parciais, uma subclasse de grafos bipartidos, definida a seguir.

O grafo hipercubo de dimensao n, (Q,, ¢ um grafo com conjunto de vértices
V(Q,) = {0,1}". Expressamos seus vértices por v = (vl ... v"), onde v* € {0,1} para
cada i € [n]; (v1,...,v,) é dita uma n-upla, com entradas vy, ...,v,. O conjunto de
arestas desse grafo ¢ F(Q,) = {uv | i € [n] tal que u’ # v'}. O grafo G é um cubo
parcial se existem um inteiro positivo n e uma funcao injetiva ¢ : V(G) — V(Q,,) tal que
diste(u, v) = distg, (¢(u), ¢(v)) para todo par u,v € V(G). Para facilitar, consideramos
que G é um subgrafo de um hipercubo @,,, de modo que as distancias entre os vértices de
G sdo as mesmas que em @),,. Na Figura[7] estao exemplificados o hipercubo de dimensao
trés e um cubo parcial. O lema a seguir associa a distancia entre dois vértices de um

hipercubo com o niimero de entradas distintas entre as respectivas n-uplas.
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Figura 7: A esquerda, temos uma representacao do hipercubo de dimensao trés; a
direta, um cubo parcial isomorfo a um subgrafo de @s.

Lema 4.5. Sejam u,v vértices de um cubo parcial ), possuindo k entradas distintas.
Entao distg, (u,v) = k.

Demonstragao. Sejam my, ..., my as entradas nas quais u e v diferem. Para cada i € [k]
tome v; indutivamente tal que esse e v;_; diferem apenas na entrada m;, com vy = wu.
Assim, como cada par v;_1, v; difere em uma entrada distinta dos outros pares, temos que
u e v diferem exatamente nas entradas mq, ..., my, donde segue que vy = v. Ademais,
U = Vg, V1, ...,V = v éum caminho em @),,, o que implica que distg, (u,v) < k. Se valer a
desigualdade estrita , existiria um uwv-caminho de comprimento menor do que k. Porém,
pelo que dissemos anteriormente, isso implicaria que u e v possuem um niimero menor de

entradas diferentes do que k. Desse modo, concluimos que distg, (u,v) = k. O

ALBENQUE and KNAUER/ (2016) mostraram que computar o nimero de
envoltoria para cubos parciais também é NP-dificil. Assim, precisamos apenas mostrar
que o procedimento descrito anteriormente aplicado em um cubo parcial retorna um cubo
parcial orientado.

Proposigao 4.2. Se G € um cubo parcial, entio Gg; € um cubo parcial orientado.

Demonstragao. Seja G um cubo parcial com V(G) = {vy,...,v,}. Se k é o menor natural
tal que G C Qy, cada vértice de GG pode ser considerado como um elemento de {0, 1}*.

Assim, seja H C Qo um grafo inicialmente tal que V(H) = {u1,...u,} C {0,1}?* e, para

2j—1 2j j ,
cada u; = (u},u?,..., u?*) temos que u;” " = u;’ = v} para todo j € [k]. Note que cada
par de vértices u;, u; difere em um numero par de entradas.

Tome dois vértices distintos u;, u; € V(H) tais que existe apenas um m € [k]

tal que u;™ "' = u™ # ui" " = u¥™ (note que v;, v; sdo adjacentes em G). Ou seja, u; =
(uf, w2 ™ adm ) euy = (uf o u T T e
Para cada par de vértices desse tipo adicione wu;; = (uj,... ,u?m_l,u?m, u?m“, o ugk)
e uj; = (u}, ..., w2 wdm wdm, L uR) a V(H), os quais diferem na (2m — 1)-ésima

e na 2m-ésima entradas. Note também que ambos u; e u; diferem em exatamente uma
entrada para ambos u;; e u;;. Além disso, adicione os arcos w;u; j, w; jUj, Ujl;;, U;iU; &
E(H), os quais se orientados como (u;, u;;), (w; j, u;), (uj, w;;), (w4, u;) resultam no grafo

orientado G i

).
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A seguir analisamos cada tipo de par de vértices de H. Se nosso par for
do tipo u,,u, ja sabemos que eles possuem ao menos duas entradas distintas e nao sao
adjacentes. Se for wu,,u,, com p € {q,r}, também sabemos que eles possuem apenas
uma entrada diferente e sdo adjacentes. Agora tome p,q,r € [l] tais que u,, € V(H)
e esse nao ¢ adjacente a u,. Defina m : {1,...,1}* — {0,1,...,k} como m(i,7) = 0 se
ou i = j ou se u;,u; nad sao adjacentes, e como o tnico m € [k] tal que u;™ # u3™
para todo outro par (i,j). Como u, # u,,u, deve haver m € [k] \ {m(p,q)} tal que

2m—1
U,

= ul™ # w2 = w™. Sabemos que a (2m — 1)-ésima e a 2m-ésima entradas de
u, e de u, 4 sao iguais, logo u, e u,, possuem pelo menos duas entradas diferentes.

O ultimo caso é um par uy g, u,s. Se distg(v;,v;) = 1 para todo ¢ € {p,q} e
todo j € {r, s}, como v, e v, sdo adjacentes terfamos triangulos em G, o que é impossivel
pois esse é bipartido. Logo, existem ¢ € {p,q} e j € {r, s} tais que distg(v;,v;) > 2, 0
que implica que existem my, ..., m; € [k] tais que v]* # vj* para todo m € {my,...,m;}
e t = distg(v;,v;) pelo Lema . Suponha que exista m € {my,...,m;} diferente de
2m 2m—1 2m,

= 2m—-1 _ ,2m _ ,2m—1 _ ,2m 2m—1 _ — —
m(p,q) e de m(r,s), entao u; = u™ = u = u;" #u, =u" = u: =u

Consequentemente, u,, € u, s possuem pelo menos duas entradas distintas. Do contrério

temos t = 2, m; = m(p,q) e me = m(r,s), sem perda de generalidade. Note que
2mi—1 _ ,2m1 _ ,2m1—1 _ ,,2my 2mi—1 _ ,,2my 2mi—1 _ ,,2my :
u; = u™" = u: = ui™ e u; = u;™ # u; = u;™, o que quer dizer

que ou as (2my — 1)-ésimas ou as 2m;-ésimas posigoes de u,, e de u,, sdo diferentes.
Analogamente, o mesmo pode ser dito sobre ou as (2my — 1)-ésimas ou as 2ma-ésimas
posicoes desses vértices, donde temos que u, 4 € u, s diferem em pelo menos duas entradas.
Portanto, juntando os argumentos desses tltimos dois paragrafos com a construcao de H,
concluimos que dois vértices de H sao adjacentes se, e somente se, eles possuem apenas
uma entrada distinta.

Assim, resta apenas mostrar que disty(u,v) = distg,, (u,v) para todo par
u,v € V(H). Primeiro considere u; e uj. Se v; e v; possuem p entradas diferentes,
entao seus vértices correspondentes em H diferem em 2p entradas, donde segue pelo
Lema que distg,, (u;, u;) = 2p. Como G é um cubo parcial, pelo mesmo lema citado
antes sabemos que distg(v;,v;) = distg, (vi,v;) = p, logo temos um v;v;-caminho de
comprimento p em G. Devido a construcao de H, também temos nele um u;u;-caminho
de comprimento 2p. Suponha que hd em H um wu;uj-caminho de comprimento ¢ < 2p.
Como os vértices vizinhos em H sao aqueles diferindo em exatamente uma entrada, entao
os vértices nas extremidades desse caminho possuem no méaximo ¢ entradas distintas, uma
contradigao. Logo disty (u;, uj) = 2p.

A seguir, analisamos a distancia entre v, ; e u,s. Sejam {u,u'} = {u;,u;} e
{v,v'} = {v;,v;} de modo que u e v estdo o mais préximo possivel. Por essa definicao,
segue que disty(u;j, urs) = 2+ disty(u,v) = 2(p + 1), onde 2p é o nimero de entradas
distintas de u e v. Como u e v diferem de uma entrada respectivamente para u;; e

Uy, devemos ter 2p + 2 entradas distintas entre u;; e u,,. Pelo Lema .5, segue que
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distg,, (wi j, urs) = 2p + 2. Com isso, concluimos que disty (u; ;, u, ) = distg,, (Wi j, Urs).
O argumento para o caso onde os vértices sao u; e u, s ¢ andlogo ao do paragrafo

anterior. O

Corolario 4.5. Dado um cubo parcial orientado D e um inteiro positivo k, é NP-completo
_>
decidir se hn(D) < k.

4.2.2 Numero Geodético

Nosso objetivo nesta secao é mostrar que o problema a seguir ¢ NP-completo.

NUMERO GEODETICO

Entrada: Grafo orientado D e um inteiro positivo k

Saida: gi(D) < k?
Para tanto, fazemos uma reducao do seguinte conhecido problema.

COBERTURA DE CONJUNTO

Entrada: U ={1,,...,n},F CP(U) tal que | JF = U e um inteiro positivo k

Saida: Existe 7' C F tal que |JF' =U e |F/| < k?

Teorema 4.2. NUMERO GEODETICO € um problema NP-completo, mesmo se o grafo

orientado D da entrada nao tiver ciclos direcionados e seu grafo subjacente for bipartido.

Demonstra¢ao. Dado um conjunto S C V(D), é possivel computar (u, v)-geodésicas para
todo par u,v € V(D) e decidir se S é um conjunto geodético em tempo polinomial,
similarmente ao caso nao-direcionado mostrado por BESSY]| (2018)). Consequentemente,
o problema pertence a NP.

Assim, resta mostrar que o problema NUMERO GEODETICO ¢ NP-dificil. Para
tanto, como mencionamos antes do teorema, fazemos uma redugao do problema COBER-
TURA DE CONJUNTO. Seja (U = {1,...,n}, F = {F1,..., F,}, k) uma instancia desse
problema. A seguir, construimos um grafo orientado D associado a instancia (U, F, k).

O conjunto de vértices de D é composto por dois subconjuntos de vértices X
e Y mais trés vértices u,v e w. Em X existe um vértice x; correspondendo a F; € F para
todo i € [m]. Em Y existe um vértice y; correspondendo a j € U para todo j € [n].

Para o conjunto de arcos, temos que (z;,y;) € A(D) quando j € F}, para todo
i € [m] e todo j € [n]. Ademais (u,z;), (z;,w) € A(D) para todo i € [m], (y;,v) € A(D)
para todo j € [n] e finalmente (u,v) € A(D).



44

Figura 8: Exemplo do grafo orientado construido na prova do Teorema [4.2] para
U=1{1,2,3,4,6} e F ={F, ={1,2,3,4}, F, = {1,4}, F3 = {2,3,5}}.

Pela construcao e com auxilio da Figura[§| D é claramente um grafo direcio-
nado aciclico cujo grafo subjacente é bipartido, com partigao V(D) = (X U {v}) U (Y U
{u,w}). Note que u é fonte e v,w sado sumidouros, logo eles estdo em todo conjunto
geodético. Além disso, (u,w) ¢ A(D) e (u,x;,w) é um caminho em D para todo z; € X.
E como (u,v) € A(D), nés temos I[{u,v,w}] = X U {u,v,w}. Ou seja, ao buscar um
conjunto geodético S de D, nds precisamos nos preocupar apenas em obter os vértices de
Y em I[S].

Provamos agora que (U, F, k) é uma instancia positiva do problema COBER-
TURA DE CONJUNTO se, e somente se, gi(D) < k+3. Seja F' = {F; | i € I} C F para al-
gum Z C [m] tal que | JF' = U e |Z| < k. Com isso, tomamos X' = {z; | i € Z}U{u, v, w},
o qual possui cardinalidade no maximo k + 3. Assim, para todo y; € Y existe z; € X’
tal que (z;,y;) € A(D), donde obtemos a geodésica (z;,y;,v). Portanto y; € I[X'] e
consequentemente X’ é um conjunto geodético de D.

Por outro lado, seja S um conjunto geodético de D com no maximo k + 3
vértices. Como u,v,w € S, no maximo k vértices de S pertencem a X UY. Se houver
y; € S, considere um z; € X tal que (z;,y;) € A(D), o qual pode estar em S. Como
Nj(y;) = {v}, observe que substituindo y; por z; em S (ou simplesmente eliminando,
caso x; € S) obtemos outro conjunto geodético S’ de cardinalidade inferior ou igual a
de S. Logo, sem perda de generalidade, assumimos que (S \ {u,v,w}) C X. Pelo que
ja argumentamos, concluimos que cada vértice de Y possui um vizinho de entrada em
S\ {u,v,w}. SejaZ = {i € [m] | z; € S}. Podemos observar que a familia /' = {F; €
FlieI}satistaz|JF =Ucel|F|<k. O

Veja que a reducao acima também é parametrizada. Sabendo que o problema
COBERTURA DE CONJUNTOS é W[2]-dificil quando o parametro é o valor da solugao, con-
cluimos que decidir se gi(D) < k também é W[2]-dificil com parametro k. Para detalhes
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sobre Complexidade Parametrizada, sugerimos o livro escrito por |CYGAN] (2015).

4.3 Algoritmos de tempo polinomial para cactos

Para finalizar esta se¢ao, mostramos como obter um conjunto de envoltoéria e
um geodético minimos em grafos cacto orientados, classe que definimos logo adiante.

Antes de partirmos para essa classe, analisamos uma subclasse bastante conhe-
cida (e até ja mencionada) de cactos orientados: as arvores orientadas. Ja comentamos
sobre o nimero geodético nessa classe com o Teorema Porém, os autores focam na
existéncia de uma orientagao com um dado nimero geodético, ao invés de como obter
o valor desse parametro para uma arvore com uma dada orientacao. Nosso objetivo é
justamente esse.

Para o caso nao direcionado, HARARY] (1993) citaram em seu artigo que o
numero geodético de uma arvore € igual ao nimero de folhas da mesma. A necessidade de
termos esses vértices se deve ao fato de eles serem simpliciais, enquanto que a suficiéncia
estd no seguinte. Dado um vértice v de grau pelo menos dois é possivel obter dois caminhos
internamente disjuntos entre v e duas folhas distintas, donde temos assim um caminho P
entre duas folhas tal que v € V(P). Como esse caminho é tinico (pois o grafo considerado é
uma arvore), v pertence a uma geodésica entre dois vértices simpliciais. Também podemos
concluir disso que o conjunto de vértices simpliciais de uma arvore ¢ um conjunto de
envoltoria minimo. O argumento para arvores orientadas é similar.

Teorema 4.3. Seja T' uma drvore orientada. Entdo, Ext(T) € tanto um conjunto de en-

voltéria minimo quanto um geodético minimo de T. Consequentemente, hn(T) = gh(T) =

| Ext(T)).

Demonstra¢ao. Sejam w € V(T) um vértice ndo extremal e P = (vy,...,u,...,v3) um
caminho maximal em 7 que contém u. Devido a maximalidade desse, devemos ter ou
d=(vy) = 0 ou N~ (v;) € V(P). Como a segunda alternativa implicaria na existéncia
de um ciclo em T, o que é impossivel pois 7" é uma &rvore, segue que d~(v;) = 0.
Analogamente concluimos que d*(v) = 0. Ou seja, v; e vy sdo extremais. Ademais,
como existe apenas um wv;v-caminho no grafo subjacente de 7', P é uma geodésica por
unicidade e consequentemente u € I[{vy,v9}]. Portanto, I[Ext(T")] = V(7). O

Assim, ambos os numeros de envoltéria e geodético de arvores orientadas,
uma subclasse também de grafos bipartidos orientados, podem ser computados em tempo
polinomial. Esse resultado nos levou a trabalhar em cactos, uma superclasse de grafos
arvore. Um grafo é um cacto se cada um de seus blocos for ou uma aresta ou um ciclo.
Consequentemente, todo ciclo é um ciclo induzido e dois ciclos se intersectam em no
maximo um vértice. Nesse caso, ao contrario das arvores, os vértices extremais podem

nao ser suficientes. Seria necessario tomar, além desses, certos vértices nao extremais.
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Para cactos (nio direcionados), ARAUJO| (2013) e [EKIM| (2012) propuseram
algoritmos para computar os nimeros de envoltéria e geodético em tempo polinomial,
respectivamente. No caso do geodético, o resultado dos autores é sobre uma super classe
de cacto, chamada de bloco-cacto, na qual cada bloco ou é um grafo completo ou é um
ciclo.

Quanto oa numero de envoltéria, é interessante apresentarmos mais detalhes
sobre o resultado, ja que as demonstracoes dos nossos proprios seguem uma ideia similar.
No artigo, os autores mostram um resultado valido para qualquer grafo GG, o qual aplicado
a cactos induz o algoritmo mencionado. Sejam S C V(&) o conjunto das articulagdes de
G e Gy,...,Gy os blocos de G. Também tomamos, para todo i € [k], S; C V(G;) um
conjunto de envoltoria minimo de G; que contém todas as articulagoes de G presentes
em (;. O resultado basicamente afirma que <Uf:1 Si> \ S é um conjunto de envoltdria
minimo de GG. Se G for um cacto, basta analisar os seus ciclos, ja que cada um dos outros

blocos possui apenas uma aresta cujas extremidades sao ambas articulacoes.

4.3.1 Numero de Envoltoria

Como mencionamos anteriormente, ha casos em que é necessario tomar alguns
vértices nao extremais para se obter um conjunto de envoltéria de um cacto orientado.
Assim como em um cacto nao direcionado, alguns desses vértices estao em ciclos. Porém,
ao contrario do que ARAUJO (2013) fazem no artigo, nds especificamos quais sao esses
ciclos.

Pelo restante desta secao, denotamos por D e C', respectivamente, um cacto
orientado e um ciclo de D. Sendo H C D arbitrario, dizemos que v é um vértice extremal
em H quando v é um vértice extremal de D[V (H)|. Perceba que v pode ser extremal em
H e nao ser extremal em D. Seguindo essa 16gica, denotamos por Ext(H) o conjunto de
vértices extremais em H.

Sejau € V(C') uma articulacdo de D. Se houver um arco (u,v) € A(D)\ A(C),
dizemos que u é uma articulagao transmissora de C. Analogamente, existindo (v,u) €
A(D) \ A(C), dizemos que u é uma articulagao receptora. Perceba que podemos ter uma
articulacao que é tanto receptora quanto transmissora.

A seguir definimos alguns tipos de ciclos que serdao de suma importancia para
nosso estudo. Um ciclo C' € D é chamado de ciclo folha se possui apenas uma arti-
culagao. Ja um ciclo armadilha é aquele que possui ou apenas articulagoes receptoras ou
apenas articulagoes transmissoras. No primeiro caso dizemos que esse é um ciclo arma-
dilha receptor e no segundo, um ciclo armadilha transmissor. Por fim, dizemos que C' é
insatisfatorio se ele for de um dos trés seguintes tipos:

Tipo 1: C é um ciclo armadilha;

Tipo 2: C é um ciclo direcionado que ¢ folha e nao é armadilha;
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Tipo 3: hé exatamente dois vértices em Ext(C'), digamos u e v, tais que os dois (u,v)-
caminhos em C possuem comprimentos diferentes e o mais longo nao possui vértices
internos que sao articulacoes de D.

Caso C nao satisfaca nenhum desses, dizemos que ele é satisfatorio.

Devido ao que foi dito no inicio desta subsecao, o leitor ja deve imaginar a
importancia desses ciclos. Pelo Lema [2.2f sabemos que todo conjunto de envoltéria de D
intersecta qualquer conjunto co-convexo do mesmo. A seguir mostramos que cada ciclo
insatisfatorio contém um conjunto co-convexo e descrevemos como sao esses conjuntos
para cada tipo de ciclo.

Lema 4.6. Sejam D um cacto orientado e C' C D um ciclo insatisfatorio. Entao, V(C)

contém um conjunto co-convexo S e:

(a) se C for do tipo 1, entao S =V (C);

(b) se C for do tipo 2, entao S =V (C)\ {w} onde w € a articulagao de C' em D;

(c) se C for do tipo 3 com Ext(C) = {u,v}, entao S € o interior do (u,v)-caminho mais

longo.

Além disso, esses conjuntos co-convexros sao disjuntos dois-a-dois.

Demonstracao. Primeiro, seja C' um ciclo armadilha receptor. Suponha que haja uq, us €
Np(V(C)) distintos e uma (uy, uz)-geodésica P cujos vértices internos estao em V(C).
Assim, temos v € V(C) tal que (u1,v) € A(D), contradizendo a escolha de C. Se C' for
um ciclo armadilha transmissor, o argumento é analogo.

Agora, sejam C' um ciclo insatisfatério do tipo 2 e w € V(C') sua unica arti-
culagao em D. Ou seja, se houvesse um caminho como o sugerido no paragrafo anterior,
esse utilizaria os arcos (uj,w), (w,us). Portanto, o tnico vértice de V(C') que pode ser
interno a tal caminho é o préprio w.

Considere agora C' um ciclo insatisfatério do tipo 3, com articulagoes u, v como
na definicao. Para que um caminho como o descrito no primeiro paragrafo intersecte o
(u,v)-caminho mais longo, ele deve utilizar as articulagbes u e v. Porém, esse ndo seria
uma geodésica pois hd um (u, v)-caminho mais curto (o qual de fato faz parte de uma tal
geodésica).

Por fim, resta provar que quaisquer dois desses conjuntos co-convexos nao se
intersectam. Se houvesse intersecao, os vértices dessa seriam articulagoes em ambos os
ciclos. Dois ciclos armadilha nao se intersectam, do contrario qualquer vértice em comum
seria uma articulacao tanto receptora quanto transmissora para ambos. Considerando
dois ciclos insatisfatorios C; e Cs, de modo ) nao seja armadilha, veja que o conjunto
co-convexo S contido em ('] nao possui articulacoes. Portanto, S nao intersecta nenhum

outro ciclo. ]

Corolario 4.6. Se D é um cacto orientado ¢ S C V(D) é um conjunto de envoltéria

desse, entao S possui um vértice de cada ciclo insatisfatorio.
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Com isso, sabemos que, em um conjunto de envoltoria de um cacto orientado,
é preciso tomar os vértices extremais e um de cada ciclo insatisfatério. Na sequéncia,
mostramos que isso basta para formar um conjunto de envoltéria.

Lembre que, no caso nao direcionado, as articulacoes de um cacto G nao sao
consideradas no conjunto de envoltoéria final. Isso acontece porque, dada uma geodésica P
entre dois vértices de blocos distintos, esse caminho é obtido pela composi¢ao de geodésicas
cujas extremidades sao ou uma articulacao de G ou uma das extremidades de P. Além
disso, cada uma dessas geodésicas menores esta contida em um bloco. Porém, se adicio-
narmos uma orientagao a esse cacto, a analise desses caminhos deve ser mais minuciosa.
Esse é justamente o proposito dos préximos dois resultados.

Lema 4.7. Sejam D um cacto orientado e w € V(D). Para todo v € NT(u) existe um
caminho maximal P = (vo,v1,...,v,) com u = vy e v = vy tal que ou v, € extremal ou
existe k > 0 tal que os vértices vy, Vi1, - . ., Vg compoem um ciclo insatisfatorio C' de tipo

ou 1 ou 2. O andlogo também vale para todo v € N~ (u).

Demonstracao. Considere todos os caminhos maximais (comegando em u) da forma P =
(vo = u,v1 = v,va,...,v,). Temos duas opgoes: ou d(v,) = 0 ou N*(v,) C V(P). Se
a primeira ocorrer, entao v, é extremal. Do contrario temos N*(v,) C V(P), e como
d*(v,) > 2 implicaria na existéncia de dois ciclos com mais do que um vértice em comum,
também temos d*(v,) = 1. Além disso, isso nos dd um ciclo direcionado C' cujos vértices
estao contidos em P. Caso C' seja um ciclo insatisfatério ou do tipo 1 ou do tipo 2, estamos
satisfeitos. Observe também que, como C' é direcionado, esse nao pode ser insatisfatorio
do tipo 3.

Assuma entao que todo caminho maximal como descrito acima termina em um
ciclo satisfatério C'. Tome P o caminho maximal que intersecta o maior nimero de ciclos
em D e sejam (C',...,C, esses ciclos de modo que C; é o i-ésimo ciclo que P intersecta
(com respeito a sua orientagao) para todo i € [n]. Suponha que existem i # j € [n] tais
que C; = ;. Como P nao repete vértices, existe um caminho (v,, . .., vs) contido em P tal
que v, # vg € V(C;) e nenhum dos vértices internos estd em C;. Assim, G[V(P)UV(C;)]
seria 2-conexo e, portanto, teriamos um bloco que nao é um vértice e nem um ciclo. Logo,
esses ciclos sao dois-a-dois distintos.

Como C,, é um ciclo satisfatério direcionado, existe um arco (wy,ws) € A(D)
com wy € V(Cy) \ {v,} e wy ¢ V(C,). Portanto, podemos tomar outro caminho ma-
ximal P* = (u,v,vq,..., Wy, Wa,...,vy) terminando em um ciclo satisfatério tal que
PN P* = (u,v,vy,...,wy). Veja que P* intersecta pelo menos um ciclo a mais do que P,
contradizendo assim a escolha desse tltimo. Com isso, obtemos o resultado desejado.

Para caminhos maximais da forma (vg, vy, ...,v,-1 = v,v, = u), 0 argumento

¢ analogo. ]

Com isso, seja S um conjunto de vértices de um cacto orientado D composto
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pelos vértices extremais de D e por um vértice de cada ciclo insatisfatério. Para qualquer
vértice v € V(D) nao extremal, sabemos que é possivel obter um caminho, que utiliza
v, entre dois vértices de S. Porém, isso nao garante a existéncia de uma geodésica desse
tipo. Por outro lado, ha vértices tais que a ausencia de uma geodésica assim implicaria
em um bloco proibido para um cacto. A seguir, apresentamos algumas restricoes para
esses caminhos.
Lema 4.8. Sejam D um cacto orientado, C C D um ciclo, u,v € V(D) distintos e P
um (u, v)-caminho.
1. Se houver w € V(P) que nao pertence a ciclo algum de D entao todo (u,v)-caminho
POSSUL W.
2. Seja (wy,...,w,) = P C PNC mdzimo com q > 2. Entdo:
(a) todo (u,v)-caminho intersecta C; e

(b) wy,w, sao os mesmos para todo (u,v)-caminho.

Demonstra¢ao. No primeiro caso, por contradigdo suponha que existe um (u, v)-caminho
P* que nao contém w. Sejam u = vy,v9,...,v, = v 08 vértices em ambos P e P*,
ordenados de acordo com a orientagdo desses caminhos. Tome ¢ € [r — 1] tal que w
pertence ao (v;, v;11)-caminho contido em P. Os dois (v;, v;11)-caminhos (um contido em
P e o outro, em P*) s@o internamente disjuntos, logo combinados formam um ciclo. Isso
contradiz a escolha de w.

Para o segundo item, novamente por contradi¢ao, assuma que existe outro
(u,v)-caminho P* C D que nao intersecta C. Utilizando argumentos andlogos aos do
paragrafo anterior, obtemos um bloco contendo C' que nao é um ciclo. Assim, o item 2.a
esta provado.

Caso u € V(C), veja que u = wy; portanto, w; serd o mesmo para todo (u,v)-
caminho. Caso contrario, suponha que existe um (u,v)-caminho P* C D diferente de
P intersectando C' com P” := P* N C, cujo primeiro vértice desse é w] # w;. Como
u € V(P)NV(P*), seja v’ o ultimo vértice nessa intersegdo (com respeito a orientagao de
P) antes de C. Assim C, o (u/,w)-caminho contido em P e o (u/,w})-caminho contido
em P* estao no mesmo bloco, o que mais uma vez contradiz o fato de D ser um cacto. O

argumento para w, ¢ analogo. O]

O corolério a seguir é uma combinagao os Lemas 4.7 e o qual é amplamente
utilizado nas préximas demonstragoes.
Corolario 4.7. Sejam D um cacto orientado e S um conjunto composto pelos vértices
extremais de D e por um de cada ciclo insatisfatorio. Considere também C' C D um ciclo
e u,v € V(C) tais que hd um (u,v)-caminho contido em C e cada um deles ou estd em
S ou € uma articulacao, receptora no caso de u e transmissora no caso de v, ou ambos.
Entao, existem wy,wy € S de modo que todo (wy, ws)-caminho contém um (u,v)-caminho.

Ademais, caso u € S temos que wy = u; o andlogo vale para v e ws.
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Demonstra¢ao. Seja P um (u,v)-caminho contido em C. No caso onde u € S, defina
wy := u. Assuma agora que u seja uma articulagao e que nao esteja em S. Pelo Lema [£.7]
existe um caminho P’ = (v, ...v,-2,u',u). Se vy for extremal, ele pertence a S; ademais,
defina wy := vy. Senao, existe k > 0 tal que os vértices vy, vy, ..., v, compoem um ciclo
insatisfatério C” de tipo ou 1 ou 2; nesse caso, tome w; € SN V(C’) (o qual existe pelo
Corolério . Perceba que, independente do caso, hd um (w;,u)-caminho contido em
P’. De maneira andloga, defina wy com respeito a v. Assim, podemos obter um (wy, ws)-
caminho que contém P. Pelo Lema [1.8] concluimos que todo (w, wy)-caminho contém

um (u, v)-caminho. O

A seguir, mostramos que existe um conjunto de envoltéria minimo composto
pelos vértices extremais e por um de cada ciclo insatisfatério. Nao s6 isso, como também
¢ possivel obter todo o conjunto de vértices do cacto orientado a partir desse conjunto em
poucas iteragoes da funcao de intervalo. Antes de procedermos, vamos apresentar alguns
detalhes sobre como os vértices extremais podem ocorrer em ciclos orientados.

Lema 4.9. Seja C' um ciclo orientado.

1. Se |[V(C)| = 3, entdo ou Ext(C) = V(C) e hd exatamente um vértice extremal de cada
tipo no ciclo ou esse € um ciclo direcionado sem vértices extremais;

2. Se |[V(C)| > 4, entao esse ndo possui vértices transitivos e o nimero de fontes é igual

ao de sumidouros.

Demonstracao. Primeiro seja C' um ciclo com trés vértices u, v, w. Se u for transitivo entao
(v,u), (u,w), (v,w) € A(C), sem perda de generalidade, donde temos que v é uma fonte e
w, um sumidouro. Se u for uma fonte entao (u,v), (u,w) € A(C); consequentemente, um
dos outros dois vértices é um sumidouro enquanto o outro € transitivo, qualquer que seja
a orientacao da aresta vw. Para o caso em que u ¢ sumidouro, o argumento é anélogo.
Por tltimo assumimos que u nao é extremal, donde temos (w, u), (u,v)(v,w) € A(C') sem
perda de generalidade; perceba que, neste caso, C' é um ciclo direcionado sem vértices
extremais.

A seguir desenvolveremos o caso onde |V(C)| > 4. Se houver um vértice
transitivo v no ciclo, entao também existem u,w € V(C) tais que (u,v), (v,w)(u,w) €
A(C). Porém esses vértices e arcos ja compoem um ciclo, contradizendo nossa suposigao
inicial, portanto C' nao possui vértices transitivos.

Perceba que o niimero de arcos em C' é igual a soma dos graus de entrada dos
vértices, e também a soma do grau de saida dos vértices. Para um vértice nao extremal

de C', ambos os seus graus de entrada e de saida sao um; para uma fonte, o grau de saida

[©N

dois e o de entrada é zero; e para um sumidouro, o grau de entrada ¢ dois e o de saida

é zero. Assim, concluimos que a quantidade de fontes em C' é igual a de sumidouros. [

Teorema 4.4. Seja D um cacto orientado. Todo conjunto de envoltoria minimo de D

¢ composto pelos vértices de Ext(D) e por eratamente um, que nao é extremal e nem
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articulacdo, de cada ciclo insatisfatorio. Além disso, existe um tal conjunto de envoltorio

S tal que I[S] contém todos os vértices que ndo estao em ciclos satisfatérios e I*[S] =

V(D).

Demonstracao. Devido ao Lema [2.3] e ao Corolario [4.6, sabemos que um conjunto de
envoltoria de um cacto orientado D precisa pelo menos dos vértices mencionados no
enunciado. Para comprovar a validade do resultado, basta mostrar que existe um conjunto
de envoltoria minimo S que respeita as condi¢oes do enunciado. Inicialmente, assuma que
S é composto pelos vértices extremais e por um (ainda nao determinado) de cada ciclo
insatisfatério. A seguir, analisamos isoladamente cada ciclo insatisfatério (determinando
iterativamente os vértices de S), cada vértice ndo pertencente a ciclo algum de D e, por
fim, cada ciclo satisfatério. No restante da prova, C' serd um ciclo de D.

Seja C' um ciclo armadilha receptor (o argumento para ciclos armadilhas trans-
missores é andlogo). Tome u,u € V(C) tais que (u,u’) € A(C) e v/ é uma articulagao.
Veja que o (u/,u)-caminho P contido em C' utiliza todos os vértices do ciclo. Ademais,
considere que u € S. Pelo Corolario , existem wy, we € S (onde w; = u) tais que todo
(wy, we)-caminho contém um (u’, u)-caminho. Como P é o unico (v, u)-caminho, entao
todo (wq,wy)-caminho contém P, em particular as geodésicas. Visto que V(P) = V(C),
concluimos que V(C') C I[S].

Agora sejam C' um ciclo insatisfatério do tipo 2 e u € V(C') sua articulagao,
a qual é tanto receptora quanto transmissora. Com isso, tome v € V(D) \ V(C) tal que
(v,u) € A(D) como o vértice de C em S. Pelo Coroldrio 1.7} existe w; € S de modo que
todo (wq,v)-caminho contém o tnico (u,v)-caminho, o qual utiliza todos os vértices do
ciclo C. Logo, V(C) C I[S].

A seguir analisamos o caso onde C' é um ciclo insatisfatério do tipo 3 tal que
U1 € ug sao respectivamente fonte e sumidouro em C. Tome v o vizinho de saida de wuq,
interno ao (uy, ug)-caminho mais longo em C', como o vértice em V(C)NS. Veja que se uy
for extremal também em D entdo u; € S; caso contrério, existe (u},u;) € A(D) \ A(C),
donde segue que w; é articulagdo receptora. O andlogo também pode ser dito sobre
uy. O Coroldrio garante a existéncia de wi,wy € S de modo que cada (wy,ws)-
caminho contém algum dos (uj,ug)-caminhos. Assim, as (wi, ws)-geodésicas contém a
(u1, uz)-geodésica. Ademais, também pelo Coroldrio [4.7] existe w) € S tal que todos os
(v, wh)-caminhos, em particular as geodésicas, contém o (v, uz)-caminho em C. Como a
(u1,uz)-geodésica e o (v, uz)-caminho juntos utilizam todos os vértices de C, temos que
V(C) € I]S]. Com isso, terminamos de definir todos os vértices de S.

Considere agora v € V(D) um vértice nao extremal que nao pertence a nenhum
dos ciclos de D. Assim, tanto seu grau de entrada quanto o de saida sao positivos. Pelos
Lemas e , existe uma (u,w)-geodésica contendo v tal que u,w € S, donde segue
v € I[S]. Mostramos entao que todos os vértices de D que nao estao em ciclos satisfatérios

estao contidos em [[5].
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Resta entao analisar os ciclos satisfatorios de D. Primeiro, seja C' um ciclo
satisfatdério com pelo menos quatro vértices. Pelo Lema[4.9) sabemos que esse ciclo possui
um numero par de vértices extremais, onde uma metade é fonte e a outra metade é
sumidouro. Essa andlise serd dividida em trés casos.

Caso 1: Ext(C) > 4. Dado v € V(C) arbitrario, perceba que um caminho maximal em C'
que utiliza esse vértice possui uma fonte e um sumidouro de C' como extremidades, a
saber u; e ug respectivamente. Ademais, como ha outros vértices extremais no resto
do ciclo, esse (uj,uz)-caminho é unico e, portanto, uma geodésica. Se u; nao for
extremal transmissor também em D, entao ele deve ser uma articulacao receptora;
note que podemos afirmar o andlogo para uy. Pelo Coroldridd.7] existem wy, wy € S
tais que todo (wy,ws)-caminho contém o (uy, uz)-caminho. Assim, concluimos que
v € I[S]; como isso vale para todo vértice de C, temos V(C) C I]5].

Caso 2: Ext(C) = 2. Sejam u; e uy respectivamente a fonte e o sumidouro de C. Pe-
los argumentos utilizados no caso anterior, o Corolario garante a existéncia de
wy,wy € S de modo que cada (wy, ws)-caminho contém um (uq, us)-caminho. Se
ambos os caminhos de u; para uy em C' forem geodésicas, temos que V(C') C I]5].
Caso contrario, até entao podemos concluir que apenas os vértices da geodésica
estdo em I[S]. Como C ¢ satisfatério, existe uma articulacdo v interna a P, o
(u1, us)-caminho mais longo; sem perda de generalidade, suponha que v seja recep-
tora. Novamente pelo Corolario sabemos que existem wi, w;, € S tais que todo
(wh, w})-caminho contém o (v, uy)-caminho; ou seja, os vértices desse estao em I[S].
Se (u1,v) € A(D), temos que V(C') C I[S]; sendo, com uy,v € I[S], concluimos que
os vértices do (uy,v)-caminho estao em I*[S], donde segue V(C') C I*[S].

Caso 3: Ext(C) = 0. Veja que C' é um ciclo direcionado, o qual nao é armadilha nem
folha. Ou seja, existem articulagoes distintas, v; receptora e vy transmissora, em
C. Pelo Corolario existem wy, we € S tais que todo (wy, wsy)-caminho contém o
(v1, v9)-caminho P, implicando em V' (P) C I[S]. Portanto, como vy, vy € I[S] todos
os vértices no (v, v1)-caminho estao em I*[S], donde concluimos que V(C') C I*[9].

Por fim, considere o caso onde C possui apenas trés vértices u, v, w. Se C' for
direcionado, a andlise é basicamente a mesma que a do Caso 3 acima. Logo, novamente
pelo Lema , podemos afirmar sem perda de generalidade que u é receptor (em C'), v
é transitivo (em C') e w é transmissor (em (). Utilizando argumentos repetitivos e o
Coroléario , podemos concluir que u, w € I[S]. Se v for transitivo também em D, entao
v € S; senao, é porque ele é uma articulacao de C. Assim, pelos mesmos argumentos

repetitivos concluimos que v € I[S]. Consequentemente: u, v, w € I[S]. O

A prova acima argumenta como escolher os vértices dos ciclos insatisfatérios.
Todos esses vértices podem ser encontrados em tempo linear. Assim, também é possivel
— . .
obter hn(D) para todo cacto orientado D em tempo linear.

Além disso, ha um detalhe nessa prova muito 1til para a proxima segao. Todo
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ciclo satisfatério C' possuindo vértices que nao estao em I[S] tem ordem pelo menos quatro

e no maximo dois vértices extremais.

4.3.2 Numero Geodético

Pelo Teorema [4.4], a partir de um conjunto de envoltéria minimo S, sabemos
que ¢ possivel obter o conjunto de vértices do cacto orientado em no maximo duas iteragoes
da funcao de intervalo. Isso nos motivou a buscar um conjunto geodético minimo, pois
esse parece nao distar muito de um de envoltéria minimo. Como os vértices de S sao
do tipo que todo conjunto de envoltéria (em particular os geodéticos) necessitam, nosso
objetivo é adicionar vértices a S de modo a obter um conjunto geodético minimo. Pelo
Teorema [£.4] e pelo comentério ressaltado no final da se¢ao anterior, os vértices que nao
estao em [[S] pertencem a ciclos satisfatérios com ordem pelo menos quatro e no maximo
dois vértices extremais neles. Assim, nds estudamos esses ciclos para saber quais desses
possuem vértices exclusivamente em I%[S]. Como resultado, definimos a seguir os ciclos
falsamente satisfatorios. Esses podem ser de dois tipos:

Tipo 1: Ext(C) = {uj,us}, u; é a fonte e uy é o sumidouro. Os (uq,ug)-caminhos
possuem comprimentos distintos, sendo P o mais longo. P possui comprimento
pelo menos trés e um de seus vértices internos é uma articulagao em D. Além disso:

(a) Se houver uma articulagdo receptora vy interna a P, o (ug,v;)-caminho tem
comprimento ao menos dois;

(b) Se houver uma articula¢ao transmissora v, interna a P, o (vq, us)-caminho tem
comprimento ao menos dois;

(c) Se houver distintas articulagoes, v; receptora e v, transmissora, internas a P,
temos P = (uy,...,v9,...,01,...,us). Ademais, o (vy,v;)-caminho também
possui comprimento pelo menos dois.

Tipo 2: O ciclo C é direcionado e possui duas articulagoes distintas, v| receptora e v}
transmissora, tais que:

(a) disto(vh,v]) > 2;e

(b) todas as outras articulagoes sdo internas a P = (wg,ws, ..., w1, wy), onde
wy = v} e wg = vh. Além disso, se w; for uma articulagao receptora e w;, uma
transmissora, entdao ¢ < j para todo 4,5 € {0,1,...,k}.

Se C' for um ciclo satisfatério que nao se encaixa em nenhuma dessa definigoes, dizemos

que ele é verdadeiramente satisfatorio.

Lema 4.10. Sejam D um cacto orientado e C' C D um ciclo satisfatorio.

(1) Se C for verdadeiramente satisfatorio e S for um conjunto de envoltéria minimo de

D entao V(C) C I[S];
(2) Se C for falsamente satisfatdrio entao I[S'] 2 V(C), onde S" = N(V(C))U(Ext(D)N

V(C)). Ademais, sejam uq,us, vy, v, V5,05 como na defini¢ao acima. Os vértices que
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nao estao em I[S'] sdo os sequintes:

(a) Se C for do tipo 1, os vértices internos ao (wy,ws)-caminho com wy € {uy,vo} e
wy € {ug,v1} de modo que dist(wy, ws) € a menor possivel;

(b) se C for do tipo 2, os vértices internos ao (vh, v})-caminho.

Além disso, nenhum desses vértices € uma articulagao.

Demonstracao. Primeiro analisamos os ciclos verdadeiramente satisfatérios, dividindo nos
mesmos casos do Lema[d.9) Seja C' um ciclo com pelo menos quatro vértices extremais em
C'. Dado v € V(C), perceba que um caminho maximal em C que utiliza esse vértice possui
uma fonte e um sumidouro de C' como extremidades, a saber u; e ug, respectivamente.
Como hé outros vértices extremais no resto do ciclo, o (ug, us)-caminho mencionado é
Unico e, portanto, uma geodésica. Se u; nao for extremal transmissor em D, entao ele deve
ser uma articulacao receptora de C'; note que o andlogo vale para us. NOs entao temos
um (wy, ws)-caminho contendo o (uy,us)-caminho em C. Pelo Coroldrio 4.7, existem
wy,we € S tais que todo (wy,ws)-caminho contém o (uy,us)-caminho, implicando que
v € I[S]. Como isso vale para qualquer v € V(C), temos que V(C) C I[5].

A seguir, suponha que Ext(C') = {uy,us}, com wu; fonte e uy sumidouro. Pelo
Coroléario , hé dois vértices em S, w; e wy, tais que todo (wy, ws)-caminho contém
um (ug, us)-caminho. Ademais, sabemos que os vértices de uma (uq, us)-geodésica estao
em I[S]. Se ambos os caminhos forem geodésicas estamos satisfeitos. Se nao, assuma
que existe uma articulagao receptora v; em C, interna ao (ug,uz)-caminho mais longo
P e tal que distp(uy,v1) é¢ minimo. Caso nao haja articulagbes transmissoras internas a
P, como C' é verdadeiramente satisfatorio temos que (u1,v1) € A(D). Novamente pelo
Coroldrio [4.7, concluimos que os vértices do (vy, up)-caminho estdo em I[S] e, consequen-
temente, todos os de C. Nao havendo articulagoes receptoras internas a P, tomamos
analogamente v, uma articulacao transmissora no interior desse caminho e adaptamos os
argumentos para concluir que V' (C) C I[S]. Caso tenhamos articulagoes tanto receptoras
quanto transmissoras internas a P, tomamos v; e vy como antes. Além disso, por C' ser
verdadeiramente satisfatorio, temos que todo vértice de P estd no (ug, v9)-caminho ou no
(v1, uz)-caminho. Utilizando mais uma vez o Coroldrio [4.7] deduzimos que V(C') C I[S].

Agora seja C' um ciclo direcionado e que nao é armadilha e nem folha. Con-
sequentemente, podemos tomar articulagoes v # vy € V(C) tais que vy é receptora, vo
é transmissora e dist(vq,v2) é a maior possivel. Pelo Corolério existe uma (wy, ws)-
geodésica contendo o (vq,vz)-caminho, onde wy,wy € S. Se (vg,v1) € A(C), o (v, v9)-
caminho utiliza todos os vértices de C'; consequentemente, V(C) C I[S]. Se ndo, pelo
modo como escolhemos v; e vq, temos que toda outra articulagao de C' é interna ao (vq, va)-
caminho. Como C nao é falsamente satisfatorio do tipo 2, existem duas articulacao distin-
tas, vs receptora v, transmissora, tais que o (v, vy)-caminho contém o (vy4, v3)-caminho.
Ademais, note que o (vs, v4)-caminho contém o (vg, vq)-caminho. Mais uma vez pelo Co-

rolario existem ws, wy € S e uma (ws, wy)-geodésica contendo o (vs, v4)-caminho em
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C. Portanto, V(C) C I[S].

Para o tultimo caso dos ciclos verdadeiramente satisfatérios, suponha que C'
possui apenas trés vértices: u transmissor, v transitivo e w receptor. Se u nao for extremal
em D, entao existe (v',u) € A(D) de modo que v’ ¢ V(C'), donde segue que u é articulagao
em D; perceba que o andlogo vale para w. Pelo Corolario [4.7) existem wq, wq € S tais que
todo (wy, we)-caminho contém o arco (u, w), incluindo as geodésicas. No caso de v, se esse
for extremal também em D entao ele ja pertence a S; caso contrario, ele é uma articulagao
de D. Supondo, sem perda de generalidade, que v é uma articulagao receptora, novamente
pelo Corolario concluimos que (v,w) estd contido em uma (w},w})-geodésica com
wh,wy € S. Com isso, concluimos que u, v, w € I[S].

Feito isso, trataremos dos casos onde C' é falsamente satisfatério. Sejam C' do
tipo 1 e wuq, us respectivamente a fonte e o sumidouro em C'. Se ha apenas articulacoes
receptoras internas ao (uj, ug)-caminho mais longo, sendo vy aquela cujo disto(ug,v1) é 0
menor possivel, pela definigdo de ciclo insatisfatério hd ao menos um vértice no (uq, vy )-
caminho. Por argumentos ja utilizados envolvendo o Coroldrio [£.7], segue que os vértices
da (uy,us)-geodésica e do (v, us)-caminho estdo em /[S] e consequentemente em I[S'].
Contudo, os internos ao (uq,v;)-caminho nao serao incluidos em I[S’], e nenhum deles
é articulacdo. O caso no qual hd apenas articulagoes transitivas internas ao (ug,us)-
caminho mais longo é andlogo. Supomos entao que hé vy e v, articulagoes, respectivamente
receptora e transmissora, internas a esse caminho tais que disto(ve, v1) é 0 menor possivel.
Logo, afirmamos que os vértices do (uy, ve)-caminho e do (vy, us)-caminho estao em I[S’]
(pelos mesmos argumentos repetitivos). Porém, os vértices internos ao (v, v;)-caminho
(dos quais ha pelo menos um e nenhum desses é articulagao) nao estao em I[5’].

Assuma agora que C' seja do tipo 2, donde temos articulagoes vy, receptora,
e vy, transmissora, tais que as outras articulagoes de C' estdao no (vy,ve)-caminho P.
Ademais, se P = (v; = wug,uy,...u, = v2) € u;,u; sao articulagbes respectivamente
receptora e transmissora, temos que ¢ < j. Utilizando novamente o Corolario temos
que todos os vértices de qualquer (u;, u;)-caminho estao em I[S’], sendo esses os 1inicos.
Veja que o (v, v9)-caminho contém cada um desses vértices. Porém, os vértices internos
ao (vg,v1)-caminho nao estdo em I[S’] e nenhum desses é articulagao. Como ha pelo

menos um vértice desse tipo, segue que V(C') € I[S"]. O]

Corolario 4.8. Sejam D um cacto orientado, C' um ciclo falsamente satisfatorio de D e
S C V(D) um conjunto de envoltoria que ndao possui nenhum dos vértices mencionados no
item 2 do Lema . Entao 1|S] 2 V(C). Portanto, todo conjunto geodético intersecta
os ciclos falsamente satisfatorios de D.

Pelo corolario acima, se quisermos um conjunto geodético S’, esse deve inter-
sectar todos os ciclos falsamente satisfatorios. O seguinte teorema afirma que um vértice
de cada ciclo falsamente satisfatorio é o suficiente.

Teorema 4.5. Seja D um cacto orientado. Entao todo conjunto geodético minimo é
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composto pelos vértices extremais e um, que nao € extremal e nem articulacdao, de cada

ciclo insatisfatorio e de cada ciclo falsamente satisfatorio.

Demonstracao. Pelo Lema [2.3| e pelos Corolarios e sabemos que os vértices do
enunciado sao necessarios para todo conjunto geodético de D. O Teorema 4.4] garante
a existéncia de um conjunto de envoltéria minimo S de D composto pelos vértices ex-
tremais e por um, que nao é extremal e nem articulacao, de cada ciclo insatisfatério.
Além disso, os unicos vértices que ndo estao em I[S] estdo nos ciclos satisfatérios. O
Lema restringe ainda mais os vértices que faltam, afirmando que esses estao nos
ciclos falsamente satisfatérios. Assim, sé precisamos mostrar que adicionando os vértices
remanescentes do enunciado a S é o suficiente para que esse seja um conjunto geodético,
o qual consequentemente sera minimo.

Se C for um ciclo falsamente satisfatério do tipo 1, seja P o (uq, ug)-caminho
mais longo em C. Tome w € N*(u;) N V(P) para adicionar a S. Mais uma vez pelo
Corolério existem wy, we, w3 = w,wy € S tais que a (u,uy)-geodésica e o (w,us)-
caminho estdo contidos, respectivamente, em alguma (wq,ws)-geodésica e em alguma
(w3, wy)-geodésica. Como o (w, uy)-caminho utiliza todos os vértices internos de P, isso
implica que V(C') C I[9].

Por fim, sejam C' um ciclo falsamente satisfatério do tipo 2 e v}, v}, como na
defini¢ao. Tomamos w € N*(vy) N'V(C) para adicionar a S. Novamente pelo Corolario
[1.7] existem w; = w,wy € S e uma (wy, ws)-geodésica contendo o (w,v})-caminho de C,
o qual utiliza todos os vértices de C. Portanto, V(C) C I[5]. O

Mais uma vez, tal conjunto geodético minimo pode ser encontrado em tempo
linear apenas analisando os ciclos e determinando quais s@o (verdadeiramente/falsamente)

satisfatorios e insatisfatorios.
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5 CONCLUSAO

Na Secao [3| apresentamos os resultados encontrados na literatura sobre os
numeros de envoltéria e geodético para grafos orientados que julgamos mais pertinentes.
Pelo que vimos, ha dois focos para esses resultados. Nas Secoes e os resultados
tratam da existéncia de grafos orientados com nimero(s) de envoltéria e/ou geodético
predeterminado(s). Enquanto nas Segdes e 7 o foco estava em apresentar limitantes
para esses dois parametros. A maioria desses resultados se encontra na segunda dentre
essas secgoes, e o método utilizado para apresentar esses limitantes foi através de outros
quatro parametros, definidos na secao. Em qualquer uma dessas secoes, um método
bastante utilizado nos resultados foi o de restringir a classe do grafo, o qual também
adotamos.

Na Segao [] estdo os resultados obtidos em nossa pesquisa, os quais foram
apresentados no LAGOS 2019. Primeiro, apresentamos um limitante superior apertado
para o numero de envoltoria restrito a torneios e grafos split orientados.

Em seguida, analisamos a complexidade dos problemas relacionados aos dois
parametros principais em grafos bipartidos orientados. Para o do nimero de envoltéria,
mostramos que esse ¢ NP-completo; nao s isso, como também fomos capazes de restrin-
gir a NP-completude para a classe de cubos parciais orientados. Para tanto, provamos
que para cada grafo bipartido (cubo parcial) G existe um grafo bipartido (cubo par-
cial) orientado Gg; tal que HI(GE?J = hn(G). Como ARAUJO| (2013) (ALBENQUE
and KNAUER]| (2016)) mostraram que esse problema para grafos bipartidos (cubos par-
ciais) nao-orientados é NP-completo, o resultado segue. No caso do problema do niimero
geodético, fizemos uma reducao do problema COBERTURA DE CONJUNTOS para grafos
bipartidos orientados, os quais também sao digrafos aciclicos. Ademais, essa reducao
também mostra que o problema é W|2]-dificil parametrizado pelo valor da solugao.

Por fim, mostramos que ambos esses parametros podem ser determinados em
tempo polinomial para cactos orientados. Descobrimos que em cactos orientados ha ciclos,
os quais chamamos de insatisfatérios, tais que todo conjunto de envoltéria (e consequen-
temente todo conjunto geodético) contém um vértice nao-extremal de cada um desses
ciclos. Além disso, ha também os ciclos falsamente satisfatérios (dos quais nenhum é
insatisfatério), tais que todo conjunto geodético contém um vértice nao-extremal de cada
um desses ciclos. Provamos que esses vértices, juntamente com os extremais do grafo
orientado, sao suficientes para gerar um nimero de envoltéria/geodético minimo. As-
sim, encontrar o valor desses parametros é equivalente a encontrar o nimero de vértices
extremais e o de ciclos insatisfatorios e falsamente satisfatorios.

Uma possivel linha de pesquisa futura é tentar aplicar um método similar ao
utilizado na primeira parte da Secao [£.2l Ou seja, sabendo que o problema do nimero

de envoltoéria ou o do geodético, restrito a uma classe de grafos nao-orientados, pertence
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uma dada classe de complexidade, é possivel utilizar esse para mostrar algo similar para
o caso orientado?

Outra possibilidade, como ja mencionado no final da Secao [4.1] é tentar en-
contrar um limitante semelhante ao mostrado na mesma para o nimero geodético restrito
a torneios ou grafos split orientados, ou até mesmo melhorar o ja existente. Ainda mais,
a complexidade computacional de ambos os parametros para essas duas classes de grafos
orientados ainda ¢ desconhecida.

Mais um possivel caminho seria pesquisar sobre esses parametros em outras
classes de grafos orientados: cografos, grafos planares, grafos com largura em arvore
limitada, dentre outras. Sera possivel encontrar uma classe de grafos G tal que, para
G € G e D uma orientacao desse, o problema relacionado a hn(G) pertence a uma
classe de complexidade, enquanto que o relacionado a hn(D) pertence a outra? A mesma

pergunta também pode ser feita para o nimero geodético.
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