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concentração: Ensino de Matemática
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RESUMO

Neste trabalho, consideramos o conceito de segmento de reta como uma introdução ao con-
ceito de conjunto convexo e suas aplicações no R2 e R3, conceito esse reforçado com a prova
do baricentro do triângulo. Calculamos a relação de posição entre um ponto e um segmento
de reta. Definimos o conceito de cone e mostramos os diferentes tipos de cone com alguns
exemplos. Definimos a envoltória convexa no plano e no espaço podendo assim estabelecer a
relação entre um ponto e um triângulo e a relação entre um ponto e um tetraedro. Apresentamos
o conceito de hiperplano e finalizamos relacionando a convexidade com a simetria.



ABSTRACT

In this paper, we consider the concept of line segment as an introduction to the concept of convex
set and its applications, this concept reinforced by the evidence of centroid of the triangle. We
calculate the relative position between a point and a line segment. We define the cone concept
and show the different types of cone with some examples. We define the convex envelope in
the plane and in space can then estabilish the relationship between a point and a triangle and
the relationship between a point and a tetrahedron. Introducing the concept of hyperplane and
finished relating the convexity with symmetry.
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INTRODUÇÃO

A introdução de conceitos de Álgebra Linear e Geometria Analı́tica no ensino médio tem sido
pouco aproveitada, tendo-se em vista que é uma área muito rica e que, se usada da maneira
correta, é uma excelente ferramenta para o aluno compreender melhor determinados assuntos
de Álgebra e Geometria Analı́tica.

No ensino médio atualmente não é abordado o conceito de que todo ponto pertencente a um
segmento de reta pode ser escrito como uma combinação convexa dos extremos do segmento.
E esse conceito é de suma importância para que se possa calcular a localização de pontos em
um segmento dadas as suas proporções.

O conceito de conjunto convexo é visto no ensino médio de forma superficial, onde apenas
a parte geométrica é abordada. E sabemos que convexidade é muito mais abrangente do que
apenas uma mera comparação entre conjunto convexo e conjunto não-convexo. Como no ensino
médio não é trabalhado o Rn, nesse TCC apenas são utilizados o R2 e o R3, ou seja, explorando
retas, planos, semiplanos e figuras espaciais.

A envoltória convexa é uma importante ferramenta para podermos relacionar um ponto e
um triângulo, e relacionar um tetraedro e um ponto, enriquecendo assim o aprendizado do aluno
ajudando o mesmo a entender melhor a Geometria Analı́tica no plano e no espaço oferecendo
assim mais subsı́dios ao entendimento de Álgebra e Geometria.

Desde o século I A.C., quando os chineses deram os primeiros passos no estudo de sistemas
lineares até hoje, o avanço nesse campo de estudo vem sendo bastante utilizado em muitos
ramos do ensino. Praticamente todo o trabalho utiliza o assunto de sistemas lineares em sua
resolução, fato que mostra a importância dessa área na matemática. Dentre esses assuntos, o
conceito de hiperplano vem a colaborar com o aprendizado de Álgebra Linear e Geometria
Analı́tica.

9
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Capı́tulo 1

Conjuntos Convexos

1.1 Segmento de reta
Sejam E um espaço vetorial e u, v ∈ E. O segmento de reta de extremidades u, v é o conjunto

[u, v] = {(1− t)u+ tv; 0 ≤ t ≤ 1}.

De fato, dado um segmento de reta PQ, um ponto A ∈ PQ e t ∈ R, 0 ≤ t ≤ 1, temos que:
−→
PA = t

−→
PQ

A− P = t(Q− P )
A = tQ+ P − tP
A = (1− t)P + tQ

mostrando assim que todo ponto A ∈ PQ é localizado pela fórmula (1 − t)P + tQ, para todo
t ∈ R, 0 ≤ t ≤ 1. Em particular, dado um segmento de reta com extremidades nos pontos
A,B ∈ R2 onde A = (x1, y1), B = (x2, y2) qualquer ponto P ∈ AB é da forma

P = (x3, y3) = ((1− t)x1 + tx2, (1− t)y1 + ty2),

para todo 0 ≤ t ≤ 1.

Figura 1.1: Segmento de reta no R2

Proposição 1.1 Dado um triângulo qualquer com vértices nos pontos A,B,C ∈ R2 e os pon-
tos médios M ,N e P dos lados BC, AB e AC respectivamente, o ponto G em seu interior,
intersecção das 3 medianas AM , CN e BP é dado por:

G =
A+B + C

3

.

11



12 CAPÍTULO 1. CONJUNTOS CONVEXOS

Figura 1.2: Baricentro G do triângulo ABC

Prova. Sabemos que

M =
B + C

2
,

N =
A+B

2
e

P =
A+ C

2

e pela definição de segmento de reta temos que:

G = (1− t)A+ tM = (1− t)A+ t

(
B + C

2

)
G = (1− t)B + tP = (1− t)B + t

(
A+ C

2

)
G = (1− t)C + tN = (1− t)C + t

(
A+B

2

)


G = A− tA+
tB

2
+
tC

2

G = B − tB +
tA

2
+
tC

2

G = C − tC +
tA

2
+
tB

2

3G = A+B + C − tA− tB − tC + tA+ tB + tC

3G = A+B + C

G =
A+B + C

3

Exemplo 1.1 Em um segmento de reta PQ ∈ R2 com extremidades em P = (−2, 1) e Q =

(6, 9) foram marcados os pontos A = (x1, y1) e B = (x2, y2) de tal modo que PA =
1

4
PQ e

AB =
2

3
AQ. Determine as coordenadas do ponto B:

Resolução. Primeiro devemos encontrar as coordenadas do ponto A.

A = (1− t)P + tQ, t ∈ R, 0 ≤ t ≤ 1
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(x1, y1) = (1− t)(−2, 1) + t(6, 9), t =
1

4

x1 = (1− 1

4
)(−2) + 1

4
6 = 0

y1 = (1− 1

4
)1 +

1

4
9 = 3

A = (0, 3)

E finalmente encontramos as coordenadas do ponto B.

B = (1− t)A+ tQ, t ∈ R, 0 ≤ t ≤ 1

x2 = (1− 2

3
)0 +

2

3
6 = 4

y2 = (1− 2

3
)3 +

2

3
9 = 7

B = (4, 7)

Exemplo 1.2 Dado o segmento de reta AB ∈ R2, onde A = (−1,−7) e B = (6, 7), quais
devem ser os valores de m e n para que os pontos C = (m,n) e D = (2m, 3) pertençam ao
segmento de reta AB.

Resolução. Se D pertence a AB, então:

D = (1− t)A+ tB

(2m, 3) = (1− t)(−1,−7) + t(6, 7)

(1− t)(−7) + t7 = 3⇒ t =
5

7

(1− t)(−1) + t6 = 2m⇒
(
1− 5

7

)
(−1) + 5

7
6 = 2m⇒ m = 2

De maneira análoga o valor n = −1 é encontrado.

1.2 A convexidade no R2 e R3

Definição 1.1 Dado um espaço vetorial E. Um conjunto X ⊂ E chama-se convexo quando
u, v ∈ X ⇒ [u, v] ⊂ X . (Ou seja: o segmento de reta que liga dois pontos quaisquer de X
está contido em X .)

Exemplo 1.3 A interseção X1 ∩ · · · ∩ Xm de conjuntos convexos X1, · · · , Xm ⊂ E é um
conjunto convexo.
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Prova. Dados os vetores u, v ∈ X1∩ · · · ∩Xm⇒ u, v ∈ Xi, i = 1, · · · ,m. Como cada um dos
conjuntosXi é convexo, podemos dizer que (1−t)u+tv ∈ X1, · · · , Xn para qualquer t = [0, 1],
ou seja, (1−t)u+tv ∈ X1∩· · ·∩Xm provando assim queX1∩· · ·∩Xm é um conjunto convexo.

Exemplo 1.4 Dados a, b, c ∈ R, o conjunto X = {(x, y) ∈ R2; ax+ by ≤ c} é convexo em R2.

Prova. Dados dois elementos u1, u2 ∈ R2 u1 = (x1, y1), u2 = (x2, y2) ∈ X temos que:
ax1 + by1 ≤ c, e ax2 + by2 ≤ c. Então temos que provar que o conjunto convexo (1 − t)u1 +
tu2/0 ≤ t ≤ 1 ⊂ X .
De fato, dado v = (1− t)(x1, y1) + t(x2, y2) = ((1− t)x1 + tx2, (1− t)y1 + ty2) temos que:

a[(1− t)x1 + tx2] + b[(1− t)y1 + ty2] ≤ c⇒

(1− t)(ax1 + by1) + t(ax2 + by2) ≤ (1− t)c+ tc = c

provando assim que X é convexo.

Exemplo 1.5 O conjunto Y = {(x, y, z) ∈ R3; a ≤ x ≤ b, c < y < d} é convexo em R3.

Prova. Dados u = (x1, y1, z1) e v = (x2, y2, z2) onde u, v ∈ Y , devemos demonstrar que
(1− t)u+ tv ∈ Y :
De fato, como 1− t e t não são negativos, temos que

a ≤ x1 ≤ b

(1− t)a ≤ (1− t)x1 ≤ (1− t)b

a ≤ x2 ≤ b

ta ≤ tx2 ≤ tb

E somando as duas inequações obtemos

(1− t)a+ ta ≤ (1− t)x1 + tx2 ≤ (1− t)b+ tb

a ≤ (1− t)x1 + tx2 ≤ b

. Analogamente temos que
c < y1 < d

(1− t)c < (1− t)y1 < (1− t)d

c < y2 < d

tc < ty1 < td

e mais uma vez somando-se as inequações obtemos

(1− t)c+ tc < (1− t)y1 + ty2 < (1− t)d+ td

c < (1− t)y1 + ty2 < d.

Para t = 0 temos que c < y1 < d e para t = 1 temos que c < y2 < d, finalizando assim a
demonstração.
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Exemplo 1.6 O disco D = {(x, y) ∈ R2;x2 + y2 ≤ 1} é um conjunto convexo.

Prova. Considerando u = (x1, y1) e v = (x2, y2) elementos de D, sabemos que x12+y12 ≤ 1 e
x2

2+y2
2 ≤ 1. ParaD ser convexo, devemos mostrar que ((1−t)x1+tx2)2+((1−t)y1+ty2)2 ≤

1 para todo t = [0, 1].
Desenvolvendo o lado esquerdo da desigualdade temos:

((1− t)x1 + tx2)
2 + ((1− t)y1 + ty2)

2 =

= x1
2 − t2x1 + tx1x2 − tx12 + t2x1

2 − t2x1x2 + tx1x2 − t2x1x2 + t2x2
2+

+y1
2 − t2y1 + ty1y2 − ty12 + t2y1

2 − t2y1y2 + ty1y2 − t2y1y2 + t2y2
2 =

= ((x2 − x1)2 + (y2 − y1)2)t2 + 2t(x1(x2 − x1) + y1(y2 − y1)) + (x1
2 + y1

2) ≤ 1.

O resultado acima é uma função quadrática do tipo f(t) = at2 + bt + c onde a ≥ 0. Do re-
sultado, a = 0 apenas se x1 = x2 e y1 = y2 e assim obtemos f(t) = x1

2 + y1
2 ≤ 1. Para o

caso a > 0, t assume qualquer valor no intervalo [0, 1] e substituindo na função f(t) temos que
f(0) = x1

2 + y1
2 ≤ 1 e que f(1) = x2

2 + y2
2 ≤ 1, assim podendo concluir que f(t) ≤ 1 para

qualquer 0 ≤ t ≤ 1, ou seja, (1− t)u+ tv ∈ D provando que D é convexo.

Exemplo 1.7 Seja X ⊂ E convexo. Se r, s, t são números reais ≥ 0 tais que r + s + t = 1 e
u, v, w ∈ X , então ru+ sv + tw ∈ X .

Prova. Sabendo que os vetores u, v e w pertencem ao conjunto convexo X , temos que u2 =

(1− t)v + tu ,tomando x =
r

r + s
e substituindo temos:

u2 =

[
1−

(
r

r + s

)]
v +

(
r

r + s

)
u

u2 =

(
s

r + s

)
v +

(
r

r + s

)
u

u2 =
ru+ sv

r + s
∈ X.

Por outro lado, sabendo que 1−t = r+s podemos dizer que (1−t)u2+tw = (r+s)u2+tw ∈ X
então

(r + s)
ru+ sv

r + s
+ tw = ru+ sv + tw ∈ X.
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1.3 Cone
Definição 1.2 Um subconjunto C do espaço vetorial E chama-se um cone quando, para todo
v ∈ C e todo t > 0, tem-se tv ∈ C.

Exemplo 1.8 O Cone usual C do R3 com equação z2 = x2 + y2 é um exemplo de cone de
acordo com a definição 1.2.

Dado um vetor v = (x, y, z) ∈ C devemos mostrar que tv ∈ C, t > 0.
De fato, para que tv ∈ C, temos que:

(tz)2 = (tx)2 + (ty)2

(tz)2 = t2x2 + t2y2

(tz)2 = t2(x2 + y2)

tz2 = t(x2 + y2)

Figura 1.3: Cone usual no R3

Exemplo 1.9 Dado o espaço vetorial R2, toda semirreta partindo da origem é um cone.

Prova. Por simplicidade vamos utilizar o primeiro quadrante, pois com os outros quadrantes a
demonstração se dá de maneira análoga. Dado o subconjunto C = {(x, y) ∈ R2;x, y > 0},
v ∈ C é um vetor cujo suas coordenadas são positivas e dado um t > 0, tv também terá suas
coordenadas positivas, ou seja, tv ∈ C.

Podemos generalizar esse resultado para o Rn, onde um conjunto de vetores v ∈ Rn que têm
exatamente k coordenadas positivas (0 ≤ k ≤ n) é um cone. Basta tomarmos um vetor v com k
coordenadas positivas, tv terá as mesma quantidade k de coordenadas positivas e também será
elemento de C.

Exemplo 1.10 O conjunto das funções f : X → R quem assumem valores negativos em todos
os pontos de um subconjunto fixado Y ⊂ X é um cone em F (X;R).
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Figura 1.4: Um tipo de cone no R2

Prova. De maneira análoga ao exemplo anterior, sabendo que f(y) < 0 para todo y ∈ Y e
t > 0, então tf(y) tem o mesmo sinal de f(y), ou seja, tf(y) < 0 para todo y ∈ Y mostrando
assim que tf também pertence a Y e portanto, é um cone.

Exemplo 1.11 A interseção e a reunião de uma famı́lia qualquer de cones são ainda cones.

Prova. Dado um vetor v ∈
⋂
Cn, então v ∈ Cn para qualquer valor de n. Como cada Cn

é um cone, então tv ∈ Cn e também tv ∈
⋂
Cn. Como v, tv ∈

⋂
Cn, podemos afirmar que⋂

Cn também é um conjunto convexo. De forma análoga, dado v ∈
⋃
Cn. Isso quer dizer que

v ∈ Cn para algum cone dessa famı́lia. Como v ∈ Cn e Cn é um cone, então tv ∈ Cn e também
tv ∈

⋃
Cn, mostrando assim que a reunião também é um cone.

Proposição 1.2 Um cone C ∈ E é um subconjunto convexo se, e somente se, u, v ∈ C ⇒
u+ v ∈ C.

Prova. Para que o conjunto C seja um conjunto convexo, temos que mostrar que w = (1 −
t)u+ tv ∈ C para 0 ≤ t ≤ 1 e u, v ∈ C. Fazendo t =

1

2
, w =

u

2
+
v

2
⇒ 2w = u+ v ∈ C.

Reciprocamente, supondo que dados u, v ∈ C ⇒ u+ v ∈ C e t ∈ [0, 1] temos que t, 1− t > 0.
Com base nisso podemos afirmar que tv, (1 − t)u ∈ C. De acordo com a hipótese, podemos
concluir que (1− t)u+ tv ∈ C, mostrando assim que C é convexo.
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Capı́tulo 2

Envoltória Convexa

2.1 Combinação Convexa
Definição 2.1 Dado um espaço vetorialE, um conjunto convexoX ⊂ E e os vetores v1, v2, · · · , vk ∈
X a expressão t1v1 + · · · + tkvk, onde t1, · · · , tk ∈ R e t1 + · · · + tk = 1 chama-se uma
combinação afim dos vetores v1, · · · , vk. Em particular, caso t1, · · · , tk ≥ 0 a expressão
t1v1 + · · ·+ tkvk chama-se uma combinação convexa dos vetores v1, · · · , vk.

Exemplo 2.1 Dados u1,u2 e u3 ∈ R2, onde u1 = (−3,−2), u2 = (1, 3) e u3 = (4,−2),
determine se os vetores v1 = (2, 1), v2 = (−1, 0) e v3 = (3, 2) são combinações convexas de
u1, u2 e u3:

Resolução. Cada vetor vi ∈ R2, i = 1, 2, 3 será combinação convexa de u1, u2 e u3, se existirem
escalares r, s, t ∈ R onde r, s, t ≥ 0 e r + s + t = 1. Caso algum r,s ou t seja negativo, então
v1 será combinação afim dos vetores u1,u2 e u3. Para v1 ser combinação convexa de u1, u2 e u3
temos que:

v1 = ru1 + su2 + tu3

(2, 1) = r(−3,−2) + s(1, 3) + t(4,−2)
−3r + s+ 4t = 2
−2r + 3s− 2t = 1
r + s+ t = 1

Resolvendo esse sistema encontramos o conjunto solução

S1 =

{
1

35
,
21

35
,
13

35

}
,

como já consideramos que r + s + t = 1 e a solução é toda positiva, então v1 é combinação
convexa dos vetores u1,u2 e u3.

Para v2 temos como conjunto solução

S2 =

{
19

35
,
14

35
,
2

35

}
,

mostrando que é combinação convexa e para v3, temos como conjunto solução

S3 =

{
− 7

35
,
28

35
,
14

35

}
.

Como o valor de r < 0, não podemos dizer que v3 é uma combinação convexa dos vetores u1,
u2 e u3 e sim uma combinação afim.

19
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Figura 2.1: v1 no interior do triângulo

Figura 2.2: v2 no interior do triângulo

Figura 2.3: v1 no exterior do triângulo

Proposição 2.1 Se o conjunto X ⊂ E é convexo, então toda combinação convexa de vetores
v1, · · · , vk ∈ X ainda pertence a X .

Prova. Pelo Princı́pio de Indução temos que:
Para k = 2 obtemos a definição de conjunto convexo e o caso k = 3 foi mostrado no exemplo
anterior. Supondo que é verdade para k = n, basta provar que o resultado vale para k = n+ 1,
ou seja, toda combinação convexa de v1, · · · , vn, vn+1 também está em X . Escrevendo uma
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combinação convexa do tipo e sabendo que t1+ · · ·+ tn+ tn+1 = 1⇒ 1− tn+1 = t1+ · · ·+ tn,
temos:

v = t1v1 + · · ·+ tnvn + tn+1vn+1

v = (1− tn+1)
t1v1 + · · ·+ tnvn

1− tn+1

+ tn+1vn+1

v = (1− tn+1)
t1v1 + · · ·+ tnvn
t1 + · · ·+ tn

+ tn+1vn+1.

Sabendo que o vetor

w =
t1v1 + · · ·+ tnvn
t1 + · · ·+ tn

é uma combinação convexa dos vetores v1, · · · , vn, podemos afirmar que w ∈ X e como X é
um conjunto convexo, então v = (1− tn+1)w + tn+1vn+1 é elemento de X .

Proposição 2.2 Dado um subconjuntoX no espaço vetorialE, o conjuntoC(X) das combinações
convexas t1v1 + · · ·+ tkvk(ti ≤ 0,

∑
ti = 1) dos elementos de X , é um conjunto convexo.

Prova. Dados os vetores u, v ∈ C(X), então

u = a1u1 + · · ·+ anun onde
n∑

i=1

ai = 1 e u1, · · · , un ∈ X

v = b1v1 + · · ·+ bnvn onde
n∑

i=1

bi = 1 e v1, · · · , vn ∈ X

Para queC(X) seja um conjunto convexo, w = (1−t)u+tv, onde u, v, w ∈ C(X) e 0 ≤ t ≤ 1,
então

(1− t)u+ tv = (1− t)
n∑

i=1

aiui + t
n∑

i=1

bivi =
n∑

i=1

(1− t)aiui +
n∑

i=1

tbivi,

onde a soma dos coeficientes nos dois somatórios é

n∑
i=1

(1− t)ai +
n∑

i=1

tbi = (1− t)
n∑

i=1

ai + t
n∑

i=1

bi = (1− t) + t = 1

mostrando assim que (1− t)u+ tv é uma combinação convexa que está em C(X).

É fácil ver que X ⊂ C(X). Dado um vetor vi ∈ X onde i = 1, 2, · · · , n e como
∑
ti = 1,

o vetor vi = a1v1 + · · · + aivi + · · · + anvn = aivi para ai = 1 e a1 = a2 = · · · = an−1 =
an+1 = · · · = an = 0

2.2 A envoltória convexa no R2

.

Teorema 2.1 Sejam um espaço vetorial E e X ⊂ E. O conjunto C(X), cujo os elementos
são todas as combinações convexas do conjunto X , é o menor subconjunto convexo de E que
contém X e chama-se envoltória convexa do conjunto X .
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Vamos agora a algumas aplicações do conceito de envoltória convexa no R2.

Proposição 2.3 A envoltória convexa dos pontos A, B e C ∈ R2, não colineares, é o triângulo
com vértices nesses pontos.

Figura 2.4: Envoltória convexa dos pontos A, B e C.

Prova.Dado um ponto P ∈ ABC e o pontoQ tal queQ =
←→
AP

⋂←→
BC. Como o pontoQ ∈ BC,

temos que
Q = bB + cC (2.1)

onde b,c ≥ 0 e b+ c = 1. Por outro lado como P ∈ AQ,

P = aA+ qQ, (2.2)

onde a,q ≥ 0 e a+ q = 1. Substituindo, temos que

P = aA+ q(bB + cC)⇒ P = a︸︷︷︸
x

A+ qb︸︷︷︸
y

B + qc︸︷︷︸
z

C.

Assim,
x+ y + z = a+ qb+ qc = a+ q(b+ c) = a+ q(1) = 1

e fica demonstrado que o triângulo é a envoltória convexa de três pontos não-colineares no
espaço R2.

O resultado do exemplo acima pode ser aplicado quando queremos saber a posição relativa
entre um ponto e um triângulo, podendo o ponto ser interior, exterior ou pertencer a um dos
lados do triângulo.

Definição 2.2 Dado um triângulo com vértices nos pontos A, B, C ∈ R2, um ponto qualquer
P ∈ R2 e a combinação (afim ou convexa) P = aA+ bB+ cC onde a, b, c ∈ R e a+ b+ c = 1.
O ponto P será:

i) Interior ao triângulo caso a, b e c ≥ 0

ii) Exterior ao triângulo caso algum a, b ou c ≤ 0 e

iii) Pertencer a um dos lados do triângulo caso for uma combinação convexa dos vértices A,
B e C e a, b ou c = 0, com a, b e c não-negativos.
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Exemplo 2.2 Dado um triânguloABC ∈ R2 com vértices nos pontosA = (−2, 0), B = (0, 4)
e C = (3, 1), determine a posção relativa entre os pontos M = (−1, 1), P = (2, 3) e
Q = (−1, 2) e o triângulo ABC.

Resolução. Escrevemos a combinação M = aA + bB + cC, onde a, b, c ∈ R e a + b + c = 1
e assim temos que

(−1, 1) = a(−2, 0) + b(0, 4) + c(3, 1)
−2a+ 0b+ 3c = −1
0a+ 4b+ c = 1
a+ b+ c = 1

Resolvendo esse sistema linear encontramos como solução a =
2

3
, b =

2

9
e c =

1

9
, como a,

b, c ≥ 0, a combinação é convexa e, por consequência disso, M é um ponto no interior ao
triângulo ABC.

De maneira análoga, para o ponto P escrevemos a combinação P = aA + bB + cC, onde
a, b, c ∈ R e a+ b+ c = 1 e temos que:

(2, 3) = a(−2, 0) + b(0, 4) + c(3, 1)
−2a+ 0b+ 3c = 2
0a+ 4b+ c = 3
a+ b+ c = 1

Esse sistema tem como solução a = −1

6
, b =

11

18
e c =

5

9
, como a ≤ 0, o ponto P é uma

combinação afim dos vértices do triângulo ABC e portanto, exterior ao triângulo.

Para o ponto Q = (−1, 2), Q = aA + bB + cC, onde a, b, c ∈ R e a + b + c = 1, temos
que:

(−1, 2) = a(−2, 0) + b(0, 4) + c(3, 1)
−2a+ 0b+ 3c = −1
0a+ 4b+ c = 2
a+ b+ c = 1

A solução desse sistema é a = −1

2
, b =

1

2
e c = 0. Como c = 0, o ponto Q é combinação

convexa dos vértices A e B, ou seja, Q ∈ AB. Analogamente, caso b = 0 ⇒ Q ∈ AC e caso
a = 0⇒ Q ∈ BC.

2.3 A envoltória convexa no R3.

Proposição 2.4 A envoltória convexa dos pontos A, B, C e D ∈ R3, onde três desses pontos
não são colineares e os quatro pontos não são nem colineares nem coplanares, é o tetraedro
com vértices nesses pontos.
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Figura 2.5: Envoltória convexa dos pontos A, B, C e D.

Demonstração: Dado um ponto P ∈ ABC e o ponto Q tal que Q =
←→
DP

⋂
ABC. Como

Q ∈ DP , sabemos que
Q = dD + pP (2.3)

onde d, p ∈ R, d, p ≥ 0 e d+ p = 1. Utilizando o resultado do exemplo anterior, temos que

P = aA+ bB + cC (2.4)

onde a, b, c ∈ R, a, b, c ≥ 0 e a+ b+ c = 1. Substituindo 2.4 em 2.3:

Q = dD + p(aA+ bB + cC)⇒ Q = d︸︷︷︸
r

D + pa︸︷︷︸
s

A+ pb︸︷︷︸
t

B + pc︸︷︷︸
u

C

r + s+ t+ u = d+ p(a+ b+ c) = d+ p(1) = 1

Definição: Dado um tetraedro com vértices nos pontosA, B, C D ∈ R3, um ponto qualquer
P ∈ R3 e a combinação (afim ou convexa) P = aA + bB + cC + dD onde a, b, c, d ∈ R e
a+ b+ c+ d = 1. O ponto P será:

i) Interior ao tetraedro caso a, b, c e d ≥ 0;

ii) Exterior ao tetraedro caso algum a, b, c ou d ≤ 0;

iii) Pertencer a uma das faces do tetraedro caso for uma combinação convexa dos vértices A,
B, C e D e para algum a, b, c ou d = 0, com a, b, c e d não-negativos ou

iv) Pertencer a uma das arestas caso for uma combinação convexa dos vértices A, B, C e D
e exatamente dois dos escalares a, b, c e d = 0, com com a, b, c e d não-negativos.

Exemplo: Dado um tetraedro ABCD ∈ R3 com vértices nos pontos A = (−1, 4, 2),
B = (5,−2, 1), C = (−2,−3, 0) e D = (2,−1, 6). Verifique a posição relativa entre os

pontos M =

(
4

5
,−11

15
,
11

5

)
, N =

(
7

4
,
3

2
,
13

4

)
, P =

(
1,

2

3
,
14

3

)
e Q =

(
−1,−1

3
,
5

3

)
e o

tetraedro:

Resolução: Escrevemos a combinação M = aA + bB + cC + dD, onde a, b, c d ∈ R e
a+ b+ c+ d = 1 e assim temos que(

4

5
,−11

15
,
11

5

)
= a(−1, 4, 2) + b(5,−2, 1) + c(−2,−3, 0) + d(2,−1, 6)
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obtendo assim o sistema linear

−a + 5b − 2c + 2d =
4

5

4a − 2b − 3c − d = −11

15

2a + b + 6d =
11

5
a + b + c + d = 1

cuja solução é a =
1

3
, b =

1

5
, c =

2

5
e d =

7

15
, como todos os escalares a, b, c e d ≥ 0,

concluimos que o ponto M é interior ao tetraedro ABCD.

De maneira análoga o ponto N tem como solução a =
1

2
, b =

1

4
, c = −1

8
e d =

3

8
e como

c < 0, concluimos que N é um ponto exterior ao tetraedro ABCD. Já o ponto P admite como

solução a =
1

3
, b = 0, c = 0 e d =

2

3
concluindo assim que P ∈ AD. E por último, o ponto Q

tem como solução a =
1

3
, b = 0, c =

1

2
e d =

1

6
mostrando assim que Q ∈ ABD.
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Capı́tulo 3

Sistemas Lineares

O sistema linear de m equações a n incógnitas

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

...
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bn

possui uma solução (x1, · · · , xn) se, e somente se, o vetor b = (b1, · · · , bn) é combinação linear
dos vetores-coluna

v1 = (a11, a21, · · · , am1),
...

vn = (a1n, a2n, · · · , amn)

da matriz a = [aij]. Com efeito, estas equações significam que

b = x1v1 + x2v2 + · · ·+ xnvn.

Em particular, se os vetores-coluna v1, · · · , vn gerarem Rm, o sistema possui solução, seja qual
for o segundo membro b.

Substituindo o vetor b temos que:

b = (b1, b2, · · · , bn) = (a11x1 + · · ·+ a1nxn, · · · , am1x1 + · · ·+ a1nxn)
= (a11x1, · · · , am1x1) + · · ·+ (am1xn, · · · , amnxn)

= x1(a11, a21, · · · , am1) + · · ·+ xn(a1n, a2n, · · · , amn)

3.1 Hiperplano
Proposição 3.1 Sejam a1, · · · , an números reais. O conjunto H de todos os vetores v =
(x1, · · · , xn) ∈ Rn tais que

a1x1 + · · ·+ anxn = 0

é um subespaço vetorial de Rn. No caso desinteressante em que a1 = · · · = an = 0, o
subespaço H é todo o Rn. Se, ao contrário, pelo menos um dos ai é 6= 0, H chama-se um
hiperplano de Rn que passa pela origem.

27
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Prova. Para que H seja um subespaço vetorial de Rn as três condições a seguir devem ser
verdadeiras:
(i) O vetor nulo pertence a H .
(ii) Dados quaisquer u, v ∈ H , a soma u+ v ∈ H .
(iii) Dado um vetor u ∈ H e t ∈ R então tu ∈ H
Para provar (i) basta substituir o vetor nulo 0 = (0, · · · , 0) em

a1x1 + · · ·+ anxn = 0
a10 + · · ·+ an0 = 0

(ii)Dados os vetores u = (x1, · · · , xn) , v = (y1, · · · , yn) ∈ H , o vetor u + v pode ser escrito
como:

u+ v = a1x1 + · · ·+ anxn + a1y1 + · · ·+ anyn =
a1(x1 + y1) + · · ·+ an(xn + yn) ∈ H

(iii) Dado o vetor u = (x1, · · · , xn) ∈ H e t ∈ R, então:
tu = a1tx1, · · · , antxn = t(a1x1 + · · ·+ anxn) = t0 = 0 ∈ H

Sem perda de generalidade, podemos supor que a1 6= 0. E então, o conjunto

B = {(−a2/a1, 1, 0, · · · , 0), (−a3/a1, 0, 1, 0, · · · , 0), · · · , (−an/a1, 0, · · · , 0, 1)}

é uma base para o hiperplano H , portanto dim(H) = n− 1.
Se n = 1 tem-se que H = {0};
Se n = 2 tem-se que H é uma reta que passa pela origem;
Se n = 3 tem-se que H é um plano que passa pela origem.

Exemplo 3.1 O conjunto H1 = {(x, y) ∈ R2; 3x − y = 0} é um hiperplano no R2, ou seja,
uma reta que passa pela origem.

Figura 3.1: Hiperplano H = {(x, y) ∈ R2; 3x− y = 0} .

É fácil notar que dado um hiperplano H ⊂ R2, dois vetores u = (x1, y1), v = (x2, y2) ∈ H
implica que o sistema {

ax1 + by1 = 0
ax2 + by2 = 0
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onde a, b ∈ R, é possı́vel e indeterminado. O sistema é possı́vel pois admite pelo menos a
solução trivial e é indeterminado pois todo hiperplano no R2 é uma reta, e ela pode ser conside-
rada como as infinitas soluções de um sistema linear. Caso fosse determinado, a solução seria
apenas a trivial e o subespaço H seria todo o R2.

Exemplo 3.2 O conjunto H2 = {(x, y, z) ∈ R3; 3x + y − z = 0} é um hiperplano no R3, ou
seja, um plano que passa pela origem.

Exemplo 3.3 O par de pontos A, B ∈ R2 onde A = (−2, 5) e B = (−6, 15) pertencem a um
mesmo hiperplano H1, enquanto que o par de pontos C, D ∈ R2, C = (2, 3) e D = (5, 6) não
pertencem a um mesmo hiperplano.

Demonstração. O sistema {
a.(−2) + b.5 = 0
a.(−6) + b.15 = 0

onde a, b ∈ R é possı́vel e indeterminado e podemos concluir queH1 é um hiperplano, enquanto
que o sistema {

a.2 + b.3 = 0
a.5 + b.6 = 0

onde a, b ∈ R admite apenas a solução trivial, ou seja, C e D não pertencem a um mesmo
hiperplano.

Exemplo 3.4 Os pontos A = (1,−2, 0), B = (2,−1,−3) e C = (−1, 1, 1) pertencem a um
mesmo hiperplano no R3.

Demonstração. De maneira análoga ao exemplo anterior, o sistema
a.1 + b.(−2) + c.0 = 0
a.2 + b.(−1) + c.(−3) = 0
a.(−1) + b.1 + c.1 = 0

admite infinitas soluções no R3, ou seja, é um plano que contém a origem e portanto podemos
afirmar que é um hiperplano.

Exemplo 3.5 Os pontos C = (2, 0, 1), D = (3, 1,−2) e E = (0, 1, 5) não pertencem a um
mesmo hiperplano no R3.

Demonstração. De fato, o sistema
a.2 + b.0 + c.1 = 0
a.3 + b.1 + c.(−2) = 0
a.0 + b.1 + c.5 = 0

admite apenas a solução trivial, ou seja, não é um hiperplano.
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Capı́tulo 4

Simetria e convexidade

Definição 4.1 Diz-se que um subconjunto X de um espaço vetorial E é simétrico quando v ∈
X ⇒ −v ∈ X .

Exemplo 4.1 O conjunto X = {(x, y) ∈ R2; y = x3} é simétrico.

Demonstração. Dado u = (x, x3) ∈ X , −u = (−x, (−x)3) = (−x,−x3) ∈ X .

Figura 4.1: Conjunto simétrico X = {(x, y) ∈ R2; y = x3}.

Exemplo 4.2 Dado um subconjunto simétrico X de um espaço vetorial E, um cone convexo
simétrico e não-vazio é um subespaço vetorial de E.

Demonstração. Sabendo que X é não-vazio, seja v ∈ X . Como X é simétrico, −v ∈ X .

Como X é convexo,
1

2
(v) +

1

2
(−v) = 0 ∈ X . Agora, dados u, v ∈ X . Como X é convexo,

temos que w =
1

2
u +

1

2
v ∈ X . Mas como X é um cone, 2w = u + v ∈ X . Finalmente,

dado u ∈ X , se α > 0, tem-se que αu ∈ X pois sabemos que X é um cone. Se α < 0, então
(−α)u ∈ X (pois X é um cone e −α > 0) e então −(−αu) = αu ∈ X , pois sabemos que X
também é simétrico e por último, se α = 0, já vimos que αu ∈ X .
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Exemplo 4.3 Considerando o espaço vetorial E = R2, o primeiro quadrante é um cone con-
vexo, mas não simétrico.

Demonstração. De fato, dados u = (u1, u2), v = (v1, v2) ∈ R2 e α ∈ R, α > 0, como
u tem suas coordenadas positivas, para qualquer α > 0, αu também terá suas coordenadas
positivas, ou seja, αu pertence ao primeiro quadrante. Agora, para t ∈ R, 0 ≤ t ≤ 1, dado
w = (1−t)u+tv, tanto (1−t)u quanto tv terão suas coordenadas positivas e sua soma também,
ou seja, o primeiro quadrante do R2 é um cone convexo, mas não é simétrico, pois −u tem suas
coordenadas negativas, sendo assim do terceiro quadrante.

Também temos casos em que um cone é simétrico mas não convexo, como por exemplo a
união dos dois eixos coordenados do plano.

Proposição 4.1 O subespaço vetorial gerado por um cone convexo C ⊂ E é o conjunto das
diferenças u− v, onde u, v ∈ C.

Demonstração. Seja w pertencente ao subespaço gerado por C, ou seja, w ∈ S(C). Então
w = a1w1 + a2w2 + · · · + anwn para todo ai ∈ R, i = 1, 2, · · · , n e w1, w2, · · · , wn estão em
C. Suponhamos que a1, a2, · · · , ak > 0 e ak+1, ak+2, · · · , an < 0. Sejam u = a1w1 + a2w2 +
· · ·+akwk e v = −ak+1wk+1−ak+2wk+2−· · ·−anwn, fica claro que w = u−v. Agora vamos
mostrar que u, v ∈ C.
De fato, como C é convexo

u1 =
a1w1 + · · ·+ akwk

a1 + · · ·+ ak
∈ C

(note que a soma dos coeficientes é 1 e todos eles são positivos). mas como C é um cone,

(a1 + · · ·+ ak)u1 ∈ C

isto é, u ∈ C. De forma análoga, mostra-se que v também está em C. Com isso mostramos que
S(C) está contido no conjunto das diferenças u−v em que u, v ∈ C. Como todas as diferenças
têm de estar em S(C), concluı́mos que os dois conjuntos são iguais.

Exemplo 4.4 O conjunto C = {(x, x) ∈ R2/x ≥ 0} é um cone convexo e o subespaço gerado
por C é o conjunto das diferenças u− v, onde u, v ∈ C.

Demonstração. Primeiro vamos mostrar que C é um cone convexo.
Dado v = (x, x) ∈ C e t > 0, temos que tv = (tx, tx) ∈ C, ou seja, C é um cone. Agora
dados v1 = (x1, x1) e v2 = (x2, x2) ∈ C, w = (1 − t)v1 + tv2 para 0 ≤ t ≤ 1, w =
((1− t)x1 + tx2, (1− t)x1 + tx2) ∈ C e assim, temos que C é convexo. Sabemos que S(C) é
o conjunto das combinações lineares dos elementos de C, ou seja,

S(C) =
n∑

i=1

αivi,

onde v1, · · · , vn ∈ C e αi ∈ R. Qualquer elemento de S(C) pode ser escrito na forma (x, x) =
(x+ 1, x+ 1)− (1, 1).
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Figura 4.2: Cone convexo C = {(x, x) ∈ R2/x ≥ 0}.

Figura 4.3: Subespaço gerado pelo cone convexo C = {(x, x) ∈ R2/x ≥ 0}.
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