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RESUMO

O Método do Elementos Finitos (MEF) é atualmente o método numérico mais utilizado na
andlise de estruturas. Em alternativa ao MEF, recentemente foi proposta a Andlise
Isogeométrica (AIG) que utiliza para a representacdo dos modelos as mesmas fun¢des utilizadas
em softwares CAD como B-Splines e NURBS. Na AIG € utilizada a mesma formulacao
isoparamétrica do MEF, porém os deslocamentos sdo aproximados utilizando as func¢des que
descrevem as geometrias dos elementos. Com isso, elimina-se o erro da aproximacdo da
geometria que ocorre no MEF. Outra vantagem da AIG em relacdo ao MEF ¢ facilidade do
refinamento. As NURBS sdo descritas por um conjunto de pontos de controle e vetores de
valores paramétricos, permitindo representar tanto modelos padrdes (quadricas, circulos e
conicas) quanto de forma livre utilizando a mesma base de dados. Contudo, por ser um método
ainda recente, poucos softwares implementam AIG, sendo mais comuns softwares académicos
como o FAST desenvolvido no Laboratério de Mecanica Computacional e Visualiza¢ao
(LMCYV) da Universidade Federal do Ceara (UFC). Entretanto, a dificuldade de utilizagdo da
AIG no FAST se baseia no pré-processamento de dados. Tendo em vista isso, neste trabalho
foi realizado uma pesquisa de softwares com formulacio NURBS com a finalidade de se adotar
um como ferramenta de pré-processamento de dados para AIG. Logo, foram tomados critérios
de escolha como custo, acessibilidade dos dados das NURBS e comunicacao entre os arquivos
gerados pelo programa para escolha do software de modelagem grafica utilizando NURBS e o
FAST. Assim sendo, optou-se pelo Rhinoceros, software bastante utilizado para essa finalidade
na comunidade académica, criando modelos de placas para anélise lineares, de estabilidade e
vibragdes. Utilizando o Rhinoceros, criou-se um cdédigo em Python capaz de se gerar um
arquivo contendo todos os dados das NURBS. Os atributos como carregamento, condi¢des de
contorno, tipo de andlise e propriedades dos materiais foram associados através do
FAST_ModDef, outro software desenvolvido no LMCV, gerando o arquivo de entrada para
andlise no FAST. As andlises foram feitas para materiais isotrépicos e materiais compasitos,

comparando os resultados obtidos com a Literatura e MEF, obtendo excelentes resultados.

Palavras-chave: NURBS, Andlise Isogeométrica, Placas, Materiais Compdsitos.



ABSTRACT

The Finite Element Method (FEM) is currently the most widely used numerical method for
structural analysis. The Isogeometric Analysis (IGA) is an alternative to FEM that uses for
representation of the models the same functions used in software CAD as B-Splines and
NURBS. In IGA, the same isoparametric formulation of the FEM is used, but the displacements
are approximated using the functions that describe the model geometry. With this, the geometry
approach error occurring in FEM is eliminated. Another advantage of IGA over FEM is ease of
refinement. NURBS are described by a set of control points and parametric value (knot vector),
providing representations of both standard models (quadrics, circles and conic sections) and
free form using the same database. Because it is an even recent method, there are few programs
using IGA, being more common academic software, such as FAST developed in the
Laboratdrio de Mecanica Computacional e Visualizacdo in the Universidade Federal do Ceara,
the difficulty of using IGA in FAST is based on the pre-processing of data. In view of this, in
this work, research of software with NURBS formulation was carried out in order to adopt one
as a data pre-processing tool for IGA. Therefore, criteria of choice were taken such as cost,
accessibility of NURBS data, and communication between the files generated by the program
to choose graphical modeling software using NURBS and FAST. Rhinoceros, a software
widely used for this purpose in the academy community, was adopted in this work to create
models for linear analysis, stability, and vibrations analysis. Using Rhinoceros, a Python code
was created capable of generating a file containing all NURBS data. Attributes such as loading,
contour conditions, type of analysis, and material properties were associated through
FAST_ModDef, other software developed in LMCV, generating the input file for analysis in
FAST. The analyses were made for isotropic materials and composite materials, comparing the

results obtained with the Literature and MEF, obtaining excellent results.

Keywords: NURBS, Analysis Isogeometric, Plates, Composite Materials.
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1 INTRODUCAO

Os materiais compdsitos sao formados pela combinacdo de dois ou mais materiais
que unidos formam um novo material com propriedades fisicas, mecanicas e quimicas
superiores (BARBERO, 2011).

Sendo assim, os materiais compoésitos reforcados por fibras, sdo materiais
constituidos de matriz polimérica com fibras unidirecionais, postas em laminas empilhadas e
perfeitamente unidas. Esse material tem ganhado espaco em diversas aplicacdes, como na
inddstria automobilistica, aerondutica, naval e na engenharia civil, com caracteristicas que
demonstram desempenho superior a outros materiais, como alta resisténcia a corrosao e a fadiga
e elevadas relacOes rigidez/peso e resisténcia/peso, além de baixa condutividade térmica.

Com o intuito de se obter componentes estruturais mais leves e com maiores
resisténcias, se tem aumentado a utilizacdo de compdsitos laminados cada vez mais esbeltos.
No entanto, com o aumento da esbeltez, essas estruturas se tornam cada vez mais flexiveis,
podendo ocasionar problemas de estabilidade e grandes deslocamentos. Assim sendo,
problemas de estabilidade e ndo linearidade geométrica deve ser considerada na andlise de
estruturas laminadas.

Outro exemplo de material composito trata-se de Materiais com Gradacdo
Funcional (Functionally Graded Materials — FGM), possuindo a vantagem de suportar elevadas
temperaturas se comparados aos compdsitos tradicionais, ganhando cada vez mais destaque no
cendrio mundial. Em relacdo aos compdsitos laminados, hd a eliminacdo da descontinuidade
das tensdes com consequente elimina¢do dos problemas relacionados a delaminacgao.

Os Materiais de Gradacao Funcional conseguem unir as melhores propriedades de
cada material que o constitui, como por exemplo, a resisténcia mecanica do aco e a capacidade
de suportar elevadas temperaturas da ceramica, formando um material homogéneo. Dessa
forma, esse tipo de material torna-se uma solu¢do em casos de estruturas que necessitem de
desempenho superior em diversas caracteristicas, como por exemplo resist€ncia mecanica e
suportar elevadas temperaturas.

Assim sendo, com a finalidade de obter andlises em placas e cascas com
laminacdes, geometrias, carregamentos e condi¢des de contorno mais complexas € necessario
o uso de métodos computacionais, visto que solu¢des analiticas s serdo possiveis em estruturas
com essas caracteristicas mais simplificadas.

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é, atualmente, o método mais utilizado na

andlise de estruturas. O método numérico € capaz de realizar andlises com geometrias,



14

carregamentos e condi¢des de contorno complexas, além de admitir diferentes combinacdes de
laminacdes. Com o MEF também é possivel a andlise considerando os problemas de
estabilidade e dindmica.

Em alternativa ao MEF, foi proposto por Hughes e colaboradores a Anélise
Isogeométrica (HUGHES, 2005), cujas fun¢des utilizadas para representacdo da geometria das
pecas sdo as mesmas utilizadas por sistemas CAD (Computer Aided Design), como as Basis
Spline (B-Spline) e Non-Uniform Rational B-Splines (NURBS). Na AIG ¢ utilizada a mesma
formulacao isoparamétrica do MEF, sendo que os deslocamentos sao aproximados de acordo
com as fungdes que descrevem as geometrias dos elementos. Dessa forma, elimina-se o erro da
aproximacao da geometria, além de facilidade o refinamento do método.

A dificuldade da AIG se baseia no pré-processamento de dados, na qual é necessario
a identificacdo das NURBS para realizacdo da andlise. Alguns softwares como Rhinoceros
(Rhino3d, 2019), Maya (Autodesk Maya, 2019), AutoCAD (Autodesk AutoCAD, 2019) e
Blender (Blender 2.80, 2019) utilizam a formulagdo NURBS para modelagem geométrica
bidimensional e tridimensional.

A partir dos dados obtidos desses softwares relacionados as NURBS € possivel
fazer a AIG utilizando o FAST, que é um programa desenvolvimento no Laboratério de
Mecanica Computacional e Visualizacdo (LMCV) da Universidade Federal do Ceara (UFC),
cuja formulagdo € baseada tanto no MEF quanto na AIG. Este programa é capaz de realizar
andlises estdticas e dinamicas, lineares e ndo lineares geométricas, além de verificar a
estabilidade da estrutura como realizado em Barroso (2015).

Portanto, neste trabalho, buscou-se um software capaz de auxiliar como ferramenta
de pré-processamento de dados para AIG, de tal forma que melhor se adapte as necessidades
no quesito a valores e facilidade de uso. Com 1isso, se prop0s analisar, através da AIG, o
comportamento de estruturas formadas a partir dos modelos geométricos obtidos na ferramenta
de pré-processamento dados adotados, e, posteriormente, comparar os resultados obtidos
através do FAST (FAST Version 2.1.2, 2019), com os resultados do ABAQUS (ABAQUS

User’s Manual, 2010), software de analise baseado no MEF.

1.1 Justificativa

A Anidlise Isogeométrica possui uma vantagem com relacio ao Método dos

Elementos Finitos que € possibilidade representar tantos modelos matematicos padrdes

(quédricas, circulos e conicas) quanto modelos de forma livre. Entretanto, por se tratar de um
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método relativamente novo, existe um numero reduzido de softwares que implementam AIG
em comparacdo com o MEF. Dessa forma, softwares académicos sdo gerados para realizacdo
de AIG, mas a dificuldade resulta no pré-processamento dos modelos geométricos.

Para realizar a andlise estrutural, o FAST recebe um arquivo de entrada contendo
os dados da geometria do modelo, material, condi¢cdes de contorno e carregamento. Devido ao
tamanho do arquivo de entrada, torna-se impraticdvel a escrita manual dele. No entanto, foram
desenvolvidas interfaces capazes de gerar modelos para AIG, como foi realizado em trabalhos
anteriores, como o programa desenvolvido por Rocha (2018).

Todavia, alguns modelos apresentam elevada complexidade, portanto, torna-se
necessdrio o uso de uma ferramenta capaz de gerar modelos complexos. Logo, o presente
trabalho justifica-se na necessidade de se obter uma ferramenta capaz de auxiliar no pré-
processamento dos dados geométricos para AIG utilizando FAST, para entdo se realizar

andlises de estruturas com material isotrépico e ortotrépico.

1.2  Objetivos

1.2.1 Objetivo Geral

O objetivo deste trabalho € desenvolver uma ferramenta que auxilie na realiza¢ao
do pré-processamento de dados para Andlise Isogeométrica utilizando o software FAST para
posterior andlise de modelos bidimensionais de placas feitos de materiais homogéneos e

compd@sitos.

1.2.2 Objetivos Especificos

(a) Pesquisar e adotar um software mais adequado para geracao de modelos
isogeométricos;

(b) Criar um mecanismo para exportacdo da geometria do modelo;

(c) Criar o arquivo de entrada para analise no FAST;

(d) Realizar andlise lineares, de estabilidade da estrutura e frequéncias naturais de
placas de material compdsito;

(e) Comparar os resultados obtidos na Andlise Isogeométrica com os valores da

literatura e calculados pelo Método dos Elementos Finitos.



16

1.3  Organizacao do Texto

O presente trabalho foi dividido em sete capitulos. O Capitulo 2 apresenta uma
discussdo entre as teorias de Kirchhoff-Love e Reissner-Mindlin, sendo essa ultima a utilizada
neste trabalho. Em seguida sdo apresentados os principais conceitos de dois materiais
compdsitos: compositos reforcados por fibras e material com gradagdo funcional, mostrando
como sdo calculados os esforcos internos nesses materiais.

No Capitulo 3 ¢ apresentada uma revisdo de Modelagem Geométrica, com
representacdes de Bézier, B-Spline e NURBS, apresentando conceitos e algoritmos utilizados
na formulagdo da Anélise Isogeométrica.

No Capitulo 4 sdo expostas as expressoes utilizadas no célculo dos deslocamentos,
deformacdes e matriz de rigidez, bem como as equagdes de equilibrio do sistema a partir das
curvas da AIG. Além disso, nesse capitulo € apresentado conceitos de estabilidade e frequéncias
naturais.

O Capitulo 5 apresenta um breve comentdrios acima dos softwares pesquisados que
utilizam a formulacdo NURBS para representagcdo do modelo geométrico, justificando a
escolha do Rhinoceros como ferramenta de pré-processamento de dados para constru¢dao de
modelos para AIG nesse trabalho. Em seguida € descrito o processo para realizacdo do arquivo
de entrada da AIG no FAST utilizando o Rhino e 0 FAST_ModDef.

No Capitulo 6 sdo realizados exemplos numéricos, utilizando tanto material
isotrépico quanto material compdsito, comparando os resultados obtidos com solugdo analitica,
com a Literatura e MEF.

Por fim, no Capitulo 7 sdo realizadas as conclusdes e comentdrios finais da

monografia.
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2 PLACAS DE MATERIAIS COMPOSITOS

O foco deste trabalho é a andlise de placas e cascas que sao elementos
bidimensionais, ou seja, com duas dimensdes bem maiores que a terceira correspondente a
espessura. A principal diferenca entre estes elementos estd no fato de as placas serem planas
enquanto as cascas podem ser curvas no espaco.

As placas e cascas sdo encontradas em diversos ramos da engenharia. Em
Engenharia Civil e Arquitetura, por exemplo, essas estruturas podem ser encontradas em forma
de lajes, tabuleiro de pontes e vigas-paredes. Por outro lado, na Engenharia Naval e
Aerondutica, placas e cascas sdo encontradas nas estruturas dos navios e fuselagem dos avioes.
Nas industrias petroquimicas e automobilisticas, exemplos dessas estruturas sdo dadas nos
risers e carroceria, respectivamente.

Dessa forma, a andlise de placas e cascas sdo tdo importantes na Engenharia.
Contudo, andlise de placas possui solucdes analiticas apenas em casos de estruturas com
caracteristicas mais simplificadas. Portanto, se faz necessario o uso de métodos computacionais
para se realizar andlises de forma generalizada, como o MEF e AIG.

Segundo Praciano (2018) as teorias mais difundidas na Engenharia para andlise de
placas e cascas sdo as teorias de Kirchhoff-Love e de Reissner-Mindlin. Na teoria de Reissner-
Mindlin é considerado o efeito do cisalhamento transversal, sesndo comumente usada em analise
de cascas espessas, mas podendo ser usada também para cascas finas, enquanto a teoria de
Kirchhoff-Love esse efeito € desprezado, portanto adequada para andlise de cascas finas.

De acordo com Nguyen-Thanh et al. (2011), a teoria de Kirchhoff-Love requer
continuidade C' do campo deslocamento, sendo dificil de ser obtido em geometrias de forma
livre quando uma base de Lagrange € usada. Portanto, torna-se dificil o estudo de cascas por
essa teoria utilizando MEF. No entanto, em AIG, as NURBS sdo capazes de manter essa
continuidade no interior do patch, tornando interessante o estudo dessa teoria para andlise de
cascas finas com a utilizacao de AIG.

Ainda segundo Nguyen-Thanh et al. (2011), na anélise de cascas utilizando a teoria
de Kirhhoff-Love existem dificuldade na imposi¢ao de condi¢des de contorno, tornando-se um
problema em estruturas que utilizam NURBS de miiltiplos patches conectados entre si.
Entretanto, na teoria de Reissner-Mindlin, as condi¢des de contorno sao impostas facilmente, o
que facilita a conectividade entre os patches. Dessa forma, para este trabalho serd utilizado a

teoria de Reissner-Mindlin.
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2.1 Teoria de Reissner-Mindlin

As hipéteses da teoria de placas de Reissner-Mindlin, também conhecidas como
teorias de deformacdo de cisalhamento de primeira ordem (Fist-Order Shear Deformation

Theory — FSDT), que de acordo com Reddy (2004), o campo de deslocamentos é baseado por:
U (x,y,2) = ulx,y) +z6,(x,y)
uy(x;%z) =U(X;Y)_ng(x,3’) (1)

uy(x,y,z) =w(x,y)
onde u, v e w s@o deslocamentos ao longo dos €ixos x, y € z € 6, € 8, sdo as rotagdes da reta
normal ao meio do plano da placa em torno dos eixos x e y, respectivamente. A Figura 1 mostra
esse campo de deslocamentos proveniente das hipdteses da teoria de Reissner-Mindlin,
apresentados para deslocamentos nos eixos y € z, mas que sdo vélidos também para os eixos x
ez

Figura 1 - Deslocamentos de um ponto na placa (FSDT)

D:

_ Deformada do
Plano Medio

Elemento Deformado

W

zZ,W

. > Plano Médio

Elemento Indeformado
Fonte: Praciano (2018)
Dessa forma, € possivel observar que quando os deslocamentos sao grandes, ha uma
interacdo entre os efeitos de membrana e flexdo devido a deslocamentos transversais. A seguir

tem-se a representacio das deformacdes de membrana €™ e curvatura K e:
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Com isso, as deformagdes de cisalhamento transversais ao plano sdo dadas como:

d
vy |3+
= ”
oy x|

Como um dos focos deste trabalho € a andlise de estabilidade de placas, serd adotada
a hipétese de grandes deslocamentos. Isso pode ser feito com o uso das deformagdes de von
Karman como € apresentado em Praciano (2018), mostrando as deformagdes de membrana €™
compostas por uma parte linear, proporcionada pelos deslocamentos no plano, e outra parte nao
linear, devido aos deslocamentos transversais, levando ao acoplamento dos efeitos de
membrana flexao.

Além disso, ainda em Praciano (2018) € mostrado que Marguerre estendeu a teoria
ndo linear de placas de von Karmén, revelando que cascas abatidas possuem um acoplamento
entre deslocamentos transversais e deformac¢des de membrana devido a curvatura inicial da

casca.

2.2 Compéositos reforcados por fibras

Materiais compoésitos consiste em dois ou mais materiais que juntos produzem
propriedades desejaveis que ndo seria alcancada com algum de seus constituintes
separadamente (REDDY, 2004).

Um compdsito pode ser formado por fibras imersas em uma matriz polimérica. As

fibras de alta resisténcia (como fibras de carbono) proporcionam ao compdsito maior rigidez e
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resisténcia, enquanto a fun¢iao da matriz polimérica € unir o conjunto de fibras, possibilitando
a transferéncia de carga entre as fibras e os suportes externos, além de proteger as fibras da
exposicdo a intempéries. Com isso, esses materiais tém elevadas relacdes rigidez/peso e
resisténcia/peso, possibilitando projetos de componentes estruturais leves.

As fibras formadas por um mesmo material seguindo uma mesma dire¢do sdo
chamadas de laminas. As laminas quando dispostas e unidas umas sobre as outras, podendo ser
de diferentes materiais e direcoes de fibras, sdo conhecidos como laminados. Os laminados sao
assim formados com a finalidade de se alcancar as melhores condi¢des que garantem resistir
aos carregamentos pelos quais a estrutura estard submetida. Dessa forma, as fibras sdo
colocadas nas direcOes que necessitam de maior rigidez e resisténcia, portanto, tratando-se de
um material ortotropico.

As laminas por possuirem caracteristicas diferentes tem seus efeitos combinados
para representacdo do comportamento do laminado. Segundo Ghugal e Shimpi (2001), as
teorias que foram originalmente desenvolvidas para placas homogéneas isotrépicas finas,
moderadamente grossas e muito grossas sdo estendidas para material laminado, além de
surgirem novas teorias de deformacdo por cisalhamento desenvolvidas para andlise precisa de
compositos laminados. Estas teorias sdo divididas em duas: as Teorias de Lamina Equivalente
(Equivalent Single Layer) e as Teorias de Laminas Discretas (Layerwise).

Nas Teorias de Laminas Equivalentes o problema passa de tridimensional para
bidimensional ao considerar a contribui¢do de todas as ldminas em uma lamina equivalente.
Dessa forma, sdo realizadas hipéteses cineméticas que simplificam o campo de deslocamentos
e deformagdes do laminado, em que as tensdes e deformagdes sdo descontinuas ao longo da

espessura do laminado como € mostrado na Figura 2.
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Figura 2 - Variacdo de deformacdes e tensdes ao longo da espessura do laminado segundo a
Teoria de Lamina Equivalente

Fonte: Reddy (2004)

Nas Teorias de Laminas Discretas as laminas sdao individualmente modeladas,
mantendo o problema tridimensional, portanto obtém de forma mais precisa o campo de
deslocamentos e deformagdes do laminado, tornando capazes de detectar tensdes transversais €
consequentemente o fendmeno de delaminag@o.

A Figura 3 mostra o esquema de laminagdo representada por [a/B/y/ +:/w], em
que cada letra representa o dngulo de orientacao das fibras, em relagdo a um eixo de referéncia
e seguindo a ordem de baixo para cima.

Figura 3 - Esquema de laminacio

Fonte: Rocha (2013)

Dessa forma, de acordo com o esquema de laminacao, em que os angulos devem
estar entre -90° e 90°, os laminados sdo classificados quanto a orientacao das fibras e em relacao
a sua simetria. Nos casos em que os laminados possuem somente angulos de laminacdes de 0°
e 90°, sdo chamados de cross-ply. Enquanto se possuirem qualquer angulo de orientagdo, com
pelo menos um diferente de 0° ou 90°, sdo chamados de angle-ply.

No que diz respeito a simetria, os laminados podem ser classificados como
simétricos, assimétricos e antissimétricos. O laminado simétrico apresenta simetria ao longo da
espessura, do material e da orientacdo das fibras em relacao a sua superficie média. Por exemplo

a seguinte laminagdo [0°/45°/45°/0°] é simétrica e pode ser representada por [0°/45°]s, em
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que o indice s indica a simetria da laminacdo. Em casos de laminados com um nimero impar
de laminas, o angulo que nao se repete € destacado com um trago sobre ele, como por exemplo
[45°/—45°/0°/—45°/45] que pode ser representada por [45°/—45°/0°];.

Ja os laminados antissimétricos possuem simetria ao longo da espessura e do
material, mas antissimetria na orientacdo das fibras em relacio a superficie média. Enquanto os
assimétricos nao apresentam simetria ao longo da espessura, do material ou orientacdo de fibras
em relacdo a superficie média.

Além disso, de acordo com Reddy (2004), laminados sdo ditos balanceados se para
cada lamina acima da superficie média existe outra com mesmo material e espessura, mas com
orientacdo da fibra diferente.

Segundo Barroso (2015), o comportamento mecanico de uma lamina pode ser
apresentado em duas abordagens distintas. Na micromecanica o estudo dos materiais dos
compositos (fibras e matriz) sdo dados isoladamente e levando em conta a interacdo entre eles.
J4 na macromecanica, a andlise da lamina é feita de forma conjunta, ou seja, assume-se que o
conjunto entre fibras e matriz da 1amina formem um material compdsito e homogéneo.

Dessa forma, abordando a macromecénica, a Figura 4 mostra o sistema de
coordenadas global (x, y, z) de um laminado com fibras unidirecionais. Nesse caso, €
apresentado o sistema de coordenadas do material de cada lamina (xi1, x2, x3), bem como seus
vetores unitdrios (é1, é2, €3), em que x1 € a direcao paralela a direcdo das fibras, x> estd no mesmo
plano e perpendicular a x; e x3 € perpendicular a l1amina.

Figura 4 - Sistema de coordenadas de um laminado

Fonte: Barroso (2015)

Reddy (2004) assumiu que a lamina possui comportamento de um material linear
eléstico, implicando que a Lei de Hooke generalizada € valida e a relacdo entre deformacdes e

tensoes € dada no plano como:
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01 Qi1 Qiz 0 7[&
02| =01z Q22 O [|&[|=>0,=0Qg @)
T12 0 0 Qgel V12

T13] _[Qas O ] V13 _

[T23] - [ 0 QSS [)/23] =T = QSYl (6)
sendo Q a matriz constitutiva da 1dmina no sistema de coordenadas locais, cujos termos sdo
dados por:

0., = 1 _ Eyvy _ E;
- VizVar 21— VizVar 21— V12V21 (7)
Qs6 = G12; Q44 = G33; Qss = Gy3

em que E representa o mddulo de elasticidade, G o mddulo de elasticidade transversal e v o
coeficiente de Poisson. Os vetores dados por T e y sdo as tensdes transversais de cisalhamento
e deformagdes angulares causadas na lamina.

Na anélise de estruturas se torna necessdrio transformar as tensdes na lamina do
sistema local para global. Para tanto sdo dadas duas matrizes de transformacio, uma para as

deformacdes no plano (T) e outra para cisalhamento transversal (Ts), como € mostrado a seguir:

cos? 6 sin? @ sin @ cos 6
T= sin? @ cos? 6 —sin 6 cos @ (8)
—2sinfcosf 2sinfcosf cos?H —sin?6b

cos @ sin @ )

Ts = [— cosf cos®

dessa forma, as matrizes constitutivas no sistema global sdo dadas por:

3 @1 (212 @6
Q= TTQT = (_?12 (_?22 (_?26 (10)

Q6 Q26 oo

= Qua Q4sl
s = TST sTs = [ = = 11
G=LQL =0, 0w (b

As forcas e momentos internos podem ser obtidos integrando as tensdes ao longo

da espessura das laminas (h):
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N, h/, [ Ox ]
N=|N, =J oy |dz (12)
ny_ o | Tay ]
M, | n/, [ Ox ]
M=|M, =f Oy |zdz (13)
Mxy_ o Tay ]
h
Vo /2 T
o[-
yz | —h/2 yz

Sendo assim, as tensoes resultantes podem ser escritas como:

N A B o0][e"
M|(=|B D O||k|—-0=Ce (15)
\Y 0 0 GlLy

sendo as matrizes A, B, D e G os esfor¢os de deformacdes de membrana, flexdo e cisalhamento.

Os termos da matriz ABDG sao representados como:

nl

Zr+1 Zrt+1
A = Zf QW dz B = f QW zdz
k=1"%k k=1"%k
(16)
nl Zr+1 nl Zk+1
D = Q®z2dz G = J kQW dz
k=1"%k k=1"%k

em que n/ é o nimero de lIaminas, k a lamina em estudo e kg um fator de corre¢do que tem valor

de 5/6 para geometrias retangulares.

2.3  Materiais com Gradacao Funcional

Por mais que os materiais compdsitos tradicionais possuam elevadas relagcdes
resisténcia/peso e rigidez/peso, eles sdo incapazes de resistir a elevadas temperaturas. Dessa
forma, os Materiais com Grada¢do Funcional ou Functionally Graded Materials (FGM), tem
ganhado destaque. FGM sdo materiais compositos constituidos de dois ou mais materiais de
forma nao homogénea. Segundo Miyamoto et al. (1999), tanto a composi¢cao quanto a estrutura
do material mudam gradualmente ao longo do volume. Esse material possui diversos campos
de estudos como em componentes de reatores nucleares, na industria aeroespacial, artigo

esportivos, lentes de fibras dpticas, entre outros.
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FGM sao formados por diferentes fases de materiais com propriedades diferentes,
em que a fracdo de volume de cada fase varia gradualmente na direcdo da gradagdo, portanto
com as propriedades efetivas desse material variando ao longo dessa direcdo. Dessa forma,
segundo Shen (2009), ha duas possibilidades para constru¢do de modelo de FGM, conforme a
Figura 5.

Figura 5 - Secdo transversal de modelos de FGM

a) Em camadas b) Em gradacgdo

Fonte: autor
A primeira imagem da Figura 5 representa uma variacdo da fragdo de volume de
ceramica ou metal por partes em cada regido, tornando cada camada quase homogénea,
enquanto a segunda apresenta uma variacdo da fracdo de volume, de cerdmica ou metal,
continua, em que a variacdo da fracdo de volume do metal pode ser representada como:
_ (22 + h)N a7
2h

em que /& € a espessura, z é a coordenada da espessura que variade -h/2ah/2, N(0 < N < o) é

m

o expoente da variagdo de volume que proporciona o perfil de variacdo do material, pelo qual
variando esse valor, havera diversas composi¢des possiveis.

Ainda segundo Shen (2009), as propriedades do FGM devem ser dependentes da
temperatura e da posi¢do, sendo modelada pela lei das misturas (modelo de Voigt). Dessa
forma, as propriedades P de cada camada do material, como o mdédulo de elasticidade E, o

coeficiente de Poisson v e o coeficiente térmico @, podem ser expressos como:

P = ZPJVJ (18)
j=1

em que P; e V; sdo as propriedades e a variagdo da fragdo de volume do material j de origem,

respectivamente. Além disso, a soma de todas as fracdes de volume unitaria deve ser 1:
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(19)

Jj=1
De maneira geral, FGM sdo formados por dois materiais, metal e cerimica, com

isso a Eq. (19) pode ser reescrita como:
Vo+V,=1 (20)

em que V. € a fracdo de volume da ceramica.

Diferente do que acontece com os compositos laminados, os FGMs sdo
considerados materiais isotrépicos, portanto nao hd necessidade de considerar a matriz de
transformagdo T. No entanto, como as propriedades variam ao longo da posicdo z devido a
variacdo das fracdes de volume ao longo da espessura, os valores do médulo de elasticidade e
do coeficiente de Poisson também variam.

Assim como os materiais laminados, considerando FGM com comportamento
linear eldstico, as relacOes entre tensdes e deformagdes sdo dadas através das Eq. (5) e (6), mas

com os termos da matriz constitutiva Q dada como:

E(z) _ _ E@)v(2) _

Q11 = Q22 = m»Qn = T(Z)Z'
21)
. . E®
Q44- - QSS - Q66 - 2(1 +V(Z))
Os esforcos sao obtidos pela integracdo das tensdes, obtendo:
j [ ] dz = J Q(z) edz (22)
h/z Txy
h/2
J Uy zdz = J Q(z)ezdz (23)
Mxy "y [Ty 1,
TXZ h/z
7] - j o= [ K@ vz @4
yz ~h/,

Com isso, a relagdo constitutiva é dada conforme a Eq. (15), mas com os termos da

matriz ABDG representados por:
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h/2 h/2
A= Q(z)dz B = J Q(z)zdz
—h/z —h/2
(25)
h/2 h/2
D =f Q(z)z*dz G =f K.Q.(z)dz
—h/z —h/2

No Laboratério de Mecanica Computacional e Visualizacio (LMCV) da
Universidade Federal do Ceard (UFC) foram desenvolvidos diversos trabalhos pelos quais
exploraram os materiais compoésitos (ROCHA, 2013; MORORO, 2013; BARROSO, 2015;
BARROS, 2016; PRACIANO, 2018; AUAD, 2019). Com isso, foi possivel aprofundar o

conhecimento a respeito desses materiais necessdrios para realizacio deste trabalho.
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3 MODELAGEM GEOMETRICA

A Modelagem Geométrica trata-se de um ramo da matemdtica que utiliza métodos
matematicos e computacionais para descrever formas geométricas de algum objeto. Com isso,
tem diversas aplicagdes na engenharia na criacio de modelos para andlises dos sélidos e
estruturas. Além disso, a Modelagem Geométrica € muito utilizada na inddstria cinematogréfica
na criacdo de modelagem tridimensional, animacdes e efeitos especiais.

Dessa forma, a Modelagem Geométrica tem papel fundamental em sistemas CAD
(Computer Aided Design) formando a base de dados para representacio grafica de objetos bi e
tridimensionais. Como exemplos deste tipo de software podem ser citados: Rhinoceros, Maya,
Blender, AutoCAD, Inkscape (Inkscape Project, 2019) e outros.

Segundo Barroso (2015), atualmente os sistemas CAD tém grande importancia na
andlise estrutural. Isso acontece porque os sistemas de andlise estrutural utilizam os dados
obtidos pelas ferramentas CAD como pré-processador, em um esquema mostrado Figura 6.
Além da geometria do problema € necessario algoritmos para geragdo de malha, processo
fundamental para se obtenha resultados corretos na andlise estrutural.

Figura 6 - Esquema das etapas de uma andlise estrutural

Pré-processamento
(Modelagem Geométrica)

Entrada

Geometria do problema

Processamento
(Anélise Estrutural)

i

Pos-processamento
(Visualizagdo dos Resultados)

i

Geracdo da malha

Fonte: Barroso (2015)

A representacdo do modelo geométrico em grande parte dos softwares CAD € dada
por representacdo pela fronteira (boundary representation: B-Rep) ou geometria sélida

construtiva (construtctive solid geometry: CSG).
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Em B-Rep o objeto € definido por entidades que limitam suas bordas ou fronteiras
(vértices, arestas, faces). J& CSG combina objetos geométricos mais simples como esferas,
cubos e cilindros, através de operadores booleanas, translacdes e rotagdes. No que diz respeito
a AIG, segundo Perduta & Putanowicz (2019), B-Rep € a representacdo preferia e mais
utilizada, embora alguns estudos como feitos por Zuo et al (2015) e Rank el al (2012) tenham
tomadas algumas medidas para introdu¢ao de modelos CSG para AIG.

Modelos mais complexos sdo criados a partir da representacdo de curvas e
superficies. A maneira mais comum de se conceber essas curvas e através de equagdes

explicitas, como o exemplo a seguir da equacdo de uma pardbola no plano xy:
y=ax?+b+c (26)
No entanto, essa equagdo pode ser escrita de forma implicita como é mostrado a
seguir:
Clx,y)=ax*+bx+c—y=0 (27)

em que C(x,y) € a equacdo implicita. Ha situacdes em que as expressdes ndo sdo aceitas de

maneira explicitas pois as varidveis explicitas ndo podem ser escritas isoladamente, como:
C(x,y) = ysinx? — 3x? (28)

7

A representacdo paramétrica é um terceiro tipo de equacdo utilizada na
representacido de uma curva. Um exemplo de modelo tratado por fungdes paramétricas trata-se

de uma circunferéncia de raio unitario com centro na origem:
C(t) = (x(t),y(t)) = (cost,sint),com 0 <t < 2m (29)

em que ¢ € a varidvel paramétrica. Essa curva pode ser representada implicitamente da seguinte

forma:

Clx,y) = (x,w/(l — xz)), com0<x<1 (30)

Assim como as curvas, as superficies podem ser representas implicitamente. Uma

esfera de raio unitario com centro na origem do plano xy, por exemplo, pode ser descrita como:
S(x,y,z) =x>+y>+z2—-1=0 (31)
Essa equacdo € descrita de maneira paramétrica como:

S(t,u) = (x(t, w),y(t,uw), z(t, u)) = (sintcosu,sintsinu,cost) (32)
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com(0<t<1leO<u<1,sendo e u as varidveis paramétricas. Enquanto uma curva ¢é
representada com uma varidvel paramétrica, em superficies sdo necessdrias duas varidveis.
Dessa forma, a concep¢ao de um sélido se dard através de trés varidveis.

Com a utilizacdo de sistemas CAD através do uso de computadores, as

representacdes paramétricas sdo dadas através das formulacdes de Bézier, B-Spline e NURBS.

3.1 Curvas de Bézier

As curvas de Bézier sdo assim chamadas por causa do engenheiro francés Pierre
Bézier, quem popularizou essas curvas no uso como ferramenta de projetos e desenhos de
automodveis. No entanto, foram criadas por outro engenheiro francés chamado Paul De
Casteljau, funcionério de uma fabricante de automdveis. Por mais que o foco da criagdao das
curvas de Bézier fora na aplicagdo na industria automobilisticas, muitos softwares de
computacdo gréfica fazem uso das curvas de Bézier, como € o caso do Photoshop, para
manipulacdo de imagens, e do Inkscape, para desenho vetorial.

Segundo Sederberg (2014), as curvas de Bézier sdo formadas por um conjunto de
pontos de controle, formando um poligono de controle, no qual a curva de Bézier simula os
poligonos de controle. Ainda segundo Sederberg (2014), uma curva de Bézier passa pelos seus
primeiros e ultimos pontos de controle e é tangente ao poligono de controle nos pontos de
controle das extremidades. Além disso, a0 mover esses pontos de controle de sua posi¢do, é
possivel alterar a sua geometria. Na Figura 7 é mostrado exemplos de curvas de Bézier de grau

3 (linhas cheias) através dos poligonos formados pelos pontos de controle (linhas tracejadas).

Figura 7 - Curvas de Bézier ctbicas

Fonte: Barroso (2015)
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Outra aplicacdo das curvas de Bézier se da na criacdo dos contornos de fontes
PostScript, como mostrado na Figura 8.

Figura 8 - Contorno de fontes PostScript utilizando curvas de Bézier

Fonte: Sederberg (2014)

Os pontos de controle que formam as curvas de Bézier sdo definidos dentro de um
intervalo paramétrico, pelo qual a combinacdo linear desses pontos de controle p; formam as

curvas de grau p:
C(§) = X} Bip(©p: (33)

em que & € a coordenada paramétrica € B;,, sdo polinomios de Bernstein de ordem p. Com a
Eq. (33) € possivel nota que o numero de pontos de controle € igual a p + 1. Dessa forma,
tomando um intervalo paramétrico da curva [0,1], conforme Sederberg (2014) os polindmios

de Bernstein podem ser calculados como a seguir:

By = (D) —rieli = 0,1,.,p (34)

(") =—2 (35)

i il(p=1)!

Conforme Piegl & Tiller (1997), por mais que funcdes polindmiais possuam
algumas vantagens, existem algumas curvas e superficies que ndo podem ser representadas de
forma exata, como circulos, elipses, hipérboles, cilindros, cones, esferas e outros. Dessa forma,
a cada ponto de controle € associado a um peso que ird influenciar na representacdo da curva.
A partir de entdo essas curvas passam a ser chamadas de Bézier racional por serem
representadas pela razdo de dois polindmios como mostrado:

Zf:ll w;B; »(§)pj
2P wiBip (8)

@) = (36)
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em que w; trata-se de cada peso associado a cada ponto de controle p;. Analisando a Eq. (36),
€ possivel observar que tendo o peso de cada ponto de controle igual a 1, a equacgdo racional
torna-se a tradicional (Eq. (33)). A Figura 9 mostra a influéncia dos pesos em uma curva.

Figura 9 - Efeito da mudanca de peso de uma curva Bézier

Fonte: Sederberg (2014)

3.2  Superficies de Bézier

Superficies e sélidos de Bézier sao formados por produto tensorial de dois e trés
polindmios de Bernstein univariantes, respectivamente (ROCHA, 2018). Assim sendo, uma
superficie de Bézier racional com grau p na dire¢do & e ¢ na direcdo 1 € expressa como:

+1 +1
b E;Ll w;jBip(§)Bjq(MPyj

I T wis By (O)B; p ()

S¢n) =

(37)

em que B;, (&) e Bj4(n) sdo polindmios de Bernstein univariantes da matriz de pontos de
controle P e w;; € o peso de cada ponto de controle. A Figura 7 mostra um exemplo de superficie

de Bézier.
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Figura 10 - Superficie de Bézier

Fonte: Rocha (2018)

3.3 B-Splines

Conforme Sederber (2014), curvas B-Splines podem ser consideradas como um
método para definir uma sequéncia de curvas de Bézier de grau n mantendo a continuidade
independentemente de onde os pontos de controle sdo colocados. Isso acontece, pois, as fungdes
base sdo limitadas dentro de uma regido do espaco paramétrico, chamado de knots spans,
definido por um vetor de valores paramétricos, os knots. Dessa forma, as B-Splines possibilitam
o controle da geometria das curvas com a alteracdo da quantidade e posi¢do dos pontos de
controle, como € mostrado na Figura 11.

Figura 11 — Controle local da curva com alteragdo da posi¢ao de um ponto de controle

p2(0.2) p:(2.2)
P (0.0) p.20)  Ps(0)

Fonte: autor

Para Piegl & Tiller (1997), uma curva B-Spline pode ser expressa por uma
combinagdo linear dos pontos de controle p; e as fungdes base N; (&), como representado a

seguir:

€)= ) Nip (Op: (38)
i=1

em que n é o nimero de funcdes bases, p € o grau da curva e £ ¢ a coordenada paramétrica. As

funcdes base sao definidas pela férmula recursiva de Cox-de Boor (PIEGL; TILLER, 1997):
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1, & <é<é
Nio(§) = { 0, caso contrarllo (39
' _ E fl . Ei+p+1 - S; '
Nl,p (f) El+p El l,p (E) + Ei+p+1 _ Ei+1 Nl+1,p—1(§) (40)

para um vetor de knots E = [El,fz, ...,§n+p+1], formado por um conjunto de valores das
coordenadas paramétricas ndo negativos e ndo decrescentes. Além disso, se o vetor knot tem
seus valores paramétricos varidveis segundo um mesmo valor, entdo € dito uniforme, caso
contrdrio, serd ndo-uniforme. Por exemplo, o vetor E =[0,0,0,1,2,3,4,4,4] € uniforme,
enquanto o vetor £ = [0,0,0,2,2,3,3,6,6,6,6] é ndo-uniforme.

Dessa forma, cada base N; ,, da Eq. (40) contribui ao longo do intervalo paramétrico
[El, En+p+1]. Ademais, o numero de base n pode ser estimado a partir do grau da curva p e do

tamanho do vetor de knots ks:

=ks—p-1 (41)

Em um vetor knot os valores paramétricos internos podem se repetir, sendo o

ndmero de repeti¢des de &; o grau de multiplicidade (m) do knot. De acordo com Piegl e Tiller
(1997), caso a multiplicidade do knot interno seja igual ao grau da curva B-Spline (m=p), a
curva interpolard o ponto de controle em ¢;. No entanto, se a multiplicidade dos knots extrernos
for m = p + 1, os pontos de controle serdo interpolados. Por este motivo que a maioria dos
vetores knots das B-Splines que representam uma Andlise Isogeométrica possuem
multiplicidade de p+1 nos knots externos, de forma a garantir a interpolacdo dos pontos de
controle inicial e final. Essa forma de knots sdo chamados de knots abertos ou open knot vectors.
No que diz respeito a Andlise [sogeométrica, a primeira derivada das funcdes base,

representada por:

lp(f) = _ Lp 18) —

¢ utilizada na avaliagﬁo da matriz de rlgldez K da estrutura. O célculo de derivadas de ordem

i+1,p_1(s‘) (42)

€l+p+1 Sit

superior € encontrado em Piegl e Tiller (1997).
A Figura 12 mostra exemplo de func¢des B-Splines e suas respectivas derivadas. O

exemplo do item (a) mostra uma funcdo B-Splines quadratica cujo vetor knots é E =

[1]

[0,0,0,1,1,1]. J4 no item (c) é mostrado uma fungdo B-Spline ciibica cujo vetor knots é
[0,0,0,0,1/2,1,1,1,1]. Como a fung¢do do item (c) possui um knot span a mais que a do item (a),

portanto ela tem uma funcao base a mais.
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Figura 12 - Fun¢des B-Splines e derivadas

a) Funcdo B-Spline quadratica b) Derivada da funcdo (a)

¢) Funcdo B-Spline cubica d) Derivada da func¢do (c)
Fonte: autor

Ademais, segundo Piegl & Tiller (1997), nas B-Splines € possivel a elevacdo de
grau da curva e a inser¢do de knots, alterando a descri¢do da curva e mantendo a sua forma. No
que diz respeito a elevacao de grau das bases de uma B-Spline, a multiplicidade de cada knots
aumenta em 1, mantendo a continuidade dos knots e aumentando o nimero de pontos de
controle. O algoritmo de elevagdo de grau das curvas B-Splines € mostrado em Piegle & Tiller
(1997). J4 na adi¢@o de um novo knot em uma curva B-Spline, o vetor knots E terd um valor ¢;
a mais, também serd incluida uma base N;;, e um ponto de controle. Diante disso, para manter
o formato da geometria, alguns pontos de controle sao modificados.

Um exemplo desse efeito € mostrado na dissertacao de Barroso (2015), em que foi

considerado um vetor de knots E = [51,52,...,€n+p+1] e posterior adicio de um valor

paramétrico & € [&, &,4+1], como mostrado na Figura 13. Os novos pontos de controle P,

segundo Piegl & Tiller (1997), podem ser obtidos a partir dos pontos de controle antigos p

conforme:
P1, i=1
P = ap;+(1—oa)p;—1, 1<i<h (43)
ph—l! [ = h

com & sendo o tamanho do novo vetor de pontos de controle p e a calculado como:
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1, 1<i<k-p
o = i1 k—p+1<i<k (44)
Sivp—Si
0, i =h

Figura 13 - Curva B-Spline com insercio de knots (£ = 2)

Vetor de knots depois =[0.0,0.1.2.3 4 4 4]

Fonte: Barroso (2015)

Na Andlise Isogeométrica € possivel trés tipos de refinamentos, utilizando os
algoritmos mencionados anteriormente das B-Splines. O refinamento % consiste na adicao de
um novo knot ao vetor £, como mostrado na Figura 14. Esse tipo de refinamento € similar na
AIG € similar ao MEF pelo qual reduz o tamanho do elemento e aumenta o niimero de

elementos da malha.

Figura 14 - Exemplo de refinamento 4 de fungdes quadraticas

~ e e
l < \

a) £=1[0,0,00.51,1,1] b) = [0,0,0;0.33,0.67,1,1,1]
Fonte: autor
O segundo tipo de refinamento trata-se do refinamento p que equivale a elevacio

de grau da funcido B-Spline, conforme é mostrado na Figura 15. Esse tipo de refinamento na
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AIG melhora a solu¢do numérica, pois aumenta o nimero de graus de liberdade, sem alteracdao
no ndmero de spans, e, € similar ao refinamento que aumenta o grau dos elementos utilizados

no MEF.

Figura 15 - Exemplo de refinamento p e fun¢des quadréticas para cuibicas

- — —
e \\ =

Pl N // \\\

2) :p gz [0,6;0,0;5,1,Ii,1] ” | b;p _3e :; [6,0,6;0,0‘:5,1:\1,1,1] |

Fonte: autor
Por fim, o terceiro refinamento compreende ao refinamento k£ que é a combinagdo
dos dois refinamentos mencionados anteriormente. Neste refinamento, realiza-se primeiro a
elevacao do grau e em seguida a insercdo de knots, aumentando tanto o grau das bases quanto
a continuidade entre os elementos. O refinamento k sé € possivel na AIG, sendo um diferencial
entre a AIG e o MEF. A Figura 16 mostra o processo desse tipo de refinamento.

Figura 16 - Exemplo de refinamento k

/) =
\ _’l " "‘-\
\ //I/ \ \\ —N,
\ a \ o
\ P ; \, N
/ L \
N / \\ \
e S N\ \
- 7 \\\ >l \\
: A \
a) Curvainicialcomp=2¢eZ = b) Elevacdo do grauparap=3e
[0,0,0,0.5,1,1,1] = =10,0,0,0,0.5,1,1,1,1]
// / ) N\
//’ k
\\\

¢) Insercdo de knot na curva cibicacom p =3 e Z = [0,0,0,0,0.33,0.67,1,1,1,1]

Fonte: autor
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34 NURBS

Assim como ocorre com as curvas de Bézier, as B-Splines ndo sdo capazes de
representar de forma exata elementos como circunferéncias e elipses, pois esse tipo de curva
nao € representado por polindmios. Portanto, € necessario associar a cada ponto de controle um
peso, como feito nas curvas de Bézier. Com isso, as NURBS (Non Uniform Rational B-Splines)
sao B-Splines de base racionais com vetores knots nao uniformes.

Dessa forma, as NURBS sao bastante utilizadas na modelagem geométrica com a
utilizacdo de softwares como Rhinoceros e AutoCAD, por serem capazes de representar
geometricamente tanto modelos matemdticos padrdes (cOnicas e quddricas, por exemplo)
quanto modelos de forma livre, fazendo-se uso da mesma base de dados de ambos os modelos.

Assim sendo, as curvas NURBS sdo uma combinacgdo linear de funcdes de base

racional R(§); de grau p e pontos de controle p;. Uma curva NURBS pode ser expressa como:

CE) =) RO @5)
i=1
o wiNi(§)
RS NG o

em que w; € o peso associado a cada ponto de controle e N;,,(¢) € a fungdo de base do ponto.

A Figura 17 mostra a diferenga entre um semicirculo formado por B-Spline e NURBS,

enquanto que a Tabela 1 mostra os pesos dos pontos de controle das curvas dessa figura.
Figura 17 — Semicirculo formado por B-Spline e NURBS

B C D B C D
060000600600 SN EP

6

[

a) B-Spline b) NURBS

Fonte: autor
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Tabela 1 - Peso dos pontos de controle do semicirculo

B-Spline NURBS
1.0000  1.0000
1.0000  0.7071
1.0000  1.0000
1.0000  0.7071
1.0000  1.0000

Fonte: autor

mg|Q|w| >

De maneira semelhante do que acontece com as superficies Bézier, as superficies

NURBS sao formadas pelo produto de duas fun¢des de base univariantes, expressa por:

n m
SEm =) REMP; @7
i=1 j=1
em que P;; € o ponto de controle e R(¢,7n) € a funcdo de base racional bivariante representada
por:
w;;iN;, (N (1)
R m)ij = (48)
S W, m)
em que W (&,n) é a fungdo peso biaviante dada por:
n m
WM = D wiyip €Ny (1) 49)

i=1 j=1

A Figura 18 ilustra um exemplo de superficie NURBS.
Figura 18 - Superficie NURBS

Fonte: autor
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3.4.1 Insercdo de knot e elevacdo de grau

Segundo Piegl & Tiller (1997), o refinamento das NURBS se da utilizando
algoritmos de insercdo knot e elevagcdo de grau. Esses algoritmos sdo semelhantes aos
comentados anteriormente para B-Splines, sendo que NURBS sdo como B-Splines com quatro
coordenadas, sendo a quarta coordenada o peso do ponto de controle. Dessa forma, a tnica
diferenga consiste em escrever os pontos no espaco R* e apés a aplicagio do algoritmo, projetar
novamente para o espaco R°.

Dessa forma, assim como foi mostrado os tipos de refinamentos em curvas B-
Splines, em superficies NURBS a insercdo de knot trata-se do refinamento 2 como é mostrado

na Figura 19 o efeito do refinamento ~ no modelo da Figura 18.

Figura 19 - Efeito do refinamento A

Fonte: autor

7

A elevacdo de grau, também semelhante a B-Spline, é o tipo de refinamento
equivalente ao p atuando no aumento de grau das curvas, mantendo a continuidade original em
cada knot. A Figura 20 mostra o efeito do refinamento p no modelo da Figura 18. O refinamento

k que é a combinacao dos dois ja mencionados
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Figura 20 - Efeito do refinamento p

Fonte: autor

3.4.2 Miiltiplos Patches

Segundo Barroso (2015), por mais que frequentemente as NURBS consigam ser
eficientes na representacao de geometrias complexas, muitas vezes pode ser Util a utilizacao de
multiplas entidades (curvas, superficies ou sélidos) para representar o modelo. Isso acontece,
por exemplo, em modelos nos quais existem varias regides que apresentem diferentes atributos,
como material, carregamento e condi¢cdes de contorno, sendo necessirio representar essas
regides de maneira distinta.

No entanto, conforme Barros (2016), a utilizacdo de varios patchs leva a uma
reduc¢do na continuidade nas suas fronteiras, como mostra na Figura 21, em que uma superficie

de uma placa com furo pode ser modelada com um unico patch ou de maneira simplificada com

3 patchs.



Figura 21 - Muiltiplos patches em uma placa com furo

Continuidade C#!

Continuidade C°

\
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A

/

Patch

Patch 01

Patch 02

J/

Patch 03

Fonte: Barroso (2015)

A utilizagdo de multiplos patchs ajuda na constru¢do do modelo, no entanto a

continuidade do modelo é reduzida para C” nas regides de contorno dos patchs. Dessa forma,

para que durante a Andlise Isogeométrica ndo ocorra erros € necessario garantir a continuidade

dos elementos, que segundo Rocha (2018), os pontos de controle de cada patch devem ser bem

definidos e compartilhados
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4 ANALISE ISOGEOMETRICA

A Andlise Isogeométrica foi proposta por Hughes e colaboradores (HUGHES,
2005) e trata-se de um método alternativo ao Método dos Elementos Finitos, que é o método
numérico mais utilizado para anélise estrutural. A principal diferenca entre os dois métodos € a
capacidade de ter a geometria do modelo representada de forma exata na AIG.

Conforme Hughes (2005), a representacdo exata da geometria do modelo € dada
pois na AIG utiliza a mesma ideia da formulacao isoparamétrica do MEF, mas na sequéncia
invertida, em que os deslocamentos no interior do sélido sdo aproximados utilizando as mesmas
funcoes utilizadas para definir a geometria do sélido (e.g. B-Splines e NURBS). Com isso €
possivel manter a garantir a convergéncia para a solu¢do do problema.

A formulagdo cinematica da teoria de Reissner-Mindlin, apresentada anteriormente,
¢ adotada para andlise de placas e cascas abatidas. Geralmente as andlises estruturais utilizadas
em problemas de otimizagdo sdo feitas considerando o regime linear, por ser bem mais simples
e rdpida do que a ndo linear, além de proporcionar resultados satisfatorios em muitos casos.

No entanto, em estruturas préximas ao colapso € verificado comportamento nao
linear, devido a grandes deslocamentos, flambagem, fissura¢do entre outros. Portanto, se faz
necessario considerar os efeitos da ndo linearidade para uma anélise mais realista. Em Barros
(2016) € apresentado analise ndo linear na avaliacdo do comportamento ndo linear, fisico e
geométrico, de placas e cascas abatidas utilizando uma abordagem na AIG.

Na dissertagdo de Praciano (2018), com o objetivo de avaliar a estabilidade de
placas e cascas abatidas através da AIG, com base nas teorias de Reissner-Mindlin e Marguerre,
foi desenvolvido o elemento isogeométrico de casca abatida utilizando a formulacao
Lagrangeana Total na consideracdo de deformagdes e rotagdes moderadas, além de expor as
expressoes para os cdlculos da matriz de rigidez a partir das curvas da AIG para solucao do
equilibrio do sistema.

Além disso, em Praciano et al. (2019) € apresentando uma metodologia baseada em
Andlise Isogeométrica para o estudo de estabilidade de placas e cascas abatidadas laminadas,
na qual a geometria e campo de deslocamentos sdo descritos usando fungdes NURBS,
utilizando um esquema de integracdo apropriado para evitar o problema de travamento de
placas e cascas de paredes finas.

Ademais, o presente trabalho também almeja o estudo de vibragdes livres em
placas, pelo qual foi tomado defini¢gdes de modelos continuos descritos por Rao (2009) e

Chopra (1995).
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4.1  Deslocamentos e deformacoes

No MEF sao utilizadas fun¢des polinomiais na interpolacdo dos deslocamentos dos
elementos, que na sua formulacido isoparamétrica pode descrever de forma aproximada sua
geometria. Contrariando o MEF, na AIG essa sequéncia € invertida, em que a formulacao
isoparamétrica os deslocamentos sdo aproximados utilizando as fungdes que definem a
geometria, no caso as NURBS.

Assim sendo, a geometria de uma casca abatida € descrita por superficies NURBS

como:

ne ne Nne
X = Z Rix;; y = Z Ryyi; zp= Z R;zy; (50)
i=1

i=1 i=1
em que R; é dado na Eq. (48) e n. é o nimero de pontos de controle na superficie.
No elemento de casca abatida os elementos de membrana e transversais (i, v € w)

e as rotagdes da superficie média (6, e 6,,) sdo interpolados a partir de cinco graus de liberdade

nos pontos de controle como:

ne N¢ ne
u = ZRL'HL'; v = ZRivi; WZZRiWL';

i=1 i=1 i=1
e - (51)
Hx = z Rl-Hxl-; Hy = z RiHyi
i=1 i=
em notacdo matricial, tem-se:
u = Ru, (52)

z

em que u € o vetor que representa os deslocamentos na superficie média, u, € vetor de

deslocamentos dos pontos de controle e R € a matriz das fun¢des de forma dada por:

R =[R; Ry .. Ryl (53)

e a matriz associada a cada ponto de controle é:

R = Rilsys (54)

em que I é a matriz identidade.
Contudo, conforme Praciano (2018) o vetor das deformagdes esta relacionado com
o vetor deslocamentos dos pontos de controle ue por meio da matriz B. Dessa forma, as

deformacdes generalizadas podem ser escritas como:
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gm ey el
e=|xk|=|x]|+|0]|=Bu, (55)
Y Y 0

Os termos da matriz B sdo dados pela combinacdo das Eq. (51) e Eq. (55),

apresentados por Praciano (2019) como:

Rk,x 0 ZxRx,y 0 0
B'=| 0 Ry, ZyRy, 00 (56)
Rey Rix ZRiy+ZyRix 0 0
0 0O 0 Ry
Bb=10 0 0 —Rky, O (57)
0 0 0 —Rigx Riy

0 0 Rex O Ry
S ]
0710 0 Ry, —Ry O (58)

0 0 WyRy x 00
B"=|0 0 W, Ry, 0 ol (59)
0 0 WRky+WRx 0 0

Com isso a Eq. (55) pode ser reescrita como:

B¢’ 1[B" 1
£ =|Bl|u, +=| 0 |u, = (BO +—BL>ue = Bu,. (60)
0 2 2
B; 0

4.2  Equacoes de equilibrio e matriz de rigidez

Com isso, as equagdes de equilibrio do sistema podem ser obtidas fazendo a

variacdo do trabalho virtual interno igual a variagdo virtual externa conforme:

Wint = Wext (61)

em que:

(6e™)TNdA, + f

Ap

SxTMdA, +f 85yTVdA, (62)

Ap

Wiy = f SeTEdV, =
Vi

() Ap

n
W,y = f suTbdV, + f suTqdA, + Z sulp; = su’f (63)
Vi A

0 0 i=1
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em que W, e 6W,,; sdo as variagdes de trabalho interno e externo, respectivamente, 6€ € a
deformacdo virtual correspondente ao deslocamento virtual infinitesimal de éu, o vetor b
representa as forgas de corpo, o vetor q corresponde as forcas de superficies em A, o vetor
das tensdes generalizadas é dadopor @ = {N M V}, 8u; é o deslocamento virtual no ponto
de aplicacdo p;, correspondentes as cargas concentradas atuantes em n pontos na estrutura, e,
por fim, f é o vetor de cargas externas. Como a formulacdo Lagrangean Total estd sendo
aplicada, as integragdes sdo realizadas em torno da 4rea e volume iniciais Aq e V.

Em Barros (2016) é relacionado os incrementos de deformacdo d€ com os
incrementos de deslocamentos nodais du,. Dessa forma, € descrito o Principio dos Trabalhos

Virtuais (PTV) da seguinte forma:

o ([

em que g(u) é o vetor das forgas internas, que depende dos deslocamentos da estrutura. Por

ETﬁdAO—f> =0 = g(u) =f BT6dA, (64)
A

0 0

fim, considerando os deslocamentos virtuais du como arbitrarios, a condicdo de equilibrio do

sistema € dada como:

r=guw-f=0 (65)

Para a solucdo das equacdes de equilibrio ndo lineares e o tracado do caminho de

equilibrio € necessdrio a utilizacdo de métodos incrementais-iterativos em que cada passo €
realizada através do Método de Newton-Rapshon, baseado na linearizacdo das equacdes de
equilibrio da Eq. (54), no qual utiliza a matriz de rigidez tangente K, correspondente a variagao
do residuo r em relag@o aos deslocamentos nodais u. O desenvolvimento da matriz de rigidez

tangente pode ser encontrado em Barros (2016) e € representada por:

g
KT = % = KL + KO- (66)
em que K; é a Matriz de Rigidez dada por:
_.. 00 —
KL = J BT_dAO = J BTCthAO (67)
A du A
0 0

e a Matriz de Rigidez Geométrica K € dada por:

SBT _
K, = f — GdA, = J GTSGdA, (68)
4, OU A

0

sendo C; a matriz que define a lei constitutiva do material, dada por C = C;, sendo C dado na

Eq. (15), e:
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0 0 ka 0
= ’ 6
=0 o 5" o 9
Ny ny
= 70
[ny N, (70)

A Eq. (65) do equilibrio do sistema em uma estrutura com n graus de liberdade é
representada por um sistema com n equacdes. Para descrever uma curva carga-deslocamento
os deslocamentos u e um fator de carga A, tal que f = Aq, devem ser determinados, resultando

em n + 1 icégnitas com n equacdes:

r(u,1) = gluy—4q = 0 (71)

Dessa forma, por terem niimero diferentes as icdgnitas e as equagdes de equilibrio,

o sistema de solu¢des ndo pode ser solucionado de forma direta, sendo necessario métodos

como o Método do Controle de Carga, Controle de Deslocamento e Comprimento de Arco
(CRISFIELD, 1991).

Com isso, a aplicacdo do Método de Newton-Raphson torna as equacdes de

equilibrio representadas linearmente como:

or or
r, = r+a6u+a&1:>rn = r + K;6u — §1q (72)

Entretanto, como se trata de um método interativo, Parente Junior et al. (2006)
concluiu que o Método de Newton-Raphson atinge a convergéncia com uma tolerancia tol tal

qual a seguinte condicao:

Il
————— < tol (73)
max(1, [|ql|)

O método do Controle de Carga é a forma mais simples de resolver o sistema de n

+ 1 equacgOes. Este método ndo serd descrito nesse texto, mas poderd ser encontrado em

Crisfield (1991), Parente et al. (2006) e Rocha (2013).
4.3 Estabilidade

A perda de estabilidade, a capacidade de carga da estrutura e sensibilidade dela as
imperfei¢des iniciais sdo caracteristicas fundamentais para andlise de placas e cascas,
encontradas em um estudo do comportamento pds-critico. Segundo Praciano (2018), o método
do comprimento de arco e outros métodos de andlise ndo linear sé capturam o caminho

fundamental de estruturas com flambagem de bifurcacdo. Dessa forma, se faz necessario
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abordagens numéricas de estabilidade que demandam a avaliacdo de pontos criticos e
determina¢do de caminhos.
A flambagem ocorre quando a matriz de rigidez tangente € singular nos pontos

criticos (limite e bifurcacao), portanto:

detK(u,)p =0 (74)
O ponto critico pode ser encontrado com a condig¢do de autovalor nulo:
K(u,2)¢ = 0,com ||¢p]| =1 (75)
em que ¢ € o autovetor associado representando o modo flambagem. Com isso a condi¢do

critica € dada por:

Krp =0 (76)
em que K € dado pela Eq. (66) resultando em:
Ky +Ks)p = 0. (77)
Dessa forma, considerando o deslocamento pré-critico u, aproximadamente nulo,
entdo B; da Eq. (60) serd nula, entdo:
B=B=B, (78)
portanto:
Kr = Ko + Kg. (79)
Sendo os deslocamentos pré-criticos u., despreziveis, entdo os deslocamentos,

tensoes e esfor¢os internos podem ser encontrados através de uma andlise linear e a Matriz de

Rigidez Geométrica € proporcional ao carregamento aplicado:
K; = K, (80)
gerando um problema de Autovalor Generalizado:
(Ko + AK5)p = 0 81)
sendo A a carga critica e ¢ modo critico.

Comentarios mais detalhados a respeito de estabilidade de estruturas e modo de

flambagem sdo encontrados em Parente et al. (2006) e Praciano et al. (2019).

44  Frequéncias naturais e modos de vibracao

Segundo Rao (2009), vibragdo ou oscilagdo € qualquer movimento que se repita

ap6s um intervalo de tempo. A vibragdo pode ocorrer em duas situacdes: vibracdo livre e



49

vibragdo for¢ada. A vibracao livre ocorre quando nenhuma forca age sobre o sistema, enquanto
vibragdo forcada acontece quando o sistema estd sujeito a uma forca externa. Outra
classificac@o para vibragao é se ela € amortecida ou ndo amortecida. Caso haja perda/dissipacao
de energia por atrito ou outra resisténcia durante a oscilagdo, trata-se de vibracdo amortecida,
caso contrério, serd vibracao nao amortecida.

As acdes dinamicas podem ser classificadas em acdes periddicas, impulsivas e
acoes sismicas. O foco deste trabalho sdo os movimentos periddicos, em que se caracterizam
por apresentarem um comportamento ciclico. Dessa forma, um exemplo classico de sistemas
com um grau de liberdade dinamico € o sistema massa-mola que foi descrito por Rao (2009) e

Chopra (1995), em que a equacdo de equilibrio € dada por:

mii(t) + cu(t) + ku(t) = p(t) (82)
em que m é a massa do corpo em movimento, ¢ € a constante de amortecimento viscoso, k € a
rigidez da mola, ii(t) € a aceleracdo, 1u(t) € a velocidade, u(t) é o deslocamento e p(t) é uma
forca de excitacdo exercida sobre o corpo. Quando a forca de excitacdo € nula, diz-se que a
vibragdo € livre. Em caso de vibracdes livre em sistema ndo amortecido a Eq. (82) pode ser

expressa como:

mii(t) + ku(t) =0 (83)

em que a resposta representa um movimento harmonico simples e o deslocamento é dado por:

u(t) = Acos(wt) (84)
onde A é amplitude e w € a frequéncia de oscilagdo.

No entanto, as estruturas sdo consideradas como modelos continuos, em que os
problemas que envolvem comportamento mecanico sdo solucionados com discretizagdo dos
modelos continuos. Essa discretizacdo generaliza o modelo de um grau de liberdade para
multiplos graus de liberdade. Chopra (1995) utiliza um sistema simples de um edificio de dois
pavimentos para apresentar um sistema com dois graus de liberdade e posteriormente
generalizar para multiplos grau de liberdade. Assim sendo, a equacio de equilibrio apresentada

para um grau de liberdade na Eq. (82) é mostrada a seguir para multiplos graus de liberdade:

Mii + Ca + Ku = P(t) (85)
onde M é a matriz de massa, C é a matriz de amortecimento, K € a matriz de rigidez, P(t) é o
vetor de carga, i1 é o vetor de aceleracdo, ué o vetor de velocidade e u é o vetor de
deslocamento.

Os vetores de velocidade e aceleracao podem ser obtidos a partir da Eq. (52) como:
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u = Ru, (86)
ii = Ru, (87)
e a matriz de massa é dada por:
M= f RTMRdA. (88)
A

Como feito para um grau de liberdade, considerando vibragdo livre e sem

amortecimento para multiplos graus de liberdade, resultando:

Mii + Ku = 0. (89)
A solugido para a Eq. (89) ird resultar em um problema de autovalores generalizados,
com o objetivo de encontrar o autopar (4,, u,) no n-€simo modo de vibragdo, sendo autovalor

A e autovetor u. O autovalor € dado como:
— 2
An = wy (90)
em que w, ¢é a frequéncia natural do n-ésimo modo de vibragdo, sendo representada como:

w = 2nf. oD
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5 FERRAMENTA DE MODELAGEM ISOGEOMETRICA

A dificuldade da AIG estd baseada no pré-processamento de dados para modelagem
das NURBS na andlise estrutural. Dessa forma, sistemas CAD tem grande importancia na
andlise de estruturas, pois sdo utilizados como ferramentas de pré-processamento de dados da
geometria do modelo.

Como a AIG é um método computacional desenvolvido recentemente, nao existe
uma grande disponibilidade de softwares comerciais como ocorre com o MEF, sendo mais
comum softwares académicos como o FAST. No entanto, para melhor utilizacdo do FAST, é
necessdrio o uso de uma ferramenta de pré-processamento de dados para AIG.

Alguns softwares utilizam a formulacio NURBS para modelagem geométrica
bidimensional e tridimensional. Perduta & Putanowicz (2019) discutem algumas ferramentas e
artificios populares usados para pré-processamento de dados para AIG. Baseado nisso, foi
realizado uma pesquisa de diversos softwares CAD, pelo qual foi feita uma avaliagdo de cada
um com a finalidade de se verificar critérios como custo, acessibilidade dos dados das NURBS

e comunicacao entre os arquivos gerados de saida e arquivos de entrada no FAST.

5.1 Softwares de pré-processamento de dados

Nesta se¢do serd mostrado alguns softwares de sistema CAD populares com
facilidade em modelagem da geometria em NURBS, indicando algumas caracteristicas que os

fazem ser possiveis na utilizacdo como ferramenta de pré-processador de AIG.

5.1.1 Inkscape

Inkscape € um software livre de edi¢do de grafico vetoriais. Ele pode ser usado
como uma ferramenta de pré-processamento ao gerar arquivos SVG (scalable vector graphics),
obtendo dados de curvas de Bézier que podem ser analisados. A Figura 22 mostra uma curva
desenhada utilizando o Inkscape e a Figura 23 mostra uma ilustracdo de uma Ferrari de Gilles

Pinard no qual foram utilizadas técnicas que dao destaque a imagem.



Figura 22 - Curva desenhada no Inkscape

Fonte: autor

Figura 23 - Screenshot de uma Ferrari modelada no Inkscape
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No entanto, na criacdo de superficies, foco deste trabalho, por serem criadas através

de caminhos, ndo € possivel a modelagem de superficies de Bézier utilizando esse software.

Uma forma de realizar esse procedimento seria descrever as bordas das superficies utilizando

curvas de Bézier e em seguida interpolar os dados para encontrar os pontos internos.



53

5.1.2 Blender

Blender ¢ um software livre de criacdo 3D bastante utilizado em modelagem,
animacdo, renderizacdo, simulacdo e em ferramentas de produgdo de videos e jogos. Este
software fornece suporte para modelagem B-Rep com malhas poligonais e algumas ferramentas
NURBS, mas o modelo € essencialmente poligonal com bordas retas. A Figura 24 mostra um
exemplo de modelos desenhado no software, pelo qual a partir de da malha sdo usadas texturas
para criacdo da imagem.

Figura 24 - Modelo desenhado no Blender
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Fonte: Site do Blender 2.80 (2019)

Dessa forma, modelos adequados para AIG niao podem ser completamente gerados
no Blender. No entanto, Perduta & Putanowicz (2019) sugere a combinacdo do uso do Blender
com Python e Asymptote, uma linguagem orientada a graficos vetoriais usada na preparacao de
ilustracOes cientificas. A fun¢@o do Blender serd gerar uma malha poligonal que descreve a
topologia da decomposi¢do do dominio geométrico em patches, no qual Python facilitard a
leitura dessas informagdes no Asymptote (Asymptote 2.59, 2019), onde serd criado um script
que leia a malha dos patches e sobreponha a geometria do dominio modelado nos vértices da

malha, aresta e faces.

5.1.3 AutoCAD

AutoCAD ¢ bastante conhecido dentre os diversos softwares CAD de modelagem
2D e 3D. Ele pode ser usado como ferramenta de pré-processamento de AIG por suportar

modelagem NURBS para criagdo de curvas e superficies. A Figura 25 mostra exemplos de
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curvas feitas no software. Os modelos podem ser salvos em formato de arquivo bindrio padrdao
(DWG) ou ASCII (DXF) e exportados em IGES, sendo facilmente acessados os dados das
NURBS.

Figura 25 - Curva NURBS construida no AutoCAD

Fonte: autor

As curvas NURBS no AutoCAD podem ser criadas ajustando-as a pontos de dados
ou modelando curvas com pontos de controle. Além disso, o programa possui ferramentas de
reconstru¢do de curvas adicionando pontos de controle, modificando suas posi¢cdes ou alterando
o peso e elevando o grau da curva.

No entanto, no que diz respeito a AIG, garantir a continuidade entre os patchs de
uma superficie gerada no AutoCAD seria realizada com mais dificuldade de se comparada ao
que foi feito com Rhino, como serd visto mais adiante. Isso se dd porque o acesso dos dados

das NURBS seria feito através de arquivos IGES.

514 GiD

O GiD é um pré e pods-processador universal para simulacdes numéricas,
apresentando recursos de pré e pds-processamento e visualizacio de resultados para AIG de
dados de geometrias de NURBS. Ele possui recursos para converter qualquer malha de
superficie em superficie NURBS. Além disso os dados do modelo podem ser importados e

exportados em arquivos de varios formatos (IGES, STEP, DXF, Rhino). Um fator que
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dificultou a escolha do GiD se deu ao fato de ndo ser um software livre e com versao de teste

vélida por apenas 30 dias.

5.1.5 Rhinoceros

O Rhinoceros € um software especialmente projetado para modelagem em NURBS,
no qual os modelos sdo preparados em 3DM, mas podem ser facilmente exportadores em IGES
e de fécil acesso aos dados das NURBS.

A geometria do modelo criado no Rhino pode ser facilmente modificada. Além
disso, este software possui uma série de vantagens quando usado como ferramenta de pré-
processamento de AIG, como disponibilidade no acesso aos dados das NURBS: mudanca nos
pontos de controle, modificacdes nos vetores knots e elevacao de grau das funcdes base.

Outro fator interessante do Rhino é o suporte dado para linguagens de script,
utilizando este recurso € possivel escrever cddigo em Python para pré-processamento de dados,
gerando um arquivo de saida com as informacdes do modelo. Por fim, o Rhino possui uma
versdo de teste disponivel por 90 dias, pelo qual foi possivel aprofundar-se na utilizacdo do

software.

5.2 Rhinoceros como ferramenta de pré-processamento de AIG

Dentre os softwares mencionados anteriormente, o adotado foi o Rhinoceros, sendo
ele o mais comum na comunidade académica no uso de ferramenta como pré-processamento
de AIG, como o Kiwi!3D (Kiwi!3D version BETA 0.3.0, 2019) que é um plug-in para
Grasshopper (linguagem de programacdo para geracdo de modelos tridimensionais no
Rhinoceros) e Rhinoceros, no qual realiza AIG.

Utilizando o Python Script no Rhino, foi criado um c6digo no qual gera um arquivo
.msh contendo todas as informag¢des da geometria do modelo, como as coordenadas dos pontos
de controle, peso dos pontos de controle e knot span. A seguir esta listado os passos necessarios
para criagdo de um arquivo de entrada para anélise de uma placa no FAST utilizados no Rhino:

1) Como o foco deste trabalho € a andlise de placas, o primeiro passo € a criagio

de superficies NURBS no Rhino que pode ser feita de duas maneiras: com a
criacdo de curvas e posteriormente a de superficies a partir dessas curvas ou a
criacdo de superficies de imediato;

2) Elevar o grau das fungdes a partir da direcao indicada;
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3) Inserir os knots nas dire¢cdes indicadas;
4) Executar a rotina escrita em linguagem Python para conversdao do modelo
NURBS para o formato *.msh, na pasta a ser selecionada pelo usudrio.
Os trés primeiros topicos anteriores sdo representados pela superficie criada no
software como mostra a Figura 26, enquanto a Figura 27 mostra o cédigo na tela do
EditPythonScript. Exemplos mais detalhados de criacio de modelos com um dnico patch e

multiplos patchs serdo mostrados em secdes posteriores desse capitulo.

Figura 26 - Area de trabalho do Rhinoceros com superficie modelada
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Fonte: autor

Figura 27 - EditPythonScript
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O arquivo .msh contém todos os dados da geometria do modelo, no entanto para
realizacdo da andlise € necessdrio acrescentar as condi¢des de contorno, carregamento, tipo de
andlise e material. Apesar de ser possivel realizar este procedimento manualmente, exigiria um
esforco exagerado. Outra maneira seria modificar o cddigo em Python para utilizacdo de
diferentes layers ao longo das curvas e superficies que pudessem ser lidas e indicadas como
carregamento, condi¢des de contorno e material.

No entanto, no laboratorio foi desenvolvido um software chamado FAST ModDef,
no qual pode-se ler um arquivo .msh com os dados geométricos, no qual se torna possivel
acessar o modelo, tanto para AIG quanto para MEF, para entdo aplicar os atributos. A Figura
28 mostra uma superficie criada no Rhinoceros, mas acessada no FAST_ModDef pronta para

ter atributos associados ao modelo.

Figura 28 - Superficie no FAST_ModDef
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No caso de NURBS, os pontos de controle podem ser selecionados para aplicar as
condi¢des de contorno e os elementos para adicionar carregamento. Além disso, no
FAST_ModDef também € possivel adicionar as caracteristicas do material, secdo transversal e
o tipo de andlise. Por fim, serd gerado um arquivo .dat, que € o arquivo de entrada para o FAST,
pronto para realizacdo da AIG. Exemplos de criagdo de modelos e associa¢do de atributos

utilizando o FAST_ModDef sd@o mostrados nas secdes seguintes.
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5.2.1 Criagdo de modelo com um iinico patch

Esta se¢do tem como finalidade de mostrar a criacdo de modelos de superficies com
um Unico patch no Rhinoceros, elevar o grau das funcdes de base e inserir knots, para
posteriormente ser criado o arquivo msh da geometria do modelo e aberto no FAST_ModDef
para associar os atributos para uma posterior andlise estrutural. Os passos adotados serdao os
mesmos mencionados anteriormente, mas agora com mais detalhes no uso do software
Rhinoceros.

O primeiro exemplo € mostrado na Figura 29. O primeiro passo para criagdo do
modelo € criar a superficie. Para este exemplo a superficie pode ser criada a partir de curvas
que limitam seu interior e em seguida criar superficie a partir dessas curvas.

Figura 29 - Superficie criada no Rhinoceros

Fonte: autor

As curvas da Figura 29 s@o dadas a partir da criagdo de duas curvas retas e dois
arcos, como ¢ mostrado na Figura 30, utilizando as ferramentas disponiveis na barra de
comandos de curvas no Rhinoceros como € mostrado na Figura 31. Além disso, os pontos de
entrada para criacao destas curvas podem ser adicionados a partir das coordenadas dos pontos

exigidos pelos comandos, como é mostrado na barra de comandos da Figura 32.
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Figura 30 - Processo de constru¢do das curvas de uma superficie

a) Criacdo do primeiro arco b) Criacdo do segundo arco

¢) Criagdo da primeira reta d) Criacdo da segunda reta

Fonte: autor

Figura 31 - Barra de comando das curvas no Rhinoceros
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Figura 32 - Barra de comandos do Rhinoceros
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Fonte: autor

Com as arestas do modelo criadas, € possivel criar a superficie utilizando o
comando da Figura 33, pelo qual selecionando de duas a quatro curvas, cria-se uma superficie.
Em seguida, as curvas podem ser excluidas, sobrando apenas a superficie.

Figura 33 - Barra de comando de superficies no Rhinoceros — cria¢do de superficies a partir
de 2, 3 ou 4 curvas
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Fonte: autor

Em seguida, para elevar-se o grau da superficie, clica-se no topico Edit e depois
Change Degree (Figura 34), no qual seré pedido para selecionar a superficie e em seguida para

digitar o nimero do grau desejado, conforme mostrado na barra de comandos da Figura 35.
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Figura 34 - Mudancga de grau da superficie NURBS
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Fonte: autor

Figura 35 - Barra de comando com mudanga de grau da superficie
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Fonte: autor

Feito isso, o préximo passo € a insercao de knots clicando no tépico Edit, seguido

de Control Points, e, finalmente Insert Knot, como € mostrado na XXX.



62

Figura 36 - Insercdo de knots em uma superficie NURBS
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Fonte: autor

Ao selecionar essa opcdo, € interessante notar que o Rhinoceros fornece algumas
opcdes de ferramenta como € mostrado na Figura 37, pelo qual € seleciona-se a direcdo a ser
inserido os knots e simetria entre eles.

Figura 37 - Barra de comandos de inserc¢do de knots no Rhinoceros

Command: _InsertKnot

Select curve or surface for knot insertion

Point on surface to add knot, Press Enter when done ( Automatic Midpoints=MNo Symmetrical=Ne Direction=U Toggle : M

Point on surface to add knot, Press Enter when done ( Automatic Midpoints=Yes Symmetrical=No Direction=U Toggle): 5

Point on surface to add knot. Press Enter when done ( Autornatic Midpoints=Yes Symmetrical=VYes Direction=U Toggle ):

Fonte: autor
Feito isso, € interessante analisar a malha do modelo selecionando a opg¢ao de
mostrar os pontos de controle clicando F10 como mostra a Figura 36. Com isso a Figura 29

passar a ser mostrada conforme a Figura 38.
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Figura 38 - Superficie refinada no Rhinoceros

Fonte: autor

O passo seguinte € digitar EditPythonScript na barra de comandos para abrir o
cddigo em Python mostrado na Figura 27 e entdo submeter para geracdo do arquivo msh dentro
da pasta do FAST_ModDef. Finalmente serd aberto esse arquivo no FAST_ModDef de maneira
semelhante a superficie mostrada na Figura 28, no qual serd selecionados os pontos de controle
que terdo as condicdes de contorno adotadas, as arestas que receberdo o carregamento € 0s
elementos para adicdo do material. O material € criado adicionando suas propriedades e o tipo
de analise também deve ser selecionada. Com isso, o arquivo € salvo em formato .dat e estara
pronto para ser realizada anélise no FAST.

Um outro exemplo, uma placa quadrada (Figura 39), pode ser feita da mesma forma
como a superficie do exemplo anterior ou criar a superficie diretamente, ndo sendo necessaria

a criacao das curvas de arestas.
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Figura 39 - Superficie de placa quadrada

Fonte: autor

Essa forma se d4 selecionando a op¢do da Figura 40 pelo qual cria uma superficie
quadrada a partir da selecdo de dois pontos que podem ser adicionados através das coordenadas
na barra de comandos conforme Figura 41.

Figura 40 - Barra de comando de superficies no Rhinoceros — cria¢do de superficies a partir
de 2 pontos

N S ANV A ES IR () = )
SrOasansANGANY O HE

Fonte: autor

Figura 41 - Barra de comando com entrada dos pontos para criagdo da superficie

Command: _Plane

First corner of plane { 3Point Vertical Center AroundCurve Deformable ): 0,0
Other corner or length ( 2Point ): 2,2

Command:

Fonte: autor
Os passos seguintes desse modelo sdo semelhantes ao mencionados anteriormente
como elevagao de grau (Figura 34), insercdo de knots (Figura 36) e geracdo do arquivo msh
utilizando o c6digo em Python (Figura 27). O resultado do modelo é mostrado na XXX. Feito
1sso, resta apenas associar os atributos no FAST_ModDef para entdo realizar as anélises no

FAST.
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Figura 42 - Superficie de placa quadrada ap6s refinamento

S ———

Fonte: autor

5.2.2 Criagdo de modelo com mais de um patch

Na sec¢do anterior foi mostrado exemplos de modelos criados no Rhinoceros com
um unico patch. No entanto, formas mais complexas sdo melhores representadas para AIG
utilizando modelos com multiplos patchs. Esse topico busca mostrar como € criado o arquivo
msh de um modelo com multiplos pacths feito no Rhino.

De maneira semelhante como para modelagem de formas com um patch como
foram feitos anteriormente, nesse exemplo cada patch € feito de separadamente. Apds a criacdo
dos patchs eles sdo alocados juntos utilizando o comando Move do Rhino para mové-los. A
Figura 43 mostra os diferentes patchs desse exemplo e o modelo final apés a unido deles.

A elevacdo de grau e insercdo de knots da superficie sdo feitas individualmente para
cada patch. Um passo importante na modelagem de superficies com multiplos patchs como
essa € usar o comando Join do Rhinoceros, reconhecendo os multiplos patchs como uma
Polysurface e garantindo a continuidade entre os patchs.

Finalmente, para concluir o arquivo de andlise no FAST, basta realizar o restante

do processo que foram feitos para as superficies com unico patch como mostrado anteriormente.



Figura 43 - Superficie com multiplos patchs

a) Primeiro patch

c) Terceiro patch

b) Segundo patch

66

Fonte: autor

d) Superficie com multiplos patchs
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6 EXEMPLOS NUMERICOS

Neste topico sdo apresentados exemplos de modelos isogeométricos utilizando o
cddigo em Python, a partir do qual € possivel gerar um arquivo de saida com o conjunto de
dados da geometria desenhada no Rhinoceros. Feito isso, foram realizadas andlises de exemplos
numéricos obtidos no FAST e validadas com resultados presentes na literatura e utilizando
elementos finitos. Com isso, foram abordados exemplos de andlise de placas tanto com um

unico patch quanto com multiplos patchs, considerando placas homogéneas, laminadas e FGM.

6.1  Cilindro submetido a pressao interna

O primeiro modelo, baseado na dissertacdo de Barroso (2015), trata-se de um
cilindro espesso de material isotrépico submetido a pressao interna. O raio interno e externo
desse cilindro s@o 0.20m e 0.35m, respectivamente, com comprimento de 1.00m. Com isso, foi
realizado uma andlise linear desse cilindro submetido a pressdo interna, conforme mostrado na

Figura 44.

Figura 44 - Cilindro submetido a pressdo interna

s

i
4

Fonte: Barroso (2015)

A fim de se verificar os resultados, comparando com a solu¢do analitica (Solucao
de Lamé) mostrada na dissertacdao de Barroso (2015), elevou-se o grau da func¢do para cibica,
e, em seguida, discretizou-se a malha em 4 elementos (2x2), 9 elementos (3x3) e 16 elementos

(4x4). A Figura 45 mostra o modelo inicial e o modelo refinado (4x4) de grau cubico.
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Figura 45 - Modelos isogeometricos do cilindro

a) Modelo inicial b) Modelo refinado (p =3 e 4x4
elementos)

Fonte: autor

A Solucdo de Lamé é dada em coordenadas polares por:

) = 1-v R? +1+v R?R? € [R.R.] ©2)
WWOS\TE rRz—r?'TE RZ-RD)r)P TETe
(RZ —r*)R?
0,(r) = —p—--—— 93)
r P (RZ = RP)r2
RZ +1?)R}
oe(r) = — (Re + 7 )R; (94)

onde u(r) é o deslocamento radial, R, é o raio externo do cilindro, R; é o raio interno do
cilindro, a,-(r) € a tensdo radial e g, (r) € a tensdo circunferencial.

Foi adotado para as propriedades do material: médulo de elasticidade de 10® N/m2
e coeficiente de Poisson de 0.2. A pressdo interna atribuida a esse cilindro foi de 10 N/mz2.
Assim sendo, comparou-se os resultados obtidos para o deslocamento radial em r =
0.2m para este exemplo com refinamento k passando para grau cubico e inserindo os knots
obtendo os resultados mostrados na Tabela 2, anulando as diferengas em uma malha de 16

elementos. As diferengas foram calculadas por (Analitica — AIG)/Analitica.
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Tabela 2 - Resultados do cilindro submetido a pressdo interna

Resultado (2x2) (3x3) (4x4)
Deslocamento no centro 3.06845E-06 4.33285E-06 4.33939E-06
Dif(%) -41.42% -0.15% 0.00%
Analitico 4.33939E-06

Fonte: autor
Com isso, utilizando a malha mais refinada, verificou-se as tensOes radial e
circunferencial ao longo do raio do cilindro como é mostrado na Figura 46 e Figura 47, em
N/m?2, obtendo excelentes resultados.

Figura 46 - Gréfico de tensao radial do cilindro em N/m?

—o—Lamé ——IGA

4,0
2,0
0,0
-2,0
-4,0
-6,0

-8,0

-10,0

-12,0

Fonte: autor

Figura 47 - Gréfico de tensao circunferencial do cilindro em N/m?

——Lamé —E—IGA
21,0

19,0
17,0
15,0
13,0
11,0

9,0
0,2 0,23 0,26 0,29 0,32 0,35

Fonte: autor
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6.2 Laminado simplesmente apoiado submetido a carga uniformemente distribuida

O segundo exemplo numérico foi utilizado um compdsito laminado, composto de
quatro camadas, ou laminas, apresentando angulos de laminacdo de 0° e 90°, ou seja, um
laminado cross-ply e simétrico da seguinte configuragdo [0°/90°/90°/0°] mostrado na Figura

48.
Figura 48 - Placa laminada [0/90]s

Fonte: autor

Com isso, aplicou-se esse compdsito como uma placa quadrada (4m x 4m)
simplesmente apoiada e submetida a carga uniformemente distribuida de 1.0 kN/m?2, cuja
espessura de cada camada € de 0.0005 m. As propriedades consideradas do material da lamina
sdo: E1 =25.0 GPa, E> = 1.0 GPa, E3=1.0 GPa, G12 = G13 = G23 = 0.5 GPae vi2 = 0.25.

Diante das condi¢des de contorno da placa retangular, para solucdo analitica fez-se
uso da solu¢do de Navier (REDDY, 2004), em que o deslocamento é expandido em um valor

trigonométrico duplo (série de Fourier):

= mmx nmy
Wy = z z Wi sen(—=)sen(—>) 95)
n=1m=1
Won 3’"" 06)
mn
16q0
mn = Tamm &7
7'[4
dyn = 57 [Duim?*s* + 2(Dy; + 2Dge)m?n?s? + Dyn’] ©8)
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A Eq. (95), dada as condi¢des de contorno da placa simplesmente apoiada, satisfaz
essas condic¢des para cdlculo da solugdo analitica da deflexdo transversal. Assim sendo, a Eq.
(96) representa o valor de W,,;, que sdo coeficientes a serem determinados, em que a flexdo
estdtica, na auséncia de efeitos térmicos e no plano de forcas da placa laminada, € satisfeita em
todos os lugares do dominio da placa.

O coeficiente Q,,, varia para cada tipo de carregamento, no caso da carga
distribuida uniformemente, esse coeficiente € representado pela Eq. (97). Por fim, na Eq. (98),
o termo s representa a propor¢do da placa dada pela razao b/a e os termos denotados por D sdao
retirados da matriz D, ou seja, da matriz de rigidez a flexdo do laminado, em que essa matriz é
calculada fazendo-se uso de um programa feito em linguagem de MATLAB. Com isso, foi
criado um outro programa em MATLAB que realizasse os célculos dessas equagdes, obtendo-
se os valores de deflexdes maximas.

Na analise utilizando Método dos Elementos Finitos, criou-se um modelo no
software ABAQUS, para entdo obter-se as deflexdes maximas no centro da placa, variando a
discretizagdo da malha do modelo. Neste modelo foi utilizado elemento de casca com
integracdo reduzida S8R.

Por fim, assim como foi feito no exemplo do cilindro, para este modelo foi criado
um modelo isogeométrico utilizando o Rhinoceros e o FAST_ModDef. Com isso, elevou-se o
grau da fungdo para cubica e em seguida discretizou-se a malha em 4 elementos (2x2), 16
elementos (4x4), 64 elementos (8x8) e 256 elementos (16x16), para estudar a convergéncia da
andlise isogeométrica. O modelo inicial com fungdes lineares e modelo refinado com func¢do

cubica e 16 elementos sdo representados na Figura 49.
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Figura 49 - Modelos inicial e refinado de placa quadrada

a) Modelo inicial b) Modelo refinado (p=3 e 4x4
elementos)

Fonte: autor

Em seguida, com os dados da geometria do modelo, adicionou-se as condi¢des de
contorno da placa simplesmente apoiada. Finalmente, os resultados obtidos para MEF (S8R) e
AIG (p =3), com integracao reduzida e completa, sdo comparados com a solucdo de Navier (-
2.174977E+02 m) e mostrados na Tabela 3. Observa-se que os resultados convergem para a
solugdo analitica a medida que a discretizacdo é melhorada, como esperado, tanto para AIG
quanto MEF. Essa observacdo € melhor observada no gréfico da Figura 50 em que os valores
sdao normalizados em relacdo a solugdo analitica.

Tabela 3 - Resultados da placa laminada

Resultado (2x2) (4x4) (8x8) (16x16)
MEEF (S8R) -2.14259E+02  -2.02064E+02  -2.17580E+02 -2.17572E+02
Diferenca 1.49% 7.10% 0.04% 0.03%
AIG (integracdo completa) -1.77929E+02 -1.87086E+02 -2.17234E+02 -2.17641E+02
Diferenca 18.19% 13.98% 0.12% 0.07%
AIG (integracdo reduzida) -1.78311E+02 -1.91094E+02 -2.17876E+02 -2.17597E+02
Diferenca 18.02% 12.14% 0.17% 0.05%

Fonte: autor
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Figura 50 - Grafico de resultados da placa laminada
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Fonte: autor

6.3  Estabilidade de placa com furo circular central

Neste exemplo serd analisado o comportamento de uma placa simplesmente
apoiada com furo central. A andlise dessa placa serd realizada para material isotrépico e FGM.
Primeiro com material isotrépico, foi criado o modelo da placa com furo dividida em 8 patches,
com tamanho do lado a = 100 mm, didmetro do furo d = 20 mm e espessura de 0.001m,
conforme € mostrado na Figura 51.

Figura 51 - Divisdes de Patchs da placa com furo circular central

c

Patch 1 Patch 2

Patch 8 Patch 3

Patch 7 Patch 4

Patch 6 Patch 5

D

Fonte: autor
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As condi¢des de contorno adotas foram w = 0 em todos os lados,v =0em AeBe
u=0em C e D de acordo com a Figura 51. A Figura 52 mostra o modelo isogeométrico inicial
e refinado cibico e com malha de 4x4 elementos em cada patch. O modelo final utilizado na
andlise possui grau cibico e malha de 16x16 elementos em cada patch, constituindo-se assim
com 2736 pontos de controle e 2048 elementos. As propriedades do material sdo mddulo de
elasticidade E = 210 GPa e coeficiente de Poisson v = 0.3.

Figura 52 - Modelo isogoemétrico da placa com furo circular central

a) Modelo inicial

elementos)

Fonte: autor

O resultado da carga critica para esse tipo de problema ndo possui solu¢do analitica.
No entanto, criou-se um modelo utilizando MEF no ABAQUS, discretizado em 10000
elementos, conforme a malha mostrada na Figura 53, utilizando elemento de casca S8R,
obtendo o resultado com a finalidade de comparar com a AIG com integracdo completa e
reduzida. Além disso, também se comparou com o resultado obtido por Singh et al (2012), que
usa uma técnica de elementos finitos para resolver problema de flambagem da placa usando um
elemento quadrilateral de oito nds e cinemética da placa baseada na Teoria de Reissner-Mindlin,
normalizando com N,,.a?/Eh3.

Os resultados obtidos sdo mostrados na Tabela 4, obtendo resultados idénticos de
MEF e AIG. Observa-se que tanto para uma integracdo reduzida, quanto integracao completa
apresentam o mesmo resultado, isso pode acontecer para malhas bem discretizadas. Em

seguida, sera realizado a andlise dessa placa para material FGM.
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Tabela 4 - Resultados para placa isotrépica com furo central

MEF (S8R) AIG (reduzida) AIG (completa) Singh (2012)
3.15 3.15 3.15 3.15

Fonte: autor

Figura 53 - Discretizag¢do da placa com furo central pelo MEF

Fonte: autor

Utilizando o material FGM, constituido por metal (£, = 70 GPa) e ceramica (E. =
380 GPa) e considerado o coeficiente de Poisson constante ¢ v = (.3, algumas altera¢des na
geometria dessa placa serdo realizadas, mas mantendo a mesma discretizacdo da malha. Agora
se tratard de uma placa quadrada com lado a = 10m, espessura & = 0.1m e raio do furo r = Im
e engastada conforme realizado por Auad et al (2019), cujo cinematica do modelo € baseada na
Teoria de Reissner-Mindlin. Os resultados da AIG foram comparados com os resultados do
METF, utilizando elemento S8R, para diferentes expoentes de variacdo de volume, mostrados na

Figura 54, para os parAimetros normalizados com N,.a?/Eh3.
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Figura 54 - Coeficientes de flambagem para diferentes expoentes

MEF IGA
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Fonte: autor

Os resultados apresentaram a mesma tendéncia, porém se distanciando um pouco a
medida em que se aumentou o expoente de variacdo de volume. Além disso, a tendéncia da
curva mostra que medida em que se aumenta o expoente de variacdo de volume, diminui-se os

coeficientes de flambagem.

6.4  Vibraciao em placa com furo em forma de coracao

Este exemplo consiste na andlise de vibragdo de uma placa quadrada com um furo
em forma de coragdo e simplesmente apoiada (w = 0 em todos os ladoseu=v=0em Ae B da
Figura 55) e divididas em 8 patchs, cujas dimensdes sdo mostradas e divisdes dos patchs no
modelo isogeométrico sdo mostrados na Figura 55, com material isotrépico e compodsito

laminado.
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Figura 55 - Placa com furo em forma de coragdo
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a) Dimensoes da placa b) Divisdes dos patchs

Fonte: autor

Primeiro realizou-se a anélise dessa placa com um material isotropico, verificando

o autovalor do primeiro modo de vibragcdo. Para tanto, utilizou um parametro adimensional

dado por:
1
Q- ((uzpta‘*>Z (99)
D
em que:
Et?
D = 201 =) (100)

Para isso, fez-se uso do refinamento k para elevar o grau da func¢do inicial para
quadratica e cubica, seguida de inser¢do de knots dividindo cada patch em 64 elementos (8x8),
conforme Figura 56. O modelo quadratico foi composto por 720 pontos de controle, enquanto

o modelo cubico foi composto por 880 pontos de controle, ambos com 512 elementos.
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Figura 56 - Modelo isogeométrico de placa quadrada com furo em forma de coragdo
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Fonte: autor

As propriedades do material utilizado para essa andlise sdo: E = 200 GPa, p = 8000
kg/m3, v = 0.3 e espessura t = 0.05 m. Por se tratar de um exemplo que ndo possui solugdo
analitica, os resultados obtidos da AIG, com integracao reduzida e completa, foram comparados
com os resultados obtidos pelo MEF em um modelo realizado no ABAQUS, utilizando
elemento S8R e elemento SRTI65 (elemento de casca fina triangular de 6 nds, usando 5 graus
de liberdade por nod), e, com resultados obtidos por Liu et al (2018), no qual utiliza malha
triangular com alta resolu¢do e manutengdo da geometria das curvas NURBS de entrada, no
qual uma formulac¢do de placa de Kirchhoff € implementada no algoritmo. Os resultados obtidos
sdo mostrados Tabela 5.

Tabela 5 - Resultados da placa isotropica com furo em forma de coracao

Andlise  AIG (reduzida) AIG (completa) MEF Liu et al
Malha Quadrdtica Ctbica Quadrdtica Cidbica S8R SRTI65 (2018)
Q 49087 4.9058 49175 49060 4.8992 49041  5.0386

Fonte: autor
Com isso, observa-se que os resultados obtidos através da AIG e do MEF com
material isotrépico estdo proximos entre sim, com uma diferenca maior em relacdo aos
resultados obtidos por Liu et al (2018). Tanto o elemento SRTI65 do ABAQUS quanto a
formulacdo utilizada por Liu et al (2018) sdo baseados em teorias de casca fina, ao contrario da
formulacao utilizada na AIG para este trabalho. No entanto, mesmo com formulacdes de teorias
diferentes, os resultados do elemento SRTI65 ficam mais préximos dos resultados da AIG com

fungdes de base cubica realizada nesse trabalho do que os resultados obtidos por Liu et al
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(2018). O fato de terem teorias diferentes e com resultados préximos se déd pela espessura da
placa ser muito fina, ndo gerando um valor significativo no termo referente ao efeito do
cisalhamento.

Com relacdo a integracdo reduzida e completa da AIG, a diferenga é muito pequena
pois se trata de uma malha ja bem discretizada. Além disso, ndo houve uma grande diferenga
ao elevar-se o grau das fungdes, isso acontece por causa do nimero de knot spans ser um valor
consideravelmente bem discretizado.

Em seguida, a andlise foi realizada com material compdsito laminado cujas
propriedades sdo dadas com: razdes entre os mddulos de elasticidade Ei/E> = 2.45 e Gio/Er =
0.48, coeficiente de Poisson vi2 = 0.23 e densidade p = 8000 kg/m3. A espessura da placa foi de
h = 0.06 m, sendo composta por trés laminas de 0.02 m cada, dispostas em diferentes
orientagdes, formando laminados cross-ply e angly-ply. Neste caso, as frequéncias naturais

foram normalizadas segundo o parametro:

1

w?pha*\?
= — (101)
i=(+55)

em que:

B E.h3
12(1 — vipv,1)

Os resultados obtidos para AIG com integracao reduzida e completa, utilizando as

D (102)

mesmas condi¢cdes de contorno mencionadas anteriormente e malha, destes modelos foram
comparados pela AIG feita por Shojaee et al (2012), no qual também utilizou modelos
quadraticos (880 pontos de controle e 640 elementos) e cibicos (576 pontos de controle e 192
elementos) baseada na Teoria Cldssica de Placas, representados por IGA-Q e IGA-C,
respectivamente. Vale ressalvar que os resultados obtidos por Shojaee et al (2012) foram

comparados com resultados ja obtidos na literatura. As comparacdes sdo mostradas na Tabela

6.



80

Tabela 6 - Resultados da placa laminada com furo em forma de coracdo

MEF AIG (Completa) AIG (Reduzida) Shojaee et al (2012)

Laminagao . . " e
S8R SRTI65 Quadratica Cubica Quadratica Cubica IGA-Q IGA-C

(0°,0°,0°) 17.786  17.837 17.907 17.835 17.856  17.833  18.288 18.194

(15°,-15°,15°) 18.663 18.718 18.385 18.300 18.324  18.299 19.020 18.912

(30°,-30°,30°)  20.110  20.172 19.514 19.411 19.442  19.409 20.448 20.316

(45°,-45°,45°) 20.786  20.853 20.069 19.957 19992  19.955 21.128 20.982

(0°,90°,0°) 17.794  17.845 17.916 17.843 17.865 17.842  18.284 18.190

Fonte: autor

Os resultados obtidos para laminados cross-ply utilizando o elemento SRTI6S e
AIG, mesmo com formulacdes diferentes, como mencionadas anteriormente, estio bem
proximos. J4 para os laminados angle-ply, os resultados obtidos por Shojaee et al (2012) ficaram
bem préximos do elemento SRTI6S. Algumas diferencas podem ocorrer principalmente pela
malha adotada e o nimero de graus de liberdade e por terem sido utilizadas formulagdes de

teorias diferentes.
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7 CONCLUSOES

Neste trabalho foi realizado uma pesquisa de softwares CAD com formulagdo
NURBS com finalidade de se adotar algum como ferramenta de pré-processador de AIG para
o FAST. Dentre os softwares estudados, o escolhido foi o Rhinoceros, por ser o mais utilizado
no meio académico com essa finalidade, possuir suporte para linguagem de script em Python e
permitir o acesso em uma duragdo de trés meses.

Assim sendo, foi desenvolvido um c6digo em Python capaz de escrever um arquivo
tipo .msh, contendo todas as informacdes da geometria do modelo: pontos de controle e seus
respectivos pesos, knot spans e elementos. Este arquivo € utilizado no FAST_ModDef para
entdo ser adicionado os atributos da andlise como propriedades do material, condicdes de
contorno, carregamento e tipo de anélise a ser realizada, salvando o arquivo gerado em formato
.dat. Finalmente, com este arquivo € possivel a realiza¢do da AIG utilizando o FAST.

O co6digo abrange superficies 2D e 3D, porém o foco deste trabalho foi superficies
planas. Portanto, alguns exemplos numéricos foram realizados para validar o cddigo
desenvolvido no Rhino como ferramenta de pré-processamento de AIG no FAST, no qual toda
a modelagem geométrica é realizada no software, incluindo os tipos de refinamento.

O primeiro exemplo trata-se de um cilindro submetido a pressao interna de material
isotrépico, contendo um unico patch, no qual refinando o modelo para cubico e discretizando a
malha, os resultados foram convergindo para solucdo analitica, em que a diferenca se tornou
nula ja para uma malha de 4x4 elementos.

Em seguida, na andlise da placa submetida a carga uniformemente distribuida,
utilizou material compdsito laminado com solu¢do analitica e comparou os resultados obtidos
com o MEF. Assim como o exemplo do cilindro, os resultados convergiram a medida em que
se discretiza a malha do modelo.

Uma das principais vantagens da AIG em relacdo ao MEF € capacidade das NURBS
representarem de forma exata a geometria do modelo. Os dois ultimos exemplos buscaram-se
mostrar essa vantagem. Trata-se de placas quadradas com furos, em que através do MEF nao é
possivel representar de forma exata essa geometria, levando a uma discretiza¢do da malha com
muitos elementos para se obter bons resultados.

Para a placa com furo central circular foi realizada uma andlise de estabilidade que
ndo possui solucdo analitica. Dessa forma realizou-se primeiro a andlise com material
isotrépico, comparando com o MEF para uma malha com muitos elementos e graus de liberdade

e com resultados obtidos na Literatura. Observou-se que a malha adotada neste trabalho resulta
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em bons resultados. Com isso, utilizando esse modelo, realizou-se a mesma andalise com
material FGM, verificando que 2 medida em que se aumenta o expoente de variacao de volume,
diminui a carga critica.

Por fim, o dltimo exemplo numérico trata de uma placa com furo em forma de
coragdo, também sem solugdo analitica. Para este exemplo realizou-se a anélise dindmica para
obter as vibracdes dessa placa para material isotropico e laminado com diferentes orientacdes.
Os resultados obtidos foram comparados com resultados obtidos na Literatura e MEF, obtendo
valores aceitaveis.

Com isso, foram obtidos resultados que validam o cdédigo desenvolvido no
Rhinoceros como uma ferramenta de pré-processador para Andlise Isogeométrica no FAST de

placas tanto para material isotrépico quanto materiais compositos.
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