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praticadas com a humildade que provém da sabedoria."
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RESUMO

Neste trabalho, consideramos combinagdes afins de vetores de um espaco vetorial com espe-
ciais aplicacdes no ensino médio através da média aritmética ponderada e da desigualdade de
Jensen. Verificamos caracteristicas de transformacdes lineares de conjuntos especificos nos es-
pacos vetoriais como conjuntos convexos e variedades afins, através do nucleo e da imagem
das transformacgdes. Estabelecemos relagdes entre transformagdes afins, combinacdes afins e
transformacoes lineares. Discutimos a dimensao do hiperplano relacionando-o como variedade
afim. Vemos que todo subespaco vetorial de R” com dimensdo n — 1 é um hiperplano, assim
como o nucleo de um funcional linear.

Palavras-chave: Combinac¢do afim, Variedade Afim, Transformacdo Linear, Transformacgao
Afim e Hiperplano.
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ABSTRACT

In this paper, we consider combinations of related vectors of a vector space with special ap-
plications in high school through the weighted arithmetic mean and the Jensen inequality. We
observed characteristics of specific sets of linear transformations in the vector spaces as con-
vex sets and related varieties through the core and image transformations. Established relations
between affine transformations, combinations thereof and linear transformations. We discuss
the size of the hyperplane relating it as affine variety. We see that all of R™ vector subspace with
dimension n — 1 is a hyperplane, as the core of a linear functional.

Keywords: Combination order, Variety In order, Linear Transformation, Transformation In
order and Hyperplane.
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Capitulo 1
INTRODUCAO

O estudo de equagdes lineares, comum nos ensinos fundamental e médio € facilitado quando
se denota a no¢do geométrica. A dlgebra linear surgiu do estudo detalhado de sistemas de
equagdes lineares e utiliza de alguns conceitos e estruturas fundamentais da matematica, tais
como vetores, espagos vetoriais, transformagdes lineares e matrizes.

Instrumentos bésicos relacionados com a solucdo de sistemas de equagdes lineares datam
da antiguidade, como a elimina¢do de Gauss, por volta do século II, até os tempos atuais, com
os modernos programas de computadores.

A geometria analitica vetorial, que tem uma conotacdo mais algébrica, ajuda a mostrar o
quanto situagdes presentes na matemaética do ensino médio podem ser intuitivamente observadas
e posteriormente bem esclarecidas em um ambito formal generalizado.

A matemética no ensino médio tem carater aplicativo. E para torna-la uma disciplina mais
compreensivel, os professores devem levar aos alunos abordagens que vao do real até o imagi-
ndrio.

Este trabalho procura desenvolver uma abordadem vetorial simplista do ponto de vista da
algebra linear para mostrar ao aluno do ensino médio fatos especificos no plano ou no espago
utilizando nog¢des de espacos vetoriais corelacionadas ao conceito de transformacao linear.

No primeiro capitulo, apresentamos a defini¢do de combinacdo afim, de maneira simples e
exemplificada mostramos casos particulares usando nimeros reais. No capitulo seguinte, ve-
mos casos de transformagdes e suas propriedades, através de conceitos associados aos vistos no
ensino médio, como o de dominio e imagem de funcdes, conjuntos e subconjuntos, além de tra-
zer novos parametros como o de nucleo de uma transformacao, variedade afim e transformacgdo
afim.

No tltimo capitulo abordamos o hiperplano através de exemplos associando-o a variedades
afins dentro de um espaco vetorial, expandindo a no¢ao habitual de plano no espaco para outras
dimensdes. Relaciona-se ainda o conjuto solugdo de certos sistemas lineares ao conceito de
hiperplano.
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Capitulo 2
COMBINACAO AFIM

Seja E/ um espago vetorial, ou seja, sdo definidas as operag¢des de adi¢do e de multiplicagdo por
escalarem E. Se z,y € E e x # y, areta que une os pontos z, y €, por defini¢do o conjunto

r={(1—t)z+ty;t € R}, 2.1)

Exemplo 2.1 Dados os pontos © = (2,—1,5) e y = (—3,4,2) do espago, a reta v que passa
pelos pontos A e B é:

r={(1-1t)(2,—1,5) +t(—3,4,2);t € R}
r={(2-2t,—1+1t>5—5t)+ (—3t,4t,2t);t € R}
r={(2—5t,—1+5t,5—3t);t € R}
r={(2,—1,5) + (5,5, ~3):t € R}

Esta reta é portanto uma reta paralela a reta v’ = {t(—5,5,—3);t € R} deslocada a partir do
vetor U = (2,—1,5). De uma forma grosseira, poderiamos representar r assim.:

r=r4+7

Definicao 2.1 Um subconjunto V' C E chama-se uma variedade afim quando a reta que une
dois pontos quaisquer de V estd contida em V. Assim, V. C E é uma variedade afim se, e
somente se, cumpre a condi¢do:

ryeViteR=(1—-t)x+tyeV. (2.2)

Outra forma de caracterizar uma variedade afim é fazendo-a como um subespago vetorial
deslocado a partir de um determinado vetor o, como no Exemplo 2.1.

2.1 Combinacao Afim e Vetores Afim-independentes

Num espaco vetorial F, diz-se que o vetor v € uma combina¢do afim dos vetores vy, - -+ , v,
quando se tem v = ayvy + - - + QU com g + - 4 @ = 1.

Exemplo 2.2 Dados os vetores v; = (1,0),ve = (1,1),v3 = (0, 1), ndo colineares, pertencen-
tes ao R?, qualquer ponto do plano pode ser escrito como combinagdo afim de vy, Vo, vs.

5



6 CAPITULO 2. COMBINACAO AFIM

De fato, fazendo:
(x,y) = avy +bvy + (1 —a — b)vs;a,b € R, (2.3)
teremos:
(x,y) =a(1,0) +b(1,1) + (1 —a—10)(0,1) = (a+b,1 — a)
e obtemos a combinac¢do afim de vy, vo, v3:
(x,y) =1 =y + (x+y— vy + (—z + 1)vs. (2.4)
Diz-se que os vetores vy, - - - , v, S0 afim independentes quando nenhum deles é uma com-

binac@o afim dos demais. No exemplo anterior, o conjunto {v;, v2, v3} sdo vetores afim inde-
pendentes pois nenhum escreve-se como combinac¢do afim dos outros.

Exemplo 2.3 No plano, dados dois vetores ndo colineares, por exemplo, u = (1,0),v = (0, 1),
aretar = {(1 —t)u+ tv;t € R} € o conjunto de todas as combinagdes afins de u e v.

Figura 2.1: r: combinacdes afins de u e v.

Seja w € r. Note que neste caso {u, v, w} ndo € um o conjunto de vetores afim independen-
tes, pois qualquer um deles escreve-se como combina¢do afim dos outros.

Proposicao 2.1 Dados os vetores vy, - - - , v, do espago vetorial E, as seguintes afirmacoes sdao
equivalentes:

(1) Os vetores vy, - - - , v, sdo afim-independentes.

(2) Se vy +---+av,=0eay +--- +ar—0entdoa1 —ar =0.

(3) Se vy + -+ + apv, = Pivg + -+ + B, com Zaz Zﬁl entdo o, =

Bi,- -+, = B,.. Em particular, duas combinagées aﬁns dos v; so podem ser iguais
quando tzverem 0s mesmos coeficientes.)
(4) Os vetores v9 — V1,3 — V1, , VU, — vy Sdo L.I. .
5) A variedade afim gerada por vy, - - - , v, tem dimensdo r — 1.
) Y
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Prova:

(1) & (4)

(1) = (4) Por hipétese, os vetores vy, - - , v, sdo afim-independentes, ou seja, nenhum
deles é uma combinagdo afim dos demais. Suponha que os vetores v; — v1(i = 2,3, ..., k)
fossem L.D. Com isso, algum deles seria combinagdo linear dos anteriores, € entao:

Vg — V1 = Co(Vg — V1) + oo + 1 (Vk_1 — V1)

k—1

Vg — U] = Zci(vi — 1)

1=2

k—1 k—1
UV = E CiV; — E Cc;U1 + V1
i=2 i=2

Note que a soma dos coeficientes de vy, vy, - - - , vp_1 €igual a 1 e portanto v, € uma combinagao
afim dos demais vetores, 0 que nos leva a concluir que os vetores v; — vy (i = 2,3, ..., k) sdo
L.I.

(4) = (1) Por outro lado, se v), fosse uma combinagao linear afim dos anteriores, terfamos

k—1
Vg = E ;4
i=1

k—1
com oy + - -+ 4+ a1 = 1. E se a igualdade acima adicionarmos — E U1, teremos:

=1

k-1 k—1 k—1
Vi — E ;U1 = E ;0 — E ;U1
i=1 i=1 i=1

k-1
I Z%‘(U@' — 1)
k=1

e, portanto v, — vy € combinacdo linear dos vetores v; — v;.
(4) = (2) Se a soma dos coeficiente « é nula, a combinagdo linear na hipétese de (2) pode
ser escrita como

Zakvk = <Z Oék> V1 + Zak(vk — Ul) = Zak(vk — ’Ul) =0
k=1 k=1 k=2 k=2

Mas, se vale (4), a dltima igualdade implica em as = a3 = - - - = a,. = 0. Enfim, como a soma
de todos os coeficiente o, é 0, devemos ter também «; = 0.

(2) = (3) Suponha que vale (2), e que Z QU = Zﬁkvk onde Zak = Zﬁk. To-
k=1 k=1 k=1 k=1

mando v, = oy — [ e rearranjando estas igualdades, vem Z YU, = 0 onde Z ve = 0. Por

k=1 k=1
(2) sabemos que vy, = 0 para todo k, isto é, ay, = [y parak = 1,2,3, ..., 7.
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(3) = (4) Suponha que (3) é vilida, e considere uma combinacio linear dos vetores v — vy

que se anule:
,

g cp(vg —v1) =0

k=2
Nosso objetivo € mostrar que estes coeficientes t€ém de ser nulos, comprovando assim (4). Mas
esta igualdade pode ser rearranjada assim:

Ovy + covg + c3v3 + ... + v, = (co + ¢35+ ... + ¢)vy + Ovg + Ovg + ... + Ow,

que € exatamente a igualdade na hipétese de (3) (note que a soma dos coeficiente do lado
esquerdo é sim a soma dos coeficientes do lado direito). Portanto, por (3), temos c; = c3 =
... = ¢, = 0. E portanto: vo — v1,v3 — v1,...,v, — v1 sdo L.

(4) < (5) Seja F' a variedade afim gerada por vy, vs,- -+ ,v,. Entdo F' — v; é um espago
vetorial, gerado por 0, vy — vy, -+ , v, — v1,. Desta forma:
(4) = (5) Se os vetores vy — vy, v3 — vy, - -, v, — vy sdo L.I. entdo a dimensdo de F' — v,

ér — 1, ouseja, adimensdode F' ér — 1.
(5) = (4) Estes tltimos r — 1 vetores geram um espago de dimensdo r — 1, entdo eles t€ém
de ser L.I. 0
No ensino médio sao exemplos de combinacdes afins de nimeros reais a Média Aritmética
Ponderada e a Desigualdade de Jensen.

2.2 Média Aritmética Ponderada como Combinacao Afim de
Nuameros Reais

Em estatistica, no estudo das medidas de tendéncia central de um conjunto de dados define-se
a média aritmética ponderada uma espécie de combinagdo afim dos dados presentes na lista de
frequéncia através de seus respectivos pesos.

Média Aritmética Simples:

Seja um conjunto de dados {z1, zs, ..., ¥, }. A média aritmética simples destes dados é dada
por

n
D
i=1

n

T =

(2.5)

Exemplo 2.4 Seja o conjunto {8,4,5,7,6,2,6,9,5}. Entdo a média aritmética é:

8+4+5+7+6+2+6+9+5_5 5
9 -

T =
Média Aritmética Ponderada:
Considere um conjunto de dados do tipo x, ..., z,, agrupados em distribuicdes de frequén-

cia, sendo que a frequéncia f, ..., f,, observada para cada tipo é o peso do mesmo. A média
aritmética ponderada é dada por:

T — i=1 _ flxl_‘_—i_fnxn
: = fit o+ fa
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_ fl fn
e T | ——
T R At o+

[

Tomando p; = W

*Tp = P17 + . +pnxn
T, =Y pit (2.6)
=1

Note que Z p; = 1, e portanto z,, € uma combinagdo afim dos dados x4, ..., Ty,
=1
2.3 Combinac¢ao Afim de Niumeros Reais na Desigualdade de
Jensen

Seja f : V C R — R uma fungdo convexa e sejam \; € [0,1]; (i = 1, ..., n) tais que Z A = 1.
i=1
Entdo, para quaisquer a; € V; (i = 1,...,n) vale

Observe o uso de combinagdes afins de nimeros reais em ambos os lados da desigualdade.
Prova: De fato, por indugido, observe que a validade é verificada para n = 2.

FOar + (1= Naz) < Mf(ay) + (1= A faz); X € [0,1]

Suponha agora que a desigualdade é verdadeira para dado n natural, provemos que é valida
também para n + 1:

f()\lal 4+ ...+ )\n+1an+1) § )\1f(@1) 4+ ...+ )\n+1f(an+1>

Note que
n+1

Z )\iai = i )\iai + <1 - i /\z) Api1
i=1 i=1 i=1

Fazendo t = Z A; temos:

=1

n+1

;)\zaz = t; %ai + (1 — t) An41

"\ . .
Lembrando que E 7= 1 e pela hipétese de inducdo que
=1

i=1

f (Z %fli) < 2_1: %f(ai)
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ntl n
/ <Z /\iai> = ( % ) (1—=1)f(ans1)

n+1
f (Z )\iai> <t Z
. n+1 . n+1

f (Z /\iaz’) < Z)\if<ai)

como queriamos mostrar. 0J

Tal desigualdade mostra que a partir de uma funcdo convexa, a imagem de uma combinacao
afim de determinados pontos de um dominio fechado é sempre menor do que ou igual a combi-
nacao afim das imagens destes pontos do dominios com os respectivos escalares. Observe que
quando A\; = Ay = ... = A, = 1/n a desigualdade de Jensen nos diz que

F (a1 + ... —I—an) < flar) + ... + f(ay)

n n

temos que:

w|>/

1 - t)f(an-H)

(%),

ou seja, f(mg(ay,...,an)) < mq(f(ar),..., f(a,)). Esta desigualdade de Jensen com escalares
todos iguais a 1/n mostra resultados interessantes a partir de fun¢des convexas.

Exemplo 2.5 (Olimpiada Balcanica) Sejamn > 1e ay, ..., a, reais positivos com soma 1. Para
cada i, seja b; = Z a;. Prove que
=1
n < aq " a2 n an
n—1"1+4+0b 1+0b, 145,

Veja que b; = 1 — a;. Temos que provar que:

n aq a9 Ay,
< + +-+ .
2n—1""2—a; 2—ay 2—a,
Note que a fungdo f : (—00,2) — R dada por f(x) = 5% € convexa. Para ver isso,
basta tomar a sua derivada segunda e observar que € sempre positiva em todo seu dominio. Pela
desigualdade de Jensen (x), temos que:

; <a1 + - —|—an) _ fa) + .+ flan)

- n

nf (%) < flar) + ... + f(an)

S S B
2-172—a; 2-a 2 —a,
n < aq 4 a9 NI Ay, '
2n—17"2—a; 2—a9 2—a,

Como querfamos mostrar. U



Capitulo 3
TRANSFORMACOES

3.1 Operador Linear e Variedade Afim

Um operador linear do tipo A(z,y) = (az + by, cx + dy), com ad — be # 0 transforma uma
reta numa reta, variedades afins de dimensao 1.

Proposicao 3.1 Se A : R? — R? é um operador linear dado por A(z,y) = (ax + by, cx + dy),
com ad — bc # 0, entdo
(1) para todo v # 0 em R?, tem-se A.v # 0.
(2) toda reta R C R? (variedade afim de dimensdo 1) é transformada por A numa reta.
(3) A transforma retas paralelas em retas paralelas.

Prova:
(1) Suponha existir v = (z, y) tal que A(v) = 0, terfamos:

A(z,y) = (ax + by, cx + dy) =0

ar + by = 0
cx + dy = 0

Multiplicando a primeira por d, a segunda por b e subtraindo, obtemos (ad — bc)z = 0.
E como ad — bc # 0, forcosamente x = 0. Analogamente, multiplicando a primeira por ¢, a
segunda por a e subtraindo, obtemos (bc —ad)x = 0. E como ad — be # 0, forgosamente y = 0.
Portanto, A(v) = 0 = v = 0, ou seja, pela contrapositiva, v # 0 = A(v) # 0.
(2) Como toda reta € uma variedade afim de dimensao 1, podemos escrever r = vy + F
onde F' é o conjunto dos miltiplos de algum vetor v # 0. Portanto, A(r) = A(vg) +
A(F) serd Avy mais o conjunto dos miltiplos de Av. Por (a), A(v) # 0, entdo A(r) =
A(vg)+ (subespago de dimensdo 1) serd também uma reta.
(3) De fato, se as retas r e r sdo paralelas, entdo r; = vy + r para algum vetor vy # 0.
Neste caso, A(r1) = A(vg) + A(r), ou seja, a reta Ary é a reta A(r) transladada por
A(vg) que, por (a), ndo € nulo. O

Exemplo 3.1 Considere a retar = {(x,r + 1) € R?} e a transformagéo linear A : R? — R?
tal que A(x,y) = (2x + y,x — 2y). Note que 2.(—2) — 1.1 = =5 # 0, entdo

Alr) =2z + (z+ 1),z —2(x + 1))

11



12 CAPITULO 3. TRANSFORMACOES

A(r)= Bz +1,—2 —2) =2(3,-1) + (1, -2).

é a imagem de r através de A que é uma reta paralela ao vetor (3, —1) deslocada a partir da
origem pelo vetor (1, —2).

34 1
y r y
0 A X
24 T
2 -1 1 2 3 4
1 \1- (3, -1)
/ x N (1,-2)
3 2 &« 0 1 2 3 .
r

-1 -3

Figura 3.1: Reta r Figura 3.2: Reta r’ = A(r)

Variedades afins de dimensdo 1 no R2.

Exemplo 3.2 Determine o de modo que as retas perpendiculares em R?, de equacdes y = ox
ey = —x/a sejam transformadas em retas perpendiculares pelo operador linear A : R?> — R?
dado por A(z,y) = (2o + 3y, — 2y).

Solugéo: A reta y = az é o conjunto dos mdltiplos do vetor v; = (1, «), enquanto a reta
perpendicular y = —xz/a € o conjunto dos miiltiplos do vetor v, = (—a,1). Para que as
retas transformadas sejam perpendiculares, precisamos que A(v1) = (2 + 3a, 1 — 2a) seja
perpendicular a A(vy) = (—2a + 3, —a — 2), isto é, que o produto dos coeficiente angulares
das retas geradas por estes vetores seja —1:

l1—20 a+2

=—1= —2a*— 2 = —6a?
330203 = 2« 3o+ 6a” + ba+ 6 =

A?4+2a—-1=0=>a=1+V2

Assim duas retas perpendiculares y = (1 — v/2)z e y = (1 + v/2)x se transformam por A em
retas perpendiculares.

3.2 Imagem de Convexo

Seja A : E — F uma transformacgdo linear. A imagem de A € o subconjunto dos vetores
w = A(v) € F que s@o as imagens de elementos de F pela transformagdo A. Seja £ um
espaco vetorial e w e v € E. O segmento de reta de extremidades v e v € por defini¢do, o
conjunto

[u,v] ={(1 —t)u+tv;0 <t < 1}. (3.1)

Definicdo 3.1 Um conjunto X C E chama-se convexo quando u,v € X = [u,v] C X.
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De fato, por exemplo, dados trés pontos do plano A, B e C' ndo colineares, o tridangulo ABC'
que tem estes pontos como vértices € convexo, pois dados quaisquer dois pontos pertencentes

a este tridngulo o segmento de reta que tem estes dois pontos como extremidades estd contido
em ABC.

Proposicao 3.2 Uma transformacdo linear A : E — F transforma todo conjunto convexo
C' C E num conjunto convexo A(C') C F.

Prova: Sejam A(u), A(v) € A(C') C F. Como C é um conjunto convexo, temos:
w=tu+(1—-t)v;0<t<1
Logo A(w) € A(C) isto é:
Aw) = A(tu+ (1 — t)v) = A(tu) + A((1 — t)v) = tA(u) + (1 — t)A(v).

Se A(u), A(v) € A(C) entdo tA(u) + (1 — t)A(v) € A(C) para 0 < t < 1 mostrando que
A(C) C F também é um conjunto convexo. O

Exemplo 3.3 Considere o conjunto convexo Sy = {(x,y) € R?;x —y < 2} e a transformagdo
linear A : R* — R? tal que A(z,y) = (—2x + y,3x — y), onde Sy = {(z,y) € R%;2x +y >
—2}. Como S é convexo dados u,v € Sy temos que (1 —t)u+tv € Sy e A € linear temos que
Sy também é convexo, pois dados A(u), A(v) € Sy temos que (1 — t)A(u) + tA(v) € Ss.

y y
2 2
s, S2
1 1
3 5 X ; -2 1 2y
Figura 3.3: Convexo S, Figura 3.4: Convexo Sy = A(S))

3.3 Imagem e Variedade Afim

Sendo E e F' espagos vetoriais e A : F — F uma tranformacdo linear entre estes espagos, a
imagem de um subespago vetorial de E € através de A é um subespago vetorial de [, assim
como a imagem inversa de um subespaco vetorial de /' é um subespaco vetorial de E.
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Proposicao 3.3 Se £’ C E, F' C F sdo subespacos vetoriais e A : E — F' é uma transforma-
¢cdo linear, entdo A(E') = {Av;v € E'} é um subespacode F e A~ (F') = {v € E; Av € F'}
é um subespaco de E.

Prova:
(1) A(E’) (aimagem de E’ pela transformagdo A) é subespaco de F:
* Como E’ é subespago de F, Op € E'; portanto, A(Og) = 0p € A(E");
* Sejam wy, wq vetores de A(E’). Entdo w; = Av; e wy = Avy para um par de
vetores vy, v, de E'. Mas entdo wy + wy = A(vy) + A(vy) = A(v; + v9) também
€ o transformado de alguém de £’ (a saber, de v; + vo que pertence a £’ pois E’ é
subespaco), isto é, wy + we € A(E');
* Para todo real ¢, tem-se cw; = cA(vy) = A(cvy), isto é, cw € A(E') (ja que cv; €
E’). E com isso, A(E") é subespaco de F'.
(i1) A~Y(F") (o conjunto de todos vetores de E cujos transformados estio em F’) é
subespaco de E:
* Como A(0g) = 0 € A(F") (pois F' é subespago), temos que 0 € A~ (F');
* Sejam vy, vy vetores de A~1(F”), isto é, vetores que satisfazem Avy, Av, € F’. Como
F’ é subespago, A(vy +v9) = A(v1) + A(vy) € F', ou seja, v1 + vy € A7H(F');
* Sendo v; € AN F') & A(vy) € F' = cA(v) = A(w) € F' & cv € A7Y(F).
Logo, A™1(F") é subespago de E. O

Exemplo 3.4 Considere a transformacdo linear A : XY — XZ onde XY ¢ o plano deter-
minado pelos eixos X e Y e X7 ¢é o plano determinado pelos eixos X e Z onde A(x,y,0) =
(2,0,y). Sejam M C XY e N C XZ subespagos vetoriais tais que M = {(z,z,0) € R3} e
N = {(z,0,—z) € R®}. Pelo que mostramos acima A(M) = {(z,0,z) € R3} ¢ A7}(N) =
{(xz,—x,0) € R®} também sdo subespacos vetoriais respectivamente de X 7 e de XY .

Sendo E e F espagos vetoriais ¢ A : £ — F uma tranformacao linear entre estes espacos,
a imagem de uma variedade afim em E € através de A uma variedade afim em F' e ainda a
imagem inversa de uma variedade afim em /' € uma variedade afim em F.

Proposicao 3.4 Se V C E e W C F sdo variedades afins, entdo que os conjuntos A(V) C F
e A=Y (W) C E, definidos analogamente, sdo também variedades afins.

Prova:
(1) A(V) é variedade afim: V' é uma variedade afim podemos escrevé-la como V' =
vo + F' para algum vetor vy € V' e um espago vetorial £’. Aplicando A temos:

A(V) = A(wo) + A(E)

Como A(vg) € um vetor de A(V') e £’ € um subespago vetorial de F', concluimos que
A(V) é uma variedade afim em F.

(it) A71(W) € variedade afim: Sejam vy, vy € A7Y(W), isto é, A(vy), A(vy) € W.
Como W ¢ variedade afim, temos que wA(vq) + SA(v2) € W, com a+ = 1. Assim,
como A ¢ linear, temos que A(av; + Buy) € W, isto é, avy + fvy € AL (W). E
portanto A~!(TV) é uma variedade afim em F.

E necessdrio ter cuidado com a aplicagio
W ={w}+F = A7 (W) = A (wy) + A(F")

pois A~ (wy) pode ndo representar apenas um vetor, mas sim um conjunto de vetores. U
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Exemplo 3.5 Supondo agora que A : R?> — R3 com A(z,y,z) = (x,2,y) e as variedades
afins M' = {(z,z,1) € R®} e N' = {(x,1, —x) € R3}. Pelo que mostramos acima A(M') =
{(z,1,2) e R3} e A7Y(N') = {(z, —z, 1) € R} também sdo variedades afins de R>.

3.4 Variedade Afim Paralela ao Nucleo

Seja A : E — F uma transformacio linear. O ntcleo de A é o conjunto dos vetores v € F
tais que A(v) = 0. O nicleo N(A) = {v € E; A(v) = 0} é um subespago vetorial de E, pois
se v, v9 € N(A) ese aj,ay € Rentdo A(ayvy + agvg) = a1 A(v1) + asA(vy) = 0, ou seja,
a1V + Qo € N(E)

Proposicao 3.5 Para todo b € Im(A), o conjunto V- = {x € E; A(x) = b}, formado pelas
solugées do sistema linear A(x) = b, é uma variedade afim em E, paralela ao niicleo N(A).

Prova: Fixando xy € V tal que A(zo) = b, vamos mostrar que V' é uma variedade afim da
forma V' = {zo} + N(A). Inicialmente, seja x € V, entdo x = z + (x — x9) = xo + v, onde
v =1z — xo. Logo, b = A(z) = A(zo +v) = A(zo) + A(v) = b+ A(v). E sendo A(v) = 0,
temos v € N(A). Portanto, z € {xo} + N(A) e V C {xo} + N(A). Por outro lado, seja
x € {xo} + N(A), ou seja, . = zg + v, comv € N(A), entdo A(z) = A(xo + v) = A(zg) +
A(v) =b+0=>b. Logox € V ecom {xy} + N(A) C V concluimos que V' = {xo} + N(A)
¢ uma variedade afim. U

Exemplo 3.6 Seja A : E — F uma transformacdo linear, onde E e F sdo subconjuntos

2 4 1
do conjunto de matrizes 3 por 1 e A = 11 2 a matriz transformacdo. Fixando
1 3 -1
1
b= 1 | € Im(A) teremos o sistema de equagdes lineares com 3 equacdes e 3 incognitas:
0
2v 4+ 4y + 2z =1
r + y + 2z =1
r + 3y — =z =
que escalonado reduz-se a
{ T+ 2 + £ = 3
Z _ 1
vy = 35 = 72

com solugoes sdo do tipo

—T7A —1 A
(:c,y,z)—<3 27 , ;3 ,)\);)\E]R.

Este sistema linear é possivel e indeterminado e seu conjunto solugdo é:

3 1 73
v (b er (L) er)

V = {xo} + N(A), onde zy = (%, —%, O) é uma solugdo particular do sistema do nosso
exemplo com A(xg) =be

s - {521 ew)
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€ o niicleo da transformacdo A, solucdo do seu sistema homogéneo associado. Portanto, V
é um variedade afim paralela ao N(A). Geometricamente esta variedade afim é uma reta no
espago, onde V representa o subespaco N (A) deslocado através do vetor xq a partir da origem.

3.5 Transformacao Afim

Definicao 3.2 Uma transformagdo T : E — F, entre espagos vetoriais, chama-se afim quando
setem T((1 —t)u+tv) = (1 — t)Tu + tTv para quaisquer u,v € Eet € R.

Exemplo 3.7 Considere as transformacoes a seguir:
a) Ty : R? — R? tal que Ty (v, y) = (v + vy, 2x — y).
b) Ty : R? — R? tal que Ty(x,y) = (2x — 1,3y + 2).
c) Ty : R? — R? tal que T3(z,y) = (2sinz, 3Y).
Veja que T é uma transformacdo linear, pois dados u,v € R? e k € R, temos:

Ti(u+v) =Ti(u) + T1(v)
Ti(kw) = kT (u).

Além disso, T1(0,0) = (0,0).

Note que T, ndo é uma transformagdo linear, pois T5(0,0) = (—1,2) # (0,0). De fato,
note que Ty(z,y) = (2z,3y) + (—1,2) é a translagdo de uma transformagcdo linear T : R* —
R? tal que T'(z,y) = (2x,3y) através do vetor (—1,2). Verifquemos entdo que Ty é uma
transformagdo afim. Dados u = (x1,y1) e v = (T2, Ys), temos:

To((1 = t)(z1,31) + t(z2,92))

TQ((l — t)l’l + tl‘g, (]_ — t)yl + tyg)

(2[(1 = D)y + o], 3[(1 = )y + ty]) + (=1,2)

(1= 0)[(221,3y1) + (=1, 2)] + #[(222, 3y2) + (=1, 2)]
(1 =t)Ta(z1, 1) + tTo (2, y2)
(1 — t)TQU + tTQ’U.

Finalmente, Ts ndo é uma transformagdo linear, pois T5(0,0) = (0,1) # (0,0), e nem afim,

pois neste caso,

T((1=tu+tv) = T5((1 =) (x1,51) + Uz, 42))

= T3((1 = )2y + tws, (1 — t)ys + tys)

(2 sin[(l — t)ajl + tx2], 3(1—t)y1+ty2)

(1 —1)[(2sinxq, 3¥")] + t(2sin xq, 392)
(1 = t)Ts5(x1, 11) + tT5(z2, y2)

(1 — t)Tgu + tT3U.

[ N

Proposicao 3.6 Dada a transformacdo afim T : E — F, prove:

(i) Se T(0) = 0 entdo T'(aw) = aT(v) e T(u + v) = Tu + Tv para quaisquer o € R,

u,v € E.

(ii) Para todo b € F a transformagdo S : E — F, definida por Sv = Tv + b também é

afim.

iii) Toda variedade afim V' C E é transformada por T numa variedade afim V' C F.
( p
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Prova:
(i) De fato, se 7'(0) = 0:

T(1-a)0+av)=(1—a)T(0)+ oaT(v) = aT(v)
Colocando ov = 1/2:

T (%u + %v) _ %T(u) + %T(v)

T(u+v)=2T (“ ;L “) = T(u) + T(v)

(i1) Veja que

S(1—thu+tv) = T(1—tu+tv)+b

(1 —=8)T(u)+tT(v) + (1 —t)b+tb
= (1—1)(T(u) +b)+t(T'(v) +b)

(1 —1)S(u) +tS(v)

mostrando que S € afim.

(iii) Se V' C E é variedade afim, dados u,v € V et € Rentdo (1 — t)u +tv € V.
Seja V! = T(V) C F, como T(u), T(v) € V' e além disso T'((1 — t)u + tv) =
(1 =T (u) +tT'(v) € V', temos que V' = T'(V') é uma variedade afim. O

Proposicao 3.7 T : E — F ¢é uma transformacdo afim se, e somente se, existe uma transfor-
magdo linear A € L(E; F) e b € F tais que T'(v) = A(v) + b para todo v € E.

Prova: Seja T" afim, e defina A : E — F por A(v) = T'(v) — T(0). Note que A é afim
(item (ii)); como A(0) = T'(0) — T'(0) = 0, entdo A € linear (item (i)). Tomando b = 7'(0),
concluimos que T'(v) = A(v) + b onde A € linear. Por outro lado, se T'(v) = A(v) + b, entdo

T(1-thu+tv) = A((1—t)u+tv)+b
= (1—1t)A(u) +tA(v) + (1 —t)b+tb
= (1—-t)(A(u) +b)+t(T(v) +b)
= (1—T(u) +tT(v)

mostrando que 7' € afim. U

Proposicao 3.8 Numa transformacdo afimT’ : E — F, entre espacos vetoriais, dados v; € E
et; € Rie {1,2,...,n};> " t; = 1, a transformagdo afim de uma combinagdo afim de
V1, ..., Uy € a combinagdo afim de T'(vy), ..., T'(vy,)

=1 =1

Em outras palavras, toda transformacgao afim preserva combinagao afim.

Prova: Para dois vetores a igualdade € verdadeira pela propria definicao de transformacao
afim. Sejam ty,...,t, € R;> "  t; = 1. Note que algum ¢; # 1, caso contrdrio >, , t; = n.
Sem perda de generalidade suponha ¢,, # 1, com isso

th+...+tp1=1—1,
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1—¢, 1=t

E atribuiremos ¢ = 75—

Pelo passo indutivo suponha que a transformag¢do afim preserva combinagao afim paran — 1
vetores, ou seja

T(tvr + oo+t _qva) =T (1) + ...+t T(vp-1)

Com isso

T(tlvl + ...+ tn—lvn—l + tnl}n>

t t,
n n

t Ty
= (1 — tn)T ( L v+ ..+ ! ) + tnT(’Un>

1—t, 1—¢, "1
=(1-t) [(1 iltn) T(v1) + ... + (f’i;n) T(vn_l)] + 1, T ()

= tlT(Ul) + ...+ tnT(Un)

Como querfamos mostrar. U



Capitulo 4
O HIPERPLANO

4.1 Dimensao de Hiperplano e Variedade Afim
Se os coeficientes aq, - - - , a, ndo sdo todos iguais a zero, o hiperplano
H={(z1,-- ,x,) € R aq121 + - - - + apx, = 0}

¢ um subespaco vetorial de dimensdo n — 1 em R". Com efeito, admitindo (por simplicidade)
que a,, # 0, vemos que

Ap—1

ai
v:(xl,---,xn)EHﬁxn:—a—xl—---— -
n n

aj An—1
V= |21, ", Tp-1,——L1 — " — Tpn—1

n an

a QA
v:xl(l,O,---,0,——1)—|—-~~+xn_1(0,0,--~,1,— 1)
a?’l an
n—1
v = invi
i=1
Em particular, paratodoz = 1,--- ,n — 1, o vetor

U’L: (0’ 71,... 707_&>’
Qn,

cuja i-ésima coordenada é 1, a dltima é —a;/a, e as demais sdo zero, pertence a H. Veja
portanto que H é gerado por § = {vy,--- ,v,_1} e ainda que (3 é linearmente independente
pois dados os escalares b; comi = 1,--- ;n — 1 e a combina¢ado nula

n—1
Z bi’Ui =0
=1

N ( b@.’...,_aibi):
: an

-1
0, ,
=1
b n—1bn—
o 1) +..,+(07.,, ,o,bnl,—u) _0
19

Tp—1-

1

<b1707"' 707_
a
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b _b_
(bl,bz,--~ by, — LT F naOn 1) —0

an
b; =0paratodosi=1,--- ,n— 1.
Além disso, o vetores vy, - - -, v,_1 sd0 L.I., uma vez que existe a combinacao

a1+ +ape, =0

como se vé€ facilmente. Logo o subespaco H tem dimensdao n — 1 ou n. Como H # R" (por
exemplo, o vetor v = (0, -- - , 0, a,,) ndo pertence a H. Diz-se que a variedade afim V' C E tem
dimensdo r quando V' = z + F', onde o subespaco vetorial /' C E tem dimensao r.

Exemplo 4.1 H, = {(z,y) € R?; 22 — y = 0} é um subespaco vetorial de dimensdo 1 em R
Todo vetor v € H escreve-se como v = x1(1,2); 1 € R.

Figura 4.1: Hiperplano H; do R2.
O hiperplano do R? ¢ uma reta.

Exemplo 4.2 H, = {(z,y,2) € R 2z — 3y + 2 = 0} é um subespago vetorial de dimensdo 2
em R3. Todo vetor v € H escreve-se como v = x1(1,0,—2) + 25(0, 1, 3); 21, 22 € R.

0,1,3)

V.

V1

59— — %(1,0,2)

Figura 4.2: Hiperplano H, do R? formado a partir de v; € v-.

O hiperplano do R? é um plano.
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4.2 Subespaco e Hiperplano

Seja H C R" um subespago vetorial de dimensdo n— 1. Tome uma base V' C H, formada pelos
vetores vy, - -+ , Up_1,onde v; = (@, -+, Qp),i = 1,- -+ ,n—1. Usando o fato de que o sistema
n

de equagdes lineares Z a;ja; = 0, com n—1 equagdes e n incognitas admite uma solucdo nao-
j=1
trivial podemos concluir que existem n nimeros a4, - - - , a,, tais que v = (xy,-- - , x,) pertence
a H se, e somente se, a;r1 + - - - + a,z, = 0. (Todo subespago vetorial de R" com dimensdo
n — 1 é um hiperplano, isto € o conjunto das solu¢des de uma equacao linear homogénea.)
Com efeito, considere o sistema cujas incognitas sao ay, as, ..., Gy:

anar + apas + ..+ opa, = 0
o101 -+ 9209 + ...+ Q9pQy, =0
Op—1101 + Qp_1202 + ... + Qu_100, = 0

Ele € um sistema linear com n incégnitas e n — 1 equagdes, entdo admite uma solu¢do nao
trivial, que serd denotada simplesmente por (ay, as, ..., a,). Seja

F={v= (1,22, ..., 2,) € R"ayz1 + asxs + ... + ayz,, = 0}.

J4 sabemos que F' € um subespaco R" de dimensdo n — 1. O objetivo do problema é mostrar
que F' = H. De fato, note que cada um dos vetores

U1 = (CY11,04127 "'705171);1)2 = (0é2170422> ---,CVQn), vy Up—1 = (an—1,1,an—1,2, '-'7an—1,n)

tém coordenadas que satisfazem a equacdo que define F, ou seja, {v1,vs, ..., v, 1} C F. Mas,
como tais vetores geram H, temos entdo que S({vy,vs,...,v,—1}) = H C S(F) = F. Mas,
como H C Fedim H=dim FF=n — 1, temos H = F..

Exemplo 4.3 Seja H um subconjunto do R? de dimensdo 2 que tem base V = {(1,2,0), (0,3,1)}.
O sistema linear de equagoes criadas a partir dos vetores da base V' :

T + 2y =0
3y + z = 0

admite a solugdo (2,—1,3).
Seja F = {(z,y, z) € R3|2x — y + 3z = 0}, um subespaco R? de dimensdo 2, um hiperplano.

Proposicao 4.1 (Niicleo e Hiperplano) O niicleo de um funcional linear ndo-nulo f : E — R
€ um hiperplano H C FE.

Sejam ay, - - - , a,, nimeros reais e {vy, - - - , v, } um conjunto de vetores geradores ndo nulos
do espaco vetorial E. Se f : E — R é um funcional linear, temos que N( f) é todo vetor v € E
tal que f(v) = 0. Como todo vetor v # 0 pode ser escrito da forma v = ayv; + - - - + a, vy,
com pelo menos um a; diferente de zero, podemos concluir que f(v) = f(ayv1+- -+ a,v,) =
flayvy)+- -+ fayv,) = a1 f(v1)+- -+ anf(v,) = awy +- - - +a,w, = 0, onde pelo menos
um w; € um ndmero real ndo nulo. Sendo assim, a equacdo homogénea a;w, + - - - + a,w, = 0
tém infinitas solug¢des, o que caracteriza o hiperplano.

Exemplo 4.4 Seja o funcional linear f : R? — R com f(x,y) = 2x — 3y. O niicleo de f é o
hiperplano H = {(x,y); 2z — 3y = 0}.
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O Teorema do Nicleo e da Imagem indica que dados £, F' espacos vetoriais de dimensao
finita. Para toda transformagdo linear A : £ — F tem-se dim £ = dim N(A)+ dim Im(A).
Através dele poderemos dar uma outra justificativa para o fato de um hiperplano H € R" ter
dimensao n — 1.

Proposicao 4.2 (Hiperplano e Funcional Linear) Se dim E =ne f : E — R é um funcional
linear ndo nulo, entdo o niicleo de f é um subespaco vetorial de dimensdon — 1 em E.

De fato, f ndo nulo implica /m(f) = R logo dim Im(f) = 1 e dim N(f) = dim £— dim
Im(f) =n — 1. Ora, o hiperplano

H={(z1,-- ,x,) € R aq121 + - - - + apx, = 0}
€ o nucleo do funcional linear ndo nulo f : R” — R, definido por
(@1, @) = @ + -+ + ann.

Exemplo 4.5 Considerando o funcional linear f : R* — R com f(x,y,2) = x + 2y — 32z. O
niicleo de f é o hiperplano H = {(x,y, z);x + 2y — 3z = 0} de dimensdo 2, uma unidade a
menos da dimensdo 3 do dominio R? do funcional linear:



Capitulo 5
CONCLUSAO

Neste trabalho mostramos alguns conceitos vistos em Algebra Linear como de dependéncia
e independéncia linear de vetores no plano e no espago, associamos caracteristicas especificas
apresentadas por elementos destes espacos euclidianos através de exemplos.

Tais percepc¢des ajudam ao aperfeigoamento docente levando em conta o desenvolvimento
destes topicos em sala de aula a fim de enriquecer o conhecimento do aluno. Fez-se também
uma expanacdo sobre transformacgdes lineares e afins no plano e no espago para associar aos
conceitos estudados na educacdo bdsica, muito embora em determinados momentos fosse ne-
cessario usar termos nao reconheciveis a tais alunos.

Ainda fora abordado de maneira associativa aos demais topicos do trabalho o conceitos e
exemplos que tratassem da ideia de hiperplano para que o professor do ensino médio possa
assimilar os conhecimentos previstos e propor nocdes em suas aulas visando o enriquecimento
intelectual das aulas de matematica.

Por fim, este trabalho baseou-se também, mesmo que de forma particular, num dos objetivos
principais do Programa de Mestrado Profissional em Rede Nacional em Matematica que é de
estimular a melhoria do ensino de matemaética nas escolas brasileiras. Sendo assim, espero que
este trabalho enriqueca os conhecimentos de professores de matemadtica ou que pelo menos os
reavive.
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