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RESUMO
O estudo de sequéncias e séries de niumeros reais ¢ de fundamental importancia no estudo do
calculo diferencial e integral. Esse trabalho tem a finalidade de abordar algumas aplicacdes de
sequéncias e séries de numeros reais como: constante de Euler demonstrando sua
irracionalidade de duas maneiras distintas, abordar sua relagao com a série harmonica alternada
e definir constante de Euler-Mascheronni; o conjunto de Cantor e seus equivalentes no
R?( tapete de Sierpinski) e R3(esponja de Monger) relacionando cada uma dessas aplicacdes
com a série geométrica; sequéncia de Fibonacci e suas aplicagdes nas diagonais do triangulo
de Pascal e nas triplas pitagoricas e por fim o produto de Wallis com aplicacdo no calculo
aproximado do comprimento da elipse. Para tanto, no que diz respeito a metodologia, foi
utilizada a pesquisa bibliogréafica. Através desse trabalho, podemos concluir que existem varias

aplicagoes de sequéncias e séries de nimeros reais em muitos ramos da matematica.

Palavras-chave: Constante de Euler. Conjunto de Cantor. Sequéncia de Fibonacci. Produto

de Wallis



ABSTRACT
The study of sequences and series of real numbers is of fundamental importance in the study of
differential and integral calculus. This work aims to address some applications of sequences
and series of real numbers such as: Euler constant demonstrating its irrationality in two different
ways, addressing its relationship with the alternating harmonic series and defining Euler-
Mascheronni constant; the Cantor set and its equivalents in R?(Sierpinski's rug) and R3
(Monger's sponge) relating each of these applications to the geometric series; Fibonacci
sequence and its applications in the diagonals of the Pascal triangle and in the Pythagorean
triples and finally the Wallis product with application in the approximate calculation of the
ellipse length. For that, regarding the methodology, bibliographic research was used. Through
this work, we can conclude that there are several applications of sequences and series of real

numbers in many branches of mathematics.

Keywords: Euler constant. Singer Set. Fibonacci sequence. Wallis product
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1 INTRODUCAO

As séries infinitas sdo conhecidas desde a antiguidade. A série geométrica, feita por
Arquimedes, de razdo Y4, que intervém no calculo de area de parabola foi a primeira a ocorrer
na histéoria da matematica. Depois da abordagem de série geométrica no trabalho de
Arquimedes, as séries infinitas s6 retornariam a aparecer na matematica cerca de 150 anos
depois, no século XIV. Nessa época, existia um grupo de estudiosos matematicos na
Universidade de Oxford que estudava cinematica, ou fendmeno de movimento. Convém
ressaltar que foi a partir desse momento que foram reconsideradas as séries infinitas. Logo, a
auséncia durante muito tempo de conceitos apropriados ¢ de uma teoria razoavel acarretou
numerosas especulagdes e paradoxos a respeito da natureza das séries infinitas.

A priori, a escolha do tema dessa dissertacdo tem como objetivo proporcionar um
dominio de algumas aplicacdes despertando assim no leitor um interesse pelas aplicagdes de
sequéncias e séries de numeros reais. Especificamente, o presente trabalho visa analisar
algumas aplicacdes relacionadas as sequéncias e séries de nimeros reais com intuito de ampliar
os conhecimentos aplicados nesta tematica, que sdo de fundamental importancia para o calculo
diferencial e integral.

Salienta-se que para um melhor aproveitamento do texto é necessario que o leitor
tenha alguma familiaridade com a teoria das sequéncias e séries de nimeros reais, contudo
dispde-se de uma secdo (apéndice) no final do trabalho com o intuito de auxiliar no
entendimento de algum conceito necessario para o desenvolvimento das aplicagdes propostas.

Deste modo, o trabalho foi dividido em seis capitulos da seguinte forma: o segundo
capitulo aborda a constante de Euler tendo a prova de sua irracionalidade, além disso, possui
uma relagdo dessa constante com a série harmonica alternada; no terceiro capitulo trata do
conjunto de Cantor e seus equivalentes no R?( tapete de Sierpinski) e R3(esponja de Monger);
o quarto capitulo apresenta a sequéncia de Fibonacci e aplicagdes no tridngulo de Pascal e
triplas pitagoricas; no quinto capitulo trata do produto de Wallis e uma aplica¢do no célculo

aproximado do comprimento da elipse.



14

2 CONSTANTE DE EULER

Um exemplo importante de sequéncia monotona e limitada é a sequéncia que define
0 numero e, base dos logaritmos naturais. Existe um unico nimero real positivo cujo logaritmo
natural € igual a 1. Representamos esse nimero pela letra e (constante de Euler). Essa constante
e (numero de Euler) também aparece como um limite de uma série.

Tal nimero surgiu na matematica no século XVIII, na abordagem de um problema

de juros compostos. Nesse contexto, 0 niumero e é definido mediante o limite

e=lim (1+2)" (@)

n— oo

a 1\" . . -
Provaremos que a sequéncia a,, = (1 + ;) que define e é crescente e limitada,

por isso tem limite. Para provar que essa sequéncia é crescente, observa-se que, pela formula

do bindbmio de Newton, tem-se

”:( ) Z F_l—i_Z(n—r)'r' nlr:

14 Zn(n—l) (n—[r—1) 1:

r! nr

306207 e

Substituindo n por n+1 na expressao (2.2), obtemos
n+1

“"+1=1+;%< 11)<1_ni1)'"(1_%> (23)

Desconsiderando o ultimo termo de (2.3), somaremos de r = 1 até r = n, como em

(2.2). Como cada fator entre parénteses que aparece em (2.3) é positivo e maior que o seu fator
correspondente em (2.2) e, além disso, o ultimo termo de (2.3), obtido quando se fazr=n+ 1

também é positivo, temos que a,,; > a,, Ou seja, a sequéncia (a,,) é crescente.
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Resta, agora, provar que (2.1) € limitada. Para isso, basta observar que cada fator
entre parénteses que aparece em (2.2) é positivo e menor do que 1. Assim, sendo n inteiro e

maior do que 1, temos que

n

<14 z 1 1 1 1 24
an _ 2 22 2 ( " )
1
Na desigualdade acima, note que l+i+...+ 1 + 1 f=—2_ 1,
2 22 2n+l 2n+2 1_1
2

. , a N\, .. .
Com isso, esta provado que a sequéncia a,, = (1 + ;) é crescente e limitada, isto

é, (a,) tem limite, que € o numero e (constante de Euler), ou seja

e= lim (1 +§)n

n— oo

A constante de Euler (e) pode ser vista de outras maneiras. Em seguida, provaremos

que

1 1 1
e >1+ Z—z 24— (27)



Em seguida, fazendo n tender a infinito (h— o), obtemos de (2.7) que
1 1
e Zlim(2+—+---+m) (2.8)

2!

Por outro lado, fazendo n— oo em (2.4), obtém-se que
_ 1 1
e Sllm(2+z+---+a> (2.9)
Das desigualdades (2.8) e (2.9), concluimos que
> 1 1 1 1
e=Z—=1+—+—+—+~- (2.10)

Provaremos também que

-n

1
e = lim (1——)
n— oo n

Sendom =n — 1, temos que

Ll 111
TRT Tn T T mEi
n-1 ~—m 1ty
Com isso, obtemos
-n
" 1 n 1\
1__) _ —(1+_) :(1+_) (1+_) 211
( n 1+l m (211)
m

-n
Essa ultima expressao tende a e quando m - . Logo, e = lim (1 — %) :

n— oo

Com isso, temos que
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n

1
e= lim <1+—>

n-+ o

2.1 A Irracionalidade de e

Seja a série da funcdo exponencial

=) 2.12
e o (2.12)

Essa série sera Gtil na demonstracéo da irracionalidade de e usando série
alternada.

2.1.1 Demonstracgdo da irracionalidade de e com série alternada

Uma das maneiras de demonstrar a irracionalidade de e ¢ utilizando a série
alternada. Uma série alternada é uma série da forma

Z(—l)”*l.an =a—a,+az—a,+ -, (2.13)
n=1

sendo a, =0 Vn € N*. Existem alguns critérios a respeito da convergéncia da série

supracitada. Se S,,, = Y™ ,(—1)"*1a,, é a m-ésima soma parcial da série em (2.13) e

(i) a, = a,4q,paratodon € N;

(ii) lim a, = 0,
n—oo
dizemos que a serie em (2.13) é convergente, ou seja, converge para um numero S satisfazendo

SZn <S< SZn+1
para todo n € N. Isso significa dizer que a soma de uma série alternada, nas condigdes

estabelecidas acima, esta entre quaisquer duas de suas somas parciais consecutivas. Usaremos
esse fato na demonstracgao a seguir.
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Suponha que e = % € Q,entdoe ! = S € Q. Assim, tomando em (2.12) x = -1,

temos que

[o] _1 n
o1 Z (-1
n!
n=0

Logo,

(-1 a! (g — Z (—nl!)”> = (—1)et! (b(a - — z —(_11)!1161!) € 7.

=0

Porém,

(—1)a+1a!(§— (_1)n>= (-D*al Y =l

n=0 nl n=a+1 n
. (-1 (=1)+2
= D a!<(a+1)!+(a+2)!+"'>

1 1
— — + -
a+1 (a+1)(a+2)

e(l 1)c(o1)
a+2'a+1) = 7

~ C A - . . . o 1
onde a relacdo de pertinéncia acima foi obtida usando-se o fato da série alternada —

1
(a+1)(a+2)

chegamos ao absurdo de ter um inteiro no intervalo (0,1). Logo e é irracional.

+ --- satisfazer os itens (i) e (ii). A partir da demonstracdo feita anteriormente,

2.1.2 Demonstracdo da irracionalidade de e com série geométrica

Supondo e um ndmero racional, ou seja, supondo e = s, ondep,g€ Ne(p,q)=

1, temos que:

P (1+1+1+ +1)—§:1 2.14
q 1! 2! q!) j! (214)

Realizando uma estimativa em (2.14), encontramos que:

Z ]_1!_ %(q11+(q+1)1(q+2)+“')
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1(1 1

< — + + - 2.15
qg'\q+1 (q+1)? ) (215)

A expressdo entre parénteses no ultimo membro da desigualdade (2.15) é uma série

. . . ;- 1 1
eométrica da forma X%, r™ , cuja soma é igual a— quando 0 < r < 1.Comor==e0 < -
n=1 ] T p p

~x o Zeos ; - 1
< 1, entdo a soma da série geométrica € igual a m Usando esse resultado em (2.15) obtemos

S ioll g
AL

j=q+

Q| =

Retomando (2.14) com a estimativa (2.16) temos

0<? <1+1+1+ +1><11 2.17
q 1 2! q! q'q (2.17)

Multiplicando ambos os membros da desigualdade (2.17) por q!, segue que

1
0<q!(——1 ————————— —><— 2.18
p _ _ 7 (2.18)

Observando (2.18), tem-se que o termo médio € inteiro, pois q! cancela todos os

denominadores das fracdes presentes na expressdo central. Mas, isso € impossivel, pois sendo

1 ~ . . ;e 2 . . . .
;< Laexpressdo (2.18) afirmaria que o termo médio é um inteiro positivo estritamente menor

que 1. O absurdo provém da hipGtese estabelecida inicialmente onde supde-se e um numero

racional. Logo, e € irracional.
2.2 Constante de Euler--Mascheronni e a série harmdnica alternada
Apesar do numero y (constante de Euler-Mascheronni) ndo ser tdo famoso quanto

T OU €, Mas é uma constante de suma importancia na matematica. Antes, poréem, de definirmos

esta constante, convém formalizar uma definicdo de logaritmo natural.
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2.2.1 Logaritmo natural

Antes, porém, de definirmos logaritmo natural, vejamos as seguintes defini¢cdes e

teoremas decorrentes.

Definicdo 1. Uma funcéo real L: R* — R é chamada de fungéo logaritmica quando satisfaz as
seguintes propriedades:

a) L € uma funcéo crescente, ou seja, X < y = L(X) < L(y);

b) L(xy) = L(x) + L(y) para quaisquer X, y € R*.

Definigdo 2. Seja H o ramo positivo da hipérbole y = % Indicaremos por H2 a area determinada

Juy

pelos pontos (X, y) cujas coordenadas estdo delimitadaspor:a <x <be0 <y < -

=

a b

Figura 1: H? representado pela regido hachurada

Um fato de extrema importancia a respeito das areas das faixas de hipérbole sera

enunciado pelo teorema abaixo:

Teorema 1. Seja qualquer ndmero real k positivo, as faixas H2 e H2¥ possuem a mesma area.
Demonstracdo: Seja um retangulo inscrito em H cuja base é o segmento [c, d] do eixo das
abscissas e um retangulo inscrito em H com base no segmento [ck, dk], ambos os retangulos

possuem a mesma area. A area do primeiro é

2 )1_1 c
c.d— 7
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enquanto a area do segundo é

(dk—cl)—=1-C

dk d

Considerando agora um poligono retangular P, inscrito em H2. Se multiplicarmos
por um fator k cada uma das abscissas dos pontos de subdivisao de [a, b], determinados por P,
entdo sera obtido uma subdivisdo do intervalo [ak, bk] que representa um poligono retangular
P’, inscrito na faixa H.¥.

Cada um dos retangulos que compdem P’ tem a mesma area que o retangulo
correspondente em P. Logo a area de P’é igual a de P.

Para cada poligono retangular inscrito em H2, existe um inscrito em H2¥ com a

mesma area. Analogamente, para cada poligono retangular Q’inscrito em H2¥, existe outro
poligono retangular Q de mesma érea inscrito em H2. Assim, as areas destas duas faixas sdo
expressas por nlmeros que possuem exatamente as mesmas aproximacgdes inferiores, e,
portanto, sdo iguais.

Definiremos o logaritmo natural de x como sendo a area da faixa da hipérbole de 1
até x, ou seja,

Inx = Hf

tomando HY < 0 quando 0 < x < 1.

Em particular, quando x = 1, o conjunto H{ se reduz a um segmento de reta

vertical, logo possui area 0. Quando x < 0 a area ndo esta definida. Assim,

In1=0
Inx<0sel<x <1

Inx>0sex>1

definido desta forma uma funcgéo In: R* — R. Provaremos a seguir que a funcéo In satisfaz a

funcéo logaritmo.

Teorema 2. In: R* — R é uma funcéo logaritmica.
Demonstracéo:
Basta mostrar que a funcdo In satisfaz as propriedades a) e b):

Iniciaremos mostrando que:



22

In(xy) =Inx +Iny
Por definicdo tem-se que:
In(xy) =H;” = Hf + H}”
Pelo Teorema 1, temos que Hy” = H; . Logo,
In(xy)=H;” =H} + Hy” =Hf + Hy” =H{ + H =Inx +Iny

Agora, provaremos que a funcdo é crescente. Considere x, y € R*. Suponha x <

¥, consequentemente existe um a > 1 tal que y = ax. Entdo:
Iny=Inax=Ina +Inx

Comoa>1-1Ina >0,0useja lny >Inx ]

E possivel calcular a area HY através de soma de retangulos. Inicialmente

decompde-se o intervalo [1,x] em um numero finito de intervalos justapostos. Em cada

. .~ . A 1 o
intervalo [a, b] da decomposi¢do, com a < b, considera-se o retangulo de altura e O vértice

superior direito intersecta o grafico da faixa da hipérbole no ponto (b%) Este retangulo é

chamado de retdngulo inscrito na faixa Hy . A reunido destes retangulos inscritos é um poligono
retangular inscrito na faixa Hy'. A medida que se refina as subdivisfes de [1, x], obtém-se uma
melhor aproximacdo de Inx, ou seja, quando o maior subintervalo de [1,x] tende a 0, o

poligono regular inscrito na faixa Hy tende a In x.
2.2.2 Série harmonica
Em um calculo aproximado da area da faixa da hipérbole, quando se divide o

intervalo [1,p + 1], com p € N, em subintervalos unitarios, a soma das areas dos retangulos

por excesso € igual a série harmonica
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1 1
Hy=1+ 2Tzt oty

Essa soma equivale a uma aproximacao superior a Hf“, ou seja,
H, >In(p+1)

Sendo assim, como a funcéo In x € crescente, entéo H,, € ilimitada.

o | 1 I 1 T

. 1 2 3 yo 2+ 1

Figura 2: Série harmdnica interpretada geometricamente

Mostraremos, na proposicdo a seguir, que a diferenca entre a série harmonica e a

funcdo logaritmo natural, em qualquer intevalo de extremos naturais € sempre limitada.
Proposicao 1. Para todo inteiro p > 0, temos que
0 < H,—-ln(p+1)<1
Demonstracéo:
Considere a decomposicdo do intervalo [1,p + 1] em subintervalos unitarios e a

respectiva aproximacao inferior da area da faixa da hipérbole, obtida somando-se as areas dos

retangulos.

o | I T

L 1 2 3 Vo r+ 1

Figura 3: Aproximacdo inferior de In(p + 1)
A soma das areas dos retangulos, a aproximacao inferior, nos da:
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1+1+ +1+ - <In(p+1)
2 3 p pt1 P

0 que implica

SR MR
273 p P

Somando 1 a ambos os lados da desigualdade,obtemos

trsr it i omp ) +1
273 p P

Ou seja,
Hy<In(p+1)+1-> H,—-In(p+1) <1
Por outro lado, como foi mostrado, temos que
H, >In(p+1)-> H,—In(p+1) >0.
Assim, concluimos que
0 < H,—-ln(p+1)<1 [

Em outras palavras, a sequéncia dessas diferencas, além de ser limitada, também é

mondtona, e portanto, convergente, segundo o teorema de Bolzano-Weieerttrass. Agora

podemos definir a constante de Euler-Mascheronni.

Definigéo 3. O limite
y = lim [Hp —In(p + 1)]
p —> ©

¢ chamado constante de Euler-Mascheronni.
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2.2.3. Célculo dos digitos de Gama (y)

Sendo flni—x > H,, pela tabela a seguir, podemos ter uma nocao do quanto € lento

o crescimento da série harmonica.

10 2,3

100 4,61
1000 6,91
1000000000 20,72
10%° 115,3

Tabela 1: Valores da primitiva Inn

Da mesma forma, In cresce lentamente. Por isso, a constante gama converge
lentamente também, por ser a diferenca entre estas duas sequéncias. A proposicao abaixo trard

a nocdo da convergéncia de y (constante de Euler-Mascheronni).

Proposicao 2. Seja y,, 0 n-ésimo termo das sequéncias de aproximaces de y. Tem-se que

1 1
2(n+1) SYT < E
Demonstracéo:

. . . o 1
Para demonstrar a desigualdade acima, analisaremos o gréafico f(x) = -

n n+l <+« N-1 N
Figura 4: Proposic¢do 2
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Seja YN H a area hachurada que toca o grafico. Entéo:
i H = (

n+1dx 1 n+2 dx 1 N dx 1)\ _
L)t s ) ot (W -7) =

n+1ldx n+2dx N dx 1 1 1)\ _
(R T+ L T) -~ Gt t o +a) =

X

=

N N-n N N n N n
dx 1 d 1 1 1 1
N R R R (R
X n+r X r r r Tr
n r=1 n

Fazendo N — oo , temos que

N
ZH= YVt V= V¥
n

Se for deslocado a regido H para o primeiro retangulo no intervalo [n,n + 1] da

figura acima, observa-se que cada regido corresponde a menos da metade de cada retangulo

, . . ’ N . 1
onde ela esta inscrita. Como a area do retangulo entre n e n+1 igual a —, temos que

1

— < —_—

Para demonstrarmos a outra parte da desigualdade, construiremos um triangulo

retdngulo em cada uma das subdivisdes unitarias como mostrado na figura abaixo.

m m+ 1 m+2

Figura 5: SubdivisGes unitarias do gréficoy = i
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Cada triangulo assim formado equivale ao triangulo logo a direita, que contém uma
parcela de H, pois suas hipotenusas tém a mesma medida, e todos os catetos horizontais medem
1. Entéo:

va—k

N

r= 24> 30 ()
m+1 m+2/ 2(n+1

n

Concluimos assim que

1 1

2(n+1) =V < o

2.2.4 Série harmonica alternada

Pela definicdo 2 é possivel calcular aproximacdes para a série harmonica. Assim, a

enésima aproximacao da série harménica H vale
H, = y, +1In(n)

Uma aplicagdo importante da constante em estudo esté4 associada a série harménica

alternada que é uma importante série originada da série harmonica.

Definicao 4. A série

1,11 _i(—n"“
2 3 4 5 L on
é chamada de série harmonica alternada.

A série harmonica alternada € convergente, pois analisando as reduzidas temos
que:

1) As reduzidas de ordem par séo:

1=z = (1-5)+(G-7) = (1-3)+(G-3) + (G+5)
25 75T 2) T\3 7)) %= 2)"\37 1) T \576) ¢
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Nesse caso, como cada diferenca dentro dos parénteses representa um nimero

positivo, temos que s, < S5 < Sg < 0 < Sy < oo

ii) As reduzidas de ordem impar séo:

—1 —1 (1 1) — 1 (1 1) (1 1) .
51 1.5 = 2 3)% 7 2 3) \a"5)°%"

Nesse caso, cada diferenca nos parénteses também € positiva, 0 que nos garante que

Sl > S3 > S5 > > SZn—l >
1

Portanto existem s’ = lim s,, € s"” = lim S5,_;. COMO Sy;,41 — Son = Py
n- oo n- oo n+1

tende a zero, quando n tende a infinito, temos que s’ = s” = s. A série é convergente, mas nao
é absolutamente convergente, sendo uma série que deriva da série harmdnica, que por sua vez

é divergente.

Sabe-sequel+a+a?+a®+--+a®+- = 1Tla,se la|] < 1. Tomando entdo

, - 1 . P
—1 <a <0, temos que a série converge para —, isto &,

l—a+a?-a+-+(-Dna"+- =

1+a

Integrando a equacdo acima com relacdo a variavel a, temos que

1
f(l—a+a2—a3+-~~+(—1)".a”+--~)da = f—da -
1+a

2 3 n+1

1
n+1+"‘— fl_l_—ada—ln(1+a)

P S S S Yo
375 = 1n ]
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3 CONJUNTO DE CANTOR, TAPETE DE SIERPINSKI E ESPONJA DE MENGER
3.1 Conjunto de Cantor

O conjunto de Cantor possui esse home em homenagem ao matematico aleméo

George Cantor (1845-1918). Descreveremos abaixo como é construido o Conjunto de Cantor.

Sendo F, o intervalo [0,1] em R, seguem-se 0S passos:
1.Retira-se do intervalo real [0,1] seu terco médio aberto, ou seja, o intervalo aberto G%)

2. Chama-se de F; a unido dos intervalos restantes, ou seja,

=l vl

3.Retira-se de F; o terco médio de cada um dos seus intervalos, ou seja, retira-se 0s seguintes

5:3)e3)

4. Chama-se de F, a unido dos intervalos restantes, ou seja,

R O O I

5. Retira-se de F, o terco médio de cada um dos seus intervalos, ou seja, retira-se 0s seguintes

(1 2) (7 3) (19 20) (25 26)
27’27) ' \27’ 27/’ \27’27) ' \27’ 27)"

6. Considera-se F; a unido dos intervalos restantes, ou seja,

1 2 1 2 7 8 1 2 19 20 7 24 25 26
Sl U K o K e ) e o s ) e e )
27 27’9 9’27 27’3 3’27 279 27’27 27

7. Continuando dessa forma, obteremos uma sequéncia de conjuntos F,,, onde sem tem:

intervalos abertos:

intervalos abertos:

F, o F, D F >« D>F D--
As relagGes de continéncia acima nos mostram que F, = Np=; F,.

~ 7 -~ - . 1
Observacdo. F, € a unido de 2" intervalos, cada um com comprimento et

O conjunto K = N~ F, é denominado o conjunto de Cantor.
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o 1
.| N

o 1/3 2/3 1
| | | |

(0] 1/9 2/9 1/3 2/3  7/9O 8/9 1

Figura 6: Etapas iniciais da constru¢do do conjunto de Cantor

Mostraremos que o comprimento total de todos os intervalos que foram removidos
do conjunto de Cantor é 1.

Demonstracéo:

Dado um intervalo [a,b] € R, o comprimento desse intervalo é b — a. Vejamos

que:

v Na primeira etapa da construcdo de K, retiramos um intervalo de comprimento %;

v Na segunda etapa da construcdo de K, retiramos dois intervalos de comprimento 312;
v

. ~ . . f 1
Na terceira etapa da construgéo de K, retiramos quatro intervalos de comprimento —.

. . . . . 1

De modo geral, na primeira etapa, retira-se um intervalo de comprimento 3 € na etapa de
, . 1. . . . 1

ndmero n, n > 2, retiram-se 2™~ 1 intervalos de comprimentos iguais a

Somando os comprimentos de todos os intervalos retirados na construgdo de K em
todas as etapas, obtemos a seguinte série geométrica:

! + 2 + * + 3.1
3 32 33 G
Nessa série geometrica, o primeiro termo e a razao sao, respectivamente, iguais a

1 2 ~ ‘ N
a; = Jer=:. Como arazdor étal que -1 < r < 1, a sequéncia € infinita convergente, sendo

o limite da soma (3.1) igual a:
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3.2. Tapete de Sierpinski

O tapete de Sierpinski é o equivalente bidimensional do conjunto de Cantor. Esse
tapete é construido pela remocdo do quadrado central de um quadrado de lado 1 dividido em 9
quadrados. A etapa seguinte consiste em remover 0s quadrados centrais dos oito quadrados
menores que permaneceram, e assim por diante.

Descreveremos as etapas para a construgéo do tapete de Sierpinski.
1° Etapa: Considerando um quadrado de area igual a 1, dividiremos esse quadrado em nove

guadrados congruentes e eliminaremos o quadrado central, ou seja, sera removido um quadrado
. . 1

de area igual a 5

2° Etapa: Nos oitos quadrados restantes, repetimos 0 mesmo processo da primeira etapa, ou

. .. ., . 1
seja, eliminaremos 8 quadrados onde cada um possui area igual a o
3° Etapa: Nos sessenta e quatro quadrados restantes, repetimos 0 mesmo processo da primeira
. .. . . 1
etapa, ou seja, eliminaremos 64 quadrados onde cada um possui area igual a P

Esse procedimento repetido sucessivamente gera o tapete de Sierpinski.
A figura abaixo representa o quadrado inicial e as duas etapas seguintes descritas

acima.

Figura 7: Etapas iniciais da construcdo do Tapete de Sierpinski

Mostraremos que a soma total das areas dos quadrados que foram removidos do
tapete de Sierpinski é 1. I1sso implica que o tapete de Sierpinski tem area 0.

Pelas etapas descritas anteriormente, temos que:
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v Na primeira etapa, foi removido um quadrado de area igual a %
v Na segunda etapa, foram removidos oito quadrados de &rea igual a é cada um.

. . , . 1
v Na terceira etapa, foram removidos sessenta e quatro quadrados de area igual a s cada

um.
. . . .. . 11 1
De modo geral, na primeira etapa foi eliminado 1 quadrado de area 335 ena
. .. _ . . 11
etapa de nimero n, n > 2, foram eliminados 8™~ quadrados, cada um de érea igual a P

1 ~ , .
pers Somando, entdo, as areas de todos os quadrados removidos em todas as etapas, obtemos a

seguinte série geométrica:

iy 24 (32
9 81 729

- . . . ;- 1 ~ 8
Nessa série geometrica, o primeiro termo € igual a a; = 5 earazaor = 5 tem

maodulo menor do que 1, ou seja, ela é infinita convergente. Sendo assim, o limite da soma (3.2)

é igual a:

3.3 Esponja de Menger

O primeiro trabalho sobre a esponja de Menger foi apresentado pela primeira vez
pelo matematico austriaco Karl Menger (1902-1985) no ano de 1926, enquanto ele explorava a
nogdo de dimensdo topoldgica. Esse objeto matematico nada mais € que uma extensdo
tridimensional do conjunto de Cantor e do tapete de Sierpinski. Descreveremos as etapas para
a construcdo da esponja de Menger.

A esponja de Menger é construida atraves de um cubo que passa pelo seguinte
processo recursivo:
1. Considera-se um cubo de volume igual a 1.
2. Divide-se cada face do cubo em 9 quadrados. Desta forma, teremos o cubo maior

dividido em 27 cubos menores.
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3. Remove-se o cubo localizado no meio de cada face e o cubo central, restando apenas 20
cubos. Isso representa o primeiro nivel da esponja de Menger.

4. Refazendo os passos 2 e 3 para cada um dos 20 cubos restantes do nivel anterior,
obteremos o segundo nivel da Esponja. Nesse segundo nivel, cada um dos 20 cubos que
restaram do nivel anterior esta sendo divididos em outros 20 cubos menores, obtendo no final
2029,

5. A esponja de Menger € o limite desse processo ap6s um numero infinito de interacGes.

Figura 8: Esponja de Menger do nivel 0 ao nivel 2.

Mostraremos que a soma total dos volumes dos cubos que foram removidos da
esponja de Menger € 1.
Se n é o numero de interacdes executadas no cubo inicial, 0 nimero de cubos

restantes serd 20™, e é possivel contar em cada nivel quantos cubos foram removidos. No nivel

. 1 , , -
1, foram removidos 7 cubos com volume de - cada. Ja no nivel 2 foram removidos 140 cubos

1 . . P ~
com — cada. Seguindo 0 processo recursivo, temos que apos infinitas etapas de remocao dos

cubos, a série que representa a soma dos volumes dos cubos removidos em cada nivel é dada
por:

7 7.20 7.20.20

— 3.3
27+272+ 273 * (3.3)

. ;- . . . 7 o~ 20 .
Como essa é uma serie geométrica de primeiro termo a, = > erazaor = TR cujo

valor absoluto é menor que 1, concluimos que o limite da soma (3.3) é igual a:

A

27 _
20

=57

1
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4 SEQUENCIA DE FIBONACCI

Definicédo 5. A sequéncia de Fibonacci é definida por:

Fn+2 = Fn+1 + FTI.' vn = 1

comF, =F,=1eF,=0.

Proposicéo 3. Seja a sequéncia numérica (x,,) definida tomando dois numeros consecutivos da

sequéncia de Fibonacci tal que x, = F’;_“. Essa sequéncia converge para 0 nimero %g =
n
1,61803.
Demonstracéo:
3 5 8 13 21 . .
Sendox; =1,x, =2,x3 = 3 Xa T 5 X = X = Xy = entdo:
N =Fn+1=Fn+Fn—1=1+Fn—1=1+ 1 14 1
" Fn Fn Fn FTl Xn-1
Fn—l

Assim,

: : 1

lim x, = lim (1 + >

n—-oo n—-oo xn—l

Aplicando a definicéo de limite, teremos:

1 .
x:1+;,ouseja,x2—x—1:0.

Resolvendo a equagdo encontraremos X =

1+/5
S

A seguir, iremos abordar algumas aplicacdes que envolvem as sequéncias de

Fibonacci.
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4.1 Diagonais do triangulo de Pascal

Seré necessario abordar primeiramente a teoria de nimeros binomiais para assim
podermos dar continuidade com o triangulo de Pascal,

Considerando a expressdo (1 + X)™, sendo X uma indeterminada e n € N.
Desenvolvendo essa poténcia, obtém-se um polinémio de grau n em X, cujos coeficientes séo
ndmeros naturais:

A+X)"=ag+a, X +a,X2+ - +a, X1 +a,X"

Chamaremos os coeficientes a; , i = 0,1,...,n de ndmeros binomiais, sendo

denotados por a; = (7). Definimos (7!) = 0 quando i > n.

Lema 1. (relacdo de Stifel). Paratodon € Netodoi € Ncom0 <i < n,tem-se que

+1
(1:) * (i:—ll) N (1:+ 1)
Demonstracéo:
Para i = n, a relagdo acima € trivialmente verificada
+1 +1
(Z)-'-(n:l—l) =<Z+1)_) (Z)=<Z+1>

Para0 <i < ntemos que

Pela defini¢do acima da expresséo (1 + X)™ obtém-se que
(n+1)+(n+1)x+
0 1

= a+0a+00=a+0[(0)+(7) X+ ()x2 +-+()x]

n+2 n+1 n+1
( )X2+---+( )X“+( )X”“ =(1+x)"*!
2 n n+1
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- QL [+ Qs o[ )+ (e

(n+1
n+1

).Xn+1 m
Lema 2. Paratodosn,i€ N,com1 <i < n, tem-se que

(n)_n.(n—l)...(n—i+1)_ n!
B il il(n=1)!

[

Demonstracéo:

Pelo principio da inducdo finita temos que

Para n = 1 a igualdade ¢é verdadeira. Suponhamos que as igualdades sejam validas

paraalgumn € Netodoicom 1 <i < n.Pelarelagdo de Stifel, temos parai < n que

(n-.l_i):(n)‘F(iill): n.(n—1)..i.!(n—i+1)+n.(n—1()i:(17;!—i+2):

n.(n—1)...(n—i+1)+n.(n—1)...(n—i+2).i_
il B

n.(n—1)...(n—i+2).(n—i+1+i)_
il B

n.(n—l)...(n—i+2).(n+1)_ (n+1)!
il T il(n—i+ 1!

Teorema 3. (binbmio de Newton). Sejama, b € Ren € N. Tem-se que

n
1

n

(a+b) = a"+ ( )

).a"-l.b+ ( ).a"‘z.b2+---+( ).a.b”‘1+ "

n
n—1

Demonstracéo:
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Pelo PIF (principio de inducdo finita) sobre n, tem-se que

Para n =1: (a+b)! = a' + (}).a*™%.b = a + b, ou seja, P(1) é verdadeira.

Supondo que o resultado vale para algum n € N, temos que

(a+b)" = (2) " + (rll) A" L+ (;) A" 2 b 4+ (E) L N E (ni 1).a. bt
+ b"

(hipdtese de indugéo)

Provaremos que o resultado vale para n+1. Seja (a + b)**! = (a + b).(a + b)™.

Multiplicando a hipétese de indugéo por (a + b) obtemos

(a+b)" = (a+b).(a+b)"= (a+b). [(8) a" + (;‘) a1 b+ (‘21) a2 b2 4.t

(1)-a" kb 4+ (").ab 4+ b =

(p)-a™t + (§).a%bp + (5).a"Lp*+ -+ (1).a" bk + +(").a% "+ (D).a.b™ +

(p)-a™b+(1).a" b2 + (P).a" b+ +( " ).ab™ + (7). b =

©)-a™ "+ [+ (Dla™b + [(D) + (D] b% +.+ [(I) + (a1 b% + . 4[(1,) +

(M]-ap™+ (7).p (4.1)

Usando a relagdo de Stifel e considerando que ("3%) = () e (177) = (%) obtemos de (4.1)

que

(a + b))t = (ngl).a““ + ("1’1) a".b+ (nzl).a“‘l. b?% +..+ (“il). ahk+1 pk o+ ...+(n$1). a.b™+

(n+1). pntl

n+1

Portanto, a identidade também é verdadeira para n+1. Assim, concluimos que vale

paratodon € N.

Definigdo 6. O triangulo de Pascal € um tridngulo aritmético composto por nimeros binomiais

! , - -
() = k'(:;k)', onde n representa o nimero da linha e k representa o nimero da coluna, com n

>k =0.




(o) () G G) (&)

Figura 9: Triangulo de Pascal com nimeros binomiais
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O triangulo é simétrico e infinito e os lados dos triangulos sdo constituidos do

numeral 1. A linha seguinte possui um nimero a mais que a linha anterior. Esse triangulo possui
varias propriedades que permitem construir a linha subsequente.

T

T riszamngumlo de FPascal

A O

= 25 5 . 5 25

3o = A2 126 =

Figura 10: Tridangulo de Pascal

B e
B =1 A2Z20 210 252 Z2310 120 B =1

A O

Somando os numeros nas diagonais conforme o triangulo de Pascal a seguir, as
somas obtidas formam a sequéncia de Fibonacci.

1

0~ WP gy M

1 = 3 5 =

1

3 1

(=] % 1

1ia 10 5 1

i5 20 15 =] 1
21 35 35 21 T
23 54 Ta 58 23

Figura 11: Diagonais no triangulo de Pascal

13

1
b

=1

=<
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O matematico francés Edouard Lucas, em 1876, determinou o termo geral da
sequéncia de Fibonacci usando soma de coeficientes binomiais. Serd necessaria a relagéo de

Stifel para a provar o teorema enunciado a seguir.

Teorema 4. Paratodo n € N* , temos que:

Fa= (g) + ("7 + ("% + -+ (") onde k & o maior inteiro menor ou igual a =, isto é,

n ,

E’ senepar
k=13 21 L,
—,sen éimpar

N

Demonstracéo:

Se n =1, temos que F; = 1. Considere:

= () Qo (3o (1)

Friz = (n;2>+ (n:1>+(;)+...+("+§—s>

onde k, p, s € N, satisfazendo:

k n

k<n-—k _nil
p<n+l-p ,istoé {p = —
s<n+2-s S<n_+2

Existem dois casos a considerar:

1°caso: n impar

n+1 _

_n-1+4+2 _
2

=k+1

Temosquekz"T_lep: s
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Logo,

Fron+Fa= ("3 + (D + (5 + -+ (4

k+1
MO CORICURESICVE
"3+ @+ DI+ + (D] -+ [ + (3D ]
Aplicando a relacdo de Stifel aos nimeros binomiais dentro dos colchetes, obtemos
Pt Fu= (304 () + () + 0 (741
Usando o fato que s =k+Leque ("f") = ("+%), entdo
Fon+F= (") + (1) + Q)+ (7)) = Faa
2°caso: n par
Temosquek———pe s=k+1
Logo,

Frer + Bo= (") + () + () + -+ (")

)+ (D)) + -+ ()=
o)+ @+ DI+ + (O -+ [R5 + 77 T+ (5

Aplicando novamente a Relagdo de Stifel aos ndmeros binomiais dentro dos colchetes,

obtemos:

Fo1 +E, = (n+1) + (n+1) + (n) + o+ (n k+2) (n k)
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Usando o fato que s = k+1, k =p e que ("3*) = ("3?), entdo:
B o= () (1) ()0 (57 (92
(M42) 4 (M) 4 (T) + ok (TFEGTDY 4 (noHT) =

() + (3% Q)+ (G () =Py
Observagdo: (".°T1) = ("*27)

4.2 Triangulo de Pascal em mosaico hexagonal

Nessa secdo, precisaremos das equacdes diofantinas lineares para desenvolvermos

0 mosaico hexagonal no triangulo de Pascal.
4.2.1 Equacdes diofantinas lineares

A solucdo de varios problemas de aritmética recai na resolucdo, em numeros
inteiros de equacdes do tipo
aX+bY=c
coma,be Z.
Essas equagdes sdo chamadas equacdes diofantinas lineares em homenagem a
Diofanto de Alexandria (aprox. 300 d.C.). Nem sempre estas equacdes possuem solugdo. Um
exemplo disso é a equacao
2X +4Y =5
ndo possui nenhuma solucgdo x,, y, eém ndmeros inteiros pois, caso contrario, 2x, + 4y, par e,
portanto, nunca igual a 5.
Precisamos encontrar nimeros inteiros x, , y, que facam com que aX + bY =c seja
verdadeira. Veremos a seguir em quais condicOes tais equacBes possuem solugdes e como

determiné-las.

Proposicédo 4. Sejam a, b € Z\ {0} e ¢ € Z. A equacdo aX + bY = ¢ admite solucdo em

ndmeros inteiros se, e somente se, (a, b) | c.
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Demonstracéo:

Supondo que a xy, Yo € Z seja solucdo da equacdo aX +bY =c, ou seja, ax, + by,
= ¢. Como o mdc (a,b) divide a e b, segue que ele divide ax, + by,, logo divide c.

Reciprocamente, suponha que mdc (a,b) divida c, ou seja, ¢ = mdc (a,b) . d, sendo
d € Z. Temos que:

mdc (a,b) =a.n+b.m,onden,m € Z.
Multiplicando os lados da igualdade acima por d, obtemos:
¢ =mdc (a,b).d =a.(n.d) + b.(m.d)
Concluindo assim que a equacdo admite pelo menos uma solucéo.

Observacdo. A equacdo aX + bY = c é equivalente a equacdo a, X + b; Y = c onde

U=Gn T an T @

Note que (aq, b;) = 1 e, portanto, podemos focar nas equacgdes do tipo
aX +bY =c,com (a,b) =1,
que sempre tera solugdes.
Na proposicdo a seguir, serd exposto uma forma de obter as solugdes de uma

equacdo diofantina a partir de uma solucao particular qualquer x,, y,.

Proposicdo 5. Seja x,,y, uma solucdo da equacdo aX + bY = c, onde (a,b) = 1. Entdo, as
solucdes x, y € Z da equacdo sao

X=xg+th,y=y,—ta; te Z.
Demonstragéo:

Sendo x, y uma solucdo da equacdo diofantina aX + bY = c, entdo

ax, + by, =ax + by =c.
Consequentemente,
a.(x —x0) =b(yo —¥) (4.)
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Como (a,b) =1, segue que b | (x — x,). Logo,
XxX—xy=thte Z
Substituindo a expressdo de x — x, em (4.1), segue que
Yo—Yy=ta
0 que prova que as solug@es sdo do tipo exibido.
Por outro lado, x, y, como enunciado é solucdo, pois
ax +by =a(xy +th) + b(y, —ta) = axy + by, =c [ ]

Adotaremos em alguns casos a notagao (," ), onde s = n —r. Pela simetria dos

ndmeros binomiais temos que:

n n n n!
(=)= ==

onder+s=n=0

Relacionaremos os nimeros da sequéncia de Fibonacci com solugdes positivas de
equacdes diofantinas lineares. Serédo inseridas coordenadas para encontrar os elementos no
triangulo de Pascal.

A figura a seguir exibe os ntimeros binomiais (" ), dados por seus valores,
dispostos em um mosaico hexagonal, formando o tridngulo de Pascal. Observa-se através da
figura que as somas dos termos que ocupam os centros dos hexagonos localizados nas retas

inclinadas, resultam nos nimeros de Fibonacci.



44

Figura 12: Tridngulo de Pascal em mosaico hexagonal

Colocando um sistema nao ortogonal de coordenadas (x, y) no triangulo de Pascal,
conforme a figura a seguir, onde é possivel tracar retas inclinadas obtendo suas respectivas

equacoes.

Figura 13: Sistema ortogonal de coordenadas (x, y)

X+2Y =k, ondek>0

Os hexagonos em mosaico possuem em seu centro nimeros inteiros nao negativos
por serem numeros binomiais. A partir desse fato, sera obtido uma representacdo geométrica
dos nimeros da sequéncia de Fibonacci.

Apresentaremos algumas notagfes adicionais antes de entrarmos em detalhes nos
resultados.

Denotaremos N(k) = {(x,y) € NxN | x + 2y = Kk}, ou seja, N(k) é o conjunto de

pares de numeros naturais que séo solucbes da equacdo diofantina X + 2Y =k, onde k > 0.
Ainda, denotaremos S, = (xy) e N (k) (;”y )

Tomando como exemplo k =5, temos que N (5) = {(5,0), (3,1), (1,2)}. Temos que
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S5 = X(xy) EN(S) (;”yx) =(°,)+(G*) + (*,) =8=F;, isto é, 0 sexto elemento da sequéncia

de Fibonacci.

Teorema 5. Para todo k € N, temos que

Fy = Sk = Xy enio) (;ﬂ;)
Demonstracéo:
Caracterizando as solug6es da equacéo diofantina X + 2Y =Kk, ou seja, 0s elementos
de N(K). Se (xo,v,) € uma solugdo da equacgdo diofantina entdo (x,y) € N(k) se, e somente
se,X=xy-2t=0ey=y,+t =>0,comte Z. Sendo (k,0) uma solugdo particular, logo as

solucgdes da equacdo diofantina sdo da forma:

{X = k—2t

y—¢ ke

Como (x,y) € N(k), entdo:
X =k—-2t>0ey=1t>0
Osvaloresdetsdotaisque0 <t < S Temos dois casos a considerar:

1° Caso: k é par

. k
Nesse caso t pode assumir os valorest=0,1,..., e

k

N(K) = {(k, 0), (k = 2,1), ..., (0.5)} = {(k = 26,00 ] 0 <t < 2}

Assim,

Se= Zeomento (5) = () + () + -+ (

Nk ko

)= A
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2° Caso: k é impar

. k-1
Nesse caso t pode assumir os valorest=0,1,..., —-e

k-1 k-1

NK) = {0, 0), (k= 2,1),.., (1)} = {260 10 <0 < £

2

Logo,

k+1
SkZZ(x,y)EN(k)(;+3;):(’S)+ (k11)+..._|_ <é>:Fk- .

2

4.3 Triplas Pitagoricas

Pelo Teorema de Pitagoras obtém-se a seguinte relagdo: a? + b? = ¢?

Ele afirma que, para um triangulo retdngulo com comprimento de hipotenusa c, a
soma dos quadrados dos dois lados mais curtos a e b é igual ao quadrado da hipotenusa. Uma
tripla pitagérica é simplesmente trés numeros inteiros que satisfazem essa equacdo, por
exemplo, os nimeros 3,4 e 5 formam uma tripla pitagorica.

Podemos relacionar a sequéncia de Fibonacci com os ternos pitagoricos. Serdo

necessarias algumas identidades que serdo apresentadas em forma de Proposicao.
Proposicdo 6. Fa, = Fp. (Fps1 + Fne1) € Fopyq = Fpyt’ + E,? , paratodon € N.

Demonstracéo:

Pelo Principio de Inducéo Finita, temos:
Para n = 1 as identidades sdo verdadeiras, pois F, = Fy. (F, + Fy) e F; = F,° + F,?
Supondo que para n = k sejam verdadeiras as identidades, ou seja, Foj = Fi. (Fg41 + Fr—1) €
Fops1 = Frpi? + F2 (hipoteses de inducdo). Provaremos que para n = k+1 também é vélida
as identidades. Seja
Fatke1) = Faket + Fak = Fierr® + Fi® + e (Freq + Fio1) = Fraq. Frgq + Fr Fr +
FrFre1 + FrFro1 = Frpq- (Frpa + F) + Fr. (Fi+ Fq) = Fryq Frip + Fr Fryq =
Fii1. (Friz2 + Fi)
Além disso tem-se que
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Faterny+1 = Fakez = Faksz + a1 = Frar. Fraz + Fi) + Firr” + Fi® = Frpq. (Frer +
Fi+ Fi) + Fiyr® + Fi® = Frgr. (Frpn + 2F) + Feyd® + B = (Fegd® + 2P Frgn + F°)
+ Fiy1” = (Fiar + Fi)? + Fierr” = Fraa” + Figa

Portanto, as afirmagdes valem para n = 1, e assumindo que valem para n = k, elas valem para

n=Kk+1. ]

Agora, mostraremos uma proposicao que ira relacionar sequéncia de Fibonacci e a

hipotenusa do triangulo retangulo.

Proposicao 7. Seja n = 2 um namero natural. Entdo F,,,,; representa a medida da hipotenusa

num triangulo retangulo.

Demonstracéo:

Sabendo que Fypyq = Fryi” + E,° entdo Fopyy” = (Fpys® + Fnz)z, ou seja,
2
F2n+12 = (Fn+12 + Fnz) = n+14 + 2-Fn+12-Fn2 + Fn4 =
Fpoi* + 4. Fp 2 B -2.F 2 B+ E* =

2
4. Fpir® B? 4 (Fpn® = 2.Fp. B2 4+ BY) = R Fp B)? + (Fpe” —F2)” m

Através do resultado dessa proposi¢do podemos concluir que
Para todon > 2

a:2-Fn+1-Fn1b:Fn+12_Fn2 e C=Fopya
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5 PRODUTO DE WALLIS

O produto de Wallis é representado por

224466 2n 2n
lim -.-.z.-.=.2 =
n— oo

133557 " 2n—12n+1 2

Mostraremos a veracidade desse limite, mas precisaremos antes expor alguns

exemplos de integrais que contribuirdo na prova do resultado do Produto de Wallis.
-1 _ -1 -
Exemplo 1. Demonstre que [ sen™x dx = —cosx sen™ 'x + ansen" Zx dx

Prova:

Pela integragdo por partes tem-se que: [u.dv = w.v — [ v.du. Fazendo
[sen™x dx = [sen™ ! x.sen x dx , temos:
u=sen"'x » du= (n—1).sen™?%x.cosx dx
dv=senx.dx - v = —cosx

Usando integracao por partes, obtemos:

[sen™xdx = —cosx .sen™1x— [—cosx.(n—1).sen™ % x.cosx dx =

—cosx .sen™lx+ (n— 1).[ sen™ % x. cos? x dx
Utilizando a relagdo cos? x = 1 — sen? x, teremos:

fsen”x dx = —cosx .sen™1x + (n—1). f sen™ % x. (1 —sen?x)dx =

—cosx .sen™ 1 x+ (n—1).[(sen™?x — sen™x) dx =

—cosx .sen™tx+ (n—1).[sen™ % x dx — (n—1). [ sen™ x dx
Nessa equagdo isolamos a integral [ sen™ x dx. Entdo:

n. [sen™xdx = —cosx .sen™*x + (n—1). [ sen™ % x dx, ou seja,
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n —1 n—1 n—1 n—2
sen"xdx = —cosx .sen™ *x + sen"“xdx [ |
n n

Vs Vs
z -1 _
Exemplo 2. Mostre que fZ sen™x dx = “—. [Zsen™2 x dx

Prova:
A partir do Exemplo 1, temos que:

T T

2 T 2
— 42, - 1 -2

sen™x dx = |—cosx .sen™ x| + .| sen™“ x dx

n 0 n

0 0

Sendo cos % =0, entio:

T T
2 2
n n-— 1 n-2
senx dx = .| sen x dx
0 0

Exemplo 3. Calcule [2 sen®x dx

Resolucao:
Usando a equacdo do exemplo anterior para n=2, obtemos:
Y Y Y
H 2—1 H 1 H 1 T 1
- T T 0w
jsenzx dx = T.Jsenz‘zx dx = E.fdx= > [x]e = 3377
0 0 0
Exemplo 4. Calcule [2 sen’x dx
Resolucéo:
Segue imediatamente do Exemplo 2 que:
Y Y Y
; 3—-1 H 2 H 2 r 2
jsen3x dx = T.Jsen:""zx dx = §.fsenx dx = §.[—cosx]g =3
0 0 0
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Exemplo 5. Demonstrar, para as poténcias impares do seno,

T
2
2.4.6.2n
2n+1 dx = ,V > 1
fsml YA T
0

Prova:

Usando o Principio da Inducéo Finita (PIF) sobre n, temos para n =1:

T

2
jsenxdx——
0

(resultado do Exemplo 4)

Supondo que a equagéo vale para todo n = k > 1(hipotese de inducao), ou seja,

2.4.6.2k
3.5.7.(2k + 1)

T
2
fsenZ"“x dx =
0

Mostraremos que para n = k+1 também €é verdadeiro a equacdo. A partir do

Exemplo 2, substituindo n por 2k+3 e utilizando a hip6tese de inducao, temos que:

T T
5 2
2k +3—1 2k+2 2462k
2k+35 gy — 2k+3-2 —
fsm' T Tkt 3 fsm' T 2k +3'357.(2k+ D)
0 0
Portanto,
T
z 2.4.62
n
201y dy = >1
fsml =357 i D’ -
0

Exemplo 6. Demonstrar, para as poténcias pares do seno,
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g 357(2n—1)nv -4
Sen X X = T e2n 2

ogwl:

Prova:

Usando o Principio da Indugdo Finita (PIF) sobre n, temos para n =1:

7
fsenxdx——
0

(resultado do Exemplo 3)

Supondo que a equagéo vale para todo n = k > 1(hipotese de inducao), ou seja,

357.2k-1) &
2462k 2

2
fsenz"x dx =
0

Mostraremos que para n = k+1 também é verdadeiro a equacdo. Fazendo n=2k+2

na equacdo do Exemplo 2 e utilizando a hip6tese de indugédo, temos que:

2k+1 357.2k—1) «
2k +2° 2462k 2

T
2
1 2k+2-2
.| sen x dx =
0

Portanto,

— >
24.62n 2’ yn 21

T
2

35.7.2n—1) &
fsenznx X = ( )
0

Notac&o. Denotaremos por I, = f05 sen™ x dx.

Exemplo 7. Mostre que I5,42 < Ihpt1 < Ihn

Demonstracéo:

Sejax € [Oﬂ entdio 0 < senx < 1.Paran = 0, tem-se que:



sen®™?2x < sen®™tlx < sen®"«x

Ou seja,

Iintz < Ity < Iy ]

Exemplo 8. Mostre que
Lnsz 2041

Ly, 2n+2
Demonstracéo:
Pelo Exemplo 2, temos que:

s s

A 2 2—-1 H 2 1
n+z- n+

Lipis = fsenz'”zx dx = Wf sen?™t272 x dx = 2
0] 0

Ou seja,
Lypsz 2n+1
= |
I 2n + 2
2n+1 Ln+1 . Ion+1
Exemplo 9. Mostre que —— < === < lededuzaque lim ——=1
2n+2 In n-oo Iy

Demonstracéo:
Pelo Exemplo 7 temos que:
Ionto < Lhpyq < Iy, cOMo I, > 0, entdo:

2n+1 _ Lun

I I I
2n+2 < 2n+1 < ﬂ

< < - < <1
Ihn Ihn Ihn 2n+ 2 Lhn
Pelo teorema do confronto, como lim antl _ le lim 1 =1 entdo,
n- oo 2n+2 n— oo
I
lim antl 1 ]

oo Iy
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Féormula de Wallis

Mostre que

Demonstracéo:

Pelo Exemplo 9, temos que lim L1 — 1 pelos Exemplos 5 e 6,

n— oo 2n

2k Ty 2k — 1
Al Fres il )
k=1 k=1
Assim,
I L 2 1 2k 2k
. 2n+1 . k=12k+1 _ . 4 _
o T nIL”éoan k=1 nr | lze—12er1 !
2 k=172 k=1
Portanto,
224466 =
1'3'3'5'5'7 2 ™

Exemplo 10. Utilizando a formula de Wallis, demonstre que

24....2n 1
= li —
v n!EQD 3.5.7.....(2n—1) n

Solucéo:
Pela formula de Wallis tem-se que
224466 2n 2n o
nowl1°3'355 7 Zn—12n+1l 2
Entéo

T_ |, [224466 2n 2n 7
2 [W%l13355 7  n—12n+1
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. (2.4.6 .....2n)%
no% |[35.7....2n— D% 2n+ 1)

Ou seja,
2.4.6....2n V2
VT = lim I l 5.1
n-o|3.5.7 ... ... (2n—1),/(2n+1 G-
Fazendo

VZn V2R o1 [ g,

VZn+t1 VIn+lvn Van+ivn |y Livm
n
A partir de (5.2), obtemos que
li V2 li - 1. li li ! (5.3)
m ———== llm —_— . == 1m—— m — .
nﬁwm n— o 1 \/_ n—>oo\/_ n—>oo\/—
Tl

Para finalizar, usando a propriedade do produto de limites e substituindo (5.3) em

(5.2) obtemos:

_ 2.4.6....2n V2
Vo= lim . =
n-o [3.5.7 ... ... (Zn - 1) /(Zn + 1)

2.4.6...2n _ V2

lim Cdim —==
n-03.5.7 ... (2n—1) n- oo /(2n+1)

; 246...2n o [ 246 .. ]
no357... 2n—1) n1—r>noo\/_ no® (357 .. (Zn—l)\/_
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5.1 Comprimento da elipse

O conjunto de pontos de um plano cujas somas das distancias a dois pontos fixos
desse plano é uma constante é chamado de elipse.

Considerando uma elipse de focos F,(—c, 0) e F,(c, 0), centro O(0,0) e vértices
Ai(—a,0), A,(a,0), B;(0,—b) e B,(0,b), onde A;A, é 0 eixo maior de comprimento 2a e

B, B, € 0 eixo menor de comprimento 2b, como na figura a seguir.

i3

Figura 14: Elipse centrada na origem
A equacao reduzida dessa elipse é dada por

2 2
x
E§+%5=Lomwa2=b2+c2

Derivando implicitamente ambos 0os membros da igualdade em relacdo a x da

equacéo
x2 yZ
; + b—z = 1 (41)
Obtemos
, b
y 2%y
Entao,
b*x?
1+@)2=1+ aty? (4.2)

Isolando y? na equacéo (4.1), encontramos
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y2 = b? <1 - ﬁ) (4.3)

Substituindo a equacéo (4.3) em (4.2), temos

c°X
o pix? a’— 22
1+(y) :1+a4y2: a? — x2

Denotaremos a excentricidade da elipse por e sendo e = 2 temos

2 2x2

a e
1+ (y’)z = W (44)

Sendo o comprimento do arco de uma curva plana dado pela seguinte formula:

L= 1+ [f'(0]%dx
O perimetro procurado da elipse é dado pela formula
L=4.["J1+ [y'TPdx  (45)

Substituindo (4.4) em (4.5), tem-se

L=4f) [S5 5 dax  (46)

2

Faremos uma substituicdo trigonométrica para obtermos uma expressao mais

simples. Tomando X = a. sen(a) entdo dx = a. cos(a)d(a). Para x = 0 teremos a = 0. Ja para

X = ateremos a = % Substituindo essas equacdes em (4.6):

[ = 4f lJaZ_e a?sen?(a) a COS(O()] d((l):

a?-a?sen?(a)

o | s a0
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a?.cos?(a)

4a.f0§ [\/az'(l_ezsenZ(a)).COS(C()] d(a)= 4a.fO§\/(1 — ezsenz(a)) d(a)

Portanto,

L= 4a.f0§\/(1 —e2sen?(a)) d(a) (4.7)

Assim, a resolucdo da integral da igualdade (4.7) ndo € elementar. Por isso,
obteremos uma aproximacdo para essa integral. Usaremos a série binomial, que permite
expandir poténcias do tipo (1 + x)", paratodo x,n € R tal que |x| < 1.

A excentricidade da elipse € menor do que 1, ou seja, e < 1. Além disso, temos

que -1 < sen(a) < 1. Assim,
|—e?.sen?(a)| = |e?||sen?(a)| < 1

Seja a Série Binomial

— 2 _ _ 3
(1+x)"= 1+nx+n'(n2!1)x +n(n 1)3(!11 2)x 4+ (4.8)

Fazendon== e x = —e?.sen?(a) , temos:

N |-

(1- ezsenz(a’))%ZI + % (—e?sen?(a)) + %Gz_—'l) (—ezsenz(a))2 +

%% (—ezsenz(a))3 4= Z?f:o(lr/lz)- (D" e?". sen’(a)

Logo,

L= 4a.f§\/(1 — e2sen?(a)) d(a) = 4a. f(?zz’:o(l,/f)- (=™ e?™. sen?™(a) d(a) =

4a.2${’=0(11/12). (—1)".e2".f§sen2"(a) d(a) (4.9)

3.5.7....2n-1)

Como a fogsenZn(a) d(a) = 24.6..2n 2

(4.10)
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Substituindo (4.10) em (4.9), temos

_ © 3.5.7..2n-1)m _
L= 4a'2"=0(17/12)' (=1)".e’". 2.46..2n 2

- 3.5.7...2n-1) _
Zna'zn=0(1r/lz)'(_1)n'ezn' 2.4.6..2n

2ma. |1+ 55, (M2). (—1)n. g2 25 T=CD]

2.4.6..2n
, - (1)2 (e)z (1 3) e* (1
a. 5) (3 >2) 35

Para n variando de 1 a 3 temos que:

1 3 5
~ _lp2_ " ,4__" L6
L Zna(l 4° 64e 256e)
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6 CONCLUSAO

Através desse trabalho, foram abordadas algumas aplicacdes de sequéncias e séries
de nimeros reais. Algumas dessas aplicaces podem ser abordadas no ensino basico sem muito
rigor técnico e outras sdo estudadas somente no nivel superior.

A tdo famosa sequéncia de Fibonacci pode ser aplicada nessa dissertacdo no
triangulo de Pascal e nas triplas pitagdricas podendo assim contribuir como material de pesquisa
para os interessados nessas aplicacdes.

Utilizando as séries geométricas que comecam a ser estudadas pelos jovens no
ensino basico no estudo das progressdes geométricas, aplicamos essas séries no Conjunto de
Cantor e seus equivalentes bidimensional e tridimensional, ou seja, tapete de Sierpinski e
esponja de Menger. Com essas aplicacdes, pode-se proporcionar ao docente do ensino médio
exemplos aplicaveis em suas aulas de progressdes geométricas fazendo com que sua aula fique
mais interessante com o uso das aplicacdes.

A constante de Euler, que aparece em varias situacbes da matematica e que
aprendemos desde o0 ensino basico, pertence ao conjunto dos nimeros irracionais, foram dadas
duas demonstracOes utilizando séries geométricas e alternadas. Assim, sdo duas das diversas
maneiras de ser demonstrada a irracionalidade da constante de Euler (e).

A abordagem do calculo aproximado do perimetro da elipse também pode ser
utilizado nas aulas a nivel de ensino médio quando estiver sendo abordado as conicas,
especificamente a elipse, pois esse assunto praticamente ndo é colocado nos livros-texto de
ensino basico.

Por fim, para se trabalhar com as aplicacdes de sequéncias e séries de nimeros reais
exigi-se um conhecimento prévio em varias areas da matematica como se péde observar nesse
trabalho. Diante do exposto, o leitor teve a oportunidade de expandir os conhecimentos a
respeito das sequéncias e séries de numeros reais, pois muitos dos livros de analise real abordam

a teoria, mas ndo contemplam as aplicagdes.
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APENDICE

Definicdo 7. Uma sequéncia de numeros reais € uma funcdo x: N — R, definida no conjunto
dos nimeros inteiros positivos tomando valores reais. Assim, para cada n € N corresponde um

real x,,.

Definicéo 8. Uma sequéncia (x;,) € limitada quando todos os termos da sequéncia sdo limitados,

ou seja, quando existem nameros reais a, b tais que a < x,, < b paratodon € N.

Definicéo 9. Uma sequéncia (x,,) € dita limitada superiormente quando existe um ndmero real
b tal que x,, < b para todo n € N, ou seja, todos os termos x,, pertencem ao intervalo (ou

semirreta) (-oo,b].

Definicédo 10. Uma sequéncia (x,,) é dita limitada inferiormente quando existe um namero real
b tal que x,, = b para todo n € N, ou seja, todos os termos x,, pertencem ao intervalo (ou

semirreta) [b,+o0).

Definicdo 11. Uma sequéncia é caracterizada como crescente quando x,, < x,,,; paratodon €

N. Se x,, < x,4+1 paratodo n, entdo, a sequéncia é dita ndo-decrescente.

Definicdo 12. Uma sequéncia € caracterizada como decrescente quando x,, > x,,,, paratodon

€ N. Se x,, > x,,4, paratodo n, entdo a sequéncia ¢ dita ndo-crescente.

Definicdo 13. Denomina-se como sequéncias mondtonas as seguintes sequéncias: crescentes,

nao-crescentes, decrescentes e ndo-decrescentes.

Definicdo 14. O limite da sequéncia (x,,) de numero reais € o numero real a, e escreve-se
lim x,, = a, se para cada namero real & >0 escolhido arbitrariamente, for possivel obter um
namero natural n, tal que |x,, — a| < &, sempre que n> n,,.

Simbolicamente:

limx,=a.=Ve>03Ing EN;n>ny - |x, —al<e

Teorema 5. Toda sequéncia monétona e limitada € convergente.
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Demonstracéo:

Considerando uma sequéncia n&o-decrescente (x,), portanto, limitada
inferiormente pelo elemento x;. Pela hipdtese, sendo a sequéncia limitada, entdo seu conjunto
de valores possui supremo a € R, ou seja, x, < a para todo ne N. Dado £ >0, existe um
elemento da sequéncia com indice n,, tal que a — ¢ < x,, < a. Como a sequéncia € nao-
decrescente, n>ny »a- e < x,, < x, <ate. Logo, limx, =a.

Semelhantemente, se (x,) € ndo-crescente, limitada entdo lim x,, é o infimo do

conjunto dos valores x,,.

Proposicao 8. (Critério de confronto ou Teorema da sequéncia intercalada). Sejam (a,,), (b,),
(c,) trés sequéncias tais que a, < b, < ¢y, (a,), (c,) convergindo para 0 mesmo limite L.
Entdo, (b,,) também converge para L.
Solucéo:

Sejalim a,, = lim ¢,, = L. Dado ¢ >0 existe ny, n,,n, € N tal que:
n>nyg—~L-e<a,<L+c¢
n,>ny—-L-e<c,<L+te
Sejan=max {nyn,},n>ny, >L-e<a, <h, <c, <L+e,0USeja,

n>ny, »L-¢&<b, <L+ e. Concluindo assim que lim b,, = L.

Definicdo 15. Seja (a,) uma sequéncia de nimeros reais. Chamaremos de reduzidas da série
Y. a, asequéncia (s,) cujos elementos sdo as somas:

S1=0

S;=a;tay

53 = a1 + a2+a3

Sp = aq + a, + ...+an

A parcela a,, é chamado o n-ésimo termo ou termo geral da série. A série ), a,, é

convergente se o limite existir

s=lims, =lim(a; +a, +..%ta,)
n—-oo
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O limite s sera chamado a soma da série. Entdo

S=XAn=Xp=1Gn = A+t Ay + .ty + -

Se a sequéncia das reduzidas ndo convergem, entdo a série ): a,, é divergente.

Teorema 6. Se ), a,, € uma série convergente entdo lim a,, = 0.
Demonstracao:

Sejas, =a, +a, +..+a,. Tem-se que lim s, = lim s,_;. L0Qgo, a,, =S, - Sp—_1.
n—-oo n—-oo

Entdo, lim a, = lim(s, — s,_1) = lim s, - lim s,,_; =0.
n—-oo n—oo n—oo n—oo

SERIE GEOMETRICA
Seja a série geométrica de razao Q:
1+q+q°+ ... =Xo0q"

A reduzida (S,,) dessa série € a soma dos termos de uma progressao geomeétrica:

n+1

1 q
=1 2 Tl=__
Sn +q+q°+-+q T=¢ 1-¢

Tendo dois casos a considerar:

Diq| < 1:

~ ~ 1
Entdo ¢ —» 0 quando n — oo, de forma que a expresséo de S,, converge para P

que é o limite de S,, ou soma da série geométrica:

- 1
1+q+q2+---=2q”=m,lql<1
n=0

2) |q] = 1:

A série é divergente, pois seu termo geral ndo tende a zero.

SERIE HARMONICA
Seja a série harménica ), % Seu termo geral, % tende para zero, mas a série diverge.

O primeiro matematico que provou gue ela diverge foi Nicole Oresme, matematico

do século XIV. Oresme agrupou a série da seguinte forma:
S:1+l+(l_|_ l)+(l+ l_|_ l_|_ l)+(l_|_ i+...+i)+(i+ i+...+i)+m
2 3 4 5 6 7 8 9 10 16 17 18 32

. , . 1
Observando assim que cada um desses grupos € maior que 5
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+ o>+

1 1

4 2

1 1 1 1 1 1

S>o4 o -+ o= -
8 8 8 8

+
8 2

+

ulr Wik
AR bR
Slm BRI

1
17

Assim,

AR IPE IV WIS IS I |
18 32 32 32 32 2

1,1,1,1
S>1+-+-+-+-+...
2 2 2 2

1 1 1 1 ;e e - ST
Comoasomal+ Stototot.e infinita, logo a série é divergente.m

SERIE HARMONICA ALTERNADA

Teorema 7. (Dirichlet). Seja ), a,, uma série cujas reduzidas s,, = a; + -+ a,, geram uma
sequéncia limitada. Seja uma sequéncia (b,,) tal que b,,,; = b,, = 0 com lim b,, = 0. Entéo, a
série ) a, b,, converge.

Demonstracéo:

Sendo

aiby + azb; + azbs + azby, = a;,(by — by) + (ay + az)(by — b3) + (a; + a; + az)(b; —
by) + -+ (ar + -+ ap)by, = s1(by — by) + s3(by — b3)*...+sy_1 (b1 + bp) + spby, =
Yiz2 Si—1(bi_1 — by) + spb.

Como as reduzidas da série Y’ a,, formam uma série limitada, entdo existe ¢ > 0 tal
que |s,| < c paratodo n € N. Ademais, Y.7—,(b,_1 — b,) € uma série de nimeros reais ndo-
negativos que converge. Pelo Corolario 2.10.1, a série ). s,_;(b,—1 — b,) € absolutamente
convergente, consequentemente, € convergente. Como lim s,,b,, =0, entdo lim (a,b; + a,b, +

asbs; + a,b,) existe e a série ), a, b, é convergente.

Corolario 1. (Abel). Seja (b,) uma sequéncia ndo-crescente de numeros positivos (ndo
obrigatoriamente tendendo para zero) e sendo a série ), a,, convergente, entdo a série ). a, b, €
convergente.

Demonstracéo:

Seja by = b, = by = -+, escrevendo lim b,, = k, ou seja, a sequéncia (b,, — k) €
ndo-crescente com lim (b,, — k) = 0. Pelo teorema 2.14, a série Y a,,(b,, — k) converge para
uma soma S. Como ), a,, converge, entdo Y. a,b, = S + k.. a,, também converge.

Corolario 2. (Leibniz). Se (b,,) € uma sequéncia ndo-crescente com lim b,, = 0 entdo a série

>.(—1)"b,, converge.



