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RESUMO

Neste trabalho, investigamos a existéncia de gréaficos que sao solitons do fluxo da curva-
tura média. Sob algumas hipdteses, provamos um resultado que garante a existéncia de
graficos solitons nos produtos warped I x;, M. Provamos ainda um resultado tipo Jenkins-
Serrin, que da condigoes para a nao existéncia de solugao do problema de Dirichlet para a
equacao dos solitons graficos. Finalmente, estudamos graficos solitons da curvatura média

no produto warped M x; R.

Palavras-chave: Solitons. Fluxo da curvatura média. Gréaficos.



ABSTRACT

We investigate the existence of graphs that are solitons for the flow of the mean curvature.
Under some assumptions, we prove the existence of solitons in warped products I x; M.
We also prove a Jenkins-Serrin type result, which gives conditions for the non existence
of Dirichlet solution problem for the soliton graph equation. Finally, we study soliton

graphs of the mean curvature in the warped product M x; R.

Keywords: Solitons. Mean curvature flow. graphs.
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1 INTRODUCAO

O fluxo da curvatura média é talvez a equacao de evolucao geométrica mais
estudada das subvariedades em variedades Riemannianas. De modo intuitivo, dizemos
que uma familia M; de subvariedades suaves evolui pelo fluxo da curvatura média se o
vetor velocidade da subvariedade é dada pelo vetor curvatura média em cada ponto, isto
¢, a subvariedade move-se em cada ponto na direcao do correspondente vetor normal
unitario e com velocidade igual a curvatura média naquele ponto.

Fisicamente, o fluxo da curvatura média foi proposto por MULLINS| (1956)
para descrever a formagao de fronteiras de graos em processos de recozimento de metais.
Matematicamente, foi primeiro investigado por Brakke em [ BRAKKE; (1978) e, mais tarde,
por Huisken em HUISKEN (1984)). Enquanto Brakke usou teoria da medida, Huisken foi
pioneiro ao usar abordagem de equagoes diferenciais parciais. Para descrever singularida-
des do fluxo, Osher-Sethian introduziu em |(OSHER and SETHIAN] (1988)) a formulacao
de conjuntos de niveis para o fluxo da curvatura média, a qual foi investigada mais tarde
por Evans-Spruck nos trabalhos EVANS and SPRUCK| (1991), |[EVANS and SPRUCK
(1992a), EVANS and SPRUCK (1992b)), EVANS and SPRUCK] (1995)) e por Chen-Giga-
Goto em (CHEN, GIGA, and GOTO| (1991)). Ilmanen mostrou em ILMANEN]| (1993)) a
relacao entre a formulagao de conjuntos de niveis e a abordagem de teoria geométrica da
medida. Neste trabalho, seguiremos abordagem de equacgoes diferenciais parciais.

Equagoes de evolucao podem desenvolver singularidades, isto é, a solugao pode
deixar de ser suave em tempo finito. Por exemplo, é conhecido que subvariedades com-
pactas e sem bordo do espaco Euclidiano permanecem suave por um tempo finito durante
sua evolucao pelo fluxo da curvatura média e entao desenvolvem uma singularidade. Veja
(SMOCZYK|, 2012)). Assim, um tépico interessante nessa teoria é o estudo do comporta-
mento das singularidades. Em HUISKEN| (1990)), Huisken classificou as singularidades do
fluxo da curvatura média em singularidades do tipo I e singularidades do tipo II, depen-
dendo do controle ou nao da segunda forma fundamental II. Dizemos que uma variedade

M™ tem singularidade do tipo I se existe uma constante C' > 0 tal que

max 11} < %,

para todo t € [0,T). Caso contrario, sao chamadas de singularidades do tipo II. A norma

da segunda forma fundamental préximo de uma singularidade do tipo I é bem controlada,

por definicao. Por outro lado, é muito mais dificil de se lidar com as singularidades do
tipo II.

Um tipo particular de solucao do fluxo da curvatura média sao aquelas que evo-

luem pelo fluxo por meio do movimento de um grupo a um parametro de transformagoes

conformes da variedade ambiente. Tais solugoes mantém a forma a medida que o fluxo
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evolui e sao chamadas de solitons. Observe que, equivalentemente, solitons sao solugoes
que se movem ao longo das curvas integrais de campos de Killing conforme. Trés clas-
ses importantes de solitons do fluxo de curvatura média sao self-shrinkers, self-expanders
e os translating no espaco Euclidiano. Os dois primeiros evoluem por uma homotetia,
enquanto este ultimo por uma translagdo. A palavra soliton foi cunhada por Kruskal e
Zabusky em seu trabalho fundamental ZABUSKY and KRUSKAL|(1965) sobre equagoes
Korteweg-de Vries. Nesse trabalho, eles observaram que esta equacao nao linear pos-
sui a chamada solucao “traveling wave solutions”a qual se comporta como solucao da
equacao da onda linear. Tais solugoes também foram chamadas de “solitiray waves”, on-
das solitarias. Como a interacao dessas solugoes lembra o comportamento de particulas
elementares (como um “préton”), Kruskal e Zabusky criaram o palavra “soliton’. Esta
denominacao tem sido usada na geometria para solugoes que se movem sob a agao de
grupos de isometria, embora geralmente nao haja propriedade de interagao.

As solucoes soliton possuem propriedades geométricas e analiticas interessante.
Além disso, seu estudo é fundamental para se entender o comportamento das singularida-
des do fluxo, uma vez que os solitons aparecem como blow ups das singularidades do fluxo
da curvatura média. Veja MANTEGAZZA| (2011), HUNGERBUHLER and SMOCZYK
(2000),HUNGERBUHLER and ROOST| (2009).

Inicialmente o estudo dos solitons se deu no espaco Euclidiano. Muitos tra-
balhos estudaram solugoes autossimilares do fluxo da curvatura média no espaco Euclidi-
ano, podemos citar(COLDING and MINICOZZI 11} (2012),|(COLDING and MINICOZZI 11
(2015) e|COLDING, MINICOZZI 11, and PEDERSEN| (2015). No trabalho ALIAS, LIRA,
and RIGOLI (2020)), os autores introduziram a nogao geral de soliton do fluxo do curva-
tura média e, assim, abrangeram espagos com curvatura seccional constantes, produtos
Riemannianos e mais geralmente, espacos produto warped.

Dizemos que uma imersao v : M™ — N"! é um soliton do fluxo da curvatura
média com espeito ao campo X do fibrado tangente de N se cX* = H ao longo de v
para uma constante c € R.

Os self-shrinkers e self-expanders Euclidianos, estudados amplamente na li-
teratura, sao casos particulares da definicao acima, escolhendo X como sendo o vetor
posicao em N = R""! e, respectivamente, constantes ¢ < 0 e ¢ > 0. Da mesma forma, os
solitons translating no produto N = R x P sao solitons do fluxo da curvatura média com
respeito ao campo paralelo que gera as translagoes ao longo do fator R.

O estudo da evolucao de graficos completos em R"*! foi feito em [ECKER and
HUISKEN]| (1989), sendo os resultados melhorados em ECKER and HUISKEN] (1991)).
Em [UNTERBERGER] (2003) ou (UNTERBERGER] [1998)), o autor estudou a evolugao
de graficos pelo fluxo da curvatura média no espago hiperbdlico.

Apés H™ L, outros ambientes naturais para tentar estender os resultados de

Ecker e Huisken sao produtos M x R ou, mais geralmente, produtos warped M x; R ou
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R x5, M. O estudo nesse espago foi feito no trabalho BORISENKO and MIQUEL| (2012).
Nesta tese, estudamos graficos solitons do fluxo da curvatura média em pro-
dutos warpeds.

Seja M = I x;, M um produto warped, com coordenadas (s, ), e seja t =

/ do o parametro do fluxo do campo conforme X = h(s)ds, A(t) = h(s(t)) e p(t) = ﬁ
S0

h(o) A
A seguinte equacao descreve os solitons graficos nesses espagos:

i Vu flu)
bl =d (W)*W !

onde f(t) = N3(t) — np(t).

Para mostrar os principais resultados deste trabalho, necessitaremos das se-

guintes hipoteses:

(Hy) f(t) >0, f'(t) <0em (1), 7)) para um Ty < Ti.
(Hy) Se Ty < 400, entao f(T7) = 0.

O resultado a seguir, é mostrado no Capitulo 3. Ele garante a existéncia de

graficos solitons no produto warped I xj, M.

Teorema 1.1 Seja Q @ M™ um dominio com bordo C3. Suponha que Ricc > (n — 1)x?

em 2, com k > 0 e que a curvatura média de OS) satisfaz
H>0 se k=20,

H >k se k> 0.

Suponha que a funcdo f(t) = N2(t) — np(t) satisfaz as hipdteses Hy e Hy. Entdo, para
toda fungao continua ¢ : 02 — (Ty,T}), existe uma solugdo de

(1)

Para a demonstracao desse resultado, usamos o método da continuidade. Na

sequéncia resolvemos o problema de Dirichlet com dados de bordos no infinito:

Teorema 1.2 Nas hipoteses do Teorema , suponhamos que T, > —oo. Entao, existe
uma solucao u de
Qul =0  em Q,

(2)
u="T, em Of).
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Em 1968, no artigo JENKINS and SERRIN| (1968), Jenkins e Serrin mostra-
ram, entre outros resultados, que se 9€) apresenta um ponto de curvatura média negativa,
¢é possivel exibir um dado de bordo suave ¢, com norma arbitrariamente pequena, para o

qual o problema de Dirichlet para a equacao das superficies minimas

i Vu = em
Qlu] = div (W) =0 Q, 3)

u=¢ em Of2.

nao tem solucao. Mais precisamente eles mostraram:

Teorema 1.3 ((JENKINS and SERRIN, 1968)) Seja Q) C R"™ um dominio limitado

de classe C%. Suponha que existe p € 0Q tal que Hpo(p) < 0, onde Hpq € a curvatura

média de 0N). Entao, dado € > 0, existe ¢ € C*(INQ) com sup |p| < €, para a qual o
o9

Problema de Dirichlet @ nao tem solucao.

Inspirado neste resultado, mostramos no Capitulo 4 o seguinte teorema:
Teorema 1.4 Sejam M"™ completa, simplesmente conexa e satisfazendo Sect™ < 0, isto
é, M é uma variedade de Cartan-Hadamard, e seja Q@ C M um dominio C3. Seja f uma
funcao satisfazendo a hipdtese Hy com Ty = 400, e suponhamos que exista y € 0S) tal
que H(y) < 0. Entao, existe ¢ : 0Q — (T,,+00) de classe C* tal que o problema de
Dirichlet

Qu] =0, em Q
u= ¢, em Of).
nao tem nehuma solucao.

Finalmente, no Capitulo 5 fazemos um breve estudo de graficos no produto

warped M xj, R. Mostramos 14 a existéncia local de graficos solitons nesses espagos.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentamos alguns estudos preliminares sobre fluxo da cur-
vatura média, mais especificamente, sobre solitons do fluxo da curvatura média. Aqui
definimos soliton do fluxo da curvatura média em uma variedade Riemanniana N mu-
nida com um campo vetorial X, objeto central deste trabalho, e introduzimos conceitos e
fatos basicos necessarios para o entendimento dos capitulos seguintes. Descrevemos algu-
mas equacoes para o estudo dos solitons e os espacos onde os principais resultados serao

estabelecidos.

2.1 Solitons do Fluxo da Curvatura Média

Vamos comecar esta secao estabelecendo algumas notagoes que utilizaremos ao
longo deste trabalho. O leitor poderd consultar ECKER] (2004)), MANTEGAZZA (2011)),
GALLOT, HULIN, and LAFONTAINE, (1990), SAKAI (1996), PETERSEN (2016)), ZHU
(2002) e (ALIAS, LIRA, and RIGOLI (2020)).

Sejam M* e N™*! variedades Riemannianas. Um fluxo é uma aplicacao suave

tal que ¥, = W(¢,-) é uma imersao para todo t € [0,7), T > 0. Denotaremos por
g¢ = V*(,) a métrica induzida por ¥, II; e H; a segunda forma fundamental e o vetor
curvatura média (normalizado), respectivamente, da imersao W;, com as convengoes a

seguir.

Meie;) = (VaoWae;) (4)
H,(e;,e;) = (gt)ijllt(ei,ej). (5)

Aqui e no que se segue 1 indica a proje¢ao no fibrado normal, o referencial tangente local
{e;}k_, é ortonormal com respeito a métrica induzida em M por ¥,. Usaremos a notagio
g=1{,")e V para a métrica Riemanniana e a conexdo em N, respectivamente.

Com a notacao acima fixada, passemos agora para definicao de fluxo da cur-
vatura média. Uma familia a uma parametro de variedades suaves evolui pelo fluxo da
curvatura média, se o vetor velocidade coincide com o vetor curvatura média em cada

ponto. Mais precisamente

Definicao 2.1 Dizemos que a familia WV, evolui pela curvatura média ou, equivalente-

mente, que M evolui pelo fluxo da curvatura média se satisfaz a sequinte equagao

ov, . o\
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Em termos de quantidade escalar, temos

1/0
—-H = E <§‘I’t,y>,

onde H e v sao, respectivamente, a curvatura média normalizada e o vetor normal unitario
de W. Seguimos a convencao usual H = Hv, isto é, a a curvatura média é calculada com
respeito a v. Observe que o vetor normal unitario é definido com sinal, mas o vetor
curvatura média H independe de tal escolha. Portanto, o produto Hv nao depende da

escolha da orientagao de v.

Observacao 2.1 A nossa convencao difere da maioria da literatura, onde o fluxo da
curvatura média satisfaz

ov

- — Ht'

ot

Observe que, pela formula da primeira variacdo da drea,

dA(S) _ _/Q v H),

dt

com 'Y campo de variagdo, temos que a drea de uma regiio Q2 C (M, g;) € crescente em t.

Os exemplos mais simples de solucao para o fluxo da curvatura média sao
as hipersuperficies minimas, isto é, solucoes para as quais temos H = 0. Fisicamente,
estas sao as solugoes que nao se movem ou solugoes estaciondrias da equacgao @ Neste
trabalho, estudaremos um tipo especial de solucao do fluxo da curvatura média. A saber,
as solucoes que se movem ao longo das curvas integrais de um campo de vetores suaves
X em N.

Em geral, as equagoes de evolucao frequentemente tém solucoes especiais, que
evoluem ao longo do tempo por uma transformacao conforme do espago ambiente. Con-
sequentemente, essas solucoes mantém sua forma durante sua evolucao. Tais solugoes sao
chamadas de solitons. A importancias desses objetos, entre outros motivos, reside no fato
de os solitons modelarem as singularidades do fluxo da curvatura média. Veja MANTE-
GAZZA (2011). Nesta tese, estudaremos solugdes solitons do fluxo da curvatura média
que sao graficos de uma funcao suave. Portanto, a seguir, descreveremos em detalhes esses

objetos.

Dado um campo X em N, pomos ® : (a,b) x N — N para denotar o fluxo

gerado pelo campo X definido no intervalo maximal (a,b). Temos a seguinte definigao.

Defini¢ao 2.2 Dizemos que um fluzo V : [0,w) X M — N € uma solu¢ao soliton do fluxo
da curvatura média com respeito ao campo vetorial X € X(N) se
e FExiste um difeomorfismo t — o(t) e

e Existe um fluzo de difeomorfismosn : [0,w]x M — M gerado por um campo tangente
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Z=—€X(M),
tais que
U(t,z) = B(o(t), n(t, x)), (7)

para todo (t,x) € [0,T) x M.

A relacao ([7) é equivalente a identidade de conjuntos

V(M) = @) (¥ (M)). (8)
Note que s = o(t) é a reparametrizacao das linhas de fluxo de X.

Exemplo 2.1 Seja N = R com a métrica Euclidiana expressa, fora da origem, em
coordenadas polares (t,0) € (0,00)xS™ por dt*+t2d6*, onde d6? denota a métrica canonica
em S™. Sejam

X(x)=2x

o campo vetor posicao em R" e ®(s, x) = e*x, onde s = logt. Note que

0
CD*% = X(P(s,)).

Em termos de coordenadas polares, X = t0,. Fize M = S" e seja ¢p : S* — R
aplicacao inclusao canonica, onde v = Vy. FEscolha uma reparametrizacao de X, o :
[0,7) = (—o0,00) da forma

s =o(t) =logt(r)

e defina a aplicagdo W : [0,T) x S™ — R™™ como
U(t,z) = (a(t),v(z)) = 7(t)Y ().

Esta aplicagao define um fluro da curvatura média se, e somente, se

ov 1
ot nr(t) o

para todo (t,x) x S™. Agora, temos que

U D dsdt  dr

ot Osdrdt  dt T

Logo,
dr 1
dt — nr(t)
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Resolvendo esta equacgao, encontramos

(t) = \/%7“

2t

n

e, portanto,

U(t,x) =) — + (),

c
para (t,r) € (—§n, +00) X S, para ¢ > 0.
Observe que o raio, e portanto a drea, da esfera cresce a mediada que o fluxo

evolui. Assim, com as convencoes de sinal da equacao (@, a esfera expande.

A proposicao a seguir é uma consequéncia fundamental da defini¢do acima. Ela
¢ uma das motivagoes para a nocao de soliton do fluxo da curvatura média em contextos
geométricos mais gerais, como veremos adiante. Esse resultado pode ser encontrado em
(ALIAS, LIRA, and RIGOLI (2020).

Proposicao 2.1 Seja ¥ um soliton N. Entdo, para todo (t,z),

(V). (') 2 —H

*= o'(0)

Prova: Diferenciando @ em relacao a t, temos

) 0 J
a_\f _ a—f(a(t),m(w)-0’(t)+(q)0<t>)* (a_?)

= X(B(0(0), (@) - () + (Doi)u(2)
= X(Wi(2) - 0'() + (P(n)-(2)
= X(Wi(2)) - 0'(8) + (Vo). (). (2),

onde na ultima igualdade usamos que ¥; = @, o 1.

Invocando a equagao @, concluimos a demonstragao.
O

Pela Proposicao (2.1)), em cada fatia temporal {t =y}, a imersao ¥; resolve

1L _ _Hto (l‘)
|\pt0(z) O"(to) :

A menos de reescalonamento do campo X, podemos assumir o’(t,) = 1. Essa é a mo-
tivagao para a definigao a seguir, que generaliza a noc¢ao de soliton do fluxo da curvatura

média com respeito a uma campo X € I'(T'N).

Definicao 2.3 Uma imersio v : M* — N"' ¢ chamada de soliton com respeito a
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X € X(N) se
Xt=-H (10)
em M.

Se k = n, isto é, a subvariedade ¢ (M) tem codimensao 1, a condigao se torna
nH = —(X,v),

onde a curvatura média H, com respeito ao campo normal local v ao longo de v, é dada
por

H=nHv.

Nos graficos, usaremos a condigao de soliton 8 = X+ = H, com H nao normalizado.

Agora vamos apresenta alguns exemplos.

Exemplo 2.2 Vamos considerar o fluxo da curvatura média self-similar Fuclidiano W,

de esferas concéntricas em N = R"™! dada no exemplo anterior. Fize um valor particular
. do N
t, do parametro de fluzo t e denote. i c. Entao,
ds dr 1

C= —

dr |T(to)%|t° - 72(ty)

Assim,

n
T(t,) = B
e concluimos que a esfera S”(\/?) C R™ com raio \/g ¢ um soliton da curvatura média

com respeito a campo radial X = 70,. Isso estd de acordo com a nog¢ao de self-expander
estabelecida pela literatura. Veja (ECKER (2004)).

Observacao 2.2 Classes importantes de solitons do fluzo de curvatura média sao self-
shrinkers, self-expanders e os translating. Os dois primeiros evoluem por uma homotetia,
enquanto este ltimo por uma translacao. No caso particular N = R™™! e escolhendo X
como sendo o vetor posicao de N, temos os self-expanders e self-shrinkers Fuclidiano,
estudados amplamente na literatura. Veja |COLDING and MINICOZZI 11 (2012).

Observe que nas defini¢coes acima nao exigimos propriedades especiais para o
campo X. Neste trabalho, estaremos interessados na investigacao de solitons que move-se
pelas tragetorias do fluxo de campos com boas propriedades, como campos conformes ou,

ainda, campos de Killing. Lembramos que X é dito ser conforme se

Lxg = 2pg



21

é satisfeito, onde

1
= divy X.
7 n—+1 e
Um campo conforme X ¢ fechado se
VuX = U,

para todo U € I'(T'N).

A condicao ¢é necessaria, mas nao ¢ suficiente para garantir que o fluxo pela
curvatura média surgindo de ¥, mova-se ao longo das curvas integrais de X. Se X é Kil-
ling, a condicao também é suficiente. Veja SMOCZYK]| (2001)), HUNGERBUHLER!
and SMOCZYK (2000), HUNGERBUHLER and METTLER| (2011)).

2.2 Solitons no espago Hiperbdlico e solitons na Bola Euclidiana

Nesta secao, iremos relacionar os solitons da curvatura média em H"™, com
os solitons da curvatura média na bola Euclidiana B"*!, com a finalidade de mostrar
que nao se obtém os solitons em H"*! com passagens triviais saindo de solitons na bola
Euclidiana. Em particular, obter graficos solitons no espaco hiperbdlico, que é um dos
nossos interesses neste trabalho, nao é a mesma coisa que se obter grafico solitons na bola
Euclidiana. Isso justifica que os resultados obtidos nesta tese nao podem ser obtidos a

partir de resultados na literatura.

Seja W : [0,T) x M* — H"** um fluxo. Representaremos H""! no modelo do
disco de Poincaré, com a métrica hiperbdlica (,)g. Sendo B"™' = (B;(0),(,)r) a bola

unitdria de R™™! com a métrica plana (, )g, temos que

<’ >R = )\2(93)<a >Ha

1—|af?

com \(x) =

difeomorfismo conforme. De fato, a aplicacao identidade G = I : H**! — B"*! ¢ um

. Portanto, o espaco hiperbdlico e a bola Euclidiana sao ligados por

difeomorfismo conforme.
O primeiro passo é relacionar as curvaturas médias dos fluxos conformemente

relacionados. Defina o fluxo
U=GoV:[0,T] x M- B".

Faremos as contas num contexto mais geral, em seguida faremos a particularizacao a bola

Euclidiana e ao Disco de Poincaré. Considere o fluxo

U [0,T] x M* — (N™,(,)).
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Denotaremos por g, = U¥(,). Seja G : (N, (,)) = (N, (,)) um difeomorfismo conforme e
seja 0 < A € C*°(N) tal que

Sejam V e V as conexoes de Levi-Civita de N e N, respectivamente,
\TJ = G e} \Ijt M — N,

e sejam H; e H; as curvaturas médias de ¥, e W,, respectivamente. Temos o seguinte
lema:
Lema 2.1 Com a notacdo acima, as curvaturas médias H, de V e H; de U, sdo relacio-

nadas por

G.H, = N2(0,)(H, + (VA1)

em M.

Prova: Seja {e;,e,}, onde 1 <i < kek+1 < a < n, um referencial ortonormal de
Darboux para ¥, : (M, g;) — (N,{(,)), onde {e;} sdo vetores tangentes a W;(M) e {e,}
sao vetores normais. Defina um referencial ortonormal de Darboux {¢;, €,} ao longo de

U, por meio da identidade

o 1 _
(Wi)sa = )\(@t)G*((\Ift)*ea),

com 1 < a < n. Observe que {&;,€,} sdo ortonormais em N. As componentes hf; e hy;

da segunda forma fundamental de ¥ e W, respectivamente, nas bases {e;, e} e {é,€q}
sao ligadas por

1

A

onde A = A(F,) e Ay = ea(A) = \éa(A) = M.

Portanto, identificando &, com (¥;),é, = G.((¥;),eq) = G. (%), obtemos

T o .

_ I - 11
H = E;hfiéa =3 [Z heq — k‘)\aea]

1 T -
- ?G*(H>_/\aea
~ oL - (TN

como afirmado.

Suponhamos agora, que

U [0,w] x M — N
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¢ um fluxo pela curvatura média, isto é,

ov, N\
(W) =t

Entdo o fluxo U = G o ¥ satisfaz,

(%)l -G, (aa_q;t)l = —G.H, = —\}(U,)(H, + (VN)Y),

onde usamos que G é um difeomorfismo conforme. Isso, em geral, nao é um fluxo pela
curvatura média.
Por outro lado, os solitons sao relacionados. De fato, suponhamos que ¥ :

[0,w] x M — N seja um soliton de um campo conforme X. Observe que VU satisfaz

U, = G - ¥,. Note que ¥ ainda é um fluxo pelo campo G, X, que é conforme. De fato,

G*(La.x() = LxG(,)=Lx(N(G)(,))
= X)) +X(G)Lx(,)

div,y X
= X(/\Q(G))Jr)\z(G)ﬁ

()

Ou seja, o campo G, X é um campo conforme em N.

Pela definicao, o campo conforme X em N satisfaz
XUy () = —Hy(). (11)
Aplicando G, a , obtemos
(G, X)) =G X+ = -G, Hy = =N (U,)(H, + (VN)1Y),
Isto é,

G.X _\* _
_— = —H,.
(w» * W) t

Essa é a equacao de um soliton somente se

G.XY
CARINR (12)

é a parte normal de um campo conforme. Essa condicao depende claramente da escolha

da subvariedade. Se tivesse uma relagao entre solitons em N e solitons em N, deveriamos
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ter para cada soliton . Arbitrariamente isso significa que

G.X _
= A
N(T,) +V

Yy =

deve ser um campo conforme.

Agora, observe que como G, X é um campo conforme, Y satisfaz

1 - _
Ly () = 5Lax() + (A2 @ G Xy + G Xy @ d(A72)) + V2.

Entao, Y é conforme se, e somente se,
(dA?) @ G Xy + G Xy @ d(A7%)) + VA = pu, ), (13)

para uma p € C*(N).
No caso de H**! e da bola Euclidiana, fica

<d (G%W) ®G.Xp+G. X, ®d (O—;‘Iiylz’)?)) + V(1= [y1*) = pl, e

Isto é,

d(L) ®G*Xb+G*Xb®d( (420

4
(1—ly[*)? (1- |y|2)2)
Observe que o termo a esquerda ¢ uma matriz com posto 1 ou posto 2, em
quase todo ponto e para qualquer campo conforme X em H"™!. Como n > 2, a relacao
acima nunca poderd ser satisfeita em B"!, uma vez que o termo a direita é uma matriz
de posto zero ou posto maior ou igual a 3.
Isso mostra que o estudo de solitons no espaco hiperbdlico nao é obtido de

maneira trivial do estudo de solitons na bola do espago Euclidiano. [ |

2.3 Produtos warped do tipo M =1 x;, M

Estudaremos graficos solitons na presenca de campos fechados e conforme
no interessante caso dos espacos warped. Isso nao é uma restricao importante, uma vez
que solitons de campos fechados conforme sao essencialmente produtos warpeds. Veja a
referéncia MONTIEL (1999).

Nesta secdo, comecaremos com o caso em que N é o produto warped M =
I x, M.
Dados uma variedade completa n—dimensional (M, g) e uma fungao suave
positiva
h:ICR—RT,
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vamos considerar a variedade M = I x;, M munida com a métrica warped
g =ds* + h*(s)g.

Observe que X = h(s)0s é um campo conforme e fechado. Seu parametro de fluxo ¢ com

a normalizagdo t(s,) = 0 satisfaz

*d
t:/—", t:1CR—tI)=JCR.
s (o)

Nas coordenadas (t,z) € J x M, a métrica g se escreve como
g = h*(s(t)[dt* + g] = \(t)[dt” + g]

eX:f)t.

h
A derivada logaritmica p(t) = % = atT = 0,h satisfaz

Na sequéncia veremos alguns exemplos.

Exemplo 2.3 (1) Cones. Sao variedades do tipo

M:RJF XhM,

com h(s) = s. Neste caso,

t = log (i> . AMt) =s0e" e p(t)=1.
So
(2) O Espaco Hiperbolico Fibrado Por Horoesferas.
O modelo é M = R X, R" com a métrica g = ds® + e *ggn. Sendo h(s) = e~%,
pondo sy =0, obtemos t = e* — 1, e assim A(t) = h(s(t)) = (t+1)71,

1
(t+1)2

g= [d?+ ()], M)=—-, p=—.

(3) O Espaco Hiperbdlico Fibrado Por Hiperesferas.

O modelo é M =R X gosns H* com métrica § = ds* + cosh? sgpn.
De h(s) = cosh s obtemos

t = 2(arctan(e”) — arctan(e™)).
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(4) Horns. Sdao variedades do tipo
M = R+ Xh M

com h(s) ~ s para a > 1. Neste caso,

t/s 9\ onst
/s, h(o) cons

¢ definido no intervalo J = (T,, T*), com T, > —o0.

Antes de terminar estd secao apresentaremos a seguinte definicao:

Definicao 2.4 Dizemos que o produto warped M = I x, M tem um bordo assintitico se
o intervalo t(I) = J € da forma (T.,T*) onde pelo menos um dos extremos T* ou T, €
finito.

Um dos nossos aqui, é obter graficos sobre dominios sudveis do bordo assintético de M,

que sao solitons pelo campo X = h(s)0s. Iremos supor que T, > —o0.

2.4 Produtos warped do tipo M = M x, R

Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana completa, 0 < h € C®(M) e
considere o produto
M =M Xh R,

com a métrica
g =g+ h*(x)ds*

Entao, X = 0; é um campo de Killing e o parametro de fluxo é ¢t = s. Definimos

- 1
g - hQ(ZL’)g7
entao
g = h*(z)[g + ds?.
Exemplo 2.4

(1) O espaco hiperbdlico fibrado por esferas equidistante
O modelo é H"" = H" x;, R, h(xz) = cosh(r(z)), onde r(z) = distg-(z,0) e
o€ H" € origem fixada.
Este modelo é relacionado com o modelo do semispaco de H* ™' como seque.
Sejam (xg, 1, T2, - ,x,) € R x R" coordenadas em H""'. Descrevendo o

semiespago com coordenadas polares (p,0) € Rt x ST, onde § € S% se escreve como



27
(p,w) € (0, g) x St por

(To, 1, Ta,++ ,Tp) = (pcos e, psinp - w).

Defina s =logp e

/@0 do 1+ tan £
r= =log| ———= | .
g Coso 1 —tan %

Temos

1
(G = m[d(cos ©)? +d(psin p - w)?]

= ds?cosh®r + (dr? + sinh? rdw?).

O campo de Killing Oy corresponde ao campo radial pd, e a variedade

1
(H", g) = <H”, ———[dr® 4 sinh® wa2]) = (H", d¢® + sin® pdw?)
cosh”r

¢ isoméltrica a meia esfera S% com a métrica redonda.

A métrica g em H" L escreve-se nas coordenadas (s, ,w) como

[er + sin? rdw? + dsz] )

O wvalor ¢ = T descreve um bordo assintético difeomorfo a R x S™1,
(2) O Espaco Hiperbdlico Fibrado por trajetorias de Campo de Killing
O modeo é I = H" x;, R, onde h(x) = e™"®) & uma funcio de Busemann
em H™.

Isso € uma consequéncia de como € escrita a métrica do semi-espaco

1
gzﬁ(dxz—l—dx%%—---—i-dxi)

J— — ‘s
usando x1 = 8, xg =€’

_ 1 1 ~ 1
g= x_od82 + ﬁ(dx;f +dad + - +dal) = ?als2 + (, )m,

e obtemos

g=e 2ds® + [dr* + e ¥ () )gn-1].

Neste caso, a métrica g em H™ escreve-se como
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Entao (H", g) € o semiespa¢o Fuclidiano {(x,, 2, - ,z,) € R" : 2, > 0}, que tem bordo

suave.

2.5 Graficos Soliton

Neste trabalho estudaremos graficos nos produtos warped I x, M e M x;, R,
produzindo exemplos de solitons que se movem pelo fluxo da curvatura média de acordo
com o fluxo do campo conforme X = h(s)ds, respectivamente do campo de Killing X = 0.
Inicialmente, investigaremos graficos do tipo t = u(x), onde ¢ é o parametro do fluxo,
u: Qe M — ReQ)éum dominio suave.

A existéncia de tais gréaficos com dado de bordo ¢ € C(0f2) preescrito, esta
relacionada com a curvatura média do bordo, 0€). Uma ferramenta pra tratar esse tipo
de questao sao os teoremas de comparacao pelo Hessiano e pelo Laplaciano, os quais in-
troduzimos a seguir. Boas referéncias para esta se¢ao sao (PETERSEN| 2016)), ((SAKALI
1996)), (ESCHENBURG| (1987)).

Seja Q C M um dominio suave, relativamente compacto e seja r:  — RJ, a
funcao distancia r(x) = dist(x,0f2). Resultados gerais, (veja [TOH and TANAKA|(2001))
ou MANTEGAZZA and MENNUCCI (2003))) garantem que existe um aberto Do C Q
tal que

(1) 0Dgq = 00 11 cut(092)
(2) r é suave em Dg U 0Q e cut(0S2), o cut-locus de 052, tem medida nula.
(3) 002U Dq, é difeomorfo ao subgrafico de uma fungao Lipschitz ¢ : 92 — R e o mapa

U:{(t,y) e Rx0N:0<t<c(y)} — DgUOQ

dada por
(t,y) = expy(tVr(y))

¢ um difeomorfismo, chamado de carta de Fermi.
Dado k > 0, definimos

n t se, =0
Sk(t) = 4 sinh(kt
% se, k> 0.
sny(t)

Definimos também, cng(t) = snj(t) e tng(t) = 0

Seja II a segunda forma fundamental de 02 na diregdo de Vr e seja H =
l157‘(11) a curvatura média. Lembramos ainda que a curvatura seccional radial sect de M
g a curvatura secional restrita a um 2-plano contendo Vr. A seguir enunciamos o Teorema

de comparacao do Hessiano.
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Teorema 2.1 (Comparagao do Hessiano por baixo) Sejam (M",g) uma variedade

completa e Q € M™ dominio suave. Suponhamos que sect™ < —k* e II < \g para
k€ RY, A € R. Entdo,

—Aeng(r) —I—_k:QSnk(r)
eng(r) — Asng(r)

Vir > (9 —dr®dr)

em (Q\ cut(99Q)) N Br(952), onde R = tn; ' (%) (R=+00 se A<0).

Tomando o trago no Teorema ([2.1)), obtemos o seguinte teorema de comparagao

do Laplaciano:

Teorema 2.2 (Comparagao do Laplaciano por baixo) Sejam (M",g) uma variedade
completa e Q € M™ dominio suave. Suponhamos que sect < —k* ¢ H < X para k € R},

A € R. Entio, -
—Aeng(r) + k2sn(r)
eng (1) — Asng(r)

Ar > (n—1)

em (Q\ cut(99Q)) N Br(982), onde R = tn; ' (%) (R=+00seX<0).

Supondo que Iy, > X obtemos a comparaciao do Hessiano por cima. Usando

este, obtemos a comparacao do Laplaciano por cima, como enunciado a seguir.

Teorema 2.3 (Comparacgao do Laplaciano por cima) Sejam (M",g) uma variedade

completa e Q @ M™ dominio suave. Suponhamos que Ricc > —(n — 1)k* e H > ) para
_ 1
k€ RF, A € R. Entdo, (Q\ cut(99Q)) C Br(dQ), onde R = tn; ! (X) (R = 400 se

A& Im(tng)), e
() —Aeng(r) + k2sng(r)
eng(r) — Asng(r)

Ar <(n-—1)

pontualmente em Q \ cut(9Q) e fracamente em todo <.

Para uma prova rapida desses classicos teoremas, o leitor podera consultar BIANCHINI,
MARI, and RIGOLI (2018) ou ESCHENBURG] (1987)).
A seguir, temos o seguinte importante corolario, peca fundamental na existéncia

do problema de Dirichlet proposto neste trabalho.

Corolario 2.1 Seja Q € M suave. Suponha que Ricc > —(n — 1)k* em Q para um
k € R e que ocorre uma das sequintes assertivas:

(1) k=0e H >0 em 0N.

(2) k>0 e H > k*ng(diam(Q)) em 9.
Entao, existe 6 > 0 dependendo de n, k, iBDQfH tal que

Ar < -9
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fracamente em Q.
Prova: E suficiente observar que, nas hipéteses do Corolario ‘) definindo

A=inf H,
o9

a funcao
—Aeng(r) + k2sng(r)
eng(r) — Asng(r)

<—-0<0

para r € [0, diam(2)] e aplicar o teorema de comparagao do Laplaciano.

2.6 Espacos Holder

Se €2 é um dominio limitado e 0 < a < 1, dizemos que uma funcao u é Holder continua

com expoente a em {2 se

[u] o0 = sup M < oo, com T F#uy.

z,yeQ) d(l‘, y)

Quando a condicao acima vale para o = 1, a funcao u é dita Lipschitz continua em €.

Em ambos os casos, u ¢ uniformemente continua em € e o conjunto
CO () =C*(Q) ={u: Q= R; [u]ng < oo}
é um espaco de Banach com a norma
[ullco.e@y = llullo,ae + [Ula0-

Para k inteiro nao negativo, escrevemos C*?(€)) para indicar o espago das funcoes u €

C*(Q) que tém derivadas de ordem < k em C%*(€2). Munido com a norma

lulloraoy = llullkan = llullio + [D*ulao

C*2(Q)) é um espaco de Banach.

Por simplicidade, vamos escrever
CO(Q) =CQ) e CH(Q) =CHQ).

Com essa notacao, podemos considerar os espacos de classe C*<, com 0 < o < 1.
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3 GRAFICOS EM PRODUTOS WARPED [ x;, M

Seja M = I x;, M um produto warped, com coordendas (s, ), e seja t =

*d

/ n (0) o paramametro do fluxo do campo conforme X = h(s)0ds. Vamos descrever as
S0 o

equagoes de um gréfico do tipo t = u(z), onde u é uma funcao suave u: Q C M — Re

teJ=(T.,T").

Ponha F(z) = (u(z), z) o grafico de u. Escolha um referéncial de coordenadas

locais {9;}F_; em M e seja g;;dz'da’ a expressdo de g no co-referéncial dual. Seja ainda

Xj = F*aj = 8]- + Ujat,

onde du = u;daz?. A métrica grafico § = F*g tem componentes

g 1 I T
A \2 A1) 7
R R T G )]

onde v/ = g'Fuy e
W? =1+ vu; =1+ |Vul?.

Seja ®; o fluxo do campo 0;. O vetor normal apontando para cima escreve-se

(0, — wo;) = (0, — (D). V)

MwW
e, portanto,
ANu)WIL(0;,0;) = Mu)Wg(Vx,X;,v) =§(VxX;,0) — §(Vx,X;, (@) V)
= g(?aﬁj + ui%taj + uj?aﬁt + (8i2ju)8t + uiuj?aﬁt, (9t)
—g (vaﬁj +u;V,0; +u; V0 + (@qu)at + u;u; Ve, 0y, (@u)*Vu),
onde vetores e fungdes sao evaluados em F'(x). Como 0, é conforme e fechado,

Vo, = pld = %Id.

Além disso,
(@) Vu = 10,

é evaluado em F'(z). Para x fixo o slice M,, = {t = u(x)} é homotético em M, e portanto



com V a conexao em (M, gyr). Segue-se

()

9(V0,0;.0) = =9(0;.V0,0,) = =5 o 3(9;,8) = —\(u)A(u) g
(Vs a],at) 3(V,0,0,) =0
3(Va,0r.0) = 30410, = Mw)\i(u)

3(V5,0;, (9,).Vu) = §((9,).V,0;, (9,). V) = N (u)gar(Va, 05, Vau)

9(F005 (92).71) = 3003105 (8.).F0) = Mu)A(w)s,

o que nos da
Mu)WIL(0;,0;) = —M(w)A(u)gij + )\Q(U)a?ju + Aw) A (w)uu;
=X (u)gu (V,05, V) — 2uuzhe(u)A(u).
Como as componentes u;; de V2du satisfaz

obtemos WL, 0,) ()
WG, %) o Al L
)\(u> Uij )\(u) [uzu] + gz]]

Tomando o traco,

i .

nH = Te(Il) = (gij - 1;’;; ) ( S (Z")jw = V@;% (95 +uiuj])

Alu) w WA%(u)’
isto é,
_ Vu np(u)
div — =n\H.
<\/1+]Vu|2> V14| Vul?
A equacao do soliton com respeito ao campo J; é, portanto,
nHy = -0} = —g(0,,v)v ——|0Pr = —%V.

Logo, F': M — I x, M, dada por

F(z) = (u(m),x)

32

(14)
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¢ um soliton da curvatura média para o campo conforme 0; se, e somente se, u satisfaz

i Vu flu)
ol =d (W)*W O (15)

onde f(t) = N2(t) — np(t).
Por simplicidade, vamos definir as seguintes quantidades:

Wy, =+/1+ |Vul?,
3
p(§) = \/TSQ

. (Vu . [ e(|Vu])Vu
A¢u = le (m) = le <W .

Assim, (15]) se escreve da seguinte maneira:

) (16)

A equacao acima satisfaz o seguintes resultado, conhecido como o principio
da comparacao, e o principio do maximo forte ou de tangeéncia. Esses resultados sao

fundamentais para as estimativas do préximo capitulo.

Teorema 3.1 (Principio da Comparacgao) Se ui,u; € C?(Q) N C%(Q) satisfazem

.
Ayuy > —% em<)
f(ug2)

Acpu2 S —W—u2 em €

uy < ug em 0,

\

onde Wy, = \/1+ |Vul? e f € decrescente no intervalo
[— min{inf uy, inf us }, max{sup uy, sup us }|,
Q Q Q Q
entao up < us em 2.

Este resultado pode ser encontrado em (PUCCI and SERRIN (2007), pag 18,
Theorem 2.1.4), (GILBARG and TRUDINGER] (1998), pg 263, Theorem 10.1). O teo-
rema de comparacao vale ainda quando uma das solucoes é somente Lipschitz. Portanto,

podemos aplicar o referido resultado para o caso em que uma das fungoes é uma funcao
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suave da funcdo distancia. Para este resultado o leitor poderd consultar (PUCCI and
SERRIN (2007)), pag 64, Theorem 3.5.4).

Faremos ainda o uso do seguinte resultado conhecido como principio do maximo
forte ou principio de tangéncia. Este resultado também pode ser encontrado em PUCCI
and SERRIN] (2007)), desta vez na pagina 16, Teorema 2.1.3.

Teorema 3.2 (Principio de Tangéncia) Sejam u,v € C*(Q) satisfazendo

Qlu] > Q[v].

Seu<wvemS§ eu=uv em algum ponto xy € §2, entdo u = v em €.

Primeiramente, queremos resolver o problema de Dirichlet
Qu] =0  em

u=¢ em Of).

para uma funcao ¢ : 92 — J continua. Depois iremos supor que M tem um bordo
assintético, ou seja, que o intervalo J nao é a reta real. A menos de sinal, iremos supor

que J = (T,,T*) com T, > —oc e iremos resolver o problema de Dirichlet no infinito
Qluj=0 em Q,
u="T, em Of).

Exemplos tipicos sao gréaficos em H"*! fibrado por horoesferas e hiperesferas.

Para resolver o problema de Dirichlet, faremos algumas hipdteses sobre a
funcdo f(t) = A2(t)—np(t), chamada de “funcdo soliton "em (ALIAS, LIRA, and RIGOLI
(2020)). Referindo-se a varidvel s do produto warped, observe que f(s) = f((s)) satisfaz

f(s) = h*(s) — nhs(s).
As hipdteses sao as seguintes.

(Hy) f(t) >0, f'(t) <0em (T}, T7) para um Ty > Ti.
(Hs) Se Ty < +o0, entao f(T1) = 0.

A hipétese H, implica que a funcao u = T7 é uma solucao constante do fluxo. Ja a

hipdtese H; possibilita o uso do teorema de comparagao (3.1]).

Exemplo 3.1 Escolhendo a normalizacao da se¢do temos os sequintes exemplos
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o Se H"! =R x,.-« R", a funcdo

f(s)=e* +ne®

satisfaz f > 0 e f, < 0 em (—o00,+00). Portanto, as hipéteses Hy e Hy sdao

satisfeitas em (T, +00).

o Se H"™ =R Xcoens H?, entdo as funcgoes

f(s) = cosh®(s) —nsinh(s) e fi(s) = cosh(s)(2sinh(s) —n)

_Jn? —4
satisfazem as hipoteses Hy e Hy para s € (—oo, arcsinh (%)1 )

Nosso primeiro resultado garante a solubilidade do Problema de Dirichlet se
0f) tem curvatura média nao negativa com respeito ao vetor normal unitario apontando

para dentro.

Teorema 3.3 Seja Q € M™ um dominio com bordo C*. Suponha que Ricc > (n — 1)x>

em 2, com k > 0 e que a curvatura média de OS) satisfaz

H>0 se k=0,

H >k se k> 0.

Suponha que a funcdio f(t) = N2(t) — np(t) satisfaz as hipdteses H, e H,. Entdo, para

toda fungao continua ¢ : 0 — (T, T}), existe uma solugao de

(17)

A existéncia da solucao u, como usual, é mostrada via método da continuidade,
o qual descrevemos a seguir.

Seja 6§ € (T,,T1) uma constante. Vamos mergulhar o problema de Dirichlet
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(17) numa familia de problemas

f(u) = em ()
w, | (18)

u=(1—1t)0+to em OS).

Qt[U] = ASDU +t

Considere o conjunto
T={te[0,1];Tue C>*(Q) tal que Q,(u)=0e uy,, = (1—1)0+tp}.

Note que Z # (), pois u = # é uma solucao quando ¢t = 0. Se mostrarmos que Z é aberto
e fechado em [0, 1], por conexidade, Z = [0,1] e, portanto, estd garantida a existéncia
das solugoes de todos os problemas em ([18)), em particular, mostramos que existe solugao

para o problema de Dirichlet .

i) Z é aberto.

Dado ty € Z, precisamos mostrar que existe € > 0 tal que
(to —e, to+¢)N|0,1] C T.

Para mostrar isso, usaremos o Teorema da Aplicacao Implicita. Tome uma extensao

¢ € C**(Q) e construa a aplicacao
F:C**(Q) x [0,1] = C**(Q2) x C**(0N)

dada por
F(u,t) = (Qi(u), (1 =)0 + td —u).

Observe que ty € Z se, e somente se, F(ug,tg) = (0,0) e que F é de classe C', pois Q(u)
também o é. Logo, basta mostrar que a derivada de F' em relagdo a u no ponto (ug,tp)
¢ um isomorfismo e pelo Teorema da Aplicacao Implicita, garantiremos a existéncia de

uma vizinhanca aberta U C C%%(€), com ug € U, e de uma funcao de classe C!
f: <t0—€,t0—|—€) —U

tal que F(£(t),t) = (0,0), para todo t € (tg — €,tg + €); isso implica que Z é aberto em

[0,1]. Vamos mostrar que

OF

il . 2,a /) 0, () 2,a
o | 1 CP(Q) = CP(Q) x C(09)

(ug,tg)

é um isomorfismo.



37

d
(h) = s F(ug + sh, ty)

_ i (Qu(uo + sh), (1 — )0 + tod — uo)

=0

— (i Qi (ug + sh), h)

d d | Vu+ sVh flu+ sh)
gs| Gwlutsh) = 7 ( N <¢1+|Vu+thI2> VI +[Vu+ sVhf?

_ div Vu + sVh ~ (Vu+sVh,Vh)(Vu+sVh)
V14 |Vu+ sVh]? (1+ |Vu + sVh[2)?
. [utshh  flut sh)(Vu+sVh, Vh) :
V1+ [Vu+ sVh]? (1+ |Vu+sVh|?)?
s=0 s=0
_ g Vu ~ (Vu,Vh)Vu f'wh  fw){Vu, Vh)
VIFIVU? (14 |Vul?)? VIFIVU? (14 |Vul?)?

Ah (Vu,Vh)  V2h(Vu,Vu)
VIFIVUR (14 |Vu2): (14 ]|Vu?)?
Vu )+ J'(Wh___ f(w){Vu,Vh)

— (Vu, Vh)div (

(14 |Vul?)? L+ |Vu2  (1+]|Vul)?
Gij Uity ; J'(u)h
- (24 hij + bih; + —2—
(Wu WS) ! V14| Vul?

para um vetor b, = b;;ie; dependendo de u. Portanto,

or d
M (d_ Quoltto + 5h), —h)
’ s=0
9ij Uity i J'(uo)
= hij + by, hi + ———=—=, N | .
((Wuo w3 ) "o V 1+ |Vug|?
Mostremos que e ¢ injetiva e sobrejetiva.
u
or
Queremos resolver —(h)| = (0,0), isto é,

(uo,to)
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!
(gﬂ ““J)hiﬁbgohﬁ&—o em Q.

Wi W, VIF[Vul (19)

h=20 em Of2.
Primeiramente observe que, como ug resolve
Qi(ug) =0 em (2,
u=(1—-1t)0+tp em OSL

e uy =T} é solucgao, pelos hipoteses Hy, H, e teorema de comparacao temos que ug < 7 e
f(ug(x)) < 0 para todo = € €. A teoria Eliptica garante que tem somente a solucao
F

h = 0. A teoria de Fredholm, entao, garante que Em ¢ injetivo. Pelo Teorema da
u

| (uo,to)

OF\
Aplicacao Aberta, <8_) é continua.
u

i) Z é fechado.

Enquanto que abertura de Z ocorre sempre que €2 é um dominio limitado de
classe C*%, o fechamento de Z sé vai ocorrer mediante hipéteses sobre o dominio e sobre
o dado de bordo. Essas hipdteses sao de natureza geométrica e envolvem H, a dimensao
da variedade, a curvatura média do bordo de €2, e a regularidade do dado de bordo ¢.

Tome uma sequéncia {t;}22, C Z com t;, — ¢ € [0,1]. O objetivo é mostrar

que t € Z. Temos que para cada k € N existe u, € C>%(Q) tal que
Qr, (ur) =0 em (2,
up = (1 —t)0 +trp  em OSL

Isto é, para cada sequéncia {t;} C Z existe uma sequéncia corresponde {uy} satisfazendo
. Suponha por enquanto que [|ug||c2.0(q) ¢ limitada. Entdo, por compacidade, temos
que, a menos de subsequéncia, u, & % em C*#(Q), VB < a, e além disso, u € C?%(Q) e

tr & t em R. Como a aplicacao
F:C**(Q) x [0,1] — C**(Q2) x C**(0R)

dada por
Fu,t) = (Qr(u), (1 =)0 +t¢ — u)

é continua, vale que
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ou seja,
Q(u) =0 em Q

u=(1—-1t)0+tp em OS.

Logo, t € Z, o que prova o fechamento de Z. Assim, para concluir a prova do Teorema

(3-3)), precisamos de estimativas para |[ug||c2.0(q)-

Observacao 3.1 Pela teoria eliptica temos o sequinte:
e Por LADYZHENSKAYA and URALTSEVA| (1968),
se ||lukllcr < C, entao ||ug||cra < C.
e Por Shauder
se ||ugl|cra < C', entao ||ugl|cza < C".

Portanto, para estimar a norma |[ug||c2.0q), basta estimar |lug||c:-

3.1 Estimativas A Priori

Nesta secao faremos o uso de barreiras e do principio do maximo para o gradiente, para
inferir estimativas uniformes a priori para a norma C' das solugoes do problema (3.3).

Faremos isso em trés etapas. A saber,

e Estimamos ||ul|co) via o principio do maximo;
e estimamos ||Vul/co(pq) usando barreiras dependendo de ||u||co(;
e ¢, finalmente, estimamos ||Vu||coq) dependendo de |lullcoqy e |[[Vulco@q), via o

principio do maximo.

Ou seja, faremos estimativas de altura, estimativas gradiente de bordo e estimativas gra-
diente interior, respectivamente.

Uma maneira de se obter essas estimativas é construir barreiras. Um modo
de obter barreiras é construir subsolugao e supersolugao para o problema. Barreiras sao
construidas, em geral, utilizando funcoes distancia aos pontos na fronteira. Algumas
referéncias sao |LIRA| (2012), [LIRA and WANDERLEY] (2015), [DAJCZER, HINOJOSA,
and LIRA! (2008)

Comecamos, entao, definindo subsolucoes e supersolugoes e apresentamos pro-

priedades importantes.

Definigao 3.1 Uma funcio v € C*(Q) é dita uma supersolucdo para o problema Q[.] = 0

se Qv] < 0. Analogamente, v é dita uma subsolugdo se Qv] > 0.

A definicao a seguir é mais geral, ela engloba uma classe maior de fungoes.

Definig¢ao 3.2 Uma funcao v € CY(M) é dita uma supersolucao (resp. subsolugdo) para
Q] = 0 em M se, dado qualquer aberto limitado Q@ C M e dada uma solu¢ao u da
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equagdo em 2, a condi¢io u < v (resp.u > v) em O implicar em u < v (resp. u > v)
em todo ().
O principio do maximo nos da que toda supersolugao é supersolucao generali-

zada. Além disso, esta nova definicao nos permite obter boas propriedades.

Proposicao 3.1 Se vy e vy sao supersolugoes de Q[.] = 0, entdo v := min{vy, vy} €

também supersolucdo. Andlogo para o mdximo entre subsolugoes.

Prova: Seja 2 um aberto e limitado e u tal que Q[u] =0 em Q, u < v em 0f2, entdo, em

particular u < v e u < v9 em 0f2 e, portanto u < vy e u < v9 em €.
[

3.1.1 Estimativa da Altura

Nesta se¢ao, obtemos uma estimativa de altura a priori. Para obter a estima-
tiva a priori nos iremos fazer o uso da técnica de barreiras. Note que como f(t) satisfaz
Hi, a solugdo u = ¢, onde ¢ € (T, ianﬂf ¢) é uma constante, é uma subsolu¢do para 1)
Vamos construir uma supersolucao w para . Pela hipétese (H2), se T} < +oo entao
w = T} é uma supersolucao e, pelo principio da comparacao, u < w em todo €2, e a
estimativa é trivial. Vamos, portanto, supor que T} = +oo, isto é, f/ < 0e f > 0 em
(T, +00).

Defina

w(x) = |[loc + u(r),

onde 7(x) = dist(x,0Q) e u € C*(RJ). Vamos calcular Q[w].
Note que

Ao = )"+ pu)Ar
B 1 an u Ar
T 1+ (w)2)PR 1+ (w)2)/2




Assim,
B u” u . f(w)
Qlw] = 1+ (w)2)32 + 1+ <u/)2)1/2A + 1+ (w)2)2

e Qw] <0 se

T(Ul)Q + u' Ar + f(w) <0.

Pelo Corolério 2.1] e assumindo que v’ > 0,

"

Q] = %WM’ATHM
TW—(SU'Jrf(w).

Como w > 0 em () e usando a hipdtese H; temos,

fw) < finf @) == Cy, w € [[[4]|oc, 00)-
Portanto,
U/”
< — 5 .
~ 1+ (ul)2 ou + C¢

Agora para A > 2diam(Q2) e b >> 0 a ser escolhido mais tarde, defina

Q[w]

e observe que

ul(r) _ b(A-T) > eb% e o = —bu
Portanto,
o' /

, b
= —U (TW + 5) + C¢
b
.  b(A-r)
= (& (—1 T eZb(Afr) + 5) + C¢

< —eb%(S + C¢.

Assim, se b > 0 é suficientemente grande, Q[w] < 0.
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3.1.2 Estimativa Gradiente de Bordo

Aqui, vamos provar uma estimativa gradiente a priori para u solucao do
problema de Dirichlet Vamos construir barreiras da forma u := w + ¢ ao longo da
vizinhanga tubular €. de 92, w = ¥ (r(x)) para alguma funcao real ¥ a ser escolhida e r
¢ a funcao distancia, r = dist(x, 0Q2). Consideraremos coordenadas de Fermi (r,y) numa
vizinhanca €2, de 0 :

P :[0,e] x 02 — Q.
(r,y) — exp,(rVr(y)).

Extendemos ¢ em (2. como sendo ¢(r,y) = ¢(y). Fixamos ¢; e ¢y tais que
[V |loo <1 em Q.

Vel +nllVZ@llo < ez em Q..

Temos que
. Vu f(u)
QM_le(W) + T
E assim,
Qu] = div <%) + %

Au — V?u (Z; Z[;L> +f(u)}

|
{w”+wm+A¢ W"(Vr Z{;@ — 'V (V“ @)
¢(Vu Vu) f(u)}

Como, Vu =V(w+ ¢) =¢'Vr+ V¢ and Vo L Vr,

=~ Sl=

2

|
<

(Vr, %> = W(Vr Y'Vr + Vo) = ﬁ/
Vu Vu Vu Vu C1Co C3
\V%(WW)' - ‘V2T(W W)“ 72 (Ve V)| < G =

€ COImo

Vu
— | <1.T ind
W H < emos ainda que

o (55 v =
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além disso, |A¢| < co e por hipétese sup  f(t) < ¢y Assim temos,
finf ¢, +00)

" (w/)2

C
W+¢/_3+CQ+C¢

Q[w+¢]s% V' YAr + g — W

Como, Ar < —¢ pelo Corolario e supondo ¢’ > 0, obtemos
W3Q[w + ¢] < W2 — W5 — " () + ' es + Wk,
para uma constante ¢ > 0 dependendo somente de n, ¢ e (.. Agora, defina
¥(r) = pln(l+ Kr),

para constantes > 0 e K > 0 a serem escolhidas mais tarde. Temos que

K 1
V) =T V) =— W)

Assim,

W3Q[w 4 ¢] < W21/J” o W2¢/5 o ¢,/<¢/)2 + ¢/03 + WQC
— WA = WA () e W
- (2/2;)2 (W2 _ (wl)?) - W2¢/5 + QZJ,Cg + WQC

= _(‘1%2(1 + Vo) — (W36 — c3)0' + W

Pondo 3 =1+ |V¢[?, temos que W2 = 3+ (/)% e

WQ+d < — W’fﬁ 1B+ W) — el + (B + (W)
/8 N2 /
= (-2-swe) Wr- -+ pe
6 N2 /
- (—E—(H—c) (') — By + D.

onde, B := 86 — c3 e D = [c sao fungoes limitadas.

Vamos escolher p de tal maneira que 4 — 0 como K — 0o, isto é,

. [0
P+ K2y

aqui « é tal que @ > |lu||co e sabemos pela estimativa de altura, que ||ul/co é unifor-
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memente limitado. Portanto, o pode ser escolhido independentemente de u. Com isso,
escolhendo K suficientemente grande, assegura que Qw + ¢] < 0 em uma pequena vizi-
nhanca tubular €2, de 0€). Portanto @ = w+¢ é uma barreira superior localmente definida
para o problema de Dirichlet 1) Similarmente, como f(t) > ¢ em [ingf o, ||u||col, a
funcao u = max{iangf ¢, —w + ¢} é uma barreira inferior para , sendo o maximo de

duas subsolugoes.

3.1.3 Estimativa Gradiente Interior

Nesta secao, estabelecemos uma estimativa a priori global para o gradiente.
Iremos utlizar, como usual, o principio do méximo aplicado a fungao W = /1 + |Vu/|?.

Seja X um campo de vetores. Vamos definir o operador com peso
Axr() =A() = (X, V().

onde X7 é a projecao tangente em M. Suponha que M™ — (M"™*! ( )) é um soliton
para o campo vetorial conforme fechado X em M, isto é, nH = —(X,v). Pondo X = 9,

(0 = (Pu)«(Vu)):

temos a seguinte expressao para Axr (X, v), com v =

Au)W,

Lema 3.1 Nas condi¢oes acima, vale a sequinte desigualdade

Axr(X,v) <(X,v) [(p— [IP") + [[Vul®(n — ) (&* + p* = p1) |, (21)
onde V e | - || sio, respectivamente, o gradiente e a norma no grifico.
Prova: Seja {e;} um referencial ortonormal. Diferenciando a igualdade nH = —(X,v) e

usando a identidade de Codazzi, temos

eiei(X,v) = —epr(nH)(X, ex) — R(v, e, e;,ex) (X, er) — pll(e;, ex)(e;, ex) — (e, ex) (X, 11(e;, ex)v)

Como
—en(nH)(X, er) = ex((X, v))(X, ex) = (X7, V(X, 1)),
Obtemos
Axr(X,v) = —npH — |II]*(X, v) + Ricc(v, XT).
Agora,

Ricc(v,0]) = Ricc(v,d; — (0, v)v)
= Rice(v, ;) — (0, v)Rice(v, v)
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Ricc(0h ) = (o) icc(0,,0.) = 1(5) (= ' ) = ~nh(9)" (o).

Fixe um ponto p € M e suponha 0; = e; ortonormais no ponto p. Entao,

5 1 — 1 —
Rice(v,0;) = WRICC(@t,at) - WRICC((@U)*VU,at)
1 "
— S )]
_ _nh'(s)
w
E ainda,
Rice(v,v) = W [Ricc(0h, ) — 2Rice((®).Vu, 8y) + Rice((®,), Vi, (©,), V)]
_ W —nh(s)H"(s) + win/Rice(h(s)e, h(s)E;)
_ W [—nh(s)h//(S) + B2 ()i (h;(s)mccij —(n—1) (%) 5 — %%)]
= W [—nh(s)h"(s) + Rice(Vu, Vu) — (n(h')* + 1"h)||Vul]?] .
Finalmente,
e 1
Rice(v,0,) = Rice(v,0;) — —/\(u)W’at| Rice(v, v)
= —ﬂ{/[h/ — % ﬁ {—nhh" + Rice(Vu, Vu) — [(n — 1)(W)? + h"h]||Vu||2}

nh” N nh” 1
%% w3 W

s Rice(Vu, Vu) +

[(n—1)(K)* + BB |Vul?

hW3
— 2 Z 1) L Rice(Vu, V) £ —— [(n = 1)) + WH] [Vl
W3 hW3 ’ hW3
nh" = o 2 2 "2 " 2
< W) 4 - DRV e [0 - D)7 ] [Vl

onde Vu é o gradiente de u em M e usamos que Ricc(Vu,Vu) > —(n — 1)k?||Vul]?.

Entao,

Axr(X,v) = —npH —|II]*(X,v) + Ricc(v, XT)
< (p—IPNX,v) + [Vl —nh" + l(n — 1)K* + 1 ((n—1)(R')*+ hh") ¢ .
- ’ W3 h h

Para concluir, vamos fazer as seguintes observagoes. Primeiro, note que ||[Vu||? pode ser
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relacionado com ||Vul|. De fato,

~ L 1 . iyl
Fulf = Py = 55 (o = ) w

A2 W2
1 o Ve 1 [|Vulf?
= 5o (17 =) = %
Logo,
IV7ull? = A2W?||Vul[.
Segundo, sendo h(s) = A(t(s)), observe que
A
h(s) = Mt'(s) = Xt =p
W'(s) = pit'(s) =2
A
E por ultimo,
Oy)? A
(X,0) = @) = 0 _ 2
donde concluimos
)\2
W == A(@t, l/>.
Portanto,
2 [Vul? v, 1 2 1 "2 "
Axr(X, vy < (p— [T NX,v)+ 773 —nh" + E(n — )K"+ 7 ((n—1)(R')* + hh")
2 1 1
= (o= M) + Tl bt L= 1+ 5 (0= 10+ 00

n —

_ <p—|H|2><X,v>+A<X,v>||w||2{— 1<—ﬁ2—p2+pt>}

= (X,0) [(p— [UP) + [ Vul*(n = )62+ 52 = )]

ou seja,

Aer (X, v) < (X0} [(p = [UP) + [Vul2(n = 1)(2 + 0* = p1)] (22)

como queriamos mostrar.

O
Pelas estimativas de altura e gradiente, o termo entre colchetes em é
limitado por alguma constante C, dependendo da estimativa gradiente e de inf ¢. Conse-

quentemente

Axr(X,v) < (X,v)C,



sendo (X,v) > 0. Das quantidades

v=3 (u%wu (0, — (), V)
e
Wy =/1+|Vul?,
Obtemos,
(X, 0) = (0 v) = 2 g
Além disso,

47

= .
A
Defina f = % Entao,
B 2
Axrf>—fC+2- |V]{| .
Considere o operador
f
Note que Lf > —fC. Seja n > 0 uma funcao cut-off a ser escolhida mais tarde, e considere
¢ =nf. Entao,
Lo = Axrp—2 <v7f,V<p>
Vi
= Axr(nf) -2 <T7 V(nf)>
v 2
= nAxrf+ fAxrn— 277%
v 2
= (dwrs =25 4 pagy

> flAxrn — 077]
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_ . diam(Q)

Agora, considere um ponto zg tal que dist(zq, 2) = e a funcao

n(l,) — e—Ar(x) ’

onde r(z) é a fungao distancia de xy e seja & > k de maneira que
Ric > —(m — 1)&?

em B 3diam () (x0). Pela Comparacao do Laplaciano,

2

iam(§2
Edlam( )

Ar < (m — 1)k coth(kr) < (m — 1)k coth ( 5

)ick em €2.

Entao,

An = A(e ™) = —Ae " Ar + A%e™ A"
= [—AAr + A?le™ "
> [A? — Agile ™,

em (). Assim,

Axry = An— (X", Vn)

> (A% — Acp)e ™ — (XT, —Ae~"Vr)
= (A% — Acp)e ™ — Ae | X|

— (A% = Acy)e AT — AeA )2

> (A% — Acp)e ™ — Ae™(C)),

onde a constante uniforme C; é limitante superior para A = A(w). Consequentemente,
Axrn —Cn > e 4" (= Ay, — AC, + A?).

Escolhendo A suficientemente grande, podemos garantir que Ayrn — Cn > 0 em .

Portanto Lo > 0 em (2. Pelo principio do méximo e pela definicao de ¢,

"0 (e_AT(m) M)?Eg;)) : 0 (G_Ar(x)m)?z—z(j)>

diam(£2)
< T C1,/1+ max |Vul|?
€ 1\/ A .
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Usando que Vz € €,

obtemos

Wu(.%'> < eAdiam(Q)Cl\/1+I%%X’Vu’2,

o que prova a estimativa gradiente interior. Isso conclui a prova do Teorema |3.3
Observacao 3.2 Do teorema de comparagao seque a unicidade do Teorema acima.

Agora, estamos em condigoes para resolver o problema de Dirichlet no infinito.

Teorema 3.4 Nas hipoteses do Teorema, suponhamos que T, > —oo. FEntao, existe

uma unica solucao u de

(23)
u =T, em Of).
Prova: Fixado € > 0 seja u. solucao de
Ague = —& em €,
V14 |Vue|? (24)
u. =T, +¢ em Of).

Pelo teorema de comparacao, u. < u. se € < &’. Queremos mostrar que o limite

satisfaz u > T, em (). De fato, mostraremos que para todo K C €} compacto, existe um

0% tal que u > T, 4+ dx em K. Isto é, u é localmente limitada por baixo.

Fixe yp € Q ¢ R > 0 e seja r = dist(x, zp). Vamos construir uma subsolucao
para o problema de Dirichlet da forma w = u(r) com v’ < 0, e (0, R] e ' (0) = 0.
Note que
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Para ¢ € (—1,0) fixado, e pondo v(r) = (sngr)""!, vamos considerar o problema de EDO

(vp(e!)) = 0
(25)
w'(0) =0,u(R) =T, em [0,R)]

Suponhamos que R € (0, 1). Entao, a solugao de existe é dada por

up(r) =T, + /TR ! (% /Otv(s)ds) dt.

Note que sendo |c| <1 e v(t) crescente,

V1+[Vup < V14 (07 ([c[R)? < 1+ (07(R))?,

onde ¢ (R) existe, pois R € (0,1). Portanto, ur é bem definida e

up(r) = T*+[R¢—1 (% /Otv(s)ds) dt
< T*—{—/ORgo_l (ﬁ /Otv(s)ds) dt == 0p

Uma vez que f é decrescente e nao negativa, de ur < dg, concluimos que f(ug) > f(0g).

Defina
le| :== min {1 |/ Or) } :
VIt H(R))?

Entao, pelo teorema de comparacao do Laplaciano,

—f(dr) o> —f0r) o —f(ur)
VI+ @ (R)?  V/1+[Vur — /1+[Vugf

AapuR Z (& 2

e temos que
( 1
Aju, + flu,))—————==0
v fue) 1+ |Vu,|?
1
Apug + f(up)—F——=—== >0

\/ 14 |VUR|2 -

| Ue > up =T, em 0BRr(xo).

Por comparagao, u. > u. Usando estimativas elipticas, veja (GILBARG and TRUDIN-
GER/ (1998)), u. | u > 0 localmente em C2,.(2) e, entdo, u resolve (23)).
Para finalizar, vamos mostrar a unicidade em cada problema de Dirichlet com

dado assintético. Sejam u e v solugoes de (23). Como a funcao soliton f é decrescente,
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para cada constante positiva ¢, a funcao v + ¢ é uma supersolucao. Considere o
U = {z;u(x) >v(x)+c}.

Suponha por contradicao que o conjunto U seja nao-vazio. Aplicando o teorema de

comparagao a u e v + ¢, obtemos que em U,
u<v—+c

em U. Isso contradiz a definigao de U. Portanto, U é vazio e u < v+ c¢. Fazendo ¢ tender
a zero, temos que u < v. Intercambiando os papéis de u e v, temos que u = v.
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4 TEOREMA TIPO JENKINS-SERRIN

No capitulo anterior, vimos um teorema de existéncia para o problema de
Dirichlet . Para demonstracao do resultado, a curvatura média Hsg do bordo de €2
desempenhou um papel fundamental.

O objetivo deste capitulo é mostrar que quando o bordo 9€2 de um dominio
C? apresenta pontos de curvatura negativa, sempre seré possivel exibir um dado de bordo
¢ € C*(09) tal que o Problema de Dirichlet nao admite solugao.

Este resultado foi inspirado pelo célebre trabalho de Jenkins-Serrin. Em 1968,
no artigo JENKINS and SERRIN] (1968), Jenkins e Serrin mostraram, entre outros resul-
tados, que se 0€) apresenta um ponto de curvatura média negativa, é possivel exibir um
dado de bordo suave ¢, com norma arbitrariamente pequena, para o qual o problema de

Dirichlet para a equacao das superficies minimas

. Vu B om
Qlu] = div (W) =0 Q, (26)

u=¢ em Of2.

nao tem solugao. Mais precisamente eles mostraram:

Teorema 4.1 ((JENKINS and SERRIN, 1968)) Seja 2 C R" um dominio limitado

de classe C*. Suponha que existe p € O tal que Hpo(p) < 0, onde Hpq é a curvatura

média de 092. Entdo, dado ¢ > 0, eziste ¢ € C(IN) com sup |¢| < &, para a qual o
o0

Problema de Dirichlet (26]) nao tem solugao.

Aqui cabe algumas consideracoes. Enquanto no resultado de Jenkins-Serrin,
é possivel encontrar um dado de bordo com norma arbitrariamente pequena, no caso do

nosso resultado isso nao ocorre.

Teorema 4.2 Sejam M™ completa, simplesmente conexa e satisfazendo Sect™ < 0, isto
é, M é uma variedade de Cartan-Hadamard, e seja Q@ C M um dominio C3. Seja f uma
funcao satisfazendo a hipotese Hy com 17 = +00, e suponhamos que exista y € 0S) tal
que H(y) < 0. Entao, existe ¢ : 0 — (T, 4+00) de classe C* tal que o problema de
Dirichlet

e Vu flw)
Q[u]-dw(\/m)-i—m—o, em €

u=q, em O

nao tem nehuma solucao.
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Para a demonstracao do Teorema (4.2]) necessitamos de alguns lemas preli-

minares de interesse independente, e do seguinte teorema de comparacao que pode ser

encontrado em SERRIN| (1969).

Teorema 4.3 (Principio da Comparacao Refinado) Seja f satisfazendo a hipdtese
Hy com Ty = 400 e suponha que OS2 contém um conjunto relativamente aberto I' # 02
de classe C*. Seja w € CO(Q)NC?(Q) tal que Qlw +b] < 0,¥b>0 e g—ay} = —o0 em cada
ponto de I', onde v é o vetor normal interior a . Se u € C?(QUT) N C%Q) € solucao
de Qul =0 eu <w em IQ\I', entdo u < w em Q.

Prova: Suponha por contradicio que existe 7o € Q tal que (u — w)(z¢) = max(u — w) =
0 > 0. Pelo principio de tangéncia, [3.2] necessariamente xy € 0, pois se por absurdo
tivermos = € €, sendo Qu] > 0, Qw+9] <0, u<w+3Jeu=w+ 0 em xg, terfamos
que ter u = w + 0 em todo 2. Como zy € I e u < w em IN\I', temos que xy € T.

Seja y(t) a geodésica normal apontando para dentro, partindo de x, isto é,
v(t) = z9 e ¥'(0) = v. Como (v —w)(t) = (u— w)(y(t)) tem um miaximo em x, e
u € CY(T'), obtemos

0 > limsup (u=w)(t) = (u = w)(0) _Ou _ lim inf w(t) — w(o)
t—0+ t vV t—s0t
L C—
T ooy 0T

que é uma contradicao.

Seja y € 0. Vamos denotar por B,(y) a bola geodésica de raio r centrada
em y. O primeiro lema nos diz que dados um ponto y no bordo do conjunto 2 e a > 0
pequeno, podemos estimar o valor da fungao u no conjunto Q\ B, (y) com o valor da fungao
no conjunto 02\ B, (y) mais a altura da barreira. Em particular, o valor de u na fronteira
da bola B,(y) contida em €2, nao supera o valor de u no conjunto 992\ B,(y) mais uma

constante.

Figura 1 — Lema 4.1 estima o sup u no conjunto Q\B,(y) em termos
do sup u no conjunto 00\ B, (y)

o0 ’
),

Fonte: O autor
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Lema 4.1 Seja f satisfazendo a hipotese Hy, com Ty = +00. Entao, para qualquer e > 0,
existe a,(e,diam(Q2),n) e uma constante C' absoluta tais que, se u é solugdo da equagdo
Qlu] = 0, entdo

sup u<e+ sup u+Cf( sup wu),
N\ Ba(y) 0N\ Ba(y) 0O\ Ba(y)

para todo a < a,.

Prova: Seja D = 2diam(f2), seja r(x) = dist(z,y) e considere a fungao

u(r) = w(r(x)) + sup
00\DBa (y)

onde w € C*((a, D]) N C%((a, D]) a ser escolhido mais tarde, satisfaz w(D) =0, w’ < 0 e

W'(a) = —oo. Vamos computar Q[u]. Como

Ay = ¢ (W)W + pW)Ar
w” W' Ar

A+ @R T+ @7

n
Pelo teorema de comparacao do Laplaciano por baixo, Ar > e por suposicao w’ < 0,

entao
Q) = ot T |+ () (27)
- (1+(w’)2)3/2 1—|—(w’)2)1/2 r
< " N fa) L= 1 W
S @R AW (@
1 n—1
< " / = N2 ]
< a0 () s @)
Definimos por simplicidade m = sup wu. Pela hipétese H; e sendo w > 0, temos que

\Ba(y)
f(a) < f(m). Entao, Y

1 n—

Q) < o [+ (2 + s ) 1+ ).

Para termos Q[u] < 0, parece necessério que

-1
W + f(m) <O0.
r

Por exemplo, iremos escolher w tal que

n—1

w

‘ > 2f(m).

r
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Sendo r < D, é suficiente requerer que

—-2D
/
)]
e nesse caso,
,n—1 n—1,
< .
W T +f(w) - 2r W

Portanto, para encontrar uma 4 = w + m tal que Q[u] < 0 é suficiente resolver

n—1

W W' " (1+(wW)*) <0 (28)
o <22 f(m) (20)

Agora, observe que (28)) pode ser escrita como segue

W oI (W) =
(W')? ‘ W m—1 1+ (W)? ]
n+(n—1)(w)? (w)? 2r  n+(n—1)(w)?

= n+(n—1)()?

n+ (n— 1)t
12

(n=D0+@)*) _ n—1

Pondo 1(#) = n+n-—1)wW)?2 ~— n

e usando que , encontramos que

W W ! 1+ W) < [n+ (n—1)(w)? + L

w” n—1 1],
W'
2r (W) (W3 n  2r

" _ 1 1
Assim, uma solucao para a equagao d + n - — < 0 resolve (29). Vamos
(W) (w')? n 2r

comegar a procurar uma solugao w para

w” n—1
U(w)(w)3  2nr

Considere, entao, a fungao F' : (0, +00) — (0, +00) dada por

ro = [ g

Observe que ¥(7) = (n — 1) quando 7 — +o00. Donde concluimos que

1
F(s) ~ ———572
)~ 5m =
quando s — o0 e
1
F(s)~—1
(5) ~ —logs
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quando s — 07. Ademais, F' é estritamente descrescente e F(0%) = 0o e F(400) = 07.

Logo existe F'~!. Note que

d a)//
— (F(=&' (1)) = —
e, portanto,
" n—1 1 d n—1 1
= (F(-& il
Y (w')3 * n 2r dr (1 (r))) n 2r
Integrando a equacao
(P )+ =
dr WA n o 2r

em [a,r] e usando que w'(a) = —o0, obtemos

ou seja,

() = F1 (”2;1 log (g)) |

Finalmente, usando o desenvolvimento de Taylor,

n—ll (r) n—1 r—a
og (— ) ~ .
2n & a 2n a

1
2(n—1)
1
pondo s = F~(t), t < F~'(t)"? quando t — 0F. Assim F~'(t) < — quando t — 0 e,

Vit

portanto, &'(r) é integravel em r = a. Integrando em [r, D], obtemos

&(r) = /TD P (”2;1 log G)) dt.

Entao a funcao w assim produzida resolve . Para também resolver , definimos

quando r — a. Além disso, como F(s) ~ 572 quando s — oo deduzimos que,

2D
n—1

f(m)(D —).

w(r)=w(r)+

E imediato verificar que w(r) satisfaz e , e, portanto, © = w(r) + m é uma

supersolucao. Note que fazendo a mudanca de variavel s = —, obtemos
a

D d/a
-1 t -1
W= / F! (n log (—)) dt = a/ F! (n logs> ds.
, 2n a 1 2n

Temos que w(a) — 0 quando a — 0 e, portanto, w < € se ag for escolhido
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suficientemente pequeno. Pelo teorema de comparacao , u < w+m em Q\B,(y).

Entao, para a < ag, ag suficientemente pequeno, temos

2D?
sup u < e+
Q\Ba(y) n—1
2
Pondo C' = —7 segue a tese do lema.
n

f(m) +m.

O préximo lema estima o valor de u na bola B,(y) em termos do valor de u

no conjunto Q2 N OB, (y).

Figura 2 — Estimativas do sup v no Lema 4.2

00

Fonte: O autor



58

Lema 4.2 Como no Lemal[{.1] seja [ satisfazendo a hipdtese Hy, com Ty = +o00. Ponha

m' = sup w e fite € > 0. Supondo H(y) < 0, entdo existe a, = a,(2,&,m’) tal que

QNOBa(y)
para todo a < a,, vale a sequinte desigualdade em QN B,(y) :

u<m +¢&.

Prova: Defina p(x) = dist(z, 02) e fixe constantes ¢ € (0,a), k > 1 a serem escolhidas
depois. Considere
w(z) = m' + h(p(z)),

onde h € C?%((g,a]) tal que b/ < —k em (g, a], h(g), h(a) > 0. Observe que

Agw = @' (W (p))h" (p) + (K (p))Ap.

1

max{J,}
valores positivos, se houver, da segunda forma fundamental de 0f). Usando a hipotese

Seja U : [0, 4] x 0Q — Bs(00) carta de Fermi, com § < e \; auto-

H(y) < 0, podemos escolher ay de maneira que
(1) ag < 6, e portanto, B,(y) C Bs(0R2),Va < ag
(2) Para cada z = ¥(p, 2z) € Bs(y), temos H(z) < 0.

Pelo teorema de comparacao do Laplaciano por baixo,

(n—1)H
Ap> -
p= 1—Hp

em B,(y) N Q. Além disso, f(t) é decrescente e, portanto, f(w) < f(m') em B,(y) NS
Note que H < 0 numa vizinhanga de y € 0{2. Assim,

B WAp |
= e e s e @ o
) o 1 Wn-10H Flm')
S Tr R s WRPR 1 Hp WP
n+ (n—1)(n)? { (R')? R (14 (r)*) (n—1)H
S AT WRPP | nr - DWP W)t (- D)2 1 Hp

fm)(1+ (0)?)*? }
(14 (W)2)2(n+ (n = 1)(R)*) ]



Agora, observe que quando t — —oo, vale

A+ (n= DA+ P2 —nft — (-1t
n+n-0t12 n-1 (n+ (n—1)t2)(n—1)
(n — 1)Jt[? (1 + 2%) —nlt| = (n — Dt + o(1)
- (n+ (n— D2)(n —1)
"oy ¢

<
n+n—-0t)n-1) — [t
onde C' é uma constante uniforme para ¢t > 1. Logo,

f(m') (L+ ()2 —h'f(m)

(L+ (R)2)V2n+ (n—1)(h)2 (0 —1)(1+ (h)?)1/2 ko

Analogamente, como

(1—|—t2)(n—1)_1__ 1
n+ (n— 1)t o4 (n— 1)
temos que
1+ (W)} (n—1) 1
—14+0(—
ot oG
quando k — +o0. e |h'| > k. Pondo
n+ (n— 1)

a expresao (30 pode ser reescrita como a seguir:

n+(n—1)H)2[] K . H B f (m!

<Hmww[wmw T Hy T - D
n+m—DWV[ h _( H f(m)
T+ (22 Q)W) (

)
Qw] < h')2)1/2

Uma vez que

(n = 1)1+ (W))? > =N (n - 1),

encontramos que
W) )
(=D +ED2 = n—1"

+0O(-)
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(32)

, 1
1—Hp + (n—1)(1+ h’)2)1/2) W+ O(%)] .
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Assim,
R G S N SV |
ol < " |t T OO
n+(n—1)(h')? h" q LY,
T (14 (W)2)32 {Wﬁﬂﬁﬁ_l—fm4%xgﬂh'

Agora, supondo H(y) < 0, e devido a nossa escolha de ag, existe # > 0 tal que em
Bfl(y) N Q7

H 1
— — — ] >
1-Hp O<M>—9>O

se k é suficientemente grande. Portanto, se , k > kg e kg suficientemente grande, temos

mms”+““*x“2{ v

T [+ %)

Como k' < 0, para termos Q[w] < 0 basta encontrarmos h tal que

h//
——+60>0.
gnme =
Vamos, entao, resolver a equacao
hl/
——+60=0. 34
oy oy
Defina o g
-
F(t) =
( ) t w(T)Ts
Temos que
d _h n
R T e LI
Integrando a expressao acima de € a p e usando que h'(¢) = —o0o, obtemos

F(=H(p)) = 0(p— ).

Agora, note que F' : (0,+00) — (0,+00) é decrescente, F(4+00) = 0" e F(01) = +o0.
Portanto, existe F'~! e
W(p) = —F(0(p—e)).
1

Além disso, tendo em conta que F~!(c) ~ — quando o — 0, concluimos que h/'(p) é

Q
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1
integravel em p = ¢, pois — o0 é em 0 = (. Ponha

Jo
o) = [ Y P — o)),

onde restringimos ag ainda mais de maneira a satisfazer

a—l *  ds
079 K V(s)s®

Observe que
W) = |F~Y(0(p —€))| > |F"(Bao)| := ko

e que |[F~1(0a)| > ko é equivalente a

1 1 [ dr
< -F ==
1= =5 ), e

= ay.

Logo, h' < kg e portanto w satisfaz Q[w] < 0. Pelo principio da comparagao,
u<w=m+h(p)>m'+h(e) =m'+ /ao F7HO(t — ¢))dt.

Fazendo € — 0, obtemos

h(g) — h(0) = / FY0(t — €))dt.

Portanto a integral converge e ¢ infinitesimal quando a — 0. Logo, se a < ag e ag é

suficientemente pequeno,
ap
u<m +h(0) < m’—i—/ FHt) <m/ + &
0
Donde concluimos que em B,(y) N €2, vale

u<m +¢.
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Prova do Teorema (4.2)) Suponha que existe y € 09 tal que H(y) < 0. Fixe ¢ > 0

e seja a > 0 suficientemente pequeno, a ser escolhido mais tarde. Seja ¢ € C?(0Q) uma

funcao satisfazendo

op=T,+1 em 00\ B,(7),

T.+1<¢<3+T.+1+Cf(T.+1) em 0N -
o) =3+ T.+1+Cf(T. +1)

Como u =T, + 1 em 0Q\B,(7), se a < ag e ag é escolhido como no Lema (4.1)),

sup u <T,+1+Cf(T.+1)+e,
\Ba(9)

para cada 0 < a < ap. Em particular,
u<T,+1+Cf(T.+1)+e
em 2N 0B,(y). Pelo Lema a menos de reduzir ay,

u(g) <e+ sup u<2e+T,+14+Cf(Ti+1).
QNOB.(Y)

Contradizendo u = ¢ e ¢(y) = 3e + T + 1 + C f(T, + 1). Isto conclui a prova.

Figura 3 — A funcao ¢ na prova do Teorema 4.2

29

d(y) =3c+T.+1+Cf(T.+1)

Fonte: O autor

(35)
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5 GRAFICOS EM PRODUTOS WARPED M x, R

Seja M = M x;, R com métrica {, ) = gu + h(x)?ds?, e seja @, o fluxo do
campo de Killing d,. Seja €2 C M e defina o gréfico

F : Q- M, F(z) = (z,u(z)).
Escolha um referéncial de coordenadas locais {0;} e seja g;;dz'da? a expressdo de gy no
co-referencial dual. Entao, a métrica do grafico gy em M tem componentes

R i i h2utu?
9ij = 9ij + hPuuy, g7 ZQJ—W>

onde du = u;daz?, v = g/ uy, and W? = 1 + h?|Vu|?%. O vetor normal se escreve

1
hW

1

oy (s = 1P ;) =

14

(0 = h*(@4). V),

e portanto

11(H,. H.) = h—= 4 * 1
(0:,05) = hpr + 577

Tomando o traco

nH = Try(Il) = (gJ—W> ( WJ+ W])
. [ hVu Vu

Um soliton deve satisfazer nH = —(9}+,v) = —(0,,v) =

(36)

h

—» oque leva a equagao

hVu Vu h
=di + ,Vh | + — =0. 37
Qlu] v ( N h2|Vu|2) Im ( Tt 2 ul ENE ) W (37)

A proposta inicial deste capitulo, era encontrar o grafico de uma funcao u
sobre M tal que u se estenda continuamente para 0., M com valor de bordo ¢. A ideia era
adaptar o argumento em (RIPOLL and TELICHEVESKY], 2019) para o caso dos solitons.
O problema ¢ a construcao de barreiras. Conseguimos construir barreiras locais, Teorema

(5.1]) abaixo, mas nao conseguimos barreiras globais. Isso serd objeto de pesquisas futuras.
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Teorema 5.1 Seja 2 C M um aberto suave, relativamente compacto. Suponha que
Ricc > —(n — 1)x? on €,

e que a curvatura média normalizada H de 0X) na direcao do vetor normal apontando

para dentro satisfaz

H > ktanh (k - diam((2)). (38)

Entao, para cada ¢ € C**(99), com a € (0,1), existe uma solu¢io do problema de

Dirichlet
Qw] =0 em €,

w= ¢ em Of),

(39)

onde Q) € o operador (37)).
Seja r a distancia de 0€2, com a escolha r > 0 em (). Como no capitulo ante-
rior, mostraremos as estimativas de altura, estimativas gradiente de bordo e estimativas

gradiente interior.

5.1 Estimativas de Altura

Vamos definir
w(r) = [|¢[le + 2(r),

para z € C®(R{), e vamos calcular Q[w]. Nas componentes com respeito ao referéncial
local {0;} em 2

!/ 7 !/
W; = 2T, Wy =2 TiTj+ZTij;

Portanto, pondo W = /1 + h2[Vw[?> = /1 + h?(2)?, a curvatura média ndo normali-

zada,
. ‘ o PP’ wi;  hw,
Qw] = nH = (gj— 7 ) (hW]+WJ)
. (hVw Vw
= div (W) + 9m <W’Vh)
satisfaz

A o REE)PrIN (hR'rirg + h2'ry 2Ry
Q[w]:(gj— (M% )( A W”). (40)



Vamos usar que r;;r° = 0 para deduzir

R " 2( 1\2 4 /
Q) = o (1o = )

W W2 %4
Z, hQ(Z,)QIVTP
hz"  hz z
= w3 + WAT + e (Vh,Vr).
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Os calculos sao realizados no conjunto dos pontos onde 7 é suave (aberto e denso em 2).

O cut-locus de r serd tratado mais tarde.

Iremos supor agora que 2z’ > 0. Entao, da desigualdade

obtemos

A hz" hZ z
Qw] = s + WAT + e

W

Para A > 2diam(f2), e b >> 0 a ser escolhido mais tarde, defina

2(r) = —-(1- e,
e note
o = eb(Afr) > ebA/2, P ——
Do Lema 1,
A hz' hz hz' hz'
Quw] < e [—b+ Ch] + WA?“ < e [—b+ C1] — 5W’
e assim, denotando por @) o operador soliton em (37,
A h hz' hz" h
Q[w] = Q[w] + W < W3[—b—|—Cl] _5W + W
hz' h A /2
< W3[—b+01]+w[1—5e / }

h hz'
<Vh, V’I"> < W[ZH + Clz’] + —ZAT

Cada termo no lado direito pode ser negativo desde que b seja suficientemente grande,

oque nos da
Qw] <0 em Q\cut(09),

w > @ em Of).

(42)

Como z é crescente, a desigualdade pode ser estendida para uma desigualdade fraca
em todo /cut(092). Veja [PIGOLA, RIGOLI, and SETTI (2005)), Lemma 2.2], onde o

resultado é feito para o operador laplaciano, mas com mudancas triviais segue para o
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nosso operador (). Como o grafico soliton u com dado de bordo ¢ satisfaz

Qu] =0 em
u=q em Of).

Pelo teorema de Comparacao, temos u < w, oque prova as nossas estimativas de altura

para u desejadas.

5.2 Estimativas do gradiente na fronteira

Nesta secao, nossa tarefa é produzir estimativas a priori do gradiente ao longo
de I' = 0€) para o problema de Dirichlet. Vamos construir barreiras da forma w + ¢ ao
longo de uma vizinhanca tubular Q. de I'. Aqui, w = ¢(r(z)) para alguma funcao real 9
a ser escolhida e r é a funcao distanca de 92. Ademais, o dado de bordo ¢ ¢é estendido
para €, tomando ¢(t',1) = ¢(t).

Usando (40)) podemos escrever a equagao da curvatura média

A ho o ey i h2hip'e’ o;
= —g¥ — .. ) 4 _# 43
0t = (0"~ S )+ o e = (43

A principal parte da equc¢ao da curvatura média ¢ dada pela matriz

A — igz’j _ hs@Oi‘Pj.
W, E

Esta matriz é positiva definida. De fato, temos que
h . h
€l < AVEE < — (¢ (44)
w3 W,
Usando ((5.2) obtemos

Qw+ ¢ = a’(z,Vw+ Vo) (wij + ¢i;) + b(x, Vw + Vo) + o

W
g h h
< azjwij+w\’¢|’2,a+b+w- (45)
onde,
3 ho 3 . .

a* (xv Vw + VQZS) - Wgw - W(W + ¢)z(w + ¢>]7 (46)
bz, Voo + V&) = g7 (w4 ) — h (W + ) (w + ) (w+ ), (47)

) =g W J W3 J
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W2 =1+h*W)" + 1?[Vel* (48)

Segue-se de |Vr| =1 e ;7" =0 que
wiwwig = ()1 (i + i) = @)Vt () ryrte? = ()"
W' wig = (i + P'ryg) = DYV, V) = 0.

Cbiﬁbjwz‘j = ¢/¢i¢jrij'

Em particular, obtemos de (48]

B I = e
W W3 W3
Por outro lado,
Aw =" +'Ar.

Concluimos que

i j h " h ! h3 ISy
a“w;; = W31/) (1+h?|Ve|? )+W@/} Ar — ﬁi/)ﬁbébjﬁj-

Além disso, de e |Vw + V¢|? = (¢/)* + |V¢|? temos

wl
W3

b= - (Vh, Vi + V) =

o (Vh, Vi) + ——(Vh, V). (49)

W3

concluimos de (45)) que

W3 . 1&’
——Qlw+¢] < Y1+ hVP) + W' Ar — ' B2 ¢ i + =

h
Vh
+ <T Vo) + W2 + W2 9|2,

<Vh, Vr)

Agora, defina
W(r) = pn(l + Kr)

para constantes > 0 e K > 0 a serem escolhidas mais tarde. temos

! NK //__l N2
V=i © V=
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Assim,

3 /

Qo] <~ RIVORW) + WA = R g+ (VT

h
Vh
+ <T’ Vo) + W? + W?|¢|2q-

Do Lema 1 e das desigualdades,

(Vh,Vr) < h||Vioghl| =) = Cih

(Vh,V¢) < C1h| Ve,

concluimos que

3
Q] < = (L RIVOPIW = W25+ 126y — C

+ G|Vl + W? 4+ W2 (|2,
> (—%(1 L RVP) + B+ ||¢||z,a>) (W) — (Ri¢iry — OO
T+ GVl + (L RV + ]2,

Entao, ,

frQuta < (<54 B) WP+ Cu 4D,
onde B = [[h[Z,(1 + [[¢ll2a, C = =[IRIZIIV*r(Ve, V)| + Cr e D = C1||Ve| + (1 +

1RIZ IV O[2) (1 + ||¢]l2.0). Como h e ¢ sao uniformemente limitadas, temos que B,C e D
sao funcoes limitadas.

agora, escolha p de tal maneira que 1 — 0 quando K — oco. A saber,

C
P+ K2y

onde ¢ é tal que ¢ > ||ul|.0. Portanto, escolhendo K suficientemente grande, garantimos
que Qw + ¢] < 0 em uma pequena vizinhanca tubular . de 9. Note que em 92,
w+ ¢ = ¢. Assim, w+ ¢ é uma barreira superior localmente definida para o problema de

Dirichlet. Similarmente, podemos ver que —w + ¢ é uma barreira inferior.

5.3 Estimativa de Gradiente no Interior

Como no capitulo anterior, estimativas interior do gradiente sao obtidas por
meio do principio do maximo aplicado a funcao W = /1 + |[Vul?2. Seja X o campo
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gerador do soliton . Vamos definir o operador com peso
Axr() = A() = (VX' V(). (50)
O Laplaciano de nH = — (X, v) é dado por:
Axr(X,v) = (|11 = Ric(v,v))(X,v), (51)

onde X é campo de Killing em H™*!.

O campo X = 9, é um campo de Killing na métrica (,) = gy + h(z)*ds* e

V= hW(a—hz( w)=)Vu

¢ um vetor normal ao grafico de u. Assim,

nH = —(0s,v) = _Wi'

Como ||ulle é limitado, em Q x [—2u|w0, 2||ul|»], temos Ric(v,v) > —o? para algum

o > 0 e portanto

olli) ()
h

W, 9 , h
= (T) [[11]* — Ric(v,v)] %
h
2
N (%)
S A
h
Defina f = % Entao,
2
Axrf>—fo* +2- |fo| .
Considere a equacao
Lg=Axrg—2 <V7f, Vg> .

Note que Lf > —fo?. Seja n uma funcao ser escolhida mais tarde, e considere ¢ = nf.
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Entao,

,CQO = AXT¢—2<VTf,Vg0>
_ Axmf—2<v—f,wf>

7
v 2
A f 4 fArn — 2 I

/
2
v/l ) + fAxrn

= H(AXTf—Q

flAxrn — o’n).

v

Ar(

Agora, considere um ponto zy ¢ Q e a funcio n(x) = e~ onde r(x) é a distancia de

zo e A > 0 é uma constante a ser escolhida mais tarde. Sejam R > 0 e k > 0 tais que

Q C Bg(zg) e Ricc > —(n—1)k? in Bg(zg). Pelo Teorema de Comparagao do Laplaciano,

Ar < (n— 1)%, with &(r) = Sinhkfkr). Ento,
An = Ale ™) = —Ae " Ar + A%e "
= [AAr + A%|eFr
> |:_A (7’L — 1)5/ + A2:| e—Ar
- é» )

!/

Note que % = kcoth(kr) > 0 on R* and since x¢ & €, coth(kr) ié limitada. Assim,

Axrn = An— (X", Vn)

> __A(n —5]—)6/ n A2:| e_Ar i <XT, —Ae_ATVﬂ
I IVCRTCH S
= [-aln=DE —;)5’ + k:Q] e — AeTAT

> [~AC 4 A%le™ — Ae=(CY),
para alguma constante uniforme C, C'.Consequentemente,
Axrn —o’n > e (- AC + A* — AC, — 7).

Escolhendo k suficientemente grande, obtemos Ayrn — 0?1 > 0 on Q. Logo Lo > 0 em
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Q2.Pelo principio do maximo e pela definicao de ¢,
w w
sup (e—Ar(x) (ill') ) sup (e—Ar(x) (ill') )

Q h(x) o9 h(z)
—Adist(z0,00) A 2 2
e Cl\/l—i-nggxh |Vl

IN

IN

Usando que Vz € €,

o~ Ar(@) W(z) > o Aldiam(Q)+dist(zo,02)] W(x)
h(z) — h(x)

obtemos

W(z) < eAiam@ \/1 + max h*|Vul?,

o que mostra a estimativa interior gradiente, como desejado.
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6 CONCLUSAO

Para garantir a existén graficos solitons da curvatura média sobre uma dominio
limitado €2, a hipdtese da curvatura média do bordo 0f€) ser positiva é fundamental. De
fato, com vimos no Teorema 4.2} a existéncia de um ponto no bordo de 2 com curvatura

nao positiva implica na néo existéncia de solugao do problema do Dirichlet [17}
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