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1 APRESENTACAO

Os cursos de mestrado profissional tiveram inicio com a finalidade de
proporcionar uma resposta as demandas mais especificas da sociedade, por ter
profissionais que assumem as qualificacdes proprias adequadas para que sejam
capazes de atuar no ambito do trabalho (BARROS; VALENTIM; MELO, 2005;
FISCHER, 2005; FISCHER; ANDRADE, 2003), no qual essas qualificacdes sao o
gue o mestrado stricto sensu, na modalidade académica, e a especializagdo lato
sensu ndo foram capazes de criar (RIBEIRO, 2005), além da demanda dos alunos
gue o procuram por ter conhecimentos melhores para colocar em acao, de forma
mais direta, a teoria cientifica a préatica do seu cotidiano.

O mestrado profissional (MP) se diferencia do mestrado académico (MA)
pela obrigatoriedade da construgcdo de um produto educacional que devera ser
aplicado em espacos formais ou informais de ensino.

Sobre o produto educacional, Moreira e Nardi (2009, p. 4), afirmam:

O mestrando deve desenvolver, por exemplo, uma nova estratégia de
ensino, uma nova metodologia de ensino para determinados contetddos, um
aplicativo, um ambiente virtual, um texto, enfim, um processo ou produto, de
natureza educacional, e implementa-lo em condi¢fes reais de sala de aula,
ou de espacos nado formais ou informais de ensino, relatando os resultados
dessa experiéncia. (MOREIRA; NARDI, 2009, p. 4)

Para a Capes, o produto educacional “trata-se de um relato de
experiéncia de implementacdo de estratégias ou produtos de natureza educacional,
visando a melhoria do ensino em uma area especifica do conhecimento” (CAPES,
2012, p. 2).

O produto educacional aqui apresentado é resultado da utilizacdo da
Teoria das Situacdes Didaticas (TSD), como metodologia de ensino, em problemas
da primeira e segunda fase da Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas
Publicas (OBMEP), referentes ao conteudo de Geometria Plana. Nesse sentido,
desejamos que essas situacfes fundamentadas na TSD sirvam de apoio para 0s
professores de Matematica do Ensino Médio, tornando-as aulas olimpicas ou
apenas contexto olimpico, diferenciadas através das tecnologias.

Dessa forma, estardo presentes nesse produto oito situa¢cdes envolvendo

problemas da OBMEP, que contemplardo a TSD e o uso do software Geogebra.



1.1 Situacédo Didéatica Olimpica 1 (SDO 1)

Conhecimentos prévios: semelhanca de triangulos, area de um triangulo e

grafico de uma funcao quadratica.

Figura 1 — Problema - Prova OBMEP 2009 - 22 fase, questéo 5.

Dipis triangulos retangulos isdsceles com catetos de medida 2 530 posicionados como mostra a figura 1. A seguir,
o tridngulo da esquerda & deslocado para a direita. Mas figuras 2 & 3, x indica a distncia entre os vértices A & B dos dols

triangulos.
2 \ / 2 \/‘ /m
1 | <] 8 A
2 2 r ’ =

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Para cada x no intervalo [0.4], seja f(x) a area da regido comum aos dois triangulos (em cinza nas figuras).

Qual e a area maxima da regido comum aos dois triangulos?

Fonte: elaborada pelo autor.

Acéo: nessa fase, devemos observar quais as decisdes tomadas pelo
discente ao ter contato com o problema olimpico. O aluno devera perceber que o
triangulo ABC é um dos triangulos resultantes do corte do quadrado e D é um ponto
qualguer no lado AB. Fazendo DE perpendicular a AB, o triangulo ADE também é
retdngulo de lados iguais, sua area € igual a metade da area do quadrado ADEF e a

area do triangulo ADG sera igual a ¥4 da area do quadrado ADEF.

Figura 2 — Problema abordado na OBMEP 20009.

Fonte: elaborada pelo autor.

Formulacdo: nessa etapa é que os modelos matematicos comecam a se
apresentar. O professor devera introduzir as construgées geomeétricas feitas com o

auxilio do Geogebra que facilitara a visualizagdo dos estudantes.



Figura 3 — Representacéo do software Geogebra empregada na SDO 1.

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
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» Janela de Visualizagéo 2

Dois tridngulos retdngulos isésceles com catetos de medida 2 sdo posicionados como mostra a figura 1.
A seguir, o tridngulo da esquerda é deslocado para a direita. Nas figuras 2 e 3, x indica a distandia entre

6 os vértices A e Bdos tridngulos.
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Seja f(x) a area da regido comum aos dois tridngulos (em cinza nas figuras). Encontre as expressdes de f
nos intervalos [0, 2] e [2, 4] e esboce o seu grafico.

" L ) w/ Por no gréfico (02
'y
4 a3 B2 4 o 1 2 3 4 ¥
x=393
fx)=002 , /
3 « ey

-4

Fonte: elaborada pelo autor.

Para valores de x tais que 0 < x < 2, a figura formada pela sobreposi¢cao
dos triangulos é o triangulo em cinza que pode ser visualizado na figura abaixo, em
que f(x) = x2/4 para 0 < x < 2. Quando 2 < x < 4, a figura é um pentagono que

também podemos visualizar na imagem a seguir:

Figura 4 — Problema abordado na OBMEP 2009.

A 1]
R m
X X

Fonte: elaborada pelo autor.

Temos entdo AC + CD =2 = BD + CD, em que:



4=AC+BD+CD+CD=x+CD,

X

Ou seja, CD =4 - x; logo AC =BD =2 — (4 — x) = x — 2. Vemos assim que
0 pentagono pode ser decomposto em um retangulo CDFE de base 4 — x e altura
CE = AC = x -2 e um tridngulo isésceles de hipotenusa 4 — x. Segue que, para 2 < X

<4, temos:

4

drea do retinguin .
drea do tridngulo

Fx) = (d—x)x—2)+ E=XV =_%x= +dx—a.

Notamos que esta Ultima expressdo também assume o valor 1 para x = 2.

Em resumo, temos:

2
X sel=x=2
f(x)=1 4

—Ex?+-‘1x—4 se2<x<4

Percebemos também que f(4) = 0. O gréfico de f esta esbocado a sequir:



Figura 5 — Representacéo gréfica.

¥ OBMEP 2009 - Nivel 3 - Fase 2 - Questdo 5.ggb — £
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Vocé entrou como JOSE EDNALDO DE ARAUJC
¥ Janela de Visualizacdo X | » Janela de Visualizacdo 2
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» Janela de Visualizacdo 3D

Dois tridngulos retangulos isésceles com catetos de
Aseguir, o tridngulo da esquerda é deslocado para
os vértices A e B dos tridngulos.

Figura 1

Seja f(x) a drea da regido comum aos dois tridngulo
nos intervalos [0, 2] e [2, 4] e eshoce o seu gréfico.

L ] \/ Porno

x=399

f(x) = 0.02

Fonte: elaborada pelo autor.

A observacao direta do grafico mostra que o valor maximo da funcéo no
intervalo [0,2] é f(2) = 1. Resta analisar a funcéo no intervalo [2,4]. Vamos considerar
a funcdo quadratica g(x) = -3/4 x2 + 4x — 4 definida para todo x real; ela € da forma
f(x) = ax2 + bx + c com a = -3/4, b =4 e c= -4. Como a<0, ela assume um valor
maximo para X = -b/2a = 8/3 e seu valor nesse ponto € 4/3. Uma vez que 8/3
pertence ao intervalo [2,4], segue que o maximo de f nesse intervalo € 4/3, e como
4/3 >1, conclui-se que esse é o valor maximo de f no intervalo [0,4].

Validacao: espera-se que haja as discussbes sobre o que foi feito,
comprovando suas solucbes, bem como identificando os conceitos utilizados, tais
como area do triangulo, area do retangulo e construcao do grafico de uma funcéo
quadratica.

Institucionalizac&o: o professor formaliza todo o processo realizado
pelos alunos. Devera enfatizar o contedado que foi utilizado, mesmo nao sendo algo
novo para os discentes, mas que esta sendo visto através de outra Optica, sobre o
ponto de vista de um problema olimpico.

Comandos no Geogebra: para a construcdo apresentada, devemos

inicid-la com o comando “Controle deslizante” e criar um numero v que sofrera
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variacdo no intervalo [-4,2]. Em seguida, criar com o comando “Ponto” o ponto A
(v,0) e um ponto B (-2,0) sobre o eixo das abscissas.

Figura 6 — Representacéo da construcdo no software Geogebra na SDO 1.

€7 OBMEP 2009 - Nivel 3 - Fase 2 - Questio 5.9gb -

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Vocé entrou como JOSE EDNALDO DE ARAUJO FILH

DREEECEENEE

» Janela de Algebra Xl | » Janela de Visualizagdo Xl | » Janela de Visualizacdo 2
Lista
Namero Dois tridngulos retdngulos isésceles com catetos de medida 2 sdo posicionados como mostra a figura 1.
Ponto A seguir, o tridngulo da esquerda é deslocado para a direita. Nas figuras 2 e 3, x indica a distancia entre
os vértices A e B dos tridngulos.
Segmento
Texto A " "
Tridngulo / X
Valor Booleano 2 - / 2 - -
n v o | BANA B, A
2 2 - .
Figura 1 Figura 2 Figura 3

Seja fi(x) a drea da regido comum aos dois tridngulos (em cinza nas figuras). Encontre as expressdes de f
nos intervalos [0, 2] e [2, 4] e esboce o seu gréfico.

B X A £ \/ Por no grafico 0,2]
x=3.99 .
Y
f(x) =002
“ —/ X >
v

Fonte: elaborada pelo autor.

Em seguida, inserir dois novos pontos, C(0,0) e D(0,2), e com ajuda da

funcao “Poligono”, desenhar o triangulo BCD como mostra a figura abaixo:
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Figura 7 — Representacdo da construcao no software Geogebra

na SDO 1.

% OBMEP 2009 - Nivel 3 - Fase 2 - Questdc 5.ggb
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

2 A Olo] 4N =) @)

» Janela de Algebra Poligono

Lista
Numero
Ponto
Segmento
..... ® a=2
..... ® b=2
----- ® c=283
----- ® d=2
----- ® e=283
..... f=4
..... f1 =2
..... ® g= 3.99
..... ®i=5

Poligono Regular

Poligono Rigido

Poligono Semideformavel

v VIS[Y]lv

Triangulo
Valor Booleano x=3.99

f(x) = 0.02

Fonte: elaborada pelo autor.

Depois, criar um segmento unindo os pontos A e B através do comando

“Segmento” no Geogebra, finalizando a construgao.
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Figura 8 — Representacéo do software Geogebra empregada na SDO 1.

(] (% 7y OBMEP 2009 - Nivel 3 - Fase 2 - Questi.. — [m]
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Fonte: elaborada pelo autor.

1.2 Situacdao Didatica Olimpica 2 (SDO 2)

Conhecimentos prévios: area do triangulo e conceito de dominio de uma

funcao.

Figura 9 — Problema - Prova OBMEP 2013 - 22 fase, questéo 4.

A figura mostra um tridngulo de papel ABC, retangulo em C e cujos catetos medem
10 cm. Para cada nimero x tal que 0 < X <10, marcam-se nos catetos os pontas que
distam x cm do ponto C e dobra-se o tridangulo ao longo da reta determinada por esses
pontas. Indicamos por f(x) a érea, em cm?, da regifo onde ocorre sobreposicio de
papel. Por exemplo, na figura ao lado a area da regifo cinzenta, em cm?®, & f{7).

Escreva as expressdes de f(x) para 0<x=5e 5=x<10.

Fonte: elaborada pelo autor.

Acdo: ao ter acesso a questdo, o aluno de imediato olha para a area
poligonal como sendo apenas a area do trapézio, pois imagina ser uma regido fixa.
Para calcular f(2), f(5) e f(7), o estudante precisa perceber a nova figura formada
para cada valor de f(x) e calcular o valor solicitado como sendo metade da area do
quadrado formado, com excecédo de f(7), que dara pela metade da diferenca de dois
guadrados, um de lado 7 e outro de lado 4. O professor deverd mostrar de forma
interativa a area em diversas posicoes, fazendo uso da construgcéo realizada no

Geogebra, visando contribuir na compreensao dos alunos.
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Formulacgdo: o professor podera auxiliar, realizando a interatividade da
figura, averiguando os valores de cada x, fazendo o aluno conjecturar o modelo que

devera descrever a area, conforme a imagem:

Figura 10 — Representacao do software Geogebra empregada na SDO 2.

Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda Vocé entrou como JOSE EDNALDO DE ARAUJO
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Fonte: elaborada pelo autor.

Com o auxilio da construcao feita no Geogebra, espera-se que os alunos
identifiguem que a area do triangulo fica totalmente sobreposta quando x?/2, ou seja,
quando 0 = x < 5. Com a variacao do valor de x para 5 < x < 10, a area sera dada por
x?. E preciso que o discente consiga identificar as medidas DF e FC’, com os valores
10-x e 2x-10, respectivamente. Para o célculo da area sobreposta, temos as
seguintes situacoes:

x?/2, quando 0 £ x< 5
X?/2 — (2x -10)%/2, quando 5< x < 10 ou ainda
(x? — 4x* + 40x -100)/2 que corresponde a (-3x* + 40x — 100)/2 para 5< x < 10.

Validacdo: o aluno devera provar e comprovar seus resultados, através
da discussao dos resultados sobre o que foi feito na etapa anterior para que a
resposta seja validada. Apds a discussdao, o discente verifica que, sem o
conhecimento de funcdo com a discriminacdo de dominio e area de triangulo, sua

constatacdo ndo seria possivel.
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Institucionalizacdo: € onde acontece a formalizacdo da solugdo. Cabe
ao professor organizar as informacdes pensadas e escritas pelos discentes e
sintetizar as respostas, reforcando os conhecimentos usados.

Area do Triangulo:

A = (b x h)/2, em que b é a base do triangulo e h a altura.

Conceito de Dominio, conforme lezzi e Murakami (1977): seja f: A — B
uma funcdo, chamamos de dominio o conjunto D dos elementos x € A para 0s quais
existe y € B tal que (x,y) € f.

Construcdo no Geogebra: a construcdo do triangulo sera baseada na
opgao dos “segmentos com comprimento fixo”, devido a figura ser isésceles e reto.
Construimos um segmento AC, em seguida, um segmento CB de forma que tenham

0 mesmo comprimento.

Figura 11 — Representacao da construcéo no software Geogebra na SDO 2.

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Vacé entrou como JOSE EDNALDO DE ARAUJO |
A LR P P2 o/[|[a=2 Mover
® / [t *h.. I\:). e é'. x > 4%' Arraste ou selecione objetos
v Janela de Visualizagio X | » Janela de Visualizacio 3D
v o av|
4]
Ko
§ S w#
6.64 f
4 a

= e mP o
=7}
=23
=

Fonte: elaborada pelo autor.

Usando o comando “Reta”, identificamos qual reta passa por cada
segmento e marcamos um ponto em cada cateto que esteja associado a um fator de
variagao que definiremos através do comando “controle deslizante”, em que o valor
deve variar de 0 até a abscissa do ponto C. Nesse caso, um ponto sera (d,d), em
que d serd o nome do controle deslizante, e o outro sera ((100 — 5sqrt(2) d) /

(5sqrt(2)),d). Apos a criacdo dos pontos, excluimos as retas e criamos um segmento
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entre os pontos D e E. Em seguida, usamos o comando “Reflexdo em relacdo a uma

reta” em relagdo ao ponto C e o segmento DE.

Figura 12 — Representacao do software Geogebra empregada na SDO 2.

@ GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

2 AR Gllo] <N = @)

¥ Janela de.f\lgebra | | » Janela de Visualizagdo
® A=(0,0)

@® B=(14.1510)
® C=(7.07,7.07) 10
® a=10

® b=10.01
® c=1415
® d=0
o
o
o
o
o
o

o
1
(=]

D =(4.43, 4.43)
E=(9.67,4.47)
F=(7.15,2)
=524
g=3.65
h=3.54

16 18 20 22 24 268 28 30

Fonte: elaborada pelo autor.

1.3 Situacdo Didatica Olimpica 3 (SDO 3)

Conhecimentos prévios: grafico de uma funcéao.

Figura 13 — Problema - Prova OBMEP 2013 - 22 fase, questao 4.

A figura mostra um tridngulo de papel ABC, retangulo em C e cujos catetos medem
10 cm. Para cada numero x tal que 0 < x <10, marcam-se nos catetos os pontos que
distam x cm do ponto C e dobra-se o tridngulo ao longo da reta determinada por esses
pontos. Indicamos por f(x) a area, em cm?, da regido onde ocorre sobreposigio de
papel. Por exemplo, na figura ao lado a area da regido cinzenta, em cm?, & (7).

Faca o grafico de f(x) em fungdo de x.

Fonte: elaborada pelo autor.

Acdo: dando continuidade e aproveitando a Situacdo Olimpica anterior,
cabe ao estudante conjecturar e representar graficamente a funcédo solicitada
obedecendo ao dominio informado. Devera, de acordo com seus conhecimentos
prévios, determinar as raizes e vértices da funcgéo.

Formulacdo: utilizando a férmula de Bhaskara, o aluno devera identificar
as raizes da funcdo. Observamos primeiro que -1/2 (3x? — 40x +100) = -1/2 (3x-
10)(x-10). Essa fatoracdo pode ser obtida a partir das raizes de 3x* — 40x +100, que



16

s&0 10/3 e 10. Quando 0 < x < 5, 0 maior valor de f(x) = ¥ x? é f(5) = 25/2. Por outro
lado, quando 5 < x < 10, o maior valor de f(x) = -1/2 (3x-10)(x-10) é atingido no
vértice da parabola, cuja abscissa € o ponto médio das raizes, ou seja, € 1/2 (10/3 +
10) = 20/3. Temos f(20/3) = 50/3. Como f(5) = 25/2 < 50/3 = f(20/3), o maior valor
possivel da area de sobreposicao é 50/3.

Figura 14 — Representacdo do software Geogebra empregada na SDO 3.

Fonte: elaborada pelo autor.

Validacdo: a argumentacdo nessa fase € dada no posicionamento dos
estudantes com relacdo aos valores encontrados do vértice da funcéo.

Institucionalizacdo: devera ser realizada a organizacdo das informacdes
conjecturadas pelos aprendizes e resolvido o problema pelo professor, de forma que
sejam esclarecidas as duvidas que ainda restam dos discentes. O conceito
abordado neste problema é o vértice da funcéo.

Definicdo de vértice: o ponto V (-b/2a, -A/4a) é chamado vértice da
pardbola da funcdo quadratica.

Construcdo no Geogebra: usando o “Campo de entrada”, inserimos as
duas funcgbes, descrevendo o intervalo em que cada uma esta definida através do

comando “Funcao [funcdo, valor inicial de x, valor final de x]”.



Figura 15 — Representacgéo da constru¢do no software Geogebra da SDO 3.

Fonte: elaborada pelo autor.

1.4  Situacdo Didatica Olimpica 4 (SDO 4)

Conhecimentos prévios: area do triangulo e equacao do 2° grau.

Figura 16 — Problema - Prova OBMEP 2016 - 12 fase, questédo 11.

Os quadrados da figura tém lados
paralelos e o mesmo centro. O quadrado
maior tem lado 10 e o menor tem lado x.
Qual é o grafico que expressa a area da
regido cinza em funcgdo de x7

10
MI\ E”I\ U mh Ejk

Fonte: elaborada pelo autor.
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Acdao: o professor exibird a questédo original extraida do site da OBMEP.

Os alunos deverédo discutir no grupo e verificar que a questdo possui como fator

limite um quadrado de lado 10. Espera-se que o estudante consiga dividir a area

cinza em trés partes, indicadas na figura abaixo:
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Figura 17 — Problema abordado na OBMEP 2016.

I I
Rit R, I R,
l l (10 = x)/2 (10 -xrz
R, | (10-x)2
{10 -x)2 [10 - x)/2] + x
. X = (10 + x)/2
10

Fonte: elaborada pelo autor.

Formulacéo: com o auxilio da construcdo feita no software e o estimulo
por parte do professor, a area da figura devera ser prevista com a seguinte logica de

resolucao:

=3 (0 (922 1. (253, (1042)

_ (lﬂz—}cJ. (lﬂ—x)+x+(1ﬂl+x}

4 4
=?l{x 10) - (x + 5)

O grupo de alunos devera determinar a expressdo da area em funcéo da
variavel ‘X’ e compreender que se trata de uma parabola com concavidade voltada

para baixo, com raizes x;= -5 e x,=10 e abscissa do vértice:

Validacéo: nessa fase, a mediacdo do professor € de suma importancia,
no sentido de nao permitir que os dados e conjecturas produzidas ndo sejam
errdbneos e interfiram na fase final e evolugéo do grupo. O docente devera estimular
a identificacéo de todos os teoremas e definicbes matematicas.

Institucionalizac&o: sera a formalizacdo da solucao, de forma organizada

e escrita pelos discentes, reforcando os conhecimentos utilizados.
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Area do Triangulo:

A = (b x h)/2, em que: b é a base do triangulo e h a altura.

Equacado do 2° Grau, grafico e vértice: uma equacao de 2° Grau é toda e
qualquer equacéo com uma incognita que é expressa da seguinte forma: ax® + bx +
c, com a # 0. Para encontrarmos as raizes da equacgado, podemos fazer uso da

Formula de Bhaskara:

x=-btvJb*-4ac

As coordenadas do vértice podem ser obtidas com a utilizacdo das

seguintes formulas:

Construgcdo no Geogebra: inicialmente, criamos os pontos A (10,10) e B

(20, 9,99), na opcédo “Ponto” do software, como mostra a figura abaixo:
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Figura 18 — Representacgao da construcdo no software Geogebra na SDO 4.

€ OBMEP2016,1 Fase, N3Q11.ggb
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Vocé entrou como JOSE EDNALDC

DN I FENEER

~ Jan| Ponto
Selecione uma posicao ou reta, fungdo ou curva

X|» Janela de Algebra
Cébnica
Funcéo
Poligono
Ponto
T ~® A=(10,10)
~® B=(20,9.99)

- E=(15.01, 14.99)

F = (16.06, 16.04)
- G=(16.06,13.94)
30 ~ =10, -2)

K=(0,0)

L - L=(10,0)
M= (2.1, 28.05)
N = (0, 28.05)
20 0=(21,0)
P=(0,0)
oy Q=(10,4)
R=(22, 4)
§=(22,-2)
10 ® (] Quadrilatero
Reta
5 Segmento
Tridngulo
Valor Booleano

45

35

-30 -25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 18 20 25 30 35 40 45 50 &5

Fonte: elaborada pelo autor.

Em seguida, construimos dois poligonos regulares com a fungdo no

aplicativo, selecionando os pontos, e determinamos a quantidade de vértices:

Figura 19 — Representacao do software Geogebra empregada na SDO 4.

7 OBMEP2016,12 Fase,N3011.ggb
99

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

N s ) ol sl PA \NIET 3

~ Janela de Visualizac{ Poligono Regular

O~ ~ as v Selecione primeiro dois pontos e, depois, entre com o nimero de vértices
Funcéo
Paligono
¥ -® poly1=100
@ poly2=9.61
5 Ponto
..... ® A= {10, 10]
----- ® B=(20,9.99)
O A 0 A MM NN o E =(15.01,14.99)

----- F = (16.56, 16.54)
----- G = (16.55, 13.44)
w1+ iy L L ] J=(10,-2)

..... K= [0, 0]
..... L= [1 0, 0]
10 = AR W ———— M= (3.1,27.94)
A T T A A AT N = (0, 27.94)

Fonte: elaborada pelo autor.
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Realizamos a construcao de duas regides, esperando que fique claro aos

aprendizes que se trata de um quadrildtero e um triangulo que serdo alterados ao

variarmos o poligono interno.

Figura 20 — Representacao da construcéo no software Geogebra na SDO 4.

£ OBMEP2O1E, 1" Fase W30 11.99b

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda F OBARERIDIG1* Fase N3 1.99b
. - !_,- . = -‘ = f_j ‘.J' Sl Arquiva Editar Exibir Opgbes Fermamentas Janela Ajuda

L |t Nl ) - - - ™ - = - B -

L i N, Sl S e D & :\ LRI
— 5 _ « 3 " N /
= Janela de Visualizagio o~
o - v v | o = Janela de Visualizagio A
ACT
30
il

L]

Fonte: elaborada pelo autor.

Na opcéo controle deslizante, criar uma nova variavel “x” que possa variar

no intervalo 0 £ x £ 10.

Figura 21 — Representacao do software Geogebra empregada na SDO 4.

7 OBMEP2016,1% Fase, N3Qi11.ggb
a9

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

4
Vocé entrou como JOSE EDNALDO DE ARAUJC

[k] &)~ B O 0)l4] ) =) @)

~ Janela de Visualizagdo Xl | » Janela de Algebra X/ | » Janela de Visualizacéo 3D
-

W e— A | W

40

35

30

25

20

Canica
c:(x-10p+(y-10=
d: (x-15.01): +(y -14
e X +y*=6.3
Funcédo

f(x) = (x +10)- — b

a(x) = (x+10). - .

Poligono
@ poly1=100
® poly2=6.3
Ponto
- A=(10,10)
B =(20,9.99)
- E=(15.01,14.99)
F =(16.26, 16.25)
G =(16.26, 13.74)
J=(10,-2)
10 K=1{0,0)
- L=(10,0)
M= (2.51, 28.12)
-0 N=(0,2812)
® 0=(251,0)

0

10 15 20 25 30 35 E= !0_,‘0] .

Fonte: elaborada pelo autor.
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1.5 Situacao Didatica Olimpica 5 (SDO 5)

Conhecimentos prévios: area do triangulo e ponto médio.

Figura 22 — Problema - OBMEP na escola, 2014, questéo 2.

D F c
Na figura ao lado, AEFD é um quadrado e o retangulo ABCD tem lados AB=3 3
e AD=2. Seja G um ponto qualquer do segmento DE e x a distancia de G ao :
segmento AB. X
]
A E B

Calcule a area do tridangulo BFG quando G é o ponto médio do segmento DE.

Fonte: elaborada pelo autor.

Acdo: inicialmente, o aluno devera ter uma nocdo de ponto médio do
segmento da figura. Ao associar o ponto G ao ponto médio do segmento DE,
teremos B(3,0), F(2,2) e G(1,1) como coordenadas do triangulo BFG.

Formulacdo: essa etapa € dada pela algebrizacdo pelos modelos
matematicos que deverdo se apresentar. O professor deverd inserir na discusséo a
construcdo feita no Geogebra que facilitard a percepcao dos alunos na resolucao da
guestdo. Na interacdo com o aplicativo, o aluno percebe que os pontos H e | sdo os
pés das perpendiculares tracadas por G aos lados AB e CD. Aplicando o Teorema
de Pitagoras nos triangulos BCG, BHG e FIG, os discentes percebem que BF = BG
=5 e FG = V2. Denotando por M o ponto médio de FG, segue que BM ¢ a altura do
triangulo BFG relativo ao lado FG. Aplicado mais uma vez, o Teorema de Pitagoras

nos mostra que BM = 3/+2. Logo:
Area do Triangulo BFG = % FG .BM =% . V2 . 32 = 3/2

Validagcdo: o aluno deve provar e comprovar seus resultados,
apresentando e discutindo o que foi feito, para que assim as dlvidas existentes
sejam esclarecidas e valide sua resposta. O aluno percebe que sem o conhecimento
basico de ponto médio e area de triangulo a sua constatacao ndo seria possivel.

Institucionalizacdo: o professor retoma o controle da situagéo didatica e

“fixa convencionalmente o estatuto cognitivo do saber” (ALMOULOUD, 2008, p. 40).
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O docente podera rever o conceito de ponto médio e area do triangulo. Apos essa
fase, o saber é incorporado e estara disponivel na resolucdo de problemas
matematicos.

Construcdo no Geogebra: para iniciarmos a construcdo, ativamos o
comando “Ponto” na barra de ferramentas e criamos os pontos A(0,0), B(3,0), C(3,2),

D(0,2) e F(2,2) como mostram as figuras abaixo:

Figura 23 — Representacao da construcéo no software Geogebra da SDO 5.

oy OBMEPnaEscola-2014-C02.9gb

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

N [z NG = PN e e

¥ Jang ponto

Pon| Selecione uma posicio ou reta, funcdo ou curva
..... 2 = wl []] KE
----- ® B=(3,0)
----- ® C=(3,2)
----- ® D=(0,2)
----- ® E=(2,0) -
----- ® F=(2,2)
----- G=(1,1)

Segmento
..... a =3

Rlo]
w()

----- g=224
- Tringulo
- poll =1.5 -11

Fonte: elaborada pelo autor.

Em seguida, com a opc¢ao “Segmento”, como mostra a figura abaixo,
construimos os seguintes seguimentos: AB, BC, CD, DA, DE e EF, com os valores 3;

2; 3; 2; 2,83 e 2, respectivamente.
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Figura 24 — Representacgao da construcao no software Geogebra na SDO 5.

7 OBMEPnaEscola-2014-002.ggb

Arguive Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

b Janela de Alf
1 Reta
Panto /

R | A1 P OO £ N 25

..... 9 A=f0 0
----- ® B=(3,0 ,/' Segmento
..... ® c=(3,2
""" ® D=(0,2 2 segmento com Comprimento Fixo
..... ® E=(2,0
..... ® F-(2,2
""" G=(1,1 / Semirreta
Segmento
..... ® a=3 :,. . i
_____ ® b=2 :\. Caminho Poligonal
..... ® b, =14
""" ® c=3 | 7 vewr
..... ® d=2
® e-283 _
_____ ® =2 v Vetor a Partir de um Ponto
..... ® f1 =224
..... ® g-224
Tridngulo
----- pol1 =1.5

Fonte: elaborada pelo autor.

Dando continuidade a construcdo, criamos um Ponto G(1,1) sobre o

segmento DE e, ativando a funcdo “Poligono” no Geogebra, criamos o triangulo

GFB.

Figura 25 — Representacao do software Geogebra empregada na SDO 5.

Arquivo Editar Exibir Opcfies Ferramentas Janela Ajuda

| (e BR[O [ 7NN S B RS

~ Janela de Visualizagio

Fonte: elaborada pelo autor.

1.6  Situacao Didatica Olimpica 6 (SDO 6)

Viocé entrou comeo JOSE EDNALDO DE ARAUJO

» Janela de Visualizacdo 3D
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Conhecimentos prévios: definicho de dominio de uma funcdo e seu

grafico.

Figura 26 — Problema - OBMEP na escola, 2014, questéo 2.

D F c
Na figura ao lado, AEFD & um quadrado e o retangulo ABCD tem lados AB=23 o
e AD=2. Seja G um ponto qualquer do segmento DE e x a distancia de G ao :
segmento AB. X,
b
A E B

Qual é o dominio da fungéo f?
Desenhe o grafico da fungao f.

Fonte: elaborada pelo autor.

Acdo: momento marcado pela busca do aprendiz de alguma estratégia
para a resolucdo da questdo apresentada pelo professor. Nesse problema,
esperamos que o discente perceba inicialmente que o Dominio da funcéo deveré ser
associado a variacdo dos valores do Ponto G e tenha uma nocédo de localizacdo de
pontos no sistema cartesiano.

Formulacéo: de acordo com Almouloud (2007, p. 38), nessa etapa “o
aluno troca informacdes com uma ou varias pessoas, que serdo emissores e
receptores, trocando mensagens escritas ou orais”. Utilizando os seus
conhecimentos prévios sobre Dominio de uma Funcéo e localizacdo de pontos no
plano cartesiano, o aluno devera observar, com o auxilio da construcdo no
Geogebra, que os valores de x atribuidos ao ponto G varia de 0 (quando G coincide
com E) a 2 (quando G coincide com D). Logo, o dominio de f é o intervalo [0,2].

Para a construcéo do gréafico, percebe-se que a distancia de G a reta BF
varia linearmente com x (podemos observar, por exemplo, que EG varia linearmente
com x e gque a distancia de G a BF varia linearmente com EG). Como a base BF é
fixa, a area do triangulo BFG também varia linearmente com x. Portanto, f é da forma
f(x) =ax+b. Comof(0) =1ef(2)=2,temosa=%eb=1.Logo, f(xX) =1 + x/2.
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Figura 27 — Representacgao do software Geogebra empregada na SDO 6.

O OBMEPRSESseli-200 4000 gk
dguie Editar Embs Opoies Femamentas Jansls Ajda
- - - 5 | |
- ] L Fom oW r, L amd | - I
. - '- L] . LR AR - l'r &
b Aaneds de Adgebra = | B el o Visuakzeel 5D
Frangds ol
& pl) = 1%, |
] 4
A= 0,8
B=i{} 8
=3 3
R ]
E=(2,0) 44 3
F={2.3
G={1.1
SegTbnlo
=7 3 ':
k=2 N H
b 1

Fonte: elaborada pelo autor.

Validacéo: esperamos que o discente retrate todo o conhecimento usado
na resolucdo do problema, destacando os conceitos que ele considera importante,
tais como dominio e gréafico de uma funcéo de 1° grau.

Institucionalizagcdo: nessa etapa, devemos deixar claros o0s
conhecimentos que foram utilizados na solugcédo da questao:

a) Funcdo afim: uma fungédo f: R—»R chama-se funcdo polinomial do 1°

grau ou fungdo afim quando existem dois nimeros reais a e b, tal que
f(x) = ax + b, para todo x € R. O grafico de uma funcéo afim representa
uma reta. Como dois pontos sdo necessarios para determinar uma
reta, escolhemos dois valores distintos para x e calculamos os
correspondentes valores de y.

Construcdo no Geogebra: usando o “Campo de entrada”, inserimos a
funcéo f descrevendo o intervalo em que esta definida através do comando “Funcéo
[funcéo, valor inicial de x, valor final de x]”. O objetivo € tornar perceptivel ao aluno o
intervalo do dominio da funcéo e a construcéo do grafico. A imagem resultante pode

ser visualizada abaixo:



Figura 28 — Representagao da construcdo no software Geogebra na SDO 6.

{2 CBMEFnaEscoler2014-002 g0 "
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b=2
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&€=3
d=2
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Fonte: elaborada pelo autor.

1.7 Situacao Didatica Olimpica 7 (SDO 7)

Conhecimentos prévios: ponto meédio, semelhanca de triangulos e

segmentos paralelos.

Figura 29 — Problema - OBMEP 2015 - Banco de questdes.

Na figura abaixo, AD = DC, AE=BD, ZAEC =90°. Determine o valor do dngulo ZCBD.

A

B Bl ] c

L -

Fonte: elaborada pelo autor.

Acdo: nesse problema, esperamos que o aluno perceba que o ponto D &

o ponto médio do segmento AC da figura. O discente deverd ter a nocdo de

segmentos paralelos e semelhanca de triangulos.

Formulacdo: com a troca de informacdes entre os participantes da turma

e interagdo com o problema olimpico, o aluno devera observar e, como D € o ponto
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médio e o segmento DF € paralelo ao segmento AE, concluir que DF € a base média
do tridangulo AEC com respeito a base AE. Portanto, se AE = 2x, entdo DF = AE/2 =
X. Aplicando a formula sen = cateto oposto/ hipotenusa, temos: x/2x = % e
consequentemente a medida do angulo procurado é 30°.

Validagdo: o aluno devera validar o modelo criado, explicando aos
demais colegas da turma, de forma a esclarecer as davidas que ainda possam
existir, para que concordem e validem a proposta apresentada.

Institucionalizac&o: o professor devera retomar a atencdo da turma e
tirar possiveis duvidas, caso algum aluno ainda precise. Segundo Almouloud (2008,
p. 40), “depois da institucionalizagao, feita pelo professor, o saber torna-se oficial e
0S outros alunos devem incorpora-lo a seus esquemas mentais, tornando-se assim
disponivel para a utilizagao na resolugao de problemas matematicos”.

Construcao no Geogebra: para essa construcao utilizamos, inicialmente,
o comando “Ponto” e construimos os pontos A (0,0) e C (2,0), ambos localizados no
Eixo X. Em seguida, criamos um circulo com centro em A e raio 1,2 e um circulo d
com centro em C e raio igual a 2. Geramos um ponto B, sendo este a intersecéo de

ced.
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Figura 30 — Representagao da construcdo no software Geogebra da SDO 7.

7 OEMEP-201 5-BancodeCQuestdes.ggb

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

AL B el =]+

» Jan Ponto P
® A= Selecione uma posicéo ou reta, funcdo ou curva
® C=(2,0)
[e]
o]

c:x2+y?=144
d:(x-2p+y*=4
B =(0.36, 1.14)

i: 0.95x +0.32y =0.71
j:0.32x+0.95y =0

D =(0.67, 0.23)
k=0.97

1=0.71

m=04

a=90°

B=36.27°

y=36.27°

Fonte: elaborada pelo autor.

Concebemos os segmentos f de valor 2, ligando os pontos A e C. O
segmento g, unindo os pontos A e B, e um terceiro, unindo os pontos B e C, que

podemos visualizar na figura a seguir:
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Figura 31 — Representacgao da construcdo no software Geogebra da SDO 7.

7 OBMEP-2015-BancodeCuesties.ggh

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebra A | » Janela de Visualizacio

® A=(0,0)

® C=(2,0)
cox+y*=1.44 5
d: (x-2P+y*=4

® B=(0.36,1.14)

®f=2

® g=12

® h=2
E=(1,0)

i: 0.95x +0.32y =0.71
j:-0.32x + 095y =0

D =(0.67, 0.23)
k=097 1
1=0.71
m=04
a=90°
B=36.27° -1
v =36.27°

Fonte: elaborada pelo autor.

Marcamos o ponto médio do segmento AC, nomeando por E (1,0);
tracamos a bissetriz de A, B e C, gerando a reta i; tracamos uma reta j que passe
pelo ponto A e seja perpendicular a i. A construgéo final pode ser observada a

seqguir:
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Figura 32 — Representacgao do software Geogebra empregada na SDO 7.

7 OBMEP-2015-BancodeQuestdes.ggb _

Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda Vocé entrou como JOSE EDNALDO DE ARA
2 2 et = s 7 YO [ AN R
» Janela de Algebra > | » Janela de Visualizacio Xl | » Janela de Visualizagéo 3D
® A=(0,0)
® C=(2,0)
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di(x-2p+y*=4
® B=(0.36,1.14)
® f=2
® g=12 B
® h=2 1
® E=(1,0 2 5

i: 0.95x +0.32y =0.71

j: -0.32x +0.95y = 0 D
® D=(067,0.23) F
® k=097 1 0 1 2
® =071
® m=04
® q=90°
® p=3627° +
® y=3627°

-2

Fonte: elaborada pelo autor.

1.8 Situacdao Didatica Olimpica 8 (SDO 8)

Conhecimentos prévios: semelhanca de triangulos e Teorema de

Pitagoras.

Figura 33 — Problema - OBMEP 2015 - Banco de questdes.

No desenho abaixo, ABCD é um trapézio e suas diagonais AC e BD sdo perpendiculares.
Além disso, BC =10 e AD = 30.

a) Determine a razdo entre os segmetos BE e ED.

b) Encontre o valor do comprimento dos segmentos EC, AE e ED em funcio do compri-
mento de BE = x.

Fonte: elaborada pelo autor.

Acéo: esperamos que o aprendiz use a propor¢do de segmentos e
semelhanca de triangulos para iniciar a solugdo da questdo. O professor tera que

ficar atendo ao inicio da solucéo, pois resolver problemas de geometria nem sempre
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é facil. Caso os alunos apresentem dificuldades, o docente podera ajudar no inicio
da resolucéo.

Formulacéo: essa fase é marcada pelas descri¢cdes, verbais ou escritas,
gue os alunos devem realizar durante a situacado apresentada. Os alunos deverao
perceber que, como os segmentos BE e AD sao paralelos, EBC = EDA e BCE =
CAD. Consequentemente, os triangulos BEC e EAD sé&o semelhantes e BE/ED =
BC/AD = 10/30 = 1/3. Analogamente, podemos mostrar que EC/AE = 1/3.

Para o calculo dos segmentos AE e ED, sabemos que ED = 3BE = 3x.
Usando o Teorema de Pitagoras no triangulo BEC, temos (EC)? = (BC)? — (BE)? =
100 — x* e, consequentemente, EC = V(100 — x2). Como EC/AE = 1/3, segue que AE
= 3v(100 — x).

Validacéo: o aprendiz devera afirmar o que o fez chegar a solucéo final,
apresentada na etapa anterior. Esperamos que ele destaque 0s segmentos
paralelos e a semelhanca dos triangulos na concluséo do problema.

Institucionalizacdo: o professor devera organizar as informacoes escritas
pelos alunos e resolver a problematica enfatizando os conceitos de semelhanca de
triangulo e Teorema de Pitagoras.

Construcado no Geogebra: descrevemos os comandos que permitirdo a
construcdo da situacdo olimpica apresentada. Deve-se criar os numeros a e b
associados a um controle deslizante com incremento 1. Em seguida, criar os prontos
A (0,0) na intersecao do Eixo x e Eixo Y e B (b,a). Dando continuidade a construcao,
marcar o segmento f (AD), em que f = 30. Criar os seguintes segmentos: g(BC), g =
10; h(A,C), h =29 e i(B,D), i = 27.5. Marcar o éngulo a entre os pontos A, E e D e,
com a funcéo “ponto médio atividade”, criar o ponto F (16,20) e G (15,0), gerando a

construcdo como mostra a figura a seguir:
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Figura 34 — Representacgao da construcdo no software Geogebra da SDO 8.
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Fonte: elaborada pelo autor.
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