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”O que sabemos é uma gota; o que ignoramos é

um oceano.” (Isaac Newton)



RESUMO

O objetivo desse trabalho é mostrar dois resultados sobre a rigidez de variedades kahle-
rianas sob certas restricoes. No primeiro resultado, mostraremos que se uma superficie
kahleriana conexa e compacta M de curvatura gaussiana nao positiva, estd munida de
campo conforme fechado £ com zeros isolados, entao M terd necessariamente curvatura
gaussiana nula, & serd paralelo e M sera isométrica ao toro plano. Para o outro resultado,
consideraremos M uma variedade kédhleriana conexa, completa, de dimensao complexa
n > 1 e munida com campo conforme fechado nao trivial £&. Nesse caso, se a distribuigao
D em M\ £710), gerada por £ e JE, possui uma folha compacta ¥ de curvatura seccional
holomorfa nao positiva e Hol™(X) é um grupo de torcio, entdo £~1(0) = @, £ e J¢ sdo
paralelos em M, as folhas de D sdao isométricas a um toro plano e as folhas de D+ sao
isométricas a uma variedade kahleriana de dimensao complexa n — 1. Em particular, o
recobrimento universal de M é o produto cartesiano de R? com uma variedade kahleriana

conexa, simplesmente conexa e completa.

Palavras-chave: Variedades kihlerianas. Campo conforme fechado. Curvatura nao

positiva. Toro plano. Campos paralelos.



ABSTRACT

The goal of this work is to demonstrate two results about the rigidity of kahlerian mani-
folds under certain conditions. In the first result, we show that if a connected compact
kahlerian surface M with nonpositive gaussian curvature is endowed with a closed confor-
mal vector field £ whose singular points are isolated, then M has necessarily zero gaussian
curvature, £ is parallel and M is isometric to a flat torus. In the second result, we consider
a connected complete kahlerian manifold M, of complex dimension n > 1 and equipped
with a nontrivial closed conformal vector field £. In this case, if the distribution D in
M\ £71(0), generated by £ and J¢, has one compact leaf ¥ with nonpositive holomorphic
sectional curvature and Hol™(X) is a torsion group, then £~1(0) = @, ¢ and J¢ are parallel
in M, the leafs of D are isometric to the flat torus and the leafs of D+ are isometric to a
kahlerian manifold of complex dimension n — 1. In particular, the universal covering of
M is a cartesian product of R? with a connected, simply connected, complete kihlerian

manifold.

Keywords: Kéhlerian manifolds. Closed conformal vector fields. Nonpositive curvature.
Flat torus. Parallel vector fields.
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1 INTRODUCAO

Esta dissertacao usou como base o artigo "On the structure of complete kahle-
rian manifolds furnished with closed conformal vector fields” de Antonio Caminha (Veja
CAMINHA (2017)).

Entender a rigidez de uma estrutura geométrica a partir de suas propriedades
basicas esta presente na Matematica desde a Grécia Antiga, quando, a partir de cinco
axiomas, era obtida toda estrutura geométrica do plano. Nesse trabalho, discuremos dois
resultados sobre a rigidez de variedades kéhlerianas munidas de campo conforme fechado
e curvatura seccional holomorfa nao positiva.

No primeiro capitulo apresentaremos as principais defini¢oes e resultados pre-
liminares envolvendo variedades riemannianas que serao abordadas neste texto. No se-
gundo capitulo discutiremos aspectos basicos sobre geometria complexa que irao fomentar
os conceito fundamentais da dissertacao. J& o terceiro capitulo serd a parte técnica do tra-
balho, onde iremos abordar variedades kahlerianas, campos conformes e a deformacao de
métricas em variedades kahlerianas a partir de um campo conforme fechado, relacionando
elementos das variedades original e a deformada.

No tultimo capitulo mostraremos os dois resultados principais. No primeiro
deles, mostraremos que se uma superficie kahleriana conexa e compacta M, com curva-
tura gaussiana nao positiva est4 munida de campo conforme fechado & com singularidades
isoladas, entao M serd isométrica ao toro plano e & serd paralelo. No outro caso, conside-
raremos uma variedade kdhleriana completa e conexa M de dimensao complexa n > 1 e
munida de campo conforme fechado nao trivial £&. Nesse caso, as singularidades de £ sao
automaticamente isoladas e as folhas nao triviais da distribuicao gerada por £ e J¢ sao
totalmente geodésicas em M. Assumindo que exista um folha compacta nessa folheacao,
que o grupo normal de honomia é de tor¢cao e que a curvatura seccional holomorfa de
¢ é nao positiva ao longo de M, entao £ é paralelo e M é folheado por uma familia de
superficies totalmente geodésicas isométricas ao toro plano e por uma familia totalmente
geodésica de variedades kiahlerianas de dimensao complexa n — 1. Em particular, o reco-
brimento universal de M é isométrico a um produto cartesiano que terd o R? como um

de seus fatores.
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2 PRELIMINARES

Ao longo deste capitulo mostraremos algumas definicbes e teoremas de ge-
ometria riemanniana e variedades suaves que serao utilizadas ao longo do texto. Indi-
caremos como leitura complementar DO CARMO) (2015), LEE| (2003), MADSEN and
TORNEHAVE] (1997) e KOBAYASHI and NOMIZU| (1963)).

2.1 Geometria riemanniana

Nessa secao introduziremos alguns conceito sobre variedades riemannianas que
usaremos nesse trabalho. Sejam M uma variedade riemanniana, T'M seu fibrado tangente
enm:TM — M a aplicacao projecao natural. Assim, X serda campo vetorial de M se X
¢ uma secao suave de , isto é, X : M — TM ¢é suave e m o X = Idy;. Denotamos por
X(M) o conjunto dos campos vetoriais de M.

Além disso, chamaremos de conexao afim V em uma variedade diferenciavel,
uma aplicacao V : X(M) x X(M) — X(M), que leva (X,Y) em VxY, para todos X,Y €

X(M) e que satisfaz as seguintes propriedades:

(1) VixygvZ = fVxZ +gVyZ,
(i) Vx(Y+2) =VxY +VxZ,
(i) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,
onde X,Y,Z € X(M)e f,g e C®(M) :={f: M — R suave}. Além disso, seja {X; }dlmM
um referencial local num aberto U C M e fazendo Vx, X; =), I‘in %, temos que Fij

funcoes diferenciaveis em U, entao, pelas propriedades acima, a conexao é dada por

VyY = Z (szyjr + X(y )) Xy, (1)

onde X =3 z;X;e Y =3 y;Y; em U.
A préoxima proposigao relaciona variedades riemannianas com as conexoes

afins.

Teorema 2.1 (Levi-Civita). Dada uma variedade riemanniana M de métrica (-,-), existe

uma unica conexao afim V em M satisfazendo as sequintes condigoes:

(CL) X(Y, Z> = <VX§/, Z> + <Y, VXZ),
(b) VxY —VyX = [X,Y],
para todos X,Y, 7 € X(M).

Demonstracao. Veja o Teorema 3.16 do capitulo IT de DO CARMO| (2015). [
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Corolario 2.2 (Férmula de Koszul). Dada uma variedade riemanniana M de métrica
(-,-), para todos X,Y,Z € X(M), vale

2(VxY,Z) = XY, 2)+Y(Z,X)—-Z(X,Y)
- <X=[Y7Z}>_<Y7[ZvX]>+<Z=[X7Y]>

Sabemos, pela Proposicao 2.2 do capitulo II de DO CARMO| (2015), que para
uma conexao afim V, existe uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial
V' ao longo de uma curva diferencidvel ¢ : I — M outro campo vetorial DV/dt ao longo de

¢, denominado derivada covariante de V' ao longo de ¢, que satisfaz as seguintes condigoes:

D DV
dt(v W)=t a
df

(b) <fV> pn +fdt

(c) Se V' é induzido por um campo Y € X(M), isto é, V(t) = (c(t)), entdo DV/dt =
vclc/thv-

, para V, W campos vetoriais ao longo de c.

onde f é uma funcao diferenciavel em 1.

Com isso, se M é uma variedade riemanniana com conexao V, dizemos que
um campo vetorial V' ao longo de uma curva ¢ : I — M é paralelo quando DV/dt = 0
para todo t € I. Além disso, pela Proposigao 2.6 do capitulo II de [ DO CARMO) (2015)),
se Vo € Tyo)M, com ty € I, entao existe um tinico campo vetorial paralelo V' ao longo
c tal que V(e(ty)) = Vo. Nesse caso, dizemos que V(t) é o transporte paralelo de V; ao
longo de c.

A préxima proposicao relaciona a conexao riemanniana com o trasporte para-

lelo.

Proposicao 2.3. Sejam M uma variedade riemanniana, X, Y € X(M),pe M ec: 1 —
M uma curva integral de X por p, isto €, c(ty) = p e dc/dt = X (c(t)). Assim, a conexdo

riemanniana de M ¢ dada por

(VY )0) = (Pt (elt)))) et

onde Py TegyM — TeyM € o transporte paralelo ao longo de ¢ de tg at.

Demonstragao. Provaremos inicialmente que P = P, ., ¢ linear. Sejam v, w € Ty, M e
V,W € X(M) os tinicos campos paralelos ao longo de ¢ tais que V(ty) = v e W(ty) = w.
Desta forma, para A € R,

D DV DW
Vaw _
)= ta

=0
dt(
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D DV
—A\V) =\ —— =
dt( V) dt 0,

logo V + W e AV sao campos paralelos ao longo de c¢. Portanto,
Pl +w) = PAV(tg) +W(ty)) = P((AV + W)(to))

AV +W)(t) = AV (t) + W (t)
AP(v) + P(w),

mostrando sua linearidade.
Além disso, |P(v)| = |v| para todo v € T.u,) M. De fato, dado v € T, )M e

seja V' o tnico transporte paralelo ao longo de ¢ tal que V(ty) = v, entdo

d DV

o que mostra que |V| é constante, logo,
|P(v)| = [V(t)| = [V (to)| = [v].

Dessa forma, obtemos que P ¢ uma isometria, visto que dados vy, vy € Ty M,

pelo que mostramos anteriormente, temos
[P(u1)] +2(P(v1), P(v2)) + [P(0s)[* = [P(v1 +va)[* = |v1 + 03
= |ui)® + 2 (01, 02) + |va]?,

donde obtemos

(P(v1), P(v2)) = (v1,02) .

Como P é uma isometria linear, assim P~! : TeyM — Ty M estd bem
definida. Considere um sistema de coordenadas (U;zq,--- ,x,) em torno de c(ty) € M.
Logo,

funtt) = (et -+ wntt0) = 5 (et}

¢ uma base do espaco tangente Ty, M. Uma vez que P ¢ uma isometria, podemos

transportar a base ao longo da curva, ou seja,

fwni = (tetta)) P () = -l ) |
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¢ uma base de T, M. Desta forma, se Y € X(M), entdo podemos escrevé-lo na forma
Y(c(t)) =), ai(t)w;(t), onde a; : I - R, parai € {1,--- ,dimM}.

Por um lado, temos

%(Pc}ﬁ;t(Y(C(t))))ltto = lim P~ (Y(C(t))i:i (Y (c(to)))
— lim a;(t) P~ (wi(t)) — ai(to)wi(to)
t—rto £ t—to
_ . a(t) — a(to)
= 2Ty )

)

= Z %(ai(to))wi(t())-

)

Por outro lado, pela expressao da derivada covariante, obtemos

(V) = (T4Y) () = (clto)
= % (G ety + aseo) )

= 3 SHal)uslro),

)

portanto,

(VY )(p) = 3 S alto)uilto) = 5 (P (Y (el) e

]

Para o que segue, devemos relembrar que uma curva diferenciavel v : I — M,
onde M é uma variedade riemanniana, é dita geodésica, quando D(dvy/dt)/dt = 0 para
todot € I. Além disso, dados p € M e v € T,M, existe uma tnica geodésica 7y : (—¢,¢) —
M, para € > 0, tal que v(0) = p e 7¥/(0) = v (Teorema 2.2, cap. III de DO CARMO
(2015))). Assim, podemos definir a curva y(t, q,v) : (—e,e) — M, onde g € M e v € T, M,
a geodésica que no instante ¢ = 0 passa em ¢ com velocidade v.

Vale salientar que as geodésicas tém uma propriedade de homogeneidade, onde
se (¢, q,av) esta definida em (—0,9) e y(at, q,v) estd definida em (—d/a,d/a), para a € R
e a > 0, entdo y(t, q,av) = v(at, q,v) (Lema 2.6, cap. III de DO CARMO), (2015])). Com
isso, podemos introduzir o conceito de aplicagdo exponencial. Sejap € M e B.(0) C T,M
a bola aberta de centro em 0 em T,M e raio ¢ > 0. Dizemos que exp, : B.(0) —» M,
dada por exp,(v) = v(1,p,v), para v € B.(0), ¢ a aplicacdo exponencial. Ademais, dado
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q € M, existe € > 0 tal que exp, : B.(0) — exp,(B:(0)) ¢ difeomorfismo (Proposicao 2.9,
cap. III de DO CARMO, (2015))). Nesse caso, exp,(B:(0)) := B.(p) serd chamada de bola
normal.

A proxima proposicao usara os conceitos sobre geodésicas e aplicacao expo-

nencial para construcao de um referencial local geodésico.

Proposicao 2.4 (Referencial geodésico). Seja M wuma variedade riemanniana de di-
mensaon e p € M. Assim, existe uma vizinhanca U C M de p e n campos de vetores
Ey,---,E, € X(U), ortonormais em cada ponto de U, tais que, em p, Vg, E;(p) = 0.
Uma tal familia E;,i = 1,--- ,n, de campos de vetores é chamada um referéncial (local)

geodésico em p.

Demonstragdo. Seja p € M e seja e > 0 tal que U = B.(p) = exp,(Be(0)) C M é uma
bola normal em p. Logo, se ¢ € U, entdo existe vy € B.(0) C T,M tal que exp,(vo) = q.

Defina a curva:

c:[0,|wl]] — M
t
t > c(t) =exp, (ﬂ) )

|vol

assim, temos que c¢(0) = p e c(|vg|]) = exp,(vo) = ¢q. Dessa forma, ¢ é a geodésica
normalizada que liga p a ¢q. Seja {ey,---,e,} uma base ortonormal de T,M, definimos
Ei(q) = P(e;), para i = 1,--- ,n, onde P = P,.,, definida na Proposigao . Nessa
mesma proposi¢ao, provamos que P é isometria, logo {Fy,--- , E,} é base ortonormal de
T,M, visto que (E;(q), Ej(q)) = (P(e;), P(e;)) = (e, e;) = 0;;. Como esse processo pode
ser aplicado em todo U, obtemos Ej,--- , E, € X(U) campos de vetores ortonormais.

Nos resta mostrar que Vg, E;(p) = 0. Assim, definimos, para i =1,--- ,n, as

aplicagoes

a;: (—ee) — U

t > a(t) = exp,(te;),

onde, por defini¢ao, te; € B.(0) C 1T,M. Como o campo transporta o campo velocidade

de forma paralela, temos

d
_/7(]-7])7 tez) = Oé;(t),

Eifea(t)) = Ei(expy(ter) = Ples) = 5

ja que por unicidade, o trasporte paralelo sera a propria geodésica. Dessa forma, se

Py : T,M — T,,4M ¢é o transporte paralelo de p até o;(t), ao longo da geodésica a,
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entao
P (Br(ay(t)) = e,

para todos k,j = 1,--- ,n, por construgdo. De fato, Ej(a;(t)) é o transporte paralelo
do vetor ej sobre a geodésica o;. Logo, quando a funcao inversa do transporte paralelo
¢ aplicada, ela retorna ao vetor inicial que, por construgao, ¢ sempre um dos vetores da

base de T,,M, neste caso, e;. Pela Proposi¢ao temos

APE (i) | de;
dt dt

t=0

=0,

como queriamos mostrar.
O

Um conceito muito relevante em variedades riemanniana ¢ o de variedades
geodésicamente completas (ou simplesmente variedades completas). Dizemos que uma
variedade riemanniana M é (geodésicamente) completa se para todo p € M, a aplicacao
exponencial, exp,, estd definida para todo v € T,M, ou seja, se as geodésicas y(t) que
partem de p estao definidas para todos os valores do parametro t € R.

E importante salientar que a distancia d(p,q) em uma variedade riemanniana
¢ definda por d(p, q) igual ao infimo dos comprimentos f,,, onde f,, ¢ uma curva dife-
renciavel por partes ligando p a g. Assim, variedades riemannianas sao espacos métricos,
na métrica d (Proposic¢ao 2.5, cap. VII deDO CARMO(2015)), e a topologia induzida por
d nessa variedade é a mesma topologia inicial (Proposigao 2.6, cap. VII de DO CARMO
(2015))).

O Teorema adiante relacionara o conceito de variedades riemannianas geodesi-
camente completas com sua natureza topoldgica, o que mostrard com clareza que podemos

chamar tais variedades apenas de completas.

Teorema 2.5 (Hopf e Rinow). Sejam M uma variedade riemanniana e p € M. As

sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

a) exp, estd defina em todo o T, M.
b) Os subconjuntos limitados e fechados de M sdo compactos.
c) M é completa como espago métrico.
d) M é geodésicamente completa.
e) Eziste uma sucessao de compactos K, C M, K,, Cint K, .1 e U,K,, = M, tais que
se qn & K,, entao d(p,q,) — +0o.
Além disso, cada uma das afirmacgoes acima implica que

f) Para todo q € M, existe uma geodésica 7y ligando p a q com I(y) = d(p, q).



17

Demonstragao. Veja o Teorema 2.8 do capitulo VII de DO CARMO) (2015). n

Sejam M uma variedade riemanniana, p € M e « : [0,1] — M um lago
baseado em p (ou seja, a(0) = a(1) = p) diferenciavel por partes. Assim, denotamos por
P, : T,M — T,M o transporte paralelo levado pela curva o e chamamos de grupo de
holonomia de M em p o conjunto de todos os operadores P,, para o um lago baseado
em p, diferencidvel por partes. Denotamos esse conjunto por Hol,(M). Esse conjunto, de
fato, forma um grupo, onde a composicao de lagos baseados em p é sua operagao, isto é,
P, - Ps:= P, ¢ P. é aidentidade, onde € : [0, 1] — M e ¢([0,1]) = p.

Além disso, um subspago D de T,,M ¢ dito invariante por Hol,(M) se D for
invariante por todos os elementos de Hol, (M), isto é, se x € D, entao P,(x) = z, para
todos P, € Hol,(M). Se D for nao nulo, diremos que D é irredutivel se o tinico subspago
préprio de D invariante por Hol,(M) for o subespaco nulo.

Vale salientar que um produto de variedades riemannianas My x My X - - - x My,
isométrico a variedade M é uma decomposicao de De Rham de M se M, é isométrico a
um espago euclidiano e cada uma das outras variedades M; forem completas, simplesmente
conexas, irredutiveis (isto é, o espago tangente em algum ponto é irredutivel) e tiverem
grupo de holonomia nao triviais. Dessa forma, o préximo teorema fornece condigoes

necessarias para existéncia desse tipo de decomposicao.

Teorema 2.6 (de decomposigao de De Rham). Uma variedade riemanniana M coneza,
simplesmente conexa e completa admite uma decomposicao de De Rham Mgy x My X --- X

My, que € unica a menos de uma ordem.

Demonstragao. Veja o Teorema 6.2 do capitulo IV de KOBAYASHI and NOMIZU] (1963))
O

Para o que segue, sabemos que dados uma variedade riemanniana M, X €
X(M)e feC>®(M), definimos a divergéncia de X como a fungao div X : M — R dada
por divX(p) = tr(Y(p) = VyX(p)), e o gradiente de f como o campo vetorial grad f
em M definido por (gradf(p),v) = df,(v), para todos p € M e v € T,M. E comum,
ainda, escrever V f no lugar de grad f.

A proposi¢ao a seguir nos fornece uma férmula para o gradiente e o divergente

a partir de referencial geodésico local.

Proposicao 2.7. Sejam M uma variedade riemanniana de dimensio n, X € X(M) e
fecC>(M). Se{Ey,---,E,} éum referéncial geodésico em p € M, entao

gradf(p) = Z(E@-(f))Ei(p) e
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onde X =>""" | fiE;.

Demonstrag¢do. Como {E;(p)};_, é uma base ortonormal para T,M, entao

n

gradf(p) = > (gradf(p), Ei(p)) Ei(p)

i=1

Além disso, como divX(p) = tr(Y(p) = VyX(p)) e X =), fiE;, entéo

n

divX(p) = Z<VEi(p)X<p>aEi(p)>

=1
n

= Z <inijj7 El) (p)

ij=1
n

= Z <f]VELEJ + Ei(fj)Ejv Ez> (p)

,j=1

Como {E;};_, é um referencial geodésico e ortogonal, logo Vg, E;(p) = 0, o que nos dé

n

divX(p) = Z (E:(fj)Ej, Ei) (p) = Z Ei(f5)di;(p) = ZEz(fz),

ij=1 ij=1
como queriamos demonstrar. O

Para mais, definimos o tensor curvatura de Riemann em uma variedade
riemanniana M, o (1,3)-tensor R : X(M) x X(M) x X(M) — X(M) dado por

R(X,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ — VixyZ,

para quaisquer X,Y,Z € X(M). Vale salientar que se M = R", entao R(X,Y)Z = 0,
para todo X,Y,Z € X(M), ja que, no R", XY f =Y X f para toda f € C>*(M).

Além disso, dados um ponto p € M, um subespago bidimensional ¢ C T, M
e {x,y} é uma base qualquer de o, o nimero real K(z,y) = (R(x,y)z,y) / |z Ayl é

chamado de curvatura seccional de ¢ em p, onde |z Ay|> = |z|°[y]> — (z,y)°. A
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Proposigao 3.1 do capitulo IV de DO CARMO| (2015) garante que se 2’ e 3’ formam outra
base de o, entao K(x,y) = K(z',y'), logo, podemos denotar K (o) = K(x,y).

Para o que segue, seja M uma variedade riemanniana com métrica (-,-) e
conexao de Levi-Civita V, se f : M — R é suave, o tensor hessiano é o 2-tensor
covariante Hessyf : X(M) x X(M) — C*>(M) tal que

(Hessy [)(X,Y) =(VxV [, Y),

para todos X,Y € X(M).
Segue imediatamente da definicao e da compatibilidade da conexao de Levi-

Civita com a métrica de M (Teorema [2.1)), que

(Hessp f)(X,Y) = X (V[ Y) = (V[,VxY)
= X(Y(f) = (VxY)(]),

para X,Y € X(M). Por outro lado, a simetria de V garante que

(Hessp f)(X,Y) = X(Y(f)) = (VxY)(f)
= Y(X(f) + [X,Y](f) = (VxY)(f)
= Y(X(f) = (VyX)(f)
= (Hessy f)(Y, X), (2)

o que mostra a simetria de Hess,, f.

Podemos, ainda, definir o operador hessiano, Hess,, f : X(M) — X(M) dado
por Hessy f(X) = VxVf. Dessa forma, dizemos que p € M é um ponto nao-degenerado
de f quando o operador Hess), f(p) : T,M — T,M, dado por Hessy f(v)(p) = V,V/,
é invertivel. A proposicao a seguir nos mostra uma propriedade importante de pontos

nao-degenerados.

Proposigao 2.8. Sejam M uma variedade riemanniana e p € M um ponto critico nao-
degenerado de f € C*°(M), entao existe uma vizinhanga U C M de p, onde o unico ponto

critico de f € p.
Demonstrag¢ao. Veja o Teorema 12.6 de MADSEN and TORNEHAVE (1997). O

Outro conceito relevante que usaremos nesse texto é o de campo de Killing.
Sejam M uma variedade riemanniana, X € X(M), p € M, U C M uma vizinhanga de
peg:(—g¢e)x U — M uma aplicacao diferencidvel tais que para todo ¢ € U a curva

t — o(t,q) é a trajetéria de X passando por ¢ em t = 0. Dizemos que X é um campo
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de Killing se, para todo tg € (—¢,¢), a aplicacdao ¢(tg, ) : U — M é uma isometria. A

seguir, temos uma condi¢ao necessaria e suficiente para existéncia desses campos.

Proposicao 2.9. Dada uma variedade riemanniana M um campo suave X em M, entao X
¢ campo de Killing se, e somente se, (Ny X, Z)+(VzX,Y) =0 para todos Y, Z € X(M).

Demonstracao. Pela compatibilidade da conexao na métrica e sua simetria, temos

(Vy X, Z) + (VzX,Y) = (VyX,Z) = (VxY,Z) + (VxY, Z)
F(VX,Y) = (VxZ,Y) + (VxZ,Y)
— (VxY,Z)+ (VxZ,Y) + (VyX, Z)
—(VxY, Z) + (VzX,Y) = (VxZ,Y)
= X(Y,Z) +([Y. X]. 2) + ([Z, X].Y) . (3)

Suponhamos que X é campo de Killing. Dessa forma, se ¢ : (—e,&) x M é o fluxo de X,

entao dp; é isometria para todo t € (—¢,¢), onde ¢; = (t,-). Com isso, temos

<Y7 Z> = <d§0—t(y)7 dsp—t(Z» )

onde, se calcularmos X (Y, Z) em p € M, obtemos

X(Y.2) = (Y 2) 0 #0.0) = = (Y. 2)

t=0

= % ({dp—(Y),dp-4(2))) pir p)
_ i e (Y), dp—i(2)) — (dpo(Y), dpo(Z))

t—0 t

Como ¢o(p) = p, para todo p € M, entao dpy = Id. Assim, temos

(do_(Y),dp_(Z)) — (Y, Z)

X({Y,Z) = lim

t—0 t
~ lim (do_(Y) =Y +Y,dp_(Z) - Z+ Z) (Y, Z)
t—0 t

+(dp_(Y) =Y, Z) +(Y,dp_(Z) — Z)}.

Como (, ) é continua e lim;_,odp_; = dpg = Id, logo limy_, (dp_(Z) — Z) = 0. Ademais,
(X, Y](p) = lims—0 (Y — desY) (¢(0,p))/s. Dai, obtemos
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t—0 t t—0 t

+lim <Y, dpil2) =2 Z>

t—0 t

~ im <M,Z> +lim <y, W>.
t t—0

t—0 t

X (Y. 2) () = lim<M,d¢_t(2)—Z>+lim<M,Z>

Fazendo s = —t, obtemos

X(Y.Z)(p) = lim <M, z>

s—0 S

= <[X’Y]>Z> (p) + <Y, [X’ Z]> (p)
= = <[Y?X]?Z> (p) - <Y7 [Z’ X]> (p)

+ lim <Y,

s—0

Z — d@—t(z)>

S

Como p foi tomado arbitrariamente, entao X (Y, Z) = — ([Y, X, Z2)—(Y, [Z, X])
e substituindo em , temos

(Vv X, Z)+(V2X)Y) = XY, Z)+(Y,X],Z) + (2, X].Y)
= —(V,X],2) = (Y, [Z,X]) +([Y,X], Z) + (|2, X].Y)
= 0,

0 que mostra a primeira parte.

Reciprocamente, suponhamos (Vy X, Z) + (VzX,Y) = 0 para todos Y, Z €
X(M). Afirmamos que (dpi(Z),dp(Y)) (p) é constante para t € (—e,¢), onde ¢ :
(—e,e) x M é o fluxo de X.

Sejam p € M e I = 0/0t({(dpi(Z),dp(Y)) (p))]t=0. Assim, obtemos

3=
~

Usando o fato do limite da soma ser igual ao limite da soma, temos
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e G e 2
ug (PN ZYEED, 40 2)0) - 20100 )
—l—hm<Y d% (2)®) — 2P )>

dpi(Y)(p) — Y(pe(p >

t
= X(Y,2)(p) + (~[X,Y],0) (p

) ) +
= X (Y, Z)(p) +([Y; X], >(p)+<[Z X] Y>( )
= (VyX,Z)(p)+(VzX.Y)(p) =0.

(p) + (=X, 2, Y) (p)

Portanto, (dp(Z),dp(Y')) (p) é constante para t € (—e¢, ¢), assim, obtemos

(dpi(2),de(Y)) (p) = (deo(Z), deo(Y)) (p) = (Z,Y) (p),
para todo t € (—¢,¢), logo, ¢; é uma isometria, como queriamos mostrar. O

Ao longo deste trabalho precisaremos entender o conceito de derivada exterior.
Para isso, precisamos saber que QF(M) = T'(A*T*M), isto é, Q¥(M) é conjunto das secdes
suaves de 7w : AMT*M — M, onde A"T*M = Upe,y A¥(T7 M) e A*(T M) é o espago vetorial
dos k-covetores em T, M.

O resultado a seguir define a derivada exterior em variedades suaves.

Teorema 2.10. Seja M wuma variedade diferencidvel. FEziste um unico operador d :
QF(M) — QMY(M) para todo k > 0, chamada de derivada exterior, satisfazendo as

sequintes propriedades:

(i) d € linear sobre R.
(ii) Sew € Q¥(M) en € QYM), entdo

dwAn) =dwAn+ (—1)Fw A dn.

(iii) dod=0.
() Para f € Q°(M) =C>(M), df € a diferencial de f, dada por df (X) = X f.

Demonstragao. Veja o Teorema 14.24 de |LEE| (2003). O

Para calcular a derivada exterior de um k-forma diferencial, temos a férmula
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de Koszul, que nos diz que se w € QF(M) e Xy,---, X,, € X(M), entdo

A

dw(X1, -+ Xp1) = Z(—l)HX'( (X, Xy X)) (4)

+Z DX, X,], X, -, Xay -, Xy, Xig).

1<j

Para uma demonstragao desse fato, veja a Proposicao 14.32 de [LEE]| (2003)).
Além disso, sejam w € QF(M) e X € X(M), onde M é uma variedade rieman-

niana. Chamamos de derivada covariante V xw de w em relacao a X, o k-tensor

__w<}/177vXYk)7

para Yy, -+, Yy € X(M).
A préxima proposicao relaciona a derivada exterior em funcao de um somatorio

de derivadas covariantes de um tensor de QF(M).

Proposigao 2.11. Se M ¢ uma variedade riemanniana e w € QF(M), entdo

dw(Xh U 7Xk+1) = Z<_1)iil(vxiw)<xl7 U 7)21'7 T >Xk+1)7 (5)

para todos Xy, , X, € X(M), onde V € a derivada covariante.
Demonstragao. Segue de (4) que
dw(Xla e 7X]€+1) = Z(_l)l_lX( <X17 e 7Xi7 e 7Xk:+1)>

+Z 1) (Ve X — Vi, Xy X, Xy, Xy X))

1<j

= S ()T WXy, Ky X))

+Z(_1)iw(X1>"' ’Xif" ’inXja"' an—i-l)
——

1<j §
+Z jw X17 7VX]~XZ'7' JX]7 7Xk+1)
1<j '

Para o que falta, basta substituir ¢ por j (e vice-versa) na tultima parcela, onde obtemos
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(X1, Xpn) = D (D)7 XX, Xy, X))

]

Relembremos, agora, os principais conceitos a respeito de imersoes isométricas.
Seja f : M — M uma imersdo de uma variedade diferencidvel M de dimensdao n em
uma variedade riemanniana M de dimensdo k = n 4+ m. A métrica de M induz de
maneira natural uma métrica riemanniana em M: se vy,vy € T, M, parap € M, definimos
(v1,v2) = (df,(v1), df,(vs)). Nesse caso, f é uma imersao isométrica de M em M.

Para cada p € M, podemos identificar Ty, M = Ty M & (T M)*, onde
df(T,M) := Ty M e (T M)* é o complemento ortogonal de Ty, M em Ty, M. Com
isso, podemos escrever v € Tf(p)M por v = vl +vt, onde vT € TrpyM e vt € (Tf(p)M)l,
denominadas, respectivamente, de componentente tangencial e componente normal.

A conexdo riemanniana de M serd indicada por V. Se X e Y sdo campos
locais de vetores em M, e X e Y sdo extensoes locais a M, definimos VxY = (VgY)T. E
facil ver que V é a conexao riemanniana de M. Convém, ainda, definir a segunda forma

fundamental de f. Se X e Y sao campos locais em M, dizemos que
Oé(X, Y) = VYV — VXY

¢ a segunda forma fundamental de f. Vale salientar que «(X,Y) nao depende das ex-

tensdes X e Y. Com efeito, seja X; outra extensao de X, teremos
(VY = VxY)— (Vx,Y —VyxY) =Vx_v,Y,

que se anula em f(M), pois X — X; =0 em f(M). Analogamente, se Y| outra extensio

de Y, entao
(VY —VxY) - (VxY, - VxY) =0,

o que mostra que a(X,Y’) estd bem definida.

Uma imersao f : M — M é totalmente geodésica se a segunda forma



25

fundamental de f é identicamente nula. A razao dessa terminologia é dada pela proposicao

a seguir.

Proposicao 2.12. Uma imersio f : M — M ¢ geodésica se, e somente se, toda geodésica
v de M € geodésica de M.

Demonstragao. Veja a Proposigao 2.9 do capitulo VI de | DO CARMO] (2015)). O]

Para mais, veremos alguns resultados sobre variedades riemannianas de cur-
vatura seccional constante. Para isso, precisaremos definir alguns conceitos. Dizemos
que uma acao do grupo G sobre um espaco topoldgico M opera de modo propriamente
descontinuo quando para todo p € M, existe uma vizinhanca U C M de p tal que
g(U)NU = (, para todo g € G\ {e}, onde e € G é a identidade. Suponha, agora, que M
¢ uma variedade riemanniana e I' um subgrupo do grupo das isometrias de M que opera de
modo propriamente descontinuo. Com isso, a aplicacao de recobrimento = : M — M/T,
onde M /T tem a topologia quociente, induz um difeomorfismo local fazendo de M /I" uma
variedade diferencidvel. Ademais, podemos munir M/I" com uma métrica riemanniana de
modo que 7 seja uma isometria local, basta que para cada p € M/T escolhamos p € 7 (p)

e para todo par u,v € T,(M/I'), definimos
- -1
(u,v) = (dr " (u),dr (U)>ﬁ.

Como T' é transitiva em 7~ 1(p), isto é, I'p = M para todo p € M, entao dado qualquer

Uexiste v € T tal que y(§) = p, o que mostra que a definicao acima nao depende

qemn
da escolha de p. Claramente, tal métrica serda um isometria local, doravante chamada de
métrica em M/I' induzida pelo recobrimento 7.

Segue adiante dois resultados importantes sobre espagos de curvatura cons-

tante.

Teorema 2.13 (Cartan). Seja M" uma variedade riemanniana completa e de curvatura
seccional constante K. FEntao o recobrimento universal M de M, com a métrica do

recobrimento, € isométrico a:
(a) H", se K = —1,
(b) R, se K =0,
(c) S", se K =1.

Demonstragao. Veja o Teorema 4.1 do capitulo VIII de DO CARMO] (2015). O

Proposicao 2.14. Seja M uma variedade riemanniana completa com curvatura seccional
constante K. Entao M € isométrica a M/F, onde M éS"™ se K >0, R" se K =0 ou H"

se K <0, ' € um subgrupo do grupo das isometrias de M que opera de modo propriamente
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descontinuo em M, e a métrica de ]\7[/F ¢ a induzida pelo recobrimento w: M — M/T.
Demonstragao. Veja a Proposicao 4.3 do capitulo VIII de DO CARMO), (2015)). n

O teorema a seguir nos dd uma condigao necesséria para existéncia de geodésicas
fechadas numa variedade riemanniana. Para isso, diremos que um conjunto £ de cami-
nhos fechados em M é classe livre de homotopia se quando f € £, e g : [0,1] — M é tal

que existe uma homotopia
F0,1] x [0,1] = M, F(0,1) = f(t), F(1,t) =g(t), F(s,0) = F(s,1),

entdo g € L. O conjunto de tais classes é indicado por Cy(M).

Teorema 2.15 (Cartan). Se M é compacta e L € C1(M) nao é a classe constante, entdo

existe uma geodésica fechada de M na classe L.

Demonstragao. Veja o Teorema 2.2 do capitulo XII de DO CARMO, (2015). m

2.2 Distribuicoes e Folheagoes

Nessa secao definiremos os principais elementos de Distribuicoes e Folheagoes
e indicares seus principais resultados. Para um leitura completa, veja o capitulo 19 de
LEE| (2003).

Seja M uma variedade diferenciavel. Uma distribuicao D em M de posto
k ¢ uma colegao de subespagos D, C T,M de dimensao k, para cada p € M, onde
D = UpenmD,. Essa distribui¢ao serd suave se, e somente se, existem uma vizinhanca
U para cada ponto de M e campos vetoriais suaves Xi,--- , Xy : U — TM tais que
Xilg, -+ Xi|, formam uma base para D, para cada ¢ € U (Lema 10.32 de [LEE| (2003))).
Nesse caso, dizemos que D é localmente gerado pelos campos vetoriais Xy, -+, Xj.

Suponha D C T'M uma distribuicao suave. Uma variedade imersa N C M
¢ dita variedade integral de D se T,N = D, para todo p € N. Além disso, tal
variedade serd dita maximal quando nao puder ser estendida. Nessa condigoes, dizemos

que a distribuicao é integravel.

Exemplo 2.16 (Distribuicao e variedades integrais).

(a) Se V é um campo vetorial que nao se anula em M, entdo V' gera um distribui¢ao
suave de posto 1 em M. A imagem de uma curva integral de V é uma variedade
integral de D.

(b) Em R"™, os campos 0/0x1, - - - ,0/0) gera uma distribuigao de posto k. Os subespagos
afins paralelos a R* — R™ sdo variedades integrais dessa distribuicdo.

(c¢) Seja R a distribuicao de R™ \ {0} gerado pelo campo vetorial radial ) . x;0/0x; e

seja R+ o complemento ortogonal de R. Dessa forma, R+ ¢ uma distribuicao suave
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de posto (n—1) em R™\ {0}. Nesse caso, para cada ponto de x € R™\ {0}, a esfera

de raio |z| e centro na origem ¢ uma variedade integral de R*.

Vale salientar que uma distribuicao D é dita involutiva quando, dado um par
X,Y de segoes locais de D, isto é, X,,,Y, € D, para todo p € M, entao [X,Y] é uma
secao local de D. Segue uma condi¢ao necessaria para que uma distribuicao seja uma

involucao.

Proposicao 2.17. Toda distribuicao integravel é uma involugao.
Demonstragao. Veja a Proposicao 19.3 de LEE| (2003)). O

Dada uma distribuicao D C T'M de posto k, dizemos que uma carta coorde-
nada (U, p) em M é flat para D quando ¢(U) é um cubo em R"™ e em pontos de U, D é
gerada pelos k primeiros campos vetoriais coordenados 0/0z1,--- ,0/0z,. Dizemos que
a distribuicao D C T'M é completamente integravel se existe uma carta flat para D
em uma vizinhanca de cada ponto de M. Com isso, toda distribuicao completamente

integravel é integravel e, consequentemente, serd uma involucao, isto é
completamente integravel = integravel = involucao.

O Teorema a seguir é central na teoria das distribuigdes e faz com que as

implicagoes anteriores tornem-se equivaléncias.

Teorema 2.18 (Frobenius). Toda distribuicao involugdo é completamente integrdvel.
Demonstracao. Veja o Teorema 19.12 de [LEE (2003). [

Para finalizar o capitulo, introduziremos o conceito de folheagao. Para isso,
seja M uma variedade n dimensional e F uma cole¢ao de subvariedades de M de dimensao
k. Uma carta suave (U, ) de M é dita flat para F se ¢(U) é um cubo em R" e cada
subvariedade de F tem interseccao com U vazia ou é uma uniao enumeravel de slices k-
dimensionais da forma x| = cpi1,- -+ , T, = Cp, Para cgyq, - , T, € R, Assim, definimos
a folheacao de dimensao k em M como a colecao F de subvariedades disjuntas,
conexas, nao vazias e imersas de dimensao k em M, chamadas de folhas da folheacgao,
onde sua uniao é a prépria M e tal que na vizinhanca de cada ponto p € M existe uma

carta flat para F.

Exemplo 2.19 (Folheagoes).
(a) A colecio de todos os subespacos k-dimensionais afins de R paralelos a R* x {0} é
uma folheagao k-dimensional de R™.
(b) A colegao de todos os raios abertos da forma {Az : A > 0}, com = € R™\ {0} é uma
folheagao 1-dimensional de R™\ {0}.
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(c) A colegao de todas as esferas centradas na origem é uma folheagao (n—1)-dimensional
de R™\ {0}.

O préximo Teorema relaciona as teorias de distribuicao e folheagoes.

Teorema 2.20 (Teorema Global de Frobenius). Seja D uma involugdo numa variedade
diferencidvel M. A colecao de todas as variedades integrais maximais de D formam uma
folheagcao em M.

Demonstragao. Veja o Teorema 19.21 de |LEE| (2003). O
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3 GEOMETRIA COMPLEXA

Neste capitulo estudaremos os principais aspectos sobre variedades complexas
e, antes disso, veremos os principais resultados de fungoes de varias variaveis complexas
e variedades quasi-complexa. Para uma leitura mais detalhada sobre este tema veja o
capitulo 5 de CAMINHA| (2014)).

3.1 Fungoes de varias variaveis complexas

Indicaremos C™ como o conjunto das m-uplas (21, -+ , z,,) de niimeros com-
plexos, munido com estrutura e topologia diferencidveis obtidas pela identificacao usual

com R?™.

Definicao 3.1. Uma funcao L : C™ — C ¢ dita uma funcao R-linear se

L(zy + 2z2) = L(z1) + L(22), V21,20 € C™

L(A\z) = AL(2), Ae R,z € C™.

Considerada como funcao das 2m variaveis reais x1, 41, - , Tm, Ym, COM 2, =

xrr + iy para 1 < k < m, uma funcao R-linear L : C"™ — C se escreve como

L(:El)yla T 7$m7ym) - Z(akmk + bkyk)a
k

com ay, b, € C para 1 < k < m. Substituindo =, = (2 + Zx)/2 e yx = (2x — Zk) /21,

obtemos

L(z, o 2m) = > (onz + BiZk),

k
com oy, OB € C, para 1 < k <m.

Definicao 3.2. Uma funcao L : C™ — C ¢ dita uma funcao C-linear se

L(z1 + 22) = L(21) + L(22), V21,20 € C™
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L(A\z) =AL(2), A€ C,z e C™

Se L : C™ — C é C-linear, existem oy, - -+ , G, 81, + 5 B € Conde L(z1, -+, zn) =
> wlowze + BiZzy). Assim, como L(iz) = iL(z), entao

i) (awar — Bir) = L(iz) = iL(2) =i Y _(onze + Bi7r),
k k
donde temos —if3, = i[5, para 1 < k < m, logo, fr = 0 para todo 1 < k < m. Portanto,

L é da forma

L(z, - y2m) = Zakzk.
k

Dessa forma, segue uma das defini¢oes centrais dessa se¢ao.

Definicao 3.3. Seja U C C™ aberto. Uma funcao f : U — C é C-diferencidvel em

a € U se existe uma funcao C-linear L, : C™ — C tal que

fla+h) = f(a) + La(h) + o(h),

para todo h € C™ de norma suficientemente pequena, onde

A funcao C-linear L, da definicdo anterior é unicamnete determinada por f,
de modo que serd denotada por df(a). Nesse caso, ela serd chamada de C-derivada de f
emacU.
Definicao 3.4. Dados U C C™ aberto e a € U, dizemos que uma funcao f : U — C
¢ holomorfa (respectivamente anti-holomorfa) em a se f (respectivamente f) for C-
diferencidvel em uma vizinhanga de a em U. A func¢ao f € holomorfa (respectivamente

anti-holomorfa) em U se o for em todo ponto de U.

Além disso, sejam U C C™ aberto, a € U e f : U — C uma fungao C-
diferenciavel em a. Para 1 < j < m, definimos as j-ésimas diferenciais holomorfa e

anti-holomorfa de f em a, respectivamente, por
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of 1/0f Of of 1/ 0f Of
703 ( (

Lo -igla) e L -3 (Lw+itw).

No que segue, a préxima proposigao relaciona a diferencial de f em a com as

suas diferenciais holomorfas.

Proposicao 3.5. Se U C C™ é um aberto, a € U e f : U — C ¢é uma fungao C-

diferencidavel em a, entdo

para todo h = (hy,- -+ ,h,,) € C™.

Demonstragao. Como df(a) é C-linear, entdo também ¢é R-linear. Sendo h; = k; + il;

para 1 < 7 < m, obtemos

dfa)(h) = >

o (M) e ()

=Y (% <§—£(a) —~ ig—i(@) hj + % (%(G) + ig—;j(a)) Ej)

J

0
- Za—jjm)hj,

J
visto que df (a) é C-linear. O

Corolario 3.6. Se U C C™ € aberto e f =u+iv: U — C € uma funcao R-diferencidavel

em U, entao f é holomorfa em U se, e somente se,

ou ov ov ou
- (= = —— 1 <7< m.
833]- 8y] © 83:]- ayj’ v =J=m (6)

As equagoes em @ sao chamadas de equacoes de Cauchy-Riemann para f.

Demonstracao. Pela parte final da demonstracao da proposicao anterior, temos
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Of 1/ 0 . 0 :
0 = 5 (8_17]+28_y,) =3 (a—%(u—i-w)—i-za—yj(u—l—w))

obtendo o resultado desejado. O

Dados U C C™ aberto e uma aplicacao f = (f1, -, fn) : U — C", sabemos
que, pelo Capitulo 5 de LIMA! (2009)), f é R-diferenciavel em a € U se, e somente se, cada
uma de suas fungoes coordenadas f; sao R-diferencidveis em a. Mais precisamente, existe

uma transformacao linear real L, : R*™ — R?" tal que

fla+h) = f(a) + La(h) + o(h),

para todo h € R?*™ de norma suficientemente pequena.
Similarmente ao que fizemos no caso n = 1, dizemos que f = (f1, -, fa) :
U — C" ¢é C-diferenciavel se existir uma transformacao linear complexa L, : C™ — C”

tal que

fla+h) = f(a) + La(h) + o(h),

para todo h € C™ de norma sufucientemente pequena, onde

h
tim 20
h=0 |h|
Logo, f é C-diferencidvel em a € U se, s6 se, cada f; é C-diferencidvel em a. Com isso,

estendemos a nocao de holomorfia a aplicacoes.

Defini¢ao 3.7. Seja U C C™ aberto. Uma aplicagio f = (f1, -+, fm) : U — C" é
holomorfa (respectivamente anti-holomorfa) em a € U se f (respectivamente f) for
C-diferencidvel em uma vizinhan¢a de a em U. A fungdo f € holomorfa (respectivamente

anti-holomorfa) em U se o for em todo ponto de U.

Pelo que foi discutido anteriormente, f é holomorfa se, e somente se, cada
fungao coordenada f; também o for. Dessa forma, podemos estender a regra da cadeia

usual a aplicagoes holomorfas, como mostra o resultado a seguir.

Proposicao 3.8. Sejam U C C™ e V C C" abertos. Se f : U — V € holomorfa em
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a€Uegqg:V — CP ¢éholomorfa em b= f(a) €V, entdo go f: U — CP é holomorfa em
a, com (go f)'(a) = g'(b) o f'(a).

Demonstra¢ao. Como g e f sao aplicacoes R-diferencidveis em vizinhancas de b e a, res-
pectivamente, assim, pela regra da cadeia real garante a R-diferenciabilidade de go f em
uma vizinhanga U’ C U de a, com (go f)'(2) = ¢'(f(2)) o f'(2), para todo z € U’. Desde
que f'(z) : C™ = CP e ¢'(f(z)) : C* — CP sao transformagoes lineares complexas, logo, o
mesmo vale para (g o f)'(z), para todo z € U’. Portanto, g o f é C-diferencidvel em U’ e

assim, g o f é holomorfa em a. m

Em Analise Complexa de uma variavel, sabemos que se uma funcao é holo-
morfa também sera analitica. Esse resultado pode ser estendido para aplicacoes de varias

variaveis, como mostra o resultado a seguir.

Teorema 3.9. Seja U C C™ aberto. Se f: U — C™ € holomorfa, entao [ € analitica.

Demonstra¢ao. Veja a Proposicao A.32 de CAMINHA (2014)). n

3.2 Variedades quasi-complexas

Nessa segao, estudaremos a estrutura das variedade quasi-complexas, cuja
defini¢ao segue abaixo. Para entender melhor essa secao é necessario saber a teoria de

espacos vetoriais complexos. Deixamos como referéncia o Apéndice A.3 de (CAMINHA
(2014).

Definicao 3.10. Uma estrutura quasi-complexa J em uma variedade diferencidvel
M, de dimensdo (real) 2n, € a escolha, para cada p € M, de uma estrutura compleza J,, :
T,M — T,M, diferencidvel no sequinte sentido: para cada p € M existem coordenadas
locais (z1,- -+, 2n), definidas em uma vizinhanga U de p em M e tais que a matriz de J,,

com respeito a base coordena (0/0xy,--- ,0/0x2,) de T,M tem a forma

Haw), =300 (),

com Jy € C®(U) para todos 1 < k,l < 2n. Nesse caso, diremos que M € uma varie-
dade quasi-complexa e que as funcgoes Jy sao as componentes de J com respeito as

coordenadas (1, ,Tay).

Dada uma variedade quasi-complexa M?", com estrutura quasi-complexa J
e p € M, é imediato varificar que a diferenciabilidade de J independe das coordenadas

locais escolhidas em vizinhangas de p.
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Considerando M uma variedade diferenciavel 2n-dimensional, o fibrado tan-

gente complexificado de M ¢ o produto tensorial

TMC® =TM ®g (M x R)

com espaco de se¢oes isomorfo & complexificacio X(M)C de X(M). Assim, denotaremos,
a partir daqui, X(M)® como o espaco das segoes, de sorte que todo & € X(M) pode ser
escrito da forma £ = X +14Y, com X, Y € X(M).

Suponha que M é quasi-complexa com estrutura quasi-complexa J. Para X €
X(M), denotando (JX), = J,X, para cada p € M, temos um campo JX € X(M), onde
a aplicagao J : X(M) — X(M), que leva X em JX, define uma estrutura complexa
no espago vetorial real X(M). Similarmente, tal estrutura se estende a uma aplicagdo
C>°(M, C)-linear J : X(M)® — X(M)®, que leva X +iY em JX +iJY.

Denotando

X(M)* ={¢eX(M)%JE = £},

obtemos subespagos vetoriais complexos X(M)* e X(M)~ de X(M)® (veja o Lema A.15

de (CAMINHA| (2014))), tais que X(M)* = X(M)~ ¢

X(M)® =x(M)" @ X(M)".
E imediato verificar que tal decomposicao em soma direta induz uma decomposicao do
fibrado tangente complexificado na soma de Whitney
TMC =TM* @&y TM™,

onde TM™ e TM~ sao fibrados vetoriais de posto (real) 2n sobre M, tais que

T(TM™*) =X(M)" e (TM™) = X(M)".

As secoes de TM™ e TM~ sao campos vetoriais complexos, respectivamente,
de tipo holomorfo e anti-holomorfo em M.
Pela decomposicao de X(M)C, dado ¢ € X(M)T, temos ¢ = £+ + £, onde
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€= 5~ iJ6) € X(M) e € = L (€+iJE) € X(M)",

de sorte que £ (resp. £7) é a componente de tipo holomorfo (resp. tipo anti-holomorfo)

de £. Logo, podemos verificar que

X(M)T={X —-iJX; X € X(M)},
X(M)” ={X+iJX; X e X(M)}.
Para o que segue, tais definicoes e discussoes sobre seus conceitos sao suficientes

para o restante do trabalho. Contudo, enunciaremos um tltimo teorema para entender a

rigidez de variedades quasi-complexas.

Teorema 3.11. Toda variedade quasi-complexa € orientdvel.

Demonstracao. Veja o Teorema 5.5 de (CAMINHA| (2014). O

3.3 Variedades complexas

Nessa secao analisaremos os principais fundamentos de variedades complexas,

objeto principal deste capitulo.

Defini¢ao 3.12. Uma variedade complexa M de dimensao (complexa) n é uma va-
riedade diferencidvel 2n-dimensional (dimensdo real), munida de um atlas formada por
cartas @ : Uy — C* = R* satisfazendo as sequintes condigoes: sempre que U, NUg # 0,

a mudanca de coordenadas

030 9a"  pa(Us NUs) = 03Uy N Up)

¢ uma fungao holomorfa de n varidveis compleras. Nesse caso, cada p, : U, — C* € uma
carta coordenada holomorfa ou, ainda, um sistema de coordenadas complexas

em M e o conjunto {(Ua, ¢a)} € um atlas complexo para M.

Segue do Teorema [3.9 que toda variedade complexa é uma variedade analitica

real. Ademais, se ¢ = (21,---,2,) € 2 = x; +iy; para 1 < j < n, entdo ¢ =
(1,91, ,Tn, Yn) é uma carta coordenada analitica de M, vista como variedade analitica
real.

Exemplo 3.13. Se M? é uma superficie riemanniana orientavel e {(p,; U,)} é um atlas

para M formado pelas cartas isotérmicas positivas (tais cartas existem por (CHERN
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(1955)), entao M é uma variedade complexa de dimensao complexa 1.
Para mostrar isso, tome « e 8 tais que U, N Uz # 0, com ¢,(q) = (u(q),v(q))
e o3(q) = (z(q),y(q)) para ¢ € U, N Ug. Entao, obtemos

o 0 0 0 o 0
<%’%>:<%%>’<%%>:0 )

o 0 o 0 o 0
<%’ a—> - <a—ya—y> ’ <a— a—y> =0 ®)

Substituindo

g0 O0rd 0yo g 0x0d 0Oyo

ou ouor " oudy v ovor  owdy

em e usando (8, obtemos as relagoes

2 2 2 2
@ + @ = @ + @ e 8_‘%% + @@ =0.
ou ou ov ov Oudv  Oudv

Encarando acima como um sistema de equagoes em 0z/0u e dy/0u, além de

usar a positividade das cartas, onde dz/0udy/dv — dz/Oudy/0v > 0, obtemos

dx Oy . dr Oy
ou v ov  ou’
que sao as equagcoes de Cauchy-Riemann @ para mudanca de coordenada, o que prova

que g o p, ! é holomorfa para todos a e 8 tais que U, N Ug # 0.

Exemplo 3.14. O n-espaco euclidiano complexo C", com o atlas formado pela aplicagao

identidade, é uma variedade complexa de dimensao n.

Sejam M uma variedade complexa de dimensao (complexa) ne ¢ = (z1,--- , 2,)
um sistema de coordenadas complexas em U C M, com z; = x; + iy;. Entao as coorde-
nadas (z1,¥y1," -+ ,Tn,Ys) formam um sistema de coordenadas reais para M em U, onde
(0/0x1,0/0y1,- -+ ,0/0x,,0/0y,) é um referencial para TM em U. Além disso, se
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entdo (0/0z1,0/0%z1, -+ ,0/0z,,0/0%,) é um referencial para T M em U, onde obteremos

o seguinte resultado.

Lema 3.15. Seja M uma variedade compleza de dimensao (complexa)n. Se (wy, -+ ,wy,)
e (z1, -, 2,) sao sistemas de coordanadas complexas num aberto U C M, entao
DL W e
owy, azj owy, 0z;°

Demonstracao. Sendo zp = xp + 1y, € wr = ug +1vg € omitindo, por conveniéncia, o ponto

p, pelas equagoes de Cauchy-Riemann @, temos

Z 8,2] 1 Oz +Z,8yj 0 —ii
owy, 82] 2 owy, owy, Oz, 0y,
. 1 (9$j _ .al’j .0yj % i . i
4 (8uk Zﬁvk + Z@uk + vy, Oz, Z@yj
8:1:]- .0yj 8 . 0
((%k +28uk) (ij Zayj)
N~ [(05 0 0w 0N (050 0y 0
2 - Ouy, Oz Ouy, 0y, Ouy, Oy;  Ouy Ox;j

1) 9 dy; 0  Ox; 0
N 2{8uk ZZ(E)vkﬁyJ+0vk8xj)}

A outra igualdade é completamente analoga. n
O préximo resultado relaciona as variedades quasi-complexas e as variedades
complexas.

Proposicao 3.16. Se M ¢ uma variedade compleza de dimensao (complexa) n e onde
(21, ,2,) € um sistema de coordanadas complexas num aberto U C M, entdo, para

p € U, o operador linear J, : T,M — T,M tal que

0 0 0 0
Ty (a—) “og ¢ 7 (ayk) = " om (9)

independe das coordenadas complexas z, = xi + iy, escolhidas e define uma estrutura

quasi-complexa em M.
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Demonstracao. Fixados p € M e uma carta coordenada complexa (z1,- - ,2,) como no
enunciado, entao J,, dado por @D, define uma estrutura complexa em 7,M. Estendendo
J,, a um operador linear em T M pondo, para cadap € M e todos u,v € T,M, J,(u+iv) =
Jyu + iJyv. Fazendo T,M* = {v € T,M%; J,v = +iv}, entdo T,M® = T,M* & T,M~
(vide o Lema A.15 de CAMINHA| (2014)).

Seja, agora, (wy, -+ ,w,) outro sistema de coordenadas complexas numa vizi-
nhanca de p € M. Denotando por I, a estrutura complexa correspondente em 7, M, bem

como sua extensao a TMC, ou seja, tal que

(G IO S (L R
b 8wk N awk P awk N 8wk’

devemos mostrar a coincidéncia de I, e J, em TM®. Para isso, é suficiente mostrar
que, em relagio & decomposi¢do em soma direta T,M® = T,M* & T,M~ induzida por
J, teremos (0/0wy), € T,M™ bem como (0/0w), € T,M*, j& que, uma vez feito isso,

obteremos

Para o que falta, veja que no ponto p e pelo Lema [3.15] obtemos

B 6zj 8 + 6 o 833‘ 8 _
owy, N ; owy, c%j < TPM ¢ owy, B ; owy, (‘%j < TpM )

]

Se M ¢é uma variedade complexa, a estrutura quasi-complexa J construida
nessa proposicao é denominada estrutura quasi-complexa candnica de M. Pelo Te-

orema [3.11] e a proposicao anterior obtemos o seguinte corolério.
Corolario 3.17. Toda variedade complexa € orientdvel.

Uma aplicacao bem relevante na teoria de variaveis complexas é o tensor de
Nijenhuis, definido em M, uma variedade quasi-complexa com estrutura quasi-complexa
J,onde N : X(M) x X(M) — C>=(M), dada para X,Y € X(M) por
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N(X,Y) =[JX,JY] - JJX,Y] - J[X,JY] — [X,Y], (10)

¢ um 2-tensor covariante em M.
Para a préxima proposicao, precisaremos estender o colchete de Lie de campos

de vetores em M a campos vetoriais complexos, pondo

(X +iV, X' +iY'] = ([X, X' - [V, Y']) +([X, Y] + [V, X']),

para todos X, X', Y, Y’ € X(M).

Proposicao 3.18. Se M € uma variedade quasi-complexa com estrutura quasi-complezxa

J, sao equivalentes:
(a) &neX(M)" =& n] € X(M)".

(b) &n e X(M)™ = [§,n] € X(M)".
(¢c) N(X,Y) =0, para todos X,Y € X(M).

Demonstragdo. Inicialmente estenderemos N a X(M)® por linearidade, isto é, pondo

N (& n) = [JE, In] = J[JEn] — JIE, In] — [€,n], (11)

para todos £,m € X(M)C.

Mostraremos a equivaléncia entre (a) e (b). Se &,n € X(M)~, entdo £,7 €
X(M)*. Supondo a validade do item (a), segue que [€,7] € X(M)*. Como [, 7] = [£.7],
teremos [£,7] € X(M)T, logo, [€,1] € X(M)~. Para mostrar que (b) implica (a), a
demonstracao ¢ andloga.

Suponha a validade de (a). Mostraremos que N (§,n) = 0, para todos &, €
X(M)C. Como X(M)® = X(M)* @ X(M)~ e N ¢ linear nas duas entradas, entdo ¢é sufi-
ciente mostrar que N'(£,n) = 0, para todos &,7 € X(M)*. Dessa forma, consideraremos

trés casos:

i. Se &,n € X(M)™*, entao JE = i€, Jn = in e, por hipétese, J[¢,n] = [, n]. Assim,
segue de (|11)) que
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ii. Se &, € X(M)~, entdo JE = —i&, Jn = —in e, por hipdtese e pela equivaléncia
anterior, J[¢,n] = —i[¢, n]. Calculando de modo andlogo ao que foi feito em i, segue
que N'(&,n) = 0.

iii. Se £ € X(M)T en € X(M)™ (o caso onde £ € X(M)™ e n € X(M)" pode ser
resolvido da mesma forma), entdo J¢ = i€, Jn = —in. Portanto, por , temos

N(&mn) = [i, —in] = J[i§,n] — JE, —in] — €, 7]

Por fim, suponha que N (X,Y) = 0 para todos X,Y € X(M). Afirmamos que
N(&,n) = 0 para todos €, € X(M)®. De fato, se £ = X +iY en = X' +4Y’, com
X, XYY" € X(M), temos

N(En) = N(X, X)) =~ NV, YY) +iN(X, YY) + N(Y, X)) = 0.

Suponhamos, agora, que £, € X(M)T, assim, J§ = i§ e Jn = in. Portanto, por ,

obtemos

= 2([& ] + i J[€, )

logo, J[&,n| = i[¢,n], conforme desejdvamos. O

Para terminar este capitulo mostraremos que o tensor de Nijenhuis é nulo em

variedades complexas, como mostra a seguinte proposigao.

Proposicao 3.19. Se M ¢ uma variedade complexa e J € sua estrutura quasi-complezxa
canonica, entio N (X,Y) =0, para todos X,Y € X(M).

Demonstracao. Conforme vimos prova da Proposicao que, se (z1,- -+, 2,) é um sis-
tema de coordenadas complexas para M, definido num aberto U C M, entao os refe-
renciais (0/0z1,--+,0/0z,) e (0/0z1,- -+ ,0/0%,) sdo bases em U, respectivamente, para
X(M)* e X(M)~. Portanto, se §,n € X(M)T, temos § = 3, a;0/0z; e n =3, b;0/0z,

para certas fungoes suaves a;,b; : U — C, logo,



2 4,9
aj@zj7 k@zk

(1200 00 0)

]8,2]‘8_% B ka_ZkaZ]

€n =

] =]

j7k

8bk aak 0

Js

Ed

— I et I +
N (a] 8zj b] aZJ) 82]‘ < X(M) ’
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Portanto, pela Proposigao |3.18] temos que N (X,Y) = 0 para todos X,Y € X(M) com a

estrutura quasi-complexa canonica J.

O
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4 DEFORMANDO METRICAS DE VARIEDADES KAHLERIANAS

Ao longo deste capitulo definiremos e discutiremos resultados a respeito de
variedades kahlerianas e campos conformes, além de deformar a métrica desse tipo de
variedade e comparar suas estruturas basicas, tais como suas conexoes de Levi-Civita e

curvaturas seccionais holomorfas.

4.1 Variedades kahlerianas

Para essa se¢ao, M sera uma variedade complexa de dimensao (complexa) n
e J sua estrutura quasi-complexa canonica.

Como a geometria de uma variedade esta relacionada com sua métrica e uma
variedade complexa estd associada a sua estrutura quasi-complexa, é natural que haja um

desejo de relaciond-las. Assim, uma métrica g = (-,-) em M é dita hermitiana se
(X,)Y)=(JX,JY)

para todos X,Y € X(M).
Vale ressaltar que toda variedade complexa pode ser munida com uma métrica

hermitiana. Para isso, basta definir, a partir da métrica g de M, o 2-tensor § por
I(X,Y) =g(X,Y) +g(JX,JY)

para todos X,Y € X(M). Dessa forma, § serd simétrico e positivo definido, além de valer

a seguinte igualdade

Com isso, § serd uma métrica hermitiana em M. Por essa razao, toda métrica g = (-, ),
a partir desse capitulo, sera hermitiana.

Seja w o 2-tensor covariante em M dado por
w(X,)Y)=(JX,Y),

para X,Y € X(M). O 2-tensor w é uma 2-forma diferencidvel, denominada forma kéahle-
riana. Para mostrar que w é uma forma diferenciavel basta mostrar que ¢é alternada, visto

que, claramente, tal tensor é suave. De fato, dado X € X(M) e devido a métrica ser her-
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mitiana, temos

w(X,Y)=(JX,Y)=(J’X,JY) = (-X,JY) = —w(Y, X).

Definicao 4.1. Seja M uma variedade complexa com estrutura quasi-complexa canonica
J. Uma métrica g em M € dita métrica kdahleriana se g é hermitiana e sua forma
kdhleriana w € fechada, isto é, dw = 0. Nesse caso, (M, J,g) é uma variedade kédhle-

riana.

Antes de nos aprofundarmos nas propriedades de variedades kahlerianas, ve-

jamos alguns exemplos relevantes.

Exemplo 4.2 (C"). A estrutura quasi-complexa canonica e a métrica euclidiana canénica
tornam C" uma variedade kihleriana. De fato, podemos identificar C* ~ R?", onde cada

elemento seu pode ser representado por (1,91, ,Zn, Yn), obtendo

0 0 0 0 0 0
<J (a—xj) ’J(a—xk» - <a—y;a—yk> = ik = <a—@’a—mk>

e da mesma forma, temos

() (&) () () () ()

para j, k € {1,2,--- ,n}, logo, sua métrica é hermitiana. Além disso, seja w sua forma

kéahleriana, obtemos

o 0 o 0
w = Z (8% axk)dx]/\dmk+z (890] a—%>dxjAdyk

i<k
8 9
" ; <<9yg 8yk) A5 N Ao
o d 8 9
= dr; A dxy + , dr; ANd
jz<3yj 0xk> e j<2k<8yj 3yk> 1o

o 0
+ Z<3x] By >dyj/\dy;c

J<

= Zéjkdxj VAN dyk = de] N dyj.
j=1

j<k
Com isso, segue imediatamente que dw = 0, visto que ddz; = 0 = ddy;.

Exemplo 4.3 (Superficies riemannianas orientdveis). Como foi visto no Exemplo m,
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toda superficie riemanniana orientavel M?, munida com atlas formada por cartas isotérmicas

positivas, é uma variedade complexa de dimensao 1. Sendo J a estrutura quasi-complexa

9 9
oz’ Oy

positiva em M, obtemos

P )-8

e, analogamente, temos

N34 0GB (8

Logo, a métrica de M ¢é hermitiana e, como toda 2-forma em M ¢é fechada

canonica de M? e ( ) a base coordenada correspondente a uma carta isotérmica

(visto que M tem dimensao riemanniana igual a 2), entao (M, J, (-, ).

Exemplo 4.4 (Produto de variedades kdhlerianas). Sejam M; e M, variedades kédhleria-
nas com estruturas quasi-complexa J; e Jy e formas kahlerianas w; e wsq, respectivamente.
Denotaremos as métricas de M; e My por (-,-). Tomando M = M; x M, é imedito
que M é variedade complexa pela métrica produto. Além disso, J serd sua estrutura

quasi-complexa, dada por J = (Ji, J3), ou seja,
J(Xla XZ) - (J1X17 J2X2)7

para todos X; € X(M;) e Xy € X(M>).
Com isso, afirmamos que M é uma variedade kdhleriana com a métrica pro-
duto, denotada também por (-,-). De fato, tomando X;,Y; € X(M;) para i € {1,2},

temos

(J(X1, Xp), J(Y1,Y2)) = ((iXy, JaXa), (/iY1, J2Y2))
(J1 X1, J1Y1) + (JoXs, JoY5)
= (X1, V1) + (X2, Y2)
(

(X1, Xz), (Y1, Y2)),

mostrando que a métrica produto é hermitiana. Ademais, denotando m; : M — M, as

projecoes canonicas e sendo w a forma kéhleriana de M, obtemos
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w((X1,X2),(Y1,Y2)) = (J(X1,X2),(V1,Y2)) = ((J1 X1, J2Xo), (Y1, Y2))
(J1X1,Y1) + (S X0, Ys) = wi (X1, Y1) + wa(Xs, Y5)
(miwi) (X1, X2), (Y1, Y2)) + (mowe) (X1, X2), (Y1, Y2))
(77

Tiwy + mws) (X1, X2), (Y1, Y2)),

ou seja, w = mjwy + mywy. Portanto,

dw = dmjw; + dmjws = mydwy + m5dw, = 0.

Usando o fato do tensor de Nijenhuis ser identicamente nulo numa variedade
complexa com estrutura quasi-complexa canonica, conforme mostrado na Proposigao|3.19,
podemos estabelecer um critério, necessario e suficiente, para saber quando a forma kéahle-

riana é fechada numa variedade complexa com métrica hermitiana.

Teorema 4.5. Se M € uma variedade complexa com métrica hermitiana g = (-,-), estru-
tura quasi-complexa J e conexao de Levi-Civita V, entao M ¢é kdhleriana se, e somente
se, VxJ =0, para todo X € X(M).

Demonstracao. Seja w a forma kdhleriana de M com métrica hermitiana g = (-, -). Como
w € Q*(M), pela Proposigao [2.11] temos

(dw)(X7 Y7 Z) = (VX("'))(Y7 Z) - (VyW)(X, Z) + (VZW)(Xa Y)a (12)
para todos X,Y, Z € X(M). Além disso, sabemos que

(Vxw)(Y,2) = X(w(Y,2)) - w(VxY,Z) —w(Y,VxZ)
= X (JY,Z) = (JVyY,Z) = (JY,VxZ)
= (VyJY,Z) = (JVxY, Z)
= (VxJ))Y,Z).

Aplicando esse resultado em , obtemos

Dessa forma, supondo VxJ = 0 para todo X € X(M), temos imediatamente,
por , que w sera fechada, logo M sera kahleriana.

Reciprocamente, seja M variedade kihleriana. Sendo N o tensor de Nijenhuis
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de M e como J? = —Id, temos

NX,)Y) = [JX,JY]-J[JX,Y] - J[X,JY] - [X,Y]
= VyxJY =V JX — J(VxY — VyJX)
— J(VxJY =V X)=VxY +Vy X
= (Vyx )Y = (Vi )X + J(Vy )X — J(VxJ)Y. (14)

Usando (VJ)J+JVJ = 0, pois J> = —Id, (13), o fato de M ser uma variedade
kihleriana na métrica g, e N' =0, visto na Proposi¢ao [3.19 obtemos

dw )(X Y, Z) (dw)(JX,JY,Z) =

(VJXJ)JY Z> + (Vyy NIX, Z) — (VzJ)JX,JY)

(=A(Vx )Y, Z) = (=J*(Vy )X, Z) + (V2J)X,Y)

+ (J(Vux )Y, Z) = (J(V )X, Z) +(J(VzJ]) X, JY)

(= (Vx )Y + JA(VyJ)X + J(Vx )Y = J(Vy )X, Z) +2((V5J)X,Y)
(IN(X,Y), Z) +2((V2])X,Y)

2((Vz)X,Y),

(
(
(

para todos X,Y,Z € X(M). Portanto, (VzJ)X,Y) = 0 para todos X,Y,Z € X(M),
assim, VxJ = 0 para todo X € X(M).
[

Corolario 4.6. Se (M, J,g) € uma variedade kihleriana, entio VxJY = JVxY, para
todos X,Y € X(M).

Demonstragao. De fato, dados X,Y € X(M) quaisquer, temos
VxJY = (VxJ)Y + JVxY = JVxY,
pois (M, J, g) é uma variedade kdhleriana, logo VxJ = 0, para todo X € X(M). ]

Posteriormente, segue um teorema que mostra uma versao complexa do Teo-
rema de Cartan para formas especiais, que omitiremos a prova, pois sua demonstracao
foge do escopo deste trabalho. Para isso, precisamos definir a curvatura seccional holo-
morfa. Seja (M, J,(-,-)). Fixados p € M e X, € T,M \ {0}, a curvatura seccional
holomorfa K(X,) de M em p, na direcao de X, é a curvatura seccional de M (vista

como variedade riemanniana) segundo o plano gerado por X, e J,X,,.



47

Teorema 4.7 (Hawley-Igusa). Se M e M’ sao variedades kdihlerianas n-dimensionais
completas e simplesmente conexas, ambas com mesma curvatura seccional holomorfa cons-

tante, entao M e M’ sdo isomorfas.

Demonstragao. Veja o Teorema 7.9 do capitulo IX de KOBAYASHI and NOMIZU]| (1969)).
]

Para finalizar esta secao, enunciaremos a versao complexa do teorema de de-
composicao de De Rham munida de uma métrica kahleriana. Assim como no teorema

anterior, omitiremos a prova, pois a demonstragao transcende os objetivos deste trabalho.

Teorema 4.8 (de decomposi¢ao de De Rham, versdo complexa). Seja My x My x -+ - x M,
uma decomposicao de De Rham para uma variedade kdhleriana coneza, simplesmente co-
nexa e completa M. Entao My, My, --- , My, sao todas variedades kahlerianas e a isometria
entre M e My x My x --- x M, € holomorfa.

Demonstragao. Veja o Teorema 8.1 do capitulo IX de KOBAYASHI and NOMIZU! (1969).
O

4.2 Campos conformes fechados

Os resultados centrais deste trabalho envolvem a existéncia de campo con-
forme fechado em variedades kéhlerianas. Entretanto, a definicao de tais campos nao
esta restrita a variedades complexas. Por isso, inicialmente definiremos e mostraremos os
principais resultados dessa estrutura em variedades riemannianas quaisquer, para, poste-

riormente, relaciond-la com variedades kéahlerianas.

Defini¢ao 4.9. Seja (M, g) uma variedade riemanniana. Dizemos que £ é um campo

conforme fechado se existe 1) € C*°(M), chamada de fator conforme de &, tal que
vX& - ¢X7

para todo X € X(M).

Observagao 4.10. Seja £ um campo conforme fechado numa variedade riemanniana M.
Assim, £ é paralelo se, e somente se, £ é campo de Killing. De fato, se £ é paralelo,
entdo Vx& = Vy& = 0 para todos X, Y € X(M), logo, (Vx&,Y) + (Vy&, X) =0 e pela
Proposigao [2.9] £ é campo de Killing. Reciprocamente, se £ é um campo de Killing e v
seu fator conforme, entao, pela Proposi¢ao 2.9, 0 = 2(Vx&, X) = 2¢ (X, X) para todo

X € X(M). Assim, 1) =0, como querfamos mostrar.

Seguem alguns exemplos de campos conforme no R” e em S™.
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Exemplo 4.11. Naturalmente, qualquer variedade riemanniana possui um campo con-
forme fechado, o campo identicamente nulo ¢ = 0, com fator conforme ©» = 0. No
R", os campos Z(z1, -+ ,&n) = ».o pi0/0x; e {(xy,--+ ,x,) = Do x;0/0x;, para
(p1, -+ ,pn) € R" fixado e (z1, -+ ,x,) € R" qualquer, sdo conformes. De fato, como
os simbolos de Christoffel Ffj sao identicamente nulos, para quaisquer i, j, k € {1,--- ,n},

no espaco euclidiano, entdo para qualquer X = >""  X,;0/0z; € X(R"), temos

& 0
VxZ = ;X(pi)%zo

- 0 - 0
i=1 v i=1 v

Portanto, Z e £ sao campos conformes com respectivos fatores conformes ¢z = 0 e ¢ = 1.

Exemplo 4.12 (Campo conforme fechado em S™). Sejam Z, N € X(R"*!), onde Z é um
campo constante e N é o campo posi¢ao, mostrado no exemplo anterior. Restringindo
tais campos a esfera unitaria S C R""! temos que ¢ := Z — (Z,N) N € X(S"), onde
(-,-) é a métrica candnica do R"". Seja p = (Z, N). Afirmamos que £ € X(S") ¢ um
campo conforme fechado de fator conforme 1) = —p. De fato, consideremos V e V as
conexoes de Levi-Civita, respectivamente, de R"™! e S". Tomando p € S", (1, , Tpy1)
um referencial geodésico em R™*! saindo de p, X € X(S") e usando o fato dos simbolos
de Christoffel serem identicamente nulos no R"™!, temos em p (mas omitindo a notacao

por simplicidade)
Vi€ = (X (&) :z:)
- ZX (Z,z;) — (N, Z) (N, z;)) :c)

= Z_<<VXNJZ> <N7xl>+<N7Z> <VXN;IZ>)«Tz>

i

i

T
= Z—(<X,Z><N,l’z>—|—p<X,x,>)JJz>

= (- (X, 2)N = pX)" = —pX,
onde usamos o fato de Y =Y. (Y, z;) 2; para qualquer Y € X(R"*!), além de considerar

extensoes de ¢ e X para R"™. Como o resultado vale para cada p € S™, obtemos o

resultado desejado.

Proposicao 4.13. Seja M uma variedade riemanniana n-dimensional. Se £ é um campo
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conforme fechado e 1 seu fator conforme, entdo

w:divf‘

n

Demonstragdo. Sejam p € M e {e;};_, uma base ortonormal de T,M. Assim, pela de-

finicao de divergente e como & é campo conforme fechado, entao

n n n

div E(p) =Y (Ve &ier) =Y (@(ples,er) = (p) Y (eir e5) = nib(p).

=1 =1 =1

Como p foi tomado arbitrariamente, entao div & = n. m

Para as préximas proposigoes denotaremos 6y, dado X € X(M), como o 1-
tensor definido por Ox(Y) = (X,Y), para todo Y € X(M). Além disso, definiremos o
2-tensor simétrico 0% = Ox ® Oy, isto é, 0% (Y, Z) = 0x(Y)0x(Z) = (X,Y) (X, Z), para
todos Y, Z € X(M).

A proposigao a seguir nos mostra a relacao do fechamento com campos con-

formes, por isso, é comum denominar tais campos de campos conformes fechados.
Proposicao 4.14. Seja (M, g) uma variedade riemanniana. Se & é um campo conforme

fechado, entdao 0 ¢ uma I1-forma fechada.

Demonstragao. Dados X,Y € X(M) quaisquer e usando a férmula de derivada exterior,

temos

(dO)(X,Y) = X(0(Y)) = Y(0e(X)) — 0 ([X, Y])
= X<£7Y>_Y<£>X>_<€7[X’YD
= <VX€7Y>_<VY£7X>:w<X7Y>_w<Y7X>
= 0.

O

As préximas proposigoes relacionam condicoes de existéncia e unicidade de

campos conformes e sua relacao com seu fator conforme.

Lema 4.15. Um campo vetorial conforme & em M é determinado unicamente pelos valores
de i, Vb, £ e VE em um ponto de M.

Demonstracao. Veja as Preliminares de (OBATA (1970)). O



50

Proposicao 4.16. Seja M uma variedade riemanniana de dimensdo n > 2. Se & € campo
conforme fechado nao trivial, isto €, & nao € identicamente nulo, entao div & nao se anula

em nenhum ponto de M.
Demonstracao. Veja a Proposicao 4.1 de OBATA| (1970)). O

O resultado adiante foi provado em ROS and URBANO) (1998) e nos fornece
expressoes para o gradiente, divergente e tensor de Riemann envolvendo campos confor-

mes.

Proposicao 4.17. Seja & um campo conforme fechado nao trivial em uma variedade

riemanniana M de dimensao n. Entao

(a) Os gradientes de |¢|* e do divergente de & sio dados por

vigr = X (15)
€7 V(div §) = —nRic(§)E, (16)

onde Ric denota a curvatura de Ricci normalizada, isto é€,

1

Ric(X)(p) = —— > (R(X,e) X, e)

)

para {e1,- - ,e,} uma base ortonormal de T,M.
(b) O tensor curvatura (de Riemann) R de M satisfaz

€1? R(X,Y)¢ = Ric(€) (Y, €) X — (X,&)Y), (17)

para quaisquer X,Y € X(M).
(c) Sen > 2, entao os zeros de & sdo isolados.
Demonstragdo. Sejam p € M e {e;};_, uma base ortonormal de T,M. Assim, { =

Yo, (€ e)e; em p. Ademais, para i € {1,--- ,n}, temos

€i (§.€) (p) = 2(Ve& ) (p) = 20(p) (€ &) (p)-

Dessa forma, usando a definicao de gradiente, a relacao acima e Proposicao
4.13] obtemos

n

VIEP = D el&e=> 20 e =20 (& e)e
i=1 =1

=1

~2div €

n

§
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em p. Como p foi tomado arbitrariamente, entao vale em toda M.
Sabemos que se f € C*(M), entdo X(f) = (X, Vf) para todo X € X(M).

Com isso, usando (|15]), temos

Hessy |€° (X, Y) = (VxVIE?,Y) = (Vx(20€),Y)
— <%X(div §)§+2wvx£7y>

2
= 2(X V(div ) (6Y) + 207 (X, 1), (18)
para quaisquer X,Y € X(M). Como os tensores Hessy, |§|2 e (-, -) sao simétricos, obtemos

(V(div ), X) (£, Y) = (V(div §),Y) (£, X) .

Com isso, tomando p € M e {e;};_, uma base ortonormal de T,M e fazendo X = e;, para

ie{l,---,n},eY = temos, em p,
(V(div €), ;) (£, &) = (V(div €),&) (€, e:) - (19)

Como V(div &)(p) = >_1, (div &, €;) (p)e; e usando ([19), obtemos

n

€2V (div ) = Zlfl V(div &), e)es = > (V(div €),€) (& es)

=1

_ (Vv )8 (20)

em p. Contudo, essa férmula vale para qualquer p, logo, vale para todo M.

Além disso, usando o fato de £ ser campo conforme fechado e a Proposicao

M.13] temos

EPRX,Y)E = ¢ {VyVx&—VxVy&+ Vixyié}
= [P {Vy¥X — VxoY + ¢ [X, Y]}
= [PV, YV X —(V, X)Y +9Vy X — VY +9[X, Y]}
= % {(€ V(div €),Y) X — (|¢ V(div ¢), X) Y}

= (Vv 0,0 {(6Y) X~ (£, X) V). (21)

para quaisquer X,Y € X(M).

Dessa forma, para provar e , devemos mostrar que vale a equagao
nRic (§) = —(V(div &),&). Para isso, mostraremos que tal resultado vale em um ponto
p arbitrario, logo vale para todo M. Se £(p) = 0, para algum p € M, entao essa férmula

vale trivialmente. Caso contrério, assim como fizemos anteriormente, tomaremos {e;};_,
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uma base ortonormal de T,M, e faremos X =& e Y =¢; em , onde obtemos

Ric (€) = — 3 (R(€ e, e) = — d”fm Z<|§\ (&) Ee)

n — 1 i1 n(

@8 (e ) V@O

= n(n—l) |€|2 < |§| ;(5» Z> > n(n—l) ‘6’2< 1) |§|
(T .o -

Como vale para todo M, aplicando esse resultado em e obtemos, respec-
tivamente, e .

Para o que falta, pela Proposi¢ao[d.16], temos que div £ nao se anula em nenhum
ponto de M quando n > 2. Seja p um ponto critico de [€]*. Assim, X (|¢|*)(p) = 0 para
todo X € X(M). Dessa forma, 2 (Vx&, &) (p) = 2¢ (X, &) (p) = 0, logo, p um ponto critico
de |£|2 se, e somente se, {(p) = 0, ja que div £ # 0 e X um campo qualquer. Assim, se
p é um zero de ¢ e aplicando em (I8), entao Hessy |¢[° (X,Y)(p) = 2¢(p)%(X,Y) para
todos X,Y € X(M), onde temos que Hess); |£ |2 ¢ positivo definido em todo ponto critico
de [¢ ]2, portanto, p nao é ponto degenerado, logo, pelo Teorema , todos os seus pontos
criticos sao isolados e, consequentemente, os zeros de £ sao isolados.

m

Nos préximos teorema e exemplo, iremos perceber que a existéncia de campos
conformes nao triviais em certas variedades riemannianas podem revelar alguma rigidez

nessa estrutura.

Teorema 4.18 (Tanno-Weber). Seja M uma variedade riemanniana com curvatura es-
calar constante S > 0. Entao M € globalmente isométrico a esfera se M admite um campo

vetorial conforme & nao trivial que se anula em algum ponto de M.
Demonstragao. Veja o Teorema 1 de TANNO and WEBER/ (1969)). ]

Exemplo 4.19. Seja (M™,J, g, V) um espaco compacto, simétrico, dimensao real m e
curvatura escalar positiva. Se Hjn(M) = {0} e M nao é isométrico a S™, entao M nao
possui um campo vetorial conforme. Suponha que exista um campo conforme fechado
£ € X(M). Como a 1-forma 0 é fechada, ela deve gerar um elemento [0¢] € Hj,(M), logo
[0¢] = 0. Por sua vez, isso implica que £ = V f, para f € C*°(M). Como M é compacta,
entao f possui, pelo menos, dois pontos criticos, logo & possui dois zeros em M, ja que
f assume maximo, minimo e £ = Vf. Uma vez que M tem curvatura escalar positiva, o
Teorema [4.18| garante que M ¢é isométrica a esfera, o que contraria a hipotese. Portanto,

M nao possui campo conforme fechado nao trivial.
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4.3 Variedades kihlerianas munidas de campo conforme fechado

O objetivo dessa secao é deformar a métrica de uma variedade kahleriana,
comparando suas estruturas basica, para que, no proximo capitulo, possamos compreender
a rigidez dessas variedades que possuem campo conforme fechado nao trivial.

No préximo teorema definiremos uma nova métrica kahleriana, denotada por
g, a partir de uma métrica kihleriana dada, denotada por g = (-,-). Por isso, ao longo

dessa secao, escreveremos ]5\2 = (£, &) = g(&,€) para € campo vetorial.

Teorema 4.20. Sejam (M, J, g = (-,-)) uma variedade kihleriana com conexdo de Levi-
Ciwita V e & € X(M) um campo vetorial conforme em M, com fator conforme 1. Se
€] < ¢ em M, para uma constante positiva ¢ e p = (c — |£]*)7, entdo o 2-tensor

simétrico covariante
g =g+ p12(0F +0%) (23)
define outra métrica kdhleriana em (M, J).

Demonstragio. Como p > 0 e g, 67 e 63, sdo positivos definidos, entao o 2-tensor g é
positivo definido e define uma métrica em M. Além disso, g ¢ métrica hermitiana. De
fato, para X,Y € X(M) e denotando g = (-, ), temos

GUXIY) = p(JX,JY) + (& JX) (€ TY) + (JE JX) (J§, TY))

= p(X,Y)+p? ((JE X) (JEY) + (€, X) (£, Y))
= g(X,Y),
ja que g é métrica hermitiana.
Para o que falta, devemos mostrar que @ é fechada. Tomando X,Y € X(M),

obtemos

D(X)Y) = gUX)Y)=p(JX,Y) +p° (£, JX) (£,Y) + (JE, JX) (JE,Y))
= pw(X,Y) + p?(0¢(X)0(Y) + 0¢(X)0,¢(Y))
= uw(X,Y) 4+ p?(0: A Ose)(X,Y)

e, com isso,
(D:,IJJW—F/Lng/\QJé.
Como w e ¢ sao fechados, temos

di = dp A w + 2udp A Og A 0 ge + 1120 A dfge. (24)
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Calculando dp isoladamente, para X € X(M) qualquer, obtemos

du(X) = X(u) = (c— ) 2X (£,€)
= 27 (Vx&,€) = 2p° (X, &)
= 2¢M28€(X)7

isto é,
d[L = 21/]#295

Para obter uma expressao para dfl j¢, usaremos a férmula de Koszul para deri-
vada exterior e o coroldrio Assim, sejam X,Y € X(M), temos

dise(X,Y) = X(JE(Y)) +Y(JE(X)) — 04¢([X.Y])
= X (J§Y) Y (J§X) — (JS§[X,Y])
= (VxJ&Y) —(VyJE X)
= (JVx&Y) = (JVy{ X)
= (J(WX),Y) - {J(¥Y), X)
= 20 (JX)Y) =20w(X,Y),

ou seja, dfl ;e = 21pw. Substituindo as expressoes obtidas de dp e df ;e em (24) e usando o
fato de 0; N 0 = 0, finalmente, obtemos

dw = Qw,uz@g ANw + 4wu59§ A\ 95 A\ 9]& — ,u295 A (wa) =0.
[]

Mostraremos a seguir, que sob certas condigoes, a variedade (M, §) é completa,
com ¢ a métrica definida no teorema anterior. Um caminho natural para mostrar tal
propriedade seria usar o Teorema de Hopf-Rinow, contudo o Lema da curva divergente,

que provaremos a seguir, serda mais eficiente para mostrar a completude de (M, g).

Lema 4.21 (da curva divergente). Uma curva divergente em uma variedade riemanniana
M € uma aplicagao diferencidvel ~y : [0,400) — M tal que para todo compacto K C M
existe um to € (0,400) com y(t) ¢ K parat > ty. Seja l(y) o comprimento de . Dessa

forma, M € uma variedade completa se, e somente se, l(y) = 400.

Demonstracao. Suponhamos que M seja completa. Dessa forma, existem K,, n € N,
onde cada K,, é compacto, K,, C int K, 11, UpenK,, = M e para p € M fixado e g, ¢ K,,

entao d(p, q,) — +oo. Com isso, tome v : [0, +00) — M uma curva divergente. Fixando
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p =~(0) e como v é curva divergente, entao para cada n € N, existe t,, € (0, +00) tal que

Gn = 7(t,) ¢ K,. Logo, pela completude de M, obtemos

I(y) = lim I(yo.) > Jim d(p, ¢n) = +00.

n—-+00

Portanto, I(y) = +o0.

Reciprocamente, suponha que M nao é completa. Assim, queremos mostrar
que existe uma curva divergente v : [0,4+00) — M com I(7y) < 4o00. Considere uma
geodésica nao estendivel 7y : [0,a) — M. Afirmamos que v é uma curva divergente.

Suponhamos, por contradi¢ao, que exista um compacto K tal que v([0,a)) C
K. Fazendo (t,),en uma sequéncia crescente de reais onde t, — a e t,, € [0,a) e deno-
tando ¢, := (), entdo (¢n)nen ¢ uma sequéncia em K, que é compacto, logo g, possui
subsequéncia convergindo para um ¢ € K. Sejam (¢, )ren tal subsequéncia e B,(¢g) uma
vizinhanga normal de ¢, onde exp, : B,(0) = B,(q) ¢ um difeomorfismo. Como B,(q) ¢
aberto, existe ky € N tal que se ny > ko, entdo ¢,, € B,(¢). Tome « : [tg,,a +¢) - M
uma geodésica em B, (q), tal que a(tx,) = v(tk,), & (tr,) =7 (tg,). Como a tem as mes-
mas condigdes iniciais de 7y, o) € como exp, : B,(0) = B.(¢) ¢ um difeomorfismo, entao
[ty.0) = Vltgra)> MAS

7= kgrfoo e = kl—iffoo’}/(tnk) - kglfooa(tn’“) = ala)
Logo, « estenderia v, o que, por hipotese, ¢ um absurdo. Portanto, nao existe compacto
que ¥([0,a)) C K e, assim, v é curva divergente.

Para o que falta, seja 4 : [0,+00) — M uma reparametrizagdo de -y, logo,
[(¥) = I(ry). Como 7 é geodésica, entao |y'(t)] = ¢ € [0,+00), para todo t € [0,a). Dali,

obtemos
I7) = U(7) < / 7/ (8)]dt = ca < +o0,
0

como queriamos mostrar.
O

Proposicao 4.22. Sob as hipoteses do Teorema e supondo que 1 € limitado e nao
se anula fora de um subconjunto compacto em M. Se |€]° : M — [0,400) € propria e

supy, [€° = ¢, entdo (M,§) € completo.

Demonstracao. Seja l~() a distancia com respeito a g. Usaremos o LemaMpara mostrar

que (M, J, g) é completa. Com isso, tome uma curva divergente « : [0, +00) — M, assim,
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queremos mostrar que [ (7) = +o0. Inicialmente, observe que

3(v,0) = pg(v,v) + P2 (€ 0)" + (JE0)7) = (u (€, 0))?,

para qualquer v € X(M).
Seja K C M um conjunto compacto tal que ¥ # 0 em K€ e tyg > 0 tal que
v(t) ¢ K para t > to. Tomando sup,, || = o < 400, obtemos

o) = [ 3079760 2ds = [ ) (€))7 (0 ds
t 1 1

W DO o=l 00D Vroslds

1]/t 1 d )

> 5|, e OO

= - llos(e €y (10)) ) ~Tog(e — [€1(s)P)].

Tome £ > 0. Como |€]* é prépria, |€]° < ¢ e supy, |€]> = ¢, entdo existe um
subconjunto L. de M tal que ]§|2 > c—eem LS Como v é divergente, entao existe t. > ¢

tal que y(t) € LS para t > t.. Assim, para t > tg, t., temos

~ 1
[(0,9) = %(108;(0 — [€(v(to))[?) — loge),
logo, Z('Y) = limy 1 Z(’Y|[o,t}) = +00. O

Exemplo 4.23. Seja (N"!, Jy,gn) uma variedade kihleriana de dimensdao complexa
n—1e T o toro plano com estrutura quasi-complexa canonica. Seja M™ = N x T uma
variedade kahleriana com métrica e estrutura quasi-complexa produto. Além disso, se T
é o quociente de um ladrilhamento £ em R? e Z um campo vetorial constante na direcao
de um dos vetores do ladrilhamento, entao Z é um campo paralelo, e também conforme,

em T, que pode ser levantado paralelamente em M.

O resultado central dessa secao é relacionar a curvatura seccional holomorfa
de (M, J,g) e (M,J,g). Antes disso, serd necessario relacionar suas correspondentes

conexoes, como mostra a proxima proposicao.

Proposicao 4.24. Sejam (M",J, g) uma variedade kéihleriana, & € X(M) um campo
vetorial conforme tal que |£\2 < c € (0,+00) e g a métrica kihleriana dada em . Para
quaisquer X, Y € X(M) eV e %, respectivamente, as conexdes de Levi-Civita de g e g,

entao

ViV = VxY +9u((E,XDY +(&Y) X+ X)JY +({,Y)JX), (25)
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onde ¢ € o fator conforme de & e = (c — \5]2)_1.

Demonstragao. Escrevendo g = (-, ) e tomando quaisquer X,Y, Z € X(M), temos

(VY. Z) = 2 (VxY,Z)+ 242 (VxY,€) (€. 2) + 22 (VY. JE ) (JE, 2)
— 2 <€XY, Z> +ou <;L <€XY, g> ¢, Z> +ou <<,ﬁXY, J£> JE, Z>
= 2 (VY + (V€ €+ u (VY. JE) JE 7). (26)

Por outro lado, usando a férmula de Koszul, obtemos

29(VxY,Z2) = X(g(Y,2))+Y (9(Z,X)) - Z(9(X,Y))
— 9(X[Y, Z]) +9(Y, [Z, X]) + 9(Z, [X, Y]). (27)

Como p = (c— [£]*)7!, entdo X (1) = 2¢(c — [¢]°) 72 (¢, X) = 2yp? (€, X) e
X (p?) = 4yp® (€, X). Com isso, temos

XGYV.2) = 2002 (&.X) (Y.Z) + pX (Y, Z)
(&.Y) (6, 2) + (JEY) (&, 2))

{
{
(X,Y) (€, 2) + (& VxY) (£, 2))
{
{
{

lsllie’

§Y) (X, 2) +(§Y) (£, Vx 2))
IX,Y)(JE, Z) + (JE,VxY) (JE, Z))
JEY)(IX, Z) +(JE,Y) (JE, VxZ)). (28)

+ 4+ + o+ +

Além disso, temos
(X, Y], 2) = p (X, Y], Z) + p* (&, [X, Y]) (€, Z) + (J&, [X,Y]) (JE, Z)) . (29)

Nosso objetivo é obter uma expressao para 2’g‘/(6 xY, Z) em fungao das equagoes
e . Para isso, definiremos S; : X(M)xX(M)xX(M) — R, parai € {1,2,3,4,5,6, 7},

onde

( ) = 2 (€, X) (Y, Z),

( ) = wX({Y,2),

S3(X,Y,Z) = 4pp’ (€, X) ((§,Y) (€ 2) + {JE,Y) (JE, Z)),
( ) = 1§ VxY) (6 2) + (€ Y) (6, VxZ)

+ (J& VxY) {JE, Z) + (JE,Y) {JE,Vx Z)),
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Ss(X,Y,Z) = p (W (X,Y) (€ 2) +v(&Y) (X, Z)

+ Y (JX,Y) (IS Z) + 0 {J§,Y) (JX, Z)),
Se(X,Y,2) = p(lX,Y],Z) e
SHX.Y.Z) = ({6 [X,Y) (6, 2) + (J&, [X,Y]) (J&, Z)).

Com isso, X (§(V,2)) = Y0, Si(X,Y,Z) e G([X.Y],Z) = Ss(X,Y, Z2)
S:(X,Y,Z). Além disso, definimos S; : X(M) x X(M) x X(M) — R por S;(X,Y, Z)
Si(X,Y, Z)+ Sy(Y,Z,X) — Si(Z,X,Y). Dessa maneira, 2§(VyY, Z) = Zzzlgi(X, Y, 7).

Calculando os S; usando as propriedades da conexao de Levi-Civita, temos

+

S(X.Y,Z) = 2 (€. X)Y + (£Y) X, Z) — (€.Y) (X.Y)),

Sa(X,Y, Z) + 56(X.Y. Z) = 2u(VxY.Z),

Si(X,Y,Z) = P&, X)(EY)E+ (6 X) (JEY) JE
+(JE,X) (6,Y) JE — (JE, X) (JEY) €, Z)

SiX,Y, Z)+ 51X, Y. Z) = u*((VxY.€) €+ (VxY.€) JE, Z)

S5(X,Y.Z) = P(((JE,Y) JX +(JE§, X) JY, Z) + (§,Y) (X, Y)).

Assim, obtemos

25(VxY,2) = Y SiX,Y,2) = (VXY + ¢u((, X)Y + (£,Y) X)

200 ({6, X) (€, Y) € + (£, X) (JE,Y) JE)

2 ((J€, X) (€,Y) J§ = (J§, X) (JE.Y) §)

pUVxY,§) £+ (VxY, ) JE)

pp((JE,Y) IX + (JE, X) JY, Z). (30)

+ + + o+

Como Z € X(M) foi escolhido arbitrariamente, entao comparando e (30)),

temos

VY — VY + u <6XY VLY, 5> £+ p <€XY L VLY, J5> JE =
= Yp((&X)Y +(Y) X + (JEY) JX + (J§, X) JY)
+ 20p® ({6, X) (€,Y) — (JE, X) (JE,Y)) €
+ 20p® ({6, X) (JEY) + (JE, X) (£,Y)) JE. (31)

Denotando W = VxY — VY e uF(X,Y) como o somatério do lado direito
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de , obtendo a seguinte equagao
W 1 (W, €) € + (W, JE) JE = pF(X,Y). (32)
Fazendo o produto interno (g) em com & e JE e, lembrando que, por
definigao 14 p (€, €) = cu, encontramos
(W.&) =cHF(X,Y),§) e (W JE)=c (FX,Y),JE).

Dessa forma, pode ser reescrita por

W= uF(X,Y) = (FIX,Y),§) € — ¢ (F(X,Y), JE) JE). (33)

Por fim, como (J¢, &) = 0, obtemos

(F(X,Y),8) 2¢ ({6, X) (& V) (1 + (€, ) — (JE X) (0 JE V) (1 + 1 (€, €)))

e, similarmente, temos

(F(X,Y),J§) = 2¢puc((§ X) (J&,Y) + (J§ X) (£, Y)).

Portanto, usando os resultados anteriores e (33)), obtemos

ViV = V¥ + (& X)Y + (6 V) X + (6, X) JY + (£, V) JX)
[l

Em uma variedade hermitiana de dimensao complexa n, chamamos de refe-
rencial hermitiano (local) em um aberto U um refencial ortonormal com a estrutura do
tipo (e, Jey, -+ ,e,,Je,). O préximo lema nos mostra que numa variedade kdhleriana
M, para cada p € M, existe uma vizinhanca U de p que possui um referencial hermitiano

que é geodésico.

Lema 4.25. Se (M",J, g) € uma variedade kihleriana e p € M, entao eriste uma vizi-

nhanca U C M de p e um referencial hermitiano em U que € geodésico em p.

Demonstracao. Primeiramente mostraremos a existéncia de uma base hermitiana em
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T,M. Para isso, seja ey € T,M. Como M ¢é hermitiano, (Jey, Jey) = (e1,e1) = 1
e

<J61,61> = <J261, J61> = <—€1, J€1> = — <J€1,€1>,

com isso, (e1, Je;) = 0 e, assim, {e1, Je;} é um conjunto ortonormal em T, M.

Tome, agora, um vetor e; € T, M ortogonal a e; e Je;. Analogamente, temos
(Jeg, Jea) =1, (Jeg,e9) = 0e (Jea,e1) = — (ea, Jey) = 0= (e9,e1) = (Jea, Jey). Assim, o
conjunto {ey, Jey, ez, Jea} é ortonormal em 7M. Dessa forma, repetindo esse argumento
n — 2 vezes, chegamos a um conjunto ortonormal {ey, Jey, - ,e,, Je,} em T,M.

Para o que falta, tome U C M uma vizinhanca normal de p e um referencial

/

ortonormal {ey, €], -+, e,, e

} em U, que é geodésico em p, com €;(p) = Je;, para i €
{1,---,n}, conforme vimos sua existéncia no Proposigao . Queremos mostrar que
ei = Je; em U. De fato, dado ¢ € U, tome a geodésica radial v : [0,1] — U, tal que

7(0) = p e 7(1) = ¢q. Dessa maneira, pelo Corolario [4.6] obtemos

D
%Jei =VyJe = JVye =0,

o que mostra que Je; é paralela ao longo de 7. Como €}(p) = Jyer = (Je;)(p), pela
unicidade do transponte paralelo, temos e; = Je; ao longo de +, assim, e, = Je; em gq.

Portanto, o refencial hermitiano {e, Jey, - ,e,, Je,} em U é geodésico. O

Lema 4.26. Seja (M",J, g = (-,-)) uma variedade kihleriana de dimensdo complexa n,
com conexao de Levi-Civita V e £ € X(M) um campo vetorial conforme em M, com fator

conforme . Se |€]* < ¢ em M, para uma constante positiva ¢ e = (¢ — |€*)~", entdo,
dado X € X(M), temos

X(n) = 200> (X,€) e JX(u) = —20p® (X, JE). (34)

Além disso, em cada ponto onde & nao se anula, temos

-~ ~

X(@) = —Ric(§) (X, &) e JX() = Ric(§) (X, JE), (35)

onde € = €/ |€|.

Demonstragao. Para a primeira parte, basta derivar y = (c— |§|2)_1 em relacaoa X, JX €

X(M) e usar o fato de £ ser campo conforme fechado, assim, temos

X(p) ==X (= (6,8) = 20p* (X, €) e JX(pu) = —2¢p* (X, JE) .

Para a segunda parte, como a dimensao complexa é o dobro da dimensao riemanniana de
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M e & é campo conforme fechado, pela Proposicao [4.13] temos

_div ¢

v 2n

e pela Proposicao [4.17, obtemos
€° V(div €) = —2nRic(€)E.
Em particular, em cada ponto de M onde & # 0 e usando as equagOes anteriores, temos

Vi = —Ric(€)¢.

Portanto, usando a definicao de gradiente, entao para pontos de M onde £ # 0, obtemos

~

X(¥) = (X, Vy) = —Ric(§) (X,§) e

o~ o~

JX(¢P) = —Ric(§) (J X, §) = Ric(§) (X, JE)

como queriamos demonstrar.

]

Toda secao tinha por objetivo chegar no proximo teorema, que relaciona a

curvatura seccional holomorfa de (M, J,g) e (M, J, g).

Teorema 4.27. Sejam (M, J, g = (-,-)) uma variedade kihleriana com £ € X(M) um
campo vetorial conforme em M com zeros isolados, onde 1) € seu fator conforme, \5]2 <c
em M, para uma constante positiva ¢, n = (¢ — [€]°)™" e § a métrica de (M, J) dada
em . Além disso, dado p € M, X € T,,M wunitdrio com respeito a g e sejam K(X)
e K(X) as curvaturas seccionais holomorfas de (M,J,g) e (M,J,§), respectivamente.

Entao, para cada ponto onde & nao se anula, temos

R(X) = s {00+ 2 Ric(d) (5.0 + (X.79)'}
1 - ) 2 2 2
+ mzﬂR@C(f)<<X7§> + (X, JE)7) — 497,

onde € = ¢/ €] e Ric representa a curvatura de Ricci de g.

Demonstracao. Primeiramente, deve-se estender X a um campo vetorial suave em torno
de p. Se R é o tensor curvatura de (M, ), a curvatura seccional holomorfa de (M,q) é

dada por
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= J(R(X,JX)JX, X)
1 o~ = - _
= WQ(VXVJXJX - VJXVXJX - V[XJ)(}JX,X)
1 e e _ e
= <g (VJXJX, X)) _3 (VJXJX, VXX> —JX (g <VXJX, X))

+ 7 (VxIX, VX)) = G(Vixan X, X)),

ja que g é uma métrica hermitiana, logo g(X, JX) = 0.

Para facilitar a notacao, denotaremos

a=2u(X,§) e B=2pu(X,JE). (36)
Usando e o fato de (X, JX) = 0, temos

VxX = VxX+aX +8JX,
VyJX = VyJX +aJX — BX,
VixX = VyxX +aJX — BX,
VixJX = VxJX —aX — BJX. (37)

Pelo Lema podemos construir um refencial hermitiano e geodésico, na
métrica g, a partir de X, onde {X, JX, e, Jea, -+ ,e,, Je,} é tal refencial. Logo, para
qualquer v € T,M, temos (V,X)(p) = (V,JX)(p) = 0. Com isso, [X, JX] = 0 e, dessa
forma, o ultimo termo da expressao de K (X) é zero, em p. Dessa maneira, usando esse
fato e as equagoes em , obtemos

R(X) = =X (VX — aX = AIX.X)

— G(VyxJX —aX — BJIX,VxX +aX + BJX)
— JX(G(VxJX — BX + aJX, X))

+ G(VxJX — BX + aJX,VyxX — BX + aJX)}

1 - ~
1 2 2
s {—X(a) +2(a* + 5% + JX(B)}
1 - -
T s xp (X @G X))+ AIX(EX X))} (38)

Assim, denotaremos por A = X(g(V;xJX),X) — JXg(VxJX),X), B =
—X(a) +2(a?+ %)+ JX(B) e C = —aX(g(X, X)) + BJX(g(X, X)), dessa forma, por



(38), temos K(X)=3

C, temos

~ o+
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(X, X)2(A+g(X,X)B + C). Calculando separadamente A, B e

X(p){VixJX), X) +uX (VxJX, X)

X ((Vax JX, €) (X, &) + (Vux JX, JE) (X, JE))
WX ((Vx JX,€) (X, €) + (Vux JX, JE) (X, JE))
JX () (VxJX), X) +puJX (VxJX, X)

X () (Vx X, €) (X, &) + (VxJX, JE) (X, JE))
WIX(VxJX, 6) (X, €) + (Vx X, JE) (X, JE)).

Como V,X =V,JX =0e [X,JX] =0 em p, obtemos

A = u(VXVJXJX,X)—l—,uz <VXVJXJX7€> <X>€>
+ W2 (VxVxJX, JE (X, JE) — i (VixVxJX, X)
— pA(VuxVxJX, ) (X, &) — 1 (VuxVxJIX, JE) (X, JE)

p(R(X,JX)JX, X) + > (R(X,JX)JX, &) (X, &)

+ p*(R(X,JX)JX,JE) (X, JE) (39)

pE(X) + 1 (R(X, X)X, €) (X, &) + p* (R(X, TX) JX, JE) (X, JE).

Para obter uma expressao para B calcularemos, primeiramente, expressoes
para X (o) e X () usando o Lema[d.26] as equacoes de (36), a defini¢do de campo conforme
fechado e o fato de &(p) # 0. Temos

X(o) = X(2¢u(X,8)) =

(X)) (X, &) + X (1) (X, ) +uX (X, §))

) =2
— 2 (—Ric(@)n (X, )" + 202 (X, )" + ¥ (Vx X, ) + vt (X, V)
= —2Ric(§)p (X, &) + 4°* (X, ) + 20,

e, analogamente,

X(B) = 2Ric(§)p (X, JE)* — 4 1* (X, JE)® — 2° .

Vale lembrar, ainda, que

2 (a2+52) =

(200 (X, €))* + (2 (X, JE))?] = 8v* (X, €)* + (X, JE)?).

Aplicando tais expressoes em B, obtemos
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B = —X(a)+2(a®+ 8%+ X(B)
= 2uRic(§) ((X,€)° + (X, JE)?) + 4?12 ((X, &) + (X, JE)*) — 4*u
= 2uRic(§) ((X,€)° + (X, JE)%) + 407 (n+ 2 (X, ) + (X, JE))) — 8v*u
= 2Ric(§) ((X,€)° + (X, J&)*) + 4%5(X, X) — 8¢ (40)

Para ter uma expressao de C', precisaremos obter uma férmula para Y (g(X, X)),
onde Y € X(M). Para isso, devemos lembra que (V,X)(p) = 0 para todo v € T,M, do

Lema e que X (X, £) = 1, obtemos

Y(@(X, X)) = Y()+ Y (X, + (X, JO) + 1’V ((X,€)* + (X, JE)?)
= 2pp® (Y, €) + dpp® (X, €) (X, 6)° + (X, JE)?)
+ 20 (X, ) (X, V) + (X, &) (X, J(Y)))
= 4pu (Y, ) G(X, X) + 2% ((X, ) (X, V) + (X, €) (X, JY))
— 29p* (Y,€).

Em particular, aplicando essa formula com Y = X e Y = J X, temos

C = —20p(X, &) {4p (X, €) §(X, X) + 2p’ (X, &) — 20p” (X, €) }
+ 29 (X, JE) {4 (X, €) g(X, X) — 2¢p® (X, JE) — 2¢p* (JX,€) }
= 8YP((X, €)% + (X, J)HF(X, X). (41)

Substituindo (39)), (40), e que 4°G(X, X) — 8% — 82 ((X,€)° +
(X, JE)?) = —49*G(X, X) em (B§), obtemos
R(X) = = (W (X) 2 (ROX.TX)IX.) (X,)
+ 2 (R(X, JX)JX, JE) (X, JE)}

- 2uRic(€) (X, )% + (X, J€)®) — 497,

+

9(X, X)
Para o que falta, usaremos o Lema [4.17, onde temos
(R(X,JX)JX,6) = —(R(X,JX)E JX)

— —Ric(&)((JX, &) (X, JX) — (X, &) (JX, JX))
= Ric(§) (X,€),

e analogamente, (R(X,JX)JX, J¢) = Ric(g) (X, JE). Substituindo esses resultados na

férmula de K (X) obtida anteriormente, obtemos o resultado do teorema.
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]

Observacgao 4.28. Se uma vaiedade kahleriana M™ tem dimensao complexa n > 1 e
possui campo conforme fechado £ € X(M)\{0}, entao o Lema assegura que os zeros de

¢ sao isolados (j& que sua dimensao riemanniana é 2n). Assim, a férmula de K (X)) pode ser

~

estendida para todos os pontos de M, substituindo Ric(&) por zero nos pontos singulares

~

de &, pois nesse caso Ric(¢) ainda serd suave. De fato, se {(p) = 0, existe uma sequéncia

(ps)j=1 em M, convergindo para p, onde &(p;) # 0. Como (V) (p;) = —Ric((p;))€(p)),
obtemos

= lim ) =— lim Ric(&(p, é(pj)- i)l =
Wp)—jgmwm) ij\R (€(pa))|£(pj)‘ 1€(pj)| = 0.

J/

VvV
limitado

Dessa forma, Vi = 0, logo Ric(g) (p) = 0, assim, a férmula de I?(X) ¢é vélida para todo
M.

Exemplo 4.29. Sejam C", J sua estrutura quasi-complexa canonica, g = (-, -) sua métrica
padrao e B” = {z € C"; |z] < 1}. Como o campo vetorial {(p) = p é conforme, podemos

munir B"” com a métrica kahleriana g, tal que

1 1

§=1_—|€’2<'7'>+ 2(9§+935)-

(1—1¢)

Como o tensor de Riemann em C" é nulo e ©» = 1, entao, pelo Teorema [4.27],

RO = =y | Q)+ Bie®) ((X.° + (X, 9)’
1 A 2 2 2
+m2MR@:C§§)(<X7§> + (X, J§) )_4%
= 4

Y

para todo X € X(B"). Dessa forma, pelo Teorema , desde que B"™ é conexo e sim-
plesmente conexo de curvatura seccional constante (negativa), entao (B", J, g) é o préprio

espaco hiperbolico CH™.

Corolario 4.30. Sejam (M, J,g) uma variedade kidhleriana, & € X(M) um campo vetorial
conforme com zeros isolados e tal que |€]> < ¢ em M e § a métrica kihleriana em (M, .J)
dado em . Para X € T,M unitdrio com respeito a g, p € M e tal que K(X) > 0,

temos

(a) Se X L&, JE, entio K(X) < cK(X) — 442,
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(b) Para X € T,M qualquer, e se M tem curvatura de Ricci nao negativa, entao

~ ~

K(X) < cK(X) + 2cRic(€) — 44?,

~

com Ric(§) sendo 0, se £(p) = 0.

Demonstragao. Se X L £, JE, entdao g(X, X) = u. Logo, pelo Teorema eque (X, &) =
(X, JE&) =0, temos

RX) = (c— p)K(X) — 4% < K (X) — 447
Para um X € T, M unitério qualquer, definimos A = (X, ¢ )2 + (X, J¢ >2 e escrevemos

(1 + 2ug(X, X)) A
g9(X, X)?

R(X)=—t _K(X)+ Ric(€) — 4y,

g(X, X)?

Como pA >0, entdo 1+ pA > 1. Além disso, g(X, X) = u(1 + pA), logo, para primeira
parcela de K (X), temos

W B 1
GOCXR T {1+ pA)

Para segunda parcela, fazendo y = uA, temos

(2 +2ug( X, X)NA (2 +2p> + 2P A)A  (3+2uA)A 1 3y + 22

9(X, X)? P+ pA)? (I PA g T2+
Como y > 0, entao
3 2y
I S S Y
1+ 2y +y? l+y (1+y)?
Portanto,
~ 24 2u9(X, X))A ~

g(X, X)? g(X, X)?
cK(X) + 2cRic(§) — 442,

IN

como queriamos demonstrar. O
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5 DOIS RESULTADOS PARA VARIEDADES KAHLERIANAS

Nesse capitulo reside os principais resultados deste trabalho. Mostraremos,
aqui, dois resultados sobre a rigidez de variedades kahlerianas munidas de campo conforme
fechado nao trivial. Dividiremos esse capitulo em duas secoes, a primeira se¢ao mostrara
a rigidez dessas estruturas em superficies kihlerianas (quando a dimensao complexa é 1)

e a segunda para variedade com dimensao complexa maior que 1.

5.1 Superficies kahlerianas

Nessa primeira se¢ao mostraremos que uma superficie kahleriana de curvatura
nao positiva e munida de campo conforme fechado nao trivial é isométrica ao toro plano.
Para isso, usaremos os resultados do capitulo anterior, bem como o lema a seguir, que

relaciona a forma de volume nas métricas g e g, definida em ([23]).

Lema 5.1. Sejam (M, J,g) uma superficie kahleriana compacta munidada com vetor
conforme £ € X(M), com seu conjunto de zeros isolados e fator conforme 1. Sejam,
ainda, ¢ > 0 tal que ¢ > maxy, ]§\2 e g a métrica kdihleriana de M definida em . Se

dyM e dzM sao as formas de volume de M na métrica g e g, respectivamente, temos

dgM = c,qugM. (42)

Demonstra¢ao. Como os pontos singulares de £ sao isolados, é suficiente mostrar que
é valida para € # 0. Como §(€,&) = u|&]* (1 + p|€]?) = p2 €[ ¢, entdo se p ndo é ponto
singular, e; = € §(&,€) 7 =& (Ve &)™t e ea = JE- g(JE, JE TV = JE - (VeplE]) T
temos que {ey, ea} é uma base ortonormal positiva para T,M com respeito a g. Assim, se
{51, 52} ¢ base dual de {e;, e} na métrica g, entdo dgM = 51 A 52 em p.

Para v € T,M, obtemos

1 1
VoY " e
_ ﬁ%’ﬂweg@ + 120 (v) [¢[°)

. 1 2| ¢)2 v :“—26 v
= —\ﬁu|§|<“+“ 1€1%)0e(v) \/Eu|§|0£( )

= V(o) = Veue(v).

gl(“) = (:U’ <U7£> +/JJ29§2‘(U7£))

assim, 0, = Veubdz. Analogamente, 0y = \/cub JE

Como {E, Jg } ¢ uma base ortonormal positiva para T,M com respeito a g,
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entao obtemos
dzM = 01 Ay = c,u29§/\ 0,6 = cpPd, M.

[]

Teorema 5.2. Seja (M*, J, g) uma superficie kihleriana com curvatura gaussiana K < 0.
Se M possui um campo vetorial conforme &, onde seus zeros sao ponto isolados, entao

K =0, & € paralelo e M ¢é isométrica ao toro plano.

Demonstracao. Sejam 1, o fator conforme de &, ¢ > 0 um ntumero real tal que ¢ >
maxy [€]° (tal méximo existe, visto que M é compacta) e § a métrica definida em (23).

Como £71(0) é um conjunto formado por pontos isolados e M é compacto,
entao £1(0) é um conjunto finito. Além disso, denotaremos K e K as curvaturas gaussia-
nas de (M, g) e (M, ), respectivamente e que, nesse caso também representam a curvatura
seccional holomorfa de & em todos os pontos de M \ £71(0). Com isso, temos K = K (E)
e K = f((g) em M\ £71(0). Ademais, como a dimensao riemanniana de M é 2, entao

Ric(g) = K(£). Assim, fazendo (,) = g e pelo Teorema [4.27, temos

R A AT CURSCION)

v ok (<é,§>2 n <é, J§>2) — a2

Como <£, J§> =0e

GEE) = n(€&)+u? (6268 +03(E9)
= ptp <§7€>2 =+ i |7 =,

fazendo as devidas substituicoes, obtemos

- 1 QWK
- = 2 2 —4 2
K C2M4(u+/~t €]7) K + " €| 0

2
cp

2
cp

Por continuidade, a férmula acima relaciona as duas curvaturas gaussianas em todo M, e

nao apenas em M \ £71(0).

Usando o Teorema de Gauss-Bonnet duas vezes, a féormula obtida anterior-
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mente e (42)), temos
- c+ |¢°
2rX (M) = / Kd;M = / K — 4| cp®d,M
M M CH

_ C+’§|2 _ 2 2

= /M<c—|§|2) Kd,M 4C/M¢,udgM
c— g, 20 "

= /M<c—|5|2+c—|£|2> R

< / Kd,M = 2xX(M).
M

Dessa forma, todas as desigualdades acima, sao igualdades. Trocando ” <”por
”="na primeira desigualdade, temos 4c [, ¥*u*d,M = 0, mas como ¢, ju > 0 e ¥* > 0,

entao ¥ = 0. Fazendo o mesmo processo para segunda iguadade, obtemos

c— ¢ 2]¢f B
/M <C_ 7L + - mg) Kd,M = /MKdgM

@/ (1+2\512M)KdgM:/ Kd,M
M M

& 2/ ] pKdyM =0
M

Como, a menos de um conjunto de pontos isolados, as fungoes |€ |2 e [ sao positivas, entao
a integral acima serd zero apenas quando K = 0, visto que K < 0. Isso significa que M
é difeomorfa ao toro e £ é paralela. Como V.J = 0, temos também que J¢ é paralelo.
Vale salientar que & (€,€) = JE(£,6) = 0 = & (J&, JE) = JE(JE, JE), logo €] = |J¢] &
constante em M e, como £ nao ¢ trivial, £ nao se anula em M.

Como M ¢é difeomorfa a um toro, o Teorema de Cartan assegura a
existéncia de geodésicas fechadas v; e 75 em M, representando as classes de homotopia
livre do conjunto de geradores de m(M). Sabendo que o fluxo de & age por isometrias,
visto que £ é paralelo, em v, e 7, podemos assumir que ambas comegam e terminam no
mesmo ponto p de M, assim, m(M;p) é gerada por [y1] e [y2]. Se v1(0) = af + BJE, para
algum «, 5 > 0, entdo o paralelismo de £ e JE& nos garante v; = a& + 5J€ ao longo de 7,
de modo que 7, é uma geodésica fechada iniciando em p. Analogamente, o mesmo ocorre
em v, (veja a Figura (1.

Desde que K = 0 e M ¢ difeomorfa a um toro, seu recobrimento universal,
munido com métrica de recobrimento, é o R? com métrica canonica. Seja 7 : R? — M a
aplicagao de recobrimento, o0 € 77(p) e ¥ e 2 os levantamentos de 7, e 7o, respectiva-
mente. Como que 7 é uma isometria local, entao J; e J2 sao segmentos de linha saindo

de 0. Tomando 4,(0) = 42(0) = 0, podemos assumir que dr, manda 7;(0) em 7;(0), para
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i = 1,2, bem como Z(7(0),75(0)) = Z(71(0),75(0)). Supondo, sem perda de generali-
dade, que 7, e 2 sdo normalizadas (assim como 7 e 7), e seja [(7y;) = a;, para i = 1,2.
Se uj e uj os vetores de R? que saem de o para A1(aq) e A2(az), respectivamente, e L o
ladrilhamento em R? gerado por ui e u_g, entao o recobrimento de M mostra que M é

isométrico ao toro plano R? \ T'(7), quociente do dominio fundamental de £ por 7.

Figura 1: Geodésicas fechadas em M.

]

Observacao 5.3. A nao positividade da curvatura seccional holomorfa e a compacidade

de M nao podem ser retiradas, pois existem exemplos de campos conformes nao paralelos

em S? e R?, vide os Exemplos eld.12

5.2 Variedade kahleriana com dimensao complexa n > 1

A partir desse momento retornaremos ao caso de variedades kdhlerianas M™
de dimensao complexa n > 1. Nesse caso, nao precisamos pedir que os zeros de um campo
conforme fechado nao trivial sejam isolados, visto que isso ja é garantido pela Proposicao
4.17] Para mostrar o nosso proximo resultado de rigidez dessa estrutura, precisaremos

provar alguns resultados auxiliares.

Lema 5.4. Sejam n > 1 e (M", J,g) uma variedade kidhleriana munida com um campo
vetorial conforme & € X(M) \ {0}. Entdo, a distribuicao D gerada por £ e JE é uma
involugao em M \ £71(0) e as folhas sio totalmente geodésicas e kihlerianas na métrica

induzida.
Demonstracao. Pelo Corolario e pela caracteristica de campo conforme fechado, temos
€, €] = VeJ§ = Vel = VL =9 JE =0,

o que mostra que D é uma involucao. Além disso, se ¥ é uma uma folha de D e N denota

o tensor de Nijenhuis de X, é imetiato que A/ = 0, entdao ¥ é uma curva complexa em
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(M"™,J,g) e a restricdo de g a 3 (por abuso de notacdo, a restrigao da métrica g em X
também serd chamada de g) é kihleriana.
Para o que falta, seja o a segunda forma fundamental de ¥ e (-)* denota a

projecao ortogonal sobre T'(X, g)*. Entao,

a(&, JE) = (Ve &) = (JVel)™ = (vJE)* =0,
mostrando que X é totalmente geodésica. O]

Lema 5.5. Sejam n > 1 e (M", J,g) uma variedade kidhleriana munida com um campo
vetorial conforme & € X(M) \ {0}. Se existe uma folha nao trivial 3, da distribuicdo D,
gerada por & e JE tal que o fator conforme de & se anula em X, entao ele se anula em M.

Em particular, & e JE sao paralelos e nao se anulam em nenhum ponto de M.

Demonstragao. Por hipdtese, sabemos que £ # 0 em Y. Para p € ¥ tal que ¥(p) = 0,
tome uma vizinhanga V' de p em M \ £71(0) onde exista um campo vetorial X em V', com
X L &e X L JE (tal campo existe, visto que a dimensdo riemanniana de M é maior que
2). Sejam 1, o fator conforme de &, e a : [0,1] — V, a curva integral de X comegando
em p até um ponto ¢ € V. Como Vi = —Ric(€)¢ em M \ €1(0), temos

Gvlalt) = (Vo(a(®). (1) = - (Ried6.X) =0,

Assim, 1 é constante ao longo de « e, como 1 (p) = 0, entao ¢ = 0 ao longo de a. Desde
que nés tomamos X arbitrario com condicao X L £ e X 1 J&, nés concluimos que ¢ = 0
numa vizinhanga de p € M \ £71(0).

Além disso, 1 se anula em abertos de M\ £71(0) e como o conjunto M \ £71(0)
é conexo, concluimos ¥ = 0 em M \ £71(0). Ademais, desde que £71(0) é formado por
pontos isolados e 1 é continua, entao ¥ = 0 em M. Com isso, £ e J& sao paralelos em
M, ja que VJ = 0.

Por fim, para X € X(M) arbitréario, temos X (£,§) = 2(Vx&, &) =29 (X, &) =
0, o que significa que |£| é constante em M. Como & # 0 em X, entdo || = ¢ > 0, logo, &

nao se anula em M. Do mesmo modo, J¢ nao se anula em nenhum ponto de M. O

Lema 5.6. Sejam M uma variedade riemanniana, n € X(M) \ {0} um campo vetorial
completo e paralelo com fluzo ® : Rx M — M e« : [0,1] — M uma geodésica preservada
por ®. Se P, : ToyoyM — TouyM € o transporte paralelo ao longo de «, entao P, =

(d®)(1,0(0))-

Demonstragao. Sejam p = «(0) e v € T,M. Pela unicidade do transporte paralelo com

essas condi¢Oes iniciais, é suficiente mostrar que a aplicacao t — (d®) ) (v) é paralela ao
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longo de a. Para isso, tome 0 : (—e,e) — M tal que 6(0) = p e §(0) = v. Com isso,

temos
D D o D 0
—(d® = ——®(t,0 = ——®(t,0
G W) = GEei6)| = Tei)|
D
= @I = (Vigauan),,, =
ja que n é paralelo. O]

Para mostrar o préximo teorema, além de usar os ultimos trés lemas, precisare-
mos definir novos elementos. Sejam N uma subvariedade conexa de M, p € N, uma curva
fechada e diferenciavel por partes « : [0,1] — N tal que a(0) = p e o transporte paralelo
ao longo de « define o operador P, : T,N+ — T,N*+. Sendo mais preciso, para v € T,N*,
temos P,(v) = V(1), onde t — V(1) é o transporte paralelo de v ao longo de a. Munindo
essa estrutura com o produto F, - P3 = F,.3, temos que o conjunto desses operadores
lineares formam um subgrupo de O(T,N*), com o operador de conjunto constante sendo
o elemento neutro e (P,)™' = P,-1. Tal subgrupo é chamado de subgrupo de holonomia
normal de N em p, que é denotado por Holj(N ). Sejam g € N e d uma curva suave por
partes ligando p a ¢, obtemos o isomorfismo HOI;'(N) ~ Hoqu(N) via P, = Ps-1.,4, ja
que N é uma subvariedade conexa. Por isso, podemos nos referir ao grupo de holonomia
normal de N e denota-lo por Hol*(N).

Com isso, podemos provar nosso segundo resultado principal.

Teorema 5.7. Sejam n > 1 um inteiro e (M", J, g, V) uma variedade kihleriana coneza,
completa munida com um campo vetorial conforme e nao trivial €. Denotemos D como a
distribui¢ao em M\ €71(0) gerada por & e J€ e ¥ uma folha compacta de D, assumindo,
por hipotese, sua existéncia. Se a curvatura seccional holomorfa de M ao longo de ¥ €

ndo positiva e Hol™ () ¢ um grupo de torsd entao:

(a) £10) =0 e e JE sao paralelos ao longo de M.

(b) As folhas de D, munidas com métrica induzida, formam uma familia totalmente
geodésica isométrica ao toro.

(c) A distribuicio D+ ¢ integrdvel e, na métrica induzida, suas folhas sdo totalmente

geodésicas e variedades kahlerianas completas de dimensao complexa n — 1.

Demonstracao. O Lema [5.4] assegura que X é totalmente geodésica em M, entao a
curvatura gaussiana Ky coincide com a curvatura seccional holomorfa de M ao longo de
Y. Além disso, Ky, < 0 e usando o Teorema [5.2] temos que X é isométrico ao toro plano,

pois conclui-se que Ky, = 0, e o fator conforme ¢ de ¢ se anula ao longo de ». Ademais,

INesse contexto, dizemos que G, com identidade e, é um grupo é de torsao se, para todo g € G,
existe n € N tal que g™ =e.
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o Lema mostra que ¢ = 0 em toda M, £71(0) = () e tanto ¢ quanto J¢ sao paralelas
ao longo M, o que demonstra a parte (a).

Para a parte (b), denotaremos por dy; a distancia riemanniana em M. Dado
q € M, a compacidade de ¥ garante a existéncia de um ponto p € ¥ tal que dy/(p, q) =
dy(q;2). Como M é completa, o Teorema de Hopf-Rinow assegura a existéncia de uma
geodésica normalizada 7 : [0,] — M tal que v(0) = p, v(I) = g el = I(v) = du(p, q).
Em particular, pela escolha de p temos que +'(0) L 7,3, o que nos dd (7/(0),&,) =

(7'(0), J&,) = 0. Assim, pelo paralelismo de £ e como 7 é geodésica, temos que para todo

s € [0,1] vale
d D~/ D¢
d_ <7’7 £>'y(s) = < d 7£> + <f}/7 d_> = O
5 5 7(s) 5/ s)

Dessa forma, (7/,£) = 0 ao longo de +, visto que seu valor é constante ao longo de v e
(7'(0),&p) = 0, sobretudo, (7/,&), = 0. Do mesmo modo, (7', J§), = 0. Por outro lado, se
>4 ¢ a folha de D passando por g, entao 1,3, ¢ gerada por &, e J&,, pela discussao acima,
temos /(1) L T,%, (veja a Figura [2).

Figura 2: Comparando ¥ a X,.

Além disso, pelo Lema Y] é totalmente geodésica em M. Com isso, sejam
Q@ € X4, v € TyX, e a a geodésica iniciando em ¢y com velocidade inicial v. Como ¥,
é totalmente geodésica em M, entdao a é uma geodésica de M. Como M é completa,
entdo «a(t) estda definido para todo ¢ € R, mas ji que o é uma geodésica qualquer de

Y4, entao X, é geodesicamente completa. Sejam Ky, a curvatura gaussiana de X, e
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K(&,J¢) a curvatura seccional holomorfa de M gerada por £ e JE. Denotando por R
o operador curvatura de M, pelo paralelismo de £ e J&, temos R(JE,€)E = 0, o que
significa que K(J¢,€)¢ = 0. Assim, desde que ¥, é totalmente geodésica em M, entdo
Ks, = K(J¢, f)@zq = 0. Além disso, como X, ¢ uma superficie conexa e com curvatura
gaussiana nula, entao ela é isométrica a um toro, um plano ou a um cilindro. Nos proximos
passos, mostraremos que Y, ¢ isométrica a um toro.

Ao provar o Teorema mostramos a existéncia de geodésicas fechadas oy
e ay em X comecando em p e onde (X, p) é gerada por [a;] e [ae]. Com isso, seja
a=ao :[0,1] = X e escrevemos o/ (0) = v, = aé, +bJ¢, para a,b € R. Se v = a&,+bJE,,
temos, agora, que v € X,. Se [ é a geodésica de X, partindo de ¢ com velocidade v,
queremos mostrar que 5 é uma geodésica fechada com I(«) = (). Para isso, dividiremos

a prova em dois passos (veja a Figura |3)):

(i) Sejam w = +/(0) € TplZ en = a& + bJ&, que é um campo paralelo e
completo em M. Se ® : R x M — M é o fluxo de n, entao &' = ®(t,-) : M — M é
uma isometria. Ademais, v(s) := ®(¢,7v(s)) é uma geodésica de M ligando a(t) a [(t).
O paralelismo de 7 assegura, pelo Lema [5.6, que w(t) = (d®),w é paralelo ao longo de
o e normal a . Com isso, w(1) = P,(w), com P, € Hol*(X). Por hipétese, Hol* () é
um grupo de torsao, ou seja, existe um natural m tal que P' = Id : TPLE — TpLE. Em
particular, P"(w) = w. Como P! = P,. .. (m vezes) e seja ¢ = l(a - ... - a) = ml(«a),
entao 7¢ : [0,]] = M é uma geodésica ligando p = (a - ... - @)(0) a B(c), com velocidade
inicial w. Dessa forma, pela unicidade de geodésica com tais condigoes iniciais, concluimos
que ¥¢ =7, logo 5(c) = v¢(l) = v(l) = ¢ = B(0). Por fim, desde que 5'(0) é o transporte
paralelo de o/(0) ao longo de v, entdo §'(c) é o transporte paralelo de o/(c) ao longo de
v e d(0) =d(c), v =7, temos que B'(0) = '(c), o que mostra que [ é uma geodésica
fechada.

Figura 3: § também ¢é uma geodésica fechada.
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(ii) Para 0 < t <, sejam v; € T, (1)2(t), denotando o transporte paralelo de v
ao longo de ;0,4 (com as notagoes da parte (i)) e d; a geodésica fechada partindo de ~(¢)
com velocidade inicial vy, onde §y = av e §; = f (veja a Figura|d). Como exp : TM — M
¢ uma aplicagao suave, a funcao ¢ +— [(7;) é continua. Por outro lado, (também da parte

(1)), temos I(d;)/l(a) € Z para cada t € [0,(]. Assim, pela continuidade de ¢ +— () e
do = a, entdo I(B) = 1(6;) = 1(d) = l(a).

04250

Figura 4: Calculando o comprimento de /.

Dessa maneira, pela parte (i), garantimos que as geodésicas f; e By de X,
obtidas de a; e a pelo transporte paralelo de o (0) e a5(0) ao longo de 7, sdo geodésicas
fechadas distintas. Como o plano nao possui geodésicas fechadas e o cilindro, em cada
ponto, possui apenas uma geodésica fechada, entao concluimos que >, é um toro. Além
disso, por construgao, temos (] (0), a%(0)) = (51(0), 85(0)) e, pela parte (ii), que I(a;) =
[(B1) e l(ag) = I(B2), mostrando que X, é isométrico a X.

Para demonstrar a parte (c), tome X e Y campos vetoriais suaves em D+,

entao, pelo paralelismo de ¢ e J¢, temos
(VxY,§) =X (V,§) — (Y, Vx§) =0,

e analogamente (VxY,J¢) = 0. Com isso, [X,Y] = VxY — VyX € Dt logo, D+ ¢

integravel.
Seja N uma folha de D+ e « sua segunda forma fundamental, dai obtemos

J
a(X.Y) = (VxY.6) S5 + (Va1 JE) 25 =0
§ <
provando que N ¢é totalmente geodésica em M. Para mostrar a completude de N, na

métrica induzida, basta observar que toda geodésica de N é geodésica de M e como M
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é completa, entao suas geodésicas estao definidas para todo R e, assim, N também é
geodésicamente completa.

E imediato verificar que se X € X(N), entdo JX € X(N), ja que (X,£) =0 =
(X, JE) e a métrica (-) é herminiana. Vale salientar que Jy = Jy é uma estrutura quasi
complexa de N e o fato da conexao de Levi-Civita de N ser restricao da conexao em M,
garante que VJy = 0, j& que a restricao do tensor de Nejenhuis de M para N é nula. Por
isso, desde que a métrica induzida é hemitiana e VJy = 0 concluimos que N também é
uma variedade kahleriana.

Para o que falta, tomemos N; e Ny duas folhas distintas de D+ e pontos p; €
NiNnXeps € NoNX. Sejad: [0,l] — X a geodésica de X ligando p; a pp tal que [(0) =1
e 0'(0) = a&y, +bJ&,,, para a,b € R. O paralelismo de £ e J¢ garante que ¢’ é restricao de
um campo paralelo (e completo) n = a{+bJ€ ad. Seja ® : Rx M — M o fluxo de 7, entao
ol = &(l,:) : M — M é uma isometria tal que ®(p;) = py e (d®'),, (T, N1) = T, Na.
Como Nj e N, sao variedades kdhlerianas conexas, completas, totalmente geodésicas em
M e ®' é uma isometria, entdao ®' leva geodésicas de N; em geodésicas de N,. Assim,
®!(N;) C N; e, analogamente ®!(Ny) = N;. Portanto, ®(N;) = Ny, o que prova o item
(c).

O

Para finalizar, mostraremos como essas folheacoes se relacionam com o reco-

brimento universal da variedade kédhleriana, nas condi¢oes do teorema anterior.

Corolario 5.8. Sejam n > 1 um inteiro e (M",J,g,V) uma variedade kéihleriana co-
nexa e completa satisfazendo as hipdteses do teorema anterior. Se M ¢ o recobrimento
universal de M, munido com métrica de recobrimento, entdao M € isométrico ao produto
riemanniano N X R2, onde N ¢ uma variedade kihleriana conezxa, simplesmente coneza

e completa.

Demonstracdo. Seja m : M — M o recobrimento universal de M, onde denotamos por
g sua métrica de recobrimento. Assim, como 7, por definicdo, é uma isometria local,
entdo M é uma variedade kahleriana, visto que V.J = 0, onde V e J representam a
conexdo de Levi-Civita e a estrutura quasi complexa de M na métrica g. Assim, desde
que M é simplesmente conexa (ja que M é recobrimento universal), conexa e completa,
pelo teorema de decomposigdo de De Rham (Teorema , versdo complexa, entdao M é
isométrica a My x My x- - - X My, onde todas as variedades My, My, - - - , M}, sao kahlerianas,
conexas, simplesmente conexas e completas. Ademais, as folheagoes ortogonais de M
levantam duas folheacoes ortoganais em M com folhas totalmente geodésicas, onde uma
delas é o R?, visto que uma das folhas de M ¢é o toro e, sem perda de generalidade,

supomos M, = R2.



7

Denotando N = M; X --- X My, temos N uma variedade kahleriana conexa,

simplesmente conexa e completa, com M isométrica ao produto riemanniano N x R2. [
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6 CONCLUSAO

Ao longo deste trabalho foi possivel perceber o quanto as variedades com-
plexas possuem mais rigidez em relacao as variedades diferenciaveis, pois, por exemplo,
elas devem ter dimensao par e serem orientaveis. Essa restricao também ocorre quando
uma variedade riemanniana possui um campo conforme fechado nao trivial, visto que nao
existem variedades complexas compactas, simétricas, com curvatura escalar positiva, nao
isométrico a esfera e Hjp(M) = {0} com campo conforme fechado nao trivial (vide o
Exemplo . Vale salientar que esse exemplo nos induz a hipdtese da nao positivadade
nos Teoremas e 5.7 Assim, quando temos uma superficie kihleriana conexa e com-
pacta M, com curvatura gaussiana nao positiva munida de campo conforme fechado &
com singularidades isoladas, entao M serd exatamente o toro plano e, além disso, £ serd
paralelo. Nesse sentido, o toro plano tem um destaque central quando nos referimos a
essas condicoes, ja que no segundo resultado principal, quando consideraremos uma vari-
edade kahleriana completa e conexa M de dimensao complexa n > 1, munida de campo
conforme fechado nao trivial £, assumindo que exista um folha compacta nessa folheacao,
que o grupo de holonomia normal é de torcao e que a curvatura seccional holomorfa de £ é
nao positiva ao longo de M, entao M é folheado por uma familia de superficies totalmente
geodésicas isométricas ao toro plano e por uma familia totalmente geodésica de variedades

kahlerianas de dimensao complexa n — 1, além de, novamente, £ ser paralela.
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