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mento de Matemática da Universidade Fede-
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”O que sabemos é uma gota; o que ignoramos é

um oceano.”(Isaac Newton)



RESUMO

O objetivo desse trabalho é mostrar dois resultados sobre a rigidez de variedades kähle-

rianas sob certas restrições. No primeiro resultado, mostraremos que se uma superf́ıcie

kähleriana conexa e compacta M de curvatura gaussiana não positiva, está munida de

campo conforme fechado ξ com zeros isolados, então M terá necessariamente curvatura

gaussiana nula, ξ será paralelo e M será isométrica ao toro plano. Para o outro resultado,

consideraremos M uma variedade kähleriana conexa, completa, de dimensão complexa

n > 1 e munida com campo conforme fechado não trivial ξ. Nesse caso, se a distribuição

D em M \ ξ−1(0), gerada por ξ e Jξ, possui uma folha compacta Σ de curvatura seccional

holomorfa não positiva e Hol⊥(Σ) é um grupo de torção, então ξ−1(0) = ∅, ξ e Jξ são

paralelos em M , as folhas de D são isométricas a um toro plano e as folhas de D⊥ são

isométricas a uma variedade kähleriana de dimensão complexa n − 1. Em particular, o

recobrimento universal de M é o produto cartesiano de R2 com uma variedade kähleriana

conexa, simplesmente conexa e completa.

Palavras-chave: Variedades kählerianas. Campo conforme fechado. Curvatura não

positiva. Toro plano. Campos paralelos.



ABSTRACT

The goal of this work is to demonstrate two results about the rigidity of kählerian mani-

folds under certain conditions. In the first result, we show that if a connected compact

kählerian surface M with nonpositive gaussian curvature is endowed with a closed confor-

mal vector field ξ whose singular points are isolated, then M has necessarily zero gaussian

curvature, ξ is parallel and M is isometric to a flat torus. In the second result, we consider

a connected complete kählerian manifold M , of complex dimension n > 1 and equipped

with a nontrivial closed conformal vector field ξ. In this case, if the distribution D in

M \ ξ−1(0), generated by ξ and Jξ, has one compact leaf Σ with nonpositive holomorphic

sectional curvature and Hol⊥(Σ) is a torsion group, then ξ−1(0) = ∅, ξ and Jξ are parallel

in M , the leafs of D are isometric to the flat torus and the leafs of D⊥ are isometric to a

kählerian manifold of complex dimension n − 1. In particular, the universal covering of

M is a cartesian product of R2 with a connected, simply connected, complete kählerian

manifold.

Keywords: Kählerian manifolds. Closed conformal vector fields. Nonpositive curvature.

Flat torus. Parallel vector fields.
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1 INTRODUÇÃO

Esta dissertação usou como base o artigo ”On the structure of complete kähle-

rian manifolds furnished with closed conformal vector fields” de Antonio Caminha (Veja

CAMINHA (2017)).

Entender a rigidez de uma estrutura geométrica a partir de suas propriedades

básicas está presente na Matemática desde a Grécia Antiga, quando, a partir de cinco

axiomas, era obtida toda estrutura geométrica do plano. Nesse trabalho, discuremos dois

resultados sobre a rigidez de variedades kählerianas munidas de campo conforme fechado

e curvatura seccional holomorfa não positiva.

No primeiro caṕıtulo apresentaremos as principais definições e resultados pre-

liminares envolvendo variedades riemannianas que serão abordadas neste texto. No se-

gundo caṕıtulo discutiremos aspectos básicos sobre geometria complexa que irão fomentar

os conceito fundamentais da dissertação. Já o terceiro caṕıtulo será a parte técnica do tra-

balho, onde iremos abordar variedades kählerianas, campos conformes e a deformação de

métricas em variedades kählerianas a partir de um campo conforme fechado, relacionando

elementos das variedades original e a deformada.

No último caṕıtulo mostraremos os dois resultados principais. No primeiro

deles, mostraremos que se uma superf́ıcie kähleriana conexa e compacta M , com curva-

tura gaussiana não positiva está munida de campo conforme fechado ξ com singularidades

isoladas, então M será isométrica ao toro plano e ξ será paralelo. No outro caso, conside-

raremos uma variedade kähleriana completa e conexa M de dimensão complexa n > 1 e

munida de campo conforme fechado não trivial ξ. Nesse caso, as singularidades de ξ são

automaticamente isoladas e as folhas não triviais da distribuição gerada por ξ e Jξ são

totalmente geodésicas em M . Assumindo que exista um folha compacta nessa folheação,

que o grupo normal de honomia é de torção e que a curvatura seccional holomorfa de

ξ é não positiva ao longo de M , então ξ é paralelo e M é folheado por uma famı́lia de

superf́ıcies totalmente geodésicas isométricas ao toro plano e por uma famı́lia totalmente

geodésica de variedades kählerianas de dimensão complexa n− 1. Em particular, o reco-

brimento universal de M é isométrico a um produto cartesiano que terá o R2 como um

de seus fatores.
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2 PRELIMINARES

Ao longo deste caṕıtulo mostraremos algumas definições e teoremas de ge-

ometria riemanniana e variedades suaves que serão utilizadas ao longo do texto. Indi-

caremos como leitura complementar DO CARMO (2015), LEE (2003), MADSEN and

TORNEHAVE (1997) e KOBAYASHI and NOMIZU (1963).

2.1 Geometria riemanniana

Nessa seção introduziremos alguns conceito sobre variedades riemannianas que

usaremos nesse trabalho. Sejam M uma variedade riemanniana, TM seu fibrado tangente

e π : TM → M a aplicação projeção natural. Assim, X será campo vetorial de M se X

é uma seção suave de π, isto é, X : M → TM é suave e π ◦ X = IdM . Denotamos por

X(M) o conjunto dos campos vetoriais de M .

Além disso, chamaremos de conexão afim ∇ em uma variedade diferenciável,

uma aplicação ∇ : X(M)×X(M)→ X(M), que leva (X, Y ) em ∇XY , para todos X, Y ∈
X(M) e que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ,

(ii) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

(iii) ∇X(fY ) = f∇XY +X(f)Y ,

onde X, Y, Z ∈ X(M) e f, g ∈ C∞(M) := {f : M → R suave}. Além disso, seja {Xi}dimM
i=1

um referencial local num aberto U ⊂M e fazendo ∇Xi
Xj =

∑
k ΓkijXk, temos que Γkij são

funções diferenciáveis em U , então, pelas propriedades acima, a conexão é dada por

∇XY =
∑
k

(∑
ij

xiyjΓ
k
ij +X(yk)

)
Xk, (1)

onde X =
∑

i xiXi e Y =
∑

j yjYj em U .

A próxima proposição relaciona variedades riemannianas com as conexões

afins.

Teorema 2.1 (Levi-Civita). Dada uma variedade riemanniana M de métrica 〈·, ·〉, existe

uma única conexão afim ∇ em M satisfazendo as seguintes condições:

(a) X 〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉,
(b) ∇XY −∇YX = [X, Y ],

para todos X, Y, Z ∈ X(M).

Demonstração. Veja o Teorema 3.16 do caṕıtulo II de DO CARMO (2015).
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Corolário 2.2 (Fórmula de Koszul). Dada uma variedade riemanniana M de métrica

〈·, ·〉, para todos X, Y, Z ∈ X(M), vale

2 〈∇XY, Z〉 = X 〈Y, Z〉+ Y 〈Z,X〉 − Z 〈X, Y 〉

− 〈X, [Y, Z]〉 − 〈Y, [Z,X]〉+ 〈Z, [X, Y ]〉 .

Sabemos, pela Proposição 2.2 do caṕıtulo II de DO CARMO (2015), que para

uma conexão afim ∇, existe uma única correspondência que associa a um campo vetorial

V ao longo de uma curva diferenciável c : I →M outro campo vetorial DV/dt ao longo de

c, denominado derivada covariante de V ao longo de c, que satisfaz as seguintes condições:

(a)
D

dt
(V +W ) =

DV

dt
+
DW

dt
, para V,W campos vetoriais ao longo de c.

(b)
D

dt
(fV ) =

df

dt
V + f

DV

dt
, onde f é uma função diferenciável em I.

(c) Se V é induzido por um campo Y ∈ X(M), isto é, V (t) = (c(t)), então DV/dt =

∇dc/dtY .

Com isso, se M é uma variedade riemanniana com conexão ∇, dizemos que

um campo vetorial V ao longo de uma curva c : I → M é paralelo quando DV/dt = 0

para todo t ∈ I. Além disso, pela Proposição 2.6 do caṕıtulo II de DO CARMO (2015),

se V0 ∈ Tc(t0)M , com t0 ∈ I, então existe um único campo vetorial paralelo V ao longo

c tal que V (c(t0)) = V0. Nesse caso, dizemos que V (t) é o transporte paralelo de V0 ao

longo de c.

A próxima proposição relaciona a conexão riemanniana com o trasporte para-

lelo.

Proposição 2.3. Sejam M uma variedade riemanniana, X, Y ∈ X(M), p ∈M e c : I →
M uma curva integral de X por p, isto é, c(t0) = p e dc/dt = X(c(t)). Assim, a conexão

riemanniana de M é dada por

(∇XY )(p) =
d

dt
(P−1

c;t0;t(Y (c(t))))|t=t0 ,

onde Pc;t0;t : Tc(t0)M → Tc(t)M é o transporte paralelo ao longo de c de t0 a t.

Demonstração. Provaremos inicialmente que P = Pc;t0;t é linear. Sejam v, w ∈ Tc(t0)M e

V,W ∈ X(M) os únicos campos paralelos ao longo de c tais que V (t0) = v e W (t0) = w.

Desta forma, para λ ∈ R,

D

dt
(V +W ) =

DV

dt
+
DW

dt
= 0
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e

D

dt
(λV ) = λ

DV

dt
= 0,

logo V +W e λV são campos paralelos ao longo de c. Portanto,

P (λv + w) = P (λV (t0) +W (t0)) = P ((λV +W )(t0))

= (λV +W )(t) = λV (t) +W (t)

= λP (v) + P (w),

mostrando sua linearidade.

Além disso, |P (v)| = |v| para todo v ∈ Tc(t0)M . De fato, dado v ∈ Tc(t0)M e

seja V o único transporte paralelo ao longo de c tal que V (t0) = v, então

d

dt
〈V, V 〉 = 2

〈
DV

dt
, V

〉
= 0,

o que mostra que |V | é constante, logo,

|P (v)| = |V (t)| = |V (t0)| = |v| .

Dessa forma, obtemos que P é uma isometria, visto que dados v1, v2 ∈ Tc(t0)M ,

pelo que mostramos anteriormente, temos

|P (v1)|2 + 2 〈P (v1), P (v2)〉+ |P (v2)|2 = |P (v1 + v2)|2 = |v1 + v2|

= |v1|2 + 2 〈v1, v2〉+ |v2|2 ,

donde obtemos

〈P (v1), P (v2)〉 = 〈v1, v2〉 .

Como P é uma isometria linear, assim P−1 : Tc(t)M → Tc(t0)M está bem

definida. Considere um sistema de coordenadas (U ;x1, · · · , xn) em torno de c(t0) ∈ M .

Logo, {
w1(t0) =

∂

∂x1

(c(t0)), · · · , wn(t0) =
∂

∂xn
(c(t0))

}
é uma base do espaço tangente Tc(t0)M . Uma vez que P é uma isometria, podemos

transportar a base ao longo da curva, ou seja,{
w1(t) = P

(
∂

∂x1

(c(t0))

)
, · · · , P

(
wn(t0) =

∂

∂xn
(c(t0))

)}
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é uma base de Tc(t)M . Desta forma, se Y ∈ X(M), então podemos escrevê-lo na forma

Y (c(t)) =
∑

i ai(t)wi(t), onde ai : I → R, para i ∈ {1, · · · , dimM}.
Por um lado, temos

d

dt
(P−1

c;t0;t(Y (c(t))))|t=t0 = lim
t→t0

P−1(Y (c(t)))− P−1(Y (c(t0)))

t− t0

= lim
t→t0

∑
i

ai(t)P
−1(wi(t))− ai(t0)wi(t0)

t− t0

=
∑
i

lim
t→t0

ai(t)− ai(t0)

t− t0
wi(t0)

=
∑
i

d

dt
(ai(t0))wi(t0).

Por outro lado, pela expressão da derivada covariante, obtemos

(∇XY )(p) =
(
∇ dc

dt
Y
)

(p) =
DY

dt
(c(t0))

=
∑
i

(
d

dt
(ai(t0))wi(t0) + ai(t0)

Dwi
dt

(t0)

)
=

∑
i

d

dt
(ai(t0))wi(t0),

portanto,

(∇XY )(p) =
∑
i

d

dt
(ai(t0))wi(t0) =

d

dt
(P−1

c;t0;t(Y (c(t))))|t=t0 .

Para o que segue, devemos relembrar que uma curva diferenciável γ : I →M ,

onde M é uma variedade riemanniana, é dita geodésica, quando D(dγ/dt)/dt = 0 para

todo t ∈ I. Além disso, dados p ∈M e v ∈ TpM , existe uma única geodésica γ : (−ε, ε)→
M , para ε > 0, tal que γ(0) = p e γ′(0) = v (Teorema 2.2, cap. III de DO CARMO

(2015)). Assim, podemos definir a curva γ(t, q, v) : (−ε, ε)→M , onde q ∈M e v ∈ TqM ,

a geodésica que no instante t = 0 passa em q com velocidade v.

Vale salientar que as geodésicas têm uma propriedade de homogeneidade, onde

se γ(t, q, av) está definida em (−δ, δ) e γ(at, q, v) está definida em (−δ/a, δ/a), para a ∈ R
e a > 0, então γ(t, q, av) = γ(at, q, v) (Lema 2.6, cap. III de DO CARMO (2015)). Com

isso, podemos introduzir o conceito de aplicação exponencial. Seja p ∈M e Bε(0) ⊂ TpM

a bola aberta de centro em 0 em TpM e raio ε > 0. Dizemos que expp : Bε(0) → M ,

dada por expp(v) = γ(1, p, v), para v ∈ Bε(0), é a aplicação exponencial. Ademais, dado
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q ∈M , existe ε > 0 tal que expq : Bε(0)→ expq(Bε(0)) é difeomorfismo (Proposição 2.9,

cap. III de DO CARMO (2015)). Nesse caso, expq(Bε(0)) := Bε(p) será chamada de bola

normal.

A próxima proposição usará os conceitos sobre geodésicas e aplicação expo-

nencial para construção de um referencial local geodésico.

Proposição 2.4 (Referencial geodésico). Seja M uma variedade riemanniana de di-

mensão n e p ∈ M . Assim, existe uma vizinhança U ⊂ M de p e n campos de vetores

E1, · · · , En ∈ X(U), ortonormais em cada ponto de U , tais que, em p, ∇Ei
Ej(p) = 0.

Uma tal famı́lia Ei, i = 1, · · · , n, de campos de vetores é chamada um referêncial (local)

geodésico em p.

Demonstração. Seja p ∈ M e seja ε > 0 tal que U = Bε(p) = expp(Bε(0)) ⊂ M é uma

bola normal em p. Logo, se q ∈ U , então existe v0 ∈ Bε(0) ⊂ TpM tal que expp(v0) = q.

Defina a curva:

c : [0, |v0|] −→ M

t 7−→ c(t) = expp

(
tv0

|v0|

)
,

assim, temos que c(0) = p e c(|v0|) = expp(v0) = q. Dessa forma, c é a geodésica

normalizada que liga p a q. Seja {e1, · · · , en} uma base ortonormal de TpM , definimos

Ei(q) = P (ei), para i = 1, · · · , n, onde P = Pc,0,v0 definida na Proposição 2.3. Nessa

mesma proposição, provamos que P é isometria, logo {E1, · · · , En} é base ortonormal de

TqM , visto que 〈Ei(q), Ej(q)〉 = 〈P (ei), P (ej)〉 = 〈ei, ej〉 = δij. Como esse processo pode

ser aplicado em todo U , obtemos E1, · · · , En ∈ X(U) campos de vetores ortonormais.

Nos resta mostrar que ∇Ei
Ej(p) = 0. Assim, definimos, para i = 1, · · · , n, as

aplicações

αi : (−ε, ε) −→ U

t 7−→ αi(t) = expp(tei),

onde, por definição, tei ∈ Bε(0) ⊂ TpM . Como o campo transporta o campo velocidade

de forma paralela, temos

Ei(αi(t)) = Ei(expp(tei)) = P (ei) =
d

dt
γ(1, p, tei) = α′i(t),

já que por unicidade, o trasporte paralelo será a própria geodésica. Dessa forma, se

Pi,t : TpM → Tαi(t)M é o transporte paralelo de p até αi(t), ao longo da geodésica αi,
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então

P−1
αj ,t

(Ek(αj(t))) = ek,

para todos k, j = 1, · · · , n, por construção. De fato, Ek(αj(t)) é o transporte paralelo

do vetor ek sobre a geodésica αj. Logo, quando a função inversa do transporte paralelo

é aplicada, ela retorna ao vetor inicial que, por construção, é sempre um dos vetores da

base de TpM , neste caso, ek. Pela Proposição 2.3, temos

∇Ei
Ej(p) =

dP−1
αi,t(Ej(αi(t)))

dt

∣∣∣∣∣
t=0

=
dej
dt

= 0,

como queŕıamos mostrar.

Um conceito muito relevante em variedades riemanniana é o de variedades

geodésicamente completas (ou simplesmente variedades completas). Dizemos que uma

variedade riemanniana M é (geodésicamente) completa se para todo p ∈ M , a aplicação

exponencial, expp, está definida para todo v ∈ TpM , ou seja, se as geodésicas γ(t) que

partem de p estão definidas para todos os valores do parâmetro t ∈ R.

É importante salientar que a distância d(p, q) em uma variedade riemanniana

é definda por d(p, q) igual ao ı́nfimo dos comprimentos fp,q, onde fp,q é uma curva dife-

renciável por partes ligando p a q. Assim, variedades riemannianas são espaços métricos,

na métrica d (Proposição 2.5, cap. VII de DO CARMO (2015)), e a topologia induzida por

d nessa variedade é a mesma topologia inicial (Proposição 2.6, cap. VII de DO CARMO

(2015)).

O Teorema adiante relacionará o conceito de variedades riemannianas geodesi-

camente completas com sua natureza topológica, o que mostrará com clareza que podemos

chamar tais variedades apenas de completas.

Teorema 2.5 (Hopf e Rinow). Sejam M uma variedade riemanniana e p ∈ M . As

seguintes afirmações são equivalentes:

a) expp está defina em todo o TpM .

b) Os subconjuntos limitados e fechados de M são compactos.

c) M é completa como espaço métrico.

d) M é geodésicamente completa.

e) Existe uma sucessão de compactos Kn ⊂M , Kn ⊂ int Kn+1 e ∪nKn = M , tais que

se qn /∈ Kn, então d(p, qn)→ +∞.

Além disso, cada uma das afirmações acima implica que

f) Para todo q ∈M , existe uma geodésica γ ligando p a q com l(γ) = d(p, q).
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Demonstração. Veja o Teorema 2.8 do caṕıtulo VII de DO CARMO (2015).

Sejam M uma variedade riemanniana, p ∈ M e α : [0, 1] → M um laço

baseado em p (ou seja, α(0) = α(1) = p) diferenciável por partes. Assim, denotamos por

Pα : TpM → TpM o transporte paralelo levado pela curva α e chamamos de grupo de

holonomia de M em p o conjunto de todos os operadores Pα, para α um laço baseado

em p, diferenciável por partes. Denotamos esse conjunto por Holp(M). Esse conjunto, de

fato, forma um grupo, onde a composição de laços baseados em p é sua operação, isto é,

Pα · Pβ := Pα·β e Pε é a identidade, onde ε : [0, 1]→M e ε([0, 1]) = p.

Além disso, um subspaço D de TpM é dito invariante por Holp(M) se D for

invariante por todos os elementos de Holp(M), isto é, se x ∈ D, então Pα(x) = x, para

todos Pα ∈ Holp(M). Se D for não nulo, diremos que D é irredut́ıvel se o único subspaço

próprio de D invariante por Holp(M) for o subespaço nulo.

Vale salientar que um produto de variedades riemannianas M0×M1×· · ·×Mk

isométrico à variedade M é uma decomposição de De Rham de M se M0 é isométrico a

um espaço euclidiano e cada uma das outras variedades Mi forem completas, simplesmente

conexas, irredut́ıveis (isto é, o espaço tangente em algum ponto é irredut́ıvel) e tiverem

grupo de holonomia não triviais. Dessa forma, o próximo teorema fornece condições

necessárias para existência desse tipo de decomposição.

Teorema 2.6 (de decomposição de De Rham). Uma variedade riemanniana M conexa,

simplesmente conexa e completa admite uma decomposição de De Rham M0×M1× · · ·×
Mk, que é única a menos de uma ordem.

Demonstração. Veja o Teorema 6.2 do caṕıtulo IV de KOBAYASHI and NOMIZU (1963)

Para o que segue, sabemos que dados uma variedade riemanniana M , X ∈
X(M) e f ∈ C∞(M), definimos a divergência de X como a função div X : M → R dada

por divX(p) = tr(Y (p) → ∇YX(p)), e o gradiente de f como o campo vetorial grad f

em M definido por 〈gradf(p), v〉 = dfp(v), para todos p ∈ M e v ∈ TpM . É comum,

ainda, escrever ∇f no lugar de grad f .

A proposição a seguir nos fornece uma fórmula para o gradiente e o divergente

a partir de referencial geodésico local.

Proposição 2.7. Sejam M uma variedade riemanniana de dimensão n, X ∈ X(M) e

f ∈ C∞(M). Se {E1, · · · , En} é um referêncial geodésico em p ∈M , então

gradf(p) =
n∑
i=1

(Ei(f))Ei(p) e
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divX(p) =
n∑
i=1

Ei(fi)(p),

onde X =
∑n

i=0 fiEi.

Demonstração. Como {Ei(p)}ni=1 é uma base ortonormal para TpM , então

gradf(p) =
n∑
i=1

〈gradf(p), Ei(p)〉Ei(p)

=
n∑
i=1

(Ei(f))Ei(p).

Além disso, como divX(p) = tr(Y (p)→ ∇YX(p)) e X =
∑

i fiEi, então

divX(p) =
n∑
i=1

〈
∇Ei(p)X(p), Ei(p)

〉
=

n∑
i,j=1

〈∇Ei
fjEj, Ei〉 (p)

=
n∑

i,j=1

〈fj∇Ei
Ej + Ei(fj)Ej, Ei〉 (p).

Como {Ei}ni=1 é um referencial geodésico e ortogonal, logo ∇Ei
Ej(p) = 0, o que nos dá

divX(p) =
n∑

i,j=1

〈Ei(fj)Ej, Ei〉 (p) =
n∑

i,j=1

Ei(fj)δij(p) =
n∑
i=1

Ei(fi),

como queŕıamos demonstrar.

Para mais, definimos o tensor curvatura de Riemann em uma variedade

riemanniana M , o (1,3)-tensor R : X(M)× X(M)× X(M)→ X(M) dado por

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,

para quaisquer X, Y, Z ∈ X(M). Vale salientar que se M = Rn, então R(X, Y )Z = 0,

para todo X, Y, Z ∈ X(M), já que, no Rn, XY f = Y Xf para toda f ∈ C∞(M).

Além disso, dados um ponto p ∈ M , um subespaço bidimensional σ ⊂ TpM

e {x, y} é uma base qualquer de σ, o número real K(x, y) = 〈R(x, y)x, y〉 / |x ∧ y|2 é

chamado de curvatura seccional de σ em p, onde |x ∧ y|2 = |x|2 |y|2 − 〈x, y〉2. A
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Proposição 3.1 do caṕıtulo IV de DO CARMO (2015) garante que se x′ e y′ formam outra

base de σ, então K(x, y) = K(x′, y′), logo, podemos denotar K(σ) = K(x, y).

Para o que segue, seja M uma variedade riemanniana com métrica 〈·, ·〉 e

conexão de Levi-Civita ∇, se f : M → R é suave, o tensor hessiano é o 2-tensor

covariante HessMf : X(M)× X(M)→ C∞(M) tal que

(HessMf)(X, Y ) = 〈∇X∇f, Y 〉 ,

para todos X, Y ∈ X(M).

Segue imediatamente da definição e da compatibilidade da conexão de Levi-

Civita com a métrica de M (Teorema 2.1), que

(HessMf)(X, Y ) = X 〈∇f, Y 〉 − 〈∇f,∇XY 〉

= X(Y (f))− (∇XY )(f),

para X, Y ∈ X(M). Por outro lado, a simetria de ∇ garante que

(HessMf)(X, Y ) = X(Y (f))− (∇XY )(f)

= Y (X(f)) + [X, Y ](f)− (∇XY )(f)

= Y (X(f))− (∇YX)(f)

= (HessMf)(Y,X), (2)

o que mostra a simetria de HessMf .

Podemos, ainda, definir o operador hessiano, HessMf : X(M)→ X(M) dado

por HessMf(X) = ∇X∇f . Dessa forma, dizemos que p ∈M é um ponto não-degenerado

de f quando o operador HessMf(p) : TpM → TpM , dado por HessMf(v)(p) = ∇v∇f ,

é invert́ıvel. A proposição a seguir nos mostra uma propriedade importante de pontos

não-degenerados.

Proposição 2.8. Sejam M uma variedade riemanniana e p ∈ M um ponto cŕıtico não-

degenerado de f ∈ C∞(M), então existe uma vizinhança U ⊂M de p, onde o único ponto

cŕıtico de f é p.

Demonstração. Veja o Teorema 12.6 de MADSEN and TORNEHAVE (1997).

Outro conceito relevante que usaremos nesse texto é o de campo de Killing.

Sejam M uma variedade riemanniana, X ∈ X(M), p ∈ M , U ⊂ M uma vizinhança de

p e ϕ : (−ε, ε) × U → M uma aplicação diferenciável tais que para todo q ∈ U a curva

t 7→ ϕ(t, q) é a trajetória de X passando por q em t = 0. Dizemos que X é um campo
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de Killing se, para todo t0 ∈ (−ε, ε), a aplicação ϕ(t0, ·) : U → M é uma isometria. A

seguir, temos uma condição necessária e suficiente para existência desses campos.

Proposição 2.9. Dada uma variedade riemanniana M um campo suave X em M, então X

é campo de Killing se, e somente se, 〈∇YX,Z〉+ 〈∇ZX, Y 〉 = 0 para todos Y, Z ∈ X(M).

Demonstração. Pela compatibilidade da conexão na métrica e sua simetria, temos

〈∇YX,Z〉+ 〈∇ZX, Y 〉 = 〈∇YX,Z〉 − 〈∇XY, Z〉+ 〈∇XY, Z〉

+ 〈∇ZX, Y 〉 − 〈∇XZ, Y 〉+ 〈∇XZ, Y 〉

= 〈∇XY, Z〉+ 〈∇XZ, Y 〉+ 〈∇YX,Z〉

− 〈∇XY, Z〉+ 〈∇ZX, Y 〉 − 〈∇XZ, Y 〉

= X 〈Y, Z〉+ 〈[Y,X], Z〉+ 〈[Z,X], Y 〉 . (3)

Suponhamos que X é campo de Killing. Dessa forma, se ϕ : (−ε, ε)×M é o fluxo de X,

então dϕt é isometria para todo t ∈ (−ε, ε), onde ϕt = ϕ(t, ·). Com isso, temos

〈Y, Z〉 = 〈dϕ−t(Y ), dϕ−t(Z)〉 ,

onde, se calcularmos X 〈Y, Z〉 em p ∈M , obtemos

X 〈Y, Z〉 = d (〈Y, Z〉)ϕ(0,p) ϕ
′(0, p) =

∂

∂t
(〈Y, Z〉)ϕ(t,p)

∣∣∣∣
t=0

=
∂

∂t
(〈dϕ−t(Y ), dϕ−t(Z)〉)ϕ(t,p)

∣∣∣∣
t=0

= lim
t→0

〈dϕ−t(Y ), dϕ−t(Z)〉 − 〈dϕ0(Y ), dϕ0(Z)〉
t

.

Como ϕ0(p) = p, para todo p ∈M , então dϕ0 = Id. Assim, temos

X 〈Y, Z〉 = lim
t→0

〈dϕ−t(Y ), dϕ−t(Z)〉 − 〈Y, Z〉
t

= lim
t→0

〈dϕ−t(Y )− Y + Y, dϕ−t(Z)− Z + Z〉 − 〈Y, Z〉
t

= lim
t→0

1

t
{〈dϕ−t(Y )− Y, dϕ−t(Z)− Z〉

+ 〈dϕ−t(Y )− Y, Z〉+ 〈Y, dϕ−t(Z)− Z〉}.

Como 〈, 〉 é cont́ınua e limt→0 dϕ−t = dϕ0 = Id, logo limt→0 (dϕ−t(Z)− Z) = 0. Ademais,

[X, Y ](p) = lims→0 (Y − dϕsY ) (ϕ(0, p))/s. Dáı, obtemos
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X 〈Y, Z〉 (p) = lim
t→0

〈
dϕ−t(Y )− Y

t
, dϕ−t(Z)− Z

〉
+ lim

t→0

〈
dϕ−t(Y )− Y

t
, Z

〉
+ lim

t→0

〈
Y,
dϕ−t(Z)− Z

t

〉
= lim

t→0

〈
dϕ−t(Y )− Y

t
, Z

〉
+ lim

t→0

〈
Y,
dϕ−t(Z)− Z

t

〉
.

Fazendo s = −t, obtemos

X 〈Y, Z〉 (p) = lim
s→0

〈
Y − dϕ−t(Y )

s
, Z

〉
+ lim

s→0

〈
Y,
Z − dϕ−t(Z)

s

〉
= 〈[X, Y ], Z〉 (p) + 〈Y, [X,Z]〉 (p)

= −〈[Y,X], Z〉 (p)− 〈Y, [Z,X]〉 (p).

Como p foi tomado arbitrariamente, entãoX 〈Y, Z〉 = −〈[Y,X], Z〉−〈Y, [Z,X]〉
e substituindo em (3), temos

〈∇YX,Z〉+ 〈∇ZX, Y 〉 = X 〈Y, Z〉+ 〈[Y,X], Z〉+ 〈[Z,X], Y 〉

= −〈[Y,X], Z〉 − 〈Y, [Z,X]〉+ 〈[Y,X], Z〉+ 〈[Z,X], Y 〉

= 0,

o que mostra a primeira parte.

Reciprocamente, suponhamos 〈∇YX,Z〉 + 〈∇ZX, Y 〉 = 0 para todos Y, Z ∈
X(M). Afirmamos que 〈dϕt(Z), dϕt(Y )〉 (p) é constante para t ∈ (−ε, ε), onde ϕ :

(−ε, ε)×M é o fluxo de X.

Sejam p ∈M e I = ∂/∂t(〈dϕt(Z), dϕt(Y )〉 (p))|t=0. Assim, obtemos

I = lim
t→0

〈dϕt(Z), dϕt(Y )〉 (p)− 〈Y, Z〉 (p)
t

= lim
t→0

1

t
[〈dϕt(Y )(p)− Y (ϕt(p)) + Y (ϕt(p)), dϕt(Z)(p)− Z(ϕt(p)) + Z(ϕt(p))〉

− 〈Y, Z〉 (p)]

= lim
t→0

1

t
[〈dϕt(Y )(p)− Y (ϕt(p)), dϕt(Z)(p)− Z(ϕt(p))〉

+ 〈Y (ϕt(p)), dϕt(Z)(p)− Z(ϕt(p))〉+ 〈dϕt(Y )(p)− Y (ϕt(p)), Z(ϕt(p))〉

+ 〈Y (ϕt(p)), Z(ϕt(p))〉 − 〈Y (p), Z(p)〉].

Usando o fato do limite da soma ser igual ao limite da soma, temos
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I = lim
t→0

1

t
[〈Y (ϕt(p)), Z(ϕt(p))〉 − 〈Y (p), Z(p)〉]

+ lim
t→0

〈
dϕt(Y )(p)− Y (ϕt(p))

t
, dϕt(Z)(p)− Z(ϕt(p))

〉
+ lim

t→0

〈
Y (ϕt(p)),

dϕt(Z)(p)− Z(ϕt(p))

t

〉
+ lim

t→0

〈
dϕt(Y )(p)− Y (ϕt(p))

t
, Z(ϕt(p))

〉
= X 〈Y, Z〉 (p) + 〈−[X, Y ], 0〉 (p) + 〈−[X, Y ], Z〉 (p) + 〈−[X,Z], Y 〉 (p)

= X 〈Y, Z〉 (p) + 〈[Y,X], Z〉 (p) + 〈[Z,X], Y 〉 (p)

= 〈∇YX,Z〉 (p) + 〈∇ZX, Y 〉 (p) = 0.

Portanto, 〈dϕt(Z), dϕt(Y )〉 (p) é constante para t ∈ (−ε, ε), assim, obtemos

〈dϕt(Z), dϕt(Y )〉 (p) = 〈dϕ0(Z), dϕ0(Y )〉 (p) = 〈Z, Y 〉 (p),

para todo t ∈ (−ε, ε), logo, ϕt é uma isometria, como queŕıamos mostrar.

Ao longo deste trabalho precisaremos entender o conceito de derivada exterior.

Para isso, precisamos saber que Ωk(M) = Γ(ΛkT ∗M), isto é, Ωk(M) é conjunto das seções

suaves de π : ΛkT ∗M →M , onde ΛkT ∗M = tp∈MΛk(T ∗pM) e Λk(T ∗pM) é o espaço vetorial

dos k-covetores em TpM .

O resultado a seguir define a derivada exterior em variedades suaves.

Teorema 2.10. Seja M uma variedade diferenciável. Existe um único operador d :

Ωk(M) → Ωk+1(M) para todo k ≥ 0, chamada de derivada exterior, satisfazendo as

seguintes propriedades:

(i) d é linear sobre R.

(ii) Se ω ∈ Ωk(M) e η ∈ Ωl(M), então

d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη.

(iii) d ◦ d ≡ 0.

(iv) Para f ∈ Ω0(M) = C∞(M), df é a diferencial de f , dada por df(X) = Xf .

Demonstração. Veja o Teorema 14.24 de LEE (2003).

Para calcular a derivada exterior de um k-forma diferencial, temos a fórmula
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de Koszul, que nos diz que se ω ∈ Ωk(M) e X1, · · · , Xn ∈ X(M), então

dω(X1, · · · , Xk+1) =
∑
i

(−1)i−1Xi(ω(X1, · · · , X̂i, · · · , Xk+1)) (4)

+
∑
i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj], X1, · · · , X̂i, · · · , X̂j, · · · , Xk+1).

Para uma demonstração desse fato, veja a Proposição 14.32 de LEE (2003).

Além disso, sejam ω ∈ Ωk(M) e X ∈ X(M), onde M é uma variedade rieman-

niana. Chamamos de derivada covariante ∇Xω de ω em relação a X, o k-tensor

∇Xω(Y1, · · · , Yk) = X(ω(Y1, · · · , Yk))− ω(∇XY1, · · · , Yk)

− · · · − ω(Y1, · · · ,∇XYk),

para Y1, · · · , Yk ∈ X(M).

A próxima proposição relaciona a derivada exterior em função de um somatório

de derivadas covariantes de um tensor de Ωk(M).

Proposição 2.11. Se M é uma variedade riemanniana e ω ∈ Ωk(M), então

dω(X1, · · · , Xk+1) =
∑
i

(−1)i−1(∇Xi
ω)(X1, · · · , X̂i, · · · , Xk+1), (5)

para todos X1, · · · , Xn ∈ X(M), onde ∇ é a derivada covariante.

Demonstração. Segue de (4) que

dω(X1, · · · , Xk+1) =
∑
i

(−1)i−1Xi(ω(X1, · · · , X̂i, · · · , Xk+1))

+
∑
i<j

(−1)i+jω(∇Xi
Xj −∇Xj

Xi, X1, · · · , X̂i, · · · , X̂j, · · · , Xk+1)

=
∑
i

(−1)i−1Xi(ω(X1, · · · , X̂i, · · · , Xk+1))

+
∑
i<j

(−1)iω(X1, · · · , X̂i, · · · ,∇Xi
Xj︸ ︷︷ ︸
j

, · · · , Xk+1)

+
∑
i<j

(−1)jω(X1, · · · ,∇Xj
Xi︸ ︷︷ ︸

i

, · · · , X̂j, · · · , Xk+1)

Para o que falta, basta substituir i por j (e vice-versa) na última parcela, onde obtemos
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dω(X1, · · · , Xk+1) =
∑
i

(−1)i−1Xi(ω(X1, · · · , X̂i, · · · , Xk+1))

+
∑
i<j

(−1)iω(X1, · · · , X̂i, · · · ,∇Xi
Xj︸ ︷︷ ︸
j

, · · · , Xk+1)

+
∑
i<j

(−1)iω(X1, · · · ,∇Xi
Xj︸ ︷︷ ︸
j

, · · · , X̂i, · · · , Xk+1)

=
∑
i

(−1)i−1(∇Xi
ω)(X1, · · · , X̂i, · · · , Xk+1).

Relembremos, agora, os principais conceitos a respeito de imersões isométricas.

Seja f : M → M uma imersão de uma variedade diferenciável M de dimensão n em

uma variedade riemanniana M de dimensão k = n + m. A métrica de M induz de

maneira natural uma métrica riemanniana em M : se v1, v2 ∈ TpM , para p ∈M , definimos

〈v1, v2〉 = 〈dfp(v1), dfp(v2)〉. Nesse caso, f é uma imersão isométrica de M em M .

Para cada p ∈ M , podemos identificar Tf(p)M = Tf(p)M ⊕ (Tf(p)M)⊥, onde

dfp(TpM) := Tf(p)M e (Tf(p)M)⊥ é o complemento ortogonal de Tf(p)M em Tf(p)M . Com

isso, podemos escrever v ∈ Tf(p)M por v = vT + v⊥, onde vT ∈ Tf(p)M e v⊥ ∈ (Tf(p)M)⊥,

denominadas, respectivamente, de componentente tangencial e componente normal.

A conexão riemanniana de M será indicada por ∇. Se X e Y são campos

locais de vetores em M , e X e Y são extensões locais a M , definimos ∇XY = (∇XY )T . É

fácil ver que ∇ é a conexão riemanniana de M . Convém, ainda, definir a segunda forma

fundamental de f . Se X e Y são campos locais em M , dizemos que

α(X, Y ) = ∇XY −∇XY

é a segunda forma fundamental de f . Vale salientar que α(X, Y ) não depende das ex-

tensões X e Y . Com efeito, seja X1 outra extensão de X, teremos

(∇XY −∇XY )− (∇X1
Y −∇XY ) = ∇X−X1

Y ,

que se anula em f(M), pois X −X1 = 0 em f(M). Analogamente, se Y 1 outra extensão

de Y , então

(∇XY −∇XY )− (∇XY 1 −∇XY ) = 0,

o que mostra que α(X, Y ) está bem definida.

Uma imersão f : M → M é totalmente geodésica se a segunda forma
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fundamental de f é identicamente nula. A razão dessa terminologia é dada pela proposição

a seguir.

Proposição 2.12. Uma imersão f : M →M é geodésica se, e somente se, toda geodésica

γ de M é geodésica de M .

Demonstração. Veja a Proposição 2.9 do caṕıtulo VI de DO CARMO (2015).

Para mais, veremos alguns resultados sobre variedades riemannianas de cur-

vatura seccional constante. Para isso, precisaremos definir alguns conceitos. Dizemos

que uma ação do grupo G sobre um espaço topológico M opera de modo propriamente

descont́ınuo quando para todo p ∈ M , existe uma vizinhança U ⊂ M de p tal que

g(U)∩U = ∅, para todo g ∈ G \ {e}, onde e ∈ G é a identidade. Suponha, agora, que M

é uma variedade riemanniana e Γ um subgrupo do grupo das isometrias de M que opera de

modo propriamente descont́ınuo. Com isso, a aplicação de recobrimento π : M → M/Γ,

onde M/Γ tem a topologia quociente, induz um difeomorfismo local fazendo de M/Γ uma

variedade diferenciável. Ademais, podemos munir M/Γ com uma métrica riemanniana de

modo que π seja uma isometria local, basta que para cada p ∈M/Γ escolhamos p̃ ∈ π−1(p)

e para todo par u, v ∈ Tp(M/Γ), definimos

〈u, v〉 =
〈
dπ−1(u), dπ−1(v)

〉
p̃
.

Como Γ é transitiva em π−1(p), isto é, Γp = M para todo p ∈ M , então dado qualquer

q̃ ∈ π−1 existe γ ∈ Γ tal que γ(q̃) = p̃, o que mostra que a definição acima não depende

da escolha de p̃. Claramente, tal métrica será um isometria local, doravante chamada de

métrica em M/Γ induzida pelo recobrimento π.

Segue adiante dois resultados importantes sobre espaços de curvatura cons-

tante.

Teorema 2.13 (Cartan). Seja Mn uma variedade riemanniana completa e de curvatura

seccional constante K. Então o recobrimento universal M̃ de M , com a métrica do

recobrimento, é isométrico a:

(a) Hn, se K = −1,

(b) Rn, se K = 0,

(c) Sn, se K = 1.

Demonstração. Veja o Teorema 4.1 do caṕıtulo VIII de DO CARMO (2015).

Proposição 2.14. Seja M uma variedade riemanniana completa com curvatura seccional

constante K. Então M é isométrica a M̃/Γ, onde M̃ é Sn se K > 0, Rn se K = 0 ou Hn

se K < 0, Γ é um subgrupo do grupo das isometrias de M̃ que opera de modo propriamente
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descont́ınuo em M̃ , e a métrica de M̃/Γ é a induzida pelo recobrimento π : M̃ → M̃/Γ.

Demonstração. Veja a Proposição 4.3 do caṕıtulo VIII de DO CARMO (2015).

O teorema a seguir nos dá uma condição necessária para existência de geodésicas

fechadas numa variedade riemanniana. Para isso, diremos que um conjunto L de cami-

nhos fechados em M é classe livre de homotopia se quando f ∈ L, e g : [0, 1]→ M é tal

que existe uma homotopia

F : [0, 1]× [0, 1]→M, F (0, t) = f(t), F (1, t) = g(t), F (s, 0) = F (s, 1),

então g ∈ L. O conjunto de tais classes é indicado por C1(M).

Teorema 2.15 (Cartan). Se M é compacta e L ∈ C1(M) não é a classe constante, então

existe uma geodésica fechada de M na classe L.

Demonstração. Veja o Teorema 2.2 do caṕıtulo XII de DO CARMO (2015).

2.2 Distribuições e Folheações

Nessa seção definiremos os principais elementos de Distribuições e Folheações

e indicares seus principais resultados. Para um leitura completa, veja o caṕıtulo 19 de

LEE (2003).

Seja M uma variedade diferenciável. Uma distribuição D em M de posto

k é uma coleção de subespaços Dp ⊂ TpM de dimensão k, para cada p ∈ M , onde

D = ∪p∈MDp. Essa distribuição será suave se, e somente se, existem uma vizinhança

U para cada ponto de M e campos vetoriais suaves X1, · · · , Xk : U → TM tais que

X1|q, · · ·Xk|q formam uma base para Dq para cada q ∈ U (Lema 10.32 de LEE (2003)).

Nesse caso, dizemos que D é localmente gerado pelos campos vetoriais X1, · · · , Xk.

Suponha D ⊂ TM uma distribuição suave. Uma variedade imersa N ⊂ M

é dita variedade integral de D se TpN = Dp para todo p ∈ N . Além disso, tal

variedade será dita maximal quando não puder ser estendida. Nessa condições, dizemos

que a distribuição é integrável.

Exemplo 2.16 (Distribuição e variedades integrais).

(a) Se V é um campo vetorial que não se anula em M , então V gera um distribuição

suave de posto 1 em M . A imagem de uma curva integral de V é uma variedade

integral de D.

(b) Em Rn, os campos ∂/∂x1, · · · , ∂/∂k gera uma distribuição de posto k. Os subespaços

afins paralelos a Rk ↪→ Rn são variedades integrais dessa distribuição.

(c) Seja R a distribuição de Rn \ {0} gerado pelo campo vetorial radial
∑

i xi∂/∂xi e

seja R⊥ o complemento ortogonal de R. Dessa forma, R⊥ é uma distribuição suave
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de posto (n− 1) em Rn \ {0}. Nesse caso, para cada ponto de x ∈ Rn \ {0}, a esfera

de raio |x| e centro na origem é uma variedade integral de R⊥.

Vale salientar que uma distribuição D é dita involutiva quando, dado um par

X, Y de seções locais de D, isto é, Xp, Yp ∈ Dp para todo p ∈ M , então [X, Y ] é uma

seção local de D. Segue uma condição necessária para que uma distribuição seja uma

involução.

Proposição 2.17. Toda distribuição integrável é uma involução.

Demonstração. Veja a Proposição 19.3 de LEE (2003).

Dada uma distribuição D ⊂ TM de posto k, dizemos que uma carta coorde-

nada (U,ϕ) em M é flat para D quando ϕ(U) é um cubo em Rn e em pontos de U , D é

gerada pelos k primeiros campos vetoriais coordenados ∂/∂x1, · · · , ∂/∂xn. Dizemos que

a distribuição D ⊂ TM é completamente integrável se existe uma carta flat para D

em uma vizinhança de cada ponto de M . Com isso, toda distribuição completamente

integrável é integrável e, consequentemente, será uma involução, isto é

completamente integrável ⇒ integrável ⇒ involução.

O Teorema a seguir é central na teoria das distribuições e faz com que as

implicações anteriores tornem-se equivalências.

Teorema 2.18 (Frobenius). Toda distribuição involução é completamente integrável.

Demonstração. Veja o Teorema 19.12 de LEE (2003).

Para finalizar o caṕıtulo, introduziremos o conceito de folheação. Para isso,

seja M uma variedade n dimensional e F uma coleção de subvariedades de M de dimensão

k. Uma carta suave (U,ϕ) de M é dita flat para F se ϕ(U) é um cubo em Rn e cada

subvariedade de F tem intersecção com U vazia ou é uma união enumerável de slices k-

dimensionais da forma xk+1 = ck+1, · · · , xn = cn, para ck+1, · · · , xn ∈ R. Assim, definimos

a folheação de dimensão k em M como a coleção F de subvariedades disjuntas,

conexas, não vazias e imersas de dimensão k em M , chamadas de folhas da folheação,

onde sua união é a própria M e tal que na vizinhança de cada ponto p ∈ M existe uma

carta flat para F .

Exemplo 2.19 (Folheações).

(a) A coleção de todos os subespaços k-dimensionais afins de Rn paralelos a Rk ×{0} é

uma folheação k-dimensional de Rn.

(b) A coleção de todos os raios abertos da forma {λx : λ > 0}, com x ∈ Rn \ {0} é uma

folheação 1-dimensional de Rn \ {0}.
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(c) A coleção de todas as esferas centradas na origem é uma folheação (n−1)-dimensional

de Rn \ {0}.

O próximo Teorema relaciona as teorias de distribuição e folheações.

Teorema 2.20 (Teorema Global de Frobenius). Seja D uma involução numa variedade

diferenciável M . A coleção de todas as variedades integrais maximais de D formam uma

folheação em M .

Demonstração. Veja o Teorema 19.21 de LEE (2003).
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3 GEOMETRIA COMPLEXA

Neste caṕıtulo estudaremos os principais aspectos sobre variedades complexas

e, antes disso, veremos os principais resultados de funções de várias variáveis complexas

e variedades quasi-complexa. Para uma leitura mais detalhada sobre este tema veja o

caṕıtulo 5 de CAMINHA (2014).

3.1 Funções de várias variáveis complexas

Indicaremos Cm como o conjunto das m-uplas (z1, · · · , zm) de números com-

plexos, munido com estrutura e topologia diferenciáveis obtidas pela identificação usual

com R2m.

Definição 3.1. Uma função L : Cm → C é dita uma função R-linear se

L(z1 + z2) = L(z1) + L(z2), ∀z1, z2 ∈ Cm

e

L(λz) = λL(z), λ ∈ R, z ∈ Cm.

Considerada como função das 2m variáveis reais x1, y1, · · · , xm, ym, com zk =

xk + iyk para 1 ≤ k ≤ m, uma função R-linear L : Cm → C se escreve como

L(x1, y1, · · · , xm, ym) =
∑
k

(akxk + bkyk),

com ak, bk ∈ C para 1 ≤ k ≤ m. Substituindo xk = (zk + zk)/2 e yk = (zk − zk)/2i,

obtemos

L(z1, · · · , zm) =
∑
k

(αkzk + βkzk),

com αk, βk ∈ C, para 1 ≤ k ≤ m.

Definição 3.2. Uma função L : Cm → C é dita uma função C-linear se

L(z1 + z2) = L(z1) + L(z2), ∀z1, z2 ∈ Cm

e
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L(λz) = λL(z), λ ∈ C, z ∈ Cm.

Se L : Cm → C é C-linear, existem α1, · · · , αm, β1, · · · , βm ∈ C onde L(z1, · · · , zm) =∑
k(αkzk + βkzk). Assim, como L(iz) = iL(z), então

i
∑
k

(αkzk − βkzk) = L(iz) = iL(z) = i
∑
k

(αkzk + βkzk),

donde temos −iβk = iβk, para 1 ≤ k ≤ m, logo, βk = 0 para todo 1 ≤ k ≤ m. Portanto,

L é da forma

L(z1, · · · , zm) =
∑
k

αkzk.

Dessa forma, segue uma das definições centrais dessa seção.

Definição 3.3. Seja U ⊂ Cm aberto. Uma função f : U → C é C-diferenciável em

a ∈ U se existe uma função C-linear La : Cm → C tal que

f(a+ h) = f(a) + La(h) + o(h),

para todo h ∈ Cm de norma suficientemente pequena, onde

lim
h→0

o(h)

|h|
= 0.

A função C-linear La da definição anterior é unicamnete determinada por f ,

de modo que será denotada por df(a). Nesse caso, ela será chamada de C-derivada de f

em a ∈ U .

Definição 3.4. Dados U ⊂ Cm aberto e a ∈ U , dizemos que uma função f : U → C
é holomorfa (respectivamente anti-holomorfa) em a se f (respectivamente f) for C-

diferenciável em uma vizinhança de a em U . A função f é holomorfa (respectivamente

anti-holomorfa) em U se o for em todo ponto de U .

Além disso, sejam U ⊂ Cm aberto, a ∈ U e f : U → C uma função C-

diferenciável em a. Para 1 ≤ j ≤ m, definimos as j-ésimas diferenciais holomorfa e

anti-holomorfa de f em a, respectivamente, por
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∂f

∂zj
(a) =

1

2

(
∂f

∂xj
(a)− i ∂f

∂yj
(a)

)
e
∂f

∂zj
(a) =

1

2

(
∂f

∂xj
(a) + i

∂f

∂yj
(a)

)
.

No que segue, a próxima proposição relaciona a diferencial de f em a com as

suas diferenciais holomorfas.

Proposição 3.5. Se U ⊂ Cm é um aberto, a ∈ U e f : U → C é uma função C-

diferenciável em a, então

df(a)(h) =
∑
j

∂f

∂zj
(a)hj

para todo h = (h1, · · · , hm) ∈ Cm.

Demonstração. Como df(a) é C-linear, então também é R-linear. Sendo hj = kj + ilj

para 1 ≤ j ≤ m, obtemos

df(a)(h) =
∑
j

(
∂f

∂xj
(a)kj +

∂f

∂yj
(a)lj

)

=
∑
j

(
∂f

∂xj
(a)

(
hj + hj

2

)
+
∂f

∂yj
(a)

(
hj − hj

2i

))
=

∑
j

(
1

2

(
∂f

∂xj
(a)− i ∂f

∂yj
(a)

)
hj +

1

2

(
∂f

∂xj
(a) + i

∂f

∂yj
(a)

)
hj

)
=

∑
j

∂f

∂zj
(a)hj,

visto que df(a) é C-linear.

Corolário 3.6. Se U ⊂ Cm é aberto e f = u+ iv : U → C é uma função R-diferenciável

em U , então f é holomorfa em U se, e somente se,

∂u

∂xj
=

∂v

∂yj
e
∂v

∂xj
= − ∂u

∂yj
, ∀ 1 ≤ j ≤ m. (6)

As equações em (6) são chamadas de equações de Cauchy-Riemann para f .

Demonstração. Pela parte final da demonstração da proposição anterior, temos
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0 =
1

2

(
∂f

∂xj
+ i

∂f

∂yj

)
=

1

2

(
∂

∂xj
(u+ iv) + i

∂

∂yj
(u+ iv)

)
=

1

2

((
∂u

∂xj
− ∂v

∂yj

)
+ i

(
∂v

∂xj
+
∂u

∂yj

))
,

obtendo o resultado desejado.

Dados U ⊂ Cm aberto e uma aplicação f = (f1, · · · , fn) : U → Cn, sabemos

que, pelo Caṕıtulo 5 de LIMA (2009), f é R-diferenciável em a ∈ U se, e somente se, cada

uma de suas funções coordenadas fj são R-diferenciáveis em a. Mais precisamente, existe

uma transformação linear real La : R2m → R2n tal que

f(a+ h) = f(a) + La(h) + o(h),

para todo h ∈ R2m de norma suficientemente pequena.

Similarmente ao que fizemos no caso n = 1, dizemos que f = (f1, · · · , fn) :

U → Cn é C-diferenciável se existir uma transformação linear complexa La : Cm → Cn

tal que

f(a+ h) = f(a) + La(h) + o(h),

para todo h ∈ Cm de norma sufucientemente pequena, onde

lim
h→0

o(h)

|h|
= 0.

Logo, f é C-diferenciável em a ∈ U se, só se, cada fj é C-diferenciável em a. Com isso,

estendemos a noção de holomorfia a aplicações.

Definição 3.7. Seja U ⊂ Cm aberto. Uma aplicação f = (f1, · · · , fm) : U → Cn é

holomorfa (respectivamente anti-holomorfa) em a ∈ U se f (respectivamente f) for

C-diferenciável em uma vizinhança de a em U . A função f é holomorfa (respectivamente

anti-holomorfa) em U se o for em todo ponto de U .

Pelo que foi discutido anteriormente, f é holomorfa se, e somente se, cada

função coordenada fj também o for. Dessa forma, podemos estender a regra da cadeia

usual a aplicações holomorfas, como mostra o resultado a seguir.

Proposição 3.8. Sejam U ⊂ Cm e V ⊂ Cn abertos. Se f : U → V é holomorfa em
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a ∈ U e g : V → Cp é holomorfa em b = f(a) ∈ V , então g ◦ f : U → Cp é holomorfa em

a, com (g ◦ f)′(a) = g′(b) ◦ f ′(a).

Demonstração. Como g e f são aplicações R-diferenciáveis em vizinhanças de b e a, res-

pectivamente, assim, pela regra da cadeia real garante a R-diferenciabilidade de g ◦ f em

uma vizinhança U ′ ⊂ U de a, com (g ◦ f)′(z) = g′(f(z)) ◦ f ′(z), para todo z ∈ U ′. Desde

que f ′(z) : Cm → Cp e g′(f(z)) : Cn → Cp são transformações lineares complexas, logo, o

mesmo vale para (g ◦ f)′(z), para todo z ∈ U ′. Portanto, g ◦ f é C-diferenciável em U ′ e,

assim, g ◦ f é holomorfa em a.

Em Análise Complexa de uma variável, sabemos que se uma função é holo-

morfa também será anaĺıtica. Esse resultado pode ser estendido para aplicações de várias

variáveis, como mostra o resultado a seguir.

Teorema 3.9. Seja U ⊂ Cm aberto. Se f : U → Cn é holomorfa, então f é anaĺıtica.

Demonstração. Veja a Proposição A.32 de CAMINHA (2014).

3.2 Variedades quasi-complexas

Nessa seção, estudaremos a estrutura das variedade quasi-complexas, cuja

definição segue abaixo. Para entender melhor essa seção é necessário saber a teoria de

espaços vetoriais complexos. Deixamos como referência o Apêndice A.3 de CAMINHA

(2014).

Definição 3.10. Uma estrutura quasi-complexa J em uma variedade diferenciável

M , de dimensão (real) 2n, é a escolha, para cada p ∈M , de uma estrutura complexa Jp :

TpM → TpM , diferenciável no seguinte sentido: para cada p ∈ M existem coordenadas

locais (x1, · · · , x2n), definidas em uma vizinhança U de p em M e tais que a matriz de Jp

com respeito à base coordena (∂/∂x1, · · · , ∂/∂x2n) de TpM tem a forma

Jp

(
∂

∂xk

)
p

=
∑
l

Jkl(p)

(
∂

∂xl

)
p

com Jkl ∈ C∞(U) para todos 1 ≤ k, l ≤ 2n. Nesse caso, diremos que M é uma varie-

dade quasi-complexa e que as funções Jkl são as componentes de J com respeito às

coordenadas (x1, · · · , x2n).

Dada uma variedade quasi-complexa M2n, com estrutura quasi-complexa J

e p ∈ M , é imediato varificar que a diferenciabilidade de J independe das coordenadas

locais escolhidas em vizinhanças de p.
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Considerando M uma variedade diferenciável 2n-dimensional, o fibrado tan-

gente complexificado de M é o produto tensorial

TMC = TM ⊗R (M × R)

com espaço de seções isomorfo à complexificação X(M)C de X(M). Assim, denotaremos,

a partir daqui, X(M)C como o espaço das seções, de sorte que todo ξ ∈ X(M)C pode ser

escrito da forma ξ = X + iY , com X, Y ∈ X(M).

Suponha que M é quasi-complexa com estrutura quasi-complexa J . Para X ∈
X(M), denotando (JX)p = JpXp para cada p ∈ M , temos um campo JX ∈ X(M), onde

a aplicação J : X(M) → X(M), que leva X em JX, define uma estrutura complexa

no espaço vetorial real X(M). Similarmente, tal estrutura se estende a uma aplicação

C∞(M,C)-linear J : X(M)C → X(M)C, que leva X + iY em JX + iJY .

Denotando

X(M)± =
{
ξ ∈ X(M)C; Jξ = ±ξ

}
,

obtemos subespaços vetoriais complexos X(M)+ e X(M)− de X(M)C (veja o Lema A.15

de CAMINHA (2014)), tais que X(M)+ = X(M)− e

X(M)C = X(M)+ ⊕ X(M)−.

É imediato verificar que tal decomposição em soma direta induz uma decomposição do

fibrado tangente complexificado na soma de Whitney

TMC = TM+ ⊕W TM−,

onde TM+ e TM− são fibrados vetoriais de posto (real) 2n sobre M , tais que

Γ(TM+) = X(M)+ e Γ(TM−) = X(M)−.

As seções de TM+ e TM− são campos vetoriais complexos, respectivamente,

de tipo holomorfo e anti-holomorfo em M .

Pela decomposição de X(M)C, dado ξ ∈ X(M)C, temos ξ = ξ+ + ξ−, onde
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ξ+ =
1

2
(ξ − iJξ) ∈ X(M)+ e ξ− =

1

2
(ξ + iJξ) ∈ X(M)−,

de sorte que ξ+ (resp. ξ−) é a componente de tipo holomorfo (resp. tipo anti-holomorfo)

de ξ. Logo, podemos verificar que

X(M)+ = {X − iJX;X ∈ X(M)} ,

X(M)− = {X + iJX;X ∈ X(M)} .

Para o que segue, tais definições e discussões sobre seus conceitos são suficientes

para o restante do trabalho. Contudo, enunciaremos um último teorema para entender a

rigidez de variedades quasi-complexas.

Teorema 3.11. Toda variedade quasi-complexa é orientável.

Demonstração. Veja o Teorema 5.5 de CAMINHA (2014).

3.3 Variedades complexas

Nessa seção analisaremos os principais fundamentos de variedades complexas,

objeto principal deste caṕıtulo.

Definição 3.12. Uma variedade complexa M de dimensão (complexa) n é uma va-

riedade diferenciável 2n-dimensional (dimensão real), munida de um atlas formada por

cartas ϕα : Uα → Cn ≈ R2n satisfazendo as seguintes condições: sempre que Uα∩Uβ 6= ∅,
a mudança de coordenadas

ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα ∩ Uβ)→ ϕβ(Uα ∩ Uβ)

é uma função holomorfa de n variáveis complexas. Nesse caso, cada ϕα : Uα → Cn é uma

carta coordenada holomorfa ou, ainda, um sistema de coordenadas complexas

em M e o conjunto {(Uα, ϕα)} é um atlas complexo para M .

Segue do Teorema 3.9 que toda variedade complexa é uma variedade anaĺıtica

real. Ademais, se ϕ = (z1, · · · , zn) e zj = xj + iyj para 1 ≤ j ≤ n, então ϕ =

(x1, y1, · · · , xn, yn) é uma carta coordenada anaĺıtica de M , vista como variedade anaĺıtica

real.

Exemplo 3.13. Se M2 é uma superf́ıcie riemanniana orientável e {(ϕα;Uα)} é um atlas

para M formado pelas cartas isotérmicas positivas (tais cartas existem por CHERN
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(1955)), então M é uma variedade complexa de dimensão complexa 1.

Para mostrar isso, tome α e β tais que Uα ∩ Uβ 6= ∅, com ϕα(q) = (u(q), v(q))

e ϕβ(q) = (x(q), y(q)) para q ∈ Uα ∩ Uβ. Então, obtemos

〈
∂

∂u
,
∂

∂u

〉
=

〈
∂

∂v
,
∂

∂v

〉
,

〈
∂

∂u
,
∂

∂v

〉
= 0 (7)

e

〈
∂

∂x
,
∂

∂x

〉
=

〈
∂

∂y
,
∂

∂y

〉
,

〈
∂

∂x
,
∂

∂y

〉
= 0. (8)

Substituindo

∂

∂u
=
∂x

∂u

∂

∂x
+
∂y

∂u

∂

∂y
e
∂

∂v
=
∂x

∂v

∂

∂x
+
∂y

∂v

∂

∂y

em (7) e usando (8), obtemos as relações

(
∂x

∂u

)2

+

(
∂y

∂u

)2

=

(
∂x

∂v

)2

+

(
∂y

∂v

)2

e
∂x

∂u

∂x

∂v
+
∂y

∂u

∂y

∂v
= 0.

Encarando acima como um sistema de equações em ∂x/∂u e ∂y/∂u, além de

usar a positividade das cartas, onde ∂x/∂u∂y/∂v − ∂x/∂u∂y/∂v > 0, obtemos

∂x

∂u
=
∂y

∂v
e
∂x

∂v
= −∂y

∂u
,

que são as equações de Cauchy-Riemann (6) para mudança de coordenada, o que prova

que ϕβ ◦ ϕ−1
α é holomorfa para todos α e β tais que Uα ∩ Uβ 6= ∅.

Exemplo 3.14. O n-espaço euclidiano complexo Cn, com o atlas formado pela aplicação

identidade, é uma variedade complexa de dimensão n.

SejamM uma variedade complexa de dimensão (complexa) n e ϕ = (z1, · · · , zn)

um sistema de coordenadas complexas em U ⊂ M , com zj = xj + iyj. Então as coorde-

nadas (x1, y1, · · · , xn, yn) formam um sistema de coordenadas reais para M em U , onde

(∂/∂x1, ∂/∂y1, · · · , ∂/∂xn, ∂/∂yn) é um referencial para TM em U . Além disso, se

∂

∂zj
:=

1

2

(
∂

∂xj
− i ∂

∂yj

)
e

∂

∂zj
:=

1

2

(
∂

∂xj
+ i

∂

∂yj

)
,
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então (∂/∂z1, ∂/∂z1, · · · , ∂/∂zn, ∂/∂zn) é um referencial para TMC em U , onde obteremos

o seguinte resultado.

Lema 3.15. Seja M uma variedade complexa de dimensão (complexa) n. Se (w1, · · · , wn)

e (z1, · · · , zn) são sistemas de coordanadas complexas num aberto U ⊂M , então

∂

∂wk
=
∑
j

∂zj
∂wk

∂

∂zj
e

∂

∂wk
=
∑
j

∂zj
∂wk

∂

∂zj
.

Demonstração. Sendo zk = xk+ iyk e wk = uk+ ivk e omitindo, por conveniência, o ponto

p, pelas equações de Cauchy-Riemann (6), temos

∑
j

∂zj
∂wk

∂

∂zj
=

1

2

∑
j

(
∂xj
∂wk

+ i
∂yj
∂wk

)(
∂

∂xj
− i ∂

∂yj

)
=

1

4

∑
j

(
∂xj
∂uk
− i∂xj

∂vk
+ i

∂yj
∂uk

+
∂yj
∂vk

)(
∂

∂xj
− i ∂

∂yj

)
=

1

2

∑
j

(
∂xj
∂uk

+ i
∂yj
∂uk

)(
∂

∂xj
− i ∂

∂yj

)
=

1

2

∑
j

{(
∂xj
∂uk

∂

∂xj
+
∂yj
∂uk

∂

∂yj

)
− i
(
∂xj
∂uk

∂

∂yj
− ∂yj
∂uk

∂

∂xj

)}

=
1

2

{
∂

∂uk
− i
∑
j

(
∂yj
∂vk

∂

∂yj
+
∂xj
∂vk

∂

∂xj

)}

=
1

2

(
∂

∂uj
− i ∂

∂vj

)
=

∂

∂wk
.

A outra igualdade é completamente análoga.

O próximo resultado relaciona as variedades quasi-complexas e as variedades

complexas.

Proposição 3.16. Se M é uma variedade complexa de dimensão (complexa) n e onde

(z1, · · · , zn) é um sistema de coordanadas complexas num aberto U ⊂ M , então, para

p ∈ U , o operador linear Jp : TpM → TpM tal que

Jp

(
∂

∂xk

)
=

∂

∂yk
e Jp

(
∂

∂yk

)
= − ∂

∂xk
(9)

independe das coordenadas complexas zk = xk + iyk escolhidas e define uma estrutura

quasi-complexa em M .
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Demonstração. Fixados p ∈ M e uma carta coordenada complexa (z1, · · · , zn) como no

enunciado, então Jp, dado por (9), define uma estrutura complexa em TpM . Estendendo

Jp a um operador linear em TMC pondo, para cada p ∈M e todos u, v ∈ TpM , Jp(u+iv) =

Jpu + iJpv. Fazendo TpM
± =

{
v ∈ TpMC; Jpv = ±iv

}
, então TpM

C = TpM
+ ⊕ TpM

−

(vide o Lema A.15 de CAMINHA (2014)).

Seja, agora, (w1, · · · , wn) outro sistema de coordenadas complexas numa vizi-

nhança de p ∈M . Denotando por Ip a estrutura complexa correspondente em TpM , bem

como sua extensão a TMC, ou seja, tal que

Ip =

(
∂

∂wk

)
= i

∂

∂wk
e Ip =

(
∂

∂wk

)
= −i ∂

∂wk
,

devemos mostrar a coincidência de Ip e Jp em TMC. Para isso, é suficiente mostrar

que, em relação à decomposição em soma direta TpM
C = TpM

+ ⊕ TpM− induzida por

J , teremos (∂/∂wk)p ∈ TpM
+ bem como (∂/∂w)p ∈ TpM

+, já que, uma vez feito isso,

obteremos

Jp =

(
∂

∂wk

)
= i

∂

∂wk
= Ip =

(
∂

∂wk

)
e

Jp =

(
∂

∂wk

)
= i

∂

∂wk
= Ip =

(
∂

∂wk

)
.

Para o que falta, veja que no ponto p e pelo Lema 3.15, obtemos

∂

∂wk
=
∑
j

∂zj
∂wk

∂

∂zj
∈ TpM+ e

∂

∂wk
=
∑
j

∂zj
∂wk

∂

∂zj
∈ TpM−.

Se M é uma variedade complexa, a estrutura quasi-complexa J construida

nessa proposição é denominada estrutura quasi-complexa canônica de M . Pelo Te-

orema 3.11 e a proposição anterior obtemos o seguinte corolário.

Corolário 3.17. Toda variedade complexa é orientável.

Uma aplicação bem relevante na teoria de variaveis complexas é o tensor de

Nijenhuis, definido em M , uma variedade quasi-complexa com estrutura quasi-complexa

J , onde N : X(M)× X(M)→ C∞(M), dada para X, Y ∈ X(M) por
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N (X, Y ) = [JX, JY ]− J [JX, Y ]− J [X, JY ]− [X, Y ], (10)

é um 2-tensor covariante em M .

Para a próxima proposição, precisaremos estender o colchete de Lie de campos

de vetores em M a campos vetoriais complexos, pondo

[X + iY,X ′ + iY ′] = ([X,X ′]− [Y, Y ′]) + i([X, Y ′] + [Y,X ′]),

para todos X,X ′, Y, Y ′ ∈ X(M).

Proposição 3.18. Se M é uma variedade quasi-complexa com estrutura quasi-complexa

J , são equivalentes:

(a) ξ, η ∈ X(M)+ ⇒ [ξ, η] ∈ X(M)+.

(b) ξ, η ∈ X(M)− ⇒ [ξ, η] ∈ X(M)−.

(c) N (X, Y ) = 0, para todos X, Y ∈ X(M).

Demonstração. Inicialmente estenderemos N a X(M)C por linearidade, isto é, pondo

N (ξ, η) = [Jξ, Jη]− J [Jξ, η]− J [ξ, Jη]− [ξ, η], (11)

para todos ξ, η ∈ X(M)C.

Mostraremos a equivalência entre (a) e (b). Se ξ, η ∈ X(M)−, então ξ, η ∈
X(M)+. Supondo a validade do item (a), segue que [ξ, η] ∈ X(M)+. Como [ξ, η] = [ξ.η],

teremos [ξ, η] ∈ X(M)+, logo, [ξ, η] ∈ X(M)−. Para mostrar que (b) implica (a), a

demonstração é análoga.

Suponha a validade de (a). Mostraremos que N (ξ, η) = 0, para todos ξ, η ∈
X(M)C. Como X(M)C = X(M)+ ⊕ X(M)− e N é linear nas duas entradas, então é sufi-

ciente mostrar que N (ξ, η) = 0, para todos ξ, η ∈ X(M)±. Dessa forma, consideraremos

três casos:

i. Se ξ, η ∈ X(M)+, então Jξ = iξ, Jη = iη e, por hipótese, J [ξ, η] = i[ξ, η]. Assim,

segue de (11) que

N (ξ, η) = [iξ, iη]− J [iξ, η]− J [ξ, iη]− [ξ, η]

= i2[ξ, η]− iJ [ξ, η]− iJ [ξ, η]− [ξ, η]

= −[ξ, η]− 2i2[ξ, η]− [ξ, η] = 0.
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ii. Se ξ, η ∈ X(M)−, então Jξ = −iξ, Jη = −iη e, por hipótese e pela equivalência

anterior, J [ξ, η] = −i[ξ, η]. Calculando de modo análogo ao que foi feito em i, segue

que N (ξ, η) = 0.

iii. Se ξ ∈ X(M)+ e η ∈ X(M)− (o caso onde ξ ∈ X(M)− e η ∈ X(M)+ pode ser

resolvido da mesma forma), então Jξ = iξ, Jη = −iη. Portanto, por (11), temos

N (ξ, η) = [iξ,−iη]− J [iξ, η]− J [ξ,−iη]− [ξ, η]

= −i2[ξ, η]− iJ [ξ, η] + iJ [ξ, η]− [ξ, η] = 0.

Por fim, suponha que N (X, Y ) = 0 para todos X, Y ∈ X(M). Afirmamos que

N (ξ, η) = 0 para todos ξ, η ∈ X(M)C. De fato, se ξ = X + iY e η = X ′ + iY ′, com

X,X ′, Y, Y ′ ∈ X(M), temos

N (ξ, η) = (N (X,X ′)−N (Y, Y ′)) + i(N (X, Y ′) +N (Y,X ′)) = 0.

Suponhamos, agora, que ξ, η ∈ X(M)+, assim, Jξ = iξ e Jη = iη. Portanto, por (11),

obtemos

0 = N (ξ, η) = [iξ,−iη]− J [iξ, η]− J [ξ, iη]− [ξ, η]

= 2([ξ, η] + iJ [ξ, η])

logo, J [ξ, η] = i[ξ, η], conforme desejávamos.

Para terminar este caṕıtulo mostraremos que o tensor de Nijenhuis é nulo em

variedades complexas, como mostra a seguinte proposição.

Proposição 3.19. Se M é uma variedade complexa e J é sua estrutura quasi-complexa

canônica, então N (X, Y ) = 0, para todos X, Y ∈ X(M).

Demonstração. Conforme vimos prova da Proposição 3.16 que, se (z1, · · · , zn) é um sis-

tema de coordenadas complexas para M , definido num aberto U ⊂ M , então os refe-

renciais (∂/∂z1, · · · , ∂/∂zn) e (∂/∂z1, · · · , ∂/∂zn) são bases em U , respectivamente, para

X(M)+ e X(M)−. Portanto, se ξ, η ∈ X(M)+, temos ξ =
∑

j aj∂/∂zj e η =
∑

j bj∂/∂zj,

para certas funções suaves aj, bj : U → C, logo,
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[ξ, η] =
∑
j,k

[
aj

∂

∂zj
, bk

∂

∂zk

]
=

∑
j,k

(
aj
∂bk
∂zj

∂

∂zk
− bk

∂aj
∂zk

∂

∂zj

)
=

∑
j,k

(
aj
∂bk
∂zj
− bj

∂ak
∂zj

)
∂

∂zj
∈ X(M)+.

Portanto, pela Proposição 3.18, temos que N (X, Y ) = 0 para todos X, Y ∈ X(M) com a

estrutura quasi-complexa canônica J .
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4 DEFORMANDO MÉTRICAS DE VARIEDADES KÄHLERIANAS

Ao longo deste caṕıtulo definiremos e discutiremos resultados a respeito de

variedades kählerianas e campos conformes, além de deformar a métrica desse tipo de

variedade e comparar suas estruturas básicas, tais como suas conexões de Levi-Civita e

curvaturas seccionais holomorfas.

4.1 Variedades kählerianas

Para essa seção, M será uma variedade complexa de dimensão (complexa) n

e J sua estrutura quasi-complexa canônica.

Como a geometria de uma variedade está relacionada com sua métrica e uma

variedade complexa está associada a sua estrutura quasi-complexa, é natural que haja um

desejo de relacioná-las. Assim, uma métrica g = 〈·, ·〉 em M é dita hermitiana se

〈X, Y 〉 = 〈JX, JY 〉

para todos X, Y ∈ X(M).

Vale ressaltar que toda variedade complexa pode ser munida com uma métrica

hermitiana. Para isso, basta definir, a partir da métrica g de M , o 2-tensor g̃ por

g̃(X, Y ) = g(X, Y ) + g(JX, JY )

para todos X, Y ∈ X(M). Dessa forma, g̃ será simétrico e positivo definido, além de valer

a seguinte igualdade

g̃(X, Y ) = g(X, Y ) + g(JX, JY ) = g(JX, JY ) + g(−X,−Y ) = g̃(JX, JY ).

Com isso, g̃ será uma métrica hermitiana em M . Por essa razão, toda métrica g = 〈·, ·〉,
a partir desse caṕıtulo, será hermitiana.

Seja ω o 2-tensor covariante em M dado por

ω(X, Y ) = 〈JX, Y 〉 ,

para X, Y ∈ X(M). O 2-tensor ω é uma 2-forma diferenciável, denominada forma kähle-

riana. Para mostrar que ω é uma forma diferenciável basta mostrar que é alternada, visto

que, claramente, tal tensor é suave. De fato, dado X ∈ X(M) e devido a métrica ser her-
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mitiana, temos

ω(X, Y ) = 〈JX, Y 〉 =
〈
J2X, JY

〉
= 〈−X, JY 〉 = −ω(Y,X).

Definição 4.1. Seja M uma variedade complexa com estrutura quasi-complexa canônica

J . Uma métrica g em M é dita métrica kähleriana se g é hermitiana e sua forma

kähleriana ω é fechada, isto é, dω = 0. Nesse caso, (M,J, g) é uma variedade kähle-

riana.

Antes de nos aprofundarmos nas propriedades de variedades kählerianas, ve-

jamos alguns exemplos relevantes.

Exemplo 4.2 (Cn). A estrutura quasi-complexa canônica e a métrica euclidiana canônica

tornam Cn uma variedade kähleriana. De fato, podemos identificar Cn ≈ R2n, onde cada

elemento seu pode ser representado por (x1, y1, · · · , xn, yn), obtendo〈
J

(
∂

∂xj

)
, J

(
∂

∂xk

)〉
=

〈
∂

∂yj
,
∂

∂yk

〉
= δjk =

〈
∂

∂xj
,
∂

∂xk

〉
e da mesma forma, temos

〈
J

(
∂

∂xj

)
, J

(
∂

∂yk

)〉
=

〈
∂

∂xj
,
∂

∂yk

〉
e

〈
J

(
∂

∂yj

)
, J

(
∂

∂yk

)〉
=

〈
∂

∂yj
,
∂

∂yk

〉
,

para j, k ∈ {1, 2, · · · , n}, logo, sua métrica é hermitiana. Além disso, seja ω sua forma

kähleriana, obtemos

ω =
∑
j<k

ω

(
∂

∂xj
,
∂

∂xk

)
dxj ∧ dxk +

∑
j<k

ω

(
∂

∂xj
,
∂

∂yk

)
dxj ∧ dyk

+
∑
j<k

ω

(
∂

∂yj
,
∂

∂yk

)
dyj ∧ dyk

=
∑
j<k

〈
∂

∂yj
,
∂

∂xk

〉
dxj ∧ dxk +

∑
j<k

〈
∂

∂yj
,
∂

∂yk

〉
dxj ∧ dyk

+
∑
j<k

〈
∂

∂xj
,
∂

∂yk

〉
dyj ∧ dyk

=
∑
j<k

δjkdxj ∧ dyk =
n∑
j=1

dxj ∧ dyj.

Com isso, segue imediatamente que dω = 0, visto que ddxj = 0 = ddyj.

Exemplo 4.3 (Superf́ıcies riemannianas orientáveis). Como foi visto no Exemplo 3.13,
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toda superf́ıcie riemanniana orientávelM2, munida com atlas formada por cartas isotérmicas

positivas, é uma variedade complexa de dimensão 1. Sendo J a estrutura quasi-complexa

canônica de M2 e ( ∂
∂x
, ∂
∂y

) a base coordenada correspondente a uma carta isotérmica

positiva em M , obtemos〈
J

(
∂

∂x

)
, J

(
∂

∂x

)〉
=

〈
∂

∂y
,
∂

∂y

〉
=

〈
∂

∂x
,
∂

∂x

〉
e, analogamente, temos〈

J

(
∂

∂x

)
, J

(
∂

∂y

)〉
= 0 =

〈
∂

∂x
,
∂

∂y

〉
e

〈
J

(
∂

∂y

)
, J

(
∂

∂y

)〉
=

〈
∂

∂y
,
∂

∂y

〉
.

Logo, a métrica de M é hermitiana e, como toda 2-forma em M é fechada

(visto que M tem dimensão riemanniana igual a 2), então (M,J, 〈·, ·〉).

Exemplo 4.4 (Produto de variedades kählerianas). Sejam M1 e M2 variedades kähleria-

nas com estruturas quasi-complexa J1 e J2 e formas kählerianas ω1 e ω2, respectivamente.

Denotaremos as métricas de M1 e M2 por 〈·, ·〉. Tomando M = M1 × M2 é imedito

que M é variedade complexa pela métrica produto. Além disso, J será sua estrutura

quasi-complexa, dada por J = (J1, J2), ou seja,

J(X1, X2) = (J1X1, J2X2),

para todos X1 ∈ X(M1) e X2 ∈ X(M2).

Com isso, afirmamos que M é uma variedade kähleriana com a métrica pro-

duto, denotada também por 〈·, ·〉. De fato, tomando Xi, Yi ∈ X(Mi) para i ∈ {1, 2},
temos

〈J(X1, X2), J(Y1, Y2)〉 = 〈(J1X1, J2X2), (J1Y1, J2Y2)〉

= 〈J1X1, J1Y1〉+ 〈J2X2, J2Y2〉

= 〈X1, Y1〉+ 〈X2, Y2〉

= 〈(X1, X2), (Y1, Y2)〉 ,

mostrando que a métrica produto é hermitiana. Ademais, denotando πi : M → Mi as

projeções canônicas e sendo ω a forma kähleriana de M , obtemos
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ω ((X1, X2), (Y1, Y2)) = 〈J(X1, X2), (Y1, Y2)〉 = 〈(J1X1, J2X2), (Y1, Y2)〉

= 〈J1X1, Y1〉+ 〈J2X2, Y2〉 = ω1(X1, Y1) + ω2(X2, Y2)

= (π∗1ω1) ((X1, X2), (Y1, Y2)) + (π∗2ω2) ((X1, X2), (Y1, Y2))

= (π∗1ω1 + π∗2ω2) ((X1, X2), (Y1, Y2)),

ou seja, ω = π∗1ω1 + π∗2ω2. Portanto,

dω = dπ∗1ω1 + dπ∗2ω2 = π∗1dω1 + π∗2dω2 = 0.

Usando o fato do tensor de Nijenhuis ser identicamente nulo numa variedade

complexa com estrutura quasi-complexa canônica, conforme mostrado na Proposição 3.19,

podemos estabelecer um critério, necessário e suficiente, para saber quando a forma kähle-

riana é fechada numa variedade complexa com métrica hermitiana.

Teorema 4.5. Se M é uma variedade complexa com métrica hermitiana g = 〈·, ·〉, estru-

tura quasi-complexa J e conexão de Levi-Civita ∇, então M é kähleriana se, e somente

se, ∇XJ = 0, para todo X ∈ X(M).

Demonstração. Seja ω a forma kähleriana de M com métrica hermitiana g = 〈·, ·〉. Como

ω ∈ Ω2(M), pela Proposição 2.11, temos

(dω)(X, Y, Z) = (∇Xω)(Y, Z)− (∇Y ω)(X,Z) + (∇Zω)(X, Y ), (12)

para todos X, Y, Z ∈ X(M). Além disso, sabemos que

(∇Xω)(Y, Z) = X(ω(Y, Z))− ω(∇XY, Z)− ω(Y,∇XZ)

= X 〈JY, Z〉 − 〈J∇XY, Z〉 − 〈JY,∇XZ〉

= 〈∇XJY, Z〉 − 〈J∇XY, Z〉

= 〈(∇XJ)Y, Z〉 .

Aplicando esse resultado em (12), obtemos

(dω)(X, Y, Z) = 〈(∇XJ)Y, Z〉 − 〈(∇Y J)X,Z〉+ 〈(∇ZJ)X, Y 〉 . (13)

Dessa forma, supondo ∇XJ = 0 para todo X ∈ X(M), temos imediatamente,

por (13), que ω será fechada, logo M será kähleriana.

Reciprocamente, seja M variedade kähleriana. Sendo N o tensor de Nijenhuis
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de M e como J2 = −Id, temos

N (X, Y ) = [JX, JY ]− J [JX, Y ]− J [X, JY ]− [X, Y ]

= ∇JXJY −∇JY JX − J(∇JXY −∇Y JX)

− J(∇XJY −∇JYX)−∇XY +∇YX

= (∇JXJ)Y − (∇JY J)X + J(∇Y J)X − J(∇XJ)Y. (14)

Usando (∇J)J+J∇J = 0, pois J2 = −Id, (13), o fato de M ser uma variedade

kähleriana na métrica g, (14) e N = 0, visto na Proposição 3.19, obtemos

0 = (dω)(X, Y, Z)− (dω)(JX, JY, Z) =

= 〈(∇XJ)Y, Z〉 − 〈(∇Y J)X,Z〉+ 〈(∇ZJ)X, Y 〉

− 〈(∇JXJ)JY, Z〉+ 〈(∇JY J)JX,Z〉 − 〈(∇ZJ)JX, JY 〉

=
〈
−J2(∇XJ)Y, Z

〉
−
〈
−J2(∇Y J)X,Z

〉
+ 〈(∇ZJ)X, Y 〉

+ 〈J(∇JXJ)Y, Z〉 − 〈J(∇JY J)X,Z〉+ 〈J(∇ZJ)X, JY 〉

=
〈
−J2(∇XJ)Y + J2(∇Y J)X + J(∇JXJ)Y − J(∇JY J)X,Z

〉
+ 2 〈(∇ZJ)X, Y 〉

= 〈JN (X, Y ), Z〉+ 2 〈(∇ZJ)X, Y 〉

= 2 〈(∇ZJ)X, Y 〉 ,

para todos X, Y, Z ∈ X(M). Portanto, 〈(∇ZJ)X, Y 〉 = 0 para todos X, Y, Z ∈ X(M),

assim, ∇XJ = 0 para todo X ∈ X(M).

Corolário 4.6. Se (M,J, g) é uma variedade kähleriana, então ∇XJY = J∇XY , para

todos X, Y ∈ X(M).

Demonstração. De fato, dados X, Y ∈ X(M) quaisquer, temos

∇XJY = (∇XJ)Y + J∇XY = J∇XY,

pois (M,J, g) é uma variedade kähleriana, logo ∇XJ = 0, para todo X ∈ X(M).

Posteriormente, segue um teorema que mostra uma versão complexa do Teo-

rema de Cartan para formas especiais, que omitiremos a prova, pois sua demonstração

foge do escopo deste trabalho. Para isso, precisamos definir a curvatura seccional holo-

morfa. Seja (M,J, 〈·, ·〉). Fixados p ∈ M e Xp ∈ TpM \ {0}, a curvatura seccional

holomorfa K(Xp) de M em p, na direção de Xp, é a curvatura seccional de M (vista

como variedade riemanniana) segundo o plano gerado por Xp e JpXp.
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Teorema 4.7 (Hawley-Igusa). Se M e M ′ são variedades kählerianas n-dimensionais

completas e simplesmente conexas, ambas com mesma curvatura seccional holomorfa cons-

tante, então M e M ′ são isomorfas.

Demonstração. Veja o Teorema 7.9 do caṕıtulo IX de KOBAYASHI and NOMIZU (1969).

Para finalizar esta seção, enunciaremos a versão complexa do teorema de de-

composição de De Rham munida de uma métrica kähleriana. Assim como no teorema

anterior, omitiremos a prova, pois a demonstração transcende os objetivos deste trabalho.

Teorema 4.8 (de decomposição de De Rham, versão complexa). Seja M0×M1×· · ·×Mk

uma decomposição de De Rham para uma variedade kähleriana conexa, simplesmente co-

nexa e completa M . Então M0,M1, · · · ,Mk são todas variedades kählerianas e a isometria

entre M e M0 ×M1 × · · · ×Mk é holomorfa.

Demonstração. Veja o Teorema 8.1 do caṕıtulo IX de KOBAYASHI and NOMIZU (1969).

4.2 Campos conformes fechados

Os resultados centrais deste trabalho envolvem a existência de campo con-

forme fechado em variedades kählerianas. Entretanto, a definição de tais campos não

está restrita a variedades complexas. Por isso, inicialmente definiremos e mostraremos os

principais resultados dessa estrutura em variedades riemannianas quaisquer, para, poste-

riormente, relacioná-la com variedades kählerianas.

Definição 4.9. Seja (M, g) uma variedade riemanniana. Dizemos que ξ é um campo

conforme fechado se existe ψ ∈ C∞(M), chamada de fator conforme de ξ, tal que

∇Xξ = ψX,

para todo X ∈ X(M).

Observação 4.10. Seja ξ um campo conforme fechado numa variedade riemanniana M .

Assim, ξ é paralelo se, e somente se, ξ é campo de Killing. De fato, se ξ é paralelo,

então ∇Xξ = ∇Y ξ = 0 para todos X, Y ∈ X(M), logo, 〈∇Xξ, Y 〉 + 〈∇Y ξ,X〉 = 0 e pela

Proposição 2.9, ξ é campo de Killing. Reciprocamente, se ξ é um campo de Killing e ψ

seu fator conforme, então, pela Proposição 2.9, 0 = 2 〈∇Xξ,X〉 = 2ψ 〈X,X〉 para todo

X ∈ X(M). Assim, ψ ≡ 0, como queŕıamos mostrar.

Seguem alguns exemplos de campos conforme no Rn e em Sn.
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Exemplo 4.11. Naturalmente, qualquer variedade riemanniana possui um campo con-

forme fechado, o campo identicamente nulo ξ ≡ 0, com fator conforme ψ ≡ 0. No

Rn, os campos Z(x1, · · · , xn) =
∑n

i=1 pi∂/∂xi e ξ(x1, · · · , xn) =
∑n

i=1 xi∂/∂xi, para

(p1, · · · , pn) ∈ Rn fixado e (x1, · · · , xn) ∈ Rn qualquer, são conformes. De fato, como

os śımbolos de Christoffel Γkij são identicamente nulos, para quaisquer i, j, k ∈ {1, · · · , n},
no espaço euclidiano, então para qualquer X =

∑n
i=1Xi∂/∂xi ∈ X(Rn), temos

∇XZ =
n∑
i=1

X(pi)
∂

∂xi
= 0

∇Xξ =
n∑
i=1

X(xi)
∂

∂xi
=

n∑
i=1

Xi
∂

∂xi
= X.

Portanto, Z e ξ são campos conformes com respectivos fatores conformes ψZ ≡ 0 e ψξ ≡ 1.

Exemplo 4.12 (Campo conforme fechado em Sn). Sejam Z,N ∈ X(Rn+1), onde Z é um

campo constante e N é o campo posição, mostrado no exemplo anterior. Restringindo

tais campos a esfera unitária Sn ⊂ Rn+1, temos que ξ := Z − 〈Z,N〉N ∈ X(Sn), onde

〈·, ·〉 é a métrica canônica do Rn+1. Seja ρ = 〈Z,N〉. Afirmamos que ξ ∈ X(Sn) é um

campo conforme fechado de fator conforme ψ = −ρ. De fato, consideremos ∇ e ∇ as

conexões de Levi-Civita, respectivamente, de Rn+1 e Sn. Tomando p ∈ Sn, (x1, · · · , xn+1)

um referencial geodésico em Rn+1 saindo de p, X ∈ X(Sn) e usando o fato dos śımbolos

de Christoffel serem identicamente nulos no Rn+1, temos em p (mas omitindo a notação

por simplicidade)

∇Xξ =

(∑
i

X (〈ξ, xi〉)xi

)T

=

(∑
i

X (〈Z, xi〉 − 〈N,Z〉 〈N, xi〉)xi

)T

=

(∑
i

− (〈∇XN,Z〉 〈N, xi〉+ 〈N,Z〉 〈∇XN, xi〉)xi

)T

=

(∑
i

− (〈X,Z〉 〈N, xi〉+ ρ 〈X, xi〉)xi

)T

= (−〈X,Z〉N − ρX)T = −ρX,

onde usamos o fato de Y =
∑

i 〈Y, xi〉xi para qualquer Y ∈ X(Rn+1), além de considerar

extensões de ξ e X para Rn+1. Como o resultado vale para cada p ∈ Sn, obtemos o

resultado desejado.

Proposição 4.13. Seja M uma variedade riemanniana n-dimensional. Se ξ é um campo
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conforme fechado e ψ seu fator conforme, então

ψ =
div ξ

n
.

Demonstração. Sejam p ∈ M e {ei}ni=1 uma base ortonormal de TpM . Assim, pela de-

finição de divergente e como ξ é campo conforme fechado, então

div ξ(p) =
n∑
i=1

〈∇eiξ, ei〉 =
n∑
i=1

〈ψ(p)ei, ei〉 = ψ(p)
n∑
i=1

〈ei, ei〉 = nψ(p).

Como p foi tomado arbitráriamente, então div ξ = nψ.

Para as próximas proposições denotaremos θX , dado X ∈ X(M), como o 1-

tensor definido por θX(Y ) = 〈X, Y 〉, para todo Y ∈ X(M). Além disso, definiremos o

2-tensor simétrico θ2
X = θX ⊗ θX , isto é, θ2

X(Y, Z) = θX(Y )θX(Z) = 〈X, Y 〉 〈X,Z〉, para

todos Y, Z ∈ X(M).

A proposição a seguir nos mostra a relação do fechamento com campos con-

formes, por isso, é comum denominar tais campos de campos conformes fechados.

Proposição 4.14. Seja (M, g) uma variedade riemanniana. Se ξ é um campo conforme

fechado, então θξ é uma 1-forma fechada.

Demonstração. Dados X, Y ∈ X(M) quaisquer e usando a fórmula de derivada exterior,

temos

(dθξ)(X, Y ) = X(θξ(Y ))− Y (θξ(X))− θξ([X, Y ])

= X 〈ξ, Y 〉 − Y 〈ξ,X〉 − 〈ξ, [X, Y ]〉

= 〈∇Xξ, Y 〉 − 〈∇Y ξ,X〉 = ψ 〈X, Y 〉 − ψ 〈Y,X〉

= 0.

As próximas proposições relacionam condições de existência e unicidade de

campos conformes e sua relação com seu fator conforme.

Lema 4.15. Um campo vetorial conforme ξ em M é determinado unicamente pelos valores

de ψ, ∇ψ, ξ e ∇ξ em um ponto de M .

Demonstração. Veja as Preliminares de OBATA (1970).
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Proposição 4.16. Seja M uma variedade riemanniana de dimensão n > 2. Se ξ é campo

conforme fechado não trivial, isto é, ξ não é identicamente nulo, então div ξ não se anula

em nenhum ponto de M .

Demonstração. Veja a Proposição 4.1 de OBATA (1970).

O resultado adiante foi provado em ROS and URBANO (1998) e nos fornece

expressões para o gradiente, divergente e tensor de Riemann envolvendo campos confor-

mes.

Proposição 4.17. Seja ξ um campo conforme fechado não trivial em uma variedade

riemanniana M de dimensão n. Então

(a) Os gradientes de |ξ|2 e do divergente de ξ são dados por

∇ |ξ|2 =
2div ξ

n
ξ e (15)

|ξ|2∇(div ξ) = −nRic(ξ)ξ, (16)

onde Ric denota a curvatura de Ricci normalizada, isto é,

Ric(X)(p) =
1

n− 1

∑
i

〈R(X, ei)X, ei〉

para {e1, · · · , en} uma base ortonormal de TpM .

(b) O tensor curvatura (de Riemann) R de M satisfaz

|ξ|2R(X, Y )ξ = Ric(ξ) (〈Y, ξ〉X − 〈X, ξ〉Y ) , (17)

para quaisquer X, Y ∈ X(M).

(c) Se n > 2, então os zeros de ξ são isolados.

Demonstração. Sejam p ∈ M e {ei}ni=1 uma base ortonormal de TpM . Assim, ξ =∑n
i=1 〈ξ, ei〉 ei em p. Ademais, para i ∈ {1, · · · , n}, temos

ei 〈ξ, ξ〉 (p) = 2 〈∇eiξ, ei〉 (p) = 2ψ(p) 〈ξ, ei〉 (p).

Dessa forma, usando a definição de gradiente, a relação acima e Proposição

4.13, obtemos

∇ |ξ|2 =
n∑
i=1

ei 〈ξ, ξ〉 ei =
n∑
i=1

2ψ 〈ξ, ei〉 ei = 2ψ
n∑
i=1

〈ξ, ei〉 ei =
2div ξ

n
ξ
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em p. Como p foi tomado arbitráriamente, então (15) vale em toda M .

Sabemos que se f ∈ C∞(M), então X(f) = 〈X,∇f〉 para todo X ∈ X(M).

Com isso, usando (15), temos

HessM |ξ|2 (X, Y ) =
〈
∇X∇ |ξ|2 , Y

〉
= 〈∇X(2ψξ), Y 〉

=

〈
2

n
X(div ξ)ξ + 2ψ∇Xξ, Y

〉
=

2

n
〈X,∇(div ξ)〉 〈ξ, Y 〉+ 2ψ2 〈X, Y 〉 , (18)

para quaisquer X, Y ∈ X(M). Como os tensores HessM |ξ|2 e 〈·, ·〉 são simétricos, obtemos

〈∇(div ξ), X〉 〈ξ, Y 〉 = 〈∇(div ξ), Y 〉 〈ξ,X〉 .

Com isso, tomando p ∈M e {ei}ni=1 uma base ortonormal de TpM e fazendo X = ei, para

i ∈ {1, · · · , n}, e Y = ξ, temos, em p,

〈∇(div ξ), ei〉 〈ξ, ξ〉 = 〈∇(div ξ), ξ〉 〈ξ, ei〉 . (19)

Como ∇(div ξ)(p) =
∑n

i=1 〈div ξ, ei〉 (p)ei e usando (19), obtemos

|ξ|2∇(div ξ) =
n∑
i=1

|ξ|2 〈∇(div ξ), ei〉 ei =
n∑
i=1

〈∇(div ξ), ξ〉 〈ξ, ei〉

= 〈∇(div ξ), ξ〉 ξ, (20)

em p. Contudo, essa fórmula vale para qualquer p, logo, vale para todo M .

Além disso, usando o fato de ξ ser campo conforme fechado e a Proposição

4.13, temos

|ξ|2R(X, Y )ξ = |ξ|2
{
∇Y∇Xξ −∇X∇Y ξ +∇[X,Y ]ξ

}
= |ξ|2 {∇Y ψX −∇XψY + ψ [X, Y ]}

= |ξ|2 {〈∇ψ, Y 〉X − 〈∇ψ,X〉Y + ψ∇YX − ψ∇XY + ψ[X, Y ]}

=
1

n

{〈
|ξ|2∇(div ξ), Y

〉
X −

〈
|ξ|2∇(div ξ), X

〉
Y
}

=
1

n
〈∇(div ξ), ξ〉 {〈ξ, Y 〉X − 〈ξ,X〉Y } . (21)

para quaisquer X, Y ∈ X(M).

Dessa forma, para provar (16) e (17), devemos mostrar que vale a equação

nRic (ξ) = −〈∇(div ξ), ξ〉. Para isso, mostraremos que tal resultado vale em um ponto

p arbitrário, logo vale para todo M . Se ξ(p) = 0, para algum p ∈ M , então essa fórmula

vale trivialmente. Caso contrário, assim como fizemos anteriormente, tomaremos {ei}ni=1
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uma base ortonormal de TpM , e faremos X = ξ e Y = ei em (21), onde obtemos

Ric (ξ) =
1

n− 1

n∑
i=1

〈R(ξ, ei)ξ, ei〉 = −〈∇(div ξ), ξ〉
n(n− 1) |ξ|2

n∑
i=1

〈
|ξ|2 ei − 〈ξ, ei〉 ξ, ei

〉
= −〈∇(div ξ), ξ〉

n(n− 1) |ξ|2

(
n |ξ|2 −

n∑
i=1

〈ξ, ei〉2
)

= −〈∇(div ξ), ξ〉
n(n− 1) |ξ|2

(n− 1) |ξ|2

= −〈∇(div ξ), ξ〉
n

. (22)

Como (22) vale para todo M , aplicando esse resultado em (20) e (21) obtemos, respec-

tivamente, (16) e (17).

Para o que falta, pela Proposição 4.16, temos que div ξ não se anula em nenhum

ponto de M quando n > 2. Seja p um ponto cŕıtico de |ξ|2. Assim, X(|ξ|2)(p) = 0 para

todo X ∈ X(M). Dessa forma, 2 〈∇Xξ, ξ〉 (p) = 2ψ 〈X, ξ〉 (p) = 0, logo, p um ponto cŕıtico

de |ξ|2 se, e somente se, ξ(p) = 0, já que div ξ 6= 0 e X um campo qualquer. Assim, se

p é um zero de ξ e aplicando em (18), então HessM |ξ|2 (X, Y )(p) = 2ψ(p)2(X, Y ) para

todos X, Y ∈ X(M), onde temos que HessM |ξ|2 é positivo definido em todo ponto cŕıtico

de |ξ|2, portanto, p não é ponto degenerado, logo, pelo Teorema 2.8, todos os seus pontos

cŕıticos são isolados e, consequentemente, os zeros de ξ são isolados.

Nos próximos teorema e exemplo, iremos perceber que a existência de campos

conformes não triviais em certas variedades riemannianas podem revelar alguma rigidez

nessa estrutura.

Teorema 4.18 (Tanno-Weber). Seja M uma variedade riemanniana com curvatura es-

calar constante S > 0. Então M é globalmente isométrico à esfera se M admite um campo

vetorial conforme ξ não trivial que se anula em algum ponto de M .

Demonstração. Veja o Teorema 1 de TANNO and WEBER (1969).

Exemplo 4.19. Seja (Mm, J, g,∇) um espaço compacto, simétrico, dimensão real m e

curvatura escalar positiva. Se H1
dR(M) = {0} e M não é isométrico a Sm, então M não

possui um campo vetorial conforme. Suponha que exista um campo conforme fechado

ξ ∈ X(M). Como a 1-forma θξ é fechada, ela deve gerar um elemento [θξ] ∈ H1
dR(M), logo

[θξ] = 0. Por sua vez, isso implica que ξ = ∇f , para f ∈ C∞(M). Como M é compacta,

então f possui, pelo menos, dois pontos cŕıticos, logo ξ possui dois zeros em M , já que

f assume máximo, mı́nimo e ξ = ∇f . Uma vez que M tem curvatura escalar positiva, o

Teorema 4.18 garante que M é isométrica a esfera, o que contraria a hipótese. Portanto,

M não possui campo conforme fechado não trivial.
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4.3 Variedades kählerianas munidas de campo conforme fechado

O objetivo dessa seção é deformar a métrica de uma variedade kähleriana,

comparando suas estruturas básica, para que, no próximo caṕıtulo, possamos compreender

a rigidez dessas variedades que possuem campo conforme fechado não trivial.

No próximo teorema definiremos uma nova métrica kähleriana, denotada por

g̃, a partir de uma métrica kähleriana dada, denotada por g = 〈·, ·〉. Por isso, ao longo

dessa seção, escreveremos |ξ|2 = 〈ξ, ξ〉 = g(ξ, ξ) para ξ campo vetorial.

Teorema 4.20. Sejam (M,J, g = 〈·, ·〉) uma variedade kähleriana com conexão de Levi-

Civita ∇ e ξ ∈ X(M) um campo vetorial conforme em M , com fator conforme ψ. Se

|ξ|2 < c em M , para uma constante positiva c e µ = (c − |ξ|2)−1, então o 2-tensor

simétrico covariante

g̃ = µg + µ2(θ2
ξ + θ2

Jξ) (23)

define outra métrica kähleriana em (M,J).

Demonstração. Como µ > 0 e g, θ2
ξ e θ2

Jξ são positivos definidos, então o 2-tensor g̃ é

positivo definido e define uma métrica em M . Além disso, g̃ é métrica hermitiana. De

fato, para X, Y ∈ X(M) e denotando g = 〈·, ·〉, temos

g̃(JX, JY ) = µ 〈JX, JY 〉+ µ2 (〈ξ, JX〉 〈ξ, JY 〉+ 〈Jξ, JX〉 〈Jξ, JY 〉)

= µ 〈X, Y 〉+ µ2 (〈Jξ,X〉 〈Jξ, Y 〉+ 〈ξ,X〉 〈ξ, Y 〉)

= g̃(X, Y ),

já que g é métrica hermitiana.

Para o que falta, devemos mostrar que ω̃ é fechada. Tomando X, Y ∈ X(M),

obtemos

ω̃(X, Y ) = g̃(JX, Y ) = µ 〈JX, Y 〉+ µ2 (〈ξ, JX〉 〈ξ, Y 〉+ 〈Jξ, JX〉 〈Jξ, Y 〉)

= µω(X, Y ) + µ2(θJξ(X)θξ(Y ) + θξ(X)θJξ(Y ))

= µω(X, Y ) + µ2(θξ ∧ θJξ)(X, Y )

e, com isso,

ω̃ = µω + µ2θξ ∧ θJξ.

Como ω e θξ são fechados, temos

dω̃ = dµ ∧ ω + 2µdµ ∧ θξ ∧ θJξ + µ2θξ ∧ dθJξ. (24)



54

Calculando dµ isoladamente, para X ∈ X(M) qualquer, obtemos

dµ(X) = X(µ) = (c− |ξ|2)−2X 〈ξ, ξ〉

= 2µ2 〈∇Xξ, ξ〉 = 2µ2 〈ψX, ξ〉

= 2ψµ2θξ(X),

isto é,

dµ = 2ψµ2θξ.

Para obter uma expressão para dθJξ, usaremos a fórmula de Koszul para deri-

vada exterior e o corolário 4.6. Assim, sejam X, Y ∈ X(M), temos

dθJξ(X, Y ) = X(Jξ(Y )) + Y (Jξ(X))− θJξ([X, Y ])

= X 〈Jξ, Y 〉 − Y 〈Jξ,X〉 − 〈Jξ, [X, Y ]〉

= 〈∇XJξ, Y 〉 − 〈∇Y Jξ,X〉

= 〈J∇Xξ, Y 〉 − 〈J∇Y ξ,X〉

= 〈J(ψX), Y 〉 − 〈J(ψY ), X〉

= 2ψ 〈JX, Y 〉 = 2ψω(X, Y ),

ou seja, dθJξ = 2ψω. Substituindo as expressões obtidas de dµ e dθJξ em (24) e usando o

fato de θξ ∧ θξ = 0, finalmente, obtemos

dω̃ = 2ψµ2θξ ∧ ω + 4ψµ3θξ ∧ θξ ∧ θJξ − µ2θξ ∧ (2ψω) = 0.

Mostraremos a seguir, que sob certas condições, a variedade (M, g̃) é completa,

com g̃ a métrica definida no teorema anterior. Um caminho natural para mostrar tal

propriedade seria usar o Teorema de Hopf-Rinow, contudo o Lema da curva divergente,

que provaremos a seguir, será mais eficiente para mostrar a completude de (M, g̃).

Lema 4.21 (da curva divergente). Uma curva divergente em uma variedade riemanniana

M é uma aplicação diferenciável γ : [0,+∞) → M tal que para todo compacto K ⊂ M

existe um t0 ∈ (0,+∞) com γ(t) /∈ K para t > t0. Seja l(γ) o comprimento de γ. Dessa

forma, M é uma variedade completa se, e somente se, l(γ) = +∞.

Demonstração. Suponhamos que M seja completa. Dessa forma, existem Kn, n ∈ N,

onde cada Kn é compacto, Kn ⊂ int Kn+1, ∪n∈NKn = M e para p ∈M fixado e qn /∈ Kn,

então d(p, qn)→ +∞. Com isso, tome γ : [0,+∞)→ M uma curva divergente. Fixando
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p = γ(0) e como γ é curva divergente, então para cada n ∈ N, existe tn ∈ (0,+∞) tal que

qn := γ(tn) /∈ Kn. Logo, pela completude de M , obtemos

l(γ) = lim
n→+∞

l(γ|[0,tn]) ≥ lim
n→+∞

d(p, qn) = +∞.

Portanto, l(γ) = +∞.

Reciprocamente, suponha que M não é completa. Assim, queremos mostrar

que existe uma curva divergente γ : [0,+∞) → M com l(γ) < +∞. Considere uma

geodésica não estend́ıvel γ : [0, a)→M . Afirmamos que γ é uma curva divergente.

Suponhamos, por contradição, que exista um compacto K tal que γ([0, a)) ⊂
K. Fazendo (tn)n∈N uma sequência crescente de reais onde tn → a e tn ∈ [0, a) e deno-

tando qn := γ(tn), então (qn)n∈N é uma sequência em K, que é compacto, logo qn possui

subsequência convergindo para um q ∈ K. Sejam (qnk
)k∈N tal subsequência e Br(q) uma

vizinhança normal de q, onde expq : Br(0) → Br(q) é um difeomorfismo. Como Br(q) é

aberto, existe k0 ∈ N tal que se nk ≥ k0, então qnk
∈ Br(q). Tome α : [tk0 , a + ε) → M

uma geodésica em Br(q), tal que α(tk0) = γ(tk0), α′(tk0) = γ′(tk0). Como α tem as mes-

mas condições iniciais de γ|[tk0
,a) e como expq : Br(0)→ Br(q) é um difeomorfismo, então

α|[tk0
,a) = γ|[tk0

,a), mas

q = lim
k→+∞

qnk
= lim

k→+∞
γ(tnk

) = lim
k→+∞

α(tnk
) = α(a).

Logo, α estenderia γ, o que, por hipótese, é um absurdo. Portanto, não existe compacto

que γ([0, a)) ⊂ K e, assim, γ é curva divergente.

Para o que falta, seja γ̃ : [0,+∞) → M uma reparametrização de γ, logo,

l(γ̃) = l(γ). Como γ é geodésica, então |γ′(t)| = c ∈ [0,+∞), para todo t ∈ [0, a). Dáı,

obtemos

l(γ̃) = l(γ) ≤
∫ a

0

|γ′(t)| dt = ca < +∞,

como queŕıamos mostrar.

Proposição 4.22. Sob as hipóteses do Teorema (4.20) e supondo que ψ é limitado e não

se anula fora de um subconjunto compacto em M . Se |ξ|2 : M → [0,+∞) é própria e

supM |ξ|
2 = c, então (M, g̃) é completo.

Demonstração. Seja l̃(·) a distância com respeito a g̃. Usaremos o Lema 4.21 para mostrar

que (M,J, g̃) é completa. Com isso, tome uma curva divergente γ : [0,+∞)→M , assim,
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queremos mostrar que l̃(γ) = +∞. Inicialmente, observe que

g̃(v, v) = µg(v, v) + µ2(〈ξ, v〉2 + 〈Jξ, v〉2) ≥ (µ 〈ξ, v〉)2,

para qualquer v ∈ X(M).

Seja K ⊂ M um conjunto compacto tal que ψ 6= 0 em Kc e t0 > 0 tal que

γ(t) /∈ K para t > t0. Tomando supM |ψ| = α < +∞, obtemos

l̃(γ|[0,t]) ≥
∫ t

t0

g̃(γ′(s), γ′(s))1/2ds ≥
∫ t

t0

|µ(γ(s)) 〈ξ(γ(s)), γ′(s)〉| ds

=

∫ t

t0

1

|ψ(γ(s))|
· 1

c− |ξ(γ(s))|2
∣∣〈ξ(γ(s)),∇γ′(s)ξ

〉∣∣ ds
≥ 1

2α

∣∣∣∣∫ t

t0

1

c− |ξ(γ(s))|2
· d
ds
|ξ(γ(s))|2 ds

∣∣∣∣
=

1

2α

∣∣log(c− |ξ(γ(t0))|2)− log(c− |ξ(γ(s))|2)
∣∣ .

Tome ε > 0. Como |ξ|2 é própria, |ξ|2 < c e supM |ξ|
2 = c, então existe um

subconjunto Lε de M tal que |ξ|2 > c−ε em Lcε. Como γ é divergente, então existe tε > t0

tal que γ(t) ∈ Lcε para t > tε. Assim, para t > t0, tε, temos

l̃(γ|[0,t]) ≥
1

2α
(log(c− |ξ(γ(t0))|2)− log ε),

logo, l̃(γ) = limt→+∞ l̃(γ|[0,t]) = +∞.

Exemplo 4.23. Seja (Nn−1, JN , gN) uma variedade kähleriana de dimensão complexa

n − 1 e T o toro plano com estrutura quasi-complexa canônica. Seja Mn = N × T uma

variedade kähleriana com métrica e estrutura quasi-complexa produto. Além disso, se T
é o quociente de um ladrilhamento L em R2 e Z um campo vetorial constante na direção

de um dos vetores do ladrilhamento, então Z é um campo paralelo, e também conforme,

em T, que pode ser levantado paralelamente em M .

O resultado central dessa seção é relacionar a curvatura seccional holomorfa

de (M,J, g) e (M,J, g̃). Antes disso, será necessário relacionar suas correspondentes

conexões, como mostra a próxima proposição.

Proposição 4.24. Sejam (Mn, J, g) uma variedade kähleriana, ξ ∈ X(M) um campo

vetorial conforme tal que |ξ|2 < c ∈ (0,+∞) e g̃ a métrica kähleriana dada em (23). Para

quaisquer X, Y ∈ X(M) e ∇ e ∇̃, respectivamente, as conexões de Levi-Civita de g e g̃,

então

∇̃XY = ∇XY + ψµ (〈ξ,X〉Y + 〈ξ, Y 〉X + 〈ξ,X〉 JY + 〈ξ, Y 〉 JX) , (25)
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onde ψ é o fator conforme de ξ e µ = (c− |ξ|2)−1.

Demonstração. Escrevendo g = 〈·, ·〉 e tomando quaisquer X, Y, Z ∈ X(M), temos

2g̃(∇̃XY, Z) = 2µ
〈
∇̃XY, Z

〉
+ 2µ2

〈
∇̃XY, ξ

〉
〈ξ, Z〉+ 2µ2

〈
∇̃XY, Jξ

〉
〈Jξ, Z〉

= 2µ
〈
∇̃XY, Z

〉
+ 2µ

〈
µ
〈
∇̃XY, ξ

〉
ξ, Z

〉
+ 2µ

〈〈
µ∇̃XY, Jξ

〉
Jξ, Z

〉
= 2µ

〈
∇̃XY + µ

〈
∇̃XY, ξ

〉
ξ + µ

〈
∇̃XY, Jξ

〉
Jξ, Z

〉
. (26)

Por outro lado, usando a fórmula de Koszul, obtemos

2g̃(∇̃XY, Z) = X (g̃(Y, Z)) + Y (g̃(Z,X))− Z (g̃(X, Y ))

− g̃(X, [Y, Z]) + g̃(Y, [Z,X]) + g̃(Z, [X, Y ]). (27)

Como µ = (c − |ξ|2)−1, então X(µ) = 2ψ(c − |ξ|2)−2 〈ξ,X〉 = 2ψµ2 〈ξ,X〉 e

X(µ2) = 4ψµ3 〈ξ,X〉. Com isso, temos

X (g̃(Y, Z)) = 2ψµ2 〈ξ,X〉 〈Y, Z〉+ µX 〈Y, Z〉

+ 4ψµ3 〈ξ,X〉 (〈ξ, Y 〉 〈ξ, Z〉+ 〈Jξ, Y 〉 〈Jξ, Z〉)

+ µ2 (ψ 〈X, Y 〉 〈ξ, Z〉+ 〈ξ,∇XY 〉 〈ξ, Z〉)

+ µ2 (ψ 〈ξ, Y 〉 〈X,Z〉+ 〈ξ, Y 〉 〈ξ,∇XZ〉)

+ µ2 (ψ 〈JX, Y 〉 〈Jξ, Z〉+ 〈Jξ,∇XY 〉 〈Jξ, Z〉)

+ µ2 (ψ 〈Jξ, Y 〉 〈JX,Z〉+ 〈Jξ, Y 〉 〈Jξ,∇XZ〉) . (28)

Além disso, temos

g̃([X, Y ], Z) = µ 〈[X, Y ], Z〉+ µ2 (〈ξ, [X, Y ]〉 〈ξ, Z〉+ 〈Jξ, [X, Y ]〉 〈Jξ, Z〉) . (29)

Nosso objetivo é obter uma expressão para 2g̃(∇̃XY, Z) em função das equações

(28) e (29). Para isso, definiremos Si : X(M)×X(M)×X(M)→ R, para i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7},
onde

S1(X, Y, Z) = 2ψµ2 〈ξ,X〉 〈Y, Z〉 ,

S2(X, Y, Z) = µX 〈Y, Z〉 ,

S3(X, Y, Z) = 4ψµ3 〈ξ,X〉 (〈ξ, Y 〉 〈ξ, Z〉+ 〈Jξ, Y 〉 〈Jξ, Z〉) ,

S4(X, Y, Z) = µ2(〈ξ,∇XY 〉 〈ξ, Z〉+ 〈ξ, Y 〉 〈ξ,∇XZ〉

+ 〈Jξ,∇XY 〉 〈Jξ, Z〉+ 〈Jξ, Y 〉 〈Jξ,∇XZ〉),
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S5(X, Y, Z) = µ2(ψ 〈X, Y 〉 〈ξ, Z〉+ ψ 〈ξ, Y 〉 〈X,Z〉

+ ψ 〈JX, Y 〉 〈Jξ, Z〉+ ψ 〈Jξ, Y 〉 〈JX,Z〉),

S6(X, Y, Z) = µ 〈[X, Y ], Z〉 e

S7(X, Y, Z) = µ2 (〈ξ, [X, Y ]〉 〈ξ, Z〉+ 〈Jξ, [X, Y ]〉 〈Jξ, Z〉) .

Com isso, X (g̃(Y, Z)) =
∑5

i=1 Si(X, Y, Z) e g̃([X, Y ], Z) = S6(X, Y, Z) +

S7(X, Y, Z). Além disso, definimos Si : X(M) × X(M) × X(M) → R por Si(X, Y, Z) =

Si(X, Y, Z) + Si(Y, Z,X)− Si(Z,X, Y ). Dessa maneira, 2g̃(∇̃XY, Z) =
∑7

i=1 Si(X, Y, Z).

Calculando os Si usando as propriedades da conexão de Levi-Civita, temos

S1(X, Y, Z) = 2ψµ2 (〈〈ξ,X〉Y + 〈ξ, Y 〉X,Z〉 − 〈ξ, Y 〉 〈X, Y 〉) ,

S2(X, Y, Z) + S6(X, Y, Z) = 2µ 〈∇XY, Z〉 ,

S3(X, Y, Z) = 4ψµ3〈〈ξ,X〉 〈ξ, Y 〉 ξ + 〈ξ,X〉 〈Jξ, Y 〉 Jξ

+ 〈Jξ,X〉 〈ξ, Y 〉 Jξ − 〈Jξ,X〉 〈Jξ, Y 〉 ξ, Z〉

S4(X, Y, Z) + S7(X, Y, Z) = µ2 〈〈∇XY, ξ〉 ξ + 〈∇XY, ξ〉 Jξ, Z〉

S5(X, Y, Z) = 2µ2ψ(〈〈Jξ, Y 〉 JX + 〈Jξ,X〉 JY, Z〉+ 〈ξ, Y 〉 〈X, Y 〉).

Assim, obtemos

2g̃(∇̃XY, Z) =
7∑
i=1

Si(X, Y, Z) = 2µ〈∇XY + ψµ(〈ξ,X〉Y + 〈ξ, Y 〉X)

+ 2ψµ2(〈ξ,X〉 〈ξ, Y 〉 ξ + 〈ξ,X〉 〈Jξ, Y 〉 Jξ)

+ 2ψµ2(〈Jξ,X〉 〈ξ, Y 〉 Jξ − 〈Jξ,X〉 〈Jξ, Y 〉 ξ)

+ µ(〈∇XY, ξ〉 ξ + 〈∇XY, ξ〉 Jξ)

+ µψ(〈Jξ, Y 〉 JX + 〈Jξ,X〉 JY, Z〉. (30)

Como Z ∈ X(M) foi escolhido arbitrariamente, então comparando (26) e (30),

temos

∇̃XY −∇XY + µ
〈
∇̃XY −∇XY, ξ

〉
ξ + µ

〈
∇̃XY −∇XY, Jξ

〉
Jξ =

= ψµ (〈ξ,X〉Y + 〈ξ, Y 〉X + 〈Jξ, Y 〉 JX + 〈Jξ,X〉 JY )

+ 2ψµ2 (〈ξ,X〉 〈ξ, Y 〉 − 〈Jξ,X〉 〈Jξ, Y 〉) ξ

+ 2ψµ2 (〈ξ,X〉 〈Jξ, Y 〉+ 〈Jξ,X〉 〈ξ, Y 〉) Jξ. (31)

Denotando W = ∇̃XY −∇XY e µF (X, Y ) como o somatório do lado direito
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de (31), obtendo a seguinte equação

W + µ 〈W, ξ〉 ξ + µ 〈W,Jξ〉 Jξ = µF (X, Y ). (32)

Fazendo o produto interno (g) em (32) com ξ e Jξ e, lembrando que, por

definição 1 + µ 〈ξ, ξ〉 = cµ, encontramos

〈W, ξ〉 = c−1 〈F (X, Y ), ξ〉 e 〈W,Jξ〉 = c−1 〈F (X, Y ), Jξ〉 .

Dessa forma, (32) pode ser reescrita por

W = µ(F (X, Y )− c−1 〈F (X, Y ), ξ〉 ξ − c−1 〈F (X, Y ), Jξ〉 Jξ). (33)

Por fim, como 〈Jξ, ξ〉 = 0, obtemos

〈F (X, Y ), ξ〉 = 2ψ (〈ξ,X〉 〈ξ, Y 〉 (1 + µ 〈ξ, ξ〉)− 〈Jξ,X〉 〈(〉 Jξ, Y )(1 + µ 〈ξ, ξ〉))

= 2ψµc (〈ξ,X〉 〈ξ, Y 〉 − 〈Jξ,X〉 〈Jξ, Y 〉)

e, similarmente, temos

〈F (X, Y ), Jξ〉 = 2ψµc (〈ξ,X〉 〈Jξ, Y 〉+ 〈Jξ,X〉 〈ξ, Y 〉) .

Portanto, usando os resultados anteriores e (33), obtemos

∇̃XY = ∇XY + ψµ (〈ξ,X〉Y + 〈ξ, Y 〉X + 〈ξ,X〉 JY + 〈ξ, Y 〉 JX) .

Em uma variedade hermitiana de dimensão complexa n, chamamos de refe-

rencial hermitiano (local) em um aberto U um refencial ortonormal com a estrutura do

tipo (e1, Je1, · · · , en, Jen). O próximo lema nos mostra que numa variedade kähleriana

M , para cada p ∈M , existe uma vizinhança U de p que possui um referencial hermitiano

que é geodésico.

Lema 4.25. Se (Mn, J, g) é uma variedade kähleriana e p ∈ M , então existe uma vizi-

nhança U ⊂M de p e um referencial hermitiano em U que é geodésico em p.

Demonstração. Primeiramente mostraremos a existência de uma base hermitiana em
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TpM . Para isso, seja e1 ∈ TpM . Como M é hermitiano, 〈Je1, Je1〉 = 〈e1, e1〉 = 1

e

〈Je1, e1〉 =
〈
J2e1, Je1

〉
= 〈−e1, Je1〉 = −〈Je1, e1〉 ,

com isso, 〈e1, Je1〉 = 0 e, assim, {e1, Je1} é um conjunto ortonormal em TpM .

Tome, agora, um vetor e2 ∈ TpM ortogonal a e1 e Je1. Analogamente, temos

〈Je2, Je2〉 = 1, 〈Je2, e2〉 = 0 e 〈Je2, e1〉 = −〈e2, Je1〉 = 0 = 〈e2, e1〉 = 〈Je2, Je1〉. Assim, o

conjunto {e1, Je1, e2, Je2} é ortonormal em TpM . Dessa forma, repetindo esse argumento

n− 2 vezes, chegamos a um conjunto ortonormal {e1, Je1, · · · , en, Jen} em TpM .

Para o que falta, tome U ⊂ M uma vizinhança normal de p e um referencial

ortonormal {e1, e
′
1, · · · , en, e′n} em U , que é geodésico em p, com e′i(p) = Jei, para i ∈

{1, · · · , n}, conforme vimos sua existência no Proposição 2.4. Queremos mostrar que

e′i = Jei em U . De fato, dado q ∈ U , tome a geodésica radial γ : [0, 1] → U , tal que

γ(0) = p e γ(1) = q. Dessa maneira, pelo Corolário 4.6, obtemos

D

dt
Jei = ∇γ′Jei = J∇γ′ei = 0,

o que mostra que Jei é paralela ao longo de γ. Como e′i(p) = Jpek = (Jei)(p), pela

unicidade do transponte paralelo, temos e′i = Jei ao longo de γ, assim, e′i = Jei em q.

Portanto, o refencial hermitiano {e1, Je1, · · · , en, Jen} em U é geodésico.

Lema 4.26. Seja (Mn, J, g = 〈·, ·〉) uma variedade kähleriana de dimensão complexa n,

com conexão de Levi-Civita ∇ e ξ ∈ X(M) um campo vetorial conforme em M , com fator

conforme ψ. Se |ξ|2 < c em M , para uma constante positiva c e µ = (c− |ξ|2)−1, então,

dado X ∈ X(M), temos

X(µ) = 2ψµ2 〈X, ξ〉 e JX(µ) = −2ψµ2 〈X, Jξ〉 . (34)

Além disso, em cada ponto onde ξ não se anula, temos

X(ψ) = −Ric(ξ̂) 〈X, ξ〉 e JX(ψ) = Ric(ξ̂) 〈X, Jξ〉 , (35)

onde ξ̂ = ξ/ |ξ|.

Demonstração. Para a primeira parte, basta derivar µ = (c−|ξ|2)−1 em relação a X, JX ∈
X(M) e usar o fato de ξ ser campo conforme fechado, assim, temos

X(µ) = −µ2X(−〈ξ, ξ〉) = 2ψµ2 〈X, ξ〉 e JX(µ) = −2ψµ2 〈X, Jξ〉 .

Para a segunda parte, como a dimensão complexa é o dobro da dimensão riemanniana de
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M e ξ é campo conforme fechado, pela Proposição 4.13, temos

ψ =
div ξ

2n

e pela Proposição 4.17, obtemos

|ξ|2∇(div ξ) = −2nRic(ξ)ξ.

Em particular, em cada ponto de M onde ξ 6= 0 e usando as equações anteriores, temos

∇ψ = −Ric(ξ̂)ξ.

Portanto, usando a definição de gradiente, então para pontos de M onde ξ 6= 0, obtemos

X(ψ) = 〈X,∇ψ〉 = −Ric(ξ̂) 〈X, ξ〉 e

JX(ψ) = −Ric(ξ̂) 〈JX, ξ〉 = Ric(ξ̂) 〈X, Jξ〉 ,

como queŕıamos demonstrar.

Toda seção tinha por objetivo chegar no próximo teorema, que relaciona a

curvatura seccional holomorfa de (M,J, g) e (M,J, g̃).

Teorema 4.27. Sejam (M,J, g = 〈·, ·〉) uma variedade kähleriana com ξ ∈ X(M) um

campo vetorial conforme em M com zeros isolados, onde ψ é seu fator conforme, |ξ|2 < c

em M , para uma constante positiva c, µ = (c − |ξ|2)−1 e g̃ a métrica de (M,J) dada

em (23). Além disso, dado p ∈ M , X ∈ TpM unitário com respeito a g e sejam K(X)

e K̃(X) as curvaturas seccionais holomorfas de (M,J, g) e (M,J, g̃), respectivamente.

Então, para cada ponto onde ξ não se anula, temos

K̃(X) =
1

g̃(X,X)2

{
µK(X) + µ2Ric(ξ̂)

(
〈X, ξ〉2 + 〈X, Jξ〉

)2
}

+
1

g̃(X,X)
2µRic(ξ̂)(〈X, ξ〉2 + 〈X, Jξ〉2)− 4ψ2,

onde ξ̂ = ξ/ |ξ| e Ric representa a curvatura de Ricci de g.

Demonstração. Primeiramente, deve-se estender X a um campo vetorial suave em torno

de p. Se R̃ é o tensor curvatura de (M, g̃), a curvatura seccional holomorfa de (M, g̃) é

dada por
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K̃(X) =
g̃(R̃(X, JX)JX,X)

g̃(X,X)g̃(JX, JX)− g̃(X, JX)2

=
1

g̃(X,X)2
g̃(∇̃X∇̃JXJX − ∇̃JX∇̃XJX − ∇̃[X,JX]JX,X)

=
1

g̃(X,X)2
{X
(
g̃
(
∇̃JXJX,X

))
− g̃

(
∇̃JXJX, ∇̃XX

)
− JX

(
g̃
(
∇̃XJX,X

))
+ g̃

(
∇̃XJX, ∇̃JXX

)
− g̃(∇̃[X,JX]JX,X)},

já que g̃ é uma métrica hermitiana, logo g̃(X, JX) = 0.

Para facilitar a notação, denotaremos

α = 2ψµ 〈X, ξ〉 e β = 2ψµ 〈X, Jξ〉 . (36)

Usando (25) e o fato de 〈X, JX〉 = 0, temos

∇̃XX = ∇XX + αX + βJX,

∇̃XJX = ∇XJX + αJX − βX,

∇̃JXX = ∇JXX + αJX − βX,

∇̃JXJX = ∇JXJX − αX − βJX. (37)

Pelo Lema 4.25 podemos construir um refencial hermitiano e geodésico, na

métrica g, a partir de X, onde {X, JX, e2, Je2, · · · , en, Jen} é tal refencial. Logo, para

qualquer v ∈ TpM , temos (∇vX)(p) = (∇vJX)(p) = 0. Com isso, [X, JX] = 0 e, dessa

forma, o último termo da expressão de K̃(X) é zero, em p. Dessa maneira, usando esse

fato e as equações em (37), obtemos

K̃(X) =
1

g̃(X,X)2
{X (g̃ (∇JXJX − αX − βJX,X))

− g̃ (∇JXJX − αX − βJX,∇XX + αX + βJX)

− JX (g̃ (∇XJX − βX + αJX,X))

+ g̃ (∇XJX − βX + αJX,∇JXX − βX + αJX)}

=
1

g̃(X,X)2
{X(g̃(∇JXJX), X)− JXg̃(∇XJX), X)}

+
1

g̃(X,X)

{
−X(α) + 2(α2 + β2) + JX(β)

}
+

1

g̃(X,X)2
{−αX(g̃(X,X)) + βJX(g̃(X,X))} . (38)

Assim, denotaremos por A = X(g̃(∇JXJX), X) − JXg̃(∇XJX), X), B =

−X(α) + 2(α2 + β2) + JX(β) e C = −αX(g̃(X,X)) + βJX(g̃(X,X)), dessa forma, por
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(38), temos K̃(X) = g̃(X,X)−2(A + g̃(X,X)B + C). Calculando separadamente A, B e

C, temos

A = X(µ) 〈∇JXJX), X〉+ µX 〈∇JXJX,X〉

+ X(µ2)(〈∇JXJX, ξ〉 〈X, ξ〉+ 〈∇JXJX, Jξ〉 〈X, Jξ〉)

+ µ2X(〈∇JXJX, ξ〉 〈X, ξ〉+ 〈∇JXJX, Jξ〉 〈X, Jξ〉)

− JX(µ) 〈∇XJX), X〉+ µJX 〈∇XJX,X〉

− JX(µ2)(〈∇XJX, ξ〉 〈X, ξ〉+ 〈∇XJX, Jξ〉 〈X, Jξ〉)

− µ2JX(〈∇XJX, ξ〉 〈X, ξ〉+ 〈∇XJX, Jξ〉 〈X, Jξ〉).

Como ∇vX = ∇vJX = 0 e [X, JX] = 0 em p, obtemos

A = µ 〈∇X∇JXJX,X〉+ µ2 〈∇X∇JXJX, ξ〉 〈X, ξ〉

+ µ2 〈∇X∇JXJX, Jξ〉 〈X, Jξ〉 − µ 〈∇JX∇XJX,X〉

− µ2 〈∇JX∇XJX, ξ〉 〈X, ξ〉 − µ2 〈∇JX∇XJX, Jξ〉 〈X, Jξ〉

= µ 〈R(X, JX)JX,X〉+ µ2 〈R(X, JX)JX, ξ〉 〈X, ξ〉

+ µ2 〈R(X, JX)JX, Jξ〉 〈X, Jξ〉 (39)

= µK(X) + µ2 〈R(X, JX)JX, ξ〉 〈X, ξ〉+ µ2 〈R(X, JX)JX, Jξ〉 〈X, Jξ〉 .

Para obter uma expressão para B calcularemos, primeiramente, expressões

para X(α) e X(β) usando o Lema 4.26, as equações de (36), a definição de campo conforme

fechado e o fato de ξ(p) 6= 0. Temos

X(α) = X (2ψµ 〈X, ξ〉) = 2 (X(ψ)µ 〈X, ξ〉+ ψX(µ) 〈X, ξ〉+ ψµX 〈X, ξ〉)

= 2
(
−Ric(ξ̂)µ 〈X, ξ〉2 + 2ψ2µ2 〈X, ξ〉2 + ψµ 〈∇XX, ξ〉+ ψµ 〈X,∇Xξ〉

)
= −2Ric(ξ̂)µ 〈X, ξ〉2 + 4ψ2µ2 〈X, ξ〉2 + 2ψ2µ,

e, analogamente,

X(β) = 2Ric(ξ̂)µ 〈X, Jξ〉2 − 4ψ2µ2 〈X, Jξ〉2 − 2ψ2µ.

Vale lembrar, ainda, que

2
(
α2 + β2

)
= 2

[
(2ψµ 〈X, ξ〉)2 + (2ψµ 〈X, Jξ〉)2

]
= 8ψ2µ2(〈X, ξ〉2 + 〈X, Jξ〉2).

Aplicando tais expressões em B, obtemos



64

B = −X(α) + 2
(
α2 + β2

)
+X(β)

= 2µRic(ξ̂)
(
〈X, ξ〉2 + 〈X, Jξ〉2

)
+ 4ψ2µ2(〈X, ξ〉2 + 〈X, Jξ〉2)− 4ψ2µ

= 2µRic(ξ̂)
(
〈X, ξ〉2 + 〈X, Jξ〉2

)
+ 4ψ2

(
µ+ µ2(〈X, ξ〉2 + 〈X, Jξ〉2)

)
− 8ψ2µ

= 2µRic(ξ̂)
(
〈X, ξ〉2 + 〈X, Jξ〉2

)
+ 4ψ2g̃(X,X)− 8ψ2µ. (40)

Para ter uma expressão de C, precisaremos obter uma fórmula para Y (g̃(X,X)),

onde Y ∈ X(M). Para isso, devemos lembra que (∇vX)(p) = 0 para todo v ∈ TpM , do

Lema 4.26 e que X 〈X, ξ〉 = ψ, obtemos

Y (g̃(X,X)) = Y (µ) + Y (µ2)(〈X, ξ〉2 + 〈X, Jξ〉2) + µ2Y (〈X, ξ〉2 + 〈X, Jξ〉2)

= 2ψµ2 〈Y, ξ〉+ 4ψµ3 〈X, ξ〉 (〈X, ξ〉2 + 〈X, Jξ〉2)

+ 2µ2 (〈X, ξ〉 〈X,ψY 〉+ 〈X, ξ〉 〈X, J(ψY )〉)

= 4ψµ 〈Y, ξ〉 g̃(X,X) + 2µ2ψ (〈X, ξ〉 〈X, Y 〉+ 〈X, ξ〉 〈X, JY 〉)

− 2ψµ2 〈Y, ξ〉 .

Em particular, aplicando essa fórmula com Y = X e Y = JX, temos

C = −2ψµ 〈X, ξ〉
{

4ψµ 〈X, ξ〉 g̃(X,X) + 2ψµ2 〈X, ξ〉 − 2ψµ2 〈X, ξ〉
}

+ 2ψµ 〈X, Jξ〉
{

4ψµ 〈JX, ξ〉 g̃(X,X)− 2ψµ2 〈X, Jξ〉 − 2ψµ2 〈JX, ξ〉
}

= 8ψ2µ2(〈X, ξ〉2 + 〈X, Jξ〉2)g̃(X,X). (41)

Substituindo (39), (40), (41) e que 4ψ2g̃(X,X) − 8ψ2µ − 8ψ2µ2(〈X, ξ〉2 +

〈X, Jξ〉2) = −4ψ2g̃(X,X) em (38), obtemos

K̃(X) =
1

g̃(X,X)2
{µK(X) + µ2 〈R(X, JX)JX, ξ〉 〈X, ξ〉

+ µ2 〈R(X, JX)JX, Jξ〉 〈X, Jξ〉}

+
1

g̃(X,X)
· 2µRic(ξ̂)(〈X, ξ〉2 + 〈X, Jξ〉2)− 4ψ2.

Para o que falta, usaremos o Lema 4.17, onde temos

〈R(X, JX)JX, ξ〉 = −〈R(X, JX)ξ, JX〉

= −Ric(ξ̂)(〈JX, ξ〉 〈X, JX〉 − 〈X, ξ〉 〈JX, JX〉)

= Ric(ξ̂) 〈X, ξ〉 ,

e analogamente, 〈R(X, JX)JX, Jξ〉 = Ric(ξ̂) 〈X, Jξ〉. Substituindo esses resultados na

fórmula de K̃(X) obtida anteriormente, obtemos o resultado do teorema.
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Observação 4.28. Se uma vaiedade kähleriana Mn tem dimensão complexa n > 1 e

possui campo conforme fechado ξ ∈ X(M)\{0}, então o Lema 4.17 assegura que os zeros de

ξ são isolados (já que sua dimensão riemanniana é 2n). Assim, a fórmula de K̃(X) pode ser

estendida para todos os pontos de M , substituindo Ric(ξ̂) por zero nos pontos singulares

de ξ, pois nesse caso Ric(ξ̂) ainda será suave. De fato, se ξ(p) = 0, existe uma sequência

(pj)j≥1 em M , convergindo para p, onde ξ(pj) 6= 0. Como (∇ψ)(pj) = −Ric(ξ̂(pj))ξ(pj),

obtemos

∇ψ(p) = lim
j→+∞

∇ψ(pj) = − lim
j→+∞

Ric(ξ̂(pj))
ξ(pj)

|ξ(pj)|︸ ︷︷ ︸
limitado

· |ξ(pj)| = 0.

Dessa forma, ∇ψ = 0, logo Ric(ξ̂)(p) = 0, assim, a fórmula de K̃(X) é válida para todo

M .

Exemplo 4.29. Sejam Cn, J sua estrutura quasi-complexa canônica, g = 〈·, ·〉 sua métrica

padrão e Bn = {z ∈ Cn; |z| < 1}. Como o campo vetorial ξ(p) = p é conforme, podemos

munir Bn com a métrica kähleriana g̃, tal que

g̃ =
1

1− |ξ|2
〈·, ·〉+

1

(1− |ξ|2)2
(θ2
ξ + θ2

Jξ).

Como o tensor de Riemann em Cn é nulo e ψ ≡ 1, então, pelo Teorema 4.27,

K̃(X) =
1

g̃(X,X)2

µK(X)︸ ︷︷ ︸
=0

+µ2Ric(ξ̂)︸ ︷︷ ︸
=0

(
〈X, ξ〉2 + 〈X, Jξ〉

)2


+

1

g̃(X,X)
2µRic(ξ̂)︸ ︷︷ ︸

=0

(〈X, ξ〉2 + 〈X, Jξ〉2)− 4 ψ2︸︷︷︸
=1

= −4,

para todo X ∈ X(Bn). Dessa forma, pelo Teorema 4.7, desde que Bn é conexo e sim-

plesmente conexo de curvatura seccional constante (negativa), então (Bn, J, g̃) é o próprio

espaço hiperbólico CHn.

Corolário 4.30. Sejam (M,J, g) uma variedade kähleriana, ξ ∈ X(M) um campo vetorial

conforme com zeros isolados e tal que |ξ|2 < c em M e g̃ a métrica kähleriana em (M,J)

dado em (23). Para X ∈ TpM unitário com respeito a g, p ∈ M e tal que K(X) ≥ 0,

temos

(a) Se X ⊥ ξ, Jξ, então K̃(X) ≤ cK(X)− 4ψ2.



66

(b) Para X ∈ TpM qualquer, e se M tem curvatura de Ricci não negativa, então

K̃(X) ≤ cK(X) + 2cRic(ξ̂)− 4ψ2,

com Ric(ξ̂) sendo 0, se ξ(p) = 0.

Demonstração. Se X ⊥ ξ, Jξ, então g̃(X,X) = µ. Logo, pelo Teorema 4.27 e que 〈X, ξ〉 =

〈X, Jξ〉 = 0, temos

K̃(X) = (c− µ2)K(X)− 4ψ2 ≤ cK(X)− 4ψ2.

Para um X ∈ TpM unitário qualquer, definimos A = 〈X, ξ〉2 + 〈X, Jξ〉2 e escrevemos

K̃(X) =
µ

g̃(X,X)2
K(X) +

(µ2 + 2µg̃(X,X))A

g̃(X,X)2
· Ric(ξ̂)− 4ψ2.

Como µA ≥ 0, então 1 + µA ≥ 1. Além disso, g̃(X,X) = µ(1 + µA), logo, para primeira

parcela de K̃(X), temos

µ

g̃(X,X)2
=

1

µ(1 + µA)1
≤ 1

µ
= c− |ξ|2 ≤ c.

Para segunda parcela, fazendo y = µA, temos

(µ2 + 2µg̃(X,X))A

g̃(X,X)2
=

(µ2 + 2µ2 + 2µ3A)A

µ2(1 + µA)2
=

(3 + 2µA)A

(1 + µ2A
=

1

µ
· 3y + 2y2

1 + 2y + y2
.

Como y ≥ 0, então
3y + 2y2

1 + 2y + y2
= 2− 1

1 + y
− 1

(1 + y)2
< 2.

Portanto,

K̃(X) =
µ

g̃(X,X)2
K(X) +

(µ2 + 2µg̃(X,X))A

g̃(X,X)2
· Ric(ξ̂)− 4ψ2

≤ cK(X) + 2cRic(ξ̂)− 4ψ2,

como queŕıamos demonstrar.
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5 DOIS RESULTADOS PARA VARIEDADES KÄHLERIANAS

Nesse caṕıtulo reside os principais resultados deste trabalho. Mostraremos,

aqui, dois resultados sobre a rigidez de variedades kählerianas munidas de campo conforme

fechado não trivial. Dividiremos esse caṕıtulo em duas seções, a primeira seção mostrará

a rigidez dessas estruturas em superf́ıcies kählerianas (quando a dimensão complexa é 1)

e a segunda para variedade com dimensão complexa maior que 1.

5.1 Superf́ıcies kählerianas

Nessa primeira seção mostraremos que uma superf́ıcie kähleriana de curvatura

não positiva e munida de campo conforme fechado não trivial é isométrica ao toro plano.

Para isso, usaremos os resultados do caṕıtulo anterior, bem como o lema a seguir, que

relaciona a forma de volume nas métricas g e g̃, definida em (23).

Lema 5.1. Sejam (M1, J, g) uma superf́ıcie kähleriana compacta munidada com vetor

conforme ξ ∈ X(M), com seu conjunto de zeros isolados e fator conforme ψ. Sejam,

ainda, c > 0 tal que c > maxM |ξ|2 e g̃ a métrica kähleriana de M definida em (23). Se

dgM e dg̃M são as formas de volume de M na métrica g e g̃, respectivamente, temos

dg̃M = cµ2dgM. (42)

Demonstração. Como os pontos singulares de ξ são isolados, é suficiente mostrar que (42)

é válida para ξ 6= 0. Como g̃(ξ, ξ) = µ |ξ|2 (1 + µ |ξ|2) = µ2 |ξ|2 c, então se p não é ponto

singular, e1 = ξ · g̃(ξ, ξ)−1/2 = ξ · (
√
cµ |ξ|)−1 e e2 = Jξ · g̃(Jξ, Jξ)−1/2 = Jξ · (

√
cµ |ξ|)−1,

temos que {e1, e2} é uma base ortonormal positiva para TpM com respeito a g̃. Assim, se{
θ̃1, θ̃2

}
é base dual de {e1, e2} na métrica g̃, então dg̃M = θ̃1 ∧ θ̃2 em p.

Para v ∈ TpM , obtemos

θ̃1(v) =
1√
cµ |ξ|

g̃(v, ξ) =
1√
cµ |ξ|

(µ 〈v, ξ〉+ µ2θ2
ξ(v, ξ))

=
1√
cµ |ξ|

(µθξ(v) + µ2θξ(v) |ξ|2)

=
1√
cµ |ξ|

(µ+ µ2 |ξ|2)θξ(v) =
µ2c√
cµ |ξ|

θξ(v)

=

√
cµ

|ξ|
θξ(v) =

√
cµθξ̂(v),

assim, θ̃1 =
√
cµθξ̂. Analogamente, θ̃2 =

√
cµθJξ̂.

Como
{
ξ̂, J ξ̂

}
é uma base ortonormal positiva para TpM com respeito a g,
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então obtemos

dg̃M = θ̃1 ∧ θ̃2 = cµ2θξ̂ ∧ θJξ̂ = cµ2dgM.

Teorema 5.2. Seja (M1, J, g) uma superf́ıcie kähleriana com curvatura gaussiana K ≤ 0.

Se M possui um campo vetorial conforme ξ, onde seus zeros são ponto isolados, então

K ≡ 0, ξ é paralelo e M é isométrica ao toro plano.

Demonstração. Sejam ψ, o fator conforme de ξ, c > 0 um número real tal que c >

maxM |ξ|2 (tal máximo existe, visto que M é compacta) e g̃ a métrica definida em (23).

Como ξ−1(0) é um conjunto formado por pontos isolados e M é compacto,

então ξ−1(0) é um conjunto finito. Além disso, denotaremos K e K̃ as curvaturas gaussia-

nas de (M, g) e (M, g̃), respectivamente e que, nesse caso também representam a curvatura

seccional holomorfa de ξ̂ em todos os pontos de M \ ξ−1(0). Com isso, temos K = K(ξ̂)

e K̃ = K̃(ξ̂) em M \ ξ−1(0). Ademais, como a dimensão riemanniana de M é 2, então

Ric(ξ̂) = K(ξ̂). Assim, fazendo 〈, 〉 = g e pelo Teorema 4.27, temos

K̃ =
1

g̃(ξ̂, ξ̂)2

{
µK + µ2K

(〈
ξ̂, ξ
〉2

+
〈
ξ̂, Jξ

〉2
)}

+
1

g̃(ξ̂, ξ̂)
2µK

(〈
ξ̂, ξ
〉2

+
〈
ξ̂, Jξ

〉2
)
− 4ψ2

Como
〈
ξ̂, Jξ

〉
= 0 e

g̃(ξ̂, ξ̂) = µ
〈
ξ̂, ξ̂
〉

+ µ2
(
θ2
ξ(ξ̂, ξ̂) + θ2

Jξ(ξ̂, ξ̂)
)

= µ+ µ2
〈
ξ̂, ξ
〉2

= µ+ µ2 |ξ|2 = cµ2,

fazendo as devidas substituições, obtemos

K̃ =
1

c2µ4
(µ+ µ2 |ξ|2)K +

2µK

cµ2
|ξ|2 − 4ψ2

=

(
1 + 2µ |ξ|2

cµ2

)
K − 4ψ2

=

(
c+ |ξ|2

cµ

)
K − 4ψ2.

Por continuidade, a fórmula acima relaciona as duas curvaturas gaussianas em todo M , e

não apenas em M \ ξ−1(0).

Usando o Teorema de Gauss-Bonnet duas vezes, a fórmula obtida anterior-
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mente e (42), temos

2πX (M) =

∫
M

K̃dg̃M =

∫
M

[(
c+ |ξ|2

cµ

)
K − 4ψ2

]
cµ2dgM

=

∫
M

(
c+ |ξ|2

c− |ξ|2

)
KdgM − 4c

∫
M

ψ2µ2dgM

≤
∫
M

(
c− |ξ|2

c− |ξ|2
+

2 |ξ|2

c− |ξ|2

)
KdgM

≤
∫
M

KdgM = 2πX (M).

Dessa forma, todas as desigualdades acima, são igualdades. Trocando ”≤”por

”=”na primeira desigualdade, temos 4c
∫
M
ψ2µ2dgM = 0, mas como c, µ > 0 e ψ2 ≥ 0,

então ψ ≡ 0. Fazendo o mesmo processo para segunda iguadade, obtemos

∫
M

(
c− |ξ|2

c− |ξ|2
+

2 |ξ|2

c− |ξ|2

)
KdgM =

∫
M

KdgM

⇔
∫
M

(1 + 2 |ξ|2 µ)KdgM =

∫
M

KdgM

⇔ 2

∫
M

|ξ|2 µKdgM = 0

Como, a menos de um conjunto de pontos isolados, as funções |ξ|2 e µ são positivas, então

a integral acima será zero apenas quando K ≡ 0, visto que K ≤ 0. Isso significa que M

é difeomorfa ao toro e ξ é paralela. Como ∇J = 0, temos também que Jξ é paralelo.

Vale salientar que ξ 〈ξ, ξ〉 = Jξ 〈ξ, ξ〉 = 0 = ξ 〈Jξ, Jξ〉 = Jξ 〈Jξ, Jξ〉, logo |ξ| = |Jξ| é

constante em M e, como ξ não é trivial, ξ não se anula em M .

Como M é difeomorfa a um toro, o Teorema de Cartan (2.15) assegura a

existência de geodésicas fechadas γ1 e γ2 em M , representando as classes de homotopia

livre do conjunto de geradores de π1(M). Sabendo que o fluxo de ξ age por isometrias,

visto que ξ é paralelo, em γ1 e γ2, podemos assumir que ambas começam e terminam no

mesmo ponto p de M , assim, π1(M ; p) é gerada por [γ1] e [γ2]. Se γ′1(0) = αξ+βJξ, para

algum α, β > 0, então o paralelismo de ξ e Jξ nos garante γ′1 = αξ + βJξ ao longo de γ1,

de modo que γ1 é uma geodésica fechada iniciando em p. Analogamente, o mesmo ocorre

em γ2 (veja a Figura 1).

Desde que K ≡ 0 e M é difeomorfa a um toro, seu recobrimento universal,

munido com métrica de recobrimento, é o R2 com métrica cânonica. Seja π : R2 → M a

aplicação de recobrimento, o ∈ π−1(p) e γ̃1 e γ̃2 os levantamentos de γ1 e γ2, respectiva-

mente. Como que π é uma isometria local, então γ̃1 e γ̃2 são segmentos de linha saindo

de o. Tomando γ̃1(0) = γ̃2(0) = o, podemos assumir que dπo manda γ̃′i(0) em γ′i(0), para
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i = 1, 2, bem como ∠(γ̃′1(0), γ̃′2(0)) = ∠(γ′1(0), γ′2(0)). Supondo, sem perda de generali-

dade, que γ1 e γ2 são normalizadas (assim como γ̃1 e γ̃), e seja l(γi) = ai, para i = 1, 2.

Se −→u1 e −→u2 os vetores de R2 que saem de o para γ̃1(a1) e γ̃2(a2), respectivamente, e L o

ladrilhamento em R2 gerado por −→u1 e −→u2, então o recobrimento de M mostra que M é

isométrico ao toro plano R2 \ Γ(π), quociente do domı́nio fundamental de L por π.

Figura 1: Geodésicas fechadas em M .

Observação 5.3. A não positividade da curvatura seccional holomorfa e a compacidade

de M não podem ser retiradas, pois existem exemplos de campos conformes não paralelos

em S2 e R2, vide os Exemplos 4.11 e 4.12.

5.2 Variedade kähleriana com dimensão complexa n > 1

A partir desse momento retornaremos ao caso de variedades kählerianas Mn

de dimensão complexa n > 1. Nesse caso, não precisamos pedir que os zeros de um campo

conforme fechado não trivial sejam isolados, visto que isso já é garantido pela Proposição

4.17. Para mostrar o nosso próximo resultado de rigidez dessa estrutura, precisaremos

provar alguns resultados auxiliares.

Lema 5.4. Sejam n > 1 e (Mn, J, g) uma variedade kähleriana munida com um campo

vetorial conforme ξ ∈ X(M) \ {0}. Então, a distribuição D gerada por ξ e Jξ é uma

involução em M \ ξ−1(0) e as folhas são totalmente geodésicas e kählerianas na métrica

induzida.

Demonstração. Pelo Corolário 4.6 e pela caracteŕıstica de campo conforme fechado, temos

[ξ, Jξ] = ∇ξJξ −∇Jξξ = J∇ξξ − ψJξ = 0,

o que mostra que D é uma involução. Além disso, se Σ é uma uma folha de D e N denota

o tensor de Nijenhuis de Σ, é imetiato que N ≡ 0, então Σ é uma curva complexa em
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(Mn, J, g) e a restrição de g a Σ (por abuso de notação, a restrição da métrica g em Σ

também será chamada de g) é kähleriana.

Para o que falta, seja α a segunda forma fundamental de Σ e (·)⊥ denota a

projeção ortogonal sobre T (Σ, g)⊥. Então,

α(ξ, Jξ) = (∇ξJξ)
⊥ = (J∇ξξ)

⊥ = (ψJξ)⊥ = 0,

mostrando que Σ é totalmente geodésica.

Lema 5.5. Sejam n > 1 e (Mn, J, g) uma variedade kähleriana munida com um campo

vetorial conforme ξ ∈ X(M) \ {0}. Se existe uma folha não trivial Σ, da distribuição D,

gerada por ξ e Jξ tal que o fator conforme de ξ se anula em Σ, então ele se anula em M .

Em particular, ξ e Jξ são paralelos e não se anulam em nenhum ponto de M .

Demonstração. Por hipótese, sabemos que ξ 6= 0 em Σ. Para p ∈ Σ tal que ψ(p) = 0,

tome uma vizinhança V de p em M \ ξ−1(0) onde exista um campo vetorial X em V , com

X ⊥ ξ e X ⊥ Jξ (tal campo existe, visto que a dimensão riemanniana de M é maior que

2). Sejam ψ, o fator conforme de ξ, e α : [0, 1] → V , a curva integral de X começando

em p até um ponto q ∈ V . Como ∇ψ = −Ric(ξ̂)ξ em M \ ξ−1(0), temos

d

dt
ψ(α(t)) = 〈∇ψ(α(t)), α′(t)〉 = −

〈
Ric(ξ̂)ξ,X

〉
α(t)

= 0.

Assim, ψ é constante ao longo de α e, como ψ(p) = 0, então ψ ≡ 0 ao longo de α. Desde

que nós tomamos X arbitrário com condição X ⊥ ξ e X ⊥ Jξ, nós conclúımos que ψ ≡ 0

numa vizinhança de p ∈M \ ξ−1(0).

Além disso, ψ se anula em abertos de M \ξ−1(0) e como o conjunto M \ξ−1(0)

é conexo, concluimos ψ ≡ 0 em M \ ξ−1(0). Ademais, desde que ξ−1(0) é formado por

pontos isolados e ψ é cont́ınua, então ψ ≡ 0 em M . Com isso, ξ e Jξ são paralelos em

M , ja que ∇J = 0.

Por fim, para X ∈ X(M) arbitrário, temos X 〈ξ, ξ〉 = 2 〈∇Xξ, ξ〉 = 2ψ 〈X, ξ〉 =

0, o que significa que |ξ| é constante em M . Como ξ 6= 0 em Σ, então |ξ| = c > 0, logo, ξ

não se anula em M . Do mesmo modo, Jξ não se anula em nenhum ponto de M .

Lema 5.6. Sejam M uma variedade riemanniana, η ∈ X(M) \ {0} um campo vetorial

completo e paralelo com fluxo Φ : R×M →M e α : [0, 1]→M uma geodésica preservada

por Φ. Se Pα : Tα(0)M → Tα(1)M é o transporte paralelo ao longo de α, então Pα =

(dΦ)(1,α(0)).

Demonstração. Sejam p = α(0) e v ∈ TpM . Pela unicidade do transporte paralelo com

essas condições iniciais, é suficiente mostrar que a aplicação t 7→ (dΦ)(t,p)(v) é paralela ao
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longo de α. Para isso, tome δ : (−ε, ε) → M tal que δ(0) = p e δ′(0) = v. Com isso,

temos

D

dt
(dΦ)(t,p)(v) =

D

dt

∂

∂s
Φ(t, δ(s))

∣∣∣∣
s=0

=
D

ds

∂

∂t
Φ(t, δ(s))

∣∣∣∣
s=0

=
D

ds
η(Φ(t, δ(s)))

∣∣∣∣
s=0

=
(
∇ d

ds
Φ(t,δ(s)η

)
Φ(t,p)

= 0,

já que η é paralelo.

Para mostrar o próximo teorema, além de usar os últimos três lemas, precisare-

mos definir novos elementos. Sejam N uma subvariedade conexa de M , p ∈ N , uma curva

fechada e diferenciavel por partes α : [0, 1]→ N tal que α(0) = p e o transporte paralelo

ao longo de α define o operador Pα : TpN
⊥ → TpN

⊥. Sendo mais preciso, para v ∈ TpN⊥,

temos Pα(v) = V (1), onde t 7→ V (1) é o transporte paralelo de v ao longo de α. Munindo

essa estrutura com o produto Pα · Pβ = Pα·β, temos que o conjunto desses operadores

lineares formam um subgrupo de O(TpN
⊥), com o operador de conjunto constante sendo

o elemento neutro e (Pα)−1 = Pα−1 . Tal subgrupo é chamado de subgrupo de holonomia

normal de N em p, que é denotado por Hol⊥p (N). Sejam q ∈ N e δ uma curva suave por

partes ligando p a q, obtemos o isomorfismo Hol⊥p (N) ' Hol⊥q (N) via Pα = Pδ−1·αδ, já

que N é uma subvariedade conexa. Por isso, podemos nos referir ao grupo de holonomia

normal de N e denotá-lo por Hol⊥(N).

Com isso, podemos provar nosso segundo resultado principal.

Teorema 5.7. Sejam n > 1 um inteiro e (Mn, J, g,∇) uma variedade kähleriana conexa,

completa munida com um campo vetorial conforme e não trivial ξ. Denotemos D como a

distribuição em M \ ξ−1(0) gerada por ξ e Jξ e Σ uma folha compacta de D, assumindo,

por hipótese, sua existência. Se a curvatura seccional holomorfa de M ao longo de Σ é

não positiva e Hol⊥ (Σ) é um grupo de torsão1, então:

(a) ξ−1(0) = ∅ e ξ e Jξ são paralelos ao longo de M .

(b) As folhas de D, munidas com métrica induzida, formam uma famı́lia totalmente

geodésica isométrica ao toro.

(c) A distribuição D⊥ é integrável e, na métrica induzida, suas folhas são totalmente

geodésicas e variedades kählerianas completas de dimensão complexa n− 1.

Demonstração. O Lema 5.4 assegura que Σ é totalmente geodésica em M , então a

curvatura gaussiana KΣ coincide com a curvatura seccional holomorfa de M ao longo de

Σ. Além disso, KΣ ≤ 0 e usando o Teorema 5.2 temos que Σ é isométrico ao toro plano,

pois conclui-se que KΣ ≡ 0, e o fator conforme ψ de ξ se anula ao longo de Σ. Ademais,

1Nesse contexto, dizemos que G, com identidade e, é um grupo é de torsão se, para todo g ∈ G,
existe n ∈ N tal que gn = e.
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o Lema 5.5 mostra que ψ ≡ 0 em toda M , ξ−1(0) = ∅ e tanto ξ quanto Jξ são paralelas

ao longo M , o que demonstra a parte (a).

Para a parte (b), denotaremos por dM a distância riemanniana em M . Dado

q ∈ M , a compacidade de Σ garante a existência de um ponto p ∈ Σ tal que dM(p, q) =

dM(q; Σ). Como M é completa, o Teorema de Hopf-Rinow assegura a existência de uma

geodésica normalizada γ : [0, l] → M tal que γ(0) = p, γ(l) = q e l = l(γ) = dM(p, q).

Em particular, pela escolha de p temos que γ′(0) ⊥ TpΣ, o que nos dá 〈γ′(0), ξp〉 =

〈γ′(0), Jξp〉 = 0. Assim, pelo paralelismo de ξ e como γ é geodésica, temos que para todo

s ∈ [0, l] vale

d

ds
〈γ′, ξ〉γ(s) =

〈
Dγ′

ds
, ξ

〉
γ(s)

+

〈
γ′,

Dξ

ds

〉
γ(s)

= 0.

Dessa forma, 〈γ′, ξ〉 = 0 ao longo de γ, visto que seu valor é constante ao longo de γ e

〈γ′(0), ξp〉 = 0, sobretudo, 〈γ′, ξ〉q = 0. Do mesmo modo, 〈γ′, Jξ〉q = 0. Por outro lado, se

Σq é a folha de D passando por q, então TqΣq é gerada por ξq e Jξq, pela discussão acima,

temos γ′(l) ⊥ TqΣq (veja a Figura 2).

Figura 2: Comparando Σ a Σq.

Além disso, pelo Lema 5.4, Σ é totalmente geodésica em M . Com isso, sejam

q0 ∈ Σq, v ∈ Tq0Σq e α a geodésica iniciando em q0 com velocidade inicial v. Como Σq

é totalmente geodésica em M , então α é uma geodésica de M . Como M é completa,

então α(t) está definido para todo t ∈ R, mas já que α é uma geodésica qualquer de

Σq, então Σq é geodesicamente completa. Sejam KΣq a curvatura gaussiana de Σq e
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K(ξ, Jξ) a curvatura seccional holomorfa de M gerada por ξ e Jξ. Denotando por R

o operador curvatura de M , pelo paralelismo de ξ e Jξ, temos R(Jξ, ξ)ξ = 0, o que

significa que K(Jξ, ξ)ξ ≡ 0. Assim, desde que Σq é totalmente geodésica em M , então

KΣq = K(Jξ, ξ)ξ|Σq
≡ 0. Além disso, como Σq é uma superf́ıcie conexa e com curvatura

gaussiana nula, então ela é isométrica a um toro, um plano ou a um cilindro. Nos próximos

passos, mostraremos que Σq é isométrica a um toro.

Ao provar o Teorema 5.2, mostramos a existência de geodésicas fechadas α1

e α2 em Σ começando em p e onde π1(Σ, p) é gerada por [α1] e [α2]. Com isso, seja

α = α1 : [0, 1]→ Σ e escrevemos α′(0) = vp = aξp+ bJξp para a, b ∈ R. Se v = aξq + bJξq,

temos, agora, que v ∈ Σq. Se β é a geodésica de Σq partindo de q com velocidade v,

queremos mostrar que β é uma geodésica fechada com l(α) = l(β). Para isso, dividiremos

a prova em dois passos (veja a Figura 3):

(i) Sejam w = γ′(0) ∈ T⊥p Σ e η = aξ + bJξ, que é um campo paralelo e

completo em M . Se Φ : R ×M → M é o fluxo de η, então Φt = Φ(t, ·) : M → M é

uma isometria. Ademais, γt(s) := Φ(t, γ(s)) é uma geodésica de M ligando α(t) a β(t).

O paralelismo de η assegura, pelo Lema 5.6, que w(t) = (dΦt)pw é paralelo ao longo de

α e normal a Σ. Com isso, w(1) = Pα(w), com Pα ∈ Hol⊥(Σ). Por hipótese, Hol⊥(Σ) é

um grupo de torsão, ou seja, existe um natural m tal que Pm
α = Id : T⊥p Σ → T⊥p Σ. Em

particular, Pm
α (w) = w. Como Pm

α = Pα·...·α (m vezes) e seja c = l(α · ... · α) = ml(α),

então γc : [0, l] → M é uma geodésica ligando p = (α · ... · α)(0) a β(c), com velocidade

inicial w. Dessa forma, pela unicidade de geodésica com tais condições iniciais, conclúımos

que γc = γ, logo β(c) = γc(l) = γ(l) = q = β(0). Por fim, desde que β′(0) é o transporte

paralelo de α′(0) ao longo de γ, então β′(c) é o transporte paralelo de α′(c) ao longo de

γc e α′(0) = α′(c), γc = γ, temos que β′(0) = β′(c), o que mostra que β é uma geodésica

fechada.

Figura 3: β também é uma geodésica fechada.
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(ii) Para 0 ≤ t ≤ l, sejam vt ∈ Tγ(t)Σγ(t), denotando o transporte paralelo de v

ao longo de γ|[0,t] (com as notações da parte (i)) e δt a geodésica fechada partindo de γ(t)

com velocidade inicial vt, onde δ0 = α e δl = β (veja a Figura 4). Como exp : TM → M

é uma aplicação suave, a função t 7→ l(γt) é cont́ınua. Por outro lado, (também da parte

(i)), temos l(δt)/l(α) ∈ Z para cada t ∈ [0, l]. Assim, pela continuidade de t 7→ l(γt) e

δ0 = α, então l(β) = l(δl) = l(δ0) = l(α).

Figura 4: Calculando o comprimento de β.

Dessa maneira, pela parte (i), garantimos que as geodésicas β1 e β2 de Σq,

obtidas de α1 e α2 pelo transporte paralelo de α′1(0) e α′2(0) ao longo de γ, são geodésicas

fechadas distintas. Como o plano não possui geodésicas fechadas e o cilindro, em cada

ponto, possui apenas uma geodésica fechada, então conclúımos que Σq é um toro. Além

disso, por construção, temos 〈α′1(0), α′2(0)〉 = 〈β′1(0), β′2(0)〉 e, pela parte (ii), que l(α1) =

l(β1) e l(α2) = l(β2), mostrando que Σq é isométrico a Σ.

Para demonstrar a parte (c), tome X e Y campos vetoriais suaves em D⊥,

então, pelo paralelismo de ξ e Jξ, temos

〈∇XY, ξ〉 = X 〈Y, ξ〉 − 〈Y,∇Xξ〉 = 0,

e analogamente 〈∇XY, Jξ〉 = 0. Com isso, [X, Y ] = ∇XY − ∇YX ∈ D⊥, logo, D⊥ é

integrável.

Seja N uma folha de D⊥ e α sua segunda forma fundamental, dáı obtemos

α(X, Y ) = 〈∇XY, ξ〉
ξ

|ξ|2
+ 〈∇XY, Jξ〉

Jξ

|ξ|2
= 0,

provando que N é totalmente geodésica em M . Para mostrar a completude de N , na

métrica induzida, basta observar que toda geodésica de N é geodésica de M e como M
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é completa, então suas geodésicas estão definidas para todo R e, assim, N também é

geodésicamente completa.

É imediato verificar que se X ∈ X(N), então JX ∈ X(N), ja que 〈X, ξ〉 = 0 =

〈X, Jξ〉 e a métrica 〈·〉 é herminiana. Vale salientar que JN = J|N é uma estrutura quasi

complexa de N e o fato da conexão de Levi-Civita de N ser restrição da conexão em M ,

garante que ∇JN = 0, já que a restrição do tensor de Nejenhuis de M para N é nula. Por

isso, desde que a métrica induzida é hemitiana e ∇JN = 0 conclúımos que N também é

uma variedade kähleriana.

Para o que falta, tomemos N1 e N2 duas folhas distintas de D⊥ e pontos p1 ∈
N1 ∩Σ e p2 ∈ N2 ∩Σ. Seja δ : [0, l]→ Σ a geodésica de Σ ligando p1 a p2 tal que l(δ) = l

e δ′(0) = aξp1 + bJξp2 , para a, b ∈ R. O paralelismo de ξ e Jξ garante que δ′ é restrição de

um campo paralelo (e completo) η = aξ+bJξ a δ. Seja Φ : R×M →M o fluxo de η, então

Φl = Φ(l, ·) : M → M é uma isometria tal que Φl(p1) = p2 e (dΦl)p1(Tp1N1) = Tp2N2.

Como N1 e N2 são variedades kählerianas conexas, completas, totalmente geodésicas em

M e Φl é uma isometria, então Φl leva geodésicas de N1 em geodésicas de N2. Assim,

Φl(N1) ⊂ N2 e, analogamente Φ−l(N2) = N1. Portanto, Φl(N1) = N2, o que prova o item

(c).

Para finalizar, mostraremos como essas folheações se relacionam com o reco-

brimento universal da variedade kähleriana, nas condições do teorema anterior.

Corolário 5.8. Sejam n > 1 um inteiro e (Mn, J, g,∇) uma variedade kähleriana co-

nexa e completa satisfazendo as hipóteses do teorema anterior. Se M̃ é o recobrimento

universal de M , munido com métrica de recobrimento, então M̃ é isométrico ao produto

riemanniano Ñ × R2, onde Ñ é uma variedade kähleriana conexa, simplesmente conexa

e completa.

Demonstração. Seja π : M̃ → M o recobrimento universal de M , onde denotamos por

g̃ sua métrica de recobrimento. Assim, como π, por definição, é uma isometria local,

então M̃ é uma variedade kähleriana, visto que ∇̃J̃ = 0, onde ∇̃ e J̃ representam a

conexão de Levi-Civita e a estrutura quasi complexa de M̃ na métrica g̃. Assim, desde

que M̃ é simplesmente conexa (já que M̃ é recobrimento universal), conexa e completa,

pelo teorema de decomposição de De Rham (Teorema 4.8), versão complexa, então M̃ é

isométrica a M0×M1×· · ·×Mk, onde todas as variedades M0,M1, · · · ,Mk são kählerianas,

conexas, simplesmente conexas e completas. Ademais, as folheações ortogonais de M

levantam duas folheações ortoganais em M̃ com folhas totalmente geodésicas, onde uma

delas é o R2, visto que uma das folhas de M é o toro e, sem perda de generalidade,

supomos M0 = R2.
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Denotando Ñ = M1 × · · · ×Mk, temos Ñ uma variedade kähleriana conexa,

simplesmente conexa e completa, com M̃ isométrica ao produto riemanniano Ñ ×R2.
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6 CONCLUSÃO

Ao longo deste trabalho foi posśıvel perceber o quanto as variedades com-

plexas possuem mais rigidez em relação às variedades diferenciáveis, pois, por exemplo,

elas devem ter dimensão par e serem orientáveis. Essa restrição também ocorre quando

uma variedade riemanniana possui um campo conforme fechado não trivial, visto que não

existem variedades complexas compactas, simétricas, com curvatura escalar positiva, não

isométrico a esfera e H1
dR(M) = {0} com campo conforme fechado não trivial (vide o

Exemplo 4.19). Vale salientar que esse exemplo nos induz a hipótese da não positivadade

nos Teoremas 5.2 e 5.7. Assim, quando temos uma superf́ıcie kähleriana conexa e com-

pacta M , com curvatura gaussiana não positiva munida de campo conforme fechado ξ

com singularidades isoladas, então M será exatamente o toro plano e, além disso, ξ será

paralelo. Nesse sentido, o toro plano tem um destaque central quando nos referimos a

essas condições, já que no segundo resultado principal, quando consideraremos uma vari-

edade kähleriana completa e conexa M de dimensão complexa n > 1, munida de campo

conforme fechado não trivial ξ, assumindo que exista um folha compacta nessa folheação,

que o grupo de holonomia normal é de torção e que a curvatura seccional holomorfa de ξ é

não positiva ao longo de M , então M é folheado por uma famı́lia de superf́ıcies totalmente

geodésicas isométricas ao toro plano e por uma famı́lia totalmente geodésica de variedades

kählerianas de dimensão complexa n− 1, além de, novamente, ξ ser paralela.
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