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RESUMO

Neste trabalho, estudaremos o funcional de Willmore para uma superficie S diferenciavel,
fechada e orientavel, além disso, proveremos a invariancia desse funcional por trans-
formacoes conformes do espaco Euclidiano R3. Para alcancar tais objetivos, primeira-
mente explanamos alguns conceitos e resultados preliminares, julgados necessarios, para
o entendimento do contetdo principal do trabalho. Apds essa explanacao, definiremos o
funcional de Willmore e mostraremos algumas propriedades sobre esse funcional, dentre
elas a invariancia por transformacoes conformes de R3. E por fim, apresentaremos duas
generalizagoes para esse funcional. A primeira, é o funcional de Willmore de dimensao
n com n > 3, enquanto a segunda, é o funcional de Willmore relativo a uma variedade
Riemanniana M"(n > 3) e provaremos que essa ultima generaliza¢do é invariante sob

mudancas conformes de métrica.

Palavras-chave: Funcional de Willmore. Invariancia conforme. Energia de Willmore.



ABSTRACT

In the paper, we study the Willmore funcional for a differentiable, closed and orientable
surface S, moreover, we prove the invariance of this functional under conformal transfor-
mations of Euclidean space R3. To achieve these objectives, we first explain some concepts
and preliminary, deemed necessary, to understand the main content of the paper. After
this explanation, we will define the Willmore functional and we will show some properties
about this functional, among them, the invariance under conformal transformations of R3.
And per finally, we will present two generalizations for this functional. This first, is the
Willmore functional of dimension n, while the second is the Willmore functional relative
to an Riemannian manifold M"(n > 3) and we will prove that the latter generalization

is invariant under conformal changes of the metric.

Keywords: Willmore functional. Conformal invariance. Willmore energy.
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1 INTRODUCAO

Em 1965, o geometra inglés Thomas James Willmore, conjecturou que qual-

quer toro 7" imerso no espaco euclidiano tridimensional R? goza da seguinte propriedade
/ H?dA > 272,
T

onde H é funcao curvatura média em T e dA é o elemento de area induzido pela imersao
(Ver [WILLMORE (1965))]). A famosa conjectura de Willmore foi resolvida por Coda e
Neves no ano 2012 em [MARQUES e NEVES (2013)]. Em geral, dada uma superficie

de classe O, fechada e orientavel S imersa em R? associamos o valor
m&:/mw
S

chamado a energia de Willmore da superficie S, onde H é a curvatura média de S e dA
o elemento de &rea.
Nesse contexto, apresentaremos o funcional de Willmore de uma superficie de

classe C, fechada e orientdvel S, que associa a cada imersao f : S — R?® o nimero real

1Mﬁ:LH%i

O funcional de Willmore surge de forma natural em outras ciéncias, como o
estudo das membranas celulares na biomatemética [TODA e ATHUKORALAGE](2013)]
e no estudo das conchas elasticas descrito em [POISSON] (1814)]. Além disso, o funcional
de Willmore esté relacionado no estudo de alguns problemas na propria matematica, um
exemplo é o problema que Vieira estudou em [VIEIRA| (2019)] sobre o primeiro autovalor
do operador de Laplace penalizado pela curvatura média, na area da analise geométrica,
onde é de grande utilidade no trabalho uma variacao do funcional de Willmore. Visto
isso, o funcional de Willmore é, de fato, uma ferramenta muito importante para o estudo
de véarios fenomenos em varias areas.

Além de apresentar o funcional de Willmore descrito acima, exploraremos al-
gumas propriedades dele, como algumas estimativas para os valores do funcional, dentro
de certas hipdteses e a propriedade que caracteriza fortemente o funcional de Willmore,
a sua invariancia por transformagoes conformes que é o Teorema de Blaschke.

E por fim, exibiremos duas generalizacoes do funcional de Willmore. A pri-
meira é o funcional de Willmore de dimensao n(n > 3) que a cada imersao f: S — R”

associa a quantidade

Wa(f) = / | |24,
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onde H ¢é o vetor curvatura média da imersao e dA, é o elemento de volume de S da
métrica g em S induzida pela imersao f. J4 a segunda generalizacao é o funcional de
Willmore relativo a uma n-variedade Riemanniana (M, g) com n > 3, o qual associa a

cada imersao f : S — M o valor
Walh) = [ (IIE + K5,

aqui H é o vetor curvatura média da imersao, Ky, a curvatura seccional em M relativa
ao plano tangente de S e dA, é o elemento de volume em S da métrica induzida pela
imersao.

Apoés essa introducao, a dissertacao esta divida em mais 4 capitulos. No
Capitulo 2, explanaremos sobre alguns conceitos e resultados sobre variedades diferenciaveis,
variedades Riemannianas e alguns resultados de outras dreas que julguemos necessarios
para o entendimento desse trabalho. Ja o Capitulo 3, definiremos o funcional de Will-
more, exploraremos algumas propriedades sobre ele e provaremos o Teorema de Blaschke.
O Capitulo 4 dedicamos a explanar sobre duas generalizagoes do funcional de Willmore
descritas acima junto com o resultado que é uma espécie de generalizacao da invariancia
conforme do funcional de Willmore, o qual afirma que o funcional de Willmore relativo a

uma variedade Riemanniana é invariante sob mudancas conformes de métrica.
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2 RESULTADOS PRELIMINARES

Nesse capitulo, apresentaremos os pré-requisitos que julgamos necessarios para
a exposicao dos resultados e defini¢oes dos capitulos subsequentes deste trabalho. Vale
ressaltar que, omitiremos grande parte das demonstracoes dos resultados presentes nesse
capitulo, mas sempre que ocorrer tal fato, serao indicadas as referéncias para encontrar as
demonstracoes omitidas. Além das referéncias citadas nesse capitulo, para mais detalhes
sobre alguns conceitos aqui expostos veja, [KUWERT e SCHATZLE (1945)], [LIMA
(2015)] e [WILLMORE (1982)].

2.1 Variedades Diferenciaveis

Comecaremos com a definicao de variedade topoldgica e depois daremos uma
estruturacao a esses objetos que estudaremos adiante, junto com uma explanacao de

conceitos necessarios para o decorrer do trabalho.

Definigao 2.1 (Variedade Topolégica) Seja M um espago topolégico. Dizemos que
M ¢é uma variedade topologica de dimensao n ou simplesmente uma n-variedade topologica
se as sequintes propriedades sao satisfeitas:
i) M é um espaco de Hausdorff, isto é, para todo par de pontos distintos x,y € M
existem subconjuntos abertos U,V C M disjuntos tais que x € U ey € V.
it) M satisfaz 0 2° Azioma de Enumerabilidade, ou seja, a topologia de M admite uma
base enumerdvel.
i11) M € localmente euclidiano de dimensao n. Isto quer dizer que para todo x € M,
existem U C M wvizinhanc¢a aberta de x, V C R™ aberto e ¢ : U — V' homeomor-

fismo.

Observagao 2.2 As vezes também usaremos a notagao M™ para dizer que M € uma
variedade topologica de dimensao n.

Defini¢ao 2.3 Seja M uma n-variedade topoldgica. Uma carta coordenada (ou simples-
mente uma carta) em M é um par (U, ), onde U é um aberto em M e p: U — U € um
homeomorfismo entre U e U = ¢(U) C R".

Observacgoes 2.4 A respeito da defini¢ao acima:

i) Sendo M wuma n-variedade topoldgica, por defini¢ao para cada ponto p € M temos
uma carta (U, p) comp € U. Por outro lado, dada uma carta (U, ) dizemos que U é
um dominio coordenado ou vizinhanga coordenada. Jd a aplicagao ¢ é denominada
aplicagao coordenada (local) e se escrevermos ¢ = (o1, ,pn) dizemos que @; $ao
as coordenadas locais em U.

it) Para algumas defini¢oes mais adiante, podemos olhar para o homeomorfismo inverso
V=@ pU) — U de uma carta (U,p) centrada em p € M, onde nesse caso
chamaremos U apenas de vizinhanga coordenada em p e 1 de uma parametrizacao
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de M em p.

Defini¢ao 2.5 Seja M uma n-variedade topoldgica. Dadas duas cartas (U, ) e (V1)
em M tais que UNV # 0, a aplicagio composta o=t : o(UNV) — p(UNV) é
chamada de aplicacao de transicao de ¢ para ).

Para o que segue, relembremos que dados U C R" e V C R™ abertos, uma
aplicagdo F' : U — V ¢ dita suave(ou de classe C™ ou infinitamente diferenciavel) se
cada uma das m funcoes componentes de F' possui derivadas parciais continuas de todas
as ordens. Além disso, se ' é uma bijecdo e sua aplicacdo inversa F~!: V — V também
for suave dizemos que F' é um difeomorfismo.

Definicao 2.6 Duas cartas (U, ) e (V,9) em uma n-variedade topoldgica M sao ditas
suavemente compativeis(ou compativeis) quando U NV = () ou quando a aplica¢io de
transi¢do v o =1 € um difeomorfismo entre os abertos p(UNV) e p(UNV) de R™.

Definicao 2.7 Definimos um atlas para uma variedade topoldgica M™ como uma colegcao
A ={(Uy, ¢a); @ € L} (L conjunto de indices) de cartas em M tais que M = U U,. Além

a€l
disso, A é dito suave(ou diferencidvel) se quaisquer duas cartas em A sdao compativeis.

Definigao 2.8 Um atlas suave A em uma n-variedade topolégica M € dito maximal se
nao existe atlas suave para M que contém A propriamente. Quando A é um atlas mazximal
para M, dizemos que M tem uma estrutura suave(ou diferencidvel).

Observacao 2.9 As vezes também chamamos um atlas mazimal de completo.

Definicao 2.10 (Variedade diferenciavel) Uma n-variedade diferencidvel(ou suave)
¢ um par (M, A), onde M é uma n-variedade topoldgica e A é um atlas maximal para M.

Observacoes 2.11

(a) Por simplicidade, as vezes usaremos o termo "n-variedade”ou "n-variedade de classe
C>7em vez do termo "n-variedade diferencidvel”.

(b) Também por simplicidade usaremos,as vezes, o termo "M €é uma variedade dife-
rencidvel”, omitindo a estrutura diferencidvel em M e sua dimensao.

(c) Se M ¢é uma variedade diferencidvel, qualquer carta (U, p) contido na estrutura
suave em M € denominada carta suave,e a aplicacao coordenada € dita aplicacao
coordenada suave. Analogamente, também dizemos que U € dominio coordenado
suave.

Defini¢ao 2.12 Dizemos que S € uma superficie de classe C* (ou superficie diferencidvel)
quando S € uma 2-variedade diferencidvel.

Para a préoxima definicao, consideremos o semi-espaco fechado superior n-dimensional
H" C R™ definido por

H" = {(z1,"++),2,) € R" : 3, > 0}



14

Observe que o interior e o bordo de H" sao, respectivamente,

IntH" = {(z1,---),2z,) € R" : 2, > 0}
oH" = {(z1,--+),z,) €R": 2z, =0}

Definicao 2.13 Dizemos que um espaco topologico M € uma variedade topoldgica de
dimensao n com bordo ou simplesmente uma n-variedade topologica com bordo quando:
(i) M € um espago de Hausdorff.
(i) M satisfaz o 22 Azioma de Enumerabilidade.
(11i) Para cada p € M existe uma vizinhanga V' de p que é homeomorfa a um aberto do
R™ ou a um aberto (relativo) de H™

Observacoes 2.14 Sobre a definicao acima:

(a) Como na defini¢ao de variedade topoldgica o aberto U C M junto com o homeomor-
fismo ¢ : U —s U (onde U = p(U) C R™ é um aberto de R™ ou um aberto(relativo)
de H") é chamado de uma carta para M. Quando for precisa a distingdo, diremos
que (U, @) € uma carta interior(respectivamente, carta de bordo), quando o(U) for
um aberto de R™(respe. aberto(relativo) de H" tal que o(U) N OH"™ # ().

(b) Um ponto p € M € dito ponto interior de M quando p estd no dominio de alguma
carta interior. Por outro lado, p € dito ponto de bordo se p estd contido em alguma
carta de bordo (U, ) com ¢(p) € OH".

(¢) O bordo de M (no sentido de variedade) é o conjunto OM de todos os pontos de bordo
de M. Jd o interior de M (no sentido de variedade) € o conjunto IntM constituido
por todos os pontos interiores de M.

(d) Dadas duas cartas (U, @) e (V) em M tais que UNV %0, a aplicagio composta
Yo tip(UNV)— p(UNV) € dita a aplicagio de transi¢io de o para 1.

Proprosigao 2.15 (Invariancia Topolégica do Bordo) Se M ¢é uma variedade to-
pologica com bordo, entao cada ponto de M é um ponto de bordo ou é um ponto interior,
mas nao ambos. Portanto, OM N IntM = () e M = OM U IntM.

Prova: Ver |LEE (2013) Teorema 1.37, pag. 26. m

Observacgao 2.16 Dado um conjunto X C R", dizemos que uma aplicacio p : X — RF
¢ suave( de classe C*) se para cada p € X existe um aberto U, de p tal que existe

J?: U, C R" — R* aplicacio suave tal que ﬂUpmA = f.

Definicao 2.17 Seja M uma n-variedade topologica com bordo. Como nas variedades
topoldgicas dizemos que duas cartas (U, @) e (V 1) sao compativeis se UNV = ou se
a aplicagdo de transicio v o o=t é um difeomorfismo. Um atlas suave(ou uma estrutura
suave) para M é uma colecao A de cartas que sao duas a duas compativeis. Além disso,
A € dito maximal se nao exite nenhum atlas suave para M que contenha A propriamente.

Defini¢ao 2.18 Uma variedade suave(diferencidvel) com bordo é um par (M, A), onde
M ¢ uma n-variedade topoldgica com bordo e A € uma estrutura suave para M.

Definicao 2.19 Uma variedade M ¢é dita fechada quando M ¢é um espago topoldogico
compacto e uma variedade sem bordo(isto é, OM = ).
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Defini¢ao 2.20 (Aplicagoes diferencidveis em variedades) Seja M uma n-variedade
diferencidvel. Dizemos que uma aplicagdo f : M — RF € diferencidvel(ou suave), se
para cada p € M existe uma carta suave (U, ) para M com p € U tal que a aplicag¢ao
fop™t:plU) Cc R* — RF € suave no sentido de aplicagoes entre subconjuntos dos
espacos euclidianos. Se M é uma variedade com bordo, definimos da mesma forma acima
o conceito de uma aplicagdo f: M — R* ser diferencidvel, exceto que a imagem o(U)
pode ser um subconjunto de R™ ou H" e neste ultimo caso, entendemos a suavidade da

aplicacio f o' como na Observacdo [2.16].

Observagoes 2.21 1) Na defini¢do acima, a aplicag¢ao f: foyp ! € chamada de repre-
sentacao coordenada de f.

2) O conjunto de todas as func¢oes diferencidveis f : M — R definidas em uma variedade
diferencidvel M serd denotado por C*°(M).

Definicao 2.22 Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis. Dizemos que uma aplica¢ao
F : M — N ¢ diferencidvel(ou suave), se para cada p € M, existem cartas suaves
(U,¢) para M, p € U, (V,4) para N satisfazendo F(U) C V e tal que a aplicagdo
composta F = poFop™t:pU)CR™ — V CR" ¢ suave. Ademais, se M e N
sao variedades diferencidveis com bordo a definigao de F : M — N se diferencidvel
¢ a mesma acima, ressaltando que, a aplicacao F' tem dominio em um subconjunto de
H" enquanto a suavidade dela serd olhada como uma aplicagao cujo contradominio serd
olhado como subconjunto de R™. Finalmente, a aplicacao F € chamada de representacao
local para F

Observagao 2.23 A definicao de aplicacao suave entre variedades diferencidveis, inde-
pende das cartas suaves que tomarmos, desde que faca sentido a composicao da repre-
sentagao local. Isso € verdade pela compatibilidade das cartas suaves.

Observagao 2.24 Até o final desse capitulo, salvo meng¢ao, omitiremos o termo “com
ou sem bordo” quando nos referirmos a uma variedade.

Definicao 2.25 Sejam M e N wvariedades diferencidveis. Dizemos que uma aplicag¢do
F: M — N € um difeomorfismo, quando F ¢é uma bijecdo diferencidvel, cuja inversa
F~1: N — M também é diferencidvel.

Proprosicao 2.26 Toda aplicacao suave é continua. Mais precisamente, para toda aplica¢ao
suave F': M — N entre duas variedades diferencidveis M e N (podendo N = RF), tem-se
que F' € uma aplicacao continua.

Prova: Ver |LEE]| (2013)), Proposigao 2.4, pdg. 34. ]

Proprosicao 2.27 Sejam M, N e P variedades diferencidveis. As sequintes afirmagoes
sao verdadeiras:
(a) Toda aplicagdo constante ¢ : M — N € diferencidvel.
(b) A aplicagao identidade Id : M — M € diferencidvel.
(c) Se F : M — N e G : N — P sao duas aplicagoes diferencidveis, entao a
aplicacao composta G o F': M — P também € diferencidvel.
Prova: De fato,
(a) Segue imediato da definigao.
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(b) Seja p € M. Escolhamos uma carta (U, ) de tal sorte que p € U. Entao, a aplicacao
Idpoldop™ :p(U) — o(U) é suave pois,

Td(z) = (poIdo o) (z) = p(Id(¢~(2))) = pl¢ ' (z)) = =, Va € p(U).

Ou seja, Td =1 d|,wy € a restricdo ao aberto ¢(U) da aplicacdo identidade do espaco
Fuclidiano R™ a qual sabemos que € suave, onde n é a dimensao da variedade M. Portanto,
Id é uma aplicacao suave.

(c) Ver LEE] (2013)), Proposi¢ao 2.10 item (d), pdg.37. ]

Relembremos que dada uma funcao f : M — R definida em um espaco
topolégico M, o suporte de f é por definicao o fecho do conjunto dos pontos de M tal
que f nao é nula, em simbolos,

suppf = {p € M; f(p) # 0}.

Por outro lado,uma cobertura F = {U, }aca de um espaco topoldgico M é dita
localmente finita se para cada ponto de M existe uma vizinhanca aberta V' desse ponto
tal que V N U, apenas para um ntumero finito de indices a € A.

Definigao 2.28 Sejam M uma variedade diferencidvel e F = {F,}aca uma cobertura
aberta para M indexada. Uma particao da unidade subordinada a cobertura F € uma
familia { fo}aca de fungoes continuas f, : M — R que satisfazem as sequintes proprie-
dades:

(i) 0 < fo(x) <1 para todo o € A e todo x € M.

(ii) suppfe C F, para todo o € A.

(111) A familia {suppfa}aca € localmente finita.

(iv) Zfa(x) =1 para todo x € M.

acA
Além disso, dizemos que {fo}aca € uma particao diferencidvel da unidade subordinada a

cobertura F quando cada uma das fungoes f, € diferencidvel.

Teorema 2.29 (Existéncia de Particao da Unidade) Suponha que M ¢é uma vari-
edade diferencidvel e F = {F,}aca uma cobertura indexada de abertos para M. Entao,
existe uma particao diferencidvel da unidade subordinada a cobertura JF.

Demonstragao: Ver |LEE| (2013]), Teorema 2.23, pag. 43. n

Definicao 2.30 Sejam M uma variedade diferencidvel e p € M. Uma deriva¢ao em p é
uma aplicagao linear v : C°(M) — R que satisfaz a sequinte propriedade:

v(fg) = f(p)vg +gp)vf, Vf,g € C*(M).

O congunto de todas as derivacoes de C*(M) em p, serd denotado por T,M e serd cha-
mado de espago tangente de M em p. Cada v € T,M € chamado de vetor tangente em
p.
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Observacao 2.31 Com as operacoes usuais,

(v+w)f = vf+wf, Vfe C(M),v,weT,M
(M) f = Auf), Vfe C®(M),veT,M,

o conjunto T,M € um espago vetorial sobre o corpo dos nimeros reais.

Definicao 2.32 Sejam M e N wariedades diferencidveis e F': M — N uma aplicagcao
diferencidvel, para cada p € M definimos a aplicagao

de : TpM — TF(p)N,

a qual chamaremos a diferencial de F' no ponto p, que associa a cada vetor tangente em
p (derivagao em p) v € T,M o vetor tangente dF,(v) € Trpy N em F(p) satisfazendo a
sequinte regra

dF,(v)(f) = v(f o F), Vf € C®(N).

Observagao 2.33 A aplicagdo acima estd bem definida. Com efeito, para cada fung¢ao
f € C®(N) temos pela diferenciabilidade da aplica¢io F que f o F € C®(M) e assim
faz sentido a expressio dF,(v)(f) = v(f o F). E por v ser uma derivagcdo em p, seque
imediatamente que dF,(v) € uma derivacao em F(p), uma vez que,

dF,(0)(fg) = v((fg)eo F)=v((fo F)(goF))=(foF)p(geF)+
+ (9o F)(p)u(f o F) = [(F(p))dF,(v)g + g(F(p))dE,(v) ],

para todos f,g € C*(N). Jd a linearidade de dF,(v) seque imediatamente da linearidade
de v. Assim, a diferencial estd bem definida.

Proprosicao 2.34 Consideremos M, N e P variedades diferencidveis, ' : M — N e
G : N — P aplicagoes diferencidaveis. Para cada p € M temos:

(a) dF, : T,M — Trpp N é uma transformagdo linear.

(b) d(G o F)p = dGF(p) o de : TpM — T(GoF)(p)P-

(C) d(]dM>p = IdTpM : TpM — TpM

(d) Se F é um difeomorfismo, entiao dF, : T,M — TppyN € um isomorfismo e vale

(dF,) 1 = d(F ).

Prova: (a)Sejam v, w € T,M e A € R. Temos por T,M ser espaco vetorial que

dF,(v+w)(f) = (wtw)(foF)=uv(foF)+w(foF)
— AB(0)(f) + dF,w)(f), Y € CZ(N).
Assim, dF,(v + w) = dF,(v) + dF,(w). Analogamente, mostra-se dF,(\v) = AdF,(v).

Portanto, dF}, ¢ uma transformacao linear.
(b) Pela Proposicao item (d), G o F' é diferencidvel e assim faz sentido em falar da
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diferencial de G o F' em p. Seja v € T, M. Por definicao,

d(Go F)y(v)(f) = wv(fo(GoF))=v((foG)oF))=dF,(v)(foG)=
= dGry)(dF,(0))(f) = (dGr@) o dFy,)(v)(f), Vf € C*(P)
= d(Go F),(v) = (dGp) o dF,)(v).

E assim, d(G o F'), = (dGr(y) o dF},), o que prova (b).
(c) Seja v € T,M. Para todo f € C*(M) temos

d(Idar)(v)(f) = v(f o Idy) = v(f) = Tdr,u(0)(f) == d(Idar)(v) = Tdz,n(v)-

Como v ¢ arbitrario tem-se d(Idy;) = Idg,nm
(d) Finalmente, por F ser um difeomorfismo, vale que F' e F~! sao diferencidveis e assim
podemos falar das respectivas diferencias delas. Por outro lado, sabemos que

FoF'=1Idy e F'oF =1Idy,
dai usando (b) e (c) ganhamos que
dF, 0 d(F~")py) = Idr,y e d(F™")pg) 0 dF, = Idr,u

Assim, dF, é invertivel com (dF,)™" = d(F~')pg) e pelo item (a) sabemos que dF), e sua
inversa d(F~!) F(p) 520 transformacoes lineares. Logo, dF), ¢ um isomorfismo linear. [

Defini¢ao 2.35 Seja M uma variedade diferencidvel. Uma curva(curva diferencidvel)
em M € uma aplicagdo continua(diferencidvel) v : J — M onde J C R € um intervalo.

Definicao 2.36 Sejam v : J — M uma curva diferencidvel em uma variedade M com
v(to) = p. Definimos o vetor velocidade da curva v no instante to como a aplica¢do
v (to) : C*°(M) — R definida por

Y (to)(f) = (f 0 7) (to)-

Proprosicao 2.37 Sejam M wuma variedade diferencidvel, p € M ey : J — M uma
curva diferencidvel com y(ty) = p. Entao, o vetor velocidade é uma derivagcdo em p.
Prova: De fato, dadas f,g € C*°(M) e A € R temos

¥ (to)(f9g) ((fg9) o) (to) = [(f o 7)(to)(g 0 ¥)(ta)] = (f 0 7)'(to)(g 0 ¥)(t0)
+ (foy)(to)(go7) (to)

= 7' (to)(f) - 9(p) + f(p) - ¥ (to)(g)
Y (to)(Af) = (Af o) (to) = Af o) (to) = M (to)(f)-

Proprosicao 2.38 Sejam M uma variedade diferencidvel e p € M. Todo v € T,M € um
vetor velocidade de alguma curva diferencidavel em M.
Prova: Ver LEE] (2013)), Proposicao 3.23, pag. 70. [
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Observacao 2.39 A partir da proposicao acima podemos dar uma caracterizacdo para o
espago tangente T,M . De fato, sejam ¢ : U — R" — V' C M uma parametrizacao de

uma vizinhanga aberta V-dep = p(z) e B ={ey, -+ ,e,} base canonica de R™. Denotando
0 .
o' » :dgpxeia v = 17 » 1,
seque que {% o ,% } forma uma base para T,M chamada base coordenada asso-
P

ciada a parametrizagao ¢.

Definicao 2.40 Seja M™ uma variedade diferencidvel. Definimos o fibrado tangente de
M como o conjunto

TM = {(p,v);pe M,veT,M}.

O fibrado tangente de M, possui uma topologia natural e um estrutura diferencidvel defi-
nidos a partir de M que o torna uma variedade diferencidvel de dimensao 2n (Ver LEE
(2015), Proposi¢ao 3.18, pdg. 66).

Definicao 2.41 Um campo vetorial em uma variedade M € uma correspondéncia X que
associa a cada p € M um vetor X(p) € T,M. Em termos que aplicacoes, X € uma
aplicacao de M sobre o fibrado tangente TM. Dizemos que X € um campo diferencidvel
quando a aplicacao X : M — T M € diferencidvel.

Observacgao 2.42 O conjunto de todos os campos vetoriais diferencidveis em uma vari-
edade M serd denotado por X(M).

A partir de um campo vetorial suave X € X(M ), podemos definir uma aplicagao
(que também denotaremos por X) X : C*(M) — C*(M) dada por X(f) = X f, onde
Xf: M — R é definida por (X f)(p) = X,(f)(lembrando que X, é uma derivacao em
p). Veja que X é linear e além disso vale a regra do produto,

X(fg)=X(flg+ fX(g), Vf, g € C=(M).

A aplicagdo X é chamada de uma derivacao. Pela suavidade do campo X, a aplicacao
pertence ao conjunto C* (M), Vf € C*°(M)(Ver LEE (2013)), Proposicao 8.14, pag. 180).
O abuso de notacao para representar a derivagao acima com a mesma notacao do campo
vetorial é justificada pela

Proprosicao 2.43 Seja M uma variedade diferencidvel. Dizemos que uma aplica¢ao
D :C>®(M) — C*®(M) é uma derivagao se, e somente se, D € da forma Df = X f para
algum campo vetorial diferencidvel X € X(M).

Demonstragao: Ver |LEE (2013)), Proposigao 8.15, pag. 181. m

Observagao 2.44 Dados X,Y € X(M) campos vetoriais em uma variedade M, podemos
definir derivagoes XY : C°(M) — C°(M) e YX :— C*(M) por

XYf=X(Yf) e YXf=Y(Xf), VfeC®M).
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Note que XY e Y X estio bem definidas pelo visto acima.
A partir dessas derivacoes temos a

Definigao 2.45 Dados X,Y € X(M), definimos o colchete de Lie dos campos X eY
como a aplicacdo [X,Y]: C®(M) — C*(M) dada pela regra

[X,Y]f = XYf—YXFf, Vf € C®M).

Observacao 2.46 O colchete de Lie de dois campos vetoriais diferencidvel € um campo
vetorial diferencidvel (Ver|LEE| (2013), Proposicao 8.25, pdg. 186.).

Proprosigao 2.47 Sejam M wuma variedade diferencidvel, X,Y,7Z € X(M), a,b € R e
fig € C(M). Entao,
(i) (Bilinearidade)[aX + bY, Z] = o[ X, Z] + 0[Y, Z] € [Z,aX + bY| = a[Z, X| + b[Z,Y].
(ii) (Antisimetria) [X,Y] = —[Y, X].
(iii) (Identidade de Jacobi) [X,[Y,Z]| +[Y,[Z, X]]+ [Z,[X,Y]] = 0.

(i) [fX,9Y] = fglX, Y]+ (fX(9))Y — (9Y ()X,
Demonstragao:

(i) De fato,

[aX +0Y, Zlh = (aX +bY)Zh — Z(aX +bY)h
(aX)Zh+ (0Y)Zh — Z(aX)h — Z(bY)h

= a(XZh)+b(Y Zh) — a(ZXh) — b(ZYh)

= a(XZh—ZXh)+b(YZh— ZYh)

= alX, Z]h + Y, Z)h, Yh € C*(M).

Logo, [aX + bY, Z] = a[X, Z] + b[Y, Z]. A outra igualdade é analoga.
(ii) Para toda h € C*°(M) vale

[X,Y]h=XYh—YXh=—(YXh—XYh) =—[Y, X]h.

Assim, [X,Y] = —[Y, X].
(iii) Com efeito,

(X, YV, 2|+ [V [Z. X]] + [Z2,[X,Y]Dh = [X,[Y.Z]|h+[Y,[Z, X])|h+ [Z,[X, Y]]k
= X[Y,Zh—[Y,Z)Xh+Y[Z, X]h —

1Z, X|Yh+ Z|X,Y]|h — [X,Y]Zh

= XYZh—XZYh—YZXh+ ZYXh+

YZXh—YXZh—ZXYh+XZYh+

ZXYh—2ZYXh— XYZh+YXZh

0, Vh € C®(M).

+ o+

O que prova a Identidade de Jacobi.
(iv) Seja h € C*(M),

[fX,gY]h = fX(gY)h —gY (fX)h = fX(gY(h)) — gY (fX(R))
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donde pela regra do produto temos

[fX,gY]h = gfX(Y(h)+ fX(9)Yh— fgV(X(R) —gY(f)X(h)
= fg(XYh—=YXh)+ (fX(g)(Yh)— (gY(f)(Xh)
= falX,Y]h+ (fX(9))Yh— (gY(f))Xh,

o que prova (iv) e consequentemente encerra a demonstragao. [

Defini¢ao 2.48 Um fibrado vetorial(suave) k-dimensional é um par de variedades E (espago
total) e M (base) junto com uma aplica¢ao suave sobrejetiva m : E — M (chamada
projecao) tais que:
i) Para cada p € M o conjunto E, = n~'(p) (fibra sobre p) é dotado de uma estrutura
de espaco vetorial k-dimensional.
it) Para cada p € M existem uma vizinhanga aberta U C M de p e um difeomorfismo
o :m Y U) — U x R*, chamada uma local trivializacio de E sobre U satisfazendo
as sequintes condigoes:
o Tyow =, onde my : U x R¥ — U € a aplicacdo projecao sobre a primeira
coordenada.
e para cada ¢ € U, a restricao de ¢ a fibra E, é um isomorfismo linear de E
sobre {q} x R*.

Observacao 2.49 As vezes dizemos que m: EE — M € o fibrado vetorial sobre M, jd
deizando explicita a projecao 7.

Definicao 2.50 Seja m: E — M um fibrado vetorial sobre M. Um se¢ao suave de E é
uma aplicacao suave F : M — E suave tal que mo F' = idy;.

Definicao 2.51 Uma aplicacao diferencidvel F' : M — N entre as variedades suaves M
e N € dita uma imersao diferencidvel, se a sua diferencial dF), € injetiva para todop € M,
equivalentemente, se posto F' = dim M. Além disso, se F' é um mergulho topoldgico (isto
é, se F' é um homeomorfismo sobre a sua imagem F(M) C N com a topologia induzida)
dizemos que F' € um mergulho diferencidvel de M sobre N.

Definigao 2.52 Seja M uma variedade diferencidvel. Um subconjunto S C M é dita
uma subvariedade diferenciavel de M quando a aplicagao inclusio i : S — M € um
merqgulho diferencidavel.

Observacao 2.53 Quando f : M — N € imersao(ou mergulho), dizemos que a dife-
renga dimN — dimf(M) > 0 é a codimensao de f(M) em N. Em particular, quando a
codimensao for 1, dizemos que f(S) é uma hipersuperficie imersa(ou merqulhada) em N.

Teorema 2.54 Sejam M e N wvariedades diferencidveis. Uma aplicacao F : M — N
diferencidvel € uma imersao diferencidvel se, e somente se, para cada ponto p € M, existe
uma vizinhanga aberta U C M de p tal que F|y : U — N € um mergulho suave.

Demonstragao: Ver LEE| (2013), Teorema 4.25, pag. 87. n

Exemplo 2.55 Como aplicacao do Teorema dada uma imersao f : S — R? de
uma superficie S sobre R3, consequimos encontrar, para cada p € f(S), um mergulho
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X :U CR? — R? de um aberto U C R? sobre um aberto V C f(S) contendo p.
Prova: De fato, como p € f(.5), existe ¢ € S tal que p = f(q). Assim, pelo Teorema m,
podemos tomar Vz C S vizinhanca aberta de g tal que fly. : V5 — R3 é um mergulho.
Por outro lado, como S é uma superficie, podemos tomar Y : W c R? — V C S uma
parametrizacio de S em torno de g, com Y (q) = g. A partir disso, sendo V = f(VzNV)(que
é um aberto em f(S), pois fly, é um homeomorfismo) e U = Y ~!(V; N'V)(aberto de R?,
pois Y é um homeomorfismo) temos que

X =(foY)y:U—R

¢ o mergulho procurado. O fato de X ser um mergulho sai diretamente das aplicacoes
flv; ser um mergulho e Y ser uma parametrizacao de S. |

Observacao 2.56 O exemplo acima nos diz que f(S) € localmente uma superficie para-
metrizdvel em R® e quando tomarmos um mergulho X da forma acima, chamaremos de
parametrizagao local de f(S).

Teorema 2.57 (Versao Forte do Teorema da Imersao de Whitney) Se n > 2,
entdo toda n-variedade suave admite uma imersao suave sobre R?"~1,
Demonstragao: Ver WHITNEY] (1944)), Teorema 6, pag.270. [

Definicao 2.58 Uma variedade diferencidvel M diz orientdvel quando a estrutura dife-
rencidvel A = {(Uy, pa)} satisfaz a sequinte condi¢do:

Para todo par de cartas (Un, ¢a), (Us, pa) tais que W = U,NUg # 0 tem-se que a aplicagdo
de transicao pgop,’ de . para ¢, tem determinante Jacobiano positivo. Caso contrdrio,
dizemos que M € nao-orientdvel.

2.2 Variedades Riemannianas

Inicialmente explanaremos um pouco sobre alguns conceitos e resultados do
Calculo Tensorial para um melhor entendimento sobre o conceito de variedade Rieman-
niana.

Definicao 2.59 Sejam V' um espaco vetorial real de dimensao n, V* o seu espaco dual,
k,l,r e s inteiros positivos. Definimos:
i) Um tensor k-covariante em V' é uma aplicag¢ao k-linear

F:Vx---xV—R
—_——
k fatores

ii) Um tensor l-contravariante em V € uma aplicagao I-linear

G:Vix...xV*¥—R
~—_————

[ fatores

iii) Um tensor misto do tipo (r,s) sobre V (também chamado um tensor r-covariante,



23

s-contravariante sobre V') € uma aplicagdo (r+s)-linear

H:Vx - xVxV"x...xV*"—R,

~
r fatores s fatores

Observacgoes 2.60 Sobre a defini¢ao acima:

a) Por convengao, definimos um tensor 0-covariante (ou 0-contravariante) como um
niumero real. E também por conven¢ao, um tensor do tipo (0,0) € um nimero real.

b) Denotaremos por T*(V) o conjunto dos tensores k-covariantes sobre V. Com
as operacoes usuais de soma e multiplicacao por um niumero real naturais para
aplicagoes k-lineares, T*(V') é um espago vetorial. Denotaremos por T(V) e TT(V),
respectivamente, o conjunto dos tensores l-contravariantes sobre V e o conjunto dos
tensores mistos do tipo (r,s) sobre V e analogamente a observagdao sobre T*(V),
vé-se que T(V) e TT (V') sao espagos vetoriais sobre o corpo dos nimeros reais.

c) Os tensores 1-covariantes sobre um espago vetorial de dimensao finita V' sao os fun-
cionais lineares(ou covetores), isto é, T* (V) = V*. Jd os tensores 1-contravariantes
sobre V' sao os vetores, ou seja, Ty(V) = V** =V (aqui usamos o fato de dimV < oo
e assim podemos identificar o espa¢o com o seu bidual).

Defini¢ao 2.61 (Produto de tensores) Seja V' espaco vetorial de dimensdo finita. Da-
dos T € TI(V) e S € THV) definimos o produto tensorial T @ S como um tensor do tipo
(r+t,s+u) sobre V pela sequinte regra

(T®S)(U1,"',Ur+t,w1,"',ws+u) — T(Ul’...,vr’wl’...’ws).

s+1 s+u
S(UT+17"'7UT+t7w y T, W )

Observacgao 2.62 Dados uma variedade diferencidvel M™, p € M e uma parametriza¢ao
p:UCR"— V C M em torno de p sabemos que
J

0
Bp — {—1
ox
¢ uma base para o espaco tangente T,M associada a parametrizagao p. A essa base
podemos associar base dual coordenada

0

p"”’%

B, = {dxl|pv ey dx|p} C(T,M)7

onde dz'|, (a(zi
P

) =0;, 4, =1,---,n (0;; € o delta de Kronecker).

Exemplo 2.63 Consideremos M" uma variedade diferencidvel, p um ponto de M e
p: U CR" — V C M uma parametrizacao local de M centrada em p. Escrevendo
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u,v € T,M em relagao a base coordenada

n . 8
“:Z“@)axip

i=1
v = E vj
&Uﬂ

temos para cada k € {1,--- ,n} que

d®lp(u) = Zuz(p)dxk|p (axi »

=1

) = ' (p)or; = u"(p)

dz"|,(v) Z v (p)datl, (31’3

7j=1

) _ éw’(p)akj = ¥ (p).

Dai, podemos escrever o produto tensorial dz*|, ® dz’|, como

('], ® da?l,)(u, v) = da'[,(u) - da?|,(v) = w'(p) - v (p),i,j = 1, ,n.

Definigcao 2.64 Seja M"™ uma variedade diferencidvel. O espacgo tensorial tangente a M
em p do tipo (k,1) € o espago vetorial T,*(T,M).

Observacao 2.65 Na definicao acima, se tomarmos p : U C R* — V C M uma para-
metrizagdo em torno de p, podemos exibir uma base para T*(T,M), a qual chamaremos
de base coordenada associada a parametrizagcao ¢. Para isso tomemos a base coordenada

de TpM
0
By = {m p}

B; = {dxl‘pv T 7d$n|p}'

9
" O

e sua base dual
Temos que

0
ky
&= {5251,

€ base para T,*(T,M ) (Ver|LEE (2015), Coroldrio 12.12, pdg. 313) que é a base coordenada
associada a parametrizagao . Assim, dado um tensor T € T,*(T,M) pode ser escrito

Q&

oxix | ®dz"], ® - ® dle|p}

1<ig, i1, 0 <n

P . ,
g1t Ji Ji
=T ”“8“ 03¢ ®8xikp®dx |, ® ® da’t|,
g1t - 1 . Ji ; -
onde T“ i = =T (axn K 78:1;% cda?t,, - dr |p) e acima estamos usando a con

vengao de Einstein para somatomos Essa convengao consiste na sequinte regra: Se em
um termo aparece um mesmo indice duas vezes, entende-se como uma soma sobre todos
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0s valores possiveis.

Definigao 2.66 Seja M™ uma variedade diferencidvel. Definimos o fibrado tensorial do
tipo (k,l) de M como a unido disjunta

TM) = [ (TH(T,M)).

peEM

Observagao 2.67 Veja que T,*(M) é um fibrado vetorial sobre M. De fato, primeira-
mente note que T,*(M) é uma variedade diferencidvel de dimensdio (n + n**'), uma vez
que, se A = {(Uq, @a)}acr € uma estrutura diferencidvel para M, entdo

B = {(Ua X Rnk+lawa)}aELv

€ uma estrutura diferencidvel para T(M) onde v, : Uy X R — (M) € dada por
Yol (F)77) = T e TF(TIM) Basta tomarmos a projecio m : T*(M) — M dada

por m(T) = p para cada T € TF(T,M). Claramente, para cada p € M a fibra sobre M,
E, = 7 Y(p) = TF(T,M) é um espago vetorial n**'-dimensional. Por outro lado, dada
uma parametrizacao ¢ 1V CR" — U C M centrada em p, definamos

v N U) C THM) — U xR™™
T — (T = (z, (F17),
onde T € TF(T,M) e (Ffllfkl) ¢ visto como um vetor de R™" onde as coordenadas
AT ,d:le|p>. As demais

condigoes para ser um fibrado vetorial decorrem imediatamente das aplica¢oes acima.

0

D Bath
p T p

sdo os n*t nidmeros reais F* = F | 22—
110 ozl

Defini¢ao 2.68 Seja M™ uma variedade diferencidvel. Um campo (k,l)-tensorial sobre
M (k-covariante, l-contravariante) é uma aplicacao diferencidvel T : M — T,*(M), tal
que ToT = idy, onde 7 : T*(M) — M € a projecao canoénica do fibrado (k,1)-tensorial
de M sobre M. Mais especificamente temos,

D . A
= =TI (p) —— J1 J
L=Tp) =T P 5 B @] ® do?'|, ® - @ da’t|,,

onde todas as funcoes TI'7

i U C M — R sao diferencidveis para todos indices
Uy 5ty J1, 0 s J1 = 1,-++ .n e para todas as vizinhanc¢as coordenadas de M.

Observacao 2.69 Por simplicidade dizemos apenas que T € um campo k-tensorial cova-
riante, em vez de, um campo (k,0)-tensorial e T' é um campo l-tensorial contravariante
quando T € um campo (0,1)-tensorial.

Observacgao 2.70 O espago vetorial de todos os campos (k,l)-tensoriais sobre uma va-
riedade M serd denotado por TF(M).

Definicao 2.71 Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis e ' : M — N uma aplica¢do
diferencidvel. Dados p € M e T € TH(Tpy)N) definimos o tensor k-covariante em
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TH(T,M), dE;(T), chamado o pullback de T por F' em p pela regra
dES(T)(v1, -+ o) = T(dEvy, - -+ dFpyog), Yoy, -0 o € T M.

Mais geralmente, dado um campo tensorial k-covariante X em N, definimos o campo
tensorial k-covariante F*X : M — T*(M), chamado o pullback de X por F, definido
por

(F*X)p = dF;(XF(p))-

Agora podemos definir o conceito de métrica Riemanniana em uma variedade
diferenciavel.

Defini¢ao 2.72 Uma métrica Riemanniana(ou estrutura Riemanniana) em uma vari-
edade diferencidvel M™ é um campo 2-tensorial covariante g tal que g € simétrico(isto
é, gp(u,v) = gp(v,u), Yu,v € T,M,¥p € M) e positivo definido(ou seja, g, € positiva
definida, para todo p € M ).

Observacgoes 2.73 Na definicao acimas:
i) Note que g € TL(M) e assim

onde

gp : TyM xT,M — R
(u,v) — gp(u,v).
A menos de mencio contrdria, denotaremos (u,v), no lugar de g,(u,v).

i1) Para cada p € M tomando uma parametrizagio X : U C R" — V. C M em torno
de p. Considerando a base coordenada de T, M

0 9,
Bp = a 11 Y
aCCI p ox" p
e sua base dual coordenada By = {dz'|,,--- ,dz"|,}. Temos que dados u,v € T,M

podemos escrever

u—Zu 83:1
U—Z"U] axf
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e assim usando as propriedades da métrica Riemanniana g e pelo Exemplo temos,

gp(uﬂv) = <u’v>p
- <Zui<p> | S >

~ 0 0
- 0
_ Z<@

3,j=1

p

p>p u'(p) - v (p)

0

p7 @a:j

> (dxi|p ® dl‘j|p)(u, v).
Plp
Logo, as fungoes coordenadas g;; : V — R diferencidveis da métrica sao
- 0 .
gij\P) = a4 7Zaj:17"'7n7
=3 (5l aal,)

1,j=1
onde (gi;(p)) € uma matrizn x n simétrica e positiva. As fungoes g;; sao chamadas
0s coeficientes da métrica.

0

p7 al‘j

Definigao 2.74 Uma variedade Riemanniana é um par (M, g) onde M € uma variedade
diferencidvel e g uma métrica Riemanniana

Defini¢ao 2.75 Seja (M", g) variedade Riemanniana. Definimos:
i) A norma(ou comprimento) de um vetor u € T,M por

lullg =/ (u, wpy

ii) O angulo entre dois vetores nao-nulos u,v € T,M € o unico 6 € [0, 7| satisfazendo

cosf =

iii) Dois vetores u,v € T,M sao ditos ortogonais se (u,v), = 0.

iv) Um referencial ortonormal para um subconjunto aberto U C M ¢é uma n-upla
(B, -+, E,) de campos vetoriais em M tais que Ey(p),--- , E.(p) formam uma
base ortonormal para T,M , para todo p € U.

Observagao 2.76 Quando nao houver confusao sobre a métrica na variedade Rieman-
niana, denotaremos ||ul|, apenas por ||ul|

Exemplo 2.77 Seja f : M™ — N™* uma imersdo entre as variedades M e N. Se N
¢ dotada de uma métrica Riemanniana g, entdo [ induz uma métrica Riemanniana para
M. O pullback f*g da métrica Riemanniana g € uma métrica Riemanniana para M. De
fato, note que a diferenciabilidade é imediata pela diferenciabilidade da métrica para N e
da imersao. Além disso, para cada p € M temos

(f*9)p(u,v) = (dfpu, dfyv) iy = (dfpv, dfpu) rry = (f*9)p(v,u), Yu,v € T,M.
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Logo, f*g € simétrico. Além disso, dados u,v € T,M com u # v temos pelo fato de df,
ser injetiva que dfyu # dfyv e assim por (-,-) s ser positiva definida

(f*9)p(u, v) = {dfpu, dfyv) ) > 0

E claramente se u = v, entio (f*g)p(u,v) = (dfpu, dfpv) s = (dfpu,dfpu) sy = 0. F
assim (f*g) € positiva definida. Portanto, (f*g) € uma métrica Riemanniana para M.
Nesse caso, dizemos que [ é uma imersao isométrica.

Proprosicao 2.78 Toda variedade diferencidvel admite uma métrica Riemanniana.
Prova: Ver |LEE] (2013)), Proposigao 13.3, pag. 329. n

Defini¢ao 2.79 Seja M™ uma variedade Riemanniana e f € C®°(M). Definimos o gra-
diente de f como o campo vetorial grad f em M definido por

((grad f)(p),v) = dfpv, p € M, v € T,M.

Observagao 2.80 O campo grad f € unico (Ver LEE| (2015), pdg. 343), e em coordena-
das locais vale

grad f = Zgjg—xin,

ij=1

onde { X1, -+, X,} € uma base coordenada.
Falaremos um pouco agora de integracao em variedades riemannianas para o
que segue na préxima secao.

Defini¢ao 2.81 Sejam (M", g) uma variedade Riemanniana orientdvel e R C M uma
regido(ou seja, R € um conjunto aberto e conexo) relativamente compacta, tal que R
estd contida em alguma vizinhanga coordenada p(U) de alguma parametriza¢do positiva
0:UCR" — ¢o(U) C M tal que d(p~*(R)) tenha medida nula em R"™. Definimos o
volume de R pelo numero

vol(R) = / \/det(gi;)dzy - - - dzy,.
e H(R) !

Se R C M for uma regiao compacta e nao estiver contida inteiramente em alguma co-
ordenada, basta tomarmos a colecio {Vy}aen de vizinhangas coordenadas associadas a

parametrizagoes py : Uy C R" — V\, C M tais que R C U V\, extrairmos uma subco-
a€eA

bertura finita da cobertura acima {Vy,}F_, (R é compacto) e dai pelo Teorema podemos
tomar uma particao {fi}%_, da unidade subordinada a essa cobertura e definirmos

k
vol(R) :Z/ fir/det(gij)dzy - - - da,,.
—1 Jex, (W)
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Se f: M — R € uma funcao continua com suporte compacto R entdo definimos

k
[ saa, =3 [ stort@nsfact(aden - da,
M i=1 Jei(Va)

onde {f;}¥_, € a particao da unidade subordinada a cobertura finita {V;} de vizinhancas
coordenadas que cobrem R.

Observacgoes 2.82 i) A expressao vol(R) acima estd bem definida(Ver| CARMO (2008)),
pdg.49).
ii) O integrando na defini¢ao de vol(R), na verdade é uma forma diferencial positiva
de grau n chamada usualmente a forma elemento de volume da variedade M.
iii) Na defini¢do acima, a expressoes que envolvem parti¢ao da unidade, independe da
escolha da parti¢ao da unidade(Ver LEE (2015), Proposi¢ao 16.5, pdg. 405).

Definicao 2.83 Seja M uma variedade diferenciavel. Uma conexao V em M € uma
aplicacao bilinear sobre R

V:XM)xX(M) — X(M)
(X,)Y) — VyY
tal que satisfaz as sequintes propriedades:
Z) fo+gyZ = fVXZ —i—gVyZ,
it) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,
onde X,Y,7Z € X(M) sao campos diferencidveis em M e f,g € C®(M) funcoes dife-

rencidveis definidas em M. O campo VxY € chamado a deriwvada covariante do campo
Y na direcao de X.

Observagao 2.84 Seja V uma conexao em uma variedade diferencidvel M™. Conside-
rando um sistema de coordenadas (xq,--- ,x,) em torno de um ponto p podemos escrever

X = Zn:$iXi e Y = iijja
i—1 j=1

onde X; = 8%2-' Assim, pelas propriedades da defini¢ao acima temos que
VXY = ZZ’ZVXZY = Z .ﬁEiin (Z ijj> = Z ZT; (ijXin + Xl(yJ>X])
i=1 i=1 i=j ij=1
= Dz Ve X+ Y wXi(y) X,

ij=1 ij=1

n
escrevendo Vx, X; = E Fijk em termos dos Xy, temos que Ffj sao funcoes dife-
k=1
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rencidveis(pois Vx,Y; € X(M)) e que

VXY:Z (ley]r + X(y )) X,

k=1 \t,7=1

assim, em coordenadas locais V xY (p) depende apenas de xi(p), yr(p) e das derivadas
X(yx)(p) de yx seqgundo X.

Definicao 2.85 As funcoes diferencidveis Ffj definidas na Observacao sao chamadas
os simbolos de Christoffel da conexao V associados a parametriza¢ao ¢.

Definicao 2.86 Seja v : I — M wuma curva diferencidvel em uma variedade dife-
rencidvel M. Um campo vetorial ao longo da curva v é um campo vetorial diferencidavel

Vil —TM tal que V(t) € T,yM, Vt € I.

Observagao 2.87 O espaco vetorial de todos os campos vetoriais ao longo de uma curva
v : I — M serd denotado por X(7).

Proprosicao 2.88 Sejam M wuma variedade diferencidvel e V uma conexao em M.
Entao existe wma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V' ao longo da
curva diferencidvel v : I —s M um outro campo vetorial 2% d ao longo de vy, denominado
derivada covariante de V ao longo de v, tal que:

a) %(V + W)= ﬂ + £ dt , Ve W sao campos diferencidaveis ao longo de 7.

b) % = %V—I—f = onde V' € um campo de vetores ao longo dey e f € uma fungao

diferencidvel em 1.
c) Se V é induzido por um campo de vetores Y € X(M), isto é, V =Y o+, entdo
=V a Y

Demonstragao: Ver CARMO| (2008), Proposigao 2.2, pag. 56. n

t

Definicao 2.89 O campo 2Y da Proposicdo ¢ chamado a derivada covariante de V
ao longo da curva 7.

Definicao 2.90 Sejam M wma variedade diferencidvel e uma conexdo V. Um campo
vetorial V' ao longo de uma curva v : I — M € dito paralelo quando = =0, Vtel.

Proprosicao 2.91 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao V. Dados uma
curva diferencidvel em M ~y : I — M e Vi um vetor tangente a M em ~(ty), to € I, ou
seja, Vo € T\ M, existe um tnico campo de vetores paralelo V' ao longo de vy, tal que
V(to) = Vo,(V(t) é chamado o transporte paralelo de V (ty) ao longo de 7).

Demonstragao: Ver CARMO) (2008), Proposigao 2.6, pag. 58. [

Defini¢ao 2.92 Sejam M uma variedade diferencidvel com uma conexdo V e (-,-) uma
métrica Riemanniana em M. A conexdo V € dita compativel com a métrica (-,-), quando
para toda curva diferencidvel v e quaisquer pares de campos de vetores paralelos P e P’
ao longo de vy, tivermos (P, P') = constante.

Proprosicao 2.93 Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexao NV em M €é com-
pativel com a métrica se, e somente se, para todo par V e W de campos de vetores ao
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longo da curva diferencidavel v : I — M tem-se

d DV DW
_— |/|/ = ‘/‘/ _— I
A < dt > <V’ dt > vi e

Demonstragao: Ver CARMO) (2008), Proposigao 3.2, pag. 59. [

Corolario 2.94 Uma conexao V em uma variedade Riemanniana M é compativel com
a métrica se, e somente se,

Demonstragao: Ver CARMO), (2008), Corolario 3.3, pdg. 60. n

Definicao 2.95 Uma conexao V em uma variedade diferenciavel M ¢é dita simétrica
quando

ViY — Vy X = [X,Y], VX,Y € X(M).

Teorema 2.96 (Levi-Civita) Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma tunica
conexao V em M tal que:

a) V é simétrica.

b) V € compativel com a métrica Riemanniana.
Demonstragao: Ver CARMO) (2008), Teorema 3.6, pag. 61. [

Definicao 2.97 A conexao do Teorema ¢ chamada conexdo de Levi-Ciita(ou Rie-
manniana) de M.

Observacgoes 2.98 i) Seja V uma conerdo Riemanniana em uma Variedade Rieman-
niana (M™, g). Sabemos pela compatibilidade com a métrica g que vale

X(Y,Z) = (VxY,Z)+(Y,VxZ),
Y(Z,X) = (VyZ,X)+(Z,VyX),
Z(X,Y) = (VzX,Y)+(X,V;Y), VX,Y,Z € X(M)

Somando, membro a membro, as duas primeiras igualdades, subtraindo da terceira
e usando a simetria da conerao obtemos

XY, 2)+Y{(Z,X) = Z(X,Y) = (X, Y]+ VyX,Z)+ (Y,[X,Z] + V2 X) +

[
[

{
IV, 2]+ VY, X) + (7, Vy X) —
— (VzX)Y) — (X, VzY)
= (XY, 2) + (Vv X, Z) + (Y, [X, Z]) +
+ (Y, V2X) +([Y,Z],X)+(VzY, X) +
+ (Z,VyX)—(VzX,Y) = (X,VY)
= (X, Z2],Y) +(IY; 2], X) + {[X, Y], Z) +
+ 2<Z VyX>
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Consequentemente,

(Z,VyX) = %(X(Y,Z>+Y<Z,X)—Z(X,Y)—([X,Z],Y>—

- <[Y7 Z]7X> - <[X7 Y]72>)

Mas se (U, p) é um sistema de coordenadas, o fato de ¥V ser simétrica implica para
todos i,j € {1,--- ,n}

Vx X = Vi Xi = [X. X)) =0, Xi= o

Assim, em coordenadas locais temos que

a 1
SoThan = (X V) = 56X X0) + XX, X) = Xi(X; X))
m=1

1 8gjk 8gm- 8gij ..
S — 1. ... )

Como a matriz (gem) admite inversa, a qual denotaremos por (g&™)

1 ¢ 09k O 09y
m—=- J LI ghm =1..--
*J 2 Z ( 81:1 + ('31,']- a$k g m ’ 1

k=1

, teremos que

ou seja, temos a expressao para os simbolos de Christoffel associados a um sistema
de coordenadas escrito em fungao apenas pelos coeficientes da métrica, junto com
os termos da matriz inversa (g"™).

ii) Se V € a conexdo Riemanniana da variedade Riemanniana (M, g) a igualdade

(Z,VyX) = %(X(Y,Z>+Y<Z,X)—Z<X,Y>—([X,Z],Y>—
- ([, 2], X) = ([X,Y],Z)), X,Y,Z € X(M)
¢ chamada Identidade de Koszul.

Definigao 2.99 A curvatura R de uma variedade Riemanniana M € uma correspondéncia
que associa a cada par X,Y € X(M) uma aplicagio R(X,Y) : X(M) — X(M) dada por

R(X, Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ + V[X,Y]Z, VZ € %(M),
onde V € a conexao Riemanniana de M.

Exemplo 2.100 Se M =R", entao R(X,Y)Z =0, VX,Y,Z € X(R").
De fato, como Z € X(R"), podemos escrever Z = (Zy,--+ , Z,) as componentes do campo
Z nas coordenadas naturais do R", assim

VxZ = (X(Z1),-- , X(Z,)) = VyVxZ = (YX(Zy),- -+, YX(Z,)).
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Analogamente, obtemos
VvZ =Y (Z), - ,Y(Z,)) = VxVyZ = (XY (Z), -, XY (Z,)).
donde

R(X,)Y)Z = VyVxZ-VxVyZ+VixyvZ
= —((XY =YX)(Z, -, (XY =YX)(Z,)) + Vixy|Z
= (X Y[(Z), -, [X,Y](Z)) + Vixy Z
= —VixyZ+VixyvZ
= 0.

Proprosicao 2.101 A curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das sequintes
propriedades:
(i) R € bilinear em X(M) x X(M), isto é,

R(fX1+9X2,Y1) = [R(X1,Y1)+gR(X2, Y1),
R(Xy1, fY1i+gY2) = fR(X1,Y1)+gR(X1,Ys),

onde f?g € COO(M)7 Xl; XQ; }/1}/2 € %(M)
(i) Para todo par de campos diferencidveis em M X,Y € X(M), o operador curvatura
R(X,Y): X(M) x X(M) — X(M) € linear,ou seja,
RX,Y)Z+W) = R(X,Y)Z+ R(X, Y)W,
R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z,

para toda f € C*(M) e todos Z,W € X(M).
Demonstragao: Ver CARMO) (2008), Proposigao 2.2, pag. 100. [

Lembremos que dado um espaco vetorial V' dotado de um produto interno
(-,+), indicaremos por ||z X y|| a expressao

VIzIPlyl? = (z,9)?,

que representa a area do paralelogramo bi-dimensional determinado pelo par de vetores
z,y€eV.

Proprosicao 2.102 Seja 0 C T,M um subespaco bi-dimensional do espago tangente
T,M de uma variedade Riemanniana M e sejam x,y € o dois vetores linearmente inde-
pendentes. Entao,

(R(z,y)z,y)

K —
@9 = 2

nao depende da escolha dos vetores x,y € o.
Demonstragao: Ver CARMO) (2008), Proposigao 3.1, pag. 104. m

Exemplo 2.103 Pelo Ezemplo, [2.100| temos que K(x,y) = 0 para todo par de vetores
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z,y € T,R" linearmente independentes.

Definicao 2.104 Dado um ponto p € M e um subespago bi-dimensional o C T,M o
nimero real K(x,y) = K(o), onde {x,y} é uma base qualquer de o é chamado curvatura
seccional de o em p.

Agora, considere f : M"™ +— M uma imersao isométrica da variedade M sobre a
variedade Riemanniana (M, g). Sabemos que existe uma métrica induzida por f para M,
a saber, o pullback g = f*g, donde (M, g) é uma variedade Riemanniana. Explanaremos,
de forma resumida, as relacoes entre as geometrias de M e de M.

Para cada p € M sabemos pelo Teorema [2.54] que existe uma vizinhanga aberta U C M
tal que f|y : U — M é um mergulho e assim f(U) é uma subvariedade de M. Assim
existem uma vizinhanca U C M de f(p) e um difeomorfismo XE U — V C R¥ em um
aberto V de R¥, tais que ¢ aplica difeomorficamente f(U) N U em um aberto do espaco
do subespaco R™ C R*. A fim de simplificar a notacgao, identifiquemos U com f(U) e
cada vetor u € T, M com sua respectiva imagem df,u € Ty, )M

Para cada p € M o produto interno em 7, M decompde T, M na soma direta

TPM = TpM ¥ (TpM)L7

onde (T, M)* é o complemento ortogonal de T}, M em TI,M. Com isso, para cada v € TPM,
existem v? € T,M e v € (T,M)* tais que

v:vT+vN

T N

Dizemos que v* é a componente tangencial do vetor v e v é a componente normal
do vetor v. Tal decomposicao é evidentemente diferenciavel no seguinte sentido que as
aplicacoes de T'M em T'M dadas por

(p,v) — (p,v") e (p,v) — (p,v")

sao diferenciaveis.
Indiquemos por V a conexdo Riemanniana de M. Dados X e Y campos locais de vetores
em M, e X, Y sua respectivas extensoes locais a M, definimos

ViV = (V7).

Observemos inicialmente que tal definigdo independe das extensoes locais tomadas (Ver
WILLMORE (1993)), Proposicao 4.12, padg. 117). Verifica-se que esta é a conexao Rie-
manniana relativa a métrica induzida de M (Ver/WILLMORE| (1993)), pag.118). A partir
desses comentdarios acima temos a

Observagao 2.105 Para o que seque, indicaremos por X(U)t o conjunto dos campos de
vetores normais a f(U) =U.

Proprosigao 2.106 Se XY € X(U) entao a aplicagao

B:X(U)xx(U) — XU)*
(X,Y) = B(X,Y)=VgY - VyxY
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é bilinear e simétrica.
Demonstragao: Ver CARMO| (2008), Proposigao 2.1, pag. 140. ]

Observacgao 2.107 Pela proposicao acima, em um sistema de coordenadas, a bilineari-
dade de B implica que B(X,Y)(p) depende apenas de X (p) e Y (p).

Definigao 2.108 Sejam p € M e n € (I,M)*. A aplicagio H, : T,M x T,M — R
definida por
Hﬂ(‘ra y) = <B(.Z‘, y)7 77)
¢ bilinear e simétrica pela Proposicao 2.106l A forma quadrdtica 11, definida em T,M
por
11, (z) = Hy(z, v)

¢ chamada a sequnda forma fundamental de f em p sequndo o vetor normal 1.

A segunda forma fundamental induz uma aplicacao linear auto-adjunta, a qual usaremos
para estudar conceitos importantes mais adiante, mais precisamente temos a

Definicao 2.109 Dados p € M en € T,M. Definimos a aplicagcdo linear auto-adjunta
Sy TyM — T,M dada por

<SW(‘I)7y> = IITI(ny> = <B($a?/)777>7

a qual chamamos de operador de Weingarten.
O operador de Weingarten esta relacionado com a derivada covariante pela

Proprosigao 2.110 Sejamp € M, x € T,M e n € (T,M)*. Seja N uma extensdo local
de n normal a M. Entao,

S,(x) = (V.N)T.

Demonstragao: Ver CARMO| (2008), Proposigao 2.3, pag. 142. n

Quando f(M) é uma hipersuperficie imersa, isto é, f : M™ — Mnﬂ, temos
que para cadap € M, n € (T,M)*,||n|| = 1, o operador de Weingarten S, : T,M — T,M
é auto-adjunto e simétrica pelo Teorema espectral existe uma base ortonormal {ey, - ,e,}
de T,M associados aos autovalores A,---,\,. Supondo que M e M sejam orientaveis
e estdo orientadas(isto é, escolhemos orientacdes para M e M) entdo, o vetor n fica
univocamente determinado se exigirmos que sendo {ej,--- ,e,} uma base na orientagao
de M, {e1,--- ,en,n} seja uma base na orientacdo de M. Assim, temos a

Definicao 2.111 Dada a imersao f : M" — M nas condigoes acima, 0s auto-
valores k;(p) =: N\, © = 1,---n sdo chamadas as curvaturas principais de f em p
e 0s autovetores e¢;, i = 1,---,n sao denominados as direcoes principais. O valores
K(p) = det S, = ki(p).- -+ ka(p) e H(p) = +(k1(p) + -+ + kn(p)) sdo chamados, res-
pectivamente, a curvatura de Gauss-Kronecker de f em p e a curvatura média de f em

p-
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Observagé) 2.112 Na definicdo acima, um caso importante € quando M = R™'. Con-
siderando N uma extensao local de n, unitaria e normal a M e denotando por

St = {x € R*""!: ||z|| = 1}

a esfera unitdria em R™™' defina a aplicagio normal de Gauss, N : M™ — S}, transla-
dando a origem do campo N para a origem do R™* e pondo

N(q) = ponto final do transladado de N(q),

Nestas condigoes, —S, € a derivada da aplicagao normal de Gauss N (Ver|CARMO (2008),
pdg. 143).

Defini¢ao 2.113 Seja f : M" — M imersio isométrica. Dado {E} um re-
ferencial ortonormal de X(U)L, onde U € uma vizinhanga aberta de p € M tal que
flv : U — M ¢é um mergulho, podemos escrever em p

m

B(z,y) = > _ Hi(x,y)E;,z,y € T,M,

i=1

onde H; = Hp, definimos o vetor curvatura média da imersao f em p como

H(p) =

S|

Z(tmgoS’i)Ei
i=1

onde S; = Sg,, 1=1,--- ,m.

Observagoes 2.114 Na definicao acima:
i) A defini¢ao do vetor curvatura média nao depende do referencial ortonormal esco-

lhido (Ver WILLMORE (1995), pag.120).
it) O vetor curvatura média € igual a

. 1 <&
H(p) = EZB(%%’)’
j=1

onde {e;}7_, € uma base ortonormal de T,M. De fato, tomando uma base orto-
normal {e1,--- ,e,} de T,M e um referencial ortonormal Ey,--- , E, de X(U)*
podemos escrever para cada j =1,--- ,n,

B(@j, e]-) = Z afEl
i=1

Mas como E\,--- , E,, é um referencial ortonormal, vale que a! = (B(ej,¢;), E;),
donde
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Por outro lado, para cada i =1,--- ,m temos que
tracoS; = Z aéj,
j=1

onde (azj) € a matriz de S; associada a base dada acima e por esta ser ortonormal

vale que a’; = (Si(e;), e5) = (Blej, ¢5), Ei) e assim

%ZB(ej,ej) = %Z (Z(B(ej,ej),Ei>Ei> = %Z (Z(B(ej,ej),EQEi)

_ % . (Z<B<€j7€j>7Ei>> E; = %Z <Z<Si(ej)’€j>) b

1 & "
= - Z(tmgosi)Ei = H(p).

=1

E por fim, note que tal caracterizagao do vetor curvatura média independe da base
ortonormal de T,M. De fato, se {e;} e {&} sao duas bases ortonormais de T,M,
entao podemos escrever

n
_ k
€; = g bek,
k=1

onde a matriz quadrada de ordem n (b}) € ortogonal(veja que b¥ = (¢;,e;) ). Logo,

1 n o 1 n i i n o 1 n
EZB(‘%%‘) o Z B(bjer, bjey) = Z(bj> B(@c;@c)ﬁ Blex, ex),
J=1 7,k=1 J,k=1 k=1

n

onde usamos o fato de (by) € uma matriz ortogonal satisfazer Z(bf)z =1
k=1
iii) Em coordenadas locais, por LEFE (1997), pdg. 28, vale

H = % Z gijBija

i.j=1

onde (g”) é a matriz inversa da matriz da métrica g.

Definicao 2.115 Seja f : M — M imersio isométrica. Definimos o compri-
mento(ou a norma) da sequnda forma fundamental em p € M como o valor

1B = | > lIBles eI,

ij=1
onde {e;}?_, € uma base ortonormal de T, M.

Observagao 2.116 O comprimento da sequnda forma fundamental independe da escolha
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da base ortonormal de T,M (Ver | WILLMORE (1995), pag. 120).

—n+m=k

Definicao 2.117 Considere f : M™ — M imersao isométrica. Definimos a parte
sem traco da sequnda forma fundamental

—

B°(X,Y)=B(X,Y)—-g(X,Y)H,

para todos campos X, Y € X(U), onde U é um aberto de M tal que f|y seja um mergulho
e g é métrica Riemanniana de M. Para cadap € M definimos também a comprimento(ou
norma) da parte sem trago da sequnda forma fundamental B° em p por

1Bl = \| D 1B (e e5)II%,

ij=1
onde {e;}7_, € uma base ortonormal do espago tangente T, M.

Observacgoes 2.118 Sobre a defini¢ao acima:
i) O comprimento da parte sem traco da sequnda forma fundamental em um ponto
nao depende da escolha da base ortonormal da plano tangente a esse ponto.
i1) Em coordenadas locais sabemos que

—

ij = Bij - gin

iii) Ainda em coordenadas locais, sabemos pelo produto de tensores na métrica Rieman-
niana que

1Bl = v/g(B°,B°) = | > g7g"g(Bj. B)

g k=1
(Ver LEE (1997), pdg.29.).

No préximo resultado relacionaremos as curvaturas principais e a segunda forma fun-
damental de duas variedades M e M, no contexto acima de uma imersdo isométrica
f: M — M. Dados z,y € T,M C TPM linearmente independentes, indicaremos por
K(z,y) e K(z,y) as curvaturas seccionais de M e M, respectivamente, no plano gerado
por x e y.

Teorema 2.119 (Gauss) Sejamp € M e x,y € T,M wvetores ortonormais. Entao,
K(z,y) — K(z,y) = (B(z,2), B(y.y)) — | Bz, y)|"

Demonstracgao: Ver CARMO| (2008), Teorema 2.5, pag. 143. n

Observacao 2.120 Quando M = S ¢é uma superficie e M = R3, dados p € S e um vetor

unitdrio n € (T,9)%. Sendo ki(p), ka(p) as curvatura principais de S em p que sdo os
autovalores do operador S, : T, — T,S associados a uma base ortonormal {e1,es} de
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autovalores de S,. Daf,

Blei,ej) = (Bler, e),mn = (Sy(ei), e;)n = ki(p)(ei, ej)n, 4,5 = 1,2,

donde B(e;, ej) = ki(p)n se i = j e B(e;,e;) =0 sei # j. Logo, pelo Teorema de Gauss

2119,
K(er,e2) — K(e1, e2) = ki(p)ka(p) = K(p),
=0
ou seja, a curvatura seccional de S coincide com a curvatura Gaussiana.

Teorema 2.121 (Gauss-Bonnet) Seja S uma 2-variedade Riemanniana compacta e
orientavel. Entao,

/ KdA = 2my(S),
S

onde K ¢é a curvatura Gaussiana em S, dA € o elemento volume de S e x(M) = F—A+V
¢ a caracteristica de Fuler-Poincaré para uma dada triangula¢ao sendo F' o numero de
Faces, A o nimero de arestas, e V' o numero de vértices da triangulacdo.

Demonstracao: Ver |LEE) (1997) Teorema 9.7, pag. 167. ]

2.3 Resultados adicionais

Nessa subsecao falaremos de algumas defini¢oes e resultados além das preli-
minares de variedades diferencidveis e Riemannianas.

Definicao 2.122 Seja U subconjunto aberto de R™. Dizemos que uma aplicacdo dife-
rencidvel f : U — R™ € conforme se os dngulos (ndo orientados) de curvas que se
encontram sdo preservados, ou seja, se o angulo (ndo orientado) de dois vetores quais-
quer v; e vy em p € U € igual ao angulo de df,v, com df,vs.

Proprosigao 2.123 Seja f : U C R" — R" (U aberto) aplicagao diferencidvel. Entao,
f € uma aplicacao conforme se, e somente se, para todo p € U e para todo par de vetores
vy e vy em p satisfaz:

(dfpor, dfyva) = N*(p)(v1,v2), A(p) > 0.

Prova: (=) Suponhamos que f é conforme e fixemos arbitrariamente p € U. Dados dois
vetores vy € v9 em p sabemos que

(dfyvy, dfypva) {v1, v2)
= cos <(dfpv1, dfyv2) = cos < (v1, V) =
ldfporllldfpu2ll P U o]

Assim,

<dfp01,dfp1)2> = (depledepU?”) <U1,02>-

[ [[[]v2l
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_ lldfpuilllidfpvall

[[or[[[[va]]
(<) Reciprocamente, para cada p € U e para cada par de vetores v; e vy em p usemos a
notagao <((v1, ve) para representar o angulo nao orientado de vy e ve. Se <((v1,v2) = 0 néo
temos o que fazer,pois v; = vy ou v; = —vy e dai o resultado sai direto. Caso contrario, a
hipétese nos garante

Assim, tome A\?(p) e mostramos o desejado.

<U1, U2> <dfpvla dfpvz>

cos <((v1,v9) = = :
[oal[llozll A2(@)l[o[{lvell

Mas, em particular,

ldfpvill® = (dfypvi, dfpvi) = X(p)(vi, vi) = N (p)llvill?, i = 1,2.

112
—  A(p) = —”T{”TFJ =12
Vi
= Ml
o]
Assim,
(dfpvr, dfypva) (dfpvr, dfypva)
cos (v, vg) = = = cos <(dfpv1, dfyv2),
A o A®) el ldfpollldfeel P

onde <(df,v1, df,v2) é 0 angulo nao orientado formado pelos vetores df,v; e df,vs em f(p).
Portanto, f preserva angulos e assim é uma aplicagao conforme. [

Observagao 2.124 A funcao positiva A : U — R definida acima serd chamada o coefi-

ciente de conformidade de f. Além disso, temos a relagao do coeficiente de conformidade
A2 — 20X

Exemplo 2.125 Uma transformacao linear M : R* — R™ € denominada uwm mouvi-
mento rigido(ou uma isometria) quando M(x) = A(x) + b,Vx € R™, onde A é uma
transformacao ortogonal sobre R™ e b € R™ um vetor firo. M é uma aplica¢ao conforme.
De fato, claramente M é suave com

dMyv = Av,Vp € R", Yv € R".

Consequentemente, usando o fato de A preservar produto interno(uma vez que, A é uma
transformagao linear ortogonal) ganhamos

<de1)1,1)2> = <A?)17AU2> = <Ul,1}2>,

para todos v; e vy vetores partindo de p € R™. Logo, pela Proposicao [2.123| M é uma
aplicagao conforme com coeficiente de conformidade \(p) =1, Vp € R™.

Exemplo 2.126 Uma homotetia é uma aplica¢ao H,, : R — R™ dada por H,(x) = ax,
onde o € uma constante real positiva, a qual chamaremos de coeficiente da dilatacdo. H,
¢ uma aplicagcao conforme.

Pela a diferenciabilidade de H, segue-se do fato de H, ser linear e alem disso, sabemos
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que
d(Ha)pv = av, Vp € R", Vv € R™.
A partir disso, dados vy e vy vetores partindo de p € R™ obtemos
(d(Hao)pv1, d(Ha)pva) = (avy, avy) = o (v, vy).

Logo, pela Proposicao [2.123| H,, é conforme com coeficiente de conformidade A(p) = a.

Exemplo 2.127 Sejam a € R® e r > 0. A aplicagdo inversao da esfera com centro a e
raio v S*(a) € a aplicagio ¢ : R® — {a} — R® — {a} definida por

olz)=r + a.

| — all?
Afirmamos que ¢ € uma aplicagao conforme.
Observe que ¢ é diferenciavel e vale para cada vetor v € R™ partindo de p € U

v (p—a,v)
dov =1r?——— — 2232 ().
e e PR A e T

Assim, dados u e v vetores partindo de p,
u, v) (p—a,u){p—a,v) {p—a,u)(p—a,v)

dyu, d I L) B rt —al)?

e e e e

7“4

Tp—al v

Assim tomando A(p) = ﬁ, p € U temos que

(dgopvl, d@p%) = )\2(17) (v1,9),

para todo p € U e todo par de vetores v; e vy partindo de p. Portanto, pela Proposicao
2.123| ¢ é uma aplicacao conforme.

Observacao 2.128 Observe que a aplicacdio inversao da esfera de centro a € R? e raio
r>0¢:R>—{a} — R®— {a}, geometricamente aplica um ponto p € R* — {a} em um
ponto p(p) € R® — {a} que estd na reta determinada pelos pontos p e a, a uma distancia
lo(p) — al| = m de a. Portanto, ©(S?(a)) = S(a) e ¢ permuta entre si as regioes

interior e exterior de S?(a)(exceto o ponto a em que ¢ nao estd definida nesse ponto).

As transformacoes conformes em R™ para n > 3 tem uma caracterizacao muito
importante. Mais precisamente, uma transformacao conforme 7' : U — R™(U C R"
aberto), pode ser vista em termos de homotetias, movimentos rigidos e inversoes da
esfera, esse fato é o que diz o proximo teorema a seguir. Vale ressaltar que omitiremos
a demonstracao desse resultado, pois tal prova nao esta entre os objetivos do trabalhos.
Contudo, deixaremos a referéncia para os leitores que desejarem saber a demonstracao
desse resultado.
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Teorema 2.129 (Liouville) Seja T : U — R™, n > 3, uma transformac¢ao conforme

de um aberto U C R™. Entao, T € a restricao a U de uma composicao de movimentos
rigidos, dilatagoes e inversoes, no maximo uma de cada.

Demonstracao: Ver CARMO| (2008), Teorema 5.2, pag. 189.
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3 FUNCIONAL DE WILLMORE

Nesse capitulo, apresentaremos o funcional de Willmore de uma superficie
fechada e orientavel S, além de explorar algumas propriedades do funcional, como por
exemplo, a invariancia por transformacoes conformes.

3.1 Definicao, exemplos e algumas propriedades

Seja S uma superficie de classe C'*°, fechada e orientavel. Salvo mengao
contréria, consideraremos S é uma superficie conexa.

Defini¢ao 3.1 (Funcional de Willmore) Seja Zg o espaco de todas as imersoes dife-
rencidveis de S sobre o espaco euclidiano tridimensional R®. Definimos o funcional

VA% IS — R
fowi) = [
S

onde H = @ ¢ a curvatura média da imersao f(ky e ky sao as curvaturas principais)
e dA € o elemento de darea de S.

Observacgoes 3.2 Note que na definicao acima:

i) Na notagdo acima, a integracio na verdade € sobre a imagem f(S), pois estamos
fazendo a identificacio S = f(S) como subvariedade.

ii) O funcional W estd bem definido. De fato, pela Versao Forte do Teorema da Imersao
de Whitney (Teorema Ts # 0. Além disso, como S € uma superficie fechada,
sabemos em particular, que S € um espaco topologico compacto. Assim, dada f € g
se m for um mergulho, pela continuidade de f, f(S) é compacta que pela continui-
dade da fun¢ao curvatura média(Ver MONTIEL e ROS (2009), Proposicio 3.43,
pdg. 89) em f(S), H(f(S)) € compacto, em particular, limitado, ou seja, existe
C >0 tal que |H(f(p))| < C,¥p € S. Portanto,

0<W(f) = / H*dA < / C?dA = 02/ dA = C*Area(f(S)) < +o0.
f(S) f(8) f(9)

Agora se f nao é um merqgulho, isto €, apenas imersao, pelo Exemplo podemos
escrever

) =Uv

peS

onde cada V,, é uma superficie reqular em R*(f(p) € V,) associada a uwm mergulho
X, : U, — V,, C R? de um aberto U, C R? sobre V. Por U, ser aberto podemos
encontrar €, > 0 suficientemente pequeno tal que B, = B[X,'(f(p)),&p] C U,
assim por X, ser homeomorfismo e B, compacto, X,(B,) é compacto. Logo,

1(8) = X,(By)

e dai por f(S) ser compacto, podemos extrair uma subcobertura finita {X,,(Bp,) }%_;
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da cobertura acima(para ver isso basta tomar A, = int(B,) = B(X, ' (f(p)),ep) e

assim {X,(Ap)}pes € uma cobertura aberta para f(S) da qual podemos extrair uma
subcobertura finita {X,,(A,,) Y, e por X,.(A,.) C X,.(By,) parai=1,---  k temos
o afirmado), onde X,,(B,,) € uma superficie regular compacta e assim pelo fato da
funcao curvatura média estar definida em cada uma dessas k superficies e ser uma
aplicagcdo continua temos que H(X,,(B,,)) € compacto, isto é, existe C; > 0 tal que

|H(q)| < C;, Vg € Xp,(By,), i=1,-+- k.

Assim, olhando para os abertos V,, que contém W; := X, (B,,), tomemos {1;}
particao da unidade associada a cobertura {V,,} e assim obter

k k
W) = 3 [ aitwda< Y [ Cruowaa-
=1 P; =1 Py

k
_ 2 _
— ;c /WizpidAglrg%c{C}/s) (Z%) dA =

= max {C;}Area(f(5)) < +o0.

1<5<k

O que prova a boa definicao do funcional de Willmore.

iii) Para os préximos resultados, dada f € Lg podemos assumir que f é um mergulho,
pois pelo item anterior, o cdlculo de W(f) quando f é apenas imersao se reduz a
uma quantidade finita de integrais, onde f restrita essas regioes € um mergulho.

iv) Para cada f € Tg, chamamos W(f) a energia de Willmore da ”superficie” f(.S).

Exemplo 3.3 Consideremos o mergulho trivial da esfera S*(a) C R® sobre R?
m: S*(a) — R?
r  —mx) ==z

Temos que W(m) = 4.

De fato, observemos inicialmente que m(S?(a)) = S?(a). Por outro lado, perceba que

a aplicagao N : S?(a) — S? dada por N(p) = —(p — a) é uma aplicagao normal de
r

1
Gauss para S2(a), donde dN,u = —u, Yu € T,S?(a). Tomando a base de autovetores
T

e1, e} C T,S?(a) de —dN, associada as curvaturas principais ki (p) e kao(p) obtemos que
pP~r p

ki(p) = ka(p) = —— = H(p) = -~
Assim,
2 1 1 2
W(m) = H*dA = —dA = — 1dA = — Area(S:(a))
$2(a) S2(a) " " Js2(a)
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Observagoes 3.4 No exemplo acima, a energia de Willmore da esfera S*(a) independe
do raio e do centro. Em particular, se aumentarmos ou diminuirmos o raio da esfera, via
uma homotetia, a energia de Willmore da esfera é preservada. Mais adiante, mostraremos
que essa invariancia por homotetia nao é um fato valido apenas para a esfera.

Exemplo 3.5 Consideremos o mergulho padrdo do toro T?(a,b) em R3

[ T2(a,b) — R®
r o flz) =7,

onde T*(a,b) € o toro dado pela parametrizagdo
p=(a+bcosu)cosv, ¢ = ((a+bcosu)senv, r = bsenu,

coma>0b>0,uve(0,2r). Calculemos W(f).

Com efeito, denotando por F, F', G os coeficientes da primeira forma fundamental e por
e, f, g os coeficientes da segunda forma fundamental de T?(a,b) sabemos por CARMO
(2012)), Exemplo 1, pag. 184 que

E=b F=0, G=(a+bcosu)
e=0b, f=0, g=(a+bcosu)cosu

Assim, denotando por H a curvatura média de T?(a, b) pela parametrizagao acima, obte-
mos
eG—2fF +Eg bla+bcosu)?+ b*(a+ bcosu) cosu a+ 2bcosu

H - = —
2(EG — F?) 20%(a + bcosu)? 2b(a + beosu)’

donde

e a+2bcosu \°  a®+dabcosu + 4b* cos? u
- \2b(a+bcosu)) 4b%(a + beosu)?

Assim,

W(f) =

N
—~
e
S
=

27r/27r (a2+4abcosu—l—4b2coszu> EG — F?dud
— uav
0

4b2(a + b cos u)?
™ (a2 + 4abcos u + 4b% cos? u
4b2(a + b cos u)?
™ (a2 + 4abcos u + 4b% cos? u
dudv
4b(a + bcosu)

2w

) b(a + bcosu)dudv

2

27

S— o o

27 a2
dud
0 (4b(a+bcosu) +COSU) uaw

/ " / T dudv / / " cos ududv,
o Jo a+ a+bcosu

I
S8 o— o— o— o— S—
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onde a ultima integral dupla é igual a zero. Além disso, note que a funcao a ser integrada
na primeira integral iterada sé depende da varidavel u e assim ficamos com a integral

impropria
a*r [*T du alr [T du
2b Jy a-+bcosu b Jo a+bcosu

onde a ultima igualdade se justifica pela funcao que esta sendo integrada ser par. Fazendo

a substitui¢ao 2z = tan 5 temos que u — ™ = z — +00, cosuU = 1+22 edu= IZfZZQ. Logo,
ar [T du
W =
(7) b /0 a+ bcosu
a’m . /E 2dz
= — lim
b estoo Jy a+b+ (a—b)2?
2a°T ’ /E dz
= — lim _
b(a+ b) etoo Jo 1+ MZ2
2a°m y a? — b? ; a—b a? — b? . —b
= — lim arctan el — arctan
b(a + b) e=+oo a—b a+b a— a+b
2a°m y [/ — 12 ; —b
= — lim |——arctan €
bla+b)esrtoo| a—1b +5b
B 2’7 w/a+b
 bla+b) 2vVa—b
: o . b
pois a continuidade da fungao g(x) = arctan b garante que
| (2) mva+b
im g(r) = —.
o—rto0” 2va—1b
Logo
a’*n*Va +b B a’n? a’n? 2 2

W - - = = = )
() bva—>bla+0b) bJ/a—bva+b bVa®—b? ”—W‘f,;bQ V1 —c?
onde ¢ = € (0,1), pois a > b.

Observacao 3.6 No exemplo acima, perceba que

lim W(f) = lim W(f) = +o0.

c—07t c—1—

Além disso, olhando W(f) como fungao de c e escrevendo W(f) = W(f)(c) temos que

WO = ai— (V=2 - =)

2
-7 T

= + , Vee (0,1).

cAV1—c2  J1—=¢? (0.1)
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Dai, W(f) (¢) = 0= ¢ = —. Calculando a sequnda derivada em relag¢io a ¢ da fungdo

e

W(f) ganhamos que

2 3 2
y B - s 2c 4m4c
W)He) = A1 — ?) (20 boe 2v/1 — 02> " 3v/(1 — c2)5
—o7? n w2 n 43¢
AvVli—c2 oy/(1—=¢2)3 31 —c?)P°
1

E assim, W(f)”(\%) = % > 0. Portanto, W(f)(c) atinge valor minimo para ¢ = .

Quando a = /2 e b= 1 temos que T?(v/2,1) ¢ a imagem (via projecdo estereogrdfica)do
Toro de Clifford(em homenagem ao matemdtico inglés William Kingdon Clifford) dado
por

, Yee (0,1).

1
T = {E(COSQ,SGHQ,COS o,sen@); 0, ¢ € (0,271’)} )

Esse toro € conhecido por ser o inico toro minimo mergulhado em S* além de estar

relacionado com a famosa Conjectura de Willmore (Ver| MARQUES e NEVES (2015)).

Teorema 3.7 (Willmore-1965) Seja S uma superficie de género 0. Entdo, para todo
mergulho f : S — R? temos

W(f) = 4.

Além disso, W(f) = 4m se, e somente se, f(S) é uma esfera euclidiana.
Demonstragao: Seja f : S — R3 um mergulho. Denotemos por ki, ky as curvaturas
principais em f(S). Sabemos que,

1
K:kl,kg e Hzg(kl‘i‘kZ)?

onde K e H sao, respectivamente, as funcoes curvatura Gaussiana e Média da imersao f.
Dessas igualdades temos que

1 2 1 1 1
H? = (§(k1+k2)) = (kL + 2kiky + k3) = K — ks + (ki + k3) =

_ K+ (%(kl - @))2

Portanto,

wis) = [ |5+ (G- ka))z

que pelo Teorema de Gauss-Bonnet [2.121] ganhamos,

dA:/KdAJrl/(k:l—k?)QdA
S 4 S

W(f) = 2mx(S) + }1 /S(k;l — ky)?dA,
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mas por S ter género 0 sabemos que x(S) = 2 e assim na igualdade acima temos

1

W(f) =47 + Z /(k'l - k’2)2dA Z 471',
s

uma vez que, a integral acima é nao-negativa, pois (k; — k2)? > 0.

Para o que falta, se f(S) é uma esfera vé-se de forma inteiramente andloga ao Exemplo

que W(f) = 4m. Reciprocamente, se W(f) = 4r temos pela desigualdade acima,

4 = W(f) =4+ i /(/{71 — kg)QdA — i/(/ﬁ — kg)sz =0= /(kl — kg)sz = O,
S S S

o que implicaria k; = ko. Assim, todos os pontos de f(S) sdo umbilicos e por f(.S) ser
compacta e conexa, temos por consequéncia do Teorema de Classificacao das superficies
totalmente umbilicas (Ver MONTIEL e ROS) (2009), Corolario 3.31, p4g.85) f(S) é um
plano ou uma esfera euclidiana, mas por ser compacta(em particular, limitada), f(S) é
uma esfera euclidiana. n

Para o préximo resultado precisaremos da seguinte

Definicao 3.8 Sejam S C R? uma superficie reqular e K curvatura Gaussiana definida
em S. Dizemos que S conveza quando K(p) >0, ¥p € S.

O resultado a seguir nos fornece, dentro de algumas hipéteses, uma limitagao superior da
energia de Willmore.

Teorema 3.9 (Willmore-1965) Seja S uma superficie tal que f(S) é uma superficie
conveza e com drea A entao,

dr < W(f) < MA,

onde

M= sup {K@)—
pef(9)

AK (p) }
K(p)

e AK € o laplaciano da fungdo curvatura Gaussiana em f(S).
Demonstragao: Por f(S) ser uma superficie compacta sabemos pelo Teorema de Chern-
Lashoff(Ver MONTIEL e ROS|(2009), Teorema 5.29, pag. 156) que

/ K*dA > 4n,
f(9)
onde KT (p) = max{K(p),0}, Vp € f(S). Usando esse fato e que H? > K obtemos
W(f) = H?*dA > / KdA = / KdA +/ KdA > / KdA
f(9) f(s) {K>0} {K<0} {K=>0}

= / KTdA > 4,
f(S)
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onde {K >0} ={pe f(9);K(p) >0} e {K <0} ={p € f(5); K(p) < 0}. Por outro
lado, por CHERN]| (1945) Teorema 5, sabemos que

H? < M.

Assim,
W(f) = / H?*dA < / MdA = M 1dA = MA.
£(S) £(S) £(8)

O que encerra a demonstracao. n

3.2 Invariancia conforme do funcional de Willmore

Uma das propriedades mais importantes do funcional de Willmore é a sua
invariancia por transformacoes conforme. Nosso objetivo agora é provar tal resultado
que é atribuido ao mateméatico austro-hungaro Wihelm Johann Eugen Blaschke em 1929.
Para isso apresentaremos abaixo as ferramentas necessarias para a demonstracao desse
teorema.

Lema 3.10 (Invariancia sob movimentos rigidos) Considere S uma superficie e
M : R3 — R3 um movimento rigido. Entao,

W(f)=W(Mo f), Vf € Ls.

Demonstracgao: Inicialmente seja f € Zg um mergulho. Sabemos que a diferencial
df, : T,S — T,R?® ¢ injetiva para todo p € Se f: S — f(5) é um homeomorfismo.
Por outro lado, sabemos que M é um difeomorfismo de R? sobre si mesmo. Assim para
cadap € S

d(Mo f)p: TS — Tinof)p)

¢ injetiva, pois ¢ a composigao de aplicagoes injetivas, a saber, df, e dMjy,. Portanto, Mo f
é também uma imersao diferencidvel de S sobre R3 e claramente M o f : S — M(f(S))
é uma composi¢ao de homeomorfismos e assim um homeomorfismo logo faz sentido em
W(M o f). Feita essa observacao devemos mostrarmos que

W(f) = W(M o f).

Em outros termos, escrevendo S’ = f(.5) devemos mostrar que
H2dA = / H2dA,
s/ M(S")

onde H e dA, H e dA sdo as fungoes curvatura média e os elementos drea definidos em S e
S’, respectivamente. Como S’ e M (S’) sdo superficies regulares em R3, suas compacidades
implicam, pelo Teorema de Brower-Samelson (Ver MONTIEL e ROS (2009), Teorema
4.21, pag. 118) que S’ e M(S’) sao superficies orientdveis. Tomemos N : S’ — §?
um aplicacdo normal de Gauss definida em S’. Assim, sabemos que N é diferencidvel,
IN(p)|| = 1 e N(p)LT,S', para todo p € S’. A partir dessa normal de Gauss em 5,
afirmamos que N’ = Ao No M~ : M(S") — S? é uma normal de Gauss para M(S’).
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De fato, inicialmente note que N’ estd bem definida, pois para todo p € M(S’), existe
g € S’ tal que M(q) = p e dai

IN' ()]l = [I(A o N)(M (M)l = Ao N(g)l| = [N(g)ll = 1,

onde usamos na pentiltima igualdade o fato que A preserva norma, uma vez que, A
é transformacao ortogonal. Logo, N’ estd bem definida. Além disso, N’ é aplicacao
diferencidvel pela Regra da Cadeia, uma vez que, N’ é a composicao de A, N e M~ que
sao aplicacoes diferenciaveis. Ademais,

(dN/)pU = ((dA)N(M—l((p)) o (dN)M—l(p) ¢} (dM_l)p) v, Yv € Tp(M(S/)), Vp - M(S/)

Para concluir que N’ é uma normal de Gauss definida em M (S’), resta verificarmos que
N'(p)LT,(M(S")), Vp € M(S'). Para ver isso, considere p € M(S") e v € T,(M(S")),
por M ser difeomorfismo(em particular, bijecao), existem ¢ € S" e w € TqS’ tais que
M(q) =pe (dM),w = v. Agora usando o fato de A preservar produto interno (isto é,
(A(x), A(y)) = (z,y) para todos z,y € R?) por ser ortogonal, obtemos que

(N'(p),v) = (Ao N)(M~H(M(q))), (dM)qw) = (A(N(q)), A(w)) = (N(q), w) =0,

pois N(q)LT,S" e dM,w = A(w),Vw € T,5". Desta forma, N'(p) LT,(M(S")), para todo
p € M(S') e assim podemos concluir que N’ é uma aplicacdo normal de Gauss para a
superficie M (S").
Agora mostraremos que H=HoM'. Com efeito, consideremos p € M (S’) e escrevamos
¢ = M~1(p). Scja

any) = | o e ]

21 Q22

a matriz da transformacao linear (dN'), : T,(M(S")) — T,(M(5’)) a qual esta associada
a uma base {e},e}} C T,(M(S")). Como (dM), = A e A é um isomorfismo linear(pois é
uma transformagao linear ortogonal) entao existem ey, es € 7,5 tais que

e; = (dM),e; = Ae;), i =1,2

e ainda temos que e; e e formam uma base para 7,5’. Assim pela matriz de (dN'), temos
que

(AN") ¢} = ayi€) + agiehy, i=1,2.
Equivalentemente,

((dA)n(g) © (AN)) (M 1), ((dM)ge;)) = arA(er) + agiA(er) = Alarier + agies)
— (Ao (dN)q)(A’l(A(ei))) = A(ayer + agies)
= A((dN),e;) = A(arier + ages), 1 =1,2,

donde a injetividade de A implica

(dN)qGZ' = 161 + a9;€9, 1= 1, 2.
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Logo, a matriz [(dN),|2x2 em relagdo a base {er, es} é

@), = | o 2]

a21 A22

Portanto,
~ 1 , 1
A(p) = —5tracol(dN'),] = —Stracol(dN),] = H(a)

O que nos diz que M preserva curvatura média de superficies. Finalmente, para provar o
desejado consideremos uma base ortonormal {e;,es} de T,5". Por definicao,

|JacM|(p) = [(dM)per A (dM)pea|
= |A(e1) A Alez)|
= |det A| =1.
Com isso podemos usar o Teorema da Mudanga de Variaveis (Ver MONTIEL e ROS
(2009), Teorema 5.14, pag. 144) e obter

H%*dA = | (HoM)?*|JacM|dA= | [(HoM ") o MJdA= | H%dA,
M(S") S S S

o que finaliza a prova. n

Corolério 3.11 (Invariancia por simetrias) Se S € uma superficie e S : R® — R?
¢ a aplicagao simetria definida por S(x) = —x, entado,

W(f) =W(Sof), Vfels.

Prova: Basta s6 notarmos que § é um movimento rigido. Uma vez que:
(i) S é linear
De fato,

S+y) = —( = (—2)+ (-y) = S(2) + S(y), Vz,y eR®.

T+
S(A\r) = —(\z) = A(—2) = \S(x), Vz € R®, YA € R.

<
~—

(ii) S é transformagao linear ortogonal
Para isso consideremos z,y € R? arbitrdrios e perceba que

(S(2),8(y)) = (—z,—y) = (z,9).

Mostrando que S preserva produto interno. Logo, S é ortogonal
De (i) e (ii) vemos que

S(z) = S(z) +0,Vz € R,
Logo, pelo Lema |3.10| concluimos o corolario. [

Lema 3.12 (Invaridncia sob homotetias) Sejam S superficie e Hy : R® — R3 uma
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homotetia com coeficiente X > 0. Entado,
W(f)=W(Hof), VfeLs.

Demonstragao: Inicialmente, perceba que H, é um difeomorfismo de R? sobre si mesmo
com

d(Hy),(v) = M, Vv € T,R®.

Agora dado f € Zg mergulho suave temos que Hyo f : S — R? também é um mergulho,
pois d(Hx o f)p : TpS — Tiayop(»R? € injetiva, para todo p € S, pois trata-se de uma
composicao de aplicagoes injetivas(df, e d(Hx)s(p)) € Ha o f é um homeomorfismo de S
sobre a H,(f(S)). Assim, faz sentido em falar de W(H, o f). Para provar o desejado,
denotando por S’ = f(S) devemos mostrar que

H?dA = / H2dA,,
5/ HA(S")

onde H( respc. Hy) e dA(respc. dA,) sdo a fungdo curvatura média em S’(resp. em
HA(S5")) e 0 elemento de drea de S’(respe. de Hy(S")), respectivamente. Para isso, sabemos
ja que S" e H,(S") sao superficies compactas e assim pelo Teorema de Brower-Samelson
(Ver MONTIEL e ROS|(2009), Teorema 4.21, pag. 118) elas sao orientaveis. Considere
N : §" — S? aplicacao normal de Gauss em S’. Afirmamos que a aplicacio composta
N' = NoH,': Hy(S") — S? é uma normal de Gauss para H,(S’). De fato, primeiro
N’ estd bem definida, pois para todo p € H,(S’) temos

IN' () = 1N o H D )l = IN(H ()]l = 1.

Além disso, N’ é diferenciavel pela Proposicao , uma vez que, N e H, ' sdo aplicagoes
diferenciaveis. Ademais, a Proposicao [2.34] ainda nos diz que

(dN")p = (AN)3:1 © (dH ), Vp € HA(S).

Agora observe que N'(p) LT,(HA(S")), para todo p € H,(S"). Para ver isso, dado um
vetor v € T,(Ha(5")) sabemos por (dHy)y -1, ser um isomorfismo linear que existe

w € Ty o1, S tal que v = (dH))y 1w e daf

(N'(p),v) = (N 0 Hy)(p), (dHA )35 ) = (N(H5 (p)), Aw) = MN (M3 (p)), w) =0,

pois N(H;l(p))LTH;l(p) S’. Portanto, N’ é uma aplicagdo normal de Gauss para H,(S5").
Mostraremos que vale a seguinte relagao,

1
H)\O/HA: XH

De fato, seja ¢ € S’, escrevamos p = H,(q) e considere
Nt | @ b
@ =y

a matriz da transformagao linear (dN’), associada a base {e1,es} de T,(Hx(S")). Assim
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vale as seguintes igualdades

(dN")pe1 = aej + cey
(dN,)p62 = b61 + d@g.

Mas por (dH,), ser isomorfismo linear tem-se que existem €y, e; em 7,5 tais que {€y, €2}
formam uma base para 1,5 e Xe; = (dHy),€i, ¢ = 1,2. Dessa forma, pelo exposto acima
temos

((dN), o (dH;")p)er = (Aa)ér + (Ae)é;
. (dN), (%Aa) — (Ma)E + (M)
— (dN),&; = (Ma)&; + (Ac)es.
Analogamente tem-se
(AN) 422 = (Ab)E1 + (M),

mostrando que a matriz da transformagao linear (dN), é

ana-[2 2]
Portanto,
H\(Ha(0) = —tracol(dN'),]
= 5+ d)

provando a relagao afirmada. Agora dada {ej, ez} base ortonormal de 7;,S" note que
|JacH|(q) = [(dHa)ge1 A (dHy)gea] = |Aer A Aea| = N2ler A ea = A2 |N(q)] = N>
=1

Finalmente, usando o fato que H, é um difeomorfismo e as observacoes acima temos pelo
Teorema da Mudanca de Variaveis (Ver MONTIEL e ROS) (2009), Teorema 5.14, pag.
144) que

1 2
/ H3dA, = / (Hy o Hy)?|JacH,|dA = / (—H> MNdA = | H?dA,
HA(S/) / ’ )\ S’

isto é, W(H, o f) = W(f). Provando a invariancia do funcional de Willmore por homo-
tetias. [
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Lema 3.13 (Invariancia sob inversoes) Considere S uma superficie e uma inversao
0 :R3—{a} — R3 — {a} da esfera de centro a € R® e raio r > 0. Entdo,

W(f) =W(pof), Vf € Ls.

Demonstracgao: Seja f € Zg mergulho suave. Observe que podemos supor, a menos de
translagoes(que sao movimentos rigidos), que o centro da inversao a é a origem de R3 e
que 0 ¢ f(S). A partir dessa observagdo podemos considerar que

T
o(x) = T2W, vz € R* — {0}.

Veja que po f : S — R? é um mergulho de S sobre R?. Com efeito, perceba que ¢ é um
difeomorfismo com

2 v _2,',,2 <p,'U>

]2 |p||*

dpy,v =71 p, Vpe S, Yo € T,S.

Consequentemente, para cada p € S, d(p o f), = dpyq) o df, é injetiva, pois trata-se de
uma composicao de aplicagoes injetivas. E por fim, ¢ o f é claramente uma composicao
de homeomorfismos e portanto um homeomorfismo.

Agora denotaremos S’ = f(S). Dado p € S, considere X : U C R? — V C S’ uma
parametrizacao de S’ em torno de p com X (q) = p. A partir dessa parametrizagao e pelo
fato de ¢ ser diferenciavel temos que

dXqu 02 (X(q),dX,u)

d(po X)qu=r X (q)|2 | X (g)][*

X(q), Yu € T,R?, (1)

donde

4 {dXqu, dXv) _ o4 (X(q), dXqv)(X(q), dXqu) _
1 X (g)||* 1 X (q)]I°
1({X(q), dXqu) (X(q), dXqv)
1 X (q)I°
1(X(q), dXqu) (X(q), dXqv) (X (q), X (q))
1 X (q)I*

(d(p o X)qu,d(p o X)v) =

— 2r

+ Ar , Yu,v € Tqu.

E assim,

o U o v) = T4M_ r4<X(q>7qu“><X(Q)>quv>
oo Madtee X Xl X

2 (X (), dXu)(X(q), dX,v)
X (q)|°
dX,u,dX,v)
= 7‘4<q’—q, Yu,v € T,R%
[ X (g)[1* !

+ 4r

Agora, denotando por dA e dA os elementos de drea para S’ e p(S'), respectivamente,
afirmamos que

__ r4

dA(p(X(q))) = WCM(X(Q))- (2)
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De fato, dados x,y € T,5" e Z,7 € T, (5’) suas respectivas imagens pelo isomorfismo

Hxngx é a componente do vetor y que é ortogonal ao vetor x e
a partir dela temos pela lineariedade de dy, que,

dp,, observe que, z =y — (z.y

- (z,y) o wy Ty
Z = dpy(2) = dppy — dppyr =7 — T=9Y— =220
! R 1 ] (el
(na tltima igualdade acima, usamos o fato que (dpya, dppb) = 17 H4 (a,b), Ya,b e T,5".)

¢ a componente do vetor y a qual é ortogonal ao vetor 7. Consequentemente

Izxzl = VIzl?- Z]? - (7, 2)?
= Vizl*- =2

e (e &)
_ ¢un IHI H‘P)

= Vil -7l - (z,7)?

= |z >yl
Analogamente tem-se ||z X z|| = ||z X z||. Assim,
dA(p(X(9))(@.5) = = [z x y|| 17 <z = || - 111l
~ it e = el
X ()l | (q I | ( )l
=l 2l = el < )
IX(a)]* IX(g)lI*
4
r

0 que prova o afirmado.
Por outro lado, se N é uma normal de Gauss para S’, entao

N(p(X(u))) = ||X(2 )H2<X(U),N(X(u))>X(U) - N(X(w), Vue U

¢ uma normal de Gauss para ¢(S’). De fato, inicialmente observe que

4

(N(p(X (@), Ne(X @) = prmsm (X, NX @)X W) -
4
" e VD M)
+ IIN()i(U))II2
_ WQ{(@,MX(U)» -

TR G e X () NX @) + [N (X ()]

= [IN(X(u)]*
= 1,VueU,
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uma vez que, N é uma normal de Gauss local em V. Além disso, cada @ = ¢(u) € (V)
pode ser escrito como u = X (u') para algum «’ € U e assim para todo v € Tyo(S’) que

(N@),v) = (N(p(X(W)),v) = <m<X(U’),N(X(U’))>X(U’)—N(X(U’)),v>
2 / / / _ u)). v
= TR ), NX))HX (), v) = (N(X (W), 0)

mas pelo fato de dy, : T,S" — Typ(S’) ser um isomorfismo, existe w € T,5" tal que
de,w = v e por T, = dX, R?, existe z € T,yR? tal que dX, 2z = w. Assim, por (1)
obtemos que

N () o) — 2(X (u'), N(X(u))) oY 2 dX iz _ T2<X(U/),qu/Z> A\
W, X () 2 <X” X@E 2 X@E )>

. W) r2 dXwz _ 7n2<)(( )dX Z) o
<N(X( I R@E T X@R )>

272 / / / )
W<X(“ ), N(X (W)X (u),dXuwz)

472

Ik 5 (X (), N(X (u)(X (u), dXu ) (X (), X (u)) =

%
212
2 IR

= X () |4 <X(u’), N(X(u’)»(X(u ), dX z) —

N(X(u')), dXw X(u'), dXwz)(N(X (), X(u))

g
S0 )H2<
4r?

Ar? , . ) r2 ,
N ||X( )||4<X(u)»N(X(U)))(X(U)aqu’Z> ||X( )“2<N(X(U)),qu/z>

T2

= G Nk

= 0,

pois dX,, € T,S" e por N ser uma normal de Gauss é sabido que T,S" L N(u). E por
ultimo, perceba que N ¢é diferenciavel e vale que

_ 5 ,
d(NO(-POX)q = HX( )H2<quu,N(X(Q))>X( ) ||X( )HQ<X(q)’dNX(q)(quU)>X(q)—|—
b X VX @)X -
_ mqu N(X(0))) (X (), dX,u) X (q) — dNx ) (AX)
2 2
_ W<X( q), dNx (4 (dX,u)) X (q) + HX(q)H?<X(q)’N(X(q))>qu“—
N HX(4)H4<X(CJ)aN(X(Q))><X(Q)7quu>X( ) —

— dNy(y(dXu), Yu € T,R?,

uma vez que, drgu € 1,5 ¢ T,8" L N(p). Agora, se ki(p), k2(p) € R sdo as curvaturas
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principais de S’ em p, sabemos que existem ey, ey € 1,5" satisfazendo
deei = —kl(p)el, Z = 1,2, (3)

onde ey, ez sao os autovetores do endomorfismo auto-adjunto —dN,, associados aos auto-
valores ki(p) e ko(p). Afirmamos que, dpye; e dpyes sao os autovetores do endomorfismo
auto-adjunto —dN (). De fato, para cada e; € T,5'(i € {1,2}) sabemos que existe
u; € T,R? tal que

quUZ‘ = €, 1= ]_, 2.

Assim, usando este fato e (3) obtemos para i € {1,2} que

2

2 IX(@)IP
B HX(4)][2<X(Q)>N(X(Q))>quui+
" TR O YO0 ) X0 05

_ 2k;(p) w 2 N
= TR X @ X)X (0) = s (X (@), N(X (@) dXu +
4
Xl

ROIX@IP o dXgu o (X(@).dXpu) ]
r2 { 1 X(a)]]? ’ X (a)]* X(Q)}

X NX@)) [ o X ,(X(g).dXy)
r? [ X@E 2 x@ )}’

—dN ) (dppe;) = —d(NopoX)u = ——————=(X(q), dNx(g) (dXqu:)) X (q) —

e assim usando (1)

AN i (dipes) = —(’“i@)'g(q)”?+2<X<q>,7{\2f<x<q>>>)( D
2 {X(9) dXu)
2 X X(‘”)
_ <k1<p>|r7:>2<<q>||2 . 2<X<q>,i\2f<x<q>>>>d(¢ o K)ot

)dgopei, 1=1,2.

r2 r2

_ - <k1<p>|rx<q>||2 | 2(X(a). N(X(q)))

Provando o afirmado. Assim, se denotarmos por ki(p(p)) e ka(w(p)) as curvaturas prin-
cipais de ¢(5”) em ¢(p) temos pelo visto acima que

E@IX (@I~ 2(X(q), N(X(9)))

r2 r2

o

i(p(p) = — Li=1,2.
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Consequentemente,

Falo(p) = Falo(p)) = RIX @17 2(X(9), N(X(q))

r2 r2

- (_ MIX(@)> 2<X<q>,N<X<q>>>)

r2 r2

_ XD ) — k).

r2

Elevando ambos os membros ao quadrado obtemos

C o X @)

(B1((p) — k2((p))) 1 ((p) = ka(p))”,

mas denotando por H(p) e K(p), respectivamente as curvaturas média e gaussiana de S’
em p temos que

R e R

ki (p) + 2k1(p)k2(p) + k3 (p)

= 1 — ki(p)k2(p)
_ ki(p) + 2k (p)ka(p) + K3 (p) — 4k1(p) k2 (p)
4
_ ki(p) — 2k (p)k2(p) + K5 (p)
4
(k1 (p) = Fa(p))*

4

Se H(o(p)) e K(¢(p)) sdo as curvaturas média e gaussiana de ¢(S’) em ¢(p), respectiva-
mente, um calculo andlogo ao da igualdade acima, mostra-se que

(B1(2(p) = B2(2()? _ I X(@I*  (ka(p) — Ka(p))?
4 rd 4

= ——(H*(p) — K(p)).

Assim, por essa igualdade e por (2) obtemos

4

2 T

(e(p)) — K(o(p)dA(¢(p)) = M(Hz(p) — K(p) - dA(p) = (H*(p) — K(p))dA(p).

H
rt Ipl*

Como p foi tomado arbitrariamente temos que

(A - K)dA = (H? - K)dA
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Com isso, invocando o Teorema de Gauss-Bonnet [2.121| ganhamos que

W(go f) — 2mx(p(S')) = /

(F%Jmﬂz/(m—wazwuy@wwy
©(S)

’

Mas por ¢, em particular, ser um homeomorfismo, x(S") = x(¢(5’)) e assim

W(po f) =W([),

concluindo o desejado. [

Teorema 3.14 (Blaschke-1929) Seja S uma superficie. O funcional de Willmore
W . Ig — R
fk%Wm:/WM
S

¢ invariante sob transformacoes conformes em R3. Isto é, se f € Ig, entdo
W(f) =W(T o f),

para toda T : R? — R3 transformacao conforme.

Demonstragao: Considere f € Zg. Seja T : R® — R3 uma transformacao conforme.
Pelo Teorema de Liouville (Teorema [2.129) temos que T' é a composi¢ao de movimento
rigidos, dilatacoes e inversoes, no maximo uma de cada. Se T'= (M o Hgz o I), onde M
é um movimento rigido, Hz é uma homotetia e I uma inversao, entao pelos lemas [3.10]

.12 e [5. 19

W(Tof) = W({(MoHgol)of)=W(M(Hgolof))=W(Hs(lo[))
W(l o f)=W(f).

Caso a ordem da composigao das aplicagoes seja outra a demonstracao é analoga ao caso
acima. Além disso, caso seja a composicao de dois desses trés tipos de aplicacoes e prova
também ¢é andloga. E finalmente, se T for a restricao de apenas uma dessas aplicagoes
segue o resultado dos lemas [3.10] [3.12 ou [3.13] Isso conclui a demostracao. n
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4 DUAS GENERALIZACOES DO FUNCIONAL DE WILLMORE

Neste capitulo apresentaremos duas generalizacoes para o funcional de Will-
more. A primeira, o funcional de Willmore de dimensao n para n > 3 onde consideraremos
imersoes de uma superficie fechada e orientavel S sobre R™ para n > 3. J4 a segunda,
definiremos o funcional de Willmore relativo a uma variedade Riemanniana M™(n > 3),
onde o dominio desse funcional é o espaco de todas as imersoes de uma superficie fechada
e orientavel S sobre M. E por fim, nessa segunda generalizacao apresentaremos o Te-
orema principal que afirma que o funcional de Willmore relativo a M" é invariante por
mudancas conformes de métrica.

4.1 Funcional de Willmore de dimensao n(n > 3)

Definigao 4.1 Seja S uma superficie fechada e orientdvel. Considere Z™(S)(n > 3)
o espaco de todas as imersoes diferencidveis f : S — R™. Definimos o funcional de
Willmore de dimensao n como

W,: IMS) — R
oo = [P,
S

onde dA, € o elemento de volume da métrica euclidiana g induzida pela imersao f para
S e H € o vetor curvatura média de S pela imersao.

Observacoes 4.2 A respeito da definicao acima:
i) Como no funcional de Willmore na Defini¢ao a integragao € sobre a imagem

f(S), YfeTzn9).

ii) O funcional de Willmore de dimensao 3, Ws coincide com funcional da Definigao
B.1 De fato, veja inicialmente que T3(S) = Ls. Além disso, dada f € I3(S) note
que a codimensao da imersao € igual a 1 e assim, dado campo normal unitdrio
N € X(U)*, onde f é um mergulho em uma vizinhanca aberta U de p, temos que

- 1
H(p) = thgOSNN,

mas por Sy ser simétrica sabemos do Teorema FEspectral da /[lgebm Linear que
existe uma base ortonormal {e1,es} C T,M de autovetores associados a autovalores
k1(p), ko(p) que sao as curvaturas principais. Assim,

tracoSy = (Sn(e1), e1) + (Sn(ez), e2) = k1 (p) + ka(p),

donde

i) = [iora, = [ [(S25R0) vee

=1

- /S H2(p)dA = W(f).

onde H € a curvatura média da imersio e dA € o elemento de drea induzido pela
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métrica canonica de R®. Assim, Ws = W.

iii) W, estd bem definido. Pelo item i) no caso n = 3 ja temos uma boa defini¢ao.
Agora para ver a boa defini¢io quando n > 3, perceba inicialmente que I™(S) # (),
pois pela Versao Forte do Teorema da Imersio de Whitney(Teorema , existe
uma imersao f : S — R3. Por outro lado, definindo a aplicacao g : R® — R™ por
g(x,y,z) = (z,y,2,0,---,0) onde as ultimas n—3 coordenadas sao nulas, temos que
gof : 8 — R"™ € uma imersao, pois trata-se de uma composicao de imersoes. Além
disso, Wy (f) < o0, Yf € I™(S). De fato, seja f € I™(S). Se f for um mergulho,
entao pelos fatos da fungao p — Hf[(p)H2 ser continua em f(S) e esta ser compacta,
existe uma constante positiva C tal que |[H(p)||> = |||H(p)|?| < C, ¥p € f(S).
Assim,

Wa(f) = / \E (p)|dA, < / CdA, = Cvol(£(S)) < +oo.

Agora se f for apenas imersao para cada p € S, sabemos que existe uma vizinhanga
aberta de S tal que f|y, : Uy — R"™ é um mergulho e o vetor curvatura média estd
bem definido em f(U,). Por outro lado, como S é superficie, podemos tomar cartas

o Vy CR? — (V) C S (V, aberto de R?) tais que p(V,) C U,,Vp € S. Por
V, ser aberto podemos escolher uma bola fechada B, centrada em p e de raio sufici-
entemente pequeno tal que B, C 'V, e assim ¢,(B,) € compacto e consequentemente
W, = (f o p,)(By) também é compacto que estd contido em f(U). Logo,

S):UWP

peES

que podemos extrair uma subcobertura finita Wy, --- , W, onde por construcao, o
vetor curvatura média esta bem definido em cada uma desses | conjuntos e além
disso, a aplicagdo p —s ||H(p)||? é continua em cada um desses conjuntos. Assim,
tomando uma particio da unidade & para a cobertura finita {f(U;)} e notando que
eiste constante C; > 0 tal que |H(p)|2 < C;, Vpe W;, i=1,--- 1. Assim,

l l l
wih) = 3 / &l nda, <Y | oAy =32 / ExmidA,
i ' i=1 /Ui i ‘
1%32310/ §idA, —lrgz%LC ) (Z&) dA,
———

IN

i=1
I
1
= max C;vol(f(S5)) < +oo.

1<j<n

Provando a boa defini¢ao do funcional.
iv) O wvalor real W, (f) é chamado a energia n-dimensional de Willmore da superficie

f(S).

O funcional de Willmore de dimensao n pode ser visto em termos do quadrado
da parte sem traco da segunda forma fundamental e da caracteristica de Euler da superficie
S, mais precisamente, temos a
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Proprosicao 4.3 Seja S superficie fechada e orientdvel. Entdo, para toda imersao f €
Z"(S) wale

W) = 5 [ I1BPaa, + 2m()

Demonstracao: Consideremos f € Z"(S) e {e1, 2} uma base ortonormal de T, /. Temos
que

1 [e) 1 (0] [e) (0]
B = L [IB el + 218" en el + 1 B(eare) ]
1 —
= 5 [”B(61761)||2 - <B(€1761)>B(617€1) + B(62762)> + ||H||2 +
+ 2||B(€1762)||2 + ||B(62762)|I2 - <B(627€2)7B(61a 61) + B(62762)> + ||ﬁ||2}
1 .
= 3 [IB(ex, ex) | — [ Bler, e)]]> — (Blex, e1), Blea, €2)) + || H|* +
+ 2| B(er, e2)||* + | Blea, e2) || — (Blea, €2), Ble, e1)) — || Blea, e2)||* + | H|]

SR2IAN ~ 2(Bler, 1), Bles,e2)) + 21| Bler, )|
= [IHIP = ((Bler, e1), Blea, e2)) — | Bler, ea)|).

Mas pelo Teorema de Gauss [2.119, obtemos

1 — — — 1

“|IB|P=|H|? - | Ks —Kgn | =|HIP - K = |H|> =<|B°|* + K

SIB°1° = Al s,~ Kg- | = H]| 1H]" = S 1B + K,
=K =0

onde K é a curvatura Gaussiana de S e Kg. é a curvatura seccional em R relativa ao
plano tangente 7),S. Mas podemos controlar K pela norma da segunda forma fundamental
| B||, pois pelo Teorema de Gauss [2.119] sabemos

K = (B(ey,e1), B(ez, €2)) — || B(ex, e2)||?,

donde em médulo sabemos pelas desigualdades de Cauchy-Schwarz e da médias geométrica
e aritmética,

| K| [(B(ex, 1), B(ea, e2)) — || Be, e2)[|*] < [(Blex, er), Blea, e2))| +
IB(er, e2)[|> < | B(ex, e1) |1 B(ea, e2)|l + |1 B(ex, e2)]?

1
UIBler,en)[* + [1Bea, e2)[°) + [1Ber, e)|* =

IN +

1
= S(IBlex,e)” + [ Blea, e2)lI” + 2] Ble, e2)[*) =

1
S8l
Logo, K é integravel em S. Assim, pelo Teorema de Gauss-Bonnet [2.121] sabemos que

/ KdA, = 27x(S).
S
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donde, pelas observacoes acima concluimos que,

1 1 .
Wi = [ (Gl i) aa, =5 [1gipas, + [ aa,
S S S
1
= 5 [ 1B, + 2mx(s),
2 S
Mostrando o desejado. [

4.2 Funcional de Willmore relativo a uma n-variedade Riemanniana M

Agora tentaremos estender o funcional de Willmore de uma forma mais abran-
gente. Considere S uma superficie de classe C'*°, fechada, orientavel e f : S — M imersao
suave de S sobre uma n-variedade Riemanniana (M, g) com n > 3.

Defini¢ao 4.4 Seja Zy(S) o espago de todas as imersoes de uma superficie fechada S
sobre uma n-variedade Riemanniana (M, g). Definimos o funcional de Willmore relativo
a M como

P Walf) = / (H|? + K5)dA,,

onde H, K3, e dA, sao, respectivamente, o vetor curvatura média da imersao, a curvatura
seccional de M com respeito ao plano tangente de S e o elemento de volume da métrica
iduzida pela imersao.

Observacgoes 4.5

i) A defini¢ao acima generaliza a Defini¢io 1.1l De fato, no caso em que M =R"(n > 3)
sabemos inicialmente que Ign(S) = I"(S). Além disso, dada imersio f € Ign(S) sabemos
ainda que dada {e1, €5} uma base do espago tangente T,,S de S e se denotarmos por K. (p)
a curvatura seccional de M com respeito ao plano tangente T, M temos pelo Exemplo

Kg2.(p) = 0.

Logo,

Weol£) = [V + K, = [ 174, = Wi,

=0

Com isso, vemos que essa definicao generaliza o funcional de Willmore visto na Defini¢ao

ii) Note que, se adicionarmos a hipdtese da variedade Riemanniana M ser orientdvel,
temos que a forma elemento de volume estd bem definida em M, nesse caso, podemos
olhar para a integragdo acima na imagem f(S) em vez de S, onde usamos a identifica¢do
S = f(S5). Caso M ndo seja uma variedade orientdvel, integramos na superficie S.

Vejamos um exemplo simples para o funcional acima, quando M = S3 C R* é
a esfera unitaria e centrada na origem
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Exemplo 4.6 Seja S? C R* a esfera unitdria e centrada na origem do espaco euclidiano
R%. Sabemos por| CARMO, |2008, Exemplo 2.8, pdg. 145 que a curvatura seccional Kgg (p)
de S relativa ao plano tangente de S é 1 para todo p € S. Logo,

_ 7112 S _ 7112 _ 7112
We(f) = / (11 + K5, ), = / | |2dA, + / 1A, = / |F|2dA, + vol(£(S)),

para toda imersao f € Zgs(S5).

Agora caminharemos na dire¢do de mostrar o teorema principal dessa secao,
que é de certo modo uma generalizacao do Teorema de Blaschke |3.14] Para isso, temos
um resultado analogo a Proposicao que nos ajudard a demonstrar essa invariancia
conforme.

Proprosicao 4.7 Seja S uma superficie fechada e M"™ uma variedade Riemanniana,
onde S e M sdo ambas orientdveis. O Funcional de Willmore relativo M ¢é dado por

Wi(7) = 5 [ 1B IPdA, +2mx(S).

para toda imersao f € Iy (9).
Demonstragao: Seja f € Z,,(S). Dada uma base ortonormal {ej,e;} temos de forma
andloga a demonstracao da Proposicao (4.3 que

- 1 o
I = SIBI + K — K,

onde K é a curvatura Gaussiana de S e Ky, é a curvatura seccional em M relativa ao
plano tangente 7,,M. Logo,

- 1 o
1H? + K = SIB°I* + K,

donde integrando em S e usando o Teorema de Gauss-Bonnet [2.121] obtemos,

. 1 1
Wa(h) = [ (VI + &5 da, = (G712 + 1) aa, = 5 [ 1elPan, + 2n(s),

encerrando a demonstracao da proposicao. [

Para o que segue, definiremos o conceito de métricas conformes em uma vari-
edade diferenciavel.

Definicao 4.8 Seja M uma variedade diferencidvel. Duas métricas Riemannianas g e g
definidas em M sao ditas conformes, quando existe uma fungao diferencidvel f : M — R
tal que

gp(u,v) = e2f(p)gp(u,v),Vu,v e T,M, Vp e M.

A funcao f € denominada o coeficiente de conformidade das métricas g e g. Além disso,
usaremos a notagao g = e* g para dizer que as métricas § e g sao conformes com coefi-
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ciente de conformidade f.

A conformidade de métricas em uma variedade Riemanniana relaciona as conexoes Rie-
mannianas definidas nelas pelo

Lema 4.9 Seja M uma n-variedade diferencidvel com duas métricas em M conformes
g = e*'g. Denotemos por V e V as conexdes Riemannianas de (M,g) e (M, g), nesta
ordem, FZ- e Ffj os simbolos de Christoffel das conexées NV e V, respectivamente. Entdo,
em coordenadas locais,

T - af of of\ . .
r.._r’?.:E: gl =L —1....
ij ij 2 (5 a + (Sk:z axj gz]g axl 5 1, ], k s ,n,

onde (g;;) € a matriz da métrica g e (g") sua matriz inversa.
Prova: Denotemos por (g;;) a matriz da métrica g e () sua matriz inversa corres-
pondente Sabemos pela conformidade das métricas g e g que (g;;) = e*/(gi;), donde

(7)) = e/ (g"). A partir desse fato temos que,

= = (99, 09y 99\ _u
2Fij B Z(axz + an B 8xl>g

_ i o(e* gj1) n o(e* g;) B o(e* g;) e=2f ght
8137; an 8xl

- dgji af Igu; of 99:5
— 2293 P e2f 2e2f 2L p2f 22N
;é; ( I L o POt =

ox

_ - gt | Ogi _ 0gij of ‘ of o of - 2f —2f  kl
n Z (8962 + 8xj 8xl +2 8xigﬂ+ 8xjgh axlglj &—’g

0
o 2€2f_fgz]) 672fgkl

(8% * 81’]- > * gj : gh Ox; oz, 74 )9

=
2ry;
- of af af
=1 i ‘:g” v .
=04k —O0ks

- of of of
_ k , R At
= 2 (Fﬁ-+ g_ (@kaxi+—&ma$j 9ij9 8x4>>’

donde,
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O que prova o lema. n
Esse lema sera de muita utilidade para demonstrar o

Teorema 4.10 (Chen-1974) Sejam M uma n-variedade diferencidvel orientdvel com
duas métricas conformes § = e*/g ¢ ¥ C M wma m-subvariedade de M. FEntdo, as
sequndas formas fundamentais B e B de ¥ com respeito as métricas ambientes G e g,
respectivamente satisfazem

Eij — Bij = —gij (gra‘dg f)L

em coordenadas locais para ¥, onde grad, f ¢ o campo gradiente da fungao f com respeito
a métrica g e ()& denota a componente normal para 3 com respeito a métrica g ou g.
Em particular,

Do o

para as partes sem traco das sequndas formas fundamentais B e B. Além disso, para
m = 2 ainda vale,

1B°[13dAg = || B°|[5dA,,

onde || - |lg e || - |l; sdo as normas relativas a g e g, respectivamente, dAz e dA, sdo os
elementos de volume de ¥ associados as métricas g e g, nesta ordem.

Demonstracao: Consideremos { X1, - - - , X, } uma base coordenada de 7),X e estendemos
essa base para obter uma base coordenada { Xy, -+, X, -+, X,,} de T,M. Sabemos que,

Eij = (inXj)J—ﬁ e Bz’j = (VXin)J_Q’ i) = 1, ,m,

onde V e V sdo as conexdes Riemannianas de ¥ induzidas por (M,g) e (M, g), respec-
tivamente, ()19 e (-)Y sdo as componentes normais para ¥ com respeito as métricas g
e g, nesta ordem. Mas pela conformidade destas métricas, podemos nao distinguir as
componentes com respeito as duas métricas, pois dois vetores sao ortogonais na métrica
g se, e somente se, eles sao ortogonais na métrica g. Logo, usaremos apenas a notagao
(). Desta forma,

Bij — Bij = (Vx,X;)" = (Vx,X;)" = (Vx,X; — Vx,X;) "

Por outro lado, sabemos que
. n . n
Vi X; =) T;X, e Vi, X; =Y TEX,,
k=1 k=1

=k . , : .= .
onde I';; e Ffj sao os simbolos de Christoffel das conexoes V e V, respectivamente. E
desse fato, podemos reescrever a pentltima equacao acima da seguinte forma,

n n J‘ n J‘
= =k =k
Bij — By = <§ T X — § Ff;Xk) = <§ (T, — rfj)Xk) .
k=1 k=1

k=1
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E portanto, usando o Lema 4.9 obtemos na equacao acima que

1
= —~ [ of of af
Bij — B;; = Z (Z (6jk8_:17i + Opi=—— &B] - gwgkla_xl)> Xk>

k=1 =1

1
a 0 0 0
- ZZ ( Jk f 5kzaf - ng klazfl) Xk>

=1 k=1

1
of . . 0f " CL L Of
= E (81’ i+ _8£L‘j Xz) — Gij E E gkl—axl Xk)

=1 k=1

(5 (o )) w(Sy i )

=1 k=1

8 0
= / XL +n f X+ —gij(grad, f)*
8171 v 893'] \/
=0
= —gij(gradg £
uma vez que, usamos o fato de X;, X; € T,M para i,j = 1,---,n. Em particular, se

denotarmos por Hg e H, os vetores curvatura média em ¥ relativos as métricas g e g,
nessa ordem, temos que

ij - B = Fij — itz — (Bij — gi;H,)

N A
i = Bij = i > 7"Bu+ Y 2 4B

= B
k=1 k=1
1 & o = 1"
= —gi(grad, )" — (Q%E > e g B - 9ii > glekl)
k=1 k=1
= —Gij (grad f (91] Z glekl - gz] Z glekl)
k=1 M =1
1 —
= _gij(gradg f)L - gijg Z gkl (Bkl - Bkl)
k=1
= —gw(grad f Z 9 (—9r grad f) )
M =1
= —gij(grady /)" + g — L (grad, f)* Z 9" gu
k=1
_

donde

DO o 1
Bij - Bij = —gz'j<g1"adg f) + glj (grad f) = 0.
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Logo, B;; = Bj;. Finalmente, usando esse fato para o caso em que m = 2 obtemos

|B°[2+/det(g) = Z 979" g( B3, B5)v/det(7)

jkl 1
= Z e gle  gMe? g( By, By)y/det(e2/ g)
,jkl 1

= Z e g7 gM g(By,, By)y/ €M det(g)
,5,k,0=1
2

= Y e MgigMg(By, By)e \/det(g)

',jkll
= Z 99" 9(Bg, B)v/det(g)
i,5,k,0=1

= [|B°[3v/det(g).
Portanto,
1B°)17dAg = ||B°]|3dAq,
o que finaliza a demonstragao. [

Defini¢ao 4.11 Uma aplicagio f : (M,g) — (M',¢') entre duas variedades Rieman-
nianas M e M' é dita conforme se existe uma funcao diferenciavel v : M — R tal
que

g}(p)(dfpu, dfyv) = eQu(p)gp(u, v),Vu,v € T,M.

Um difeomorfismo entre duas variedades Riemannianas (M,g) e (M',q"), f: M — M’
¢ dito conforme, quando a aplicacao f € conforme.

Com o Teorema de Chen em maos, temos uma generalizacao do Teorema de
Blaschke, mas precisamente temos o

Teorema 4.12 (Invariancia por difeomorfismos conformes) Sejam S uma superficie
fechada e orientdvel e f : S — Q imersao suave de S sobre um aberto Q2 de R"(n > 3).
Entao, para todo difeomorfismo conforme ¢ : Q@ — Q' C R™ com o pull-back da métrica
euclidiana geye dado por § = ¢*geuc = €*“geuc vale

War (¢ o f) =Walf).

Demonstracgao: Com efeito, claramente ¢ o f é uma imersao suave de S sobre 2'. Afir-
mamos que as métricas (¢ o f)*geuc € f*geuc s@o conformes. De fato, para cada p € S
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tomemos u,v € T,5, temos pela hipdtese que

(@0 f) (geue))p(u,v) = (geuc)op) ) (d(@ o fyu,d(d o f),v)
(geuc) @of) () (s ) (dfput), dd s () (dfpv))
= VU (geue) i) (dfpus, dfyv)

= 62(uof)(p)(f*(geuc))p(u> v),

onde usamos que ¢ é bijecao e a métrica euclidiana (geuc)gor)(p) ser igual a (geuc)s@)-
Assim podemos usar o Teorema de Chen juntamente com a Proposicao para
obtermos que

1
W00 ) = 5 [ 1B5lfdAees +20x(5)

1 0
= 3 1By +2mx(5)
= Wal(f).

O que encerra a demonstracao. n

Observagao 4.13 O Teorema acima generaliza o Teorema de Blaschke [3.14. De fato,
pelo Teorema de Liouville toda transformagao conforme T : R* — R? € a com-
posicao de movimentos rigidos, homotetias e inversoes, no mdximo, uma de cada. Em
particular, T € a composicao de difeomorfismos conformes e portanto, T é um difeomor-
fismo conforme. Logo, dados f : S — R3 imersdo de uma superficie fechada e orientdvel
Sem R eT : R — R? transformacao conforme temos pelo Teorema acima (onde

Q=Q =R?) e concluir que W(T o f) = W(f).

Além de generalizar o Teorema de Blaschke o Teorema de Chen ¢ a ferramenta
principal para demonstrar o principal resultado dessa secao.

Teorema 4.14 O funcional de Willmore relativo a uma n- variedade Riemanniana (M, g)
de uma superficie fechada e orientdvel S é invariante sob mudanca conforme de métrica,
isto €, para toda métrica G em M tal que § = e*/ g vale

War(£.9) = / (I + B )d A, = War(f),

onde Fi ¢ a curvatura seccional de (M,q) relativo ao plano tangente de S.
Demonstracao: De fato, pelo Teorema de Chen sabemos que

1B°I5d A = || B[l A,

/ |B°|2dA, = / |B°|2dA,.
S S

Por outro lado, notemos que a caracteristica de Euler de S, x(5), é um invariante to-
polégico e assim independe da mudancga de métrica conforme. Portanto, usando a Pro-

donde,
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posicao ganhamos que

— _S =5
/S (IR + RS, )dAy = / | B|2dAg + 27x(S)

[ 1A, + 2mx(5) = War(5)
S

Provando a invariancia do funcional de Willmore relativo a M por mudanga de métrica
conforme. [

Observacao 4.15 O teorema acima retrata a invariancia conforme do funcional de Will-
more relativo a uma n-variedade Riemanniana.
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5 CONCLUSAO

Nesse trabalho vimos o funcional de Willmore de uma superficie S fechada
e orientavel, o qual exploramos algumas propriedades, em particular, a invariancia do
funcional por transformacoes conformes. Além disso, apresentamos duas generalizagoes
desse funcional e conseguimos apresentar um resultado para essas duas generalizagoes que
¢ equivalente a invariancia conforme do funcional de Willmore. Algumas indagagoes sao
naturais, como por exemplo, se existe uma generalizacao para o funcional de Willmore
para uma n variedade fechada e orientavel S com n > 3, em vez de uma superficie fechada
e orientavel. Se existir tal generalizagao, quais propriedades ele ainda mantém em relagao

as propriedades do funcional inicial? Deixamos essas indagacoes para trabalhos futuros.
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