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À meu orientador Prof. Dr. José Euclides Gomes da Silva pela competência e luci-
dez em transmitir seus ensinamentos a mim, sobretudo agradeço sua amizade e sua contribuição
para a minha formação acadêmica durante esse tempo que tive sob sua orientação.

Aos meus amigos da vida que sempre foram um porto seguro e um lugar de inspiração.
Agradeço também aos meus amigos de grupo de pesquisa do LASSCO que tive o prazer de
compartilhar conhecimentos e aos demais professores do grupo, os quais contribuı́ram tanto
pela amizade quanto pelas discussões.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenação de Aperfeiçoamento
de Pessoal de Nı́vel Superior - Brasil (CAPES)- Código de Financiamento 001.



RESUMO

Nós estudamos os efeitos gravitacionais no espaço-tempo com simetria esférica e estática de-
vido ao valor esperado no vácuo (VEV) de um campo de Kalb-Ramond. O VEV de Kalb-
Ramond é um campo de fundo que produz uma quebra espontânea da simetria local de Lo-
rentz (LSB) do espaço-tempo. Considerando um acoplamento não-mı́nimo entre Kalb-Ramond
(VEV) e o tensor de Ricci, nós obtemos uma solução exata de buraco negro modificado depen-
dente de parâmetro tipo lei de potência. Para uma escolha particular do parâmetro de LSB, a
violação de Lorentz produz uma solução similar à solução de Reissner-Nordstrom, porém com
ausência de carga. A geometria próxima do horizonte é modificada por incluir um novo ho-
rizonte de evento interno e um aumento no horizonte de Schwarzschild. Assintoticamente, o
espaço-tempo Minkowski usual com um campo tensorial de fundo é recuperado. Análises so-
bre o tensor energia-tensão para verificar se viola ou não as condições de energia foram feitas.
Através do teste do periélio de Mercúrio, um upper bound para a violação de Lorentz local foi
obtida. Além disso, outros tipos de acoplamentos não-mı́nimos entre Kalb-Ramond (VEV) e
gravidade foram analisados brevemente.

Palavras-chave: Violação de Simetria de Lorentz. Modelo Padrão Estendido. Modelo Kalb-
Ramond



ABSTRACT

We study the gravitation effects on a static and spherically symmetric spacetime due to the
vacuum expectation value (VEV) of a Kalb-Ramond field. The Kalb-Ramond VEV is a back-
ground tensor field which produces a local Lorentz symmetry breaking (LSB) of spacetime.
Considering a non-minimal coupling between the Kalb-Ramond (VEV) and the Ricci tensor,
we obtain an exact parameterdependent power-law modified black hole. For a particular choice
of the LSB parameter, the Lorentz violation produces a solution similar to the Reissner- Nords-
trom, despite the absence of charge. The near-horizon geometry is modified by including a new
inner horizon and shifting the Schwarzschild horizon. Asymptotically, the usual Minkowski
spacetime with a background tensor field is recovered. Analyzes of the stress-energy tensor to
verify whether or not it violates the energy conditions were performed. By means of the Mer-
cury perihelion test, an upper bound to the local Lorentz violation (LV) is obtained. In addition,
other types of non-minimal couplings between Kalb-Ramond (VEV) and gravity were briefly
analyzed.

Keywords: Lorentz Symmetry Breaking. Standard Model Extension. Karlb-Ramond Model.
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das.
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z, em um sistema de coordenadas.

• As coordenadas naturais no espaço <n são representados por xµ.

• A assinatura da métrica ηab = (−1, 1, 1, 1).

• Será adotada a soma de Einstein, ou seja, ı́ndices repetidos indicam um somatório implı́cito

correndo sobre o ı́ndice.

• A velocidade da luz será unitária.
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2.2 Fundamentos Matemáticos da Relatividade Geral . . . . . . . . . . . . . 16

2.2.1 Espaço Métrico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2.2 Vetores de Killing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.2.3 Equação de Einstein . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.3 Zoológico de Buracos Negros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.4 Conjectura No-Hair . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3 MODELO PADRÃO ESTENDIDO: SETOR GRAVITACIONAL . . . . . 27

3.1 Teoria de Campo Efeitiva . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3.2 Violação de Lorentz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.2.1 Mecanismo de Violação de Lorentz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.2.2 Transformação da Partı́culas, transformação do Observador e Violação da
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1 INTRODUÇÃO

A teoria da relatividade de Einstein que foi publicada há mais de 100 anos [1] é

a base teórica para estudar gravitação e outras teorias em regimes de altas velocidades. Ela é

dividida em Restrita (1905) e em Geral (1915). A teoria da relatividade restrita é baseada no

princı́pio da invariância de Lorentz, cujas leis da fı́sica e a velocidade da luz são as mesmas

em todos os referenciais inerciais. Nesse caso, a geometria que descreve essa teoria é a de

Minkowski, que é uma variedade quadridimensional, ou seja, três dimensões espaciais e uma

dimensão temporal. Já a teoria da relatividade geral (GR) é baseada na geometria do espaço-

tempo, que por sua vez é descrito pela métrica, gµν , que é uma quantidade essencial na teoria da

relatividade geral, capaz de descrever o espaço-tempo. Mais adiante, pois, iremos ver que essa

métrica é a solução das equações de Einstein. A geometria é a riemanniana ( mais precisamente,

pseudo-riemanniana ) e ela deve ser invariante sobre transformações gerais de coordenadas,

algo que nos parece bem óbvio, uma vez que a escolha das coordenadas não deveria influenciar

na fı́sica do modelo. E a simetria de Lorentz, nesse caso, vira uma simetria local, onde cada

ponto da variedade pode ser escolhido como um referencial inercial local, que ao invés de ser

descrito pela métrica de um espaço curvo seria descrito pela métrica de Minkowski. Essas

sutilezas entre transformações de Lorentz locais e transformações de coordenadas gerais serão

esclarecidas mais adequadamente mais a frente, pois são importantes no contexto de violação

de Lorentz.

A teoria da gravitação pode ser tratada através de transformações que são análogas

as de calibre [2], através do formalismos de vierbein. No referencial de Lorentz local, a derivada

covariante dos tensores terá uma nova quantidade, a chamada conexão spin, ωµ ab. A geometria

que melhor trata isso é a de Riemann-Cartan, que tem torção não nula [3]. No limite de torção

igual a zero, recuperamos a geometria de Riemann. Esse novo formalismo é interessante por

alguns motivos: ele pode ser utilizado para introduzir campos fermiônicos à gravitação e pode

ser utilizado para diferenciar transformações de Lorentz locais e transformações gerais de coor-

denadas. Essa diferença é muito importante para estudos de quebra espontânea de simetria de

Lorentz, pois como iremos ver depois, tais teorias continuam covariantes, ou seja, continuam

invariantes sobre transformações gerais de coordenadas.

Por outro lado, a teoria que descreve as partı́culas elementares é o Modelo Padrão.

Essa teoria é uma teoria relativı́stica, portanto é uma teoria essencialmente de Lorentz. Quando

estamos tratando o Modelo Padrão no espaço-tempo plano, ou seja, de Minkowski, tal teoria

é invariante sobre transformações de Lorentz global, porém se estamos trabalhando em espaço

curvo, ou seja, em Riemann, a teoria é invariante sob transformação geral de coordenadas e de
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Lorentz local. Além disso, o modelo das partı́culas elementares é um teoria de gauge, ou seja,

é invariante sobre transformadas de calibre.

O desejo de uma teoria que seja capaz de unificar todas as forças fundamentais

da natureza vai além da ficção cientı́fica, pois essa teoria seria capaz não só de nos responder

dúvidas que nos acompanham há anos, como os mistérios da singularidades, mas também po-

deria nos indicar uma ”nova fı́sica”. E é nessa esperança que cientistas estão desenvolvendo

pesquisas que tentam juntar, em uma só teoria, as duas áreas mais importantes da fı́sica teórica:

o modelo Padrão das partı́culas elementares e a teoria da Relatividade Geral de Einstein. Tal

teoria teria de ser capaz de descrever e prever o possı́vel comportamento quântico da gravidade,

a chamada gravidade quântica. Apesar de nunca ter sido observado nenhum traço quântico

dessa força que governa os planetas e as galáxias, acredita-se que esses efeitos quânticos só são

observados mais nitidamente na escala de Planck mp ' 1019GeV . No entanto, tentar observar

experimentalmente sinais dessa teoria quântica da gravidade na escala de Planck é impossı́vel

no sentido prático da coisa, pois os experimentos em altas energias realizáveis hoje estão muito

distantes dessa escala. Porém talvez haja uma luz no fim do túnel. Talvez alguns pequenos efei-

tos suprimidos da teoria quântica da gravidade remanescentes da escala de Planck podem ser

detectados. E um candidato para esses efeitos são fenômenos que violam a simetria de Lorentz.

Apesar de parecer uma ideia um tanto quanto dramática, violar a simetria de Lorentz

para algumas teorias, como a teoria das cordas [4], relatividade muito especial [5,6], relatividade

duplamente especial [7], espaço-tempo não-comutativo [8], gravidade Horava [9] e gravidade

quântica em laços [10], entre outras, é possı́vel. Elas assumem que a simetria de Lorentz pode

ser violada em um regime gravitacional. Mas essas teorias que preveem a violação não foram

suficientemente desenvolvidas para fazer previsões testáveis em baixas energias. Por isso, a

necessidade de desenvolver uma teoria de campo efetiva [11]. A teoria efetiva que iremos

abordar nesse trabalho é o Modelo Padrão Estendido (SME) com ênfase no setor gravitacional.

Mas, afinal de contas, onde podemos observar esses efeitos de violação de Lorentz

em um contexto gravitacional? Como iremos ver mais adiante, tais efeitos talvez são mais facil-

mente observados em locais com bastante curvatura. E onde temos muito efeitos de curvatura?

Nos buracos negros! Portanto, o tema dessa dissertação é como a violação de Lorentz modifica

a fı́sica dos buracos negros.

Vamos estudar uma quebra espontânea de simetria de Lorentz (esse tipo de quebra

é a mais adequada para teorias gravitacionais, como ficará mais claro depois) causada por um

campo de fundo que adquire uma valor esperado no vácuo (VEV) diferente de zero. O campo

que iremos utilizar é um campo tensorial de rank 2 antissimétrico, conhecido na literatura como

Kalb-Ramond.

Nesse trabalho de dissertação, iremos no capı́tulo 1 inicialmente fazer uma breve re-
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visão da fı́sica de buracos negros. Depois iremos desenvolver o arcabouço teórico para estudar

a violação de Lorentz, ou seja, iremos construir o Modelo Padrão Estendido, mais especifica-

mente, o setor gravitacional no capı́tulo 2. Posteriormente, vamos investigar no capı́tulo 3 as

propriedades do campo de Kalb-Ramond e construir a ação desse campo, e de mão do modelo

não-mı́nimo de Kalb-Ramond, iremos aplicar tal modelo em soluções com simetria esférica

tipo buracos negros. Uma vez obtida uma solução modificada de buraco negro, no capı́tulo 4

vamos investigar suas propriedades e as modificações devido à violação de Lorentz em efeitos

clássicos, como a precessão do periélio de Mercúrio.
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2 A FÍSICA DOS BURACOS NEGROS

Provavelmente, dentre todos os objetos astrofı́sicos o que mais desperta a imaginação

de nós seres humanos são os buracos negros. Basta perguntar a uma criança que gosta de Star

Wars ou um apaixonado pelo cosmos se eles acreditam que esses gigantes galácticos existem

mesmo, e a resposta é simples: eles existem. Mas e a comunidade cientı́fica acredita em sua

existência? Para responder a essa pergunta, iremos fazer uma pequena revisão histórica desses

objetos negros que têm uma gravidade tão intensa que nem a luz é capaz de escapar de sua

atração gravitacional, em teoria.

2.1 Revisão Histórica

Como surgiu a ideia de um objeto cósmico que é completamente negro e que tem,

portanto, uma gravidade tão forte que nem a luz é capaz de escapar de sua atração gravitacio-

nal? Essa ideia veio em 1783, com um reverendo britânico chamado John Michell, que ensinava

geologia em Cambridge, que teve a seguinte ideia: será possı́vel uma estrela ser tão massiva ao

ponto que a velocidade de escape da luz ( que já era conhecida na época, aproximadamente ) não

seja suficiente para fugir da sua atração gravitacional? Se houve tal objeto, ele por definição se-

ria completamente negro. Ele chamou essas estrelas de ”estrelas escuras”, porém essas estrelas

hoje são conhecidas como buracos negros.

As bases teóricas para esses objetos astrofı́sicos remontam o século XX com a

publicação dos artigos de Albert Einstein que iriam mudar o nosso conceito de espaço e tempo

completamente, a chamada Teoria da Relatividade [1]. Mais precisamente é a Relatividade

Geral em 1915, que descreve o mecanismo da gravidade, que contem as bases teóricas para a

existência de buracos negros. Mas como? Bom, foi através do trabalho de um fı́sico austrı́aco

chamado Karl Schwarzschild em 1916 que o mundo teve a primeira evidência teórica que tal-

vez possam existir buracos negros [12]. Porém essa descoberta não levou de imediato à essa

interpretação que tal solução é a mesma que descreve um objeto que consegue absorver até a

luz, na verdade essa ideia veio a ser amadurecida com M. Kruskal, em 1960 [13], estudando

o que se designa por ”máxima extensão analı́tica ” da solução de Schwarzschild, obtida in-

dependentemente por G. Szekers. A terminologia “ buraco negro ”, no entanto, foi cunhada

um pouco mais tarde, em 1967, por J. Wheeler. Karl Schwarzschild foi o primeiro resolver as

equações de campo de Einstein exatamente, tal solução no vácuo, revelou algumas estranhezas:

como as singularidades, ou seja, regiões onde há divergências matemáticas. Uma outra região

caracterı́stica desse buraco negro ficou conhecida como raio de Schwarzschild, definida como
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Rs = 2GNM , que seria o horizonte de evento do buraco negro, que faz o perı́metro da singula-

ridade. Essa superfı́cie r = Rs é também uma superfı́cie de red-shift infinito, relativo a r →∞,

ou seja, se nós colocássemos um relógio próximo do horizonte de evento, o relógio ”correria”

infinitamente mais lento em comparação a um relógio no infinito, uma vez que o tempo próprio

é dado por:

dτ =

√
1− 2GNM

r
dt (2.1)

onde GN é a constante gravitacional, M a massa do buraco negro e c a velocidade da luz. Ob-

serve que em r = Rs de fato dτ → ∞. Além disso, essa solução apresentava simetria esférica

e era estática. Outras soluções foram encontradas com algumas caracterı́sticas semelhantes:

o buraco negro carregado, cuja solução é conhecida como solução de Reissner-Nordström, ou

buracos negros com rotação, cuja solução é conhecida como solução de Kerr. Depois disso,

a fı́sica teórica só avançou nessa área. Outras soluções de buracos negros foram encontrados,

alguns sem a singularidade, conhecidos como buracos negros regulares ou até mesmo bura-

cos negros ”cabeludos”, um exemplo foi encontrado por nós e será apresentado mais adiante,

cabelos em buracos negros serão discutidos na próxima seção. Além de tudo isso, todo um

campo de pesquisa se formou em torno da real natureza dos buracos negros, podemos citar a

termodinâmica de buracos negros, o estudo das singularidades ( teorema da singularidade ), os

avanços da teoria quântica de campos em espaço curvo, entre outros.

Mas o que não foi discutido até agora é como de fato os buracos negros são forma-

dos. A ideia mais aceita na comudade cientı́fica é que tais objetos são originados da morte de

alguma estrela estremamente massiva, da ordem de dez massas solares, essas estrelas são conhe-

cidas como supernovas. A primeira detecção de um objeto que apresentava essas caractéricas

foi Cygnus X-1 [14], que se acreditava ser um buraco negro estrelar com aproximadamente 15

massas solares. A detecção desses candidatos à buracos negros vem de evidências astrofı́sicas

por observações electromagnéticas, no rádio e nos raios X. Apesar de haver muitos trabalhos

teóricos sobre buracos negros, sempre foi um desafio provar de fato a existência dessas enti-

dades cósmicas. Porém recentemente, foi possı́vel ter indı́cios mais fortes que realmente esses

objetos negros de fato existem através da detecção das ondas gravitacionais produzidas pela

colisão de dois buracos negros [15], mais recentemente ainda foi fotografado, finalmente, um

buraco negro [16], (figura 1). E a comunidade cientı́fica é firme em dizer: eles existem, e estão

em todos os lugares em nosso universo!

Antes de abordar as soluções de buracos negros, iremos fazer uma pequena revisão

sobre os fundamentos matemáticos da Relatividade Geral, destacando, sobretudo, o caráter

geométrico dessa teoria.
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Figura 1: Usando o Event Horizon Telescope, os cientistas obtiveram uma imagem do buraco
negro no centro da galáxia M87, delineada pela emissão de gás quente que gira em torno dele
sob a influência de forte gravidade perto do horizonte de eventos. Crédito: Event Horizon
Telescope collaboration et. al.

2.2 Fundamentos Matemáticos da Relatividade Geral

Iremos trabalhar com variedades que são espaços topológicos que se parecem lo-

calmente, ou seja, um pedaço ou fragmento ( em inglês se costuma chamar de patch ), com um

pedaço de <n, onde n é a dimensão da variedade. Para diferentes patch podemos relacioná-

los através de transformações gerais de coordenadas (TGC) x′µ(x). Chamamos de tensores

os objetos que podem ser definidos globalmente na variedade, ou seja, que apresentem boas

propriedades de transformações sobre TGC.

O primeiro exemplo de tensor é o vetor. Definimos um campo tensorial contravari-

ante ( ou do tipo-(0,1)), ξ(x) = ξµ(x)∂µ, em cada ponto de uma variedade suave de dimensão

n agindo em outra função, f , como:

ξ : f → ξf = ξµ∂µf (2.2)

na qual define uma outra função. Chamamos de espaço tangente, T (0,1)
p , o espaço vetorial

gerado ponto a ponto na variedade pelo campo vetorial. Aqui temos que as n funções ξµ(x)

são as componentes vetoriais na base coordenada ∂µ. Além disso, podemos definir um espaço

vetorial dual, chamado de campo vetorial covariante ( ou do tipo-(1,0)ou 1-forma ) que tem seu

espaço cotangente T (1,0)
p e , portanto, transforma vetor em função. Nesse caso, os elementos

da base dual para as bases coordenadas dos vetores covariantes são denotados por dxµ , e por

definição,

< dxµ|∂ν >≡ δµ ν (2.3)

implica que a ação de ω = ωµdx
µ em ξ = ξµ∂µ vai gerar uma função:

< ω|ξ >= ωµξ
µ (2.4)
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Uma transformação geral de coordenada (TGC) infinitesimal pode ser escrita como:

δxµ = x′µ − xµ ≡ εµ. (2.5)

de modo que as transformações infinitesimais para campos escalares, vetoriais contravariantes

e covariantes são dados por, respectivamente:

δφ = −ελ∂λφ ≡ −Lεφ (2.6)

δξµ = −ελ∂λξµ + ∂νε
µξν ≡ −Lεξµ ≡ −[ε, ξ]µ (2.7)

δωµ = −ελ∂λωµ − ∂µενων ≡ −Lεωµ (2.8)

onde Lε é a derivada de Lie em relação ao campo vetorial ε e [ε, ξ] é o comutador de Lie.

Podemos resumir as principais propriedades dessa derivada como:

• Lε transforma um tensor de um dado tipo em um do mesmo tipo;

• Obedece a lei de Leibniz: Lε(T1T2) = (LεT1)T2 + T1(LεT2);

• Satisfaz a identidade de Jacobi:

[Lξ1 , [Lξ2 ,Lξ3 ]] + [Lξ2 , [Lξ3 ,Lξ1 ]] + [Lξ3 , [Lξ1 ,Lξ2 ]] = 0; (2.9)

Outra derivada que podemos definir na variedade é a covariante da seguinte forma:

Dµφ = ∂µφ (2.10)

Dµξ
ν = ∂µξ

ν + Γνµλξ
λ (2.11)

Dµων = ∂µων − ωλΓλµν (2.12)

onde Γ é a conexão afim. Podemos ver que a derivada de Lie da conexão é dada por:

δΓλµν = −LεδΓλµν − ∂µ∂νελ (2.13)

portanto, a conexão não é um tensor. Além disso, podemos enumerar também algumas propri-

edades para a derivada covariante:

• Dµ transforma um tensor do tipo (p, q) em um tensor do tipo (p, q + 1);
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• Obedece a lei de Leibniz;

• Satisfaz a identidade de Jacobi.

Agora podemos decompor a conexão em uma parte simétrica e outra anti-simétrica,

da seguinte forma:

Γλµν = Γλ(µν) + Γλ[µν] (2.14)

a parte anti-simétrica no ı́ndices, Γλ[µν], é chamada de torção e , diferentemente, da conexão é

um tensor:

Tµν
λ = −2Γλ[µν] (2.15)

Uma aplicação da conexão afim é o transporte paralelo. Essa ideia é útil, uma vez

que paralelismo em espaço curvo não é bem definido. Para esse tipo de estrutura, portanto,

precisamos transportar um vetor mantendo-o ”paralelo a si mesmo”ao ponto em que o outro

vetor está definido. Então podemos comparar os dois vetores no mesmo ponto. Desse modo,

podemos definir o deslocamento paralelo infinitesimal de um vetor covariante ωµ na direção de

εµ como:

δpεωµ = ενΓλµνωλ (2.16)

o que se mostra facilmente [17, 18] é que diferença entre os valores dos vetores depois do

transporte paralelo é proporcional a um quantidade que está relacionada a curvatura do espaço,

essa quantidade é chamada de tensor curvatura, Rµνρ
σ, isso pois:

∆ωµ = ελ1ε
ν
2Rλνµ

ρωρ (2.17)

onde ελ1 e εν2 são campos vetoriais que serviram de comparação. E por fim temos que:

Rµνρ
σ = 2∂[µΓν]ρ

σ + 2Γ[µ|λΓν]ρ
λ (2.18)

Uma outra forma de definir o tensor curvatura é através das identidades de Ricci

[19]:

[Dµ, Dν ]φ = Tµν
σDσφ (2.19)

[Dµ, Dν ]ξ
ρ = Rµνσ

ρξσ + Tµν
σDσξ

ρ (2.20)

[Dµ, Dν ]ωρ = −ωσRµνρ
σ + Tµν

σDσωρ (2.21)

e com essas identidades, com a antissimetria dos comutadores da derivada covariante e com

a identidade Jacobi que essas derivadas satisfazem, podemos obter as famosas identidades de
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Bianchi:

R(µν)λ
σ = 0 (2.22)

R[µνλ]
σ +D[µTνλ]

σ + T[µν
ρTλ]ρ

σ = 0 (2.23)

D[µRνλ]ρ
σ + T[µν

δRλ]δρ
σ = 0 (2.24)

2.2.1 Espaço Métrico

Nessa seção, iremos introduzir uma estrutura muito importante na variedade: a

métrica. Uma métrica no espaço tangente é um produto interno para os vetores do espaço

tangente ( simétricos e bilineares ) associado a uma função g(ξ, ε) com um par de vetores (ξ, ε).

Isso corresponde a um tensor do tipo (0, 2) simétrico, conhecido como tensor métrico, gµν :

ξ · ε ≡ g(ξ, ε) = ξµενgµν . (2.25)

Além disso, iremos considerar que esse tensor não é singular, ou seja, g ≡ det(gµν) 6=
0 e que localmente é Minkowski: ηµν = (−,+...,+). A métrica inversa, gµν , pode ser usada

como uma métrica no espaço cotangente e suas componentes podem ser obtidas pela matriz

inversa.

Até agora construı́mos dois campos independentes: a métrica e a conexão afim.

Um espaço-tempo equipado por essas duas quantidades é chamado de (Ln, g). A conexão entre

essas duas quantidades, por sua vez, é dada pelo tensor de metricidade, definido por:

Qλµν ≡ −Dλgµν (2.26)

essa conexão pode ser obtida se considerarmos a seguinte combinação,Dλgµν+Dµgνλ−Dνgλµ

e depois expandir isso. Dessa maneira, obtemos a seguinte relação:

Γλµν =

{
λ

µ ν

}
+Kµν

λ − Lµν λ (2.27)

onde {
λ

µ ν

}
=

1

2
gλσ(∂µgνσ + ∂νgµσ − ∂σgµν) (2.28)

é conhecido como sı́mbolo de Christoffel. Perceba que essa quantidade é completamente deter-

minada pela métrica. Além desse, Kµν
λ que é conhecida por tensor cotorção também depende
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da métrica e é dado por:

Kµν
λ =

1

2
gλσ(Tµσν + Tνσµ − Tµνσ) (2.29)

K[µν]
λ = −1

2
Tµν

λ, Kµνλ = −Kµλν (2.30)

Por fim, temos:

Lµν
λ =

1

2
(Qµν

λ +Qνµ
λ −Qλ

µν) (2.31)

que, diferentemente das outras duas quantidades, não depende diretamente da métrica.

Para teorias de gravitação padrões ( com métrica e conexão afim ) que desejam

descrever os graus de liberdade de uma partı́cula de spin-2, o postulado métrico é necessário:

Qλµν ≡ −Dλgµν = 0 (2.32)

se a conexão obedece essa condição, então ela é conhecida como compatı́vel com a métrica.

Temos que se o espaço-tempo é (Ln, g) e é compatı́vel com a métrica, então o chamamos de

espaço-tempo de Riemann-Cartan, Un. Se considerarmos apenas a métrica como campo inde-

pendente, ou seja, torção zero, temos o espaço-tempo de Riemann, Vn. Nesse caso a conexão é

dada apenas por 2.27 e é conhecida por conexão de Levi-Cività.

Há outra maneira de reduzir os campos independentes: considerando a curvatura

zero. A conexão nesse caso é conhecida como Weitzenböck, e a métrica e a conexão são

terminadas pelo vielbein (mais detalhes no apêndice A). O espaço-tempo de Riemann-Cartan

sem curvatura é, portanto, conhecido como o espaço-tempo de Weitzenböck, An.

2.2.2 Vetores de Killing

Até aqui não falamos sobre simetrias em espaços curvos. Esse assunto é de grande

relevância para a gravitação, pois para modelos desse tipo a presença de simetrias é a chave para

a solução das equações de campo complicadı́ssimas de Einstein. O método para estudar essas

simetrias é através dos vetores de Killing. O que queremos encontrar é uma curva integral

onde a métrica não mude ao longo dessa. Essa curva que estamos atrás, chamada de kµ, precisa

obedecer a seguinte relação:

Lkgµν = −2∇(µkν) = 0 (2.33)

ou em função do 4-momento, definido como pµ = mvµ, sendo vµ é a 4-velocidade,

pµ∇µ(kνpν) = 0 (2.34)
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onde Lk é a derivada de Lie na direção da curva kµ e essas equações são conhecidas como

equações de Killing. Dessa maneira, dizemos que a métrica gµν admite o vetor de Killing kµ.

Além disso, dizemos que a métrica possui uma isometria na direção kµ.

O que nos falta é associar esses vetores a quantidades conservadas ao longo de

movimentos geodésicos na variedade. Afinal de contas, é bem conhecido na fı́sica através dos

teoremas de Noether que simetrias estão relacionadas a quantidades conservadas. Podemos ver

isso fisicamente: se a métrica não muda na direção kµ, então é como se a partı́cula livre não

sentisse nenhuma força nessa direção, logo a componente do momento, pµ, nessa direção vai ser

conservado. Em espaços tempos mais gerais, como no de Schwarzschild, outras quantidades,

como energia, serão conservadas, como veremos mais adiante.

2.2.3 Equação de Einstein

Desenvolvemos até aqui a base matemática para o entendimento clássico do meca-

nismo da gravidade, ou seja, apresentamos as principais caracterı́sticas da geometria diferen-

cial que é base teórica da Relatividade Geral, porém não mostramos como funciona de fato a

dinâmica dos corpos no espaço curvo. Para compreendermos como a natureza gravitacional

funciona em escala macroscópica precisamos obter uma equação que leve em conta o objeto

central na nossa discussão que é a métrica, tal equação de caráter tensorial é conhecida como

equação de Einstein 1. Há duas maneiras de derivar essa equação, através do princı́pio varia-

cional ou através de uma analogia com o eletromagnetismo de Maxwell. Iremos utilizar essa

última abordagem.

Uma boa alternativa para começar seria considerar uma equação análoga à equação

de Poisson para o potencial newtoniano:

∇2Φ = 4πGNρ (2.35)

onde Φ é o potencial newtoniano e ρ é a densidade de massa. Porém o que Einstein percebeu,

através do Princı́pio da Equivalência 2, é que a gravidade é uma manifestação geométrica do

espaço-tempo, portanto essa equação 2.35 deveria ser tensorial. A generalização do lado direito

2.35 é fácil, basta substituir por Tµν , o tensor energia-tensão ( iremos explorar mais as propri-

edades desse tensor mais adiante ). E, por fim, podemos generalizar o outro lado levando em

conta que para campos fracos, a componente temporal da métrica é dado por:

gtt = (1 + 2Φ). (2.36)

1Aqui iremos considerar apenas uma geometria riemanniana, ou seja, iremos desconsiderar as contribuições de
torção e, além disso, iremos levar em conta que nosso espaço-tempo obedece a condição de metricidade, Qλµν = 0.

2Esse princı́pio de enorme importância para a Relatividade Geral afirma que um referencial acelerado é análogo
a um campo gravitacional uniforme de igual valor e sentido contrário.
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ou seja, podemos dizer que:

∇2gµν ∝ Tµν (2.37)

Até aqui estamos indo bem, porém estamos atrás de uma equação tensorial, no

entanto o lado esquerdo de 2.37 não se transforma como um tensor. Uma substituição imediata

seria o d’Alembertiano, 2 = DµD
ν , porém pela condição de metricidade o lado esquerdo

de 2.37 seria imediatamente zero. Felizmente, há uma quantidade óbvia que não é zero e é

construı́da das segundas derivadas da métrica: o tensor de Riemann, Rλ
σµν , de modo que

podemos alcançar o tensor de Ricci, e finalmente escrever a primeira tentativa de Einstein de

escrever uma equação de campo que descreve o universo:

Rµν = κTµν (2.38)

onde κ é uma constante. Porém essa equação ainda não está correta, pois se considerarmos a

conservação de energia, ou seja, DµTµν = 0, então DµRµν = 0, que não é sempre verdade em

uma geometria arbitrária. Para resolver finalmente esse problema, Einstein introduziu o tensor

de Einstein, Gµν , que explorando a simetria da métrica, resolveu o problema, pois DµGµν = 0.

Portanto, temos que a equação de Einstein é dado por:

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν = κTµν . (2.39)

ondeR é o escalar de Ricci, definido como: R = gµνRµν . A única coisa que nos falta é descobrir

a constante κ, mas isso não é tão difı́cil, uma vez que podemos utilizar o limite newtoniano na

equação 2.39 é encontrar que κ = 8πGN .

2.3 Zoológico de Buracos Negros

Até aqui fizemos apenas uma breve revisão histórica sobre os buracos negros e de-

senvolvemos a base teórica da Relatividade Geral. O que iremos fazer agora é nos aprofundar

um pouco mais nessa fı́sica. As três soluções tipo buracos negros mais conhecidas na literatura

são soluções exatas de 2.39 que apresentam simetria esférica ou axial. Elas são soluções da

equação de Einstein que na verdade são equações diferenciais não-lineares bastante complica-

das. A solução dessa equação é a métrica ( em uma geometria riemanniana ). Se estivermos no

vácuo, ou seja, Tµν = 0, então a solução encontrada é dado por:

ds2 = −
[
1− Rs

r

]
dt2 +

[
1− Rs

r

]−1

dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2. (2.40)

essa é a famosa solução de Schwarzschild e Rs = 2GNM é o raio de Schwarzschild. Perceba

que essa solução diverge na origem e no raio de Schwarzschild , que delimita a região que
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chamamos de horizonte de evento( para encontrar o(s) horizonte(s) de evento, basta encontrar os

zeros de ds2, ou seja, ds2 = 0 ). Porém é possı́vel mostrar que essa divergência fora da origem

pode ser contornada com uma escolha adequada de coordenadas, por exemplo: coordenadas de

Kruskal [17]. No entanto, ainda temos uma divergência em zero ( origem ), chamamos isso de

singularidade fı́sica. Uma maneira de descobrir se a singularidade é realmente fı́sica é através

do escalar de Kretschmann que é um invariante escalar quadrático, definido como:

K = KκλµνK
κλµν (2.41)

no caso da solução 2.40, temos que:

K =
48R2

s

r6
(2.42)

ou seja, há uma divergência apenas na origem. Além isso, vemos que essa solução é bem

definida externamente, ou seja, r > 2GNM , uma aplicação, portanto, disso foi a correção da

precessão de Mercúrio, uma discrepância entre as observações e a gravitação newtoniana.

O outro buraco negro na linhagem é o de Reissner-Nordström [20], uma buraco

negro estático e simetricamente esférico e carregado. Esse buraco negro tem como fonte o

campo eletromagnético, ou seja, nosso tensor tensão-energia é Tµν = FµαFν
α − 1

4
gµνFαβF

αβ ,

sendo Fµν é o campo de força, ou em inglês field strength, do eletromagnetismo. A solução

com essa fonte é:

ds2 = −
[
1− Rs

r
+
GNQ

2

r2

]
dt2 +

[
1− Rs

r
+
GNQ

2

r2

]−1

dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2 (2.43)

onde Q é a carga elétrica total desse buraco negro. Nesse caso temos um horizonte de eventos

(externo) e um horizonte de Cauchy (interno):

r± = GNM ±
√
G2
NM

2 −GNQ2 (2.44)

A terceira e mais realista das soluções é a do buraco negro com rotação, o buraco

negro de Kerr [21]. Essa solução é bem mais complicada do que as duas anteriores, uma vez

que não iremos mais considerar a simetria esférica, ao invés disso, iremos escolher uma si-

metria axial em torno de eixos de rotações que são também estacionários. Essa solução nas

coordenadas de Boyer-Lindquist [17] é dada por:

ds2 = −
[
1− Rsr

Σ2

]
dt2 − Rsarsin

2θ

Σ2

[
dtdφ+ dφdt

]
+

Σ2

∆
dr2 + Σ2dθ2 +

sin2θ

Σ2

[
(r2 + a2)2 − a2∆sin2θ

]
dφ2. (2.45)
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onde

∆(r) = r2 −Rsr + a2 (2.46)

Σ2(r, θ) = r2 + a2cos2θ (2.47)

podemos ver que a solução de Kerr depende de dois parâmetros, que são M ( que está no

raio de Schwarzschild, Rs = 2GNM ) e a. De imediato, vemos que em a → 0 ( com M 6=
0 ), recuperamos a solução de Schwarzschild, por outro lado com M → 0 ( com a 6= 0 )

recuperamos a métrica do espaço plano em coordenadas esféricas. Além disso temos que a

solução de Kerr é estacionária, porém não estática ( não é invariante sobre reversão temporal,

t → −t ) e tem simetria axial, ou seja, não depende diretamente de φ. Sobre as singularidades

dessa solução, podemos ver que em ∆ = 0 temos uma singularidade regular, por outro lado,

em Σ = 0 a singularidade é fı́sica, para chegar a essa conclusão [19], basta calcular o escalar

de Kretschmann. Na década de 1970 foram estabelecidos vários “ Teoremas de Unicidade ”

demonstrando que – com certas hipóteses – a métrica de Kerr é a única solução da RG que

descreve BNs relevantes para a astrofı́sica [22]. Além disso, temos uma solução mais geral

para Kerr, além da rotação, um buraco negro também carregado, chamamos essa solução de

Kerr-Newman.

Esses são os três mais conhecidos buracos negros na literatura, todos são soluções

exatas das equações de Einstein ( portanto, tem uma fonte, no caso de Schwarzschild é a massa,

Reissner-Nordström é a carga e, por fim, Kerr é o momento angular). Além dessas três soluções,

uma outra que merece uma atenção especial é a solução com constante cosmológica. Nesse

caso, se considerarmos uma solução no vácuo, TMµν = 0, mas com um termo proporcional à

métrica no lado direito em 2.35, ou seja, ∝ Λgµν , iremos obter a seguinte solução:

ds2 = −
[
1− Rs

r
+

1

3
Λr2

]
dt2 +

[
1− Rs

r
+

1

3
Λr2

]−1

dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2. (2.48)

onde Λ é a famosa constante cosmológica. Se Λ < 0 a solução é dita Schwarzschild-de-Sitter

(SdS), se for Λ > 0 é anti-de-Sitter (ASdS). Além disso, podemos ver que nosso espaço-

tempo ( a variedade ) não é mais assintoticamente plana, quer dizer, a constante cosmológica

quebra isso. Mas além dessas soluções clássicas existem outros exemplos, na verdade existe

uma gama gigantesca de exemplos de buracos negros, entre eles podemos citar os buracos

negros regulares (BNR), essas soluções são interessantes, dentre vários motivos, temos que os

BNR violam as condições de energia, portanto não obedecem pelo menos uma condição dos

teoremas de singularidades de Hawking-Penrose [23]; em especial podemos citar a solução de

Bardeen, uma solução exata tipo buraco negro sem singularidades que viola condição de energia
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forte [24]. No entanto, estamos mais interessados em uma outra classe de buracos negros, os

”cabeludos”. Para entendermos melhor o que são esses buracos negros, precisamos entender a

chamada conjectura de No-Hair.

2.4 Conjectura No-Hair

Acreditar que existem objetos cósmicos que podem engolir estrelas inteiras e que

em seu interior pode existir uma região onde as leis da fı́sica não funcionam mais (singularidade)

é bastante difı́cil, esses são os buracos negros. Mas eles existem e estão por todo nosso universo.

Agora o que você diria se alguém lhe dissesse que os buracos negros podem ter cabelos? Calma,

buracos negros com cabelos não exitem, pelo menos não literalmente. Essa história de que

buracos negros podem ou não ter cabelos vem de uma declaração bem conhecida do fı́sico

John Wheeler, que afirmou que ”os buracos negros não têm cabelos”pela crença de que nada

escaparia de seu horizonte de eventos. Para esse cientista, após o colapso gravitacional de uma

estrela supermassiva todas as informações (clássicas) se perderiam e o buraco negro criado

dessa morte estrelar seria descrito apenas pelas três quantidades fı́sicas básicas: massa, carga e

momento.

Mais formalmente, essa declaração pode ser expressa através de uma conjectura,

conhecida como No Hair, que afirma: todas as soluções de buracos negros estacionárias e

assintoticamente plano em 4 dimensões das equações de Einstein no vácuo ou com campo ele-

tromagnético são caracterizadas pelos parâmetros de massa, de carga elétrica e de momento

angular. Portanto, segunda essa conjectura, os buracos negros são objetos extraordinariamente

simples. Apesar de ser uma conjectura matematicamente forte, ela pode ser violada facilmente,

basta, portanto, que nós não consideremos algumas das hipóteses acima. Esses novos bura-

cos negros são importantes, pois uma nova fenomenologia pode ser explorada a partir dessas

soluções, para mais detalhes Ref. [ [25]]. Com o avanço da astrometria [26] e detectores

de ondas gravitacionais [27] talvez seja possı́vel confirmar experimentalmente a validade da

conjectura para buracos negros astrofı́sicos através da verificação da relação entre massa (M ),

momento angular (J) e momento de quadrupolo (Q2),Q2 = J2

M
, que se mantém para os buracos

negros de Kerr.

Existem algumas soluções de buracos begros com cabelos na literatura, por exem-

plo: solução black ring em 5 dimensões [28], buraco negro BBMB [29], que tem a mesma

métrica da solução de Reissner-Nordström , mas possui um campo escalar acoplado confor-

memente. Porém essas soluções apresentam alguns problemas de estabilidade. Na verdade, o

primeiro buraco negro cabeludo considerado, portanto, na literatura foi o de Gibbons [30], que

descreve um buraco negro de Reissner-Nordström com um campo de dilaton não trivial. Um

outro exemplo muito importante na literatura dos buracos negros com cabelo é a solução de
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Einstein-Yang-Mills (EYM), onde a matéria é descrita por uma teoria de gauge não-abeliana.

Apesar de quase todas as soluções EYM assintoticamente plano serem instáveis, há alguns

exemplos na literatura de soluções estáveis desse tipo, como solução de Einstein-Skyrme [31],

Einstein-non-Abelian-Proca [32] e Einstein-Yang-Mills-Higgs [33]. Nessa dissertação, iremos

também mostrar uma solução de buraco negro com cabelo obtida através de uma quebra es-

pontânea de simetria de Lorentz.
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3 MODELO PADRÃO ESTENDIDO: SETOR GRAVITACIONAL

Nesse capı́tulo que se inicia, iremos abordar uma teoria de campos efetiva, o cha-

mado Modelo Padrão Estendido (SME). Nessa teoria, iremos investigar as extensões da relati-

vidade geral devido às modificações que os coeficientes de violação de Lorentz devem provocar

no espaço-tempo. Além disso, estamos interessados apenas nos termos lı́deres na teoria, ou

seja, estamos trabalhando com o Modelo Padrão Estendido mı́nimo.

3.1 Teoria de Campo Efeitiva

Como já foi discutido anteriormente, uma teoria unificada que emerge da escala

de Plack é demasiada difı́cil de se realizar testes experimentais para comprová-la, é impra-

ticável; mas se acredita ser possı́vel detectar com experimentos ultra-sensı́veis em baixas escalas

energéticas sinais dessa teoria quântica da gravidade [34]. Um dos candidatos para esses sinais

é a quebra de uma simetria muito importante na fı́sica: a simetria de Lorentz. E esse progresso

pode ser feito utilizando uma teoria de campo efeitiva que deve conter o Modelo Padrão e a

Relatividade Geral com quaisquer acoplamentos de ordem superior entre eles [11,34,35]. Essa

teoria será a base teórica dessa dissertação. O SME basicamente estende a teoria das partı́culas

elementares e do Cosmos através de um mecanismos de violação de simetria de Lorentz.

A ideia de violar a simetria de Lorentz não é mera especulação, em teorias candida-

tas para teorias fundamentais como teoria das cordas [36,37], gravidade quântica em laços [38],

multiverso [39] e para várias teorias cosmológica, esse fenômeno já foi previsto [41, 42]. Mas

foi com os trabalhos pioneros [43], no final da década de oitenta, de Kostelecký e Samuel que

a ideia de violar a simetria de Lorentz ganhou um contexto fenomenológico. O que eles encon-

traram foi que quando a teoria das cordas tem um vácuo não-pertubativo, um campo tensorial

adquire um valor de vácuo (VEV) diferente de zero, < T >6= 0. Dessa maneira, eles mostra-

ram que a simetria de Lorentz é localmente quebrada de maneira espontânea. E a consequência

disso, é que a teoria efetiva a baixas energias resultante vai conter um número ilimitado de

termos da forma:

L v
λ

mκ
p

< T > ΓΨ(i∂)κχ (3.1)

onde λ é uma constante de acoplamento, κ é uma potência inteira e os campos fermiônicos são

representados pelas letras Ψ e χ. Mas é no vev, < T >, que nossa atenção deve ser direcionada.

Esse VEV do campo tensorial, apesar de não estar de maneira explı́cita, carrega ı́ndices espaço-

temporais e pode ser representado por um conjunto de funções ou de constantes que podem

ser fixadas em dado referencial, dessa maneira os termos que interagem com esses coeficientes
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podem ter uma direção preferencial no espaço-tempo ou dependência de velocidade (boost),

e é devido a esse direção preferencial que dizemos que a simetria de Lorentz é violada. Essa

interação com esses termos, que são conhecidos como coeficientes de violação de Lotentz, é o

que se espera detectar experimentalmente através de modificações na teoria que foi estentida,

que no caso desse trabalho seria na teoria da Relatividade Geral. Vale também ressaltar que

existem violações de Lorentz que ocorrem explicitamente ou de uma maneira alternativa [44],

porém esses casos não são de nosso interesse, uma vez que tais violações apresentam incom-

patibilidades com a teoria gravitacional, por exemplo, não obedecem as identidades de Bianchi

2.22.

3.2 Violação de Lorentz

Já sabemos que a violação de Lorentz foi prevista em algumas teorias; na teoria

das cordas, por exemplo, essa violação acontece espontaneamente. Mas como essa violação

realmente acontece? Vamos responder a essa pergunta ,nem um pouco trivial, em seguida. E no

final dessa seção, iremos construir o setor gravitacional do Modelo Padrão Estendido (SME),

que será usado a posteriori.

3.2.1 Mecanismo de Violação de Lorentz

Vimos que algumas teorias preveem a violação da simetria de Lorentz local de

maneira espontânea, basta o valor esperado de vácuo (VEV) dos campos tensoriais ser diferente

de zero, mas essa violação só acontece no estado de vácuo, uma vez que a lagrangiana original

continua um invariante de Lorentz [43]. Porém existe um outro tipo de violação, a violação de

Lorentz explı́cita. Nesse caso, a lagrangiana ,que deve conter os termos descritos pelo Modelo

Padrão Estendido (SME), não é mais um invariante de Lorentz. Essa violação não será utilizada

por nós, pois a quebra explı́tica é incompatı́vel com as identidades de Bianchi na geometria de

Riemann e ,portanto, é um problema para teorias com gravitação [34].

As violações espontâneas de simetrias na natureza já foram bastante estudadas e

têm, portanto, consequências bem conhecidas. A existência do valor esperado no vácuo não-

nulo de um campo tensorial afeta diretamente o comportamento das partı́culas que estão intera-

gindo com esse campo de fundo, consequentemente, os campos que estão acoplados com esse

VEV irão sofrer modificações [37]. E são essas modificações que estamos investigando nesse

trabalho.

A quebra espontânea de simetria de Lorentz é induzida pelo potencial da nossa

teoria. A construção desse pontecial deve ser feita com o objetivo de, no estado de vácuo, o VEV

do campo tensorial tenha uma valor diferente de zero, gerando assim um direção preferencial.

Em nosso trabalho, iremos construir potenciais que dependerão apenas dos campos de fundo e
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da métrica, apesar de ser possı́vel construir potenciais que dependam também de derivadas do

campo de fundo [44].

Em suma, podemos dizer que estamos interessados em estudar os efeitos de uma

quebra espontânea da simetria em um referencial de Lorentz local que é obtida com um valor

esperado de vácuo não-nulo de quantidades que carregam ı́ndices de Lorentz, os chamados

coeficientes de violação de Lorentz. Mas essa violação só ocorre em transformações de partı́cula

[36]. Essa transformação e outras serão discutidas detalhadamente a seguir.

3.2.2 Transformação da Partı́culas, transformação do Observador e Violação da In-
variância Difeomórfica

O que não deve ter ficado claro ainda é como essa simetria é realmente violada, ou

seja, como nossa teoria deixa de ser um invariante sob uma determinada transformação. Todavia

para esclarecer esse ”furo”no texto, temos que lembrar um pouco sobre as transformações de

Lorentz.

Sabemos que a Relatividade de Einstein, assim como o modelo padrão das partı́culas

elementares, são teorias que são invariantes sobre as chamadas transformações de Lorentz [45].

E essas transformações, por sua vez, podem ser divididas entre passivas e ativas. Porém essa

nomeclatura só é válida quando estamos em um sistema constituı́do por partı́culas livres e, nesse

caso, ambas as transformações são um inverso da outra [46]. Mas é no cenário, onde um campo

de fundo permeia o espaço-tempo, que estamos interessados. Nesse caso, as transformações ga-

nham um novo nome: transformação de observador (transformações passivas) e transformação

da partı́cula (transformação ativa).

As transformações de observador são aquelas que vão relacionar as coordenadas

entre os dois referenciais, que na prática, são as já conhecidas rotações e boosts, além disso

o campo de fundo também vai sofrer uma mudança de coordenadas, se comportando, por-

tanto, covariantemente como um 4-vetor. Veremos um exemplo depois, que nesse tipo de

transformação, a simetria de Lorentz continua inalterada.

A violação acontecerá nas transformações de partı́culas, cujas rotações e boosts das

partı́culas e dos campos localizados em um ponto do referencial de Lorentz local são realizadas

mantendo o campo de fundo inalterado, dessa maneira esse campo de fundo se comporta como

um conjunto de quatro escalares [35].

Um exemplo simples com um elétron na presença de campo elétrico, o campo de

fundo, gerado por um capacitor de placas paralelas é suficiante para perceber que a tranformação

de partı́cula (transformação ativa) é a responsável pela violação [46]. Vamos imaginar que o

vetor posição do elétron, R, é perpendicular a direção do campo elétrico e em seguida ire-

mos realizar a seguinte transformação: uma rotação de φ, como mostra a figura [2]. Para a
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transformação do observador, o observador inicial concorda com o observador rotacionado,

pois a posição do elétron continua perpendicular ao campo de fundo. Mas para a transformação

de partı́cula, o referencial continua inalterado e é a posição da partı́cula que é alterada, nesse

caso para φ =
−π
2

, logo teremos que a posição do elétron será paralela ao do campo elétrico,

como mostra a figura [3] . É nesse sentido que dizemos que a simetria de Lorentz é violada,

apenas em transformação de partı́cula.

Figura 2: Rotação passiva de ângulo φ em presença de um campo de fundo

Figura 3: Rotação passiva de ângulo −φ em presença de um campo de fundo

Outra transformção que é violada e que nos é importante no cenário da violação

de Lorentz no setor gravitacional é de defeomorfismo [44]. Primeiro, vamos esclarecer o que

é invariância de difeomorfismo, depois vamos ver como a sua quebra se relaciona a violação

espontânea da simetria de Lorentz.

Transformações de defeomorfismo são aquelas que deixam a lagrangiana da relati-

vidade geral (GR) invariante, ou seja, seriam o análogo às transformações de calibre do modelo

padrão [47]. Essas transformações são do tipo ativas, portanto, seriam representadas por um

mapeamento entre variedades. Diferentemente, as transformações passivas na relatividade ge-

ral são representadas por transformações gerais de coordenadas. O que Bluhm e Kostelecký

mostraram é que a violação da simetria de Lorentz leva à violação da simetria de defeomor-

fismo, e vice-versa [48]. Essa conexão fica mais clara, quando estamos utilizando o formalismo

de vierbein. Tal formalismo será mais explorado adiante.
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3.3 Ação do Modelo Padrão Estendido

O que iremos fazer agora nessa seção é desenvolver a ação do Modelo Padrão Es-

tendido. Como já foi discutido, nossa teoria de campo efetiva deve conter o modelo padrão da

fı́sica de partı́culas, junto com os termos que são acoplados à gravidade e o setor gravitacional

puro, além dos coeficientes de violação de Lorentz. Mas o que iremos abordar nesse trabalho é

apenas o setor gravitacional, ou seja, o modelo padrão é deixado de lado.

O formalismo de vierbein é o mais eficaz no cenário gravitacional, uma vez que

a distinção entre uma transformação de coordenadas gerais e uma transformação de Lorentz

local é de fácil visualização [35]. Tal escolha tem sua motivação no fato da teoria precisar ser

independente de coordenadas, ou seja, covariante sob transformação geral de coordenadas e de

Lorentz-observador local, por isso adotar esse formalismo para estudos de violação de Lorentz

é útil. Portanto o espaço-tempo de Riemann-Cartan é a geometria que melhor se adapta a nosso

teoria.

Nesse caso os campos gravitacionais podem ser descritos pelos vierbein eµ a e pela

conexão spin ωµ ab. Por sua vez, a variedade de Riemann-Cartan é determinada pelo tensor

curvatura Rκ
λµν e pelo tensor torção T λ µν . Apesar de haver uma crescente leva de trabalhos

investigando modelos de gravidade modificada com torção [49, 50] , nós iremos considerar

nesse trabalho o caso limite, onde essa torção é zero, consequentemente, iremos trabalhar com

a geometria de Riemann. A escolha desse limite não é meramente para facilitar as contas, mas

porque os efeitos devido à torção em cenários de grande curvatura( buracos negros, evolução

cósmica, etc.) são bem menores em comparação ao tensor de Riemann, Rκ
λµν .

O Modelo Padrão Estendido como uma teoria de campo efetiva deve conter em sua

ação uma infinidade de termos, porém é de se esperar que apenas termos cujo operador com di-

mensão de massa baixa seja importante fisicamente, além disso, como já foi mencionado antes,

estamos interessados no setor mı́nimo do SME, ou seja, apenas considerando os termos lı́deres

na ação. O pedaço da ação do SME que carrega a violação de Lorentz pode ser construı́do

através da contração entre o operador, que iremos chamar de Jµ, e o coeficiente de violação de

Lorentz, chamado por nós de kµ, e é dado por:

SLV ⊃
∫
d4xekµJ

µ (3.2)

onde e é o determinante da ação. No nosso trabalho, o operador Jµ é representado pela quanti-

dade na Relatividade Geral que está relacionado à curvatura.
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3.3.1 Setor Gravitacional

Vamos agora, finalmente, escrever nossa ação que deve conter a densidade lagran-

giana que não viola Lorentz (LI), sendo essa o já conhecido termo de Einstein-Hilbert, pois

consideramos torção nula, e a densidade lagrangiana que viola Lorentz (LV), esse iremos cons-

truir tomando alguns cuidados. Nossa ação pode ser escrita como:

Sgravity =
1

2κ

∫
Lgravity d4x. (3.3)

onde κ ≡ 1
16πGN

≈ 3 × 1036GeV 2 é a constante de acoplamento gravitacional usual. Como já

foi mencionado, a Lgravity pode ser dividida em:

Lgravity = LLI + LLV . (3.4)

se espera que essa densidade lagrangiana se combine com o setor de matéria e de gauge do

SME em uma conexão que leve à teoria fundamental na escala de Planck.

O primeiro termo da equação 3.4 é o de Einstein-Hilbert:

LLI = eR− 2eΛ... (3.5)

onde e é o determinante da métrica e Λ é a constante cosmológica. Essas reticências que apa-

recem na equação 3.5 são porque LLI pode ser escrita como um série de potência da curvatura,

torção e derivadas covariantes [35]. Porém como já mencionado estamos interessados apenas

no limite riemanniano, T λµν → 0.

O segundo termo da equação 3.4 deve ser construı́do de uma maneira que os coefici-

entes de violação de Lorentz juntos com os operadores de campo gravitacionais produzam uma

quantidade que seja ao mesmo tempo um invariante sobre transformação geral de coordenadas

e sobre transformação de Lorentz do observador local. Dessa maneira, podemos escrever LLV

como uma série [35]

LLV = e(kR)κλµν Rκλµν ... (3.6)

estamos desconsiderando os termos com torção. O coeficiente de violação de Lorentz (kR)κλµν

é adimensional e herda a simetria do tensor de Riemann, Rκλµν [35]. É interessante de maneira

especial esses termos com coeficientes de violação de Lorentz com número par de ı́ndices, uma

vez que tais termos podem contribuir no pedaço da lagrangiana sem violação de Lorentz, pois

tais termos podem ser proporcionais à métrica, gµν , e ao tensor de Levi-Civita, εκλµν , podendo

levar, portanto, a novas interpretações para a constante cosmológica, por exemplo [35].

Além disso, sabemos que o tensor de Riemann pode ser decomposto em tensor de
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Weyl,Wκλµν , em escalar de curvatura,R, e em tensor de Ricci sem traço,RT
µν = Rµν−gµνR/4,

logo podemos decompor (kR)κλµν em u, sµν e tκλµν [17, 18]. Podemos escrever explicitamente

esse coeficiente de violação da forma:

(kR)κλµν = tκλµν +
1

2

(
gκ[µsν]λ − gλ[µsν]κ

)
− gκ[µgν]λu. (3.7)

Como estamos interessados em uma teoria que possa ser testada em baixas energias,

os termos-lı́deres que aparecem nas equações 3.5 e 3.6 são os que irão descrever os efeitos da

violação de Lorentz. O que nos resta fazer agora é obter as equações do movimento da teoria.

Para tanto, basta variar a ação 3.3 em relação à métrica, utilizar teoria variacional e obter a

equação de Einstein modificada:

Gµν + Λgµν = κTµν . (3.8)

e o que iremos obter são diferentes tensores energia-momento Tµν para diferentes teorias com

violação.

As solucões gravitacionais obtidas da equação 3.8 podem mostrar anisotropias no

espaço-tempo que geram várias consequências fı́sicas [35]. Essas correções oriundas dos coefi-

cientes de violação de Lorentz são o grande objetivo dessas teorias, pois aqui a fenomenologia

ganha força.

Diante de tudo isso, podemos escrever nossa ação baseada no SME mı́nimo setor

gravitacional com torção nula, limite riemanniano, da seguinte forma:

Sgravity =
1

2κ

∫
e[R− 2Λ− uR + sµνRµν + tκλµνRκλµν ]d

4x (3.9)

ou seja, nossa ação é composta basicamente do termo de Einstein-Hilbert, com constante cos-

mológica, e os termos de acoplamentos não-mı́nimos com a gravidade. Os coeficientes u, sµν

e tκλµν são os respontáveis pela violação de Lorentz. Mas adiante, o que será feito é investi-

gar um modelo que viola Lorentz espontaneamente devido à um campo de fundo 2-forma, ou

seja, iremos reescrever esses coeficientes em função de campo antissimétrico e introduzir um

potencial que leva à violação de Lorentz.

O que ficará mais claro adiante também é a fı́sica por detrás de cada acoplamento,

por exemplo: para uma escolha apropriada de potencial e de módulo do campo de fundo res-

ponsável pela violação, é possı́vel absorver o acoplamento uR na parte da ação que não tem

violação de Lorentz. Além disso, o acoplamento tκλµνRκλµν carrega por si próprio todo um

mistério, que será discutido mais a diante. E finalmente, o acoplamento sµνRµν é o que mais

nos interessa nesse trabalho, devido aos resultados obtidos por nós em cenários de buracos ne-

gros. Para exemplificar, iremos a seguir analisar um exemplo de modelo vetorial de violação de
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Lorentz bastante utilizado na literatura.

3.3.2 Campo de Bumblebee

Na literatura, o exemplo que encontramos mais simples que leva a quebra espontânea

da simetria de Lorentz é o modelo de bumblebee. Esse modelo vetorial foi utilizado excessiva-

mente como toy model no SME devido à sua simplicidade, como em [51, 52]. Podemos agora

construir a ação desse modelo como:

SB = Sg + SgB + SK + SV + SM . (3.10)

onde Sg é a ação de Einstein-Hilbert, SgB é o termo de acoplamento entre a gravidade e o

campo de bumblebee, que é dado pela equação 3.6, SK é o termo cinético, SV é o termo de

potencial e SM é termo de matéria. Antes de escrever nossa ação explicitamente, vamos fazer

algumas considerações. Primeiramente, vamos supor que o potencial do nosso modelo, que é

o responsável pela quebra espontânea da simetria de Lorentz, é dado por uma combinação do

campo de fundo Bµ e da métrica gµν [34]

V ≡ V (BµBµ ± b2). (3.11)

onde b2 é uma constante positiva. Apesar dessa escolha de combinação entreBµ e gµν (em 3.11 a

métrica está implı́cita, pois BµBµ = gµνBνBµ ), é possı́vel também que esse potencial dependa

de derivadas de Bµ, no entanto não iremos explorar esse caso. Dessa maneira, o potencial V

carrega a violação de Lorentz com a escolha de um mı́nimo em BµBµ± b2 = 0. E essa equação

é resolvida quando o campo Bµ adquire um valor esperado no vácuo diferente de zero:

< Bµ >= bµ. (3.12)

quando a condição bµbµ ± b2 = 0 é obedecida, então esse campo de fundo bµ quebra esponta-

neamente a simetria de Lorentz.

Finalmente, podemos agora escrever ação de bumblebee explicitamente. Vamos,

portanto, adotar a seguinte escolha para SLV , bem comum nos artigos com campo de bumble-

bee [34]

u =
1

4
ξBµBµ. (3.13)

sµν = ξ(BµBν − 1

4
gµνBαBα). (3.14)
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tκλµν = 0. (3.15)

Considerando todas essas escolhas, temos que a ação que será utilizada nessa seção

é dada por:

SB =

∫
d4xe[

1

2κ
(R + ξBµBνRµν)−

1

4
BµνBµν − V (BµBµ ± b2) + LM ]. (3.16)

onde consideramos a constante cosmológica nula. Podemos ver imediatamente que essa lagran-

giana não é invariante de calibre, por conta do potencial, logo nossa teoria não é uma teoria de

gauge [34], apesar de apresentar um termo cinético que é invariante de calibre, composto pelo

campo de força Bµν , definido como:

Bµν = ∂µBν − ∂νBµ. (3.17)

Trabalhos que se utilizaram da ação não-mı́nima 3.16, como [53], [54, 55] em

cenários gravitacionais( buracos negros e wormhole ), serão utilizados por nós como referências

diretas, uma vez que iremos abordar o mesmo tema. A diferença, todavia, é que iremos violar

Lorentz com um campo tensorial, ao invés de um campo vetorial. Antes de explorar esse campo

tensorial próximo de um buraco negro, vamos discutir um pouco sobre a viabilidade das teorias

com violação de Lorentz, ou seja, vamos falar sobre possibilidades de detecção dessa ”nova

fı́sica”.

3.3.3 Fenomenologia

Ciência só é ciência se teoria e experimento andarem lado a lado, essa é a base

do método cientı́fico. É nesse intuito que iremos discutir um pouco sobre as possibilidades

empı́ricas para as teorias com violação de Lorentz. Até agora só falamos sobre a parte teórica

do Modelo Padrão Estendido e comentamos que a violação de Lorentz é um sinal dessa teoria.

Mas como detectar esse sinal que é presumidamente pequeno?

Do ponto de vista gravitacional, acredita-se que em regiões com grande curvatura,

como buracos negros, Universo primordial, contextos cosmológicos envolvendo constante cos-

mológica,matéria escura, e energia escura, tais sinais possam ser detectados [34,35]. Uma outra

maneira de estudar essas violações e fazer a partir disso um conexão com a parte experiemental

é através das teorias que estudam os modos de Nambu-Goldstone e de modos massivos que

surgem da violação espontânea da simetria de Lorentz [56]. O estudo das propagações ou não

dos modos massivos e não massivo de Nambu-Goldstone tem todo um interesse especial na

comunidade que estuda violações de simetria, uma vez que a partir desses modos é possı́vel
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estudar a estabilidade e viabilidade da teoria.

Mas , atualmente, são os experimentos com ondas gravitacionais que estão interes-

sando mais a comunidade cientı́fica, por conta da detecção de tais ondas pelo LIGO ( Laser

Interferometer Gravitacional-Wave Observatory) [15]. Alguns trabalhos com soluções tipo on-

das gravicionais em cenário de violação de Lorentz são estudados em [57].

Porém desde quando foi mostrado que a simetria local de Lorentz poderia ser que-

brada espontaneamente em 1989, não foi detectado nenhuma indı́cio dessa nova fı́sica. No

entando, a busca por esse efeito Plack-suprimido está cada vez mais forte e com experimentos

mais precisos [58]. Se há violação de Lorentz na natureza é possı́vel que um dia possamos

detectá-la.

Do ponto de vista desse trabalho, o que estamos procurando é uma solução tipo

buraco negro com violação de Lorentz. Uma vez obtida essa solução, espera-se que essa se

apresente como uma correção de alguma solução já conhecida da literatura. Nas duas partes

seguintes desse trabalho, iremos abordar uma teoria com violação de Lorentz devido a um

campo antissimétrico e estudaremos as implicações fı́sicas das correções obtidas desse campo.
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4 MODELO KALB-RAMOND

Até agora o que fizemos foi definir como a simetria de Lorentz pode ser violada

teoricamente através do SME. Além disso, vimos que, em especial, em cenários gravitacionais

é importante que essa quebra seja espontânea. Mas o que iremos fazer agora é escolher um

modelo especı́fico de violação. A nossa escolha é um campo de fundo tensorial de rank 2

antissimétrico que é responsável por gerar modificações no espaço-tempo devido à sua interação

com a gravidade (curvatura), esse campo é conhecido na literatura como Kalb-Ramond.

Esse campo 2-forma, no formalismo de p-formas, que junto com os campos de

gráviton e diláton, tem sua origem no espectro bosônico da teoria das cordas [59]. Suas ca-

racterı́sticas e como ele pode ser incorporado no setor gravitacional do SME será explorado a

seguir.

4.1 Campo 2-forma

Antes de construir a ação da nossa teoria, que nos dará as equações do movimento,

vamos definir o que seria o campo de Kalb-Ramond. Esse campo tensorial é antissimétrico de

rank 2, que será representado por Bµν , ou seja, Bµν = −Bνµ. Além disso, é possı́vel definir

também o tensor dual de Bµν como sendo [60]:

Bκλ =
1

2
εκλµνB

µν (4.1)

onde εκλµν é tensor de Levi-Civita. Já é possı́vel ver as semelhaças desse campo com o campo

eletromagnético e foi essa analogia que nos motivou a estudar esse modelo. Sabemos que o

campo eletromagnético apresenta uma forma bem simples quando é tratado do ponto de vista

das p-formas [61], por isso iremos adotar esse formalismo no campo de Kalb-Ramond. Dessa

maneira, temos que Bµν é uma 2-forma.

O campo de força é uma combinação de derivadas de Bµν e é dado por:

Hλµν = ∂λBµν + ∂µBνλ + ∂νBλµ. (4.2)

as derivadas ∂µ podem ser substuı́das pelas derivadas covariantesDµ, que não há problema, uma

vez que estamos adotando o espaço-tempo de Riemann [19], portanto os sı́mbolos de Christoffel

se cancelam. Como podemos ver, Hλµν é uma 3-forma. No formalismo das p-formas podemos

representar nossos tensores como [62]:

B2 =
1

2
Bµνdx

µ ∧ dxν (4.3)



38

H3 =
1

3
Hµνλdx

µ ∧ dxν ∧ dxλ (4.4)

onde ∧ é o produto wedge. Temos imediatamente que as componentes de H3 são construı́das

através do produto exterior deB2, ou seja, H3 = dB2. Algo interessante acontece quando nosso

3-forma é nula, ou seja, dB2 = 0, logo nosso campo 2-forma se torna uma diferencial exata e

pode ser dada por:

Bµν = ∂µAν − ∂νAµ. (4.5)

se continuarmos a analogia com o eletromagnetismo, podemos chamar Aν de um pseudo-

potencial eletromagnético.

Assim como foi definido o dual de B2, é possı́vel definir o dual do seu campo de

força como sendo:

Hκ =
1

6
εκλµνH

λµν (4.6)

além disso, é possı́vel notar que esse campo é invariante sobre a seguinte transformação de

gauge δΛB = dΛ, onde Λ é um parâmetro de calibre 1-forma.

4.2 Ação de Kalb-Ramond

Nessa seção, iremos construir a ação de Kalb-Ramond considerando o setor gravita-

cional e de matéria, esse último será apenas citado, pois sua construção não nos interessa nesse

trabalho, uma vez que estamos procurando soluções de vácuo, ou seja, o único campo consi-

derado por nós aqui além do gravitacional é o do Kalb-Ramond. Podemos escrever a referida

ação como:

SKR = Sg + SK + SV + SM . (4.7)

onde Sg é a ação de Einstein-Hilbert ( iremos considerar a constante cosmológica sendo igual

a zero, Λ = 0) , SK é o termo cinético, SV é o termo potencial e , por fim, temos o termo de

matéria SM .

O termo cinético da nossa densidade lagrangiana é o responsável pela dinâmica do

modelo. Por isso, ele é composto pelas derivadas de Bµν e pelos termos com o acoplamento

com a gravidade [60]. Nesse trabalho vamos considerar apenas os termos de derivada segunda

de Bµν e, em relação ao acoplamento gravitacional, vamos considerar apenas os termos sem

derivadas e lineares na curvatura, embora os termos com derivadas de ordem superior associ-

ados a teorias de campos com violação de Lorentz sejam previstos no nı́vel de uma teoria de

campo efetiva [48], todavia como já foi mencionado anteriormente, estamos interessados no
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setor mı́nimo do SME. Para os propósitos desse trabalho, vamos considerar apenas o termo

invariante de calibre na parte dos termos cinéticos quadráticos independentes da densidade la-

grangiana e os termos com acoplamento gravitacional linear na curvatura, ou seja, o termo

cinético será dado por:

eLK = − 1

12
eHλµνH

λµν + τ1eB
κλBµνRκλµν + τ2eB

κνBµ
νRλµ + τ3eB

µνBµνR. (4.8)

onde τ1, τ2 e τ3 são constantes arbitrárias. Perceba que o termo HλµνH
λµν de fato é um inva-

riante de calibre, pois o campo de força, Hλµν , se mantém invariante sobre a transformação de

calibre δΛB = dΛ.

A partir de 4.8 é possı́vel identificar quem são nossos coeficientes de violação de

Lorentz, basta comparar com a ação do SME construı́da por nós em 3.9, e notar que:

tκλµν ∝ BκλBµν (4.9)

sκµ ∝ BκνBµ
ν (4.10)

u ∝ BµνBµν (4.11)

Vamos abordar agora o termo na ação que é o responsável por levar a quebra es-

pontânea da simetria de Lorentz, o termo potencial. Assim como foi considerado na 3.12, o

potencial V vai levar a formação de um valor esperado no vácuo não nulo:

< Bµν >= bµν . (4.12)

perceba que temos o VEV de um 2-tensor, que será responsável por quebrar localmente a sime-

tria de Lorentz. A construção do potencial pode ser feita considerando que o V vai depender

do campo Bµν [48], do tensor de Levi-Civita e da métrica ( o potencial pode depender da

derivada covariante de Bµν , porém não iremos explorar essa possibilidade novamente ), em

uma combinação que preserve o fato de a densidade lagrangiana ser um escalar do observa-

dor. Portanto, a combinação dessas quantidades devem ser feitas da seguinte forma: BµνB
µν

e BµνBµν , salientando que temos nessas combinações a dependência implı́cita da métrica, pois

Bµν = gµκgνλBκλ, e a dependência do tensor de Levi-Civita vem da equação 4.1.

Diante disso, podemos utilizar a abordagem já conhecida [48]e escrever o potencial



40

como:

V = V (BµνB
µν± < gµκ >< gνλ > bκλbµν , BµνBµν± < gµκ >< gνλ > bκλ[µν). (4.13)

onde [µν é o dual de bµν . Tanto < gµκ >< gνλ > bκλbµν quanto < gµκ >< gνλ > bκλ[µν

são dois números reais que representam o valor no vácuo dos campos, quando assumimos que

< V >= 0. O que será feito na prática aqui é considerar um situação de permanência no

estado de vácuo, ou seja, sem nos importar com a dinâmica do campo de fundo. Essa mesma

abordagem já foi adotada nesses artigos [53] e [54]. Essa abordagem será mais detalhada nas

próximas seções.

Apesar da forma genérica do nosso potencial em 4.13, iremos assumir a partir desse

ponto que nosso potencial será construı́do da seguinte forma:

V = V (BµνB
µν ± bµνbµν) (4.14)

Vamos voltar às anologias com a eletrodinâmica de Maxwell para construir explici-

tamente o campo de fundo 2-formas, bµν . Assim como é feito na teoria clássica do eletromag-

netismo [63], vamos dividir o campo de força em dois outros campos da seguinte forma [64]:

bµν = E[µvν] + εµν
αβvαBβ (4.15)

onde E e B podem ser interpretados como pseudos campos elétrico e magnético, respecti-

vamente, e vµ é um 4-vector tipo-tempo. Os pseudo-campos E e B são tipo espaço, i.e.,

Eµuµ = Bµuµ = 0. Assim, o Kalb-Ramond VEV produz dois campos vetoriais de fundo,

ao invés de apenas um produzido pelo bumblebee VEV [53].

4.3 Modelo Não-Mı́nimo

Como já foi mencionado anteriormente, estamos estudando os efeitos da violação

de Lorentz na gravitação, e é esperado que esses efeitos se mostrem mais fortemente quando

estamos trabalhando com modelos que levam em consideração os acoplamentos não-mı́nimos

com a gravidade [34], ou seja, aqueles termos na densidade lagrangiana que contém o campo

que adquire valor esperado no vácuo não nulo acoplado à curvatura. No caso do modelo Kalb-

Ramond, essas quantidades são representadas pelos tensores: Ricci com traço nulo, Weyl e

escalar de Ricci, que são os três últimos termos da equação 4.8. Vale lembrar que estamos

considerando apenas os termos lı́deres, que são lineares e sem derivadas no tensor curvatura.

Diante de tudo isso e retomando as seguintes escolhas: Λ = 0 e LM = 0 (soluções

no vácuo), temos que a ação não-mı́nima que iremos explorar a partir de agora é dado por [60]
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:

SKRnonmin =

∫
e d4x

[
R

2κ
− 1

12
HλµνH

λµν−V+
1

2κ

(
ξ1B

κλBµνRκλµν+ξ2B
λνBµ

νRλµ+ξ3B
µνBµνR

)]
(4.16)

onde o invariante de gauge Hλµν é dado por 4.2 e o potencial V é dado por 4.14. As cons-

tantes ξ1, ξ2 e ξ3 são na verdade renomeações das constantes τ1, τ2 e τ3 da equação 4.8, pois

escolhemos extrair o fator de
1

2κ
das antigas constantes para facilitar a análise.

Com a ação em mãos, podemos obter as equações do movimento. Primeiramente,

vamos escrever a equação de Einstein modificada, ou seja, basta variar a ação 5.23 em relação

à métrica [δSKRnonmin(gµν) = 0 ], assim obtemos:

Gµν = κTKRµν (4.17)

onde TKRµν é o tensor energia-momento do campo Kalb-Ramond. Podemos dividir esse tensor

em quatro termos:

TKRµν = κ

[
TBµν + T ξ1µν + T ξ2µν + T ξ3µν

]
. (4.18)

tais termos são escritos explicitamente como [60]:

TBµν =
1

2
Hαβ

µHναβ −
1

12
gµνH

αβγHαβγ − gµνV + 4Bα
µBανV1 + gµνBαβBαβV2. (4.19)

T ξ1µν =
ξ1

κ

[
1

2
gµνB

αβBγδRαβγδ +
3

2
BβγBα

µRναβγ +
3

2
BβγBα

νRµαβγ

+DαDβ(Bα
µBν

β) +DαDβ(Bα
νBµ

β)

]
(4.20)

T ξ2µν =
ξ2

κ

[
1

2
gµνB

αγBβ
γRαβ −Bα

µB
β
νRαβ −BαβBµβRνα −BαβBνβRµα

+
1

2
DαDµ(BνβB

αβ) +
1

2
DαDν(BµβB

αβ)− 1

2
D2(Bα

µBαν)−
1

2
gµνDαDβ(BαγBβ

γ)

]
.

(4.21)

T ξ3µν =
ξ3

κ

[
DµDν(B

αβBαβ)− gµνD2(BαβBαβ)−BαβBαβGµν + 2Bα
µBναR

]
.
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onde V1 e V2 são as derivadas parciais do potencial (condições de vácuo) [60] e Gµν é o tensor

usual de Einstein.

Iremos explorar bastante as possibilidades dessas equações, para diferentes an-

santze, mas antes de discutir sobre isso, vamos obter a equação do movimento para o campo

Bµν , que é obtida variando a ação 5.23 em relação ao próprio campo, [δSKRnonmin(Bµν) = 0 ] [60]

DαH
αµν = jµνV + jµνR . (4.22)

onde jµνV é a densidade de corrente do potencial [60], sua forma não nos interessa nesse trabalho,

pois como será considerado mais adiante, iremos usar novamente o fato que nosso campo de

fundo está ”congelado”no vácuo, ou seja, não iremos considerar a dinâmica desse campo. E

por sua vez, jµνR é a densidade de corrente da curvatura e é dado por:

jµνR = −2ξ1

κ
BαβR

αβµν +
2ξ2

κ
Bα

[µRν]α − 2ξ3

κ
BµνR. (4.23)

onde [µ, ν] representa o comutador entre os ı́ndices.

Além disso, temos que o lado direito da equação 4.22 é covariantemente conservado

(on shell) [60], ou seja:

Dµ(jµνV + jµνR ) = 0. (4.24)

O que iremos fazer a seguir é considerar algumas hipóteses e aplicar esse modelo

não-mı́nimo à fı́sica dos buracos negros, tentando encontrar soluções no vácuo, tendo como

campo de fundo, responsável pela quebra espontânea da simetria de Lorentz, o campo de Kalb-

Ramond, para fazer isso, iremos resolver as equações de Einstein modificadas 4.17.



43

5 SOLUÇÕES DE BURACOS NEGROS MODIFICADAS COM CAMPO DE
FUNDO DE KALB-RAMOND

Finalmente, vamos aplicar o modelo de violação de Lorentz não-mı́nimo de Kalb-

Ramond em um contexto fı́sico: buracos negros. Esses objetos astrofı́sicos, que já fazem parte

do imaginário humano, são misteriosos e fascinantes; há anos a comunidade cientı́fica vem ten-

tando entender melhor sua natureza. Trabalhos importantes nesse sentido foram desenvolvidos

nas últimas décadas como [65], [66] e [67].

Escolher soluções tipo buraco negro em um contexto de quebra espontânea da sime-

tria de Lorentz devido a um campo antissimétrico é motivada por: se a natureza viola Lorentz,

essa violação do ponto de vista gravitacional deve ocorrer em lugares com baste gravidade

(curvatura), que é o caso dos buracos negros, e , como foi mostrado acima, eles de fato exis-

tem! Portanto, iremos estudar como as solução conhecidas na literatura de buracos negros são

modificadas pela violação de Lorentz.

5.1 Soluções Simetricamente Esféricas no Vácuo para acoplamento ξ2 6= 0

As soluções no vácuo que são esfericamente simétricas em um cenário de violação

de Lorentz com o campo 2-forma é o foco principal desse trabalho. Iremos considerar algumas

hipóteses para esse modelo de Kalb-Ramond com violação, que são análogas às feitas por Ca-

sana no seu trabalho com campo de bumblebee, que é um campo vetorial que leva à violação

espontânea de Lorentz, [53]. Para tanto, iremos considerar a seguinte métrica:

ds2 = −A(r)dt2 +B(r)dr2 + r2dθ2 + r2sen2θdφ2. (5.1)

logo o que estamos atrás é como A(r) e B(r) são modificados pela LV.

Para obter essas componentes da métrica, iremos resolver a equação de Einstein

modificada 4.17 apenas para o acoplamento não-mı́nimo com o tensor de Ricci não nulo, ou

seja, ξ2 6= 0. Mas antes de reescrever a equação 4.17 de uma maneira mais fácil, vamos fazer

algumas considerações.

Iremos investigar apenas os efeitos do VEV do campo de fundo Kalb-Ramond no

campo gravitacional, ou seja:

BµνB
µν = bµνb

µν (5.2)

portanto não estamos interessados na dinâmica do background. Além disso, podemos melhor

definir bµν considerando que ele tem uma norma constante, ou seja:

bµνb
µν = −b2 = constante. (5.3)
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Consequentemente, temos que o campo de força, H3 = db2 se anula. Essas condições nos

garantem que o Hamiltoniano se anula. Essa condição 5.3 é suficiente para nossos propósitos

como veremos a seguir; não iremos utilizar, por exemplo, a condição do Ref. [54], que considera

que o campo de fundo é covariantemente constante, ou seja, Dλbµν = 0.

Nesse parte da dissertação, iremos considerar apenas a configuração do pseudo-

campo elétrico com a seguinte forma:

b2 = −E(x1)dx0 ∧ dx1 (5.4)

onde dx0 = dt e dx1 = dr. Facilmente, podemos ver que esse ansantz 5.4 satisfaz: H3 = db2 =

0. Além disso, podemos escrever esse pseudo-campo elétrico em função das componentes da

métrica através de 5.3, logo temos que:

E(r) = |b|
√
A(r)B(r)

2
(5.5)

note que a função E(r) define um pseudo-campo elétrico estático e radial, ~E(r) = E(r)r̂, que

é consistente com a simetria espaço-temporal estática e esférica. Além disso, temos que esse

campo, ~E, é ortogonal aos vetores de killing do tipo-espaço e do tipo-tempo responsáveis pela

simetria estática e esférica.

Diante de tudo isso e relembrando que estamos interessados apenas em solução de

vácuo, TMµν = 0, podemos reescrever nossa equação de Einstein 4.17 como:

Rµν = ξ2

[
gµνb

αγbβ γRαβ − bα µb
β
νRαβ

− bαβbµβRνα − bαβbνβRµα +
1

2
DαDµ(bνβb

αβ)

+
1

2
DαDν(bµβb

αβ)− 1

4
D2(bα µbαν)

]
, (5.6)

é possı́vel simplificar ainda mais essa equação antes de resolvê-la, e isso pode ser feito mos-

trando que para a condição 5.3 as derivadas covariantes em 5.6 são nulas, que é de se esperar,

afinal de contas, o campo de fundo, b2, está ”congelado”no vácuo. Para vermos isso, basta deri-

var covariantemente os dois lados de 5.3 e considerar que as únicas componentes não nulas do

campo de fundo são b01 = −b10, o que obtemos é:

Dλ(b01) = 0 (5.7)

ou seja, as derivadas covariantes de 5.6 são todas nulas. Vale salientar que essa condição, que

as derivadas covariantes do campo de fundo são nulas, acontecem apenas nesse caso especı́fico
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adotado por nós, na escolha do pseudo-campo elétrico com componentes radiais 5.4, isso em

geral não é verdade, como adotado, por exemplo, em [54].

Finalmente, podemos resolver as equações oriundas de 5.6. O que iremos obter são

quatro equações diferenciais, dados por:(
1− λ

2

)
Rtt = 0 (5.8)

(
1− λ

2

)
Rrr = 0 (5.9)

Rθθ =
λr2

2

(
Rtt

A(r)
− Rrr

B(r)

)
. (5.10)

Rφφ = sin2 θRθθ (5.11)

onde λ := |b|2ξ2 é o parâmetro de violação. Os tensores de Ricci são dados por:

Rtt =
A′′

2B
− A′

4B

(
A′

A
+
B′

B

)
+
A′

rB
, (5.12)

Rrr = −A
′′

2A
+
A′

4A

(
A′

A
+
B′

B

)
+
B′

rB
, (5.13)

Rθθ = 1− 1

B
− r

2B

(
A′

A
− B′

B

)
, (5.14)

esses tensores foram calculados no apêndice A, através do formalismo de vierbein.

Antes de substituir as componentes de bµν em 5.6, vamos escrevê-las explicitamente

em função do módulo do campo e das componentes da métrica com o auxı́lio da equação 5.3:

btr = − | b |
√
A(r)B(r)

2
. (5.15)

btr =| b |

√
1

2A(r)B(r)
. (5.16)

brt =| b |
√
A(r)B(r)

2
. (5.17)

brt = − | b |

√
1

2A(r)B(r)
. (5.18)

Diante disso, estamos prontos para resolver as equações 5.6. Primeiro iremos mul-
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tiplicar a equação 5.8 por B(r) e a equação 5.9 por A(r), depois iremos soma-las, o que obte-

remos é:

A(r) =
1

B(r)
(5.19)

Depois nos basta substituir esse vı́nculo 5.19 na equação 5.10, o que obteremos para

λ 6= 2 é a seguinte equação diferencial:

r2λ

2
A′′ + (λ+ 1)rA′ + A− 1 = 0, (5.20)

que tem como solução:

A(r) = 1 +
C(1)

r
+
C(2)

r
2
λ

. (5.21)

podemos imediatamente identificar a constante C(1) como sendo o raio de Schwarzschild (

utilizando o fato de para campos fracos gtt é proporcional ao potencial newtoniano ). Por outro

lado, a constante C(2) apresenta um certa limitação em sua interpretação. O que se espera é que

sua real interpretação seja desvendada considerando a dinâmica do campo de fundo, ou seja,

acessando as equações do movimento de b2, porém esse não é o objetivo desse trabalho.

Finalmente o que obtemos é uma solução de buraco negro cabeludo (esse possı́vel

cabelo será discutido mais adiante) tipo lei de potência, dado por:

ds2 = −
[
1− Rs

r
+

Υ

r
2
λ

]
dt2

+

[
1− Rs

r
+

Υ

r
2
λ

]−1

dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2. (5.22)

onde Rs = 2GM é o raio de Schwarzschild usual e Υ é uma constante (com dimensão de

[Υ]=L
2
λ ) que controla os efeitos da violação de Lorentz na solução Schwarszchild. Vale notar

que no limite λ → 0, i.e., para |b|2 → 0 ou ξ2 → 0, nós recuperamos a métrica usual de

Schwarzschild, como esperado.

Nas próximas seções iremos explorar mais essa solução, bem como suas proprieda-

des e fazer alguns testes sobre ela. Mas agora iremos discutir brevemente, outras possibilidade

de acoplamentos além de ξ2.

5.2 Outras Soluções

Até aqui só investigamos as modificações oriundas do acoplamento não-mı́nimo ξ2.

Mas quais modificações ( se existirem ) podem surgir de acoplamentos com o escalar de Ricci

ou com o tensor de Riemann em 5.23?
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Iremos primeiramente tratar o caso:

SKRnonmin =

∫
e d4x

[
R

2κ
− 1

12
HλµνH

λµν − V +
1

2κ

(
ξ3B

µνBµνR

)]
(5.23)

aqui iremos nos utilizar de todas hipóteses anteriores 5.2, 5.3 e 5.7. Nesse caso, o que ire-

mos obter é uma solução de Schwarzschild sem modificações. Não foi necessário resolver a

equação do movimento, pois quando olhamos para a densidade lagrangiana nesse caso apenas

com acoplamento de ξ3 podemos perceber que ela pode ser reescrita da seguinte maneira:

eLξ3 =
e

2κ′
R (5.24)

onde κ′ =
1− | b |2 ξ3

κ
, ou seja, nesse caso a nova lagrangiana é igual a lagrangiana que gera

a solução de Schwarzschild apenas com uma constante diferente, logo ambas terão a mesma

solução. Esse resultado já era previsto na literatura de LV [44], uma vez que quando estamos

trabalhando com potenciais de violação quadráticos suaves, que é nosso caso 4.14, o termo de

acoplamento com o escalar de Ricci pode ser absorvido na parte do termo de gravidade pura

(termo de Einstein-Hilbert).

A outra possibilidade de acoplamento é com tensor de Riemann, ou seja, nossa ação

é dada por:

SKRnonmin =

∫
e d4x

[
R

2κ
− 1

12
HλµνH

λµν − V +
1

2κ

(
ξ1B

κλBµνRκλµν

)]
(5.25)

se aplicarmos de maneira idêntica as condições que nós utilizamos para obter 5.22, mas agora

considerando a equação de movimento para a ação 5.25 que é dado por:

Rµν = ξ1

[
gµνb

αβbγσRαβγσ +
3

2
bβγbα µRναβγ +

3

2
bβγbα νRµαβγ

]
(5.26)

Substituindo 5.15,5.16, 5.17 e 5.18 em 5.26, obtemos as seguintes equações:

Rtt =
$

2B(r)
Rrtrt (5.27)

Rrr =
3$

2A(r)
Rrtrt (5.28)

Rθθ =
r2$

A(r)B(r)
Rrtrt (5.29)

onde $ = |b|2ξ1, além disso esses tensores de Riemann podem ser calculados a partir de 2.18.

Essas equações acopladas são potencialmente mais complicadas do que as para o caso com o
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acoplamento com tensor de Ricci. Mas não estamos totalmente perdidos. Podemos avançar

da seguinte maneira: multiplique a equação 5.27 por B(r) e a equação 5.28 por A(r), depois

iremos somá-las, o que obteremos é:

1

r

d

dr
(A(r)B(r)) = 2$B(r)Rrtrt. (5.30)

Essa equação não pode ser resolvida exatamente, então podemos escolher o seguinte

ansatz:

A(r) =
h(r)

B(r)
(5.31)

o que iremos obter é uma equação diferencial para h, ainda muito complicada de ser resolvida.

Porém o que nos interessa aqui é que uma vez substituı́da em 5.29, algo no mı́nimo curioso

acontece: o parâmetro de violação de Lorentz, $, desaparece, pois ele é eliminado na equação

diferencial resultante, ou seja, os efeitos de violação de Lorentz devido ao acoplamento com o

tensor de Riemann somem!

Embora esse efeito seja curioso, ele não é novo. É comum em teoria de violação

de Lorentz em cenários gravitacionais que os efeitos devido ao tensor de Riemann sejam nulos.

Esse efeito ficou conhecido na literatura como t puzzle, como mostra as referências: [68], [69],

[70].Esse nome se deve ao coeficiente de violação de Lorentz, tκλµν , que acopla à Rκλµν .
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6 ANÁLISE DA SOLUÇÃO DE BURACO NEGRO CABELUDO TIPO LEI DE
POTÊNCIA

Nesse capı́tulo iremos investigar as propriedades da solução encontrada por nós

5.22. Inicialmente, iremos explorar as caracterı́sticas mais gerais, como os horizontes de even-

tos, e, por fim, iremos fazer alguns testes clássicos nessa métrica com o intuito de encontrar

bounds para os parâmetros de violação de Lorentz.

6.1 Propriedades Gerais

Primeiro, vemos que nossa solução é uma modificação na solução de Schwarzschild

2.40. Mas como garantir que de fato essa solução devido à LV não é na verdade a própria

solução de Schwarzschild com uma mudança de coordenadas? Para garantir que essa solução é

realmente nova, temos que calcular o escalar de Kretschmann, definido em 2.41. O escalar de

Kretschmann da nossa solução com violação de Lorenz é dado por:

RαβµνR
αβµν =

12r
4
λR2

s − 8r
2
λ

+1RsΥ(1 + 3
λ

+ 2
λ2

) + 4r2Υ2(1 + 5
λ2

+ 4
λ3

+ 4
λ4

)

r
4
λ r6

, (6.1)

vemos que esse escalar difere do escalar da solução de Schwarzschild 2.42, portanto, essa nossa

solução com LV é de fato uma modificação na solução no vácuo clássica (Schwarzschild). Além

disso, é possı́vel notar que no limite λ → 0, i.e., para |b|2 → 0 ou ξ2 → 0, nós recuperamos o

escalar de Kretschmann usual de Schwarzschild, como esperado.

Uma caracterı́stica interessante de nossa solução é seu formato lei de potência, pois

é possı́vel recuperar algumas soluções já conhecidas da literatura. Por exemplo, se nós fixarmos

o parâmetro de violação λ = |b|2ξ2 = −1. Nesse caso, A(r) = 1 − Rs
r

+ Υr2, que é igual a

solução Schwarzchild-de Sitter (SdS) 2.48 ( para Λ < 0 ). Logo, podemos dar uma nova origem

da constante cosmológica como sendo originada de um mecanismo de quebra espontânea de

simetria de Lorentz. Uma outra solução recuperada é a do buraco negro carregado ( Reissner-

Nordström ) para λ = |b|2ξ2 = 1, logo nossa constante de violação de Lorentz é proporcional

a carga total, ou seja, Υ ∝ Q. Porém, essa semelhança só é no nı́vel de solução, pois é fácil

ver, que diferentemente da solução de Reissner-Nordström, não existem cargas criando o nosso

campo de fundo, B2. Para provar isso, basta utilizarmos a lei de Gauss:∫
S

(~E · n̂)ds =
Q
ε

(6.2)

onde n̂ é o vetor normal à superfı́cie S e Q é a carga total. Mas como nós sabemos de 5.3 and

5.5 que ~E =
|b|√

2
r̂, então a integral em 6.2 diverge em R → ∞. Diante isso, surge a seguinte
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pergunta: afinal de contas, o que é essa constante Υ? O que podemos dizer é que sua real

natureza só pode ser desvendada se nós considerarmos as equações dinâmicas do problema,

ou seja, é preciso investigar a evolução dinâmica do campo de fundo, b2, para tanto, seria

necessário acionar as equações de movimento do campo de Kalb-Ramond 4.22. Porém esse

não é o objetivo desse trabalho, portanto deixaremos essa abordagem como uma perspectiva de

trabalhos futuros. E é exatamente por esse natureza desconhecida de Υ que nós dizemos que

essa solução descreve um buraco negro cabeludo, uma vez que esse parâmetro de violação de

Lorentz é uma quantidade que não é nem massa, nem carga e nem momento angular, portando

um observador assintótico iria medir uma quantidade além daquelas prevista pela conjectura

No-Hair.

6.1.1 Horizontes de Eventos

Uma das caracterı́sticas mais marcantes de um buraco negro é a fronteira teórica que

esconde a singularidade e que nem mesmo a luz pode escapar, pois a sua velocidade é inferior

à velocidade de escape do buraco negro, esse é o horizonte de evento. Formalmente, podemos

definir essas fronteiras como uma hipersuperfı́cie que separa os pontos no espaço-tempo que

são conectados ao infinito por um caminho (path) tipo-tempo aqueles que não são. Vimos que

no caso da solução de Schwarzschild, o horizonte de evento é o próprio raio de Schwarzschild,

além disso nós vimos também que basta igualar a zero nosso ds2 e achar os zeros da função

para encontrar os horizonte. Para solução 5.22, iremos inicialmente fixar λ e depois encontrar

os zeros da função ( se existir ).

PARA λ = 1

Nesse caso, temos uma solução semelhante a de um buraco negro carregado. Vamos fazer

A(r∗) = 0, onde r∗ é o possı́vel horizonte de evento. O que iremos obter é a seguinte equação

para λ = 1:

r ∗2 −Rsr ∗+Υ = 0 (6.3)

e suas soluções são dadas por:

r∗ =
Rs ±

√
R2
s − 4Υ

2
(6.4)

logo teremos dois horizontes de eventos, como esperado. Podemos ainda expandir a raiz qua-

drada em uma série, pois partimos da hipótese que o parâmetro de violação Υ é pequeno

(Υ << R2
s), portanto teremos os seguintes horizontes de eventos:

r+ ≈ Rs −
Υ

Rs

− Υ2

R3
s

(6.5)
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e

r− ≈
Υ

Rs

+
Υ2

R3
s

(6.6)

onde no limRs→∞ r+ =∞ e limRs→∞ r− = 0. Portanto, a violação de Lorentz produz um novo

horizonte mais interno, r−, e no caso do horizonte mais externo a violação reduz ( em relação

ao horizonte de evento de Schwarzschild ) por r+ = Rs − r−.

O que podemos ver é que com o aumento da potência no termo de violação de

Lorentz na solução 5.22, Υ

r
2
λ

, as correções no horizonte de evento diminuem. Por exemplo, no

caso λ = 2/3, vamos ter três raı́zes, no entanto, apenas uma é real. Para a solução fı́sica (a

solução real) a modificação no raio de Schwarzschild usual tem a forma:

rh ≈ Rs + O

(
Υ2

R6
s

)
. (6.7)

que é bem menor que as correções devido à λ = 1.

6.1.2 Tensor Energia-Tensão e Condições de Energia

Uma maneira de investigar a natureza de um buraco negro ou até mesmo sua esta-

bilidade é através das condições de energia que foram estabelecidas para pôr restrições sobre o

tensor de energia-tensão,Tµν . A maneira correta de estudar as condições de energia é através das

equação de Landau-Raychaudhuri [71]. Essas equações foram desenvolvidas juntamente com

os avanços da cosmologia padrão. Além disso, essas equações foram muito importantes para

o desenvolvimento dos teoremas de singularidade elaborados por Penrose e Hawking [72, 73].

Mas, afinal de contas, o que essas equações descrevem? De maneira resumida, podemos dizer

que é o comportamento cinético dos fluı́dos, que são gerados por campos vetoriais. As curvas

integrais desses campos podem ser geodésicas ou não, no contexto gravitacional - que é o nosso

caso - escolhemos as geodésicas como as curvas integrais, que podem ser nulas ou tipo-tempo.

A dedução das equações de Landau-Raychaudhuri, que na verdade são identidades, serão fei-

tas no apêndice B. Para nossa análise das condições de energia, basta a identidade que está

relacionada com a expansão, ou seja:

dΘ

dt
+

1

3
Θ2 + σ2 − ω2 = −Rµνυ

µυν (6.8)

onde Θ está relacionado à geometria da área da seção transversal (incluindo um número fixo

de geodésicas) ortogonais às linhas de fluxo, σ = σµνσ
µν e ω = ωµνωµν . Nota-se que a

expansão Θ nada mais é do que a taxa de variação da área da seção transversal ortogonal ao

bundle de geodésias tipo-tempo. Logo a expansão aproximando do infinito negativo implica

na convergência de bundle, por outro lado, no infinito positivo há uma divergência. Porém, é

possı́vel mostrar com a ajuda do conhecido Teorema de Comparação de Sturm que podemos
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alcançar a convergência se:

Rµνυ
µυν + σ2 − ω2 ≥ 0 (6.9)

porém podemos simplificar mais ainda essa condição desconsiderando rotação, logo teremos:

Rµνυ
µυν ≥ 0 (6.10)

essa condição se chama geodesic focusing.

Mas até agora não falamos nada sobre condições de energia. Como essas equações

podem extrair fı́sica do tensor energia-tensão? Basta reescrever as equações de Einstein dessa

maneira: Rµν = κ

(
Tµν − T

2
gµν

)
. Ou seja, de 6.10 temos as seguinte restrições sobre o tensor

energia-tensão: (
Tµν −

T

2
gµν

)
υµυν ≥ 0 (6.11)

essa é conhecida como condição de energia forte (SEC), além disso se o tensor energia-tensão

for diagonal ( T 0
0 = ρ sendo densidade de energia e T i i = pi sendo pressão isotrópica), então

temos que ρ+ pi ≥ 0 e ρ+ Σipi ≥ 0. Temos também a condição de energia fraca (WEC), dada

por:

Tµνυ
µυν ≥ 0 (6.12)

novamente, para um tensor energia-tensão diagonal, temos que ρ ≥ 0 e ρ + pi ≥ 0. No caso

de υµυν = 0 ( nulo), a condição 6.12 se torna uma condição de energia nula (NEC). Podemos

ainda citar um caso de condição de energia que implica que a massa-energia observada nunca

pode fluir mais rápida do que a luz no vácuo, conhecida como condição de energia dominante

(DEC), que no caso de um Tµν diagonal, diz que: ρ ≥ |pi|.
Em cosmologia é comum decompor o tensor energia-tensão da seguinte forma:

Tµν = (ρ+ p)υµυν + pgµν + Πµν + q(µυν) (6.13)

onde esses dois últimos termos representam pressões anisotrópicas e fluxo de calor, respec-

tivamente( esses dois termos são mais comumente utilizados em modelagens que descrevem

eras cosmológicas anteriores a da radiação). No caso se desconsiderarmos essas pressões (ci-

salhamento) e a condução de calor, teremos como fonte um fluı́do perfeito, nesse caso o tensor

energia-tensão será dado por:

Tµν = (ρ+ p)υµυν + pgµν (6.14)

ou seja, a matéria é dita isotrópica:

(T µ ν)
M = (−ρ, p, p, p) (6.15)
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O que iremos fazer agora é calcular a densidade de energia e as pressões, especifica-

mente, de T ξ2µν em 4.21. Os elementos da diagonal do nosso tensor energia-tensão considerando

as hipóteses já apresentadas anteriormente, é dado por:

(T µ ν)
ξ2 = ξ2

(
1

2
δµ νb

αγbβ γRαβ − bαµbβ νRαβ − bαβbµ βRνα − bαβbνβRµ
α

)
(6.16)

Para obtermos a densidade de energia em função dos parâmetros de violação de

Lorentz, precisamos calcular (T 0
0)ξ2 , para fazer isso basta substituir as componentes 5.15,

5.16, 5.17 e 5.18 em 6.16, logo obtemos que:

ρ =

(
2

λ
− 1

)
Υ

r(2+ 2
λ

)
(6.17)

Agora, vamos calcular as pressões, para fazer isso vamos calcular (T 1
1)ξ2 , (T 2

2)ξ2

e (T 4
4)ξ2 através de 6.16, o que obtemos é:

p1 = −
(

2

λ
− 1

)
Υ

r(2+ 2
λ

)
= −ρ (6.18)

p2 = p3 =

(
2

λ
− 1

)
Υ

2r(2+ 2
λ

)
=
ρ

2
. (6.19)

podemos perceber de imediato de 6.18 e 6.19 que nosso modelo não é descrito por pressões

isotrópicas. Uma vez que calculamos a densidade de energia e as pressões, podemos aplicar as

condições de energia:

CONDIÇÃO DE ENERGIA FORTE (SEC)

Para que a SEC não seja violada precisamos que:

ρ+ pi ≥ 0 (6.20)

e

ρ+ Σipi ≥ 0 (6.21)

então de 6.18 e 6.19 temos que a SEC é obedecida se 0 < λ ≤ 2 para Υ ≥ 0 ou se λ ≤ 0 para

Υ ≤ 0. Temos, portanto, que a solução semelhante à solução de buraco negro carregado, i.e.,

λ = 1, não viola a SEC se Υ ≥ 0. Por outro lado, se Υ ≤ 0, então a solução tipo constante

cosmológica não viola a SEC, e nesse caso essa solução é Schwarzschild-Anti-de-Sitter.

CONDIÇÃO DE ENERGIA DOMINANTE (DEC)

Para que a DEC não seja violada precisamos que:

ρ ≥ |pi| (6.22)
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podemos ver de imediato que a condição de energia dominante é obedecida , pois ρ ≥ |p1| = ρ

e ρ ≥ |p2| = |p3| = ρ
2
.

CONDIÇÃO DE ENERGIA FRACA (WEC) E NULA (NEC)

Tanto a condição de energia fraca, ou seja, ρ ≥ 0 e ρ + pi ≥ 0, quanto a nula com ρ + pi ≥ 0,

levam a mesma conclusão da SEC.

6.2 Efeitos Clássicos

A última análise sobre nossa solução com violação de Lorentz é como o movimento

de uma partı́cula massiva de teste é influenciado pela atração gravitacional do buraco negro de

Kalb-Ramond com LSB, ou seja, vamos estudar as geodésicas da nossa métrica 5.22; não ire-

mos considerar as interações entre o acoplamento da partı́cula e do campo de Kalb-Ramond.

O efeito que iremos abordar aqui é o avanço do periélio do planeta Mercúrio, que foi corri-

gido pela teoria da Relatividade Geral e comprovado experimentalmente com grande precisão.

Porém existe uma margem de erro pequeno no teste experimental que nos servirá como upper

bound para o parâmetro de violação Υ. As equações geodésicas são muito complicadas para

serem resolvidas, porém devido ao alto grau de simetrias de nossa métrica de Schwarzschild mo-

dificada, podemos fazer uso de algumas quantidades conservadas para investigar alguns efeitos

gravitacionais. Portanto, iremos explorar a simetria de nossa métrica.

Para uma partı́cula massiva, a 4-velocidade uµ = dxµ

dτ
satisfaz:

gµν(x)uµuν = −1. (6.23)

Apesar de nossa solução ser fruto de um mecanismo de quebra espontânea da si-

metria de Lorentz, ela ainda preserva simetrias temporais e isotrópicas do buraco negro. Logo,

temos que os vetores de Killing tipo-tempo tµ =
(
∂
∂t

)
e tipo-espaço ψµ =

(
∂
∂φ

)
nos fornecem

duas constantes do movimento, dadas por:

E =

(
1− Rs

r
+

Υ

r
2
s

)
dt

dτ
, (6.24)

L = r2dφ

dτ
, (6.25)

onde para partı́culas massivas essas quantidades representam a conservação de energia e mo-

mento angular por unidade de massa da partı́cula, respectivamente. Além disso, se supõe que

a partı́cula teste se move no plano equatorial, isso implica em fazer θ = π
2
, o que por sua vez

implica em dθ
dτ

= 0.
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Agora podemos utilizar a relação 6.23 e as quantidades 6.24 e 6.25 para obter a

seguinte equação:

E

2
=

1

2

(
dr

dτ

)2

+ Veff (r), (6.26)

onde Veff (r) representa o potencial efetivo dado por:

Veff (r) =
1

2
− Rs

2r
+
L2

2r2
− L2Rs

2r3
+

Υ

2r
2
λ

+
L2Υ

2r
2
λ

+2
. (6.27)

onde os últimos termos de Veff (r) são os termos oriundos da LSB. Além disso, podemos notar

que a geometria de LSB induz uma força de curto alcance tipo lei de potência que sua intensi-

dade depende o parâmetro de LV.

Iremos a partir de agora nos preocupar apenas com o caso λ = 1. Para facilitar nas

contas, vamos considerar a variação de r em relação a φ, ao invés do tempo próprio, τ , em 6.26,

para isso temos que:
dr

dτ
=
dr

dφ

L

r2
(6.28)

substituindo 6.28 em 6.26, obtemos:(
dr

dφ

)2

+
r4

L2
− Rsr

3

L2
+

(
1 +

Υ

L2

)
r2 −Rsr + Υ =

E2r4

L2
(6.29)

Podemos agora fazer o seguinte precedimento usual [17], introduzir a seguinte

variável: x = r−1. E depois derivar em relação φ. Logo teremos a seguinte equação:

d2x

dφ2
+

(
1 +

Υ

L2

)
x =

Rs

2L2
+

3Rs

2
x2 − 2Υx3. (6.30)

note que agora temos uma equação diferencial de segunda ordem. Além isso, podemos observar

que a geometria de LSB nos fornece um termo cúbico e um linear.

Para resolver a equação 6.30, iremos introduzir o seguinte parâmetro:

χ =
3R2

s

4L2
(6.31)

e iremos negligenciar o termo cúbico (aqui a correção para esse termo é muito pequena, muito

menos que a do termo linear, que por sua vez já é pequena), portanto podemos reescrever 6.30

como:
d2x

dφ2
+

(
1 +

Υ

L2

)
x =

Rs

2L2
+ χ

(
2L2

Rs

)
x2. (6.32)

agora iremos resolver 6.32 perturbativamente:

x = x0 + χx1 (6.33)



56

onde x0 é a solução newtoniana e χx1 é uma pequena derivação. Substituindo 6.33 em 6.32 e

negligenciando os termos de segunda ordem para χ, obtemos:

d2x0

dφ2
+

(
1 +

Υ

L2

)
x0 −

Rs

2L2
+ χ

(
d2x1

dφ2
+

(
1 +

Υ

L2

)
x1 −

2L2

Rs

x2
0

)
= 0. (6.34)

Logo temos que a solução de ordem-zero x0 é dada por:

x0 =
Rs

2L2(1 + Υ
L2 )

(
1 + e cos(

√
1 +

Υ

L2
φ)

)
, (6.35)

onde e é a excentricidade da elipse. E por fim, temos que a solução de primeira-ordem é dada

por:

x1 =
Rs

2L2(1 + Υ
L2 )2

[
1 + e2

2(1 + Υ
L2 )

+
e√

1 + Υ
L2

φ sin(

√
1 +

Υ

L2
φ)− e2

6(1 + Υ
L2 )

cos(2

√
1 +

Υ

L2
φ)

]
.

(6.36)

A solução geral, portanto, é dada por:

x ≈ Rs

2L2(1 + Υ
L2 )

[
1 + e cos[(1− β)

√
1 +

Υ

L2
φ]

]
, (6.37)

onde

β =
3R2

s

4L2(1 + Υ
L2 )

3
2

. (6.38)

podemos notar que no caso limite sem violação de Lorentz, ou seja, Υ → 0, obtemos que a

solução geral é:

x ≈ Rs

2L2

[
1 + cos[

(
1− 3R2

s

4L2

)
φ]

]
, (6.39)

a solução para a métrica de Schwarzschild usual, como esperado. Podemos ver que a órbita

descrita pela partı́cula massiva é uma elipse. A órbita ainda é periódica, mas não mais de 2π,

ao invés disso, ela é dada por:
2π

1− β
≈ 2π(1 + β) (6.40)

Portanto o perı́odo da órbita com correção de LV vai ser dado por:

Φ = 2π + ∆ΦGR + ∆ΦLV , (6.41)

onde a correção devido à Relatividade Geral é:

∆ΦGR =
3πRs

(1− e2)a
(6.42)

onde a é o semi-eixo maior da elipse. E finalmente, a correção para a perı́odo devido à LV é
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dado por:

∆Φλ=1
LV = − 2πΥ

Rs(1− e2)a
. (6.43)

A mesma conta pode ser feita para valores maiores no expoente de Υ

r
2
λ

, como λ =

2/3:

∆Φ
λ=2/3
LV = − 6πΥ

Rs(1− e2)2 a2
, (6.44)

porém, como esperado, a correção fica cada vez menor, à medida que aumentamos em 2
λ

. Outra

coisa que levamos em conta tanto em 6.43 e em 6.44 é que usamos a seguinte relação encontrada

em [17]:

L2 =
Rs(1− e2)a

2
(6.45)

Uma vez que encontramos a correção teórica para o perı́odo de precessão da órbita

de um corpo de teste massivo, podemos utilizar dados experimentais da órbita do Mercúrio para

obter um upper bound para Υ. Para fazer isso, precisamos utilizar dados astronômicos atuais.

No ref. [74] temos que o erro observado é e' = 0.003′′/C ( em arco segundo por século)

em relação ao perı́odo de precessão de Mercúrio calculado pela Relatividade Geral na equação

6.42, que por sua vez tem o valor: ∆Φ
'
GR = 42.9814′′/C. Logo para fazer essa estimativa,

vamos considerar que a contribuição da LV, ou seja, 6.43 é menor que o erro experimental.

Fazendo todas as contas, lembrando que nesse caso temos que reintroduzir a velocidade da luz

na expressão 6.43 para fazer as contas certas, temos que nosso upper bound é dado por:

Υλ=1 < 1.8× 10−3km2 (6.46)

algumas conversões de unidade foram necessárias para obter essa estimativa, como arco segun-

dos para radianos: 1” ≈ 4.848 × 10−6rad. O interessante sobre essa estimativa é que ela tem

unidade de área, logo podemos compará-la ao raio de Schwarzschild ao quadrado. Para um

buraco negro pequeno de dez massas solares, portanto, o shift no seu horizonte de evento é da

ordem de:
Υλ=1

(Rs)2
≈ 0.20× 10−6 (6.47)
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7 CONCLUSÃO

Nesse trabalho de dissertação foi abordadas soluções de buracos negros modifica-

das devido a um campo antissimétrico em um contexto de quebra espontânea da simetria de

Lorentz. Foi assim obtida uma solução estática e simetricamente esférica de um acoplamento

não-mı́nimo com a gravidade e o VEV de campo de Kalb-Ramond (KR). O potencial de auto-

interação quebrou a invariância de calibre de KR e produziu um VEV de um campo de fundo

tensorial, bµν , o qual viola a simetria de Lorentz.

O campo de fundo tensorial foi escolhido para sumir com o potencial de auto-

interação, uma vez que não estávamos interessados com o dinâmica desse campo. Além disso

vimos que o hamiltoniano também some para essa escolha de VEV. Foi possı́vel notar também

que a violação de Lorentz preservou a simetria estática e esférica do vácuo gravitacional, pois

o VEV é perpendicular aos vetores de Killing tipo-tempo e tipo-espaço. Assumindo o acopla-

mento não-mı́nimo entre o VEV de KR e o tensor de Ricci, nós encontramos uma correção

tipo lei de potência para a solução de Schwarzschild. Nossa solução de buraco negro tem dois

parâmetro de violação de Lorentz, λ e Υ. Para λ = 1, a solução com LSB tem dois horizontes

de eventos, similarmente ao buraco negro carregado. O raio do horizonte mais externo é o raio

usual de Schwarzschild menos o raio mais interno do horizonte de eventos. Outro resultado

interessante é o caso de λ = −1, onde temos uma solução com constante cosmológica, ou um

buraco negro Schwarzschild-De Sitter ( para Υ < 0 ) com LSB, portanto terı́amos que o nosso

parâmetro de violação Υ seria proporcional à constante cosmológica, Λ. Para valores maiores

de λ as correções ficam cada vez menores, por isso nos concentramos mais nesses casos cita-

dos, principalmente em λ = 1. Vale a pena ressaltar que diferentemente dos buracos negros

com LSB gerados por campos de bumblebee( campos vetoriais de LSB ), a solução de Kalb-

Ramond com LSB não só encontrou modificações no horizonte de evento de Schwarzschild

como também encontrou novos horizontes de eventos. Investigamos também as condições de

energia para nosso tensor energia-tensão, e encontramos que condição de energia dominante

não é violada e que as condições de energia forte, fraca e nula só são obedecidas se λ ≥ 2 para

Υ ≥ 0 ou se λ ≤ 2 para Υ ≤ 0.

No nı́vel clássico, a solução encontrada produz um potencial gravitacional adicional

que depende do parâmetro de violação de Lorentz λ. Para λ = 1, nós estudamos a correção

para o avanço do periélio de Mercúrio, nós obtemos um upper-bound para o parâmetro Υ.

Desse bound, foi possı́vel estimar para um buraco negro de dez massas solares uma mudança

no horizonte de eventos externos com cerca de 20 mm em comparação com 30 km do raio de

Schwarzschild usual.
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Outros tipos de acoplamentos foram tratados também. No caso com o acoplamento

não-mı́nimo entre o VEV de KR e o escalar de Ricci, nós não encontramos nenhuma correção

tipo lei de potência para a solução de Schwarzschild. Esse resultado já havia sido previsto por

Kostelecký devido à escolha de um potencial de auto-interação quadrático suave. Além desse

caso, escolhemos também investigar o acoplamento não-mı́nimo entre o VEV de KR e o tensor

de Riemann, e novamente nenhuma correção foi encontrada, aumentando, portanto, o mistério

desse tipo de acoplamento ( t puzzle ).

Como possibilidades de extensão desse trabalho, podemos apontar as análises de

estabilidade da solução encontrada através das correções devido às flutuações do campo de

Kalb-Ramond em torno do VEV. Além disso, podemos estender esse modelo para outros tipos

de buracos negros, como os regulares e wormhole.
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APÊNDICE A -- FORMALISMO DE VIELBEIN

Esse formalismo, inicialmente introduzido por Weyl em seu artigo clássico [75]

para introduzir campos de férmions, ou seja, campos de spin em espaço curvo, é para nós muito

importante, sobretudo para os estudos de violação de simetria de Lorentz. Isso porque, como

já mencionado, tal formalismo além de ser capaz de tratar a gravidade como uma simetria de

gauge, também faz a distinção entre transformações de Lorentz local e transformações gerais

de coordenadas, algo essencial para teorias com violação de Lorentz. Portanto, iremos obter

as equações de Cartan de estrutura, e depois iremos utilizar essas equações para calcular os

tensores de Ricci de um espaço com simetria esférica e estática.

A.1 Tetrada

Até aqui utilizamos as bases coordenadas, {∂µ}, como base para nossos tensores.

Apesar de ser uma base diferencial natural para o espaço tangente, existe uma outra base or-

tonormal que é independente das coordenadas, a base das tetradas ( vierbein ). O que iremos

fazer aqui é localmente expressar um vetor como uma combinação linear em uma base tetrada

fixa em dado ponto do espaço tangente. Dado uma base tetrada, {êa}, podemos relacioná-la a

base coordenada através da combinação linear:

∂µ(x) = eµ
a(x)êa (A.1)

onde eµ a(x) é uma matriz 4× 4 que caracteriza o formalismo de vierbein ( vielbein, seria para

um espaço-tempo de dimensão n ). Essa mesma matriz tem como inversa eµ a que obedece às

seguintes condições de ortogonalidade:

eµ aeν
a = δµ ν , eµ

aeµ b = δa b (A.2)

logo podemos escrever:

êa = eµ a(x)∂µ (A.3)

Além disso, temos que:

gµν e
µ
a(x)eν a(x) = ηab (A.4)

de modo que utilizando A.2, podemos ver que campo de vierbein é a ”raı́z quadrada ”da métrica,
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ou seja:

gµν = eµ
a(x)eν

b(x)ηab. (A.5)

Assim como foi feito para a base coordenada, vamos construir uma base dual de

vierbein, denotada por {êa}. Similarmente, temos que:

dxµ(x) = eµ a(x)êa (A.6)

e como essa 1-forma é uma base para o espaço cotangente, então a condição de produto de

vetores é válida, ou seja:

êa ⊗ êb = δa
b (A.7)

Finalmente, podemos escrever um vetor qualquer tanto na base coordenada, quanto

na base tetrada:

V = V µ∂µ = V aêa. (A.8)

A.1.1 Conexão de Spin e Equações de Estrutura de Cartan

Em uma geometria diferencial em base não-coordenada, a conexão afim ordinária

Γλµν é substituı́da pela conexão de spin ωµ a
b. Assim como foi definido em 2.11, temos que:

DµX
a
b = ∂µX

a
b + ωµ

a
cX

c
b − ωµ c

bX
a
c (A.9)

podemos agora escrever a derivada covariante em bases mistas e encontrar uma correspondência

entre as conexões.

D (X) =(DµX
a)dxµ ⊗ êa

= (∂µX
a + ωµ

a
bX

b)dxµ ⊗ êa

= (∂µ(eν
aXν) + ωµ

a
beλ

bXλ)dxµ ⊗ (eσ a∂σ)

= (∂µX
σ + eσ a∂µeν

aXν + eσ aeλ
bωµ

a
bX

λ)dxµ ⊗ ∂σ (A.10)

comparando A.10 com 2.11, temos que:

ωµ
a
b = eν

aeλ bΓ
ν
µλ − eλ b∂µeλ

a (A.11)

Uma maneira de obter novamente essa relação A.11 é através do postulado da te-

trada que diz que Dµeν
a = 0. Uma maneira de vermos isso é multiplicar por eν b a equação

A.11 e depois reagrupar os termos, o que obtemos é:

Dµeν
a = ∂µeν

a − eσ aΓσµν + ωµ
a
beν

b = 0 (A.12)

Antes de obter as equações de estrutura de Cartan que iremos utilizar para calcular
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os tensores de Riemann e Ricci, vamos fazer uma breve revisão de formas diferenciais. Uma

k-forma é um campo vetorial de rank k totalmente antissimétrico, ωµ1,...,µk = ω[µ1,...,µk], definido

por:

ω =
1

k!
ωµ1,...,µkdx

µ1 ∧ ... ∧ dxµk (A.13)

onde ∧ é o produto wedge, definido como:

A ∧B ≡ AµBν − AνBµ. (A.14)

além disso, existe uma operação diferencial muito importante, chamada de derivada externo,

definida por:

(dω)µ1,...,µk+1
= (k + 1)(∂ω)µ1,...,µk+1

. (A.15)

Vamos considerar a notação de Cartan, ou seja:

ea = eµ
adxµ (A.16)

ωa b = ωµ
a
bdx

µ (A.17)

dessa maneira podemos escrever a torção da seguinte maneira:

T a = dea + ωa b ∧ ee. (A.18)

essa é a primeira equação de estrutura de Cartan. A outra equação de estrutura nos dar a curva-

tura:

Ra
b = dωa b + ωa c ∧ ωc b =

1

2
Ra

bcd e
c ∧ ed (A.19)

Uma vez obtidos as equações de estrutura de Cartan e ter esclarecido os métodos

matemáticos necessários, vamos agora calcular o tensor de Ricci através dessas equações de um

espaço-tempo com simetria esférica e estático, ou seja, iremos considerar a seguinte métrica

geral:

gµν = (−A(r), B(r), r2, r2sen2θ). (A.20)

de A.16, podemos escrever a base das tetradas em função das componentes da métrica:

e0 = A1/2dt; e1 = B1/2dr; e2 = rdθ; e3 = rsenθdϕ. (A.21)

Uma vez obtido as bases, podemos agora se utilizar da primeira equação de estrutura

de Cartan A.18, considerando torção nula, ou seja, no limite riemanniano T a = 0. Mas antes
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temos que calcular a derivada externo das bases tetradas:

de0 =
1

2
A−1/2A′dr ∧ dt =

A′

2B1/2A
e1 ∧ e0 (A.22)

de1 =
1

2
B−1/2B′dr ∧ dr = 0 (A.23)

de2 = dr ∧ dθ =
1

B1/2r
e1 ∧ e2 (A.24)

de3 = senθdr ∧ dϕ+ rcosθdθ ∧ dϕ =
1

rB1/2
e1 ∧ e3 +

cotgθ

r
e2 ∧ e3 (A.25)

onde ′ é a derivada em relação à r. Agora podemos substituir essas derivadas externas na

primeira equação de Cartan e obter as 1-formas de conexão de spin:

ω0
1 =

A′

2B1/2A
e0 =

A′

2(AB)1/2
dt (A.26)

ω2
1 =

1

rB1/2
e2 =

1

B1/2
dθ (A.27)

ω3
1 =

1

rB1/2
e3 =

senθ

B1/2
dϕ (A.28)

ω3
2 =

cotgθ

r
e3 = cosθdϕ (A.29)

Finalmente, podemos calcular os tensores de Ricci através da segunda equação de

estrutura de Cartan A.19, uma vez que temos as 1-formas de conexão de spin. Iremos calcular

Rtt, passo a passo, e os outros tensores de Ricci serão mostrados. Temos que R00 pode ser

decomposto em:

R00 = R1
010 +R2

020 +R3
030 (A.30)

agora substituindo as derivadas externas já calculas na equação A.19, teremos que:

R1
0 = dω1

0 + ω1
c ∧ ωc 0

= d

(
A′

2(AB)1/2
dt

)
+ ω1

2 ∧ ω2
0 + ω1

3 ∧ ω3
0

=
1

2

(
A′

(AB)1/2

)′
dr ∧ dt

=
1

2
(AB)−1/2

(
A′

(AB)1/2

)′
e1 ∧ e0 (A.31)
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de modo que:

R1
010 =

1

2
(AB)−1/2

(
A′

(AB)1/2

)′
(A.32)

Similarmente, podemos calcular R2
0 e R3

0, e ,portanto, R2
020 e R3

030:

R2
0 =

1

2
(rAB)−1A′e2 ∧ e0 (A.33)

e

R3
0 =

1

2
(rAB)−1A′e3 ∧ e0 (A.34)

logo,

R2
020 =

1

2
(rAB)−1A′ (A.35)

R3
030 =

1

2
(rAB)−1A′ (A.36)

Assim, temos que:

R00 =
1

2(AB1/2)

(
A′

(AB)1/2

)′
+

A′

rAB
(A.37)

e para obter Rtt, basta lembrar: Rtt = e0
te

0
tR00, sendo e0

t = A1/2, logo temos o seguinte

tensor de Ricci:

Rtt =
A′′

2B
− A′

4B

(
A′

A
+
B′

B

)
+
A′

rB
(A.38)

O mesmo procedimento pode ser feito para calcular outros tensores de Ricci e ob-

temos que:

Rrr = −A
′′

2A
+
A′

4A

(
A′

A
+
B′

B

)
+
B′

rB
(A.39)

Rθθ = 1−B−1 − r

2B

(
A′

A
− B′

B

)
(A.40)
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APÊNDICE B -- EQUAÇÕES DE LANDAU-RAYCHAUDHURI

Como já foi mencionado anteriormente, as equações de Landau-Raychaudhuri são

utilizadas para obter as condições de energia na cosmologia. Isso se deve ao fato dessas

equações descreverem a cinemática dos fluı́dos gerados por campos vetoriais. No caso gra-

vitacional, as curvas integrais desses fluı́dos são geodésicas. Aqui iremos obter tais equações,

para fazer isso, temos que considerar inicialmente, uma folha tipo- espaço Σs englobada pela

métrica gµν , onde um 4-vetor uµ tipo-espaço, ou seja, uµuµ = −1 pode ser decomposto em

componentes perpendiculares e paralelas ao eixo temporal, desse modo introduzimos um tensor

projetor:

hµν = gµν + uµuν (B.1)

esse projetor se encontra na folha-espaço e, desse modo, podemos escrever o quadrado de com-

primento de arco como:

ds2 = −(uµdx
µ)2 + h(3)

µν dx
µdxν (B.2)

Agora para estudar cinemática dos fluı́dos vamos considerar o gradiente do campo

de velocidade, ou seja, Bµν = ∇νuµ. Depois podemos decompor essa quantidade da seguinte

maneira:

Bµν =
1

n− 1
Θhµν + σµν + ωµν (B.3)

onde n é a dimensão, em nossas contas futuras iremos considerar n = 4; Θ é parte do traço,

σµν é a parte simétrica sem traço e ωµν é a parte antissimétrico sem traço. O significado

geométrico dessas quantidades é, respectivamente: expansão, cisalhamento e rotação. Essa

interpretação vem da relação da geometria da área da seção transversal (incluindo um número

fixo de geodésicas) ortogonais às linhas de fluxo. Como elas se movem de um ponto para ou-

tro, ao longo do fluxo, a forma dessa área muda. O que queremos agora é saber como essas

quantidades evoluem no tempo, as equações que vão nos dizer isso são as equações de Landau-

Raychaudhuri.

Uma maneira de derivar essas equações é considerando a seguinte quantidade dBµν
dτ

=
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uλ∇λBµν . Agora podemos expandir essa equação:

dBµν

dτ
= uλDλDνuµ

= uλDνDλuµ + uλRσ
µνλuσ

= Dν(u
λDλuµ)− (Dµu

λ)(Dλuµ)−Rρµσλu
ρuσ

= Dνaµ −Bν
λBλµ −Rρµσλu

ρuσ. (B.4)

onde aµ = uλDλuµ. Além disso, utilizamos o comutador 2.20 na segunda linha de B.4, des-

considerando torção. Agora temos que na contração nós obtemos:

dΘ

dτ
= −BµνBνµ −Rµνu

µuν (B.5)

se levarmos em conta as devidas simetrias, o fato de hµνσµν = gµνσµν = 0 e de ωµνωνµ =

−ωµνωµν , teremos que:

BµνBνµ =
Θ2

9
hµνhµν + σµνσµν − ωµνωµν . (B.6)

considerando que hµνhµν = 3, finalmente temos a equação de Landau-Raychaudhuri:

dΘ

dτ
= −1

3
Θ2 − σµνσµν − ωµνωµν −Rµνu

µuν . (B.7)
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