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RESUMO

N6s estudamos os efeitos gravitacionais no espaco-tempo com simetria esférica e estatica de-
vido ao valor esperado no vacuo (VEV) de um campo de Kalb-Ramond. O VEV de Kalb-
Ramond é um campo de fundo que produz uma quebra espontanea da simetria local de Lo-
rentz (LSB) do espaco-tempo. Considerando um acoplamento ndo-minimo entre Kalb-Ramond
(VEV) e o tensor de Ricci, nés obtemos uma solugdo exata de buraco negro modificado depen-
dente de parametro tipo lei de poténcia. Para uma escolha particular do pardmetro de LSB, a
violacdo de Lorentz produz uma solucdo similar a solu¢do de Reissner-Nordstrom, porém com
auséncia de carga. A geometria préxima do horizonte ¢ modificada por incluir um novo ho-
rizonte de evento interno € um aumento no horizonte de Schwarzschild. Assintoticamente, o
espaco-tempo Minkowski usual com um campo tensorial de fundo € recuperado. Andlises so-
bre o tensor energia-tensao para verificar se viola ou ndo as condi¢des de energia foram feitas.
Através do teste do periélio de Mercurio, um upper bound para a violagao de Lorentz local foi
obtida. Além disso, outros tipos de acoplamentos ndo-minimos entre Kalb-Ramond (VEV) e
gravidade foram analisados brevemente.

Palavras-chave: Violacao de Simetria de Lorentz. Modelo Padrao Estendido. Modelo Kalb-
Ramond



ABSTRACT

We study the gravitation effects on a static and spherically symmetric spacetime due to the
vacuum expectation value (VEV) of a Kalb-Ramond field. The Kalb-Ramond VEV is a back-
ground tensor field which produces a local Lorentz symmetry breaking (LSB) of spacetime.
Considering a non-minimal coupling between the Kalb-Ramond (VEV) and the Ricci tensor,
we obtain an exact parameterdependent power-law modified black hole. For a particular choice
of the LSB parameter, the Lorentz violation produces a solution similar to the Reissner- Nords-
trom, despite the absence of charge. The near-horizon geometry is modified by including a new
inner horizon and shifting the Schwarzschild horizon. Asymptotically, the usual Minkowski
spacetime with a background tensor field is recovered. Analyzes of the stress-energy tensor to
verify whether or not it violates the energy conditions were performed. By means of the Mer-
cury perihelion test, an upper bound to the local Lorentz violation (LV) is obtained. In addition,
other types of non-minimal couplings between Kalb-Ramond (VEV) and gravity were briefly
analyzed.

Keywords: Lorentz Symmetry Breaking. Standard Model Extension. Karlb-Ramond Model.



LISTA DE SIMBOLOS

As regras serdao implicitas ao logo de texto. Casos excepcionais ficardo claros pelo

contexto.

e Indices latinos (a, b, c, ...) referem-se a tensores de referenciais em bases nao coordena-

das.
e Indices gregos (i, v, A, ...) referem-se a coordenadas de tensores em base coordenadas.

e Indices latinos (i, j, k, ...) referem-se a coordenadas espaciais, usualmente 1, 2, 3 ou z, vy,

z, em um sistema de coordenadas.
e As coordenadas naturais no espago R" sdo representados por z*.
e A assinatura da métrica n,, = (—1,1,1,1).

e Serd adotada a soma de Einstein, ou seja, indices repetidos indicam um somatério implicito

correndo sobre o indice.

e A velocidade da luz sera unitaria.
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1 INTRODUCAO

7

A teoria da relatividade de Einstein que foi publicada hd mais de 100 anos [1] é
a base tedrica para estudar gravitacdo e outras teorias em regimes de altas velocidades. Ela €
dividida em Restrita (1905) e em Geral (1915). A teoria da relatividade restrita é baseada no
principio da invariancia de Lorentz, cujas leis da fisica e a velocidade da luz sdao as mesmas
em todos os referenciais inerciais. Nesse caso, a geometria que descreve essa teoria € a de
Minkowski, que é uma variedade quadridimensional, ou seja, trés dimensdes espaciais € uma
dimensao temporal. J4 a teoria da relatividade geral (GR) € baseada na geometria do espaco-
tempo, que por sua vez € descrito pela métrica, g,,,,, que € uma quantidade essencial na teoria da
relatividade geral, capaz de descrever o espago-tempo. Mais adiante, pois, iremos ver que essa
métrica € a solucao das equagdes de Einstein. A geometria € a riemanniana ( mais precisamente,
pseudo-riemanniana ) e ela deve ser invariante sobre transformagdes gerais de coordenadas,
algo que nos parece bem 6bvio, uma vez que a escolha das coordenadas nao deveria influenciar
na fisica do modelo. E a simetria de Lorentz, nesse caso, vira uma simetria local, onde cada
ponto da variedade pode ser escolhido como um referencial inercial local, que ao invés de ser
descrito pela métrica de um espago curvo seria descrito pela métrica de Minkowski. Essas
sutilezas entre transformacdes de Lorentz locais e transformagdes de coordenadas gerais serdo
esclarecidas mais adequadamente mais a frente, pois sdo importantes no contexto de violacao
de Lorentz.

A teoria da gravitacdo pode ser tratada através de transformacdes que sdo analogas
as de calibre [2], através do formalismos de vierbein. No referencial de Lorentz local, a derivada
covariante dos tensores terd uma nova quantidade, a chamada conexdo spin, w,, ab A geometria
que melhor trata isso € a de Riemann-Cartan, que tem tor¢ao nao nula [3|]. No limite de tor¢ao
igual a zero, recuperamos a geometria de Riemann. Esse novo formalismo € interessante por
alguns motivos: ele pode ser utilizado para introduzir campos fermidnicos a gravitacdo e pode
ser utilizado para diferenciar transformacgdes de Lorentz locais e transformagdes gerais de coor-
denadas. Essa diferenca € muito importante para estudos de quebra espontanea de simetria de
Lorentz, pois como iremos ver depois, tais teorias continuam covariantes, ou seja, continuam
invariantes sobre transformacdes gerais de coordenadas.

Por outro lado, a teoria que descreve as particulas elementares € o Modelo Padrao.
Essa teoria € uma teoria relativistica, portanto é uma teoria essencialmente de Lorentz. Quando
estamos tratando o Modelo Padrdo no espago-tempo plano, ou seja, de Minkowski, tal teoria
¢ invariante sobre transformacdes de Lorentz global, porém se estamos trabalhando em espaco

curvo, ou seja, em Riemann, a teoria € invariante sob transformacao geral de coordenadas e de
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Lorentz local. Além disso, o modelo das particulas elementares € um teoria de gauge, ou seja,
¢ invariante sobre transformadas de calibre.

O desejo de uma teoria que seja capaz de unificar todas as forgas fundamentais
da natureza vai além da ficc@o cientifica, pois essa teoria seria capaz nao s6 de nos responder
davidas que nos acompanham ha anos, como os mistérios da singularidades, mas também po-
deria nos indicar uma “nova fisica”. E € nessa esperanga que cientistas estdo desenvolvendo
pesquisas que tentam juntar, em uma sO teoria, as duas dreas mais importantes da fisica tedrica:
o modelo Padrdo das particulas elementares e a teoria da Relatividade Geral de Einstein. Tal
teoria teria de ser capaz de descrever e prever o possivel comportamento quantico da gravidade,
a chamada gravidade quantica. Apesar de nunca ter sido observado nenhum trago quantico
dessa for¢ca que governa os planetas e as galdxias, acredita-se que esses efeitos quanticos sé sdao
observados mais nitidamente na escala de Planck m,, ~ 10'GeV. No entanto, tentar observar
experimentalmente sinais dessa teoria quantica da gravidade na escala de Planck é impossivel
no sentido pratico da coisa, pois os experimentos em altas energias realizaveis hoje estdo muito
distantes dessa escala. Porém talvez haja uma luz no fim do tinel. Talvez alguns pequenos efei-
tos suprimidos da teoria quantica da gravidade remanescentes da escala de Planck podem ser
detectados. E um candidato para esses efeitos sao fendmenos que violam a simetria de Lorentz.

Apesar de parecer uma ideia um tanto quanto dramatica, violar a simetria de Lorentz
para algumas teorias, como a teoria das cordas [4], relatividade muito especial [S,6], relatividade
duplamente especial [7], espago-tempo ndo-comutativo [8|], gravidade Horava [9] e gravidade
quantica em lacgos [10], entre outras, € possivel. Elas assumem que a simetria de Lorentz pode
ser violada em um regime gravitacional. Mas essas teorias que preveem a violagdo niao foram
suficientemente desenvolvidas para fazer previsoOes testdveis em baixas energias. Por isso, a
necessidade de desenvolver uma teoria de campo efetiva [[11]. A teoria efetiva que iremos
abordar nesse trabalho é o Modelo Padrao Estendido (SME) com €nfase no setor gravitacional.

Mas, afinal de contas, onde podemos observar esses efeitos de violagdo de Lorentz
em um contexto gravitacional? Como iremos ver mais adiante, tais efeitos talvez sdo mais facil-
mente observados em locais com bastante curvatura. E onde temos muito efeitos de curvatura?
Nos buracos negros! Portanto, o tema dessa dissertacdo € como a violacdo de Lorentz modifica
a fisica dos buracos negros.

Vamos estudar uma quebra espontanea de simetria de Lorentz (esse tipo de quebra
¢ a mais adequada para teorias gravitacionais, como ficard mais claro depois) causada por um
campo de fundo que adquire uma valor esperado no vicuo (VEV) diferente de zero. O campo
que iremos utilizar € um campo tensorial de rank 2 antissimétrico, conhecido na literatura como
Kalb-Ramond.

Nesse trabalho de dissertagao, iremos no capitulo 1 inicialmente fazer uma breve re-
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visdo da fisica de buracos negros. Depois iremos desenvolver o arcabougo tedrico para estudar
a violacdo de Lorentz, ou seja, iremos construir o Modelo Padrao Estendido, mais especifica-
mente, o setor gravitacional no capitulo 2. Posteriormente, vamos investigar no capitulo 3 as
propriedades do campo de Kalb-Ramond e construir a acdo desse campo, e de mdao do modelo
nao-minimo de Kalb-Ramond, iremos aplicar tal modelo em solu¢des com simetria esférica
tipo buracos negros. Uma vez obtida uma solu¢do modificada de buraco negro, no capitulo 4
vamos investigar suas propriedades e as modificacdes devido a violagdo de Lorentz em efeitos

classicos, como a precessao do periélio de Mercurio.
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2 A FISICA DOS BURACOS NEGROS

Provavelmente, dentre todos os objetos astrofisicos o que mais desperta a imaginagao
de nds seres humanos sdo os buracos negros. Basta perguntar a uma crianca que gosta de Star
Wars ou um apaixonado pelo cosmos se eles acreditam que esses gigantes galacticos existem
mesmo, e a resposta € simples: eles existem. Mas e a comunidade cientifica acredita em sua
existéncia? Para responder a essa pergunta, iremos fazer uma pequena revisao histdrica desses
objetos negros que t€ém uma gravidade tdo intensa que nem a luz € capaz de escapar de sua

atracdo gravitacional, em teoria.
2.1 Revisdo Histérica

Como surgiu a ideia de um objeto cosmico que é completamente negro e que tem,
portanto, uma gravidade tao forte que nem a luz € capaz de escapar de sua atragdo gravitacio-
nal? Essa ideia veio em 1783, com um reverendo britanico chamado John Michell, que ensinava
geologia em Cambridge, que teve a seguinte ideia: serd possivel uma estrela ser tdo massiva ao
ponto que a velocidade de escape da luz ( que ja era conhecida na época, aproximadamente ) nao
seja suficiente para fugir da sua atragc@o gravitacional? Se houve tal objeto, ele por defini¢do se-
ria completamente negro. Ele chamou essas estrelas de estrelas escuras”, porém essas estrelas
hoje sdo conhecidas como buracos negros.

As bases tedricas para esses objetos astrofisicos remontam o século XX com a
publicagdo dos artigos de Albert Einstein que iriam mudar o nosso conceito de espagco e tempo
completamente, a chamada Teoria da Relatividade [[1]. Mais precisamente ¢ a Relatividade
Geral em 1915, que descreve o mecanismo da gravidade, que contem as bases tedricas para a
existéncia de buracos negros. Mas como? Bom, foi através do trabalho de um fisico austriaco
chamado Karl Schwarzschild em 1916 que o mundo teve a primeira evidéncia tedrica que tal-
vez possam existir buracos negros [12]. Porém essa descoberta ndo levou de imediato a essa
interpretacdo que tal solucdo € a mesma que descreve um objeto que consegue absorver até a
luz, na verdade essa ideia veio a ser amadurecida com M. Kruskal, em 1960 [13]], estudando
0 que se designa por “méxima extensdo analitica ” da solu¢do de Schwarzschild, obtida in-
dependentemente por G. Szekers. A terminologia “ buraco negro ”, no entanto, foi cunhada
um pouco mais tarde, em 1967, por J. Wheeler. Karl Schwarzschild foi o primeiro resolver as
equacoes de campo de Einstein exatamente, tal solu¢do no vacuo, revelou algumas estranhezas:
como as singularidades, ou seja, regides onde hd divergéncias matematicas. Uma outra regido

caracteristica desse buraco negro ficou conhecida como raio de Schwarzschild, definida como
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Ry = 2G'y M, que seria o horizonte de evento do buraco negro, que faz o perimetro da singula-
ridade. Essa superficie r = R, é também uma superficie de red-shift infinito, relativo a r — oo,
ou seja, se nds colocassemos um relégio proximo do horizonte de evento, o relégio “correria”

infinitamente mais lento em comparacao a um rel6gio no infinito, uma vez que o tempo proprio

dr = yll—wdt 2.1
r

onde GGy € a constante gravitacional, M/ a massa do buraco negro e c a velocidade da luz. Ob-

¢ dado por:

serve que em r = Ry de fato d7 — oo. Além disso, essa solugdo apresentava simetria esférica
e era estdtica. Outras solu¢des foram encontradas com algumas caracteristicas semelhantes:
o buraco negro carregado, cuja solucdo é conhecida como solu¢do de Reissner-Nordstrom, ou
buracos negros com rotagdo, cuja solu¢do € conhecida como solucdo de Kerr. Depois disso,
a fisica tedrica s6 avangou nessa drea. Outras solugdes de buracos negros foram encontrados,
alguns sem a singularidade, conhecidos como buracos negros regulares ou até mesmo bura-
cos negros “’cabeludos”, um exemplo foi encontrado por nés e serd apresentado mais adiante,
cabelos em buracos negros serdo discutidos na proxima se¢do. Além de tudo isso, todo um
campo de pesquisa se formou em torno da real natureza dos buracos negros, podemos citar a
termodinamica de buracos negros, o estudo das singularidades ( teorema da singularidade ), os
avangos da teoria quantica de campos em espago curvo, entre outros.

Mas o que nao foi discutido até agora € como de fato os buracos negros sdao forma-
dos. A ideia mais aceita na comudade cientifica € que tais objetos sdo originados da morte de
alguma estrela estremamente massiva, da ordem de dez massas solares, essas estrelas sdo conhe-
cidas como supernovas. A primeira detec¢cdo de um objeto que apresentava essas caractéricas
foi Cygnus X-1 [14], que se acreditava ser um buraco negro estrelar com aproximadamente 15
massas solares. A deteccdo desses candidatos a buracos negros vem de evidéncias astrofisicas
por observagdes electromagnéticas, no radio e nos raios X. Apesar de haver muitos trabalhos
tedricos sobre buracos negros, sempre foi um desafio provar de fato a existéncia dessas enti-
dades cosmicas. Porém recentemente, foi possivel ter indicios mais fortes que realmente esses
objetos negros de fato existem através da detec¢do das ondas gravitacionais produzidas pela
colisdao de dois buracos negros [15], mais recentemente ainda foi fotografado, finalmente, um
buraco negro [16], (figura 1). E a comunidade cientifica € firme em dizer: eles existem, e estao
em todos os lugares em nosso universo!

Antes de abordar as solugdes de buracos negros, iremos fazer uma pequena revisao
sobre os fundamentos matematicos da Relatividade Geral, destacando, sobretudo, o carater

geométrico dessa teoria.
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Figura 1: Usando o Event Horizon Telescope, os cientistas obtiveram uma imagem do buraco
negro no centro da galaxia M87, delineada pela emissdo de gis quente que gira em torno dele
sob a influéncia de forte gravidade perto do horizonte de eventos. Crédito: Event Horizon
Telescope collaboration et. al.

2.2 Fundamentos Matematicos da Relatividade Geral

Iremos trabalhar com variedades que sdo espacos topologicos que se parecem lo-
calmente, ou seja, um pedago ou fragmento ( em ingl€s se costuma chamar de patch ), com um
pedaco de R", onde n é a dimensdo da variedade. Para diferentes patch podemos relaciona-
los através de transformagdes gerais de coordenadas (TGC) z'#(x). Chamamos de tensores
os objetos que podem ser definidos globalmente na variedade, ou seja, que apresentem boas
propriedades de transformagdes sobre TGC.

O primeiro exemplo de tensor € o vetor. Definimos um campo tensorial contravari-
ante ( ou do tipo-(0,1)), {(x) = £*(x)0,, em cada ponto de uma variedade suave de dimensdo

n agindo em outra fun¢do, f, como:

§:f=8f =8OS 22

na qual define uma outra funcdo. Chamamos de espaco tangente, 7, ,50’1), 0 espago vetorial
gerado ponto a ponto na variedade pelo campo vetorial. Aqui temos que as n fungdes £#(x)
sdo as componentes vetoriais na base coordenada d,,. Além disso, podemos definir um espaco
vetorial dual, chamado de campo vetorial covariante ( ou do tipo-(1,0)ou 1-forma ) que tem seu
espaco cotangente T,El’o) e , portanto, transforma vetor em fun¢do. Nesse caso, os elementos
da base dual para as bases coordenadas dos vetores covariantes sdo denotados por dz* , e por
definicdo,

< dz"|0, >= ", (2.3)

implica que a a¢do de w = w,dz" em { = £#O* vai gerar uma funcgao:

< wlé >=w,&" (2.4)
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Uma transformacao geral de coordenada (TGC) infinitesimal pode ser escrita como:

dat = ' — ot = €. (2.5)

de modo que as transformagdes infinitesimais para campos escalares, vetoriais contravariantes

e covariantes sao dados por, respectivamente:

§p = —Oh¢ = —Lob (2.6)
SEH = —ONEH + 0, = —L " = —[e, E* (2.7)
dw,, = —6)\8)\(,0“ — Oye’w, = —Lew, (2.8)

onde L, é a derivada de Lie em relagdo ao campo vetorial € e [¢,£] é o comutador de Lie.

Podemos resumir as principais propriedades dessa derivada como:
e L. transforma um tensor de um dado tipo em um do mesmo tipo;
e Obedece alei de Leibniz: L. (T1Ts) = (LT1) T + T1(L.Ty);
e Satisfaz a identidade de Jacobi:

[‘CEU [‘Cﬁzv ‘C&H + [‘szv ['Cézw ‘C&H + [‘C&s» [‘CEN 'CEQH =0; (2.9)

Outra derivada que podemos definir na variedade € a covariante da seguinte forma:

D,¢ = 0,¢ (2.10)
D& = 8,8 + T, (2.11)
Dyw, = Ouw, — wiIy, (2.12)
onde I' é a conexao afim. Podemos ver que a derivada de Lie da conexdo € dada por:
6T, = —L8T, — 9,0,¢ (2.13)

portanto, a conexao nao € um tensor. Além disso, podemos enumerar também algumas propri-

edades para a derivada covariante:

e D, transforma um tensor do tipo (p, ¢) em um tensor do tipo (p, g + 1);
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e Obedece a lei de Leibniz;
e Satisfaz a identidade de Jacobi.

Agora podemos decompor a conex@o em uma parte simétrica e outra anti-simétrica,
da seguinte forma:
I, =Th,, + 1 (2.14)

v (pv [uv]

a parte anti-simétrica no indices, Ff\

]’ € chamada de tor¢do e , diferentemente, da conexao €

um tensor:

T * = =2, (2.15)

Uma aplicagdo da conexao afim € o transporte paralelo. Essa ideia € util, uma vez
que paralelismo em espago curvo nao € bem definido. Para esse tipo de estrutura, portanto,
precisamos transportar um vetor mantendo-o “paralelo a si mesmo”ao ponto em que o outro
vetor estd definido. Entdo podemos comparar os dois vetores no mesmo ponto. Desse modo,
podemos definir o deslocamento paralelo infinitesimal de um vetor covariante w,, na dire¢do de
et como:

Sp.wy = €T wa (2.16)

o que se mostra facilmente [17,/18] é que diferenca entre os valores dos vetores depois do
transporte paralelo é proporcional a um quantidade que esta relacionada a curvatura do espacgo,

essa quantidade € chamada de tensor curvatura, I?,,, 7, 1ss0 pois:
Aw, = €165 Ry Pw, (2.17)
onde € e €5 siio campos vetoriais que serviram de comparac@o. E por fim temos que:
Rywp ” = 20010 7 4 20l g (2.18)

Uma outra forma de definir o tensor curvatura € através das identidades de Ricci

[19]:
[Dm D,j¢ = T, °Dyo (2.19)
[D;m D, ¢ = Ryve P87 + T, " D& (2.20)
[D,, D,|w, = —weRywp ” + Ty “Dow, (2.21)

e com essas identidades, com a antissimetria dos comutadores da derivada covariante e com

a identidade Jacobi que essas derivadas satisfazem, podemos obter as famosas identidades de
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Bianchi:
R =0 (2.22)
R[MW\] 7+ D[HT,,)\] 7+ T[/W pT)\]p =0 (2.23)
Dy Ruxe ™ + T 6RA]59 =0 (2.24)

2.2.1 Espaco Métrico

Nessa secdo, iremos introduzir uma estrutura muito importante na variedade: a
métrica. Uma métrica no espago tangente € um produto interno para os vetores do espago
tangente ( simétricos e bilineares ) associado a uma func¢do g(&, €) com um par de vetores (&, €).

Isso corresponde a um tensor do tipo (0, 2) simétrico, conhecido como tensor métrico, g,

f CE= g(fa 6) = gu‘fuguu' (2.25)

Além disso, iremos considerar que esse tensor ndo ¢ singular, ou seja, g = det(g,,) #
0 e que localmente ¢ Minkowski: 7, = (—,+...,+). A métrica inversa, g"”, pode ser usada
como uma métrica no espago cotangente e suas componentes podem ser obtidas pela matriz
inversa.

Até agora construimos dois campos independentes: a métrica e a conexao afim.
Um espago-tempo equipado por essas duas quantidades é chamado de (L,,, g). A conex@o entre

essas duas quantidades, por sua vez, € dada pelo tensor de metricidade, definido por:

Q)\;w = _D)\g;w (226)

essa conexao pode ser obtida se considerarmos a seguinte combinac@o, Dy g, +D,,g,n — D, gz,

e depois expandir isso. Dessa maneira, obtemos a seguinte relacao:

A
I, = {u V} + Kt — Ly (2.27)

onde

A 1
{ } — §g’\a(ﬁugw + 0uGuo — Os ) (2.28)
[

¢ conhecido como simbolo de Christoffel. Perceba que essa quantidade é completamente deter-

minada pela métrica. Além desse, K, * que € conhecida por tensor cotor¢do também depende
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da métrica e é dado por:

1
KW A §g/\‘7 (T#m, + 1oy — TMW) (2.29)
A 1 A
K[uu} = _éT/.Ll/ s K/.l,l/)\ - _K;L/\V (230)
Por fim, temos:
1
L/w A= Q(me A + Qu,u Ao Q/\ ,uz/) (2.31)

que, diferentemente das outras duas quantidades, nao depende diretamente da métrica.
Para teorias de gravitacdo padroes ( com métrica e conexao afim ) que desejam

descrever os graus de liberdade de uma particula de spin-2, o postulado métrico é necessario:

Q)\;w = _D)\gw/ =0 (232)

se a conexdo obedece essa condicdo, entdo ela é conhecida como compativel com a métrica.
Temos que se o espago-tempo é (L, g) e é compativel com a métrica, entdo o chamamos de
espaco-tempo de Riemann-Cartan, U,,. Se considerarmos apenas a métrica como campo inde-
pendente, ou seja, tor¢ao zero, temos o espaco-tempo de Riemann, V,,. Nesse caso a conexao €
dada apenas por[2.27)e é conhecida por conexao de Levi-Civita.

Ha outra maneira de reduzir os campos independentes: considerando a curvatura
zero. A conexao nesse caso é conhecida como Weitzenbdck, e a métrica € a conexao sao
terminadas pelo vielbein (mais detalhes no apéndice A). O espaco-tempo de Riemann-Cartan

sem curvatura €, portanto, conhecido como o espaco-tempo de Weitzenbock, A,,.

2.2.2 Vetores de Killing

Até aqui nao falamos sobre simetrias em espagos curvos. Esse assunto é de grande
relevancia para a gravitacao, pois para modelos desse tipo a presenca de simetrias € a chave para
a solugdo das equacgdes de campo complicadissimas de Einstein. O método para estudar essas
simetrias é através dos vetores de Killing. O que queremos encontrar € uma curva integral
onde a métrica ndo mude ao longo dessa. Essa curva que estamos atrds, chamada de k*, precisa
obedecer a seguinte relagao:

Ekgm, = —QV(MkV) =0 (2.33)

ou em funcao do 4-momento, definido como p* = mv*, sendo v* € a 4-velocidade,

PV, (Ep,) =0 (2.34)
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onde L é a derivada de Lie na direcdo da curva k* e essas equagdes sdo conhecidas como
equagoes de Killing. Dessa maneira, dizemos que a métrica g,,,, admite o vetor de Killing £*.
Além disso, dizemos que a métrica possui uma isometria na direcdo k*.

O que nos falta é associar esses vetores a quantidades conservadas ao longo de
movimentos geodésicos na variedade. Afinal de contas, € bem conhecido na fisica através dos
teoremas de Noether que simetrias estio relacionadas a quantidades conservadas. Podemos ver
isso fisicamente: se a métrica ndo muda na dire¢do k", entdo é como se a particula livre ndo
sentisse nenhuma forca nessa direcdo, logo a componente do momento, p*, nessa dire¢ao vai ser
conservado. Em espacgos tempos mais gerais, como no de Schwarzschild, outras quantidades,

como energia, serdo conservadas, como veremos mais adiante.

2.2.3 Equacao de Einstein

Desenvolvemos até aqui a base matematica para o entendimento cldssico do meca-
nismo da gravidade, ou seja, apresentamos as principais caracteristicas da geometria diferen-
cial que € base tedrica da Relatividade Geral, porém ndao mostramos como funciona de fato a
dindmica dos corpos no espaco curvo. Para compreendermos como a natureza gravitacional
funciona em escala macroscdpica precisamos obter uma equacdo que leve em conta o objeto
central na nossa discussdo que € a métrica, tal equacao de carater tensorial € conhecida como
equacdo de Einstein ﬂ H4 duas maneiras de derivar essa equacdo, através do principio varia-
cional ou através de uma analogia com o eletromagnetismo de Maxwell. Iremos utilizar essa
ultima abordagem.

Uma boa alternativa para comegar seria considerar uma equacao andloga a equagao

de Poisson para o potencial newtoniano:
V2® = 47Gyp (2.35)

onde ® € o potencial newtoniano e p € a densidade de massa. Porém o que Einstein percebeu,
através do Principio da Equivaléncia || é que a gravidade ¢ uma manifestacao geométrica do
espaco-tempo, portanto essa equacao deveria ser tensorial. A generalizacdo do lado direito
¢ facil, basta substituir por 7,

uv» O tensor energia-tensdo ( iremos explorar mais as propri-

edades desse tensor mais adiante ). E, por fim, podemos generalizar o outro lado levando em

conta que para campos fracos, a componente temporal da métrica € dado por:

' Aqui iremos considerar apenas uma geometria riemanniana, ou seja, iremos desconsiderar as contribui¢des de
tor¢do e, além disso, iremos levar em conta que nosso espago-tempo obedece a condi¢do de metricidade, (), = 0.

2Esse principio de enorme importancia para a Relatividade Geral afirma que um referencial acelerado é analogo
a um campo gravitacional uniforme de igual valor e sentido contrario.
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ou seja, podemos dizer que:
V2 < Ty (2.37)

Até aqui estamos indo bem, porém estamos atrds de uma equacdo tensorial, no
entanto o lado esquerdo de ndo se transforma como um tensor. Uma substitui¢do imediata
seria o d’Alembertiano, O = D, D", porém pela condi¢do de metricidade o lado esquerdo
de seria imediatamente zero. Felizmente, hd uma quantidade 6bvia que nao € zero e €
construida das segundas derivadas da métrica: o tensor de Riemann, R* ,,,, de modo que
podemos alcangar o tensor de Ricci, e finalmente escrever a primeira tentativa de Einstein de

escrever uma equacdo de campo que descreve o universo:
R,, = KT, (2.38)

onde x € uma constante. Porém essa equagao ainda ndo estd correta, pois se considerarmos a
conservagdo de energia, ou seja, D", = 0, entdo D" R, = 0, que ndo € sempre verdade em
uma geometria arbitraria. Para resolver finalmente esse problema, Einstein introduziu o tensor
de Einstein, G, que explorando a simetria da métrica, resolveu o problema, pois D*G,,, = 0.

Portanto, temos que a equacdo de Einstein é dado por:
1
G =R, — §ng, = K1ly,. (2.39)

onde R € o escalar de Ricci, definido como: R = g"”R,,,,. A tnica coisa que nos falta € descobrir
a constante , mas isso ndo € tao dificil, uma vez que podemos utilizar o limite newtoniano na

equacio[2.39|€ encontrar que kK = StG .
2.3 Zoolégico de Buracos Negros

Até aqui fizemos apenas uma breve revisao historica sobre os buracos negros e de-
senvolvemos a base tedrica da Relatividade Geral. O que iremos fazer agora € nos aprofundar
um pouco mais nessa fisica. As trés solugdes tipo buracos negros mais conhecidas na literatura
sdo solucdes exatas de [2.39 que apresentam simetria esférica ou axial. Elas sdo solucoes da
equacgdo de Einstein que na verdade sdo equagdes diferenciais nao-lineares bastante complica-
das. A solugdo dessa equacdo € a métrica ( em uma geometria riemanniana ). Se estivermos no

vacuo, ou seja, T, = 0, entdo a solugio encontrada € dado por:

2 Rs| o R, 2 2902 | 2 i 2 2
ds*=—|1— —|dt*+ |1 — —| dr‘+r“df" + r°sin“ 0do~. (2.40)

T r

essa é a famosa solucdo de Schwarzschild e Ry = 2G'y M € o raio de Schwarzschild. Perceba

que essa solucdo diverge na origem e no raio de Schwarzschild , que delimita a regido que
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chamamos de horizonte de evento( para encontrar o(s) horizonte(s) de evento, basta encontrar os
zeros de ds?, ou seja, ds> = 0 ). Porém é possivel mostrar que essa divergéncia fora da origem
pode ser contornada com uma escolha adequada de coordenadas, por exemplo: coordenadas de
Kruskal [[17]]. No entanto, ainda temos uma divergéncia em zero ( origem ), chamamos isso de
singularidade fisica. Uma maneira de descobrir se a singularidade é realmente fisica é através

do escalar de Kretschmann que € um invariante escalar quadréatico, definido como:

K = K K™ (2.41)
no caso da solucdo [2.40} temos que:
48 R?
K=—= (2.42)
r

ou seja, hd uma divergéncia apenas na origem. Além isso, vemos que essa solu¢cdo € bem
definida externamente, ou seja, r > 2G'y M, uma aplicacdo, portanto, disso foi a corre¢do da
precessao de Mercurio, uma discrepancia entre as observacdes e a gravitagdo newtoniana.

O outro buraco negro na linhagem é o de Reissner-Nordstrom [20]], uma buraco
negro estdtico e simetricamente esférico e carregado. Esse buraco negro tem como fonte o
campo eletromagnético, ou seja, nosso tensor tensdo-energia € 1, = F, I}, * — i G Fap F*°,
sendo F},, € o campo de forga, ou em inglés field strength, do eletromagnetismo. A solucdo

com essa fonte é€:

2 2
ds2:—{1—&+GNQ }dt2+[1—%+GNQ

r 72 r 72

-1
} dr® + r2d6? 4+ r? sin® d¢*  (2.43)

onde () € a carga elétrica total desse buraco negro. Nesse caso temos um horizonte de eventos

(externo) e um horizonte de Cauchy (interno):

re = Gy M £ \/G3M? — Gy Q? (2.44)

A terceira e mais realista das solucdes é a do buraco negro com rotacdo, o buraco
negro de Kerr [21]. Essa solucdo € bem mais complicada do que as duas anteriores, uma vez
que ndo iremos mais considerar a simetria esférica, ao invés disso, iremos escolher uma si-
metria axial em torno de eixos de rotacdes que sdo também estaciondrios. Essa solucdo nas

coordenadas de Boyer-Lindquist [|17] é dada por:

Ryr Rsarsin®0
2 S 2 S
o B ]
22 s 2
+ —odr? + 220 + S"g—f {(ﬂ +a?)? - cﬂAste} d¢?. (2.45)
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onde

A(r) =r* — Ry + a® (2.46)

Y2(r,0) = r* + a*cos®0 (2.47)

podemos ver que a solu¢do de Kerr depende de dois parametros, que sdao M ( que estd no
raio de Schwarzschild, Ry = 2GyM ) e a. De imediato, vemos que em a — 0 ( com M #
0 ), recuperamos a solu¢do de Schwarzschild, por outro lado com M — 0 (com a # 0)
recuperamos a métrica do espaco plano em coordenadas esféricas. Além disso temos que a
solucdo de Kerr € estaciondria, porém ndo estdtica ( ndo € invariante sobre reversao temporal,
t — —t ) e tem simetria axial, ou seja, ndo depende diretamente de ¢. Sobre as singularidades
dessa solucdo, podemos ver que em A = 0 temos uma singularidade regular, por outro lado,
em X = 0 a singularidade ¢é fisica, para chegar a essa conclusdo [19], basta calcular o escalar
de Kretschmann. Na década de 1970 foram estabelecidos vérios *“ Teoremas de Unicidade ”
demonstrando que — com certas hipdteses — a métrica de Kerr € a tnica solucdo da RG que
descreve BNs relevantes para a astrofisica [22]. Além disso, temos uma solu¢do mais geral
para Kerr, além da rotagdo, um buraco negro também carregado, chamamos essa solucao de
Kerr-Newman.

Esses sdo os trés mais conhecidos buracos negros na literatura, todos sao solucoes
exatas das equagdes de Einstein ( portanto, tem uma fonte, no caso de Schwarzschild é a massa,
Reissner-Nordstrom € a carga e, por fim, Kerr € o momento angular). Além dessas trés solucoes,
uma outra que merece uma aten¢do especial € a solugdo com constante cosmoldgica. Nesse
caso, se considerarmos uma solucio no vacuo, 7, /% = 0, mas com um termo proporcional a

métrica no lado direito em[2.35] ou seja, < Ag,,,, iremos obter a seguinte solugdo:

R,

r

1
ds® = — {1 - =+ %Aﬁ] dt* + {1 — % - %Arﬂ dr? +r*d0? 4+ r?sin® d¢*.  (2.48)
onde A € a famosa constante cosmoldgica. Se A < 0 a solugao € dita Schwarzschild-de-Sitter
(SdS), se for A > 0 € anti-de-Sitter (ASdS). Além disso, podemos ver que nosso espago-
tempo ( a variedade ) ndo € mais assintoticamente plana, quer dizer, a constante cosmoldgica
quebra isso. Mas além dessas solugdes cldssicas existem outros exemplos, na verdade existe
uma gama gigantesca de exemplos de buracos negros, entre eles podemos citar os buracos
negros regulares (BNR), essas solugdes sdo interessantes, dentre varios motivos, temos que os
BNR violam as condi¢des de energia, portanto ndo obedecem pelo menos uma condicdo dos
teoremas de singularidades de Hawking-Penrose [23]; em especial podemos citar a solugdo de

Bardeen, uma solugdo exata tipo buraco negro sem singularidades que viola condi¢@o de energia
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forte [24]. No entanto, estamos mais interessados em uma outra classe de buracos negros, os
“cabeludos”. Para entendermos melhor o que sdo esses buracos negros, precisamos entender a

chamada conjectura de No-Hair.
2.4 Conjectura No-Hair

Acreditar que existem objetos cosmicos que podem engolir estrelas inteiras e que
em seu interior pode existir uma regido onde as leis da fisica ndo funcionam mais (singularidade)
¢ bastante dificil, esses sao os buracos negros. Mas eles existem e estao por todo nosso universo.
Agora o que vocé diria se alguém lhe dissesse que os buracos negros podem ter cabelos? Calma,
buracos negros com cabelos nao exitem, pelo menos ndo literalmente. Essa histéria de que
buracos negros podem ou ndo ter cabelos vem de uma declaragdo bem conhecida do fisico
John Wheeler, que afirmou que “os buracos negros nao tém cabelos”pela crenca de que nada
escaparia de seu horizonte de eventos. Para esse cientista, apds o colapso gravitacional de uma
estrela supermassiva todas as informacoes (cldssicas) se perderiam e o buraco negro criado
dessa morte estrelar seria descrito apenas pelas trés quantidades fisicas basicas: massa, carga e
momento.

Mais formalmente, essa declaragdo pode ser expressa através de uma conjectura,
conhecida como No Hair, que afirma: todas as solucdes de buracos negros estaciondrias e
assintoticamente plano em 4 dimensdes das equacdes de Einstein no vacuo ou com campo ele-
tromagnético sdo caracterizadas pelos parametros de massa, de carga elétrica e de momento
angular. Portanto, segunda essa conjectura, os buracos negros sao objetos extraordinariamente
simples. Apesar de ser uma conjectura matematicamente forte, ela pode ser violada facilmente,
basta, portanto, que nds nao consideremos algumas das hipdteses acima. Esses novos bura-
cos negros sdao importantes, pois uma nova fenomenologia pode ser explorada a partir dessas
solugcdes, para mais detalhes Ref. [ [25]]. Com o avanco da astrometria [26] e detectores
de ondas gravitacionais [27] talvez seja possivel confirmar experimentalmente a validade da
conjectura para buracos negros astrofisicos através da verificacao da relagao entre massa (M),
momento angular (/) e momento de quadrupolo ()3), Q2 = ‘]MQ , que se mantém para os buracos
negros de Kerr.

Existem algumas solucdes de buracos begros com cabelos na literatura, por exem-
plo: solugdo black ring em 5 dimensdes [28]], buraco negro BBMB [29], que tem a mesma
métrica da solu¢do de Reissner-Nordstrom , mas possui um campo escalar acoplado confor-
memente. Porém essas solugdes apresentam alguns problemas de estabilidade. Na verdade, o
primeiro buraco negro cabeludo considerado, portanto, na literatura foi o de Gibbons [30], que
descreve um buraco negro de Reissner-Nordstrom com um campo de dilaton nao trivial. Um

outro exemplo muito importante na literatura dos buracos negros com cabelo € a solucdo de
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Einstein-Yang-Mills (EYM), onde a matéria € descrita por uma teoria de gauge ndo-abeliana.
Apesar de quase todas as solugdes EYM assintoticamente plano serem instaveis, ha alguns
exemplos na literatura de solugdes estaveis desse tipo, como solucdo de Einstein-Skyrme [31]],
Einstein-non-Abelian-Proca [32] e Einstein-Yang-Mills-Higgs [33]]. Nessa dissertacdo, iremos
também mostrar uma solucao de buraco negro com cabelo obtida através de uma quebra es-

pontinea de simetria de Lorentz.
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3 MODELO PADRAO ESTENDIDO: SETOR GRAVITACIONAL

Nesse capitulo que se inicia, iremos abordar uma teoria de campos efetiva, o cha-
mado Modelo Padrao Estendido (SME). Nessa teoria, iremos investigar as extensoes da relati-
vidade geral devido as modificacdes que os coeficientes de violagdao de Lorentz devem provocar
no espaco-tempo. Além disso, estamos interessados apenas nos termos lideres na teoria, ou

seja, estamos trabalhando com o Modelo Padrao Estendido minimo.

3.1 Teoria de Campo Efeitiva

Como ja foi discutido anteriormente, uma teoria unificada que emerge da escala
de Plack é demasiada dificil de se realizar testes experimentais para comprova-la, é impra-
ticavel; mas se acredita ser possivel detectar com experimentos ultra-sensiveis em baixas escalas
energéticas sinais dessa teoria quantica da gravidade [34]. Um dos candidatos para esses sinais
¢ a quebra de uma simetria muito importante na fisica: a simetria de Lorentz. E esse progresso
pode ser feito utilizando uma teoria de campo efeitiva que deve conter o Modelo Padrao e a
Relatividade Geral com quaisquer acoplamentos de ordem superior entre eles [[11},34,35]]. Essa
teoria serd a base tedrica dessa dissertacdo. O SME basicamente estende a teoria das particulas
elementares e do Cosmos através de um mecanismos de violagdo de simetria de Lorentz.

A ideia de violar a simetria de Lorentz nao € mera especulacdo, em teorias candida-
tas para teorias fundamentais como teoria das cordas [36,37]], gravidade quantica em lacos [38]],
multiverso [39] e para vdrias teorias cosmologica, esse fendmeno ja foi previsto [41,42]. Mas
foi com os trabalhos pioneros [43], no final da década de oitenta, de Kostelecky e Samuel que
a ideia de violar a simetria de Lorentz ganhou um contexto fenomenolégico. O que eles encon-
traram foi que quando a teoria das cordas tem um vacuo nao-pertubativo, um campo tensorial
adquire um valor de vacuo (VEV) diferente de zero, < T° >+ 0. Dessa maneira, eles mostra-
ram que a simetria de Lorentz é localmente quebrada de maneira espontanea. E a consequéncia
disso, € que a teoria efetiva a baixas energias resultante vai conter um ntimero ilimitado de
termos da forma:

L iﬁ < T >TW(id)"y 3.1

mp
onde A € uma constante de acoplamento, x é uma poténcia inteira e os campos fermidnicos sao
representados pelas letras W e x. Mas € no vev, < I' >, que nossa atencdo deve ser direcionada.
Esse VEV do campo tensorial, apesar de ndo estar de maneira explicita, carrega indices espaco-
temporais e pode ser representado por um conjunto de fungdes ou de constantes que podem

ser fixadas em dado referencial, dessa maneira os termos que interagem com esses coeficientes
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podem ter uma dire¢do preferencial no espaco-tempo ou dependéncia de velocidade (boost),
e € devido a esse direcdo preferencial que dizemos que a simetria de Lorentz € violada. Essa
interacao com esses termos, que sao conhecidos como coeficientes de violacio de Lotentz, é o
que se espera detectar experimentalmente através de modificacdes na teoria que foi estentida,
que no caso desse trabalho seria na teoria da Relatividade Geral. Vale também ressaltar que
existem violacdes de Lorentz que ocorrem explicitamente ou de uma maneira alternativa [44]],
porém esses casos nao sdo de nosso interesse, uma vez que tais violacdes apresentam incom-
patibilidades com a teoria gravitacional, por exemplo, ndo obedecem as identidades de Bianchi
2.22]

3.2 Violacao de Lorentz

Ja sabemos que a violagcdo de Lorentz foi prevista em algumas teorias; na teoria
das cordas, por exemplo, essa violacao acontece espontaneamente. Mas como essa violagdo
realmente acontece? Vamos responder a essa pergunta ,nem um pouco trivial, em seguida. E no
final dessa secdo, iremos construir o setor gravitacional do Modelo Padrao Estendido (SME),

que sera usado a posteriori.

3.2.1 Mecanismo de Violacao de Lorentz

Vimos que algumas teorias preveem a violagdo da simetria de Lorentz local de
maneira espontanea, basta o valor esperado de vacuo (VEV) dos campos tensoriais ser diferente
de zero, mas essa violacao s6 acontece no estado de vacuo, uma vez que a lagrangiana original
continua um invariante de Lorentz [43]]. Porém existe um outro tipo de violagdo, a violagao de
Lorentz explicita. Nesse caso, a lagrangiana ,que deve conter os termos descritos pelo Modelo
Padrao Estendido (SME), ndao € mais um invariante de Lorentz. Essa violacdo ndo sera utilizada
por nods, pois a quebra explitica € incompativel com as identidades de Bianchi na geometria de
Riemann e ,portanto, € um problema para teorias com gravitacao [34].

As violagdes espontaneas de simetrias na natureza ja foram bastante estudadas e
tém, portanto, consequéncias bem conhecidas. A existéncia do valor esperado no vacuo nao-
nulo de um campo tensorial afeta diretamente o comportamento das particulas que estdo intera-
gindo com esse campo de fundo, consequentemente, os campos que estao acoplados com esse
VEV irdo sofrer modifica¢des [37]. E sdo essas modificacdes que estamos investigando nesse
trabalho.

A quebra espontanea de simetria de Lorentz é induzida pelo potencial da nossa
teoria. A construcdo desse pontecial deve ser feita com o objetivo de, no estado de vacuo, o VEV
do campo tensorial tenha uma valor diferente de zero, gerando assim um dire¢ao preferencial.

Em nosso trabalho, iremos construir potenciais que dependerdo apenas dos campos de fundo e
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da métrica, apesar de ser possivel construir potenciais que dependam também de derivadas do
campo de fundo [44].

Em suma, podemos dizer que estamos interessados em estudar os efeitos de uma
quebra espontinea da simetria em um referencial de Lorentz local que é obtida com um valor
esperado de vacuo ndo-nulo de quantidades que carregam indices de Lorentz, os chamados
coeficientes de violacao de Lorentz. Mas essa violagdo s6 ocorre em transformacgdes de particula

[36]. Essa transformacao e outras serdo discutidas detalhadamente a seguir.

3.2.2 Transformacao da Particulas, transformacao do Observador e Violacao da In-
variancia Difeomorfica

O que nao deve ter ficado claro ainda é como essa simetria € realmente violada, ou
seja, como nossa teoria deixa de ser um invariante sob uma determinada transformacao. Todavia
para esclarecer esse “furo’no texto, temos que lembrar um pouco sobre as transformacoes de
Lorentz.

Sabemos que a Relatividade de Einstein, assim como o modelo padrao das particulas
elementares, sdo teorias que sdo invariantes sobre as chamadas transformacdes de Lorentz [45].
E essas transformacoes, por sua vez, podem ser divididas entre passivas e ativas. Porém essa
nomeclatura s6 € vilida quando estamos em um sistema constituido por particulas livres e, nesse
caso, ambas as transformacdes sdo um inverso da outra [46]. Mas € no cenério, onde um campo
de fundo permeia o espaco-tempo, que estamos interessados. Nesse caso, as transformacdes ga-
nham um novo nome: transformagao de observador (transformacdes passivas) e transformagao
da particula (transformacdo ativa).

As transformacdes de observador sdo aquelas que vao relacionar as coordenadas
entre os dois referenciais, que na prética, sdo as ja conhecidas rotagdes e boosts, além disso
o campo de fundo também vai sofrer uma mudanca de coordenadas, se comportando, por-
tanto, covariantemente como um 4-vetor. Veremos um exemplo depois, que nesse tipo de
transformacao, a simetria de Lorentz continua inalterada.

A violagdo acontecera nas transformacoes de particulas, cujas rotagdes e boosts das
particulas e dos campos localizados em um ponto do referencial de Lorentz local sao realizadas
mantendo o campo de fundo inalterado, dessa maneira esse campo de fundo se comporta como
um conjunto de quatro escalares [35].

Um exemplo simples com um elétron na presenca de campo elétrico, o campo de
fundo, gerado por um capacitor de placas paralelas € suficiante para perceber que a tranformacgao
de particula (transformacao ativa) € a responsavel pela violacido [46]. Vamos imaginar que o
vetor posicdo do elétron, R, € perpendicular a dire¢cdo do campo elétrico e em seguida ire-

mos realizar a seguinte transformacao: uma rotagao de ¢, como mostra a figura [2]. Para a
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transformacdo do observador, o observador inicial concorda com o observador rotacionado,
pois a posicao do elétron continua perpendicular ao campo de fundo. Mas para a transformacgao
de particula, o referencial continua inalterado e é a posi¢do da particula que € alterada, nesse
caso para ¢ = %ﬂ, logo teremos que a posicao do elétron serd paralela ao do campo elétrico,
como mostra a figura [3] . E nesse sentido que dizemos que a simetria de Lorentz é violada,

apenas em transformacao de particula.
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Figura 3: Rotacdo passiva de angulo —¢ em presenca de um campo de fundo

Outra transformg¢do que € violada e que nos € importante no cendrio da violagao
de Lorentz no setor gravitacional é de defeomorfismo [44]. Primeiro, vamos esclarecer o que
¢ invariancia de difeomorfismo, depois vamos ver como a sua quebra se relaciona a violagcao
espontinea da simetria de Lorentz.

Transformagdes de defeomorfismo sdo aquelas que deixam a lagrangiana da relati-
vidade geral (GR) invariante, ou seja, seriam o andlogo as transformacdes de calibre do modelo
padrao [47]. Essas transformacdes sao do tipo ativas, portanto, seriam representadas por um
mapeamento entre variedades. Diferentemente, as transformacdes passivas na relatividade ge-
ral sdo representadas por transformacdes gerais de coordenadas. O que Bluhm e Kostelecky
mostraram € que a violacdo da simetria de Lorentz leva a violagdo da simetria de defeomor-
fismo, e vice-versa [48]]. Essa conexao fica mais clara, quando estamos utilizando o formalismo

de vierbein. Tal formalismo sera mais explorado adiante.
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3.3 Acao do Modelo Padrao Estendido

O que iremos fazer agora nessa secao € desenvolver a acdo do Modelo Padrao Es-
tendido. Como ja foi discutido, nossa teoria de campo efetiva deve conter o modelo padrao da
fisica de particulas, junto com os termos que sdo acoplados a gravidade e o setor gravitacional
puro, além dos coeficientes de violacao de Lorentz. Mas o que iremos abordar nesse trabalho €
apenas o setor gravitacional, ou seja, o0 modelo padrao € deixado de lado.

O formalismo de vierbein é o mais eficaz no cendrio gravitacional, uma vez que
a distincdo entre uma transformac¢do de coordenadas gerais e uma transformacdo de Lorentz
local € de facil visualizacdo [35]. Tal escolha tem sua motivagc@o no fato da teoria precisar ser
independente de coordenadas, ou seja, covariante sob transformacao geral de coordenadas e de
Lorentz-observador local, por isso adotar esse formalismo para estudos de violacdo de Lorentz
¢ util. Portanto o espaco-tempo de Riemann-Cartan € a geometria que melhor se adapta a nosso
teoria.

Nesse caso os campos gravitacionais podem ser descritos pelos vierbein e, “ e pela

conexao spin w,, *.

Por sua vez, a variedade de Riemann-Cartan é determinada pelo tensor
curvatura R" ), e pelo tensor tor¢do 7% .. Apesar de haver uma crescente leva de trabalhos
investigando modelos de gravidade modificada com torcao [49,50] , nés iremos considerar
nesse trabalho o caso limite, onde essa tor¢ao é zero, consequentemente, iremos trabalhar com
a geometria de Riemann. A escolha desse limite ndo € meramente para facilitar as contas, mas
porque os efeitos devido a tor¢do em cendrios de grande curvatura( buracos negros, evolugao
cosmica, etc.) sdo bem menores em comparacdo ao tensor de Riemann, R” .

O Modelo Padrao Estendido como uma teoria de campo efetiva deve conter em sua
acdo uma infinidade de termos, porém € de se esperar que apenas termos cujo operador com di-
mensao de massa baixa seja importante fisicamente, além disso, como ja foi mencionado antes,
estamos interessados no setor minimo do SME, ou seja, apenas considerando os termos lideres
na acdo. O pedaco da acdo do SME que carrega a violacdo de Lorentz pode ser construido
através da contracdo entre o operador, que iremos chamar de J*, e o coeficiente de violacdo de

Lorentz, chamado por nés de &, e é dado por:
Sry D / d'zek, J" (3.2)

onde e € o determinante da a¢do. No nosso trabalho, o operador J# € representado pela quanti-

dade na Relatividade Geral que estd relacionado a curvatura.
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3.3.1 Setor Gravitacional

Vamos agora, finalmente, escrever nossa acdo que deve conter a densidade lagran-
giana que ndo viola Lorentz (LI), sendo essa o ja conhecido termo de Einstein-Hilbert, pois
consideramos tor¢do nula, e a densidade lagrangiana que viola Lorentz (LV), esse iremos cons-

truir tomando alguns cuidados. Nossa acdo pode ser escrita como:

1
Sgram'ty = % /Egr(wity d4$. (33)

onde ~ 3 x 10%GeV? é a constante de acoplamento gravitacional usual. Como j4

_ 1
k= Torax
foi mencionado, a L, 4.it, pode ser dividida em:

Lyravity = LM+ LY. (3.4)

se espera que essa densidade lagrangiana se combine com o setor de matéria e de gauge do
SME em uma conexao que leve a teoria fundamental na escala de Planck.

O primeiro termo da equagdo [3.4]¢ o de Einstein-Hilbert:

LM = eR — 2eA... (3.5)

onde e € o determinante da métrica e A € a constante cosmoldgica. Essas reticéncias que apa-
recem na equagao sdo porque £ pode ser escrita como um série de poténcia da curvatura,
tor¢do e derivadas covariantes [35]]. Porém como ja mencionado estamos interessados apenas
no limite riemanniano, Tlﬁ, — 0.

O segundo termo da equacao|3.4{deve ser construido de uma maneira que os coefici-
entes de violacao de Lorentz juntos com os operadores de campo gravitacionais produzam uma
quantidade que seja a0 mesmo tempo um invariante sobre transformacao geral de coordenadas
e sobre transformacio de Lorentz do observador local. Dessa maneira, podemos escrever L2V

como uma série [35]]

LY = e(kr)™" R - (3.6)

estamos desconsiderando os termos com tor¢do. O coeficiente de violagdo de Lorentz (kg)"**”
¢ adimensional e herda a simetria do tensor de Riemann, Ry, [35]. E interessante de maneira
especial esses termos com coeficientes de violacdo de Lorentz com nimero par de indices, uma
vez que tais termos podem contribuir no pedaco da lagrangiana sem violagdo de Lorentz, pois
tais termos podem ser proporcionais a métrica, g,,,, € ao tensor de Levi-Civita, ¢, ,,,, podendo
levar, portanto, a novas interpretacdes para a constante cosmoldgica, por exemplo [35].

Além disso, sabemos que o tensor de Riemann pode ser decomposto em tensor de
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Weyl, Wi.a., em escalar de curvatura, 12, e em tensor de Ricci sem traco, wa =R,—9uR/4,
logo podemos decompor (kg)"*" em u, s** e t**** [17,/18]]. Podemos escrever explicitamente

esse coeficiente de violagdo da forma:

1
(k)M = g 4 3 (gf[“s”]A — g”"s”“) — g"rgPu. (3.7)

Como estamos interessados em uma teoria que possa ser testada em baixas energias,
os termos-lideres que aparecem nas equagoes e sdo os que irdo descrever os efeitos da
violacdo de Lorentz. O que nos resta fazer agora é obter as equacdes do movimento da teoria.
Para tanto, basta variar a acao @ em relacdo a métrica, utilizar teoria variacional e obter a

equacdo de Einstein modificada:

G +Ag = KT, (3.8)

e 0 que iremos obter sdo diferentes tensores energia-momento 7}, para diferentes teorias com
violacao.

As solucdes gravitacionais obtidas da equagao [3.8] podem mostrar anisotropias no
espaco-tempo que geram varias consequéncias fisicas [35]]. Essas corre¢des oriundas dos coefi-
cientes de violacao de Lorentz sdo o grande objetivo dessas teorias, pois aqui a fenomenologia
ganha forca.

Diante de tudo isso, podemos escrever nossa acdao baseada no SME minimo setor

gravitacional com tor¢ao nula, limite riemanniano, da seguinte forma:
1
Sgravity = o / e[R —2N —uR+ s" R, + t”A“l’RMW]d‘lx (3.9)

ou seja, nossa a¢ao é composta basicamente do termo de Einstein-Hilbert, com constante cos-
moldgica, e os termos de acoplamentos ndo-minimos com a gravidade. Os coeficientes u, s"”
e "M s3o os respontéveis pela violagdo de Lorentz. Mas adiante, o que serd feito é investi-
gar um modelo que viola Lorentz espontaneamente devido a um campo de fundo 2-forma, ou
seja, iremos reescrever esses coeficientes em funcdo de campo antissimétrico e introduzir um
potencial que leva a violacao de Lorentz.

O que ficard mais claro adiante também € a fisica por detrds de cada acoplamento,
por exemplo: para uma escolha apropriada de potencial e de médulo do campo de fundo res-
ponsavel pela violagdo, é possivel absorver o acoplamento R na parte da agdo que ndo tem
violagdo de Lorentz. Além disso, o acoplamento t*** R, ,, carrega por si proprio todo um
mistério, que serd discutido mais a diante. E finalmente, o acoplamento s R, € o que mais
nos interessa nesse trabalho, devido aos resultados obtidos por nés em cendrios de buracos ne-

gros. Para exemplificar, iremos a seguir analisar um exemplo de modelo vetorial de violagao de
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Lorentz bastante utilizado na literatura.

3.3.2 Campo de Bumblebee

Na literatura, o exemplo que encontramos mais simples que leva a quebra espontanea
da simetria de Lorentz é o modelo de bumblebee. Esse modelo vetorial foi utilizado excessiva-
mente como toy model no SME devido a sua simplicidade, como em [51}52]]. Podemos agora

construir a acao desse modelo como:
SP =89 + 89 1 K SV 4 SM. (3.10)

onde SY é a acdo de Einstein-Hilbert, SI% é o termo de acoplamento entre a gravidade e o

campo de bumblebee, que é dado pela equagao S% ¢ o termo cinético, SV é o termo de
. M , . ~ o .

potencial e S € termo de matéria. Antes de escrever nossa a¢do explicitamente, vamos fazer

algumas consideragdes. Primeiramente, vamos supor que o potencial do nosso modelo, que é

o responsdvel pela quebra espontanea da simetria de Lorentz, é dado por uma combinacdo do

campo de fundo B,, e da métrica g,,,, [34]

V =V (B"B, £ V?). (3.11)

onde b* é uma constante positiva. Apesar dessa escolha de combinagdo entre B,, e g,,, (em a
métrica estd implicita, pois B*B,, = ¢V B, B,, ), € possivel também que esse potencial dependa
de derivadas de B,,, no entanto ndo iremos explorar esse caso. Dessa maneira, o potencial V'
carrega a violagdo de Lorentz com a escolha de um minimo em B* B, & b* = 0. E essa equagdo

€ resolvida quando o campo B,, adquire um valor esperado no vicuo diferente de zero:

< B, >=b, (3.12)

quando a condig¢do bb, £ b* = 0 é obedecida, entdo esse campo de fundo b,, quebra esponta-
neamente a simetria de Lorentz.

Finalmente, podemos agora escrever acdo de bumblebee explicitamente. Vamos,
portanto, adotar a seguinte escolha para SV, bem comum nos artigos com campo de bumble-
bee [34]]

1
u=1¢B"B,. (3.13)

1
s = £(B'BY — ZgWBaBa)‘ (3.14)
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(A — (), (3.15)

Considerando todas essas escolhas, temos que a agdo que sera utilizada nessa se¢ao

¢ dada por:

1 1
SP = / d4xe[%(R +¢B*BYR,,) — 1B B — V(B*B, +b*) + £M]. (3.16)

onde consideramos a constante cosmoldgica nula. Podemos ver imediatamente que essa lagran-
giana ndo € invariante de calibre, por conta do potencial, logo nossa teoria ndo € uma teoria de
gauge [34], apesar de apresentar um termo cinético que € invariante de calibre, composto pelo

campo de for¢a B,,,, definido como:

By, = 0,B, — 8,B,. (3.17)

Trabalhos que se utilizaram da a¢do ndo-minima |3.16, como [53], [54,55] em
cendrios gravitacionais( buracos negros e wormhole ), serdo utilizados por nds como referéncias
diretas, uma vez que iremos abordar o mesmo tema. A diferenca, todavia, € que iremos violar
Lorentz com um campo tensorial, ao invés de um campo vetorial. Antes de explorar esse campo
tensorial proximo de um buraco negro, vamos discutir um pouco sobre a viabilidade das teorias
com violacdo de Lorentz, ou seja, vamos falar sobre possibilidades de detec¢do dessa “nova

fisica”.
3.3.3 Fenomenologia

Ciéncia s6 € ciéncia se teoria e experimento andarem lado a lado, essa € a base
do método cientifico. E nesse intuito que iremos discutir um pouco sobre as possibilidades
empiricas para as teorias com violacdo de Lorentz. Até agora s6 falamos sobre a parte tedrica
do Modelo Padriao Estendido e comentamos que a violacdo de Lorentz é um sinal dessa teoria.
Mas como detectar esse sinal que é presumidamente pequeno?

Do ponto de vista gravitacional, acredita-se que em regides com grande curvatura,
como buracos negros, Universo primordial, contextos cosmoldgicos envolvendo constante cos-
moldgica,matéria escura, e energia escura, tais sinais possam ser detectados [34,35[]. Uma outra
maneira de estudar essas violacdes e fazer a partir disso um conexao com a parte experiemental
€ através das teorias que estudam os modos de Nambu-Goldstone e de modos massivos que
surgem da violagdo espontanea da simetria de Lorentz [56]]. O estudo das propagacdes ou nao
dos modos massivos e nao massivo de Nambu-Goldstone tem todo um interesse especial na

comunidade que estuda violacdes de simetria, uma vez que a partir desses modos € possivel
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estudar a estabilidade e viabilidade da teoria.

Mas , atualmente, sdo os experimentos com ondas gravitacionais que estao interes-
sando mais a comunidade cientifica, por conta da deteccdo de tais ondas pelo LIGO ( Laser
Interferometer Gravitacional-Wave Observatory) [15]]. Alguns trabalhos com solugdes tipo on-
das gravicionais em cendrio de violacdao de Lorentz sdao estudados em [57].

Porém desde quando foi mostrado que a simetria local de Lorentz poderia ser que-
brada espontaneamente em 1989, nio foi detectado nenhuma indicio dessa nova fisica. No
entando, a busca por esse efeito Plack-suprimido estd cada vez mais forte e com experimentos
mais precisos [58]. Se hd violagdo de Lorentz na natureza é possivel que um dia possamos
detecta-la.

Do ponto de vista desse trabalho, o que estamos procurando é uma solugdo tipo
buraco negro com violacdo de Lorentz. Uma vez obtida essa solugdo, espera-se que essa se
apresente como uma corre¢ao de alguma solugdo ja conhecida da literatura. Nas duas partes
seguintes desse trabalho, iremos abordar uma teoria com violacdo de Lorentz devido a um

campo antissimétrico e estudaremos as implicagdes fisicas das corre¢des obtidas desse campo.



37

4 MODELO KALB-RAMOND

Até agora o que fizemos foi definir como a simetria de Lorentz pode ser violada
teoricamente através do SME. Além disso, vimos que, em especial, em cendrios gravitacionais
¢ importante que essa quebra seja espontanea. Mas o que iremos fazer agora € escolher um
modelo especifico de violagdo. A nossa escolha é um campo de fundo tensorial de rank 2
antissimétrico que € responsavel por gerar modifica¢des no espago-tempo devido a sua interacao
com a gravidade (curvatura), esse campo € conhecido na literatura como Kalb-Ramond.

Esse campo 2-forma, no formalismo de p-formas, que junto com os campos de
graviton e dildton, tem sua origem no espectro bosdnico da teoria das cordas [59]. Suas ca-
racteristicas e como ele pode ser incorporado no setor gravitacional do SME sera explorado a

seguir.
4.1 Campo 2-forma

Antes de construir a acdo da nossa teoria, que nos dard as equagdes do movimento,
vamos definir o que seria o campo de Kalb-Ramond. Esse campo tensorial € antissimétrico de
rank 2, que sera representado por B, ou seja, B, = —B,,. Além disso, € possivel definir
também o tensor dual de B,,, como sendo [60]:

1

Bm\ = §EI€)\/,LI/BNV (41)

onde €, € tensor de Levi-Civita. Ja € possivel ver as semelhagas desse campo com o0 campo
eletromagnético e foi essa analogia que nos motivou a estudar esse modelo. Sabemos que o
campo eletromagnético apresenta uma forma bem simples quando € tratado do ponto de vista
das p-formas [61], por isso iremos adotar esse formalismo no campo de Kalb-Ramond. Dessa
maneira, temos que 5, € uma 2-forma.

O campo de forga € uma combinag¢do de derivadas de B,,, e € dado por:

H)\,u,l/ = a)\B,uu + 8;LBU)\ + al/B)\,LL' (42)

as derivadas d,, podem ser substuidas pelas derivadas covariantes D,,, que ndo h4 problema, uma
vez que estamos adotando o espaco-tempo de Riemann [[19], portanto os simbolos de Christoffel
se cancelam. Como podemos ver, H),, € uma 3-forma. No formalismo das p-formas podemos

representar nossos tensores como [62]:

1
By = §Bu,,dx“ A dx” 4.3)
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1
Hy = S Hypda A dz” dz* (4.4)

onde A € o produto wedge. Temos imediatamente que as componentes de f3 sdo construidas
através do produto exterior de Bs, ou seja, H3 = dBs. Algo interessante acontece quando nosso
3-forma é nula, ou seja, dB; = 0, logo nosso campo 2-forma se torna uma diferencial exata e

pode ser dada por:

B, = 0,A, —0,A,. 4.5)

se continuarmos a analogia com o eletromagnetismo, podemos chamar A, de um pseudo-
potencial eletromagnético.

Assim como foi definido o dual de B,, € possivel definir o dual do seu campo de
forca como sendo: .

H, = égwyﬂw'/ (4.6)

além disso, € possivel notar que esse campo € invariante sobre a seguinte transformacado de

gauge 6B = dA, onde A € um parametro de calibre 1-forma.

4.2 Acao de Kalb-Ramond

Nessa secao, iremos construir a acao de Kalb-Ramond considerando o setor gravita-
cional e de matéria, esse ultimo serd apenas citado, pois sua constru¢ao nao nos interessa nesse
trabalho, uma vez que estamos procurando solucdes de vicuo, ou seja, 0 Unico campo consi-
derado por n6s aqui além do gravitacional € o do Kalb-Ramond. Podemos escrever a referida

acdo como:

SER =89 4 SK + SV 4+ SM, 4.7)

onde &Y € a acdo de Einstein-Hilbert ( iremos considerar a constante cosmoldgica sendo igual
a zero, A = 0) , S é o termo cinético, SV é o termo potencial e , por fim, temos o termo de
matéria SM.

O termo cinético da nossa densidade lagrangiana € o responsavel pela dinamica do
modelo. Por isso, ele € composto pelas derivadas de B, e pelos termos com o acoplamento
com a gravidade [60]. Nesse trabalho vamos considerar apenas os termos de derivada segunda
de B, e, em relacdo ao acoplamento gravitacional, vamos considerar apenas os termos sem
derivadas e lineares na curvatura, embora os termos com derivadas de ordem superior associ-
ados a teorias de campos com violacdo de Lorentz sejam previstos no nivel de uma teoria de

campo efetiva [48], todavia como ja foi mencionado anteriormente, estamos interessados no
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setor minimo do SME. Para os propdsitos desse trabalho, vamos considerar apenas o termo
invariante de calibre na parte dos termos cinéticos quadraticos independentes da densidade la-
grangiana e os termos com acoplamento gravitacional linear na curvatura, ou seja, 0 termo

cinético serd dado por:

1
eLN = — S eHyu H + 11eB™ B" Ry + mae B B, Ry, + 3¢ B By R (4.8)

onde 71, 7> e T3 sdo constantes arbitrarias. Perceba que o termo H),, H My de fato é um inva-
riante de calibre, pois o campo de for¢a, H),,, se mantém invariante sobre a transformagao de
calibre 0, B = dA.

A partir de € possivel identificar quem sdo nossos coeficientes de violacdo de

Lorentz, basta comparar com a a¢do do SME construida por nés em[3.9 e notar que:

tFAY o BFA BHY (4.9)
s o B"™ B*, (4.10)
u o B" B, 4.11)

Vamos abordar agora o termo na acdo que € o responsdvel por levar a quebra es-
pontinea da simetria de Lorentz, o termo potencial. Assim como foi considerado na 0

potencial V' vai levar a formacao de um valor esperado no vacuo nédo nulo:

< By >= by, (4.12)

perceba que temos o VEV de um 2-tensor, que serd responsavel por quebrar localmente a sime-
tria de Lorentz. A construcdo do potencial pode ser feita considerando que o V' vai depender
do campo B, [48]], do tensor de Levi-Civita e da métrica ( o potencial pode depender da
derivada covariante de B, porém ndo iremos explorar essa possibilidade novamente ), em
uma combinac¢do que preserve o fato de a densidade lagrangiana ser um escalar do observa-
dor. Portanto, a combina¢do dessas quantidades devem ser feitas da seguinte forma: B, B*”
e B, B", salientando que temos nessas combinagdes a dependéncia implicita da métrica, pois
BH = gkt g"*B,.y, e a dependéncia do tensor de Levi-Civita vem da equagio

Diante disso, podemos utilizar a abordagem ja conhecida [48]le escrever o potencial
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como:

V =V (B,B"+ < g" >< ¢" > babu , BuB™E < g" >< g"* > baoab).  (4.13)

onde b, € o dual de b,,. Tanto < g"* >< ¢g"* > b,\b,, quanto < gh* >< g

> b,{)\buy
sdo dois nimeros reais que representam o valor no vacuo dos campos, quando assumimos que
< V >= 0. O que serd feito na pratica aqui é considerar um situacdo de permanéncia no
estado de vacuo, ou seja, sem nos importar com a dinamica do campo de fundo. Essa mesma
abordagem j4 foi adotada nesses artigos [53]] e [54]. Essa abordagem serd mais detalhada nas
proximas segoes.

Apesar da forma genérica do nosso potencial em[4.13] iremos assumir a partir desse

ponto que nosso potencial serd construido da seguinte forma:
V = V(B,,B" £ b,,b") (4.14)

Vamos voltar as anologias com a eletrodinamica de Maxwell para construir explici-
tamente o campo de fundo 2-formas, b,,,. Assim como € feito na teoria cldssica do eletromag-

netismo [63]], vamos dividir o campo de for¢a em dois outros campos da seguinte forma [64]:

b = Efv,) + € “0aBg (4.15)

onde E e B podem ser interpretados como pseudos campos elétrico e magnético, respecti-
vamente, e v* é um 4-vector tipo-tempo. Os pseudo-campos E e B sdo tipo espaco, i.e.,
Eu* = Byu* = 0. Assim, o Kalb-Ramond VEV produz dois campos vetoriais de fundo,

ao invés de apenas um produzido pelo bumblebee VEV [53].
4.3 Modelo Nao-Minimo

Como ja foi mencionado anteriormente, estamos estudando os efeitos da violacao
de Lorentz na gravitacdo, e € esperado que esses efeitos se mostrem mais fortemente quando
estamos trabalhando com modelos que levam em consideracdo os acoplamentos nao-minimos
com a gravidade [34], ou seja, aqueles termos na densidade lagrangiana que contém o campo
que adquire valor esperado no vacuo ndo nulo acoplado a curvatura. No caso do modelo Kalb-
Ramond, essas quantidades sao representadas pelos tensores: Ricci com trago nulo, Weyl e
escalar de Ricci, que sdo os trés ultimos termos da equacao Vale lembrar que estamos
considerando apenas os termos lideres, que sdo lineares e sem derivadas no tensor curvatura.

Diante de tudo isso e retomando as seguintes escolhas: A = 0 e LM = 0 (solucdes

no vacuo), temos que a acao ndo-minima que iremos explorar a partir de agora ¢ dado por [60]]
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SKR / e d's {%-é s H Vo (&B“BWRWﬁ&B“B“ VRmégBWBWR)}
(4.16)
onde o invariante de gauge H),, é dado por #.2]e o potencial V' é dado por #.14, As cons-
tantes &1, & e &3 sdo na verdade renomeacdes das constantes 71, 7> € 73 da equagao pois
escolhemos extrair o fator de o das antigas constantes para facilitar a andlise.
Com a a¢do em maos, podemos obter as equacdes do movimento. Primeiramente,
vamos escrever a equacdo de Einstein modificada, ou seja, basta variar a a¢do [5.23]em relagdo

SKR

a métrica [6S,.,% .. (9,,) = 0], assim obtemos:

Gy = KT 4.17)
onde ij,R € o tensor energia-momento do campo Kalb-Ramond. Podemos dividir esse tensor
em quatro termos:

KR _ B 3 3 3
Ty, =r|T,+To+T2+T7]. (4.18)

tais termos sao escritos explicitamente como [60]:

1 1
Ty = §H % Hyos — ﬁg,wﬂamm7 — gV + 4B ,BaVi + guuBasB Vs, (4.19)
MRS R . 3 o 3 .
T :;1 9B B Ragys + 5 BBy Ruagy + 5B B Ryasy

+ Do Dg(B* ,B, ") + DaDs(B* ,B, ?) (4.20)

1
Tjg :% {gng‘WBﬂ JRag — B* ,B? ,Rog — B**B,sRyo — B*’B,gR 4
+ §DaDu(ByﬁB )+ §DQDZ,(BNBB ) — 5D (B* ,Bay) — igw,DaDﬁ(B B? ).
4.21)
Tjg _ & {D#DV(BO‘BBQB) — guwD*(B*’B,g) — B’ B.sG,,, + 2B~ MBZ,QR] .
K
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onde V; e V5 sdo as derivadas parciais do potencial (condigdes de vacuo) [60] e G, € o tensor
usual de Einstein.

Iremos explorar bastante as possibilidades dessas equacdes, para diferentes an-
santze, mas antes de discutir sobre isso, vamos obter a equacdo do movimento para o campo
B,..,, que € obtida variando a acdo em relagdo ao préprio campo, [6SEE - (B,,) = 01[60]

nonmain

Dy HOM = i 4 i, (4.22)

z

onde ji/” é a densidade de corrente do potencial [60], sua forma ndo nos interessa nesse trabalho,
pois como serd considerado mais adiante, iremos usar novamente o fato que nosso campo de
fundo esta “congeladono vacuo, ou seja, ndo iremos considerar a dinamica desse campo. E
por sua vez, ji;_ € a densidade de corrente da curvatura e é dado por:

7 _ 251

2
g = BaﬁRaﬁﬂV + éBa [n prla
K K

%
K

B"R. (4.23)

onde [y, V] representa o comutador entre os indices.
Além disso, temos que o lado direito da equagéo é covariantemente conservado

(on shell) [60]], ou seja:

Du(jy” +Jg) =0. (4.24)

O que iremos fazer a seguir € considerar algumas hipéteses e aplicar esse modelo
nao-minimo a fisica dos buracos negros, tentando encontrar solu¢des no vacuo, tendo como
campo de fundo, responsdvel pela quebra espontanea da simetria de Lorentz, o campo de Kalb-

Ramond, para fazer isso, iremos resolver as equacdes de Einstein modificadas4.17
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5 SOLUCOES DE BURACOS NEGROS MODIFICADAS COM CAMPO DE
FUNDO DE KALB-RAMOND

Finalmente, vamos aplicar o modelo de violacdo de Lorentz ndo-minimo de Kalb-
Ramond em um contexto fisico: buracos negros. Esses objetos astrofisicos, que ja fazem parte
do imaginério humano, sdo misteriosos e fascinantes; ha anos a comunidade cientifica vem ten-
tando entender melhor sua natureza. Trabalhos importantes nesse sentido foram desenvolvidos
nas ultimas décadas como [65]], [66] e [67]].

Escolher solugdes tipo buraco negro em um contexto de quebra espontanea da sime-
tria de Lorentz devido a um campo antissimétrico € motivada por: se a natureza viola Lorentz,
essa violacdo do ponto de vista gravitacional deve ocorrer em lugares com baste gravidade
(curvatura), que € o caso dos buracos negros, e , como foi mostrado acima, eles de fato exis-
tem! Portanto, iremos estudar como as solu¢do conhecidas na literatura de buracos negros sao

modificadas pela violacdo de Lorentz.

5.1 Solucoes Simetricamente Esféricas no Vacuo para acoplamento £, # 0

As solugdes no vacuo que sdo esfericamente simétricas em um cendrio de violagcdo
de Lorentz com o campo 2-forma € o foco principal desse trabalho. Iremos considerar algumas
hipdteses para esse modelo de Kalb-Ramond com violagdo, que sao analogas as feitas por Ca-
sana no seu trabalho com campo de bumblebee, que € um campo vetorial que leva a violagao

espontanea de Lorentz, [53]]. Para tanto, iremos considerar a seguinte métrica:
ds®> = —A(r)dt* + B(r)dr* + r*d6® + r’sen®0d¢*. (5.1

logo o que estamos atrds é como A(r) e B(r) sdo modificados pela LV.

Para obter essas componentes da métrica, iremos resolver a equagdo de Einstein
modificada [4.17] apenas para o acoplamento ndo-minimo com o tensor de Ricci néo nulo, ou
seja, & # 0. Mas antes de reescrever a equacgio de uma maneira mais facil, vamos fazer
algumas consideragdes.

Iremos investigar apenas os efeitos do VEV do campo de fundo Kalb-Ramond no
campo gravitacional, ou seja:

B, B" = b, b" (5.2)

portanto nao estamos interessados na dinamica do background. Além disso, podemos melhor

definir b,,,, considerando que ele tem uma norma constante, ou seja:

b 0" = —b? = constante. (5.3)
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Consequentemente, temos que o campo de forca, H3 = dby se anula. Essas condicdes nos
garantem que o Hamiltoniano se anula. Essa condi¢do [5.3|¢ suficiente para nossos propésitos
cOmo veremos a seguir; nao iremos utilizar, por exemplo, a condi¢ao do Ref. [54]], que considera
que o campo de fundo € covariantemente constante, ou seja, Dyb,,, = 0.

Nesse parte da dissertacdo, iremos considerar apenas a configuracdo do pseudo-

campo elétrico com a seguinte forma:
by = —E(z")da® A da’ (5.4)

onde dz° = dt e dz' = dr. Facilmente, podemos ver que esse ansantz[5.4satisfaz: Hz = db, =
0. Além disso, podemos escrever esse pseudo-campo elétrico em funcao das componentes da

métrica através de logo temos que:

A(r)B(r)

5 (5.5)

E(r) = [b

note que a fungdo E(r) define um pseudo-campo elétrico estético e radial, B(r) = E(r)#, que
€ consistente com a simetria espagco-temporal estatica e esférica. Além disso, temos que esse
campo, E, é ortogonal aos vetores de killing do tipo-espaco e do tipo-tempo responsdveis pela
simetria estdtica e esférica.

Diante de tudo isso e relembrando que estamos interessados apenas em solugdo de

4 M ~ . . .
vécuo, T, = 0, podemos reescrever nossa equagdo de Einstein como:

R = & | gub™0° Rap — b 0% L Rag
1
— b*b,5 Rye, — 0,5 Ry + §DQDM(byﬁbaﬁ)
1 1
+ §DaDy(bM5b“f8) — ZDQ(ba wbor) | (5.6)

¢ possivel simplificar ainda mais essa equagdo antes de resolvé-la, e isso pode ser feito mos-
trando que para a condi¢ao as derivadas covariantes em sdo nulas, que € de se esperar,
afinal de contas, o campo de fundo, by, estd congelado”no vacuo. Para vermos isso, basta deri-
var covariantemente os dois lados de[5.3|e considerar que as Ginicas componentes ndo nulas do

campo de fundo sdo by; = —b19, 0 que obtemos é:
Dy (bp1) =0 5.7

ou seja, as derivadas covariantes de [5.6] sdo todas nulas. Vale salientar que essa condi¢do, que

as derivadas covariantes do campo de fundo sdo nulas, acontecem apenas nesse caso especifico
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adotado por nés, na escolha do pseudo-campo elétrico com componentes radiais isso em
geral ndo € verdade, como adotado, por exemplo, em [54]].
Finalmente, podemos resolver as equacdes oriundas de[5.6] O que iremos obter sdo

quatro equagdes diferenciais, dados por:

Rtt - 0 (58)

A
(1 — 5) R, =0 (5.9)

et
Ryp = sin® O R (5.11)

onde \ := |b|%£, é o parAmetro de violagdo. Os tensores de Ricci sdo dados por:
Rtt:%—%(%’—l—%) +%, (5.12)
sz—%—i-%(%/—i-%’) —l—%, (5.13)
R%=1—%—%(%,—%), (5.14)

esses tensores foram calculados no apéndice A, através do formalismo de vierbein.
Antes de substituir as componentes de b,,,, em[5.6] vamos escrevé-las explicitamente

em funcdo do médulo do campo e das componentes da métrica com o auxilio da equagdo

btr_—|b|,/w. (5.15)

tr 1
b =| b | 1/W. (5.16)
by =| b | \/w. (5.17)

(A 1
bt = |b”/—2A(7~)B(7~)’ (5.18)

Diante disso, estamos prontos para resolver as equagdes [5.6] Primeiro iremos mul-
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tiplicar a equacdo [5.8|por B(r) e a equagdo[5.9| por A(r), depois iremos soma-las, o que obte-

remos é:

A(r) = (5.19)

B(r)
Depois nos basta substituir esse vinculo|5.19/na equagao 0 que obteremos para

A # 2 € a seguinte equacgdo diferencial:

2)\
%A” +A+1)rA +A—1=0, (5.20)
que tem como solucdo:
c)  C@
A(r) =1+ —i )¢ —(2 ) (5.21)
rx

podemos imediatamente identificar a constante C'(1) como sendo o raio de Schwarzschild (
utilizando o fato de para campos fracos g;; € proporcional ao potencial newtoniano ). Por outro
lado, a constante C'(2) apresenta um certa limita¢ao em sua interpretagdo. O que se espera é que
sua real interpretacdo seja desvendada considerando a dinamica do campo de fundo, ou seja,
acessando as equacdes do movimento de by, porém esse nao € o objetivo desse trabalho.
Finalmente o que obtemos € uma solugdo de buraco negro cabeludo (esse possivel

cabelo serd discutido mais adiante) tipo lei de poténcia, dado por:

R, T
ds* = —[1——+—2}dt2
r rx
R, T]!
4 [1 _ s _2} dr® + r2d0* + r* sin® Od¢>. (5.22)
r rx

onde R, = 2G M é o raio de Schwarzschild usual e T é uma constante (com dimensdo de
[T]:L%) que controla os efeitos da violagdo de Lorentz na solucdo Schwarszchild. Vale notar
que no limite A\ — 0, i.e., para [b|> — 0 ou & — 0, nés recuperamos a métrica usual de
Schwarzschild, como esperado.

Nas proximas se¢oes iremos explorar mais essa solu¢ao, bem como suas proprieda-
des e fazer alguns testes sobre ela. Mas agora iremos discutir brevemente, outras possibilidade

de acoplamentos além de &,.

5.2 Outras Solucoes

Até aqui s6 investigamos as modifica¢des oriundas do acoplamento ndo-minimo &,.
Mas quais modificagdes ( se existirem ) podem surgir de acoplamentos com o escalar de Ricci

ou com o tensor de Riemann em [5.231?



47

Iremos primeiramente tratar o caso:

1 1
Syonmin = / ed's {% = G M =Vt (@BWBWRH (5.23)

aqui iremos nos utilizar de todas hipéteses anteriores e Nesse caso, 0 que ire-
mos obter é uma solugdo de Schwarzschild sem modificacdes. Nao foi necessario resolver a
equacao do movimento, pois quando olhamos para a densidade lagrangiana nesse caso apenas

com acoplamento de &3 podemos perceber que ela pode ser reescrita da seguinte maneira:

eLé = SR (5.24)
2K/
. 1-|bPg , L .
onde K = ——————=, ou seja, nesse caso a nova lagrangiana é igual a lagrangiana que gera
K

a solucdo de Schwarzschild apenas com uma constante diferente, logo ambas terdo a mesma
solucdo. Esse resultado ja era previsto na literatura de LV [44]], uma vez que quando estamos
trabalhando com potenciais de violagdo quadraticos suaves, que ¢ nosso caso {.14] o termo de
acoplamento com o escalar de Ricci pode ser absorvido na parte do termo de gravidade pura
(termo de Einstein-Hilbert).

A outra possibilidade de acoplamento é com tensor de Riemann, ou seja, nossa acao

¢ dada por:

R 1 1
Siggmzn = /6 d4$ |:§ - E )\/JVHA'MV -V + ﬁ (ngRAB’uVRH)\p,I/>:| (525)

se aplicarmos de maneira idéntica as condi¢des que nds utilizamos para obter [5.22] mas agora

considerando a equag@o de movimento para a a¢do [5.25|que é dado por:

3 3
Ry =& {gwbaﬁm%aw + §b%a wRoapy + 51%%“ ,,RWB,Y} (5.26)

Substituindo [5.15]5.16} [5.17¢[5.18|em [5.26] obtemos as seguintes equacdes:

w
Ry = W—er (5.27)
3w
Rrr - mthrt (528)
Rop— —"% g (5.29)
00 — A(’]")B(’]") rtrt .

onde @ = |b|?£;, além disso esses tensores de Riemann podem ser calculados a partir de m

Essas equacdes acopladas sao potencialmente mais complicadas do que as para o caso com o
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acoplamento com tensor de Ricci. Mas nao estamos totalmente perdidos. Podemos avancar
da seguinte maneira: multiplique a equagao por B(r) e a equagdo por A(r), depois
iremos somd-las, o que obteremos é:

1d

;dT(A(r)B(r)) = 2wB(7) Ryt (5.30)

Essa equagdo nao pode ser resolvida exatamente, entdo podemos escolher o seguinte

ansatz: ( )
h(r

B(r)

o que iremos obter é uma equacdo diferencial para h, ainda muito complicada de ser resolvida.

(5.31)

A(r) =

Porém o que nos interessa aqui € que uma vez substituida em algo no minimo curioso
acontece: o parametro de violacdo de Lorentz, v, desaparece, pois ele € eliminado na equagdo
diferencial resultante, ou seja, os efeitos de violagao de Lorentz devido ao acoplamento com o
tensor de Riemann somem!

Embora esse efeito seja curioso, ele ndo é novo. E comum em teoria de violagdo
de Lorentz em cendrios gravitacionais que os efeitos devido ao tensor de Riemann sejam nulos.
Esse efeito ficou conhecido na literatura como ¢ puzzle, como mostra as referéncias: [68]], [69],

[70].Esse nome se deve ao coeficiente de violacdo de Lorentz, ¢, que acopla a R, .
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6 ANALISE DA SOLUCAO DE BURACO NEGRO CABELUDO TIPO LEI DE
POTENCIA

Nesse capitulo iremos investigar as propriedades da solu¢do encontrada por nés
@ Inicialmente, iremos explorar as caracteristicas mais gerais, como os horizontes de even-
tos, e, por fim, iremos fazer alguns testes classicos nessa métrica com o intuito de encontrar

bounds para os parametros de violacdo de Lorentz.
6.1 Propriedades Gerais

Primeiro, vemos que nossa solu¢ao é uma modificacao na solu¢ao de Schwarzschild

Mas como garantir que de fato essa solu¢do devido a LV ndo € na verdade a propria

solucdo de Schwarzschild com uma mudancga de coordenadas? Para garantir que essa solucao é

realmente nova, temos que calcular o escalar de Kretschmann, definido em [21_1'} O escalar de
Kretschmann da nossa solu¢do com violacao de Lorenz € dado por:

Ropy RO — 1203 R2 — 83 M R, Y (1+ 3 +4%) +ArTA 1+ 5 + 5 + %)’ 6.1)

rarb

vemos que esse escalar difere do escalar da solu¢do de Schwarzschild[2.42] portanto, essa nossa
solu¢do com LV € de fato uma modificag¢do na solug@o no vécuo cldssica (Schwarzschild). Além
disso, € possivel notar que no limite A — 0, i.e., para |b|> — 0 ou & — 0, nés recuperamos o
escalar de Kretschmann usual de Schwarzschild, como esperado.

Uma caracteristica interessante de nossa solucao € seu formato lei de poténcia, pois
€ possivel recuperar algumas solugdes ja conhecidas da literatura. Por exemplo, se n6s fixarmos
o pardmetro de violagio A = [b|?¢; = —1. Nesse caso, A(r) = 1 — £ + Tr?, que € igual a
solucdo Schwarzchild-de Sitter (SdS)[2.48|( para A < 0). Logo, podemos dar uma nova origem
da constante cosmoldgica como sendo originada de um mecanismo de quebra espontanea de
simetria de Lorentz. Uma outra solucdo recuperada € a do buraco negro carregado ( Reissner-
Nordstrém ) para A = |b|2£, = 1, logo nossa constante de violagdo de Lorentz é proporcional
a carga total, ou seja, T o (). Porém, essa semelhanca sé é no nivel de solucdo, pois € facil
ver, que diferentemente da solucao de Reissner-Nordstrom, ndo existem cargas criando o nosso

campo de fundo, B,. Para provar isso, basta utilizarmos a lei de Gauss:

/ (E-d)ds = Q (6.2)
S
onde 7 € o vetor normal a superficie S e Q € a carga total. Mas como nés sabemos de [5.3| and

V2

= bl . ) ) ) ) .
5.5|que E = ur, entdo a integral em diverge em R — oo. Diante isso, surge a seguinte
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pergunta: afinal de contas, o que é essa constante T? O que podemos dizer é que sua real
natureza s6 pode ser desvendada se nds considerarmos as equagdes dindmicas do problema,
ou seja, & preciso investigar a evolucdo dinamica do campo de fundo, b, para tanto, seria
necessdrio acionar as equagdes de movimento do campo de Kalb-Ramond Porém esse
nao € o objetivo desse trabalho, portanto deixaremos essa abordagem como uma perspectiva de
trabalhos futuros. E € exatamente por esse natureza desconhecida de T que nds dizemos que
essa solucao descreve um buraco negro cabeludo, uma vez que esse parametro de violagdo de
Lorentz € uma quantidade que nao é nem massa, nem carga € nem momento angular, portando
um observador assintético iria medir uma quantidade além daquelas prevista pela conjectura

No-Hair.

6.1.1 Horizontes de Eventos

Uma das caracteristicas mais marcantes de um buraco negro € a fronteira tedrica que
esconde a singularidade e que nem mesmo a luz pode escapar, pois a sua velocidade € inferior
a velocidade de escape do buraco negro, esse € o horizonte de evento. Formalmente, podemos
definir essas fronteiras como uma hipersuperficie que separa os pontos no espago-tempo que
sdo conectados ao infinito por um caminho (path) tipo-tempo aqueles que nao sd@o. Vimos que
no caso da solug@o de Schwarzschild, o horizonte de evento € o préprio raio de Schwarzschild,
além disso nés vimos também que basta igualar a zero nosso ds? e achar os zeros da funcdo
para encontrar os horizonte. Para solucdo iremos inicialmente fixar A e depois encontrar

os zeros da funcdo ( se existir ).
PARA X =1

Nesse caso, temos uma solucdo semelhante a de um buraco negro carregado. Vamos fazer
A(r+) = 0, onde rx é o possivel horizonte de evento. O que iremos obter € a seguinte equagio
para A = 1:

r«? —Rax+Y =0 (6.3)

e suas solucdes sdo dadas por:

Ry +\/R?2 — 47
¥ = 2 (6.4)

2

logo teremos dois horizontes de eventos, como esperado. Podemos ainda expandir a raiz qua-
drada em uma série, pois partimos da hipétese que o parimetro de violacdo T € pequeno
(T << R?), portanto teremos os seguintes horizontes de eventos:

T 7T

7’+%Rs—§s—ﬁ

(6.5)



51

e
T T
TR — 4 — 6.6
=t 6.6)
onde no limp, ;o 7+ = 00 e limpg, oo 7— = 0. Portanto, a violacdo de Lorentz produz um novo

horizonte mais interno, r_, € no caso do horizonte mais externo a violag¢do reduz ( em relagao
ao horizonte de evento de Schwarzschild ) porr, = R, —r_.

O que podemos ver é que com o aumento da poténcia no termo de violagao de

Lorentz na solugdo [5.22, %, as correcdes no horizonte de evento diminuem. Por exemplo, no
rA

caso A = 2/3, vamos ter trés raizes, no entanto, apenas uma é real. Para a solucdo fisica (a
solucdo real) a modificacdo no raio de Schwarzschild usual tem a forma:
TQ
r,~ R, + 0O — ). (6.7)
RS

que € bem menor que as corre¢des devido a A = 1.

6.1.2 Tensor Energia-Tensao e Condicoes de Energia

Uma maneira de investigar a natureza de um buraco negro ou até mesmo sua esta-
bilidade ¢é através das condicdes de energia que foram estabelecidas para por restricdes sobre o
tensor de energia-tensdo,7},,. A maneira correta de estudar as condi¢Oes de energia € através das
equacgdo de Landau-Raychaudhuri [71]]. Essas equacdes foram desenvolvidas juntamente com
os avangos da cosmologia padrdo. Além disso, essas equacdes foram muito importantes para
o desenvolvimento dos teoremas de singularidade elaborados por Penrose e Hawking [[72,73].
Mas, afinal de contas, o que essas equacdes descrevem? De maneira resumida, podemos dizer
que é o comportamento cinético dos fluidos, que sdo gerados por campos vetoriais. As curvas
integrais desses campos podem ser geodésicas ou ndo, no contexto gravitacional - que € 0 nosso
caso - escolhemos as geodésicas como as curvas integrais, que podem ser nulas ou tipo-tempo.
A deducdo das equagdes de Landau-Raychaudhuri, que na verdade sdo identidades, serdo fei-
tas no apéndice B. Para nossa andlise das condi¢Oes de energia, basta a identidade que esta

relacionada com a expansdo, ou seja:

d 1
d—i) + 562 +o?—wr= — R vM” (6.8)

onde O estd relacionado a geometria da drea da secdo transversal (incluindo um nimero fixo
de geodésicas) ortogonais as linhas de fluxo, 0 = o0,,0" e w = wW"w,,. Nota-se que a
expansdo © nada mais é do que a taxa de variacdo da drea da secdo transversal ortogonal ao
bundle de geodésias tipo-tempo. Logo a expansdo aproximando do infinito negativo implica
na convergéncia de bundle, por outro lado, no infinito positivo hd uma divergéncia. Porém, é

possivel mostrar com a ajuda do conhecido Teorema de Comparagdo de Sturm que podemos
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alcancar a convergéncia se:

R0 + 0 —w? >0 (6.9)

porém podemos simplificar mais ainda essa condi¢do desconsiderando rotagdo, logo teremos:
R0 0" >0 (6.10)

essa condicdo se chama geodesic focusing.
Mas até agora nao falamos nada sobre condi¢des de energia. Como essas equagoes

podem extrair fisica do tensor energia-tensdo? Basta reescrever as equagdes de Einstein dessa

maneira: 7, = K <TW — % g#,,> . Ou seja, de|6.10| temos as seguinte restri¢cdes sobre o tensor

energia-tensao:
T
(TW — ng,) vhv” >0 (6.11)

essa é conhecida como condi¢do de energia forte (SEC), além disso se o tensor energia-tensao
for diagonal ( T° o = p sendo densidade de energia e T ; = p; sendo pressio isotrépica), entio
temos que p+p; > 0e p+ X;p; > 0. Temos também a condi¢ao de energia fraca (WEC), dada
por:

T, 0" >0 (6.12)

novamente, para um tensor energia-tensdo diagonal, temos que p > 0 e p + p; > 0. No caso
de v*v, = 0 ( nulo), a condigdo [6.12] se torna uma condi¢do de energia nula (NEC). Podemos
ainda citar um caso de condicdo de energia que implica que a massa-energia observada nunca
pode fluir mais rpida do que a luz no vécuo, conhecida como condi¢io de energia dominante
(DEC), que no caso de um 7}, diagonal, diz que: p > |p;|.

Em cosmologia é comum decompor o tensor energia-tensao da seguinte forma:
Ty = (p+ p)v"v” + pguw + 1w + g (6.13)

onde esses dois ultimos termos representam pressdes anisotropicas e fluxo de calor, respec-
tivamente( esses dois termos sdo mais comumente utilizados em modelagens que descrevem
eras cosmoldgicas anteriores a da radiacdo). No caso se desconsiderarmos essas pressoes (ci-
salhamento) e a conducdo de calor, teremos como fonte um fluido perfeito, nesse caso o tensor

energia-tensao serd dado por:
T, = (p+ p)v'v” + pgu (6.14)
ou seja, a matéria € dita isotropica:

(1" )™ = (=p,p.p.p) (6.15)
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O que iremos fazer agora € calcular a densidade de energia e as pressoes, especifica-
mente, de TE,% em Os elementos da diagonal do nosso tensor energia-tensdao considerando

as hipoteses ja apresentadas anteriormente, € dado por:
1
(T“ V)£2 =& (§5u Vbavbﬁ JRag — hH b vRos — peB p sRy0 — baﬁbl,,gR“ a) (6.16)

Para obtermos a densidade de energia em fungdo dos pardmetros de violagdo de

Lorentz, precisamos calcular (T° ()%, para fazer isso basta substituir as componentes |5.15}

5.16,[5.17]e[5.18lem[6.16] logo obtemos que:

2 T

Agora, vamos calcular as pressdes, para fazer isso vamos calcular (T |)%2, (T2 5)%
e (T* ;)% através de|6.16} o que obtemos é:

2 T
e _(X B 1) oD = ©19
2 T P
D2 =Dp3 = (X_l) D o (6.19)

podemos perceber de imediato de e que nosso modelo ndo € descrito por pressoes
isotrépicas. Uma vez que calculamos a densidade de energia e as pressodes, podemos aplicar as

condicdes de energia:
CONDICAO DE ENERGIA FORTE (SEC)

Para que a SEC nao seja violada precisamos que:

p+pi =0 (6.20)
p+Tip > 0 (621)

entdo de e temos que a SEC € obedecidase 0 < A < 2paraT > 0 ouse A < ( para
T < 0. Temos, portanto, que a solucdo semelhante a solugdo de buraco negro carregado, i.e.,
A = 1, ndo viola a SEC se T > 0. Por outro lado, se T < 0, entdo a solugdo tipo constante

cosmoldgica ndo viola a SEC, e nesse caso essa solucao é Schwarzschild-Anti-de-Sitter.
CONDICAO DE ENERGIA DOMINANTE (DEC)

Para que a DEC nio seja violada precisamos que:

p > |pil (6.22)
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podemos ver de imediato que a condi¢@o de energia dominante é obedecida , pois p > |p1| = p

ep > |pa| = |ps| = §.

CONDICAO DE ENERGIA FRACA (WEC) E NULA (NEC)

Tanto a condi¢do de energia fraca, ou seja, p > 0 e p + p; > 0, quanto a nula com p + p; > 0,

levam a mesma conclusao da SEC.

6.2 Efeitos Classicos

A ultima andlise sobre nossa solucdo com violag¢ao de Lorentz € como o movimento
de uma particula massiva de teste € influenciado pela atra¢do gravitacional do buraco negro de
Kalb-Ramond com LSB, ou seja, vamos estudar as geodésicas da nossa métrica ndo ire-
mos considerar as interacdes entre o acoplamento da particula e do campo de Kalb-Ramond.
O efeito que iremos abordar aqui € o avango do periélio do planeta Mercurio, que foi corri-
gido pela teoria da Relatividade Geral e comprovado experimentalmente com grande precisao.
Porém existe uma margem de erro pequeno no teste experimental que nos servird como upper
bound para o parametro de violagdao T. As equacdes geodésicas sdo muito complicadas para
serem resolvidas, porém devido ao alto grau de simetrias de nossa métrica de Schwarzschild mo-
dificada, podemos fazer uso de algumas quantidades conservadas para investigar alguns efeitos
gravitacionais. Portanto, iremos explorar a simetria de nossa métrica.

dxH

Para uma particula massiva, a 4-velocidade u* = o satisfaz:

G (2)ufu” = —1. (6.23)

Apesar de nossa solucdo ser fruto de um mecanismo de quebra espontanea da si-

metria de Lorentz, ela ainda preserva simetrias temporais e isotropicas do buraco negro. Logo,

temos que os vetores de Killing tipo-tempo t* = (%) e tipo-espago Y+ = (%) nos fornecem
duas constantes do movimento, dadas por:
Ry YT\ dt
E= (1———1——2) —, (6.24)
r rs /) dr
d
L= r2—¢, (6.25)
dr

onde para particulas massivas essas quantidades representam a conservacao de energia € mo-
mento angular por unidade de massa da particula, respectivamente. Além disso, se supde que
a particula teste se move no plano equatorial, isso implica em fazer f = 7, o que por sua vez

SN dg _
implicaem o~ = 0.
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Agora podemos utilizar a relagdo [6.23] e as quantidades [0.24] e [6.25] para obter a

seguinte equacao:

E 1/dr\’
5 =3() * Vsl (626)

onde V,;/(r) representa o potencial efetivo dado por:

1 R, L LR, T L0
Viplr) == — =54 - - == . 6.27
=55t om = %m T or g (6.27)

onde os tltimos termos de V. ¢(r) sdo os termos oriundos da LSB. Além disso, podemos notar
que a geometria de LSB induz uma for¢a de curto alcance tipo lei de poténcia que sua intensi-
dade depende o parametro de LV.

Iremos a partir de agora nos preocupar apenas com o caso A = 1. Para facilitar nas
contas, vamos considerar a varia¢do de r em relagdo a ¢, ao invés do tempo préprio, 7, em[6.26]

para isso temos que:

dr dr L
- = 6.28
dr  dor? (6.28)
substituindo [6.28 em [6.26] obtemos:
dr\> r* Rg® TY , E?rd
(d_¢> +ﬁ— 12 + (1—’—?)7“ —Ror+71 = 2 (6.29)

Podemos agora fazer o seguinte precedimento usual [17], introduzir a seguinte

varidvel: x = r~!. E depois derivar em relacdo ¢. Logo teremos a seguinte equacgio:

d2.’L' T Rs SRS 2 3
d752—|—<1+ﬁ>x:ﬁ+ 2x—2T1:. (6.30)

note que agora temos uma equacao diferencial de segunda ordem. Além isso, podemos observar
que a geometria de LSB nos fornece um termo cubico e um linear.
Para resolver a equacdo[6.30] iremos introduzir o seguinte pardmetro:

_ 3R
412

X 6.31)

e iremos negligenciar o termo cubico (aqui a corre¢do para esse termo € muito pequena, muito

menos que a do termo linear, que por sua vez ja € pequena), portanto podemos reescrever [6.30]

Az T R 212
S 1+ — o =" 2, 32
d¢2+( +L2)£L' 2L2+X(Rs)$ (6.32)

agora iremos resolver perturbativamente:

como:

T =1x9+ XT1 (6.33)
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onde x( é a solucdo newtoniana e yx; € uma pequena derivagdo. Substituindo [6.33|em e

negligenciando os termos de segunda ordem para , obtemos:

dZZL'O T RS dZZL'l T 2L2 2

Logo temos que a solugdo de ordem-zero x € dada por:

R,

Tp= —————
" 2r2(1+ L)

(1 +ecos({/1+ %qb)), (6.35)

onde e é a excentricidade da elipse. E por fim, temos que a solucdo de primeira-ordem é dada

por:
3= — { l+e e ¢ sin( 1+£¢)—6—2cos(2 1+1¢)}
e+ Lzl20+ %) s x 2% 6(1+ L) 2]
(6.36)
A solucdo geral, portanto, € dada por:
Ry T
~N———— |1 1— 14+ —= 37
x 2L2(1+%){ + ecos[(1 - B) +L2¢]}’ (6.37)
onde )
3R
= (6.38)

4214+ L)

podemos notar que no caso limite sem violacdo de Lorentz, ou seja, T — 0, obtemos que a

R, 3R?
TR m[l%—cos[(l— 4L2)¢]], (6.39)

a solucdo para a métrica de Schwarzschild usual, como esperado. Podemos ver que a drbita

solugdo geral é:

descrita pela particula massiva é uma elipse. A Orbita ainda é periddica, mas ndao mais de 2,

ao invés disso, ela € dada por:
2

1-p

Portanto o periodo da érbita com correcdo de LV vai ser dado por:

~ 27 (1 + B) (6.40)

b =27 + A(I)GR + A(I)Lv, (641)

onde a correcao devido a Relatividade Geral é:

3R,

Aber = (1 —e?)a

(6.42)

onde a € o semi-eixo maior da elipse. E finalmente, a corre¢do para a periodo devido a LV é
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dado por:
2 Y
AP = ————— 6.43
Lv Rs(1—e€?)a (643)
A mesma conta pode ser feita para valores maiores no expoente de -, como \ =
A
2/3:

6m Y
R (1 —e?)? a?’

orém, como esperado, a correcdo fica cada vez menor, 2 medida que aumentamos em 2. Outra
by

A=2/3
AP = —

(6.44)

coisa que levamos em conta tanto em [6.43|e em[6.44]€ que usamos a seguinte relacdo encontrada

em [17]: R —62)a

2

Uma vez que encontramos a corre¢do tedrica para o periodo de precessdo da Orbita

L’ = (6.45)

de um corpo de teste massivo, podemos utilizar dados experimentais da érbita do Merctrio para
obter um upper bound para Y. Para fazer isso, precisamos utilizar dados astrondmicos atuais.
No ref. [74] temos que o erro observado é eg = 0.003"/C ( em arco segundo por século)

em relacdo ao periodo de precessao de Merctirio calculado pela Relatividade Geral na equagao

6.42, que por sua vez tem o valor: A@gR = 42.9814" /C. Logo para fazer essa estimativa,

vamos considerar que a contribui¢do da LV, ou seja, [6.43] ¢ menor que o erro experimental.
Fazendo todas as contas, lembrando que nesse caso temos que reintroduzir a velocidade da luz

na expressdo |6.43|para fazer as contas certas, temos que nosso upper bound ¢ dado por:

Ty < 1.8 x 107 3km? (6.46)

algumas conversoes de unidade foram necessarias para obter essa estimativa, como arco segun-
dos para radianos: 1”7 ~ 4.848 x 107 %rad. O interessante sobre essa estimativa é que ela tem
unidade de 4rea, logo podemos compara-la ao raio de Schwarzschild ao quadrado. Para um
buraco negro pequeno de dez massas solares, portanto, o shift no seu horizonte de evento € da
ordem de:

TA:I

R ~0.20 x 1076 (6.47)
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7 CONCLUSAO

Nesse trabalho de dissertacao foi abordadas solu¢des de buracos negros modifica-
das devido a um campo antissimétrico em um contexto de quebra espontanea da simetria de
Lorentz. Foi assim obtida uma solugdo estatica e simetricamente esférica de um acoplamento
nao-minimo com a gravidade e o VEV de campo de Kalb-Ramond (KR). O potencial de auto-
interagdo quebrou a invariancia de calibre de KR e produziu um VEV de um campo de fundo
tensorial, b,,,, 0 qual viola a simetria de Lorentz.

O campo de fundo tensorial foi escolhido para sumir com o potencial de auto-
interag@o, uma vez que nao estivamos interessados com o dindmica desse campo. Além disso
vimos que o hamiltoniano também some para essa escolha de VEV. Foi possivel notar também
que a violagdo de Lorentz preservou a simetria estatica e esférica do vacuo gravitacional, pois
o VEV ¢ perpendicular aos vetores de Killing tipo-tempo e tipo-espaco. Assumindo o acopla-
mento ndo-minimo entre 0 VEV de KR e o tensor de Ricci, nds encontramos uma corre¢ao
tipo lei de poténcia para a solu¢do de Schwarzschild. Nossa solu¢do de buraco negro tem dois
parametro de violagdo de Lorentz, A e T. Para A = 1, a solu¢do com LSB tem dois horizontes
de eventos, similarmente ao buraco negro carregado. O raio do horizonte mais externo € o raio
usual de Schwarzschild menos o raio mais interno do horizonte de eventos. Outro resultado
interessante € o caso de A = —1, onde temos uma solu¢do com constante cosmoldgica, ou um
buraco negro Schwarzschild-De Sitter ( para T < 0 ) com LSB, portanto teriamos que 0 nosso
parametro de violacdo T seria proporcional a constante cosmoldgica, A. Para valores maiores
de A\ as correcdes ficam cada vez menores, por iSso nos concentramos mais nesses casos cita-
dos, principalmente em A = 1. Vale a pena ressaltar que diferentemente dos buracos negros
com LSB gerados por campos de bumblebee( campos vetoriais de LSB ), a solucdo de Kalb-
Ramond com LSB ndo s6 encontrou modificagcdes no horizonte de evento de Schwarzschild
como também encontrou novos horizontes de eventos. Investigamos também as condi¢des de
energia para nosso tensor energia-tensao, e encontramos que condi¢do de energia dominante
ndo € violada e que as condi¢des de energia forte, fraca e nula s6 sdo obedecidas se A > 2 para
T>0ouse A <2paraY < 0.

No nivel cléssico, a solu¢ao encontrada produz um potencial gravitacional adicional
que depende do parametro de violagdo de Lorentz A\. Para A = 1, nés estudamos a corre¢ao
para o avanco do periélio de Merctirio, nés obtemos um upper-bound para o parametro Y.
Desse bound, foi possivel estimar para um buraco negro de dez massas solares uma mudanca
no horizonte de eventos externos com cerca de 20 mm em comparacao com 30 km do raio de

Schwarzschild usual.



59

Outros tipos de acoplamentos foram tratados também. No caso com o acoplamento
nao-minimo entre o VEV de KR e o escalar de Ricci, ndés ndo encontramos nenhuma corre¢ao
tipo lei de poténcia para a solu¢cdo de Schwarzschild. Esse resultado ja havia sido previsto por
Kostelecky devido a escolha de um potencial de auto-interacdo quadratico suave. Além desse
caso, escolhemos também investigar o acoplamento nao-minimo entre 0 VEV de KR e o tensor
de Riemann, e novamente nenhuma correcao foi encontrada, aumentando, portanto, o mistério
desse tipo de acoplamento ( ¢ puzzle ).

Como possibilidades de extensdao desse trabalho, podemos apontar as andlises de
estabilidade da solucdo encontrada através das corre¢des devido as flutuacdes do campo de
Kalb-Ramond em torno do VEV. Além disso, podemos estender esse modelo para outros tipos

de buracos negros, como os regulares e wormhole.
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APENDICE A - FORMALISMO DE VIELBEIN

Esse formalismo, inicialmente introduzido por Weyl em seu artigo cléssico [[75]]
para introduzir campos de férmions, ou seja, campos de spin em espaco curvo, € para nds muito
importante, sobretudo para os estudos de violagdo de simetria de Lorentz. Isso porque, como
jé mencionado, tal formalismo além de ser capaz de tratar a gravidade como uma simetria de
gauge, também faz a distin¢cdo entre transformacoes de Lorentz local e transformacdes gerais
de coordenadas, algo essencial para teorias com violagdo de Lorentz. Portanto, iremos obter
as equacoes de Cartan de estrutura, e depois iremos utilizar essas equagdes para calcular os

tensores de Ricci de um espaco com simetria esférica e estatica.

A.1 Tetrada

Até aqui utilizamos as bases coordenadas, {0, }, como base para nossos tensores.
Apesar de ser uma base diferencial natural para o espaco tangente, existe uma outra base or-
tonormal que € independente das coordenadas, a base das tetradas ( vierbein ). O que iremos
fazer aqui € localmente expressar um vetor como uma combinacao linear em uma base tetrada
fixa em dado ponto do espago tangente. Dado uma base tetrada, {é,}, podemos relaciond-la a

base coordenada através da combinagdo linear:
Ou(z) = e, “(v)é, (A.1)

onde e, “(x) € uma matriz 4 x 4 que caracteriza o formalismo de vierbein ( vielbein, seria para
um espago-tempo de dimensdo n ). Essa mesma matriz tem como inversa e* , que obedece as

seguintes condi¢des de ortogonalidade:
el qge, P =0",, e, %ty =0 (A.2)

logo podemos escrever:
éq =€ o(x)0, (A.3)

Além disso, temos que:

g,uu et a('r>ey a(aj) = Nab (A4)

de modo que utilizando podemos ver que campo de vierbein € a ’raiz quadrada ”da métrica,



61

ou seja:
G = €, “(2)ey *(2)Nap- (A.5)

Assim como foi feito para a base coordenada, vamos construir uma base dual de

vierbein, denotada por {¢%}. Similarmente, temos que:
dat(z) = e 4(x)e” (A.6)

e como essa 1-forma € uma base para o espaco cotangente, entdo a condi¢ao de produto de
vetores € valida, ou seja:
e*®éy=0," (A7)

Finalmente, podemos escrever um vetor qualquer tanto na base coordenada, quanto
na base tetrada:
V =V*"), =V,. (A.8)

A.1.1 Conexao de Spin e Equacoes de Estrutura de Cartan

Em uma geometria diferencial em base ndo-coordenada, a conexdo afim ordindria

I'), é substituida pela conexdo de spin w,, * ;. Assim como foi definido em 211} temos que:
DXy =0, X" v +w, X% —w, X (A.9)

podemos agora escrever a derivada covariante em bases mistas e encontrar uma correspondéncia

entre as conexoes.

D (X)=(D,X")dx" ® é,
= (0, X"+ w, “ X )da" ® €,
= (Oule, X)) +w, “per " XN dat @ (€7 ,0,)
= (0, X7 4+ €7 0ue, “X" + €7 4ex bwu @ XNdat ® 0, (A.10)

comparando [A.10[com [2.11] temos que:

Wy b= ey @A s — e pOuer * (A.11)

Uma maneira de obter novamente essa relacio ¢ através do postulado da te-
trada que diz que D,e, ® = 0. Uma maneira de vermos isso é multiplicar por e, * a equagdo

e depois reagrupar os termos, o que obtemos é:
Dye, * = 0ue, “ — e “T7, +w, “ e, " =0 (A.12)

Antes de obter as equacdes de estrutura de Cartan que iremos utilizar para calcular
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os tensores de Riemann e Ricci, vamos fazer uma breve revisdo de formas diferenciais. Uma
k-forma € um campo vetorial de rank k totalmente antissimétrico, Wy, ...y, = Wius,....us]» definido
por:

1

W= ﬁwm7,,,7ukdx“1 A oA dzt* (A.13)

onde A € o produto wedge, definido como:
ANB=A,B,-AB,. (A.14)

além disso, existe uma operacao diferencial muito importante, chamada de derivada externo,
definida por:
(dw)u1,---,uk+1 = (k + 1)(8w)u1,---,uk+1' (A.15)

Vamos considerar a nota¢ao de Cartan, ou seja:

e’ = e, “dx" (A.16)

wp = w,  pdat (A.17)

dessa maneira podemos escrever a tor¢ao da seguinte maneira:
T = de® + w® , N e°. (A.18)

essa € a primeira equacdo de estrutura de Cartan. A outra equagdo de estrutura nos dar a curva-

tura:
1
R“b:dwab—l—wac/\wcbziR“bcdec/\ed (A19)

Uma vez obtidos as equacdes de estrutura de Cartan e ter esclarecido os métodos
matematicos necessarios, vamos agora calcular o tensor de Ricci através dessas equagdes de um
espaco-tempo com simetria esférica e estitico, ou seja, iremos considerar a seguinte métrica

geral:
G = (—A(r), B(r), r?, 7’2367129). (A.20)

de|A.16, podemos escrever a base das tetradas em fung@o das componentes da métrica:
¥ = AV2dt; &' = BY2dr; €® =rdf; & = rsenfdyp. (A.21)

Uma vez obtido as bases, podemos agora se utilizar da primeira equagao de estrutura

de Cartan [A.T§] considerando tor¢do nula, ou seja, no limite riemanniano 7% = 0. Mas antes
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temos que calcular a derivada externo das bases tetradas:

1 A .

0_ L 4-1/2 _ 1
de” = §A / Aldr Ndt = me Ne (A22)
1
de* = §B_1/2B’dr Adr =0 (A.23)
de* = dr N df = Lel A e (A.24)
B1/2p '
N 1 4 4 cotgd , 4

de’ = senfdr AN dp + rcosfdd Ndp = ———e Ne’ + ——e” Ne (A.25)

rB1/2 r
onde ' é a derivada em relagdo a . Agora podemos substituir essas derivadas externas na
primeira equagdo de Cartan e obter as 1-formas de conexdo de spin:

. A’ 60 _ Al
2B12A° T 2(AB)/?

W0 dt (A.26)

1, 1

wQ

1 5  senf

wS

tgl
Wiy = ) ed = cosfdy (A.29)

r

Finalmente, podemos calcular os tensores de Ricci através da segunda equagao de
estrutura de Cartan [A.19] uma vez que temos as 1-formas de conexao de spin. Iremos calcular
Ry, passo a passo, e os outros tensores de Ricci serdo mostrados. Temos que Ry, pode ser
decomposto em:

Roo = R' 010 + R? 020 + R® 030 (A.30)

agora substituindo as derivadas externas ji calculas na equagdo |A.19} teremos que:
Rlozdwlo+wlc/\wco

A’
:d(mdt) +w12/\w20+w13/\w30

1 A’ !
=—(—=—)drnat
2(<AB>1/2) T

1

_ §(AB)1/2((A2;1/2> A (A31)
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de modo que:

1 1 1/2 A’ I
R' g0 = 5(AB) <( 157 /2) (A.32)
Similarmente, podemos calcular R? e R? g, e ,portanto, R? g9 € R? o30:
1
R*y = 5(rAB)—lA’e2 A€l (A.33)
e
1
R}, = 5(rAB)—lA’e3 A€l (A.34)
logo,
1
R? 930 = 5(rAB)—lA’ (A.35)
3 1 —1 A7
R 030 — 5(7"143) A (A36)
Assim, temos que:
1 AN\ A
= A.37
Foo 2(AB/?) ((AB)1/2> T AB (A-37)

e para obter Ry, basta lembrar: Ry = € ,e° ; Ry, sendo e , = A'/2, logo temos o seguinte
tensor de Ricci:
(A.38)

tt

A/l Al A/ B/ Al
~ 2B 1B (z * E) B
O mesmo procedimento pode ser feito para calcular outros tensores de Ricci e ob-

temos que:

A// A/ A/ B/ B/
24 4A(A B) rB

r (A B
Rog=1—B""— 35 <Z — E) (A.40)
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APENDICE B - EQUACOES DE LANDAU-RAYCHAUDHURI

Como j4a foi mencionado anteriormente, as equacoes de Landau-Raychaudhuri sao
utilizadas para obter as condicOes de energia na cosmologia. Isso se deve ao fato dessas
equacgodes descreverem a cinemdtica dos fluidos gerados por campos vetoriais. No caso gra-
vitacional, as curvas integrais desses fluidos sdo geodésicas. Aqui iremos obter tais equacoes,
para fazer isso, temos que considerar inicialmente, uma folha tipo- espago s englobada pela
métrica g, , onde um 4-vetor u,, tipo-espago, ou seja, u,u’ = —1 pode ser decomposto em
componentes perpendiculares e paralelas ao eixo temporal, desse modo introduzimos um tensor
projetor:

hyw = g + upuy, B.1)

esse projetor se encontra na folha-espaco e, desse modo, podemos escrever o quadrado de com-
primento de arco como:
ds® = —(u,dx")? + hfl’j)dx“dx” (B.2)

Agora para estudar cinematica dos fluidos vamos considerar o gradiente do campo
de velocidade, ou seja, B, = V,u,. Depois podemos decompor essa quantidade da seguinte
maneira:

1
Buy = ——= Oy + 0 + (B.3)

onde n € a dimensdo, em nossas contas futuras iremos considerar n = 4; © é parte do traco,
o, € a parte simétrica sem traco e w,, € a parte antissimétrico sem trago. O significado
geométrico dessas quantidades é, respectivamente: expansdo, cisalhamento e rotacdo. Essa
interpretacdo vem da relacdo da geometria da 4rea da secdo transversal (incluindo um nimero
fixo de geodésicas) ortogonais as linhas de fluxo. Como elas se movem de um ponto para ou-
tro, ao longo do fluxo, a forma dessa drea muda. O que queremos agora € saber como essas
quantidades evoluem no tempo, as equacdes que vao nos dizer isso sdo as equacdes de Landau-
Raychaudhuri.

. . <~ . . . dB
Uma maneira de derivar essas equagdes € considerando a seguinte quantidade —£= =
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u*VB,,,. Agora podemos expandir essa equagdo:

dB,,
d—: = u*DyD,u,

= uADVDAuu + u R Al
= D,,(u/\D,\u“) - (Duu/\)(D/\uu) — Rpuoau’u’
= D,a, — B, "By, — Rpuou’u’. (B.4)

onde a, = u’\DAu#. Além disso, utilizamos o comutador na segunda linha de des-

considerando tor¢do. Agora temos que na contracao nds obtemos:

doe
= —B" B,, — Rutu” (B.5)

se levarmos em conta as devidas simetrias, o fato de /"o, = g0, = 0e de Www,, =

—w"w,,,, teremos que:

@2
B By = 5 Wy + 00, = 0 (B.6)

considerando que h*"h,, = 3, finalmente temos a equacdo de Landau-Raychaudhuri:

dO 1
=_—-0?-— oo, — Wy, — Ry utu”. (B.7)

dr ~ 3
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