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"Um especialista em resolver problemas deve ser
dotado de duas qualidades incompativeis — uma
imaginacio inquieta e uma paciente obstinacdo."

(HOWARD W. EVES)



RESUMO

A presente dissertacdo de mestrado tem como objetivo mostrar que cépias isomorficas de cg e £
em espacos de Banach sdo nao-distorciveis. Em outras palavras, geram copias quasi-isométricas
desses espacos. Na abordagem do tema principal dessa dissertagdo, tomaremos como base
tedrica os trabalhos cientificos de varios autores, principalmente R.C. James (1964). A area de
Andlise Funcional fornece ferramentas primordiais para a resolucao de varios problemas tanto
na teoria do espacos de Banach quanto em diversas areas do conhecimento. Dai a importancia

deste trabalho.

Palavras-chave: Espaco cg. Espacgo /1. Espaco de Banach.Teoria isomorfica.



ABSTRACT

This dissertation aims to show that isomorphic copies of ¢ and ¢ in Banach spaces are undistor-
ted. In other words, they generate quasi-isometric copies of these spaces. In approaching the
main theme of this dissertation, we will take as theoretical base the scientific works of several
authors, especially James (1964). The Functional Analysis area provides primary tools for
solving various problems in both Banach space theory and various areas of knowledge. Hence

the importance of this work.

Keywords: Space cg. Space /;. Banach Space. Isomorphic Theory.
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1 INTRODUCAO

Nesta dissertacdo iremos discorrer sobre um dos temas mais importantes na teoria
dos espacos de Banach. O tema que trataremos versa sobre espagos de Banach que contém copias
isomorfas do espago ¢ e /1. Todavia, ndo pretendemos embarcar naquilo que seria uma ousada
tarefa, a saber, a tarefa de escrever um compéndio sobre o tema. A importancia de estudar tais
espacos vem do fato de que ambos ¢ e /1 possuem uma rica e bem definida estrutura do ponto
de vista da teoria dos espagos de Banach. Portanto, € natural tentar inferir sobre a estrutura dos
espacos de Banach que possuem subespagos isomorfos a ¢y ou ;. Por exemplo, um resultado
classico (GODEFROY, 2001, Corollary II.2) nessa linha garante se X € um espaco de Banach,
separdvel e Y € um subespaco de X isomorfo a cg, entdo ¥ é complementado em X, ou seja, a
grosso modo podemos escrever X ~ cg &b Z, para algum subespaco fechado Z de X. Um segundo
exemplo interessante ilustra o impacto global quando se tem subespagos isomorfos a ¢y em que
suas respectivas translacdoes também sdo isomorfas a cg. Trata-se do seguinte resultado (veja

(GODEFROQOY, 2001, Corollary I1.3)):

Teorema 1.0.1. Sejam X um espaco de Banach e Y um subespaco de X. Se ambos Y e X /Y sdo

isomorfos a ¢y, entdo X é isomorfo a c.

No Capitulo 2 reuniremos diversas proposicoes e coroldrios utilizados no decorrer
do trabalho. Além disso, relembraremos diversas defini¢des basicas e estabeleceremos algumas
notagoes.

No Capitulo 3, enuncionaremos e provaremos o Teorema de James sobre a nao-
distorcionalidade do espaco cg. A nocao de distor¢cao em espaco de Banach X versa sobre a
possiblidade de se provar a existéncia de cOpias quasi-isométrica em X de um espaco Y, sabendo
que Y € isomorfo a um subespaco de X. Ao passo em que a existéncia de cOpias isomorficas de
cp ndo garante a existéncia de copias isdmetricas de cg, o Teorema de James entretanto assegura
que copias quasi-isométricas de cg sempre adveem de cOpias isomorficas desse espaco. Um
outro questionamento que abordaremos € se copias isomorficas geram cOpias asimptoticamente
isométricas do espaco co. No caso limitrofe, tem-se claramente que copias isométricas de cg
sempre sdo assimptoticamente isométricas; todavia, veremos que em geral copias isomorficas
nao favorecem a existéncia de cOpias asimptoticamente isométricas.

No Capitulo 4, enunciaremos e provaremos o Teorema de James sobre a nao-

distorcionalidade do espago /.
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Em ambos casos, cq e /1, hd similaridades na demonstragdo. Um fato importante
a ser destacado € a simplicidade da técnica usada na demonstracao desses resultados. Além
do mais, o surgimento dos resultados de James relativo a ndo-distorcionalidade das normas
usuais dos espacos cg e ¢1, deu origem a uma linha de pesquisa de grande impacto na Teoria dos
Espacos de Banach. A saber, se existem espacos de Banach cuja norma ¢ distorcivel. E se ¢
e /1 sdo os Unicos espagos cujas normas usuais ndo sao distorciveis. Em 1994 Schlumprecht
(ODELL, 1994) mostrou que o espago ¢; € distorcivel. Contudo, Milman (MILMAN, 1971)
provou que se um espac¢o de Banach X é nao-distorcivel, entdo necessariamente X deve conter
uma copia isomorfica de um dos espacos £, (1 < p < o) ou do espaco co.

Finalizaremos essa dissertacdo com o Capitulo 5. Nele apresentaremos algumas
aplicacdes relacionadas aos espacos de Banach que contém copias isomérficas dos espagos cg €
/. Existe de fato uma vasta gama de resultados dessa natureza.

Em suma, o propdsito primordial dessa dissertacao € estudar os cldssicos resultados
de R. C. James (JAMES, 1964) sobre a ndo-distorcionalidade dos espagos cq e /1, e apresentar

algumas implicagdes desses resultados em dreas aplicadas da teoria dos espacos de Banach.
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2 PRELIMINARES

Todos os espagos vetoriais considerados nesta dissertacao sao espagos vetoriais sobre
o corpo dos numeros reais. A notagdo doravante utilizados € padrdo e, em sua maioria, estd em
consonancia com a notacdo das referéncias bibliogréficas.(TEIXEIRA GERALDO BOTELHO,
2015; FABIAN P. HABALA, ).

2.1 Espacos de Banach

Comecaremos esta se¢do com a defini¢do de espaco de Banach. Para isso, lembremos
que um espaco métrico € completo quando toda sequéncia de Cauchy converge para um elemento

deste espaco.

Definicao 2.1.1. Um espaco de Banach é um espago vetorial normado que é completo com a

métrica induzida pela norma.
Exemplo 1. (R",|| - ||) em mais geral, qualquer espaco de dimensdo finita.

Definicao 2.1.2. Dados X e Y espacos vetoriais, uma aplicacdo T : X — Y é dita linear se:
1. Tx+y)=Tx)+T(y), Vx,yeX.
22TA-x)=A-T(x), VxeXeldeR

Definicao 2.1.3. X* é conhecido como o espaco dual de X. A norma natural de X* ¢ difinida

por:

1Fllx™ = sup{|f(x)|;x € X}

Sabe-se que (X*, || - ||x*) € um espago de Banach.
Proposicao 2.1.1. Sejam X e Y espacos de Banach. Um aplicacdo linear T : X — Y ¢é continua
se, e somente se, existe M > 0 tal que:

I Tx|| <M|x||, VxeX.
Demonstragdo. (=) Por hipotese T € continua, em particular serd continua em x = 0. Portanto,
para € = 1, existe 8 > 0 tal que

Xl <& =T < 1.
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Dado qualquer x € X \ {0},note que LH : % € B(0,6), pois

[Ix

Portanto,

I (2]
2

.g.T(x):T(Hi_H.g),

1
[l

Como T € linear, vale que:

‘ —

=

0 que implica,

(S e)

T <1

ou seja,

2
ITCOlN < Sllxll, vx #0.
Tomando M = %, para x = 0, obtemos o resultado

7(0)=0= |7(0)] =0 < 3]0l

(<=) Por hipétese vale que

1T <M, VxeX.

Entao,

1T e =)l < Mllx=yl[ = IT(x) =T < M[lx =]
Provando que T € lipschitziana, em particular, continua em X. 0

2.2 Bases de Schauder

Em 1927, Juliusz Schauder descreveu a no¢ao de Base de Schauder. A nogao de
Base de Schauder desempenha um papel importante na investigagcao estrutural dos espacos de

Banach.
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Definicdo 2.2.1. Seja X um espago de Banach. Uma sequéncia {x,},—; C X é dita ser uma
base de Schauder para X se para todo x € X existe uma nica sequéncia {a,},_, de escalares

reais tais que:

onde a série converge na norma de X.

2.3 Sequéncias Basicas

Sabe-se hoje em dia que nem todo espaco de Banach possui uma base de Schauder
(ENFLO, 1973). Todavia, veremos que todo espago de Banach de dimensao infinita possui um

subespaco com uma base de Schauder. Nesse contexto, a seguinte nocao € pertinente.

Definicdo 2.3.1. Sejam um espago vetorial X e uma sequéncia (x,) contida nesse espago.

Definimos o espago vetorial gerado pela sequéncia (x,) por [(x,)] = span{x, : n € N}.

Definicdo 2.3.2. Uma sequéncia {x,},_; C X € dito ser uma sequéncia bdsica se {x,},_, é

uma base de Schauder para [(x,)].

Notacdo: Seja X espaco de Banach. Dada uma sequéncia {x,},_; qualquer em X,

(1°) span{x,: ne N} = { i Anxn: meN, (A,) C R}
n=1

(2°) [(xp)] =span{x,: n € N} = W{xn tne N}

Definicio 2.3.3. Sejam X e Y espacos de Banach. Uma sequéncia bdsica (x,) C X ¢ dita ser

equivalente a uma sequéncia bdsica (y,) CY se

[(en)] = [()]-

Aqui a notag¢do =~ é usada para indicar um isomorfismo, ou seja, para indicar que existe uma
aplicacdo linear bijetiva continua, com inversa também continua, entre esses espacos (Veja

detalhes da nodo de isomorfismo na Defini¢do 2.4.1).

Para cada base de Schauder (x,) de um espago normado X, podemos associar uma sequéncia de
funcionais lineares (x}) tal que

1I,sei=j

0, sei##j.

x; (xj) =
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Exemplo 2 (Espaco cq). Defina o espaco das sequéncias de niimeros reais que convergem para

zero como sendo o espaco
X =co={(an)y_i: an € Rparatodone lima, =0}.
n—soo
E um fato conhecido que co munido com sua norma usual do sup dada por

[(@n)p=1le = supan|
neN

é um espaco de Banach. Note que:

hd (;11)n 1_(17é737 )GCO'

o (n)r , =(1,2,3,...) ¢ co.
A seguir exibiremos uma base de Schauder para o espago cy.
Proposicio 2.3.1. Considere a sequéncia (ey)_, definida por

1:(1707()’"')7 62:(071v07'”)>"~7 6,1:(0,0,"‘,”,0,“'),...
N ——

Nn-ésima posigcdo

Entdo (ey);,_, € uma base de Schauder para co. Mais precisamente, se y = (a) € ¢ entdo

(o]
y=Y anen,
n=1
onde a série converge na norma do sup.
N
Demonstragdo. Defina yy = Z anen = (ay,az, -+ ,an,0,0,---). Os funcionais (e]) associados
n=1

a (e,) sdo definidas por:

ei(x) =xj, Yx=(x1,x...).
Afirmacio 1. (yy),cn € de Cauchy em cg.

De fato, para quaisquer M,N € N, com M < N temos:
N
IN—YM =Y, anen— Zanen = Z anen = (0,0, ,ap i1, ,an,0,---).
n=1 n=M+1
Como a,, — 0, entdo

v =yullw = sup |ai.
M+1<i<N
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Dado € > 0, existe ne € N tal que |a,| < €, para todo n > ng. Portanto, ||yy — ym||~ < €, para

todo N > M > n¢ provando a afirmac¢do. Como cg é de Banach, existe z € ¢ tal que:

YN — Z,

N
na norma do supremo, ou seja, z = lim Z aney,. Escrevamos z = (by,b,---).
N—roo

n=1
Afirmacéo 2. Os funcionais (e}) sdo continuos.

De fato, dado qualquer x = (a,) € ¢ note que:
lei (x)| = |ail < suplai| = ||x]|-,
icN
ou seja,

le; ()] < [Ixllee; VX € co.

Pela Proposicdo 2.1.1, cada €] é continua. Portanto, ¢} € (c9)*, paratodo ieN.
Afirmacao 3. z =.
N

Combinando o fato de que z = I\pm Z anpe,, com os funcionais e serem continuos temos:
—>00
n—=

J

N

bj=ei(z) = < lim ) a,,e,,)

N—>°°nf1

= lim e Z aney

N—oo

:]\171_1}106;((61176127”' 7aNaO7"')) =daj.

Provando assim a afirmacao, e logo, a proposi¢ao.

]

Definicdo 2.3.4. (Base Candnica de cy) A sequéncia (ey);_, definida acima é conhecida como

a base canénica do espago cy.
Corolario 2.3.1. A sequéncia {e,},_, (base canénica de cy) é uma base de Schauder para c.

Finalizaremos essa secdo com a seguinte definicdo que serd util nos préximos

capitulos.
Definicao 2.3.5. Seja cog um subespaco de co, formado pelas sequéncias eventualmente nulas,
isto é,

Coo 1= {(an)‘;f:l C R: apenas um niimero finito de termos a, # 0}.
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2.4 Espacos Isomorfos

Definicao 2.4.1. Seja T : X — Y uma aplicagdo linear. Dizemos que T é um isomorfismo se
T ¢ continua, bijetiva e a sua inversa T-1:Y — X também é continua. Neste caso, também

dizemos que X é isomorfo aY e usaremos a notacdo X =Y.
A préxima proposi¢cao da um critério para analisar se 7 € um isomorfismo entre X e Y.

Proposicao 2.4.1. Seja T : X — Y aplicacdo linear. Entdo, T é isomorfismo se, e somente se,

T é bijetiva e existem constantes d,D > 0 tais que

dlixl| < [IT ()]l < Dllxll,  vx € X.
Demonstragdo. (=) Pela Proposi¢do 2.1.1 como 7T € continua temos que existe D > 0 tal que

IT ()| < Dljx]|, vx € X.
Como T~ é continua temos, novamente pela Proposicio 2.1.1, que existe M > 0 tal que
1T )l < Myl vyey.
Sejad = AL/I > 0. Dado qualquer x € X, fazendo y = T'(x) obtemos
el = T HT ) <MIT @), elogo, dllxl| < T )],

_ 1
onde d = ;.
(<) Como por hipétese T & bijetiva, resta provar que T e 7! é continua. Para isso, por hipétese

existem d, D > 0 tal que:

d|x|| < |ITx)|| <DJx||, VxeX. (2.1)

Segue da segunda desigualdade em (2.1) combinado com a Proposicao 2.1.1 que 7' € continua.
Para provar que 7! é continua, dado qualquer y € Y, como T & bijetiva existe x € X tal que

T (x) = y. Usando a desigualdade (2.1) temos:

AT I <T@ )l = [yl

O que mostra que 7! é continua. Portanto, 7 é um isomorfismo. 0
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Proposicao 2.4.2. Sejam X, Y espacos de Banach e T : X — Y um isomorfismo. Suponha que
X possui uma base de Schauder {x,},_,. Entdo, {T (x,)},_, define uma base de Schauder para

Y.

Demonstragdo. Sejay € Y qualquer. Como T é um isomorfismo existe x € X tal que x =T~ (y).
Como {x, },-; € uma base de Schauder para X, existe {a, },.; sequéncia de escalares reais (que

sd0 Unicos) tais que:

oo N
T_l(y) =x= Z AnX, = Algrio Z aAnXy,.
n=1 n=1
Segue que:

y= T(T_l(y)) =Tx)=T <ianxn>

N N o0

= IglgloT (Z anxn> = ]%1310 Z anT (x,) = Z anT (x,).
n=1 n=1 n=1

O

A seguinte proposicao relaciona as sequéncias basicas com a no¢do de isomorfismos.

Proposicao 2.4.3. X contém uma copia isomorfa de c se, e somente se, X contém uma sequéncia

bdsica {x, },_, com a seguinte propriedade: Existem d,D > 0, constantes, tais que

)

dsup |ap| <
n>1

anXn
n=1

< Dsup |an|7 v(an):zozl € Co- (2.2)
n>1

Demonstragcdo. SeY é um subespacode X e T: ¢y — Y é um isomorfismo, entdo pela Proposicao
2.4.1 existem constantes d, D > 0 tais que

dsup|a,| < ||T((an):zo:1)|| < Dsuplay|, Vx=(a),-; € co.
n>1 n>1

Portanto, se definirmos x, = T (e,,) para todo n onde (e,);_, ¢ a base candnica do cp, vemos que
a desigualdade acima fornece a desigualdade (2.2). Além disso, da Proposicdo 2.4.2, vemos
também que (x,);;_, define uma sequéncia basica em X. De modo andlogo, pode-se usar a
reciproca da Proposicdo 2.4.1 para concluir que a desigualdade (2.2) implica que X possui uma

cOpia isomorfa a cg. [



19

Concluimos esta se¢ao com alguns comentdrios adicionais sobre o espaco cg. Se X
¢ um espaco de Banach e (x,) C X é uma sequéncia bdsica equivalente a base candnica de ¢y,

entdo tem-se claramente que

[(xn)] % [(en)] = co-

Consequentemente, conforme vimos anteriormente, existem constantes d, D > 0 tais que :

dsup |a;| <
i>1 i

a;x;|| < Dsup ’a,", V(ai) € Cp.
=1 i>1

Naturalmente, pode-se indagar se a existéncia de copias isomorfas de cg implica na existéncia de
cOpias isométricas. A resposta (em geral) é ndo.
A partir de agora, quando os espagos X e Y forem isométricos denotaremos apenas por X =Y.

Observe que uma condi¢do suficiente para tal fendmeno € a seguinte.

() =

De fato, se d = D entdo a desigualdade acima se escreve:

Se d = D, entao

Dsupla;| < || Y aixi|| < Dsup|ail,
i>1 = i>1

€, portanto,

(o) x.
sup |a;| < Zai <5’> <suplai|, V¥(ai) € co.
i>1 i=1 i>1

. . ) D
Entretanto, em situagdes gerais tem-se na realidade que d < D com 7 grande.
Todavia, veremos no préximo capitulo que uma surpreeendente resposta favoravel pode ser

obtida no tocante a quase-isométrica.
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3 PRIMEIRO RESULTADO DE JAMES SOBRE c(-DISTORCAO

Nesta capitulo estudaremos sobre o primeiro Teorema de James em espago cy.

3.1 Primeiro Teorema de James sobre c(-distorcao

Defini¢do 3.1.1. Diremos que duas normas || - ||1 e || - ||2 em um espago vetorial X sdo equiva-

lentes se existem constantes d,D > 0 tais que
dljxll1 < llxll2 < Dllx[ly - Vx € X.
Defina & := D/d. Note que 2 > 1. Observe ainda que quando Z = 1, tem-se a igualdade
Ixll2 = dlixl[;  vxeX,

ou seja, a normas || - || e d|| - ||; sdo isométricas. Assim, podemos dizer que o fator 2 mede o
quanto a norma || - ||» deixa de ser isométrica a norma d|| - ||;. Por essa razdo, 2 é denominado
como a distor¢do da norma || - ||, em relagdo a norma || - ||;.

O objetivo deste capitulo, € demonstrar o Primeiro Teorema de James que versa
sobre a ndo-distorcionalidade da norma de um espaco de Banach ao longo de uma cépia isomorfa
ao espaco ¢y munido com sua norma usual. Em outras palavras, veremos que ao longo de tais
cépias Z pode assumir valores arbitrariamente préximos de 1. E isso € o que se entende por

ndo-distorcionalidade.

Definicao 3.1.2. Dizemos que X contém uma copia isomorfica de cy se X contém um subespaco

Y isomorfo a cy.

Definicao 3.1.3. Dizemos que X possui uma copia quase-isométrica de um espaco E, se para
todo € € (0,1) existir um subespaco Y C X e, além disso, existir um isomorfismoT :E — Y
tal que

(I=&)lulle < T (w)|lx < (1+€)||ulle Vueck.

Antes de enunciarmos o principal resultado de James deste capitulo, estudaremos o seguinte

resultado preliminar que serd util em seguida.
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Proposicao 3.1.1 (Espacos Isomorfos a cg). Sejam (X, || -||) um espaco de Banach e Y um
subespago de X. Suponha que T : co — Y é um isomorfismo. Entdo, existem constantes
d,D > 0 e uma base de Schauder {x,},_, emY tal que

dsupla;| < Zax, < Dsup]a;il,
i>1 i>1

para todo (ap);—; € Co.
Demonstragdo. Como T € um isomorfismo existem constantes d,D > 0 tais que
dsup|a;| <||T(x)|| < Dsupla;|, Vx=(ai)i=; € co. (3.1)
i>1 i>1

Sejax; =T (e;), onde {e;};- | € a base candnica de ¢, entdo

(o)

x=(an)y = Z anen.

n=1
Usando que T € linear temos
=T (Z anen> = Z ayT (e,) = Z anXy,.
- n=1 n=1
Segue-se de (3.1) que
dsupla,| < Z anXy|| < Dsup |ay|,

n>1 n=1 n>1

conforme queriamos demonstrar. ]

Observacao: Convém destacar que a proposi¢do acima € apenas uma forma equivalente da
Proposicao 2.4.3.

Agora estamos aptos a enunciar e demonstrar o principal resultado deste capitulo.

Teorema 3.1.1 (R. C. James — co-Distor¢@o). Seja (X, || -||) um espaco de Banach. Entdo X
possui uma copia isomdrfica de cg se, e somente se, para todo € € (0, 1) existe uma sequéncia

bdsica (x,) tal que

(1 —¢)supla;| < Za,x, < sup|ail, (3.2)

i>1 i=1 i>1

para toda sequéncia de escalares (a;)7> | C cop.
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Observemos que se (x,) satisfaz a Desigualdade (3.1) entdo segue da Proposi¢do 3.1.1. que

[(x,)] & co. Portanto, para demonstrar o Teorema 3.1.1. € suficiente demonstrar o seguinte lema.

Lema 3.1.1. Suponha que X possui uma copia isomorfica de co. Entdo, X possui uma copia

quase-isométrica de .

Demonstragdo. Por hipdtese, X contém um subespago Y isomorfo a cy. Da Proposi¢do 3.1.1,

conclui-se que existe uma sequéncia bdsica (y,) em X e existem constantes d, D > 0 satisfazendo:

dsup|a;| < Z a;yi|l| < Dsuplai|, V(ai)i; € coo- (3.3)
>1

i>1 i>1 i
Antes de prosseguirmos, facamos uma pausa para estabelecer alguns aspectos notacionais visando

uma melhor exposicdo do texto. Doravante, por um intervalo de nimeros naturais entenderemos

um subconjunto £ C N da forma
E={neN:a<n<b} coma,beN.

Por conveniéncia, usaremos a notagdo E C [N]<* para indicar um intervalo finito de nimeros
naturais. Ademais, a expressdo n < E significa n < min(E). Com estas nota¢cdes em mente,
podemos continuar com a demonstragdo do lema. Considere os seguintes nimeros:
k, = sup{ Zaiyi :n<E €[N~ (a;)ice CR, supl|a]= 1} , neN.
i€E i€E
Afirmacao 1.
d<k,<D, VneN.

Isso decorre imediatamente da desigualdade (3.3). Defina agora K := inf{k, : n € N} e fixe
0< 8 <1<y Comoy-K > K, segue da definicdo de infimo de conjuntos que y- K ndo € cota

inferior para {k,: n € N}. Segue que existe n; € N tal que
K <k, <YK.

Por outro lado, como 0k, < k;,,, segue da defini¢do de supremo de conjuntos que 0k, ndo é

cota superior para

Zliyi n <E€ [N]<°°,sup|7t,~| =1
ickE i€k
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Por essa razdo, existem um conjunto E; € [N]<* e com n; < Ej escalares (1!);cg, C R, com

SUp;eg, 1Al =1, tais que

1
Okn, < || Y A'yil| < ki,
iGEl
Seja np = max(E;) + 1. Repetiremos o processo acima para k,, em vez de k,,. De fato, como
Oky, < ky,, existem um conjunto ny < E, € [N]=* e escalares (Aiz)ieEz € R, com SUPjc, |?Ll.2| =1,

tais que:

Okn, < || Y APyi

i€k,

Repetindo esse processo indutivamente, obtém-se uma sequéncia infinita de combinagdes linea-

res:
1 2 3
Z /li Vi, Z Ai Vi, Z li Yiyeer |
i€k i€ck, icks
com
max E; < minE, < maxEy < minEy < maxEs...,
tal que:

*x) 0K <0k, < <k, <7YK, e
1 | <7

Z )Lil)’i

i€k

(x%) 0K < 0k, < Alyill vji>2.
J i

iEEj

Defina agora, para cadan € N

-
n '}/K’
onde z, = Y, A{"yi. Escolha 6 e ¥ tais que:
20
——1>1-¢
Y

Afirmacdo 2: (z,);_, ¢ uma copia quase-isométrica de cy.

Para isso, € suficiente provarmos que:

m
1 <YK ma .
1) r;anzn S Y l§n§Xm|an|

1<i<m

i 26
(ii) Zanzn > (7— l) YK max |a;|.
n=1
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para quaisquer (a;)" | C R.

Provemos (i), para isso suponhamos inicialmente que max |a;| = 1.
1<i<m

m

Z anZn = a121 + a2z + -+ -+ amam

n=1

=ar ) AMlyitar ) AZYi+ -+ am Y Ay

icEy i€k, i€k,

=Y aidlyi+ Y axdiyi+-+ Y awd™yi=Y Ay,

ick; icky icky, ick

onde E = U!" |E; e A; = a;jA, para cada k € E;, onde usamos na tltima igualdade que:
E,NE;j =@, parai # j.

Agora observe que da defini¢do de k,, tem-se que:

m
Y anza

<kn <YK.

Para o caso geral, max |a;| # 1, para quaisquer (a;)7"; C R\ {0} temos que:

m
Y e e S K-
n—1 maX1<z<m\az|
Finalmente, note que:
dap
max =1,
1<i<m| max |a;|
1<i<m
pois
1

——— max |q;| = 1.
max |a;| 1<i<m
1<i<m

(i) Suponha inicialmente que [max lai| = 1. Seja jo € {1,...,m} tal que |aj,| = 1. Segue que:
<i<m

Sem perda de generalidade podemos supor a, = 1. Entdo,
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m
Z anZn = Zj, + Z anpln-
n=1 n# jo

Note que,

2Zj, = Zjo +2jo = | 2jo + Z anzn> + <sz — Z anZn

n#jo n#jo
Portanto,

m
22j, =Y anzn+ (Zjo -Y anzn>
n=1 n# jo
donde segue que:

m
2llzjo|l < || X anzn|| + ||2jo = X @nzn
n=1 n#jo

m
< Zanzn +YK'
n=1

Concluimos que:

m
Z anzn|| > 2|zj || — VK.

n=1

Agora da construgdo dos z,,s, segue que,
||zjol| = OK.

E portanto,

m 20 20
n<n ZZQK_ K:—'K— K: __1 .K’
nz'laz 4 Y ey (y ) ¥

e isso conclui a prova do teorema.

Em suma, o resultado demonstrado acima nos diz que se X possui uma cépia isomorfa de cg
entdo X possui uma copia quasi-isométrica de cg. Todavia, € pertinente indagar o seguinte:
Questao 1: Se X possui uma copia isomorfica de ¢ € verdade que X possui uma copia isométrica

de co?

Veremos a seguir que a resposta para essa questao € negativa. De fato, mesmo em um contexto
mais geral ndo se pode expor uma resposta afirmativa. A defini¢do a seguir foi introduzida em

(PN.DOWLING C.J.LENNARD, 1998).
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Definicao 3.1.4. Dizemos que um espaco de Banach X possui uma copia assimptoticamente
isométrica a c se existem uma sequéncia bdsica (x,), € X e uma sequéncia (&,), C (0,1), com

€j — 0, tais que:

sup(1 —&)|an| < Z anXn|| < sup(l+&,)|anl,

n>1 n=1 n>1

para todo (a,);_, € Coo.

Observe que copias isométricas de ¢y definem cdpias assimptoticamente isométricas.

A proxima proposi¢ado foi extraida de (PN.DOWLING C.J.LENNARD, 1998) veja o exemplo 5.

Proposicao 3.1.2. (Exemplo 5) Considere o espago ¢y munido com a seguinte norma:

I (an) | = suplaa + ¥ 2 "laul.  (an) € co.
n>1

n=1
Entdo (co, || - ||) € isomorfo a ¢y, no entanto ndo possui cdpias assimptoticamente isométricas a
Co.
Demonstragdo. E claro que (co, || -||) & (co, || - ||). De fato, suponha que (co, || - ||) contém uma

cOpia assimptoticamente isométrica de cg. Isto €, existem uma sequéncia que converge a zero

(&€)n em (0, 1) e uma sequéncia (x,), em ¢y de modo que

max (1 —¢€j)la;| < aix max |a 3.4)
1<J<n( lajl < Z// 1<<|J| (
para quaisquer escalares ap,ay,...,a, € para todo n € N. E mostrar que a base candnica de ¢y

converge fracamente para zero. Por outro lado, note que a desigualdade 3.4 implica que (x,) é

equivalente a base candnica de c. Portanto, sem perda de generalidade, podemos assumir que a

(o)

j=1"
Desse modo, como ||x|| > 1 —¢g; > 0, existe j € N de modo que 511 #0. Sejak=min{;: 5} #0}

e = <3—12k> |&!]. Escolhamos N; > k de modo que:

sequéncia (x,), converge pontualmente para zero. Para cada n € N, escrevamos x, = (')

— o
27 < —.
n=N;+1 4
Escolha N, € N de modo que €, < «, para todo n > N,. Como (x,), converge pontualmente

para zero, podemos escolher N3 > N, tal que |§7| < § para j = 1,2,...,N) e para todo n > N.



Dai, para cada n > N3 teremos:

[l = llxalleo + Y 2771871
j=1

||xn||oo+Z2 J1E] 1+ Z 2771E}], 1€} <1 por (3.4)

j=Ni+1

<|yxny|w+22 iZ+ y 2

J=Ni+1

(04

Pela convexidade da norma . e temos |[xu]|ec < 5 (||X1 + X |eo + [|X1 — Xn]|oo). Entdio, ou

[1X1 + Xn[e0 > [[xn oo OU X1 = Xn]leo > [|Hn]|co. SE 1> N3 € ||X1 + X4 ][e0 > || 2|00, €NLEO

1> ||x1 4+ x|

= |1+ xallo + Y 277 [E] + €]
j=1

> [lanlloo + 27418 + &

> [lxall - 5 +27(184 - 1€2)
> all - 5 +27 (1601~ 7)
> | - 274
>1—g,—o+275g/|
>1—a—a+274g/|

=1+a.

Logo ¢ <0 o que € um absurdo.

27
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4 PRIMEIRO RESULTADO DE JAMES SOBRE /; - DISTORCAO
4.1 Resultado de James sobre /|- Distor¢cio

Objetivo deste capitulo € demonstrar o teorema da distor¢ao de James para o espaco ¢; (JAMES,
1964). Lembremos que ja definimos no Capitulo 3 a nocao de distor¢do de normas em espagos

arbitrarios. Nosso ponto de partida para este capitulo comeca por definirmos o seguinte espago

ty = {(an):zozl - R’ Z |an| < +°°}~
n=1
Seguem abaixo exemplos de uma sequéncia que pertence e outra que nao pertence ao espago /1.
1\> i |
1° <—> € {1, pois — < oo,
(1% (-3)  €lip n;nz

1\ |
20 (-) 01, pois ¥~ = o,
@ () oy #rpeis Lo
Lembremos que a norma natural em ¢; € dada por:

(o]

H(an)::th = Z |an|

n=1
E um fato cldssico em andlise funcional que o par (/1, || - ||¢,) define um espago de Banach.

Conforme vimos no capitulo anterior, espacos de Banach que contém cdpias iso-
morfas do espago cg também admitem uma copia quasi-isométrica desse espaco. No presente
capitulo, mostraremos que um resultado similar também continua vélido para espagos de Banach
X que possuem copias isomorfas de £;. Mais precisamente, o principal resultado deste capitulo é

o seguinte resultado clédssico de R. C. James (JAMES, 1964).

Teorema 4.1.1. Seja X um espago de Banach. Suponha que exista uma sequéncia bdsica (y,)

em X tal que,

d Z |lan| < Zanyn
n=1 n=1

S D Z ’an|7
n=1

para toda sequéncia de escalares (a,);_; C coo e d,D > 0 fixos. Entdo para todo € € (0,1)

n

existem uma sequéncia de blocos de inteiros (E,) em [N|~%, escalares (A]

)ice, C R, com

Yice, |Al'| = 1 para todo n € N, existe uma constante A tal que a sequéncia (z,) dada por

1
in = X Z Ainyi

i€k,
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satisfaz

(1_£)Z|an|§ Zanzn §Z|an|,
n=1 n=1 n=1

para toda sequéncia de escalares (ay);_; C Cop.

Demonstragdo. Por hipétese, sabemos que X possui uma sequéncia basica (y,) entdo, existem

constantes d, D > 0 que satisfazem a seguinte desigualdade:

d Y lanl < || Y anyn|| <D lan,
n=1 n=1 n=1
para toda sequéncia de escalares (a,);>_; C coo. Primeiro vamos definir A, como sendo

A, = inf Za,-yi :nSEG[N]<°°,Z|a,-|:1 , neN.
icE i€E

Em seguida, definamos A = sup, A,,. Em analogia ao que foi feito no capitulo anterior, fixemos
0 <1<y Como0<6<1,existen € [N]tal que A < A,, < A. Por sua vez, como y > 1
segue que A,, < YA,,. Por essa razdo, da defini¢do de infimo de conjuntos concluimos que YA,
ndo é cota inferior para o conjunto associado a definicdo de A,,. Portanto, existe £ € [N]<* com
ny < E) e existem escalares (4,!);cg, relativo aos quais tem-se Z 1A =1 e, além disso, tem-se

i€k
ainda que:

1
An1 S Zﬂ’l Yi < yAnl'
i€E
Facamos agora n, = max E; + 1. Como vimos que ¥y > 1, temos que A,, < YA,, , com isso,
pela defini¢do de infimo de conjuntos, concluimos que YA, ndo € cota inferior para o conjunto
associado a defini¢do de A,,. Portanto existe E; € [N]=* com ny < E, e existem escalares

(7

7)icE, relativo aos quais tem-se Z |A?| = 1, no qual temos a seguinte desigualdade:

i€k,
2
Ay < | Y A2yil| < YA,
i€ckEy
Repetindo esse processo indutivamente, obtém-se uma sequéncia infinita de combinag¢des linea-

res:

Z Alyi, Z A2yi, Z Ayi, ...

i€k ick, i€eks

tal que:
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(x) OA<OA, <

Z A‘ilyiH S An1 < YA, €

i€k

Z ;tijy i

i€eky

(k%) OA<OA,; < <Ay <YA, VjZ>2.

Agora vamos definir z, como:

1
in — X Z Al'nyi.

i€E,

Seja (a;)™; C [R] com ¥, |a;| = 1, logo obteremos:
i=1 i=1

m
Zanzn = Halzl —|—...—i—amzmH
n=1
icEy i€k,
pois
Y |41+ Y aalAT|+---+ Y laml |77
ek ick, i€Ey
=lail Y A+ laal Y A7+ A+ lam| Y A
i€k, i€k, i€En,

= |ai|+|az|+ ... + |am| = 1.

Conclusio 1: Podemos notar que:

m
Z anln
n=1

Conclusdo 2: Para todo (a;)7"; C R\ {0}, observe que a Concluséo 1 implica na desigualdade
abaixo:
m

Y aizi

i=1

a; i
on<||) — OA ) |ai| < :

m

i=1 Z |an| i=1
n=1

Pela desigualdade acima, podemos concluir que:

Y aiz
n=1

<YAY ail.
n=1



Finalmente, vemos que (z,) satisfaz a desigualdade abaixo:

9 (] (o] [ee]
=Y lail < || Y aiz|| <) ail.
Vi3 n=1 i=1
Agora, podemos escolher 0 e ¥ tais que:
0
l-e<—.
Y

Isso conclui a demonstracao do teorema.

31
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5 APLICACOES

Neste capitulo, estudaremos algumas aplicacdes relacionadas a espagos de Banach

contendo cdpias isomorfas dos espagos cldssicos cg e ;.

5.1 Teorema de Peano em Espacos de Banach contendo c

O primeiro problema que abordaremos € o seguinte:

Problema 5.1. Seja X um espaco de Banach. Existe uma aplicacdo continua [ : X — X tal que

a E.D.O.:

tem sempre solucdo?

Para entendermos este problema necessitaremos de algumas defini¢des e proposicoes

que veremos ao longo deste capitulo.

Definicao 5.1.1. Seja M um subespaco fechado de um espaco de Banach X. Dizemos que M é

complementado em X se existe um subespaco fechado N C X tal que:

(1°) MNN=0

(2°) M+N=X.

Proposicao 5.1.1. Se M é complementado em X, entdo existe uma aplicacdo linear limitada

P:X — M tal que P(x) = x para todo x € M.

Demonstragdo. Defina P : X — M pondo P(m+n) := m. E facil mostrar que o grifico G =
{(x,Px);x € X} é fechado em X x X(veja detalhes em (FABIAN P. HABALA, , pg. 180,

Proposition 4.2)). Pelo Teorema do Grafico Fechado, P € limitada. ]

O primeiro resultado que se conhece sobre o Problema 5.1 deve-se ao matemético
Dieudonné [(J.DIEUDONNE, 1950)] que forneceu uma resposta negativa para o caso exclusivo
em que X = cg (veja Lema 5.1.1). O resultado a seguir € uma consequéncia da demonstracdo do

resultado de Dieudonné.
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Teorema 5.1.1. Seja X um espago de Banach. Suponha que X contém uma copia complementada
de cy. Entdo, existe uma aplicacdo continua F : X — X tal que a EDO u'(t) = F (u(t)) ndo

admite solugcdo em qualquer intervalo I C R.

Para mostrar esse resultado, usaremos o seguinte lema cuja prova estd contida

essencialmente na demonstragcao do resultado de Dieudonné.

Lema 5.1.1 (J.DIEUDONNE, 1950)). Existe uma aplicacdo continua f : co — cg tal que a
EDO u' = f(u) ndo admite solucdo em qualquer intervalo I C R, ou seja, ndo existe curva

u: I — ¢ satisfazendo u'(t) = f(u(t)) para todo t € I.

Demonstragdo. Defina f: cy — co pondo

"
fl(an))pr = ( |an|+m) :1’ V(@n)y=1 € co.

Suponha que exista uma curva derivavel u : I — ¢ tal que /(t) = f(u(z)) para todo ¢ € I. Para

cadat € I, podemos escrever u(t) = (u,(t));_,. Entdo

o)

<u;<z>>;°_1=<\/|un<z>|+ﬁ> . viel,

n=1
€ portanto,

1
u;(t):\/\un(t)\+n+—l VneN,Vrel.

Isso implica:

A0

l‘ -
’”n( )|+n+1

Vtel.

Fixe agora ty € I. Integrando essa equacdo de fp at € I, com #y < t, obtemos:

t t /
f—1ty= lds:/ ty (5) —ds.
) 0] |Mn(S)|+n+1

Para qualquer n € N fixado, a mudanga de variavel:

Yy =1Un
dy = ul,(s)ds

resulta em:

r—1

_ /"nm dy
o) e L
‘y|+n—|—1
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Agora provaremos a desigualdade abaixo:

B dy
/ WSZ(M+¢W>. 5.1)

De fato, inicialmente, consideremos o caso em que o < 0 < 3. Note que

d
/\/|7+7' /\/|7+7 /0\/!7|y+7'

Agora como

a<y<0——a>-y>0,

Podemos concluir que

0<yl=—y<—a=]al

logo,

0 <Dl <Vlal,

Consequentemente, temos:

Vi< VPl+r< Vel +y

Portanto,
/ / Ly Ly
y :/ y
\/Iy +v e Dl a V=Y

Vamos calcular a integral |, 3 \/%—ydy. Usando a mudanca de varidvel u = —y, temos

0

/Old "l /Old /O P du = 2u
——dy= —du = —du = u? du=2u

a\/—yy —a\/ﬁ —oc\/ﬁ - -~

Agora facamos o procedimento similar para a seguinte integral:

B 1
/\/\7+7’ /Ox/ﬁdy

[ &
“Jo v

Repetindo o argumento anterior € facil verificar que



35

B —1
:/O —adu=2V/p].

Agora analisaremos o primeiro caso em que o > 0. Entdo a < 3.
Logo vemos que:

a<y<B—=y>0—=|y=y,

Dai temos,

V=

Portanto segue que:

B dy < B 1

—dy.
o Yty oc\/yy

Fazendo os calculos obtemos,

<2(Va++/B)
=2(y/|a|++/1B]).

Agora fagamos para o caso em que o < 0 < f3.

Dai temos,
dy

[ [
o Il+y Jo Vl+y

Pelo caso anterior, temos que:
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/‘¢E+y Bl.

Basta mostrarmos que:

0 dy
— = <2/al.
/06 VI +y

Como o <y <0, temos |y| = —y > 0.

Portanto,
0 dy

/ \/!7+y a Vy+Y

- —du
- Ja Vu+y

_/ \/_+y

Facamos u = —y — du = —dy , entdo temos dy = —du.

Pelo primeiro caso, temos:

@ du

<2
0 Vut+y~

Agora iniciaremos a demonstracdo do Teorema 5.1.1 .

| — o] =2v]al.

Demonstracdo. Seja P : X — co uma projecdo sobre ¢g. Fixe e € Ker(P) com e # 0. Seja

f :co — co a aplicagdo continua dada pelo Lema 5.1.1. Defina F : X — X pondo:
F(x) = e+ f(Px)

Suponha que existe curva derivavel u : I — X tal que /(¢) = F(u(t)). Defina y(¢) = P(u(r)).

Note que:

Assim podemos concluir
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Como queriamos demonstrar. [

E um fato conhecido que o espago /.. possui uma cépia isomorfa de ¢y, mas nunca
admite uma copia complementetada desse espago. Todavia, a classe de espacos de Banach que
possuem cOpias complementadas do espago ¢y € muito grande. Veremos a seguir que existe uma

familia de espagos X ndo-triviais que contém cdpias complementadas de cy.

Proposicao 5.1.2. Seja E um espago de Banach de dimensdo infinita. Entdo para todo espaco
topoldgico compacto de Hausdorff K, e infinito, o espaco C(K;E) sempre possui uma copia

complementada do espaco c.

Demonstragdo. A demonstracdo desse resultado ndo € dificil e pode ser encontrado no artigo

(MENDOZA, 1997). 0
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5.2 Aplicacoes na Teoria Métrica de Pontos Fixos

Nesta secao, iremos definir o que é um ponto fixo e uma aplicagdo ndo expansiva em
um espaco de Banach. Reuniremos alguns exemplos e proposi¢des na teoria métrica de pontos
fixos. Além disso, iremos delinear a propriedade do ponto fixo, o ponto fixo fraco e o ponto fixo

fraco™.

Definicao 5.2.1. Seja X um epaco de Banach. Uma aplicagdo T : C C X — X ¢é dita ser ndo
expansiva se

[ Tx—=Ty|| <|lx—yl|, Vx,yeC.

Definicao 5.2.2. Dizemos que x € C é um ponto fixode T se Tx=x, x¢&C.

Definicao 5.2.3. Dizemos que um espaco de Banach X possui a propriedade do ponto fixo se
para todo subconjunto ndo vazio, fechado, convexo e limitado C de X, e toda aplicacdo ndo

expansiva T : C — C possui um ponto fixo.

Definicao 5.2.4. Da mesma maneira da definicdo acima, dizemos que o espaco X tem a proprie-
dade do ponto fixo fraco se para todo subconjunto C fracamente compacto, convexo e ndo vazio

em X, toda aplicacdo nao expansiva T : C — C tem um ponto fixo.

Definicao 5.2.5. Se X ¢ o espaco dual de um espaco de Banach E, isto é, X = E*, dizemos que
X tem a propriedade do ponto fixo fraco™ se para todo subconjunto C compacto, convexo em X e

toda aplicacdo ndo expansiva T : C — C temos um ponto fixo.
Agora mencionaremos alguns exemplos.

Exemplo 3. O espaco co ndo possui a propriedade do ponto fixo.

Seja, C = By = {(xa) € co : 0 < x,, < 1,Vn} e definamos duas aplicagdes afins por:

Ti(x,) = (L,x1,x2,....)

T (xy) = (1 —x1,x1,x2,...).

Para i = 1,2 e qualquer x,y € ¢y vemos facilmente que ||T;x — T;y|| = ||x — y||. Entdo, ambos T

e T, sdo ndo-expansiva, de fato isometria de C em C. Por outro lado, o tinico ponto fixo possivel
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paraT) é (1,1,1,...), e para T vemos que o tinico ponto fixo serd (%, %, %, ) Note que nenhum

deles pertence a c.

Exemplo 4. O espaco co ndo possui a propriedade do ponto fixo para contragées, ou seja, estas
sdo as apliacagoes T tais que ||Tx —Ty|| < ||x —y|| sempre que x # y. Neste exemplo, usaremos
a base de Schauder padrdio e ,e;,e3,... de co, onde e, = (0,,;) com 8y, =1 € 8,; =0 para i # n.

Seja A, uma sequéncia decrescente de niimeros reais convergindo para 1. Definamos agora,

C= {Ztnxlnen;(tn)ea), 0<t, < 1}

n=1

e uma aplicagdo afim T em C,

T (Z tnlnen> = Aie1 + Z tnﬂfn—l-len—l—l-
n=1

n=1

Alguns cdculos diretos mostram que T é uma aplicacdo de C em C que é sempre
ndo expansiva e uma contragdo, desde que a sequéncia (A,) seja estritamente decrescente, cujo

linico ponto fixo possivel é (A1,A2, 23, ...) & co.

Proposicao 5.2.1. Existe uma aplicacdo 2-Lipschitz que deixa a bola de ¢ invariante e ndo

possui pontos fixos.

Definamos agora T : B(¢;) — ¢; pondo T ((a;)7. ;) = (1 =X |ai|,a1,a2,a3,...), onde

B(0r) = { (@) € sl (@)l <1}

Temos que T : B(¢;) — B(¢). De fato, se

o5}

[(a)izill,, = Y lanl <1

n=1
entdo observe que
1—

1

|l
1

+|ai|+ |az| + |az| +...=1—

1

|ai| + |ar| + |az| + |az| + ... = 1.
1

[}

)

Afirmacio 1:: Tx # x para todo x € B({}).

De fato, suponhamos por contradi¢do que exista x = (a;);>; € B(¢) tal que

(@)iZy = T((@)Zy)-
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Logo teremos que (a1,az,a3,a4,...) = (1 — ¥ | |ai|,a1,a2,a3,...). Consequentemente,

para todo n > 2.
Como Y |ail| <1 e a, = a; para todo n > 1, segue que a, = 0 para todo n. Por outro lado,
comoa; =1—Y7|ai| e a, =0 paratodo n > 1, tem-se que a; = 1, com contradi¢do. Logo T

nao possui pontos fixos.

Afirmacéo 2: |[Tx —Ty|| <2|[x—yl|,, para todo x,y € B({1).
Nesse caso, T € chamada 2-lipschitz. Note que:
Tx = (1 _Z?:l ]a,-],al,az,ag,,...) (&} Ty = (1 —Z}il ’bi’,bl,bz,bg,,...), onde x = (ai)}x’:l cy=
(bi)7 - Fazendo a diferenca de Tx e Ty obteremos:
Tx— Ty = (Z(|b,| — |a,-|),a1 —bl,az —bz,a3 —b3,...)
i=1

Logo,

1 Tx=Tyll,, = (‘Z |bi| — |ail) ’+|al —b1|+|az—b2|+|a3—b3|+~->
i=1

Z\\br—razwzral bi

Mz

b|+Z|a, bi|

N
|
—_

=21lx=yllg, -

Proposicao 5.2.2. Suponha que X contém uma copia isomorfica de co. Entdo, para todo
€ € (0, 1) existe um conjunto fechado, limitado e convexo C C X e existe uma aplica¢ido T : C — C

que é afim, ndo possui pontos fixos e satisfaz
(1=&)llx=yl| < [[Tx—=Tyl| < (1+€)[[x—yl|

para todo x,y € C.
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Demonstragcdo. Se X possui uma cépia isomorfa de ¢y, entdo pelo Teorema de James para co,
existe uma sequéncia (x,) € X tal que

(1 - %) sup || < tixi|| <suplti|, VY(t) € co.
i>N i=N izN

Defina,

C:{Ztnxn; ogrngl}
n=1

e T:C—C pondo T ( Z tnxn> =x1+ Z thXpt1 = X1 +Hxo +Hx3+ ...
n=1 n=1
Afirmacdo 1: T(C) C C.
Para provar isso, seja w € T(C) e mostremos que w € C. Existe ¢ € C tal que T(c) = w. Como

c € Ctemos que ¢ = Z tix;. Dai segue que
i=1

w=T(c)=x+ Z tnXpa1 = X1 + Z th—1Xn.
n=1 n=2
Reescrevemos como Yo, #,x,, onde
th-1, n<?2
/
1, =
1, n=1

Portanto, w € C, assim provamos o resultado desejado.

Afirmacdo 2: T'(x) #x VxeC.
Suponha que exista x = Z tnX, em C tal que
n=1
Z thxn=x=T(x)= Z tnXpa1 +X1.
n=1 n=1

entao,

hxy+hxy+--=x;+Hx2+ox3+ -

Mas, (x,) € uma sequéncia bdsica, logo, t) = 1, =1,3=1,14 =1, --

Contudo isso ndo é possivel, pois x € cg implica que lim;_,.t, = 0.

Afirmacdo 3: |[Tx—Ty|| < (1 —¢€)|jx—y|| Vx,yeC.
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Para provar a afirmac¢do escrevamos x = Z hx, € y= Z spX,. Note que

Tx—Ty=x1+ Z InXn+1 — Xn Z SnXp+1-
n=1 n=1

Z xn—l—l

Lembremos agora que:

(1 _8) Sup‘al‘ < Zaxz < Sup’az’ v(ai) € Co.
i1 i=1
Entao,
|Tx—Tyl| = Z w)Xnt1]| < sup |ty — sp|
n—1 n>1
1 (1 8> it |
=——(1—=)suplt,—s
1—g/a\" o)kl
< Y — el
T 1-g2|| = 1—¢/2

Agora note que:

Iy — Sn)xn7
1

(o]
n—=

e que

<l+e.

1—¢€/2
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Portanto, ||[Tx—Ty|| < (1+¢€)||x—y||. Analogamente, mostra-se que | Tx—Ty|| > (1—¢)|x—y||.

Isso conclui a demonstracdo da Afirmagao 3.

Afirmacao 4:: C é fechado convexo e limitado.

Suponha u; = Z t; x, — u € X. Devemos mostrar que u € C. Como (x,) é uma sequéncia

n=1

bésica, podemos concluir que u € [(x,)].Em particular, como (x,) é base de Schauder, temos:

u= il‘,’xi.
i=1

Para cada n € N notemos,
x5 (xn) =1,

X, (xm) = 0,m # n.



Como cada x;; € X*, entdo

x5 (ug) — x; (1), quando k — oo.

Mas,
X, (uy) = Zti(k)x;:(xi) Sy

logo tomando o limite quando k — oo, temos:

x,(u) =ty
Consequentemente
1210 > >
1 > 5] > 15} > ;
(k)
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Comot, ’ —t, quando k — oo, cada t, satisfaz 1 >t >t >3 > --- > 0. Isso mostra que u € C.

Portanto, C € fechado.

Agora, mostremos C € limitado. Se } >, t,x, € C entdo,

< (14¢€)suplty] < (1+¢),

Y tux
n=1

pois sup |t,| < 1.

Finalmente, mostremos que C é convexo, com efeito se u =Y t,x, € Cev=Ysx, €Ce

0 < A <1, entdo,

Au+(1—=A)y= thner- (1 —A)anxn = Z[)Ltn + (1 = A)su)xn.

De maneira andloga, ao provado para cy, podemos provar a seguinte proposi¢ao para espagos /.

Proposicao 5.2.3. Seja X um espaco de Banach. Suponha que X contém uma copia isomorfa

de (). Entdo, para todo € € (0, 1), existe um subconjunto C C X fechado, convexo e limitado, e

existe uma aplicacdo T : C — C tal que:
(1) [[Tx =Tyl < (1+¢) [[x—yll.
(2) T é afim,
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(3) Tp#p VpeC

Concluimos este capitulo com alguns problemas em aberto.

Problema 1: Seja X um espago de Banach contendo uma cépia isomorfa de cy. Entdo, existe
um subconjunto C C X fechado, convexo e limitado e existe uma aplicacao 7 : C — C tal que:
(@) [|Tx—=Tyl|| < []x—yl|.
(ii) Tp#p VpeC.
Problema 2: Existe uma norma ||.|| equivalente em c( segundo a qual (co,||.||) possui a proprie-
dade de ponto fixo.
Problema 3: Todo espago de Banach reflexivo possui a propriedade de ponto fixo.
Problema 4: Se X € um espaco de Banach isomorfo a ¢;, entdo X possui a propriedade do ponto
fixo.
Problema 5: Se X um espago de Banach. Existe uma aplicacdo continua F: X — X tal que a

EDO u' = F(u) ndo admite solu¢do em nenhum intervalo / C RR.
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6 CONCLUSAO

No decorrer deste trabalho ilustramos a importancia de copias isomorficas dos
espagos cg e ¢1 na Teoria dos espacos de Banach bem como em problemas relacionados a duas
linhas de pesquisas em Andlise Funcional. O trabalho foi dividido essencialmente em duas
partes. Na primeira parte, estudamos a no¢ao de distor¢ao em espagos de Banach e como esse
conceito se relaciona com os espagos cg e £1. Vimos que tal conexdo se deu através dos Teoremas
de James, sobre a nao-distorcionalidade desses espacos. Em particular, vimos que a técnica
de nao-distorcionalidade de normas em um espaco contendo uma cépia de ¢y nao garante a
existéncia de cOpias isométricas. Vimos também que em geral cOpias isomorficas de ¢y ndo
implica na existéncia de copias assimptoticamente isométricas de ¢p. Um estudo anédlogo foi
feito para o espaco /.

Na segunda parte dessa dissertacdo, abordamos duas linhas de pesquisas. A primeira
diz respeito a E.D.O.s em espacos de Banach. Mais precisamente, estuda o problema de Peano
em espacgos de Banach que versa sobre a possibilidade de EDOs abstratas autdnomas possuirem
solugdes. Vimos que se um espaco de Banach X contém uma cépia complementada do espaco
co, entdo existe um campo continuo F: X — X tal que u'(¢) = F(u(¢)) ndo admite solugdes em
nenhum ponto da reta real. A segunda diz sobre a Teoria métrica de pontos fixos em um espago
de Banach no qual colocamos alguns exemplos de aplicacdes onde o espaco cg ndao possui ponto

fixo. Finalizamos essa dissertacdo com alguns problemas em aberto relacionado ao ponto fixo.
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