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RESUMO

Para varios pesquisadores, os problemas de coloracdao de grafos sdo o assunto mais popular
em teoria dos grafos. Essa popularidade deve-se ao fato destes problemas serem amplamente
aplicados em intimeros outros do mundo real. Entre as suas varia¢des, encontra-se o Problema da
Coloracao Harmoénica de Grafos (PCHG), que consiste em encontrar 0 menor nimero de cores
capaz de colorir os vértices de um grafo, permitindo que vértices adjacentes possuam as mesmas
cores, porém fazendo com que as arestas sejam distinguiveis pelo conjunto de cores dos seus
vértices. Atualmente, ndo € encontrado na literatura nenhuma técnica exata para a resolucdo do
PCHG. Em contraponto, este trabalho apresenta o desenvolvimento de modelos de programacgao
linear inteira, baseados no conjunto de cores e de representantes, para auxiliar na resolu¢ao do
PCHG para diversos tipos de instancias. Também sdo apresentadas desigualdades validas para
cada modelo matemético, como também, um estudo sobre o seu poliedro. Para as instancias
observadas, os modelos apresentam bom desempenho mostrando-se eficientes para um uso em

problemas reais.

Palavras-chave: Problema de Coloracao de Grafos. Otimizacdo Combinatéria. Programacao

Linear. Combinatodria Poliédrica.



ABSTRACT

For many researchers the graphs coloring problems are the most popular subject in Graph
Theory. This popularity is given by the fact of those problems being widely used in uncounted
problem in the real life. Amoung its variations lies the Harmonic Coloring of Graphs Problem
(HCGP), whose object is find the lower number of colors able to color the vertices of graph,
allowed adjacents vertices share the same color, and making the edges distinguishable by the
color set associated with their vertices. Currently it’s not find in the literature an exact form
to solve the HCGP. In counterpoint the present work introduce the development of integer
linear programming models, based in the set colors and vertices representatives, to auxiliate
in resolution of HCGP for various types of instances. It also presented valid inequalities for
each mathematical model, also too, a mathematical study about the polyedra associated to the
problem. For the observed intances, the model present a good performance and showing up
efficient to use in real problems.

Graph Coloring Problems. Combinatorial Optimization. Linear Programming. Polyhedral

Combinatorial.
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1 INTRODUCAO

A Teoria dos Grafos € uma das mais importantes dreas da computagcdo e matematica.
Esta importancia deve-se ao fato da sua aplicagdo em diversos problemas praticos. Um dos
mais conhecidos problemas de Teoria dos Grafos € o Problema da Coloracdo de Grafos (PCG).
Este problema tem aplicagdes em problemas reais importantes, como a separagao de elementos
explosivos, alocacdo de frequéncias e modelagem de problemas de atribugdo de tarefas. O
problema abordado neste trabalho é um tipo de PCG e é conhecido como Problema da Coloracao
Harmonica de Grafos.

Considerem o seguinte exemplo de um sistema de orientacdo de aviagdo. Nesse
sistema critico, devemos manter a confiancga e fazer com que os avides naveguem sem risco
algum de colis@ao. Uma excelente abordagem para a resolug@o desse problema € utilizando um
grafo. Numa defini¢ao informal, podemos definir um grafo como um conjunto de nds conectados

através de arestas. Na Figura 1 temos a representacdo simples de um grafo.

Figura 1 — Representacdo de um grafo
6

3
Fonte: Elaborado pelo Autor (2019).

Considerando o problema de orientacdo de aviacao, os nds seriam as posicoes das
torres fardis de cada aeroporto e as arestas seriam as vias aéreas. Poderiamos representar as
torres fardis através de cores. Para realizar esta coloracdo sempre buscariamos o nimero minimo
de cores. As vias aéreas, por sua vez, seriam representadas pelo conjunto contendo a torre farol
de inicio e a de fim, onde cada via aérea deve conter um conjunto Unico, ou seja, nao pode
aparecer em numa outra aresta, para nao confundir com as outras vias aérias existentes no grafo.
Uma representacio simples para esse problema encontra-se na Figura 2.

Essa € apenas uma das aplicagdes reais do problema de coloracdo harmonica, apre-
sentado neste trabalho. O problema de coloracdao harmdnica pode ser visto como uma extensao

do problema de orientagdo de aviacao.
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Figura 2 — Problema de Orientag¢ao de Aviagcao

Fonte: Elaborado pelo Autor (2019).

A resolugdo desse problema ndo € tao simples como parece. A formulacao tedrica
aconteceu no ano de 1983 (HOPCROFT; KRISHNAMOORTHY, 1983) e até hoje nao é encon-
trado na literatura nenhum algoritmo escaldvel para sua resolu¢do. Também € encontrada uma
deficiéncia na quantidade de trabalhos relacionados a este problema.

Govindarajan (2012) retrata diversos outros problemas com aplicagdes reais onde
a colora¢ao harmoénica tem potencial aplicagdo. Portanto, com a resolucdo deste problema
diversas aplicacoes reais seriam beneficiadas, assim como os métodos desenvolvidos poderiam
ser utilizados em outros problemas e abrir espaco para o desenvolvimento de métodos eficientes
para outros problemas de otimiza¢do combinatéria.

Como forma de preencher essa deficiéncia encontrada na literatura, e utilizando
conceitos de Teoria dos Grafos para a representacdo dos dados de entrada do problema, neste
trabalho serdo desenvolvidas formula¢des matematicas que buscam por solu¢des de maneira

eficiente para grafos arbitrarios.

1.1 Contribuicoes

Desenvolvimento de formulacdes matemadticas lineares inteiras para o Problema

de Colora¢cdao Harmonica de Grafos;

Elaboragao de desigualdades validas para cada formulagdo proposta;

Estudo sobre o poliedro gerado pela formulagdo baseada em representantes;

Desenvolvimento de uma andlise estatistica do desempenho das formulag¢des

matematicas e melhorias propostas apresentadas.
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1.2 Organizacao do Trabalho

O restante do trabalho se divide em 5 capitulos. No Capitulo 2 sdo apresentados os
conceitos base necessarios para entendimento e resolugdo do problema proposto. O Capitulo
3 apresenta os trabalhos relacionados ao tema do problema. No Capitulo 4 sdo detalhados os
modelos matematicos desenvolvidos, desigualdade validas e um estudo sobre a dimensao do
poliedro. No Capitulo 5 sdo apresentados os resultados computacionais. Por fim, o Capitulo 6

traz as conclusoes e trabalhos futuros.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Para definicdo matemadtica do problema abordado neste trabalho € necessario al-
guns conceitos iniciais nas areas de Teoria dos Grafos, Problemas de Coloragdo de Grafos,
Pesquisa Operacional e Combinatéria Poliédrica apresentados nas subse¢des 3.1, 3.2,3.3 e 3.4,

respectivamente.

2.1 Teoria dos Grafos

Um grafo simples G = (V, E) consiste de um conjunto finito nao vazio V de elementos,
chamados de vértices, e um conjunto de pares nao-ordenados de elementos distintos de V,
chamados de arestas, isto é, E C {{u,v}|u,v € V,u # v}. Quando o grafo estiver claro pelo
contexto, € utilizado V e E para V(G) e E(G), respectivamente, para simplificar a notagdo. Se
e = {u,v} é uma aresta, dizemos que e incide em u e em v; que u e v sdo seus extremos; € que u e
v sdo adjacentes. Como forma de simplificar notacao, € denotar uma aresta por uv.

Seja um vértice v, definimos como grau do vértice v o nimero das arestas que contém
v, ou seja a quantidade de vértices incidentes em v, e denotamos por g(v). O grau mdximo
de um grafo G, denotado por A(G), é definido como A(G) = max{g(v)|v € V(G)}. De modo
semelhante, o grau minimo, denotado por 6(G), é definido como 6 (G) = min{g(v)|v € V(G)}.

Um passeio é definido como uma sequéncia de vértices v € V(G) dotada da seguinte
propriedade: se u e v sdo vértices consecutivos na sequéncia entdo uv é uma aresta do grafo G.
Uma aresta do passeio é qualquer aresta uv € E(G) tal que v é sucessor de u no passeio. Um
caminho em um grafo G é um passeio com uma sequéncia de vértices (vo, vy, ...,vx) de V(G)
distintos entre si, ou seja, um passeio em que as arestas sdo todas diferentes entre si. Um ciclo
em um grafo € um caminho fechado, ou seja, termina no vértice em que comeca. Todo ciclo deve
ter comprimento maior que 2 vértices e nao possuir arestas repetidas. Um grafo com n vértices
que consiste de um unico ciclo € denominado grafo circular, e denotamos por C,,.

Algumas outras defini¢cdes sdo usadas para expressar propriedades importantes,
dentre elas podemos destacar o grafo completo, grafo conexo e o subgrafo. Um grafo G é dito
completo se, para quaisquer v,u € V, temos (v,u) € E. Um grafo completo com n vértices é
denotado por K,,. Semelhante a definicao anterior, um grafo G € dito conexo, se para quaisquer
v,u € V(G), temos um caminho que parte de v e chega em u. Considere um grafo G' = (V' E’).

Dizemos que G’ é subgrafo de G, se e somente se, V' CV e E' C E. Se para quaisquer par de
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vértice v,u de G, se (v,u) é uma aresta de G e (v,u) também é uma aresta de G’ dizemos que o
subgrafo G’ é induzido.

Um outro tipo de grafo utilizado neste trabalho € o chamado Grafo Poténcia. A
k-ésima poténcia de um grafo G, denotado por G*, é um novo grafo que possui 0 mesmo conjunto
de vértices, mas em que dois vértices sao adjacentes quando existe um caminho de tamanho k.

Como o contexto do problema € aplicado em grafos, todos os conceitos apresentados

nesta subsec¢do serdo de extrema importancia em todas as proximas etapas desse trabalho.

2.2 Problemas de Coloracao de Grafos

Um problema de coloracio de grafos consiste em atribuir cores a certos elementos
do grafo sujeito a determinadas condi¢des. Para Alon (1993), "a coloragdo de grafos é indis-
cutivelmente o assunto mais popular em teoria dos grafos”. Essa popularidade deve-se ao fato
deste problema ser amplamente aplicado em diversos outros problemas do mundo real, como por
exemplo: Separacdo de produtos explosivos, atribuicao de frequéncias de radio, problemas de
agendamento, dentre outros.

Os problemas em coloragdo de grafos que receberam mais aten¢io envolvem colorir
os vértices de um grafo, que chamamos coloragdo de vértices. A definicao classica desse
problema pode ser descrita como: dado um grafo G e um inteiro k, encontrar uma coloracao
propria de G com k cores. Uma coloracdo de vértices é chamada de prdpria se os todos vértices
adjacentes possuem cores diferentes. Se cada cor usada for uma das k cores dadas, entdo nos
referimos a essa como uma coloracao k-coloragdo.

Uma das defini¢des mais importantes para o problema de coloracio de grafos € a de
Niimero Cromdtico. O Niimero Cromdtico, denotado por X (G), é definido como o minimo inteiro
positivo k para o qual G admite uma k-coloragdo para os vértices. Um grafo G com nimero
cromdtico k é chamado grafo k-cromdtico. Portanto, se x(G) = k, entdo existe uma k-coloragdo
de G, mas ndo uma (k-1)-coloragdo.

Outros problemas de coloragdo de grafos que também recebem grande atengdo sao os
problemas de coloragoes distintivas. Eles sdo problemas de coloracdes que induzem rotulagens
distintas para vértices ou arestas. Uma rotulagem € a atribui¢cdo de um nimero ou um conjunto,
chamado de rétulo, a um vértice ou aresta. Uma rotulagem de arestas de G € aresta-distinguivel
se cada aresta é determinada unicamente por um rétulo. Similarmente, uma rotulagem de vértices

de G é vértice-distinguivel se vértices diferentes possuem rétulos diferentes.
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O Problema da Coloragao Harmonica de Grafos (PCHG) (HOPCROFT; KRISH-
NAMOORTHY, 1983), base para este trabalho, € um problema de coloracdo distintiva, em que,
realiza-se a coloracao dos vértices, onde vértices adjacentes podem possuir a mesma cor, indu-
zindo uma rotulagem aresta-distinguivel que rotula cada aresta uv com o rétulo {cor(u),cor(v)}.

Uma representacdo para esse problema € vista na Figura 3.

Figura 3 — Coloragdo harmonica de um grafo

Fonte: (FRANK et al., 1982)

Similarmente ao ndmero cromatico, no problema de coloracdo harmonica temos o
niimero cromdtico harménico, denotado por A(G). O niimero cromdtico harménico é definido
Ccomo 0 menor inteiro positivo k, tal que G possui k-coloracao harmonica.

Neste trabalho buscaremos por solucdes exatas para este problema utilizando técnicas

de pesquisa operacional, cujos conceitos sao apresentados nas se¢des a seguir.

2.3 Pesquisa Operacional

A Pesquisa Operacional (PO) é uma area da matematica aplicada que estuda, de-
senvolve e aplica modelos matemadticos, estatistica e algoritmos para auxiliar na tomada de
decisdes nas mais diversas dreas da atuacdo humana. E comumente utilizada para analise de
sistemas complexos do mundo real, tipicamente com o objetivo de melhorar ou otimizar sua
performance. Podemos classificar os problemas deterministicos de PO em algumas categorias
genéricas: Problemas de Programacio Linear, Programacdo Nao-Linear, Programacio Dinamica,
Teoria dos Jogos, Simulagdao e Modelos de Otimiza¢do em Redes. Um dos focos deste trabalho

reside na aplicacdo de técnicas de Programacdo Linear Inteira Bindria para a resolu¢dao do PCHG.
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2.3.1 Programacgao Linear

A Programacao Linear (PL) € uma técnica que utiliza instrumentos matematicos que
permitem a otimizacdo de operacdes de problemas que tenham seus modelos matematicos repre-
sentados por expressoes lineares. Segundo Goldbarg e Luna (2005) a PL apresenta algoritmos
eficientes e que podem ser facilmente resolvidos usando um computador.

Segundo Caixeta-Filho (2001) a resolucio dos problemas lineares € realizada através
do aprimoramento de uma técnica de resolugdo de sistemas de equacdes lineares, utilizando
sucessivas inversdes de matrizes, integrando uma equacao linear adicional representativa de um
dado comportamento que deverd ser otimizado. Para Garcia et al. (1998) um modelo matematico
para um problema de otimiza¢do pode ser formulado de acordo com o seguinte esquema:

Maximizar ou Minimizar:

Z=cix1+coxp+ ...+ cpxy

sujeito a:
anxy +apxy+ ... +ayx, < by
a1x1 +axxy + ... +ayx, < by
Am1 X1 + X2 + oo+ ApnXn < b
xi>0, Vi=1,2,....n
b; >0, Vj=1.2,...,m
Onde:

Z = o valor da fun¢do a ser maximizada ou minimizada, respeitando o conjunto de
elementos do problema ou restri¢des;

x; = varidveis que representam quantidades ou recursos que se quer determinar para
otimizar o resultado global;

c¢; = coeficientes de ganho ou custo que cada varidvel € capaz de gerar;

b; = quantidade disponivel de cada recurso;

a; j = quantidade de recurso em que cada varidvel decisdria consome.

Os Problemas de PL podem ser resolvidos utilizando o Método Simplex, introduzido
por Dantzig (1954). Esse método é um procedimento matricial, onde se inicia com uma solucao

70 € sucessivamente localiza outras solug¢des acarretando melhores valores para a funcio objetivo.
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2.3.2 Programacdo Linear Inteira Bindria

Um problema de Programacao Linear Inteira (PLI) se diferencia pelo fato de conter
todas as varidveis de decisdo com valores discretos, ou seja, aceitando apenas valores inteiros.
Um caso particular de PLI € quando as varidveis sdo inteiras e restritas aos valores 0 ou 1, esse
caso ¢ conhecido como Programa Linear Inteiro Binario (PLIB)(WOLSEY, 1998). Todos os
algoritmos que resolvem PLIs também resolvem PLIBs.

Mesmo com décadas de pesquisa e sendo um grande foco de estudo em Pesquisa
Operacional, ainda ndo foi desenvolvido um algoritmo para resolver um PLI de tamanho razoével
ou seja, ndo existe um algoritmo que resolva um PLI com um ndmero de passos polinomial
no tamanho da entrada. Devido ao fato que, a resolucdo de um PLI € um problema da classe
NP-Dificil, existem dois métodos aceitdveis, em tempo computacional, que resolvem problemas
grandes, sdo eles: algoritmos de planos de corte e algoritmos enumerativos (PAPADIMITRIOU;
STEIGLITZ, 1998).

Uma técnica comum utilizada por essas abordagens é a Relaxacdo Linear. Uma
Relaxacao Linear de um PLI € a sua resolu¢do com remocgao das restricoes de integralidade,
ou seja, restricdes que impdem que as varidveis devem ser inteiras. A Relaxacdo Linear ajuda
principalmente na obten¢do de limitantes para os problemas de PLI.

Os algoritmos de Plano de Corte tem por objetivo refinar um conjunto vidvel ou
fungdo objetivo por meio de inequacdes lineares, chamadas cortes. Primeiro € resolvida a
relaxacgdo linear do PLI utilizando o método simplex. Apos € verificado se a solucdo € inteira,
em caso afirmativo, a solu¢do da relaxacdo também € solu¢do do problema original; se ndo
for inteira, adiciona-se uma nova restricao que deve ser satisfeita por todas as solucdes vidveis
inteiras, mas nao pela solu¢do da relaxagcdo. Apds adicionar a sugestdo, 0s passos anteriores sao
executados novamente até que encontre uma solucdo inteira (BERTSIMAS; TSITSIKLIS, 1997).

O algoritmo enumerativo tenta provar de forma construtiva que uma solucgao é 6tima,
baseando-se em um nimero de parti¢des do problema. O primeiro passo, como nos algoritmos de
planos de corte, € resolver a relaxacao linear, em seguida, a checagem da relaxag¢do. O préximo
passo diferencia do método anterior, nesse método dividi-se o problema em dois subproblemas
ao adicionar restricdes que sao mutuamente exclusivas e exaustivas. Em seguida escolhe-se um
dos subproblemas para ser relaxado e resolvido pelo processo novamente, chamamos ele de
problema escravo. O outro subproblema que espera a solucio do problema escravo e verifica se

também lhe satisfaz é chamado de problema mestre (PAPADIMITRIOU; STEIGLITZ, 1998).
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2.4 Combinatoria Poliédrica

A Combinatoria Poliédrica é uma drea da Otimizagdo Combinatéria que tem como
base de sustentagdo, a Teoria de Poliedros e a Programacdo Linear. Pode-se dizer que a Combi-
natdria Poliédrica estuda as propriedades de poliedros associados a problemas combinatorios.
Tais estudos podem auxiliar no desenvolvimento de algoritmos, ou até mesmo revelar certas
propriedades do problema em foco.

Existem alguns conceitos importantes dessa drea que iremos utilizar neste trabalho,
sao eles: poliedro, desigualdades validas e dimensao de poliedro.

Para Ferreira e Wakabayashi (1996), um subconjunto P C R" é chamado de Poliedro

se
P={xeR"Ax < b} (2.1)

para alguma matriz A € R™*" ¢ algum vetor b € R"™.

Um Poliedro P definido por uma matriz A e um vetor b é denotado por P(A,b). Caso
P seja limitado, ou seja, existe o € R tal que para todo x € P satisfaz ||x|| < o, chamamos P de
Politopo.

Devido a diversos estudos realizados sobre poliedros, diversos teoremas importantes

foram formulados. Um dos mais importantes €:
Teorema 2.4.1 (FERREIRA; WAKABAYASHI, 1996) Todo poliedro é um conjunto convexo.

Este teorema possui uma enorme importancia para PL, pelo fato de ser uma das bases para a
prova da corretude do algoritmo Simplex (DANTZIG, 1954).

Outros conceitos importantes sdo o de desigualdade valida e faces. Seja um poliedro
S CR”, um vetor a C R" e um escalar @ € R, uma desigualdade alx < a é valida em relacdoa §
se S C {x € R"|a’x < o}. Quando o conjunto S est4 claro pelo contexto, dizemos simplesmente
que € uma desigualdade valida.

Segundo Ferreira e Wakabayashi (1996), um conjunto F C P é uma face de P, se

existe uma inequagdo valida a’x < o em relacdo a P, tal que
F=Pn{xla’x= o} (2.2)

Uma face F é chamada de prépria, se F # P; e de ndo-trivial caso @ A F # P. Sea’ x < o é

vélida em relagio a P, entdo dizemos que PN {x|a’ x = a} é face induzida por a’x < a.
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Antes de tratar sobre dimensdo de um conjunto precisamos entender o que € o
conjunto igualdade de uma face. Dado um poliedro P(A,b) e uma face F desse poliedro,

definimos o conjunto igualdade de F' como sendo
ig(F)={i€ind(A)|Ajx=b;,Vx € F}. (2.3)

onde ind(A) € o conjunto dos indices das linhas da matriz A.

Por fim, a dimensdo de um conjunto F, denotada por dim(F) é d se F contém
exatamente d + 1 vetores afim-independentes. Dizemos que um poliedro P possui dimensao
plena (i.e. dim(P) = n) se ig(P) = .

Os conceitos apresentados nesta se¢@o serdo de importante valia para o entendimento

do estudo do poliedro mostrado na secdo 4.3.
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3 TRABALHOS RELACIONADOS

Este capitulo descreve alguns trabalhos da literatura mais relevantes para contextua-
lizagdo do problema proposto. Na se¢do 3.1 sdo apresentadas técnicas da literatura utilizadas
para resolver problemas de coloracdo usando programacao linear. J4 na secao 3.2 € apresentado

0 que encontramos na literatura sobre o Problema de Coloracao Harmonica de Grafos.

3.1 Resoluc¢ao de Problemas de Coloracao Utilizando Programacao Inteira

Os problemas de coloragdo de grafos recebem muita atencdo por parte dos pesqui-
sadores da drea de Otimiza¢do Combinatéria, um desses problemas € de coloracdo de vértices.
Diversas estratégias foram formuladas para a resolucao deste problema, algumas utilizando
programacio dinimica (LAWLER, 1976; EPPSTEIN, 2003) e branch-and-bound (BRELAZ,
1979; ZYKOV, 1949).

Para a resolu¢do utilizando PLI € necessario primeiro encontrar uma formulagao
matematica adequada para o problema proposto. Campélo et al. (2004) e Campélo et al. (2008)
sugeriram um modelo em que cada cor € representada exatamente por um vértice. O representante
de um vértice v, onde v € G € algum vértice que v ndo possui vizinhanga, ou seja, um vértice u
onde existe a aresta uv em G, ou o préprio vértice v. Isto se deve ao fato de que os vértices de
N(v) podem compartilhar suas cores com v, ja que eles nio possuem aresta em G.

Campélo et al. (2008) ressaltou que a simetria do modelo pode causar problemas em
resolvedores enumerativos. A razao para isso estd no fato de que, dentro de uma classe de cores,
qualquer um dos vértices dessa classe pode ser o representante. Para contornar isso, 0s autores
definem uma ordenagdo nos vértices e exigem que, em cada classe de cor, somente o vértice com
0 menor nimero seja o representante dessa classe.

O primeiro algoritmo exato para a coloragdo de vértices foi proposto por Mehrotra
e Trick (1996). O algoritmo proposto utilizava a técnica de Gerac¢do de Colunas. Essa técnica
faz parte dos métodos enumerativos de resolucao de PLI, ou seja, divide o problema original
em outros dois subproblemas resolvendo o problema escravo e verificando a otimalidade pelo
problema mestre. Melhorias mais recentes desse trabalho podem ser vistas em Malaguti et al.
(2011), Gualandi e Malucelli (2012).

Em comparagdo direta com as técnicas de programacao dindmica e branch-and-

bound, as técnicas baseadas em programacao linear inteira oferecem resultados mais eficientes
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(DIMACS, 2017; LIMA; CARMO, 2018).

3.2 Problema de Coloracao Harmonica de Grafos

O PCHG, também encontrado na literatura como Line-Distinguishing Coloring,
€ um problema de Teoria dos Grafos e oferece uma relaxacdo para o problema de Coloragao
Harmoniosa (MITCHEM, 1989). A diferenca entre esse dois problemas estd no fato da Colorag¢ao
Harmoniosa obrigar que vértices adjacentes devem possuir cores diferentes.

O primeiro artigo que trata desses problemas foi publicado em 1982 (FRANK ez
al., 1982), por ocasido do estudo de alguns problemas relacionados a alocacio de registros para
programas de computador e a atribui¢io de frequéncias a estacdes de radio. A formulacdo formal
para esse problemas aconteceu no ano de 1983 (HOPCROFT; KRISHNAMOORTHY, 1983).

Hopcroft e Krishnamoorthy (1983) também provaram que esses problemas sao
da classe NP-Completo. A prova se deu através da redugcdo de um problema 3-SAT, que é
NP-Completo (KARP, 1972), para os problemas de coloragdo harmonica e harmoniosa.

Govindarajan (2012) destaca a importancia desse dois problemas, por fornecerem
potenciais aplicacdes em redes de comunicacdo. Para ele, esse problema tem potencial aplica-
¢ao em problemas reais como, problemas de otimizacao de redes de transportes, sistemas de
navegacdo de rddio, compressdo de dados (desenvolvimento de uma fun¢do de hash minima) e
clusterizagao.

Como qualquer pesquisa em Teoria dos grafos, o PCHG possui inimeros teoremas
que facilitam o seu entendimento e possivelmente sua resolugcdo, um dos teoremas bases foi

proposto por Wilson (1990):

Teorema 3.2.1 (WILSON, 1990) Em qualquer Coloracdo Harmonica de um grafo, dois vértices

com a mesma cor sdo adjacentes ou distanciam pelo menos trés.

Tomando como base o teorema 4.2.1, mostrado anteriormente, Wilson (1992) dedu-

ziu mais resultados para problemas especificos de coloragao harmonica:

Corolario 3.2.1 (WILSON, 1992)
e Em uma colorag¢do harmoénica de G usando 5 cores cada cor aparece exatamente duas
vezes; os dois vértices atribuidos a cada cor sdo adjacentes e G é necessariamente conexo,
e Em uma cor harmoénica de um quadrildtero no mdximo dois dos vértices podem ser

atribuidos a mesma cor.
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Diversas outras pesquisas oferecem limites inferiores e superiores para 0 nimero
cromético harmonico (A(G)) de diversas classes de grafos e também relacionam o nimero
cromatico harmonico com propriedades dos gratos. Em Harary e Plantholt (1983), os autores
estudam classes de grafos onde o nimero cromdtico harmonico esta totalmente relacionado com
o nimero cromatico do grafo. Em Wilson (1992) o autor estuda limites inferiores e superiores
para grafos que sdo fortemente regulares. Em Wilson (1990) o autor oferece limites inferiores e
superiores para diversas classes de grafos e também estuda o comportamento desse problema em
grafos com diametro de 2.

Frank et al. (1982) fornecem um dos principais resultados relacionados ao valor do
nimero cromatico harmonico. Neste trabalho os autores verificaram o valor de A (G) para as
principais classes de grafos: ciclos, caminhos e grafos completos. Com isso eles formularam 3

teoremas que podem ser vistos a seguir:

Teorema 3.2.2 (FRANK et al., 1982) Considere P, um caminho com n arestas. Paran > 3:

-2 14++8n—7
/I(Pn):min{z[ ! W 2{+—"w —1} 3.1)
2 4
Teorema 3.2.3 (FRANK et al., 1982) Considere C,, um ciclo com n arestas. Para n > 3:
1++v8n+1
A(Cp) :min{2" q, 2[iw —1} (3.2)
2 4
Teorema 3.2.4 (FRANK et al., 1982) Considere K, um grafo completo com n arestas:
n, senz#2
A(K,) = (33)
I, sen=2

Atualmente, vem se buscando métodos de resolucdo exato para este problema
pautados em otimizacdo. Kolay et al. (2018) em seu trabalho iniciou um estudo sobre o
tempo exponencial exato e parametrizado para a resolu¢do do problema de colora¢do harmoniosa.
A sua estratégia de resolucdo foi transformando o problema quadratico inteiro, através de
parametrizagdo pela cobertura de vértice do grafo, em vdrias instancias de programacao linear
inteira de varidvel fixa. O problema com esta abordagem € o seu alto tempo e consumo de
recursos.

Os trabalhos disponiveis na literatura e apresentados nessa se¢do nao possuem
uma formulacdo matemadtica linear ou desigualdades validas para o problema de coloracdo
harmonica. Neste trabalho procuramos sanar essas caréncias da literatura e apresentar um

modelo de resolugdo robusto e coeso.
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4 PROBLEMA DE COLORACAO HARMONICA DE GRAFOS

Neste Capitulo sdo apresentadas as formula¢des matematicas para o PCHG, foco
de estudo deste trabalho. A definicdo formal das entradas para o modelos aparecem na Se¢ao
4.1. Na Secdo 4.2 é apresentada uma formulacao baseada no conjunto de cores como também
algumas desigualdades vélidas. Na Se¢ao 4.3 € apresentada outra formulacao matematica, esta
baseada em representantes (CAMPELO et al., 2004), também sdo apresentadas desigualdades

vélidas e um estudo do poliedro gerado por este modelo.

4.1 Definicdo do Problema

O Problema de Coloragao Harmonica de Grafos (PCHG) pode ser visto com um
Problema de Coloracdo Nao-Propria de Vértices somada com a restricdo de unicidade do conjunto
de cores das arestas. Para descrevé-lo, serd utilizado um grafo simples para a coloragao dos
vértices, ou seja, dado um grafo G = (V, E), associamos uma cor a cada vértice v por meio de
f(v). Entdo é desejado colorir os vértices, de forma ndo-prdpria, que respeite a restri¢do de

unicidade de arestas.

Definicao 4.1.1 (HOPCROFT; KRISHNAMOORTHY, 1983) O Problema de Colora¢do Harmo-
nica de Grafos (PCHG)
Uma tupla (G, k), onde:
e G = (V,E) é um grafo, onde V(G) é o conjunto de vértices de G e E(G) o conjunto
de arestas;
o k um inteiro positivo, onde k < |V|
Questdo: G é k-harmonico colordvel, ou seja, existe uma fungdo f:V — {1,2,...,k}

tal que, para todo par de arestas (.v), (xy) €E,(u,v) # (x,), {f(u), ()} # LF(x), F1)}?

4.2 Formulacao Matematica Baseada no Conjunto de Cores

Dada uma instancia Ipcyg = (G(V, E)) para o problema PCHG, como definida na

Secdo 4.1, considere as seguintes varidveis.

I, se a cor h é usada para identificar algum vértice
= VheC. 4.1)
0, caso contrario
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1, se o vértice i € identificado pela cor & )
Xip = VieV, VheC. 4.2)
0, caso contrario

Considere na formulag¢do abaixo o conjunto H como o conjunto de cores disponiveis
para coloragdo, onde |H| < |V/|.

Para auxilio na escrita, chamaremos o seguinte modelo matematico de P; (G).

min Y z 4.3)
heH

sa. xp <z Vhe H;YieV 4.4)
Y xp>1  VieVv (4.5)
heH
Xip + X j1 4 Xup + X0 <3 V(i, j), (u,w) € E; (i, ) # (u,w);h,l €H (4.6)
xin € {0,1} VieV,he H 4.7)
z2e{0,1} VheH (4.8)

A Fungao Objetivo (4.3) busca minimizar as cores usadas na coloragdo. Em outras
palavras, ela seleciona o menor nimero de cores usadas para colorir o grafo de forma que todas
as demais restri¢Oes sejam satisfeitas.

Restri¢des (4.4) s6 permitem a coloragdo do vertice i com 4 se a cor & for previamente
selecionada no conjunto de cores. J4 as Restri¢cdes (4.5) determinam que cada vértice tenha no
minimo uma cor. Como trata-se de um problema de minimizagao, os vértices terdo exatamente
uma cor.

Dados dois pares de arestas distintas e duas cores, as Restricoes (4.6), determinam
que todos os vértices destas arestas nao podem ser coloridos com as mesmas cores, apenas 2
deles podem possuir cores iguais. Esta restricdo obriga aos conjuntos de cores das arestas sejam

diferentes entre si e tinicos no grafo, permitindo a coloracdo harmodnica do grafo.

4.2.1 Desigualdades Validas

Dada a formulagdo de P;(G) foram identificadas duas desigualdades validas, que
serdo utilizadas como forma para auxiliar no desempenho computacional do mesmo. Seja v um
vértice de G. Sabemos que devemos atribuir um cor a v de forma que o conjunto de cores das

arestas seja unico. Portanto, o conjunto dos vizinhos de v, denotado por N(v) e representado
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na Figura 4, deve possuir |[N(v)| — 1 cores diferentes do vértice v, ja que o PCHG ndo é uma

coloragdo prépria. Portanto, temos que a Eq. 4.9 é uma desigualdade viélida para P (G).

Figura 4 — Conjunto de vizinhos do vértice i

N(®v)

Fonte: Elaborado pelo Autor (2019).

Z Z X > IN(v)|—1 YweV;VkeC (4.9)
ueN(v) heC—k

Uma outra desigualdade vélida apresentada é para Cliques encontrada no Grafo G.
Seja Cl uma clique em G. Como todos os vértices em C/ estdo conectados, temos que uma cor
h s6 estard disponivel para coloracdo de qualquer outro vértice de Cl, se e somente se, ela ndo
for utilizada para colorir nenhum vértice j pertencente a C/. Assim, a Eq. 4.10 representa uma
desigualdade vélida para P (G).

Y xn<l-xj VjeClVheC (4.10)
ieCl

4.3 Formulaciao Matematica Baseada em Representantes

Baseado no Teorema 3.2.1, sabemos que dois vértices que possuem a mesma cor ou
sdo adjacentes ou se distanciam pelo menos por trés vértices. Ou seja, o vértice com distancia
igual a 2 deve ter cor diferente. Tomando com base nisso, vemos que a coloracdo harmonica de
um grafo G é a coloragio prépria do grafo (V,E? — E).

Este grafo, como mostrado acima, é gerado a partir do grafo G e G?, onde sdo
removidas as arestas relacionadas a G de G2. Para auxiliar na escrita, chamaremos no decorrer

deste trabalho este grafo apenas de G2.
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Assim, dada uma instancia Ipcyc = (G(V,E),G?*(V,E?)) para o problema PCHG,

como definida na Secdo 4.1, considere as seguintes variaveis.

1, se o vértice v representa o vértice u
Xyy = Yu,veV. 4.11)
0, caso contrario

Para auxilio na escrita, chamaremos o seguinte modelo matematico de P (G).

min ) X, 4.12)
vev

s.a. Y x>l Wev (4.13)
UEN (v)
Xou X <X Y(u,w) € E(G?) :u,w € N2 (v), Vv € G? (4.14)

Xuzy + Xuzs + Xow, + Xy, < 3 V(zl,wl), (Zz,Wz) eE .z1,0€ N(u),wl,WQ € N(t0415)

xuy € {0,1} Yu,veV (4.16)

A Funcao Objetivo 4.12 busca minimizar os representantes usados na representagao.
Em outras palavras, ela seleciona o menor nimero de representantes para representar o grafo de
forma que todas as demais restri¢des sejam satisfeitas.

Restri¢cdes (4.13) indicam que cada vertice u € V deve ser representado por ele
mesmo ou por outro vértice dos seus ndo-vizinhos em G?. Como mostrado, a coloragio prépria
em G2 é uma base para a coloragio harménica em G. Como os vértices de cada aresta em
G? devem possuir cores diferentes, Restricdes (4.14) assumem que eles possuem diferentes
representantes.

Dados dois pares de arestas distintas e dois possiveis representantes para estas arestas,
as Restri¢des (4.15), determinam que estas duas arestas ndo podem ter o mesmo conjunto de
representantes, apenas 2 deles podem possuir representantes iguais. Esta restricao obriga aos
conjuntos de representantes das arestas sejam diferentes entre si e inicos no grafo, permitindo a

coloracdo harmonica do grafo.
4.3.1 Desigualdades Vilidas

Considere um subgrafo H de G, onde A(H) é conhecido. Como mostrado na Figura
vemos que os vértices pertencentes ao subgrafo H podem ser representados por vértices presentes
em H ou por vértices de V \ H.

Assim, sabemos que o nimero total de representantes do subgrafo H deve ser maior

ou igual a soma dos representantes contidos em H com a soma dos representantes externos a
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Figura 5 — Representantes de um subgrafo H

Fonte: Elaborado pelo Autor (2019).

H, mas que representam algum vértice contido em H. Portanto temos que a Eq. 4.17 € uma

desigualdade vélida para P»(G).

Y xu+ Y, Y xw>AH) VHCG (4.17)
heH veV\H heH

4.3.2 Estudo do Poliedro
Proposicio 4.3.1 P»(G) possui dimensdo plena igual a n+iga.

Prova: Considere os seguintes n + i + 1 vetores distintos em P> (G):

e [: vetor unico onde cada vértice é seu representante, ou seja, as n primeiras
posi¢cdes possuem valor 1 enquanto as demais sdo formadas por O.

e [”: conjunto de n vetores formados pelos vértices de G onde um vértice em cada
vetor € representado por outro vértice. Neste caso as primeiras n dos vetores
formaram uma matriz onde os elementos da diagonal principal possuem valores
iguais a 0 e os demais elementos 1.

e [": Conjunto de m ;2 vetores onde cada vértice € representado por ele mesmo e
por outro vértice de G.

Os vetores apresentados acima pertencem a P»(G), pois respeitam todas as restri¢oes
impostas pelo modelo.

Devemos mostrar que estes vetores sao afim independentes. Para isto, considere o,
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Buu(vE€V,u € Nz (v)) € o(v € V), todos eles pertencentes a R, tais que:

o+ Y o+ Y  Bu=0 (4.18)
veV veV,ueN (v)

€

Y (al"—opl+ Y. Bul™—opl) =0 (4.19)

vev MENT;z(V)

A igualdade (4.18) serve para mostrar que todos os vetores sdo afim independentes. Ja a
desigualdade (4.19) vem do fato que para os vetores serem afim independentes, entdo eles menos
1 deles devem ser linearmente independentes.

Assim, vamos mostrar que cada multiplicador, &, e fB,, é zero. Aplicando uma
ordenagdo nos vetores [ onde colocamos o representante de v nas primeiras posi¢cdes, formaremos
uma matriz identidade nas n+ 1 até r posigdes, com 0 < r < n+mg. Agora, dividindo os
vetores ["* em dois conjuntos, [P? e [, onde no primeiro aplicaremos a mesma ordenagao
mostrada acima, formando uma identidade entre as posi¢des n+ 1 até r, e no segundo conjunto
aplicaremos outra ordenag@o, formando uma matriz identidade entre r e n+mg2.

Pela forma como os vetores [V e ["* estdo organizados, e utilizando a Eq. 4.19, vemos
que os @, possuirdo valor iguais a 0, pois a subtragdo formara a oposta da matriz identidade
nas n primeiras posi¢des, enquanto que as n primeiras posi¢des de B,,["" — ol possuirdo valor
exatamente igual a 0. Também como resultado desta subtracéo, os vetores fB,,["* — ol formarao
uma matriz identidade fazendo com que os f3,,, possuam valores iguais a 0.

Portanto, temos n +m + 1 vetores afim independentes, como requerido.
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5 RESULTADOS COMPUTACIONAIS

Esse capitulo apresenta os resultados das implementagdes dos algoritmos exatos para
as formulagdes propostas. Inicialmente na Se¢do 5.1 a configuragdo do ambiente computacional.
Na Secdo 5.2 sdo apresentadas caracteristicas das instancias. Por fim, na Secdo 5.3 é apresentado

um estudo comparativo entre as formulagdes propostas.

5.1 Configuracao do ambiente computacional

Para implementacdo das formulagdes dos modelos propostos nas Secdes 4.2 € 4.3
foi utilizado o pacote de otimizacdo ILOG CPLEX 12.7 implementado na Linguagem JAVA. Os
experimentos realizados foram executados utilizando uma méquina Intel Core 15, 4 x 3.20 GHz,
8 GB DDR3 RAM e sistema operacional Windows 10. O tempo limite para cada instancia foi de
7200 segundos.

5.2 Instancias

As instancias foram geradas de forma aleatoria, separadas através da densidade de
arestas. Foi escolhido gerar instancias com um niimero pequeno de vértices devido a inexisténcia
de instancias com valores exatos para o PCHG. Essa abordagem permitiu a validagdo manual dos
resultados, trazendo a confiabilidade para nosso modelo. A quantidade de vértices variou entre 5
e 15 vértices e as densidades foram 0.2, 0.3, 0.5, 0.7 e 0.9. Ao todo foram geradas 55 instancias

e encontram-se disponiveis no link: <https://github.com/hismaell7/PCHG-instancias>.

5.3 Estudo comparativo entre as formulacoes

As formulagdes propostas se diferenciam pela abordagem, como também pela inclu-
sdo de um conjunto de desigualdades vélidas a cada uma delas. As tabelas fornecem resultados
para os diferentes grupos de instancias de acordo com o quadro :

e inst: representa a instincia em consideragdo, é definido com |V|ID, onde ID é
um identificador da instancia;

e z: representa o valor 6timo da funcio objetivo;

e Pp: informagdes relativas a formulagdo baseada no conjunto de cores;

e P,: informagdes relativas a formulagc@o baseada nos representantes;



P; + DV informacgdes relativas a formulagdo baseada no conjunto de cores com

as desigualdades validas apresentadas em 4.2.1;

P, + DV informacdes relativas a formulacdo baseada nos representantes com as

desigualdades validas apresentadas em 4.3.1;

bb: representa o nimero subproblemas relaxados;

cpu: representa o tempo de execugdo, em segundos, para obtencdo do valor

otimo;

gap: representa a diferenca relativa entre a relaxagdo linear do problema e o

valor 6timo;

n/a: ndo se aplica durante o tempo valido.

Tabela 1 — Grafos com densidade de 0.2

(P1) (P1+DV) (P2) (P2+DV)
inst 2 cpu gap cpu gap cpu  gap cpu  gap
5 2 0.05 0.5 0 0.5 0 0 0 0
6 3 0.11 0.66 0.02 0.66 0.01 0.2 0 0.333
7 4 0.22 0.75 0.23 0.75 0.06 0.5 0.07 0.5
8§ 3 0.33 0.66 0.1 0.66 0.2 0.66 0.15 0.333
9 5 1.25 0.8 0.92 0.8 0.09 0.33 0.08 044
10 4 1.83 0.75 0.95 0.75 0.22 0.502 0.12 0.5
11 4 3.95 0.75 2.88 0.75 1.16 0.5 0.19 047
12 4 21.55 0.75 5.91 0.75 0.65 045 0.65 045
13 7 7.09 0.86 3.75 0.86 3.04 0.647 0.81 0.577
14 6 5.06 0.83 4.83 0.83 224 0.666 1.2 0.666
15 8 23.66 0.875 12.11  0.875 4.86 0.608 1.92  0.608
Fonte: Elaborado pelo Autor(2019)
Tabela 2 — Grafos com densidade de 0.3
(P1) (P14DV) (P2) (P2+DV)
inst z cpu gap cpu gap cpu gap cpu  gap
5 3 0.03 0.66 0.02 0.66 0 0.33 0 0.33
6 4 0.08 0.75 0.31 0.75 0.03 0.5 0.02 0.5
7 4 0.31 0.75 0.2 0.75 0.06 0.45 0.01 0.355
8 6 0.63 0.83 0.47 0.83 0.08 0.66 0.11 0.588
9 6 0.73 0.83 0.33 0.83 0.07 0.61 0.09 0481
10 6 793.52 0.83 0.95 0.83 20.24 0.583 0.27 0.583
11 6 43.22 0.8 7.93 0.8 0.61 0.532 042 049
12 7 3.86 0.85 1.25 0.85 1.33 0.634 097 0.576
13 11 32.74 0.91 10.25 0.91 2.71 0.728 0.77 0.728
14 9 929.66 0.88 5.02 0.88 41.87 0.621 1.55 0.592
15 10 1869.94 0.9 7.89 0.9 58.74 0.655 1.16 0.655

As andlises se basearam no tempo de execucdo de cada instancia e no GAP gerado

Fonte: Elaborado pelo Autor(2019)
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Tabela 3 — Grafos com densidade de 0.5

(P1) (P14DV) (P2) (P2+DV)
inst g cpu gap cpu gap cpu gap cpu gap
5 5 0.58 0.88 0.11 0.88 0.02 0.6 0 0.6
6 4 0.38 0.75 0.09 0.75 0.02 0.415 0.01 0.285
7 6 0.66 0.83 0.6 0.83 0.037  0.583 0 0.541
8 6 0.84 0.83 045 0.83 0.037  0.523 0.06 0.49
9 9 4.7 0.89 0.63  0.89 0.3 0.703 0.39  0.641
10 10 11.05 0.9 1.34 09 2.45 0.7 0.31 0.65
11 10 8.25 0.9 7.5 0.9 1.09 0.7 052 0.7

12 11 50945 0091 1.88 091 5.75 0.727 0.755 0.713
13 11 28.06 0.91 2276 091 6.783  0.701 094  0.656
14 14 1909.17 0.93 594 093 121.53 0.785 1.97  0.785
15 14 n/a n/a 639 093 61.72  0.757 195 0.5

Fonte: Elaborado pelo Autor(2019)

Tabela 4 — Grafos com densidade de 0.7

(P1) (P1+DV) (P2) (P2+DV)
inst  z cpu gap cpu gap cpu gap cpu gap
5 5 0.23 0.8 0.2 0.8 0 0.6 0 0.4
6 6 0.41 0.83 0.39 0.83 0.05 0.666 0.03 054
7 6 0.36 0.83 0.6 0.83 0.04 0.583 0 0.525
8 8 2.53 0.875 0.61 0.875 0.48 0.75 0.17  0.631
9 9 2.27 0.888 0.77  0.888 0.42 0.74 0.255 0.653
10 10 102.11 0.9 3495 09 547 0.75 0.39 0.674
11 11 15.06 0.91 2.09 091 1.61 0.757 0.64 0.717

12 12 830.09 0916 1.53 0916 3.76 0.772 1.523 0.752
13 13 115092 0.923 2.88 0923 10.75  0.804 238  0.797
14 14 3888.7  0.928 541 0928 258.94 0.831 6.06  0.802
15 15 n/a n/a 13.86  0.933 73.35  0.833 842  0.816

Fonte: Elaborado pelo Autor(2019)

Tabela 5 — Grafos com densidade de 0.9

(P1) (P1+DV) (P2) (P2+DV)
inst  z cpu gap cpu gap cpu gap cpu gap
5 5 0.28 0.8 0.08 0.8 0.02 0.6 0 0.4
6 6 0.39 0.833 0.39  0.833 0.03 0.666 0.06  0.566
7 7 0.77 0.857 0.6 0.857 0.17 0.714 0.2 0.714
8 8 3.09 0.875 0.58 0.875 0.23 0.75 0.27  0.606
9 9 48.53 0.888 0.67  0.888 0.59 0.777 0.63  0.616
10 10 411.66 0.9 1.31 0.9 10.09 0.8 1.16 0.8
11 11 43.22 0.91 1892 091 4.14 0.818 2.66  0.818

12 12 264577 0916 328 0916 18.49  0.833 558 0.75

13 13 113.16  0.923 75.56  0.923 22.69  0.846 359  0.753
14 14 n/a n/a 7.19 0928 75.59  0.857 6.91 0.821
15 15 n/a n/a 13.86  0.933 218.76  0.866 19.08 0.856

Fonte: Elaborado pelo Autor(2019)

entre o resultado 6timo e o da relaxacdo. Para o célculo do GAP utilizamos a seguinte férmula:

|otimoRelaxado — otimolnteiro|

(5.1)

1710 + otimolnteiro
Se o GAP for 0, indica que as desigualdades daquela formulagao encontram bem o resultado

6timo inteiro mesmo quando o problema esta relaxado.
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Um fato interessante é que as desigualdades vilidas encontradas para P;(G) ndo
diminuem o GAP, mas ajudam no tempo de execugdo. O resultado 6timo relaxado de P;(G)
sempre serd 1 e isto acontece mesmo com o auxilio das desigualdades vdlidas, pois, neste caso,
o algoritmo simplex divide as varidveis para que a soma sempre dé o menor valor possivel, neste
caso, 1.

A formulagdo baseada em representantes apresenta os tempos de execu¢ao menores
que o da formulacdo baseada em conjunto de cores. Isto se d4 por um menor nimero de varidveis
e restrigdes geradas, quando comparado com o modelo baseado em conjunto de cores.

As desigualdades validas utilizadas em P2 + DV foram as de ciclos e caminhos, que

foram encontrados através do algoritmo de Busca em Profundidade e Largura, respectivamente.
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6 CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

6.1 Conclusoes

Neste trabalho foi abordado o Problema da Coloracdo Harmonica de Grafos (PCHG).
Foram desenvolvidas duas formulagdes matematicas, apresentadas desigualdades validas para
cada uma delas, realizado um estudo sobre o poliedro da formulagdo baseada em representantes,
e, por fim, realizados experimentos computacionais. Os dois modelos se diferenciam pela forma
de abordagem de rotulacdo. A primeira formulacdo realiza a rotulacdo através de um conjunto de
elementos pré-definidos, chamados de cores. A segunda formulacao realiza a rotulagdo baseado
em vértices representantes. A quantidade de varidveis geradas pelas formulagdes é grande,
entretanto, a formulacido baseada em representantes gera menos varidveis quando comparada
com a formulagao baseada em conjunto de cores. Contudo, as duas formula¢des sofrem com o
problema de simetria de solucdes.

Nos testes realizados com instancias aleatdérias, o modelo matematico baseado em
representantes obteve melhores resultados em comparag@o com o baseado em conjunto de cores.
Também foi possivel notar através dos experimentos, de maneira geral, que as instancias que
possuiam menor densidade obtiveram um tempo menor de execu¢do que as instancias com maior

densidade.

6.2 Trabalhos Futuros

Para trabalhos futuros pode-se realizar novas formulagdes para o PCHG com o obje-
tivo de remover a simetria gerada pelas formulacdes apresentadas neste trabalho. Como também
tomar como base as formulagdes usadas neste trabalho e desenvolver um formulacdo matemaética
linear para problemas de aresta-distinguivel, como o Problema da Coloragdo Harmoniosa de

Grafos.
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