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Resumo

A obtenção experimental em 2004 da primeira estrutura bidimensional (2D): o grafeno,
uma monocamada de átomos de carbono arranjados em uma rede favo-de-mel, despertou
um enorme interesse no meio acadêmico em estudar esta e outras possíveis estruturas 2D
tais como: siliceno, nitreto de boro, germaneno e uma classe de materiais denominados de
dicalcogênios de metais de transição, como o seleneto de nióbio (NbSe2) e o dissulfeto de
molibidênio (MoS2), por exibirem uma grande variedade de comportamentos, fazendo as-
sim com que sejam candidatos a uma grande quantidade de aplicações industriais. Dentre
essas estruturas, o fósforo negro, o qual está pautado este trabalho, apresenta inúmeras
propriedades interessantes como, por exemplo, anisotropia na sua estrutura de bandas e
possuir um gap direto de energia que varia com o número de camadas, o que lhe torna
promissor não apenas na eletrônica mas também na optoeletrônica. O presente trabalho
possui o objetivo de estudar problemas de tunelamento em barreiras magnéticas em multi-
camadas de fósforo negro. Primeiramente obteremos, a partir do modelo tight-binding, o
Hamiltoniano que descreve o comportamento dos transportadores de carga. Em seguida,
dentro do regime de duas bandas, faremos a aproximação do contínuo que, por sua vez,
nos fornece o modelo de massa efetiva do referido sistema. Trabalhando no modelo de
massa efetiva, que apesar de ter sido obtido a partir de sucessivas aproximações é consi-
derado um excelente modelo para baixas energias da relação de dispersão, calcularemos
os autoestados do Hamiltoniano com quebra de simetria de translação ao longo de uma
das direções considerando ou não a presença de um campo magnético uniforme no sis-
tema. Com as funções de onda nas regiões com e sem campo magnético, estudaremos o
problema de tunelamento em uma barreira magnética e estenderemos nossa investigação
para o caso de uma superrede de barreiras magnéticas através da técnica chamada de
matriz transferência. Veri�caremos o papel da anisotropia do material nas propriedades
de transporte, apresentando os resultados das probabilidades de transmissão e re�exão
para diferentes orientações das barreiras magnéticas, para multicamadas de fósforo negro,
e para diferentes direções de propagação do elétron na estrutura.

Palavras-chave: Semicondutores anisotrópicos, Fosforeno, Barreiras magnéticas, Pro-
priedades de Transporte.



Abstract

Experimental achievement in 2004 of the �rst two-dimensional (2D) structure: Graphene,
a monolayer of carbon atoms arranged in a honeycomb lattice, aroused enormous interest
in the academic world in studying this and other possible 2D structures such as: silicon,
boron nitride, germanene and a class of materials called transition metal dicalcogens such
as niobium selenide (NbSe2) and molybdenum disul�de (MoS2), as they exhibit a wide
range of behaviors, thus making them candidates for a large number of industrial appli-
cations. Among these structures, the black phosphorus, in which this study is based, has
many interesting properties, such as anisotropy in its band structure and a direct energy
gap that varies with the number of layers, which makes it promising not only in electro-
nics but also in optoelectronics. The present work aims to study tunneling problems in
magnetic barriers in black phosphor multilayers. First we will get, from the tight-binding
model, the Hamiltonian that describes the behavior of the charge transporters. Then,
within the two-band regime, we will approach the continuum, which in turn provides us
with the e�ective mass model of that system. Working on the e�ective mass model, which
despite being obtained from successive approximations is considered an excellent model
for low energies of the dispersion ratio, we will calculate the Hamiltonian self-states with
translation symmetry breaking along one of the directions, considering or not the presence
of a uniform magnetic �eld in the system. Considering the wave functions in the regions
with and without magnetic �eld, we will study the problem of tunneling in a magnetic
barrier and extend our investigation to the case of a supernet of magnetic barriers through
the technique called transfer matrix. We will examine the role of material anisotropy in
transport properties, presenting the results of the transmission and re�ection probabili-
ties for di�erent magnetic barrier orientations, for black phosphor multilayers, and for
di�erent directions of electron propagation in the structure.

Keywords: Anisotropic semiconductors, Phosphorene, Magnetic barriers, Transport
Properties.
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1
Introdução

Neste capítulo, faremos uma breve introdução sobre o objeto de estudo desse trabalho:
o semicondutor bidimensional (2D) conhecido como fosforeno. Abordaremos as principais
caractéristicas e propriedades deste material. Por �m, será apresentado a organização do
restante do trabalho.

1.1 Materiais bidimensionais

O estudo de novos materias tem impulsionado o desenvolvimento de tecnologias cor-
relatas à eletrônica. O advento da física do estado sólido1 nos proporcionou adquirir um
conhecimento mais aprofundado, em um nível microscópico, a respeito dos materiais, de
tal modo que podemos, atualmente, até mesmo manipulá-los a nossa vontade; a �m de
construir, por exemplo, dispositivos eletrônicos com propriedades desejadas.

Atualmente, um dos principais componentes da indústria eletrônica é o silício, sendo
a matéria-prima para a fabricação de chips e processadores presentes nos computadores.
Os motivos pelos quais o silício é tão usado são simples. Primeiro, trata-se de um se-
micondutor, o qual permite que controlemos o �uxo de corrente em seu interior. Além
disso é quantioso, sendo considerado, depois do oxigênio, como o segundo elemento mais
abundante na crosta terrestre (encontrado em areia comum) e ainda apresenta relativa
facilidade de puri�cação para uso e�caz e adequado na construção de dispositivos eletrô-
nicos.

Contudo, em 2004, a obtenção experimental do grafeno abriu novas perspectivas para
o segmento eletrônico, fomentando estudos acerca deste e de diversos outros materiais que
pudessem apresentar propriedades melhores que as do silício [2]. O grafeno é uma das
formas cristalinas do carbono, assim como o diamante, porém formado por uma única
camada de átomos de carbono arranjados em uma estrutura honeycomb (favo de mel) [3],
conforme ilustra a Figura 1.1.

1Vasta área da física quântica onde se trata da compreensão das propriedades mecânica, térmicas,

magnéticas e óticas da matéria sólida [1].



1.1. MATERIAIS BIDIMENSIONAIS 2

Figura 1.1 � Estrutura honeycomb do grafeno.

O grafeno se destaca, principalmente, por ser o primeiro material verdadeiramente
bidimensional2, podendo ser obtido por meio de diversas técnicas de fabricação sendo a
mais simples a esfoliação do gra�te. Um outro aspecto que merece destaque no grafeno é a
constatação de que, no regime de baixas energias, os elétrons na estrutura se comportam
como férmions de Dirac sem massa, isto é, agem como partículas relativísticas sem massa
em um espaço-tempo de (1+2) dimensões, sendo duas dimensões espaciais e uma temporal;
com a diferença de que, no grafeno, os portadores de carga possuem a velocidade de fermi
vF (300 vezes menor que a velocidade c da luz no vácuo) [4, 5]. Férmions de Dirac
apresentam comportamentos atípicos, entre eles, o efeito hall quântico anômalo [6], o
efeito Zitterbewegung (movimento trêmulo do centro de massa de um pacote de onda)
[7, 8] e o tunelamento Klein (probabilidade total de ocorrência de transmissão para uma
região classicamente proibida quando a incidência é perpedincular à barreira) [9, 10, 11].
Todos comprovados experimentalmente no grafeno.

A obtenção de uma estrutura verdadeiramente bidimensional, que se acreditava ser
impossível devido à teoria de Landau e Peierls3 [12, 13], acarretou no aumento dos estudos
acerca de materias similares. Essa nova classe de materiais 2D possui propriedades físicas
esplêndidas tornando-se, portanto, candidatos promissores nas mais diversas aplicações
da industria eletrônica.

O objeto de estudo desse trabalho é o fosforeno, uma estrutura bidimensional obtida

2Em contraste com estruturas que se comportam como bidimensionais pelo fato de uma das dimensões

ser muito reduzida em relação às outras duas, mas com essa dimensão diminuta ainda assim constituida

por diversas camadas atômicas.
3A referida teoria mostrou que cristais puramente bidimensionais são termodinâmicamente instáveis,

uma vez que �utuações térmicas levam à deslocamentos atômicos transverais à direção do plano, os quais

são da ordem da distância interatômica.



1.2. O ELEMENTO QUÍMICO: FÓSFORO 3

após se esfoliar sua versão bulk : o fósforo negro. Tal estrutura apresenta características
perculiares, o que a torna um objeto de grande valor acadêmico, como veremos a seguir.

1.2 O elemento químico: fósforo

O fósforo, representado pelo símbolo P, é um elemento químico de massa atômica
30,974 u, que integra o grupo 15 da tabela periódica, classi�cado como ametal e por-
tador da con�guração eletrônica 1s22s22p63s23p3. Trata-se de um elemento essencial e
indispensável na formação da adenosina trifosfato (ATP), na adenosina difosfato (ADP)
e ácidos nucleicos, além de fazer parte dos fosfolipídios que dão �exibilidade e integram
as membranas celulares. Em animais, o fósforo é essencial no processo de metabolização
e possui grande relavância no desenvolvimento e manutenção das estruturas ósseas [14].

Na natureza, o fósforo é encontrado em alguns minerais como a apatita ou em suas
formas alotrópicas: fósforo branco, vermelho, azul, violeta e negro (Figura 1.2), sendo um
dos elementos que possui maior número de variedades alotrópicas.

Figura 1.2 � Variedades alotrópicas do fósforo. Da esquerda para a direita, temos o fósforo
branco, vermelho, violeta e negro [15].

1.3 O fósforo negro e o fosforeno

Dentre todas as variedades altrópicas do fósforo, mencionadas na seção anterior, o
fósforo negro é a mais estável sob temperatura e pressão ambiente. Cada camada de sua
estrutura cristalina é uma rede ortorrômbica (isto é, possui a forma de cubo deformado
ao longo de duas diagonais) com oito átomos na célula unitária [16, 17]. Isolando-se uma
única camada de fósforo negro obtemos o fosforeno.

Um dos métodos de sintezação do fósforo negro consiste em submeter o fósforo branco
e/ou o fósforo vermelho a altas pressões, da ordem de 1, 2 GPa para o alótropo branco
e 8 GPa para o vermelho. Outra técnica de obtenção, não muito e�caz por produzir
amostras pequenas e utilizar elementos tóxicos no processo, é através da dissolução de
fósforo branco em uma solução de bismuto, por vinte horas, à uma temperatura na ordem
de 400 K seguido por um resfriamento lento até a tempertura ambiente [17]. De posse
do fósforo negro, o fosforeno é obtido a partir da esfoliação mecânica. Contudo, devido
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às camadas estarem fortemente ligadas, a técnica de esfoliação é bem mais di�cil de ser
aplicada no fósforo negro do que, por exemplo, no gra�te. As amostras obtidas a partir da
esfoliação são de boa qualidade e ideais para pesquisas básicas, porém não são adequadas
ainda para a produção em larga escala que necessita a industria eletrônica, isto porque a
amostra acaba se degradando devido a oxidação (a qual pode ser evitada envolvedo-a em
algum material inerte).

Como pode ser visto na Figura 1.3, o fosforeno possui uma estrutura hexagonal en-
rugada, o que lhe assegura propriedades mecânicas bastante características como a razão
de Poisson negativa ao longo da direção z quando a compressão, ou tensão, ocorrem ao
longo da direção x, culminando assim no crescimento da amostra na direção transversal
quando tensionada na referida direção [17].

Figura 1.3 � Estrutura cristalina do fósforo negro, em (a) para uma monocamada e em
(b) para três camadas empilhadas [18].

Conforme já mencionado, a distribuição eletrônica do fósforo é [Ne] 3s23p3. Nesse caso,
os elétrons do cerce do gás Neônio não participam das ligações químicas, por se tratar de
um gás nobre e estarem fortemente ligados ao núcleo. Assim, os dez elétrons em 1s22s22p6

não contribuem para o transporte eletrônico. Já os cinco elétrons presentes na camada de
valência, 3s23p3, são os responsáveis por constituir as ligações que culminam nas formas
cristalinas do fósforo. Os elétrons mais externos, 3p3, junto a um elétron da camada 3s
formam uma hibridização do tipo sp3. De acordo com a Figura 1.4 (b), três desses orbitais
híbridos constituem ligações interplanares, enquanto cada átamo de fósforo possui apenas
dois elétrons de valência, conforme ilustra a Figura 1.4 (c).

A estrutura de bandas do fósforo negro exibe um gap direto no intervalo de 0, 3 eV
(bulk) até 2, 0 eV (monocamada). O fato de o gap ser direto para qualquer número de
camadas facilita a fabricação de dispositivos eletrônicos estáveis (já que se pode usar
mais camadas ao invés de apenas uma); diferente de outros dicalcogenetos de metais de
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transição como o disseleneto de tungstênio (WS2) que apresenta um transição de gap

direto para indireto à medida que aumentamos o número de camadas. Além disto, o
vasto intervalo de gap possíveis, dependendo do número de camadas, torna o fósforo
negro promissor no ramo da optoeletrônica.

Figura 1.4 � Em (a) temos a visão superior da rede cristalina do fosforeno com as direções
zigzag e armchair indicadas. Em (b) temos a visão lateral da mesma estrutura com os
orbitais de valência indicados em amarelo. Por �m, em (c) temos novamente a visão
lateral da estrutura, a mesma mostrada em (b), porém agora estão indicados os pares de
elétrons restantes em cada átomo de fósforo.

Outro fato interessante é que o fósforo negro é um material anisotrópico. Tal aniso-
tropia faz com que ele apresente diferentes massas efetivas para elétrons e buracos em
diferentes direções: sendo maior na direção zigzag e menor na armchair ; o que justi�ca
o transporte eletrônico ser mais favorável ao longo desta última [17]. Para justi�car essa
a�rmação é preciso lembrar que a mobilidade eletrônica dos portadores de carga é de�nida
como o coe�ciente de proporcionalidade entre a velocidade de deriva dos portadores e o
campo elétrico aplicado (no regime linear). No modelo de Drude4, para condução elétrica
nos materias, têm-se

µ =
qτ

mef

(1.1)

onde µ é a mobilidade elétrica, q é a carga dos portadores (q = −1, 6 ·10−19 para elétrons),
mef é a massa efetiva dos portadores e τ o tempo de espalhamento que é, basicamente,
o intervalo de tempo médio decorrido entre dois espalhamentos (colisões) do elétron com

4Tal modelo baseia-se na aplicação da teoria cinética aos elétrons num sólido a �m de explicar a

condução elétrica no material. Nele, supõe-se que o material contém ions positivos imóveis e um "gás de

elétrons"clássicos, que não interagem entre si, e que possuem uma certa densidade, donde o movimento

de cada um se encontra amortecido por uma força de fricção produto das colisões dos elétrons com os

íons positivos, caracterizada por um tempo de relaxamento.
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impurezas no material. Disto decorre também que um alto valor de mobilidade, para uma
dada massa efetiva, implica em um alto grau de pureza da amostra.

Constata-se que para que um material seja viável em aplicações tecnológicas, é neces-
sário que haja um padrão na sua qualidade de pureza. Uma das maneiras que dispomos
para se veri�car a pureza de um material é mediante a con�rmação da existência de efei-
tos quânticos. Por exemplo, a aplicação de um campo magnético em um gás de elétrons
bidimensional leva a formação dos chamados níveis de Landau, que já foram observa-
dos experimentalmente inúmeras vezes através da presença de oscilações de Shubnikov-de
Haas e do efeito Hall quântico. Para que os níveis de Landau sejam observados é neces-
sário que µB >> 1, onde B representa a intensidade do campo magnético aplicado no
material. Tal condição vem do fato de que os níveis de Landau estão associados, semiclas-
sicamente, à presença de órbitas eletrônicas circulares, a qual decorre somente quando o
livre caminho médio é muito maior que o raio ciclotrônico. Por esse motivo, tais efeitos
são tão facilmente marcarados por desordem na amostra.

Outra consequência da anisotropia é a presença de dicroísmo, isto é, a luz é absorvida
em taxas diferentes dependendo da direção de polarização da luz incidente. Ao incidir, por
exemplo, um feixe de luz perpendicular à amostra e com polarização ao logo da direção
armchair, a absorção é maior para feixes com frequências próximas à largura do gap de
energia da estrutura de bandas [19].

Devido a baixa condutividade térmica e a alta condutividade elétrica, que tanto o fós-
foro negro quanto o fosforeno apresentam à temperatura ambiente, outro ramo em que este
material se apresenta promissor é em aplicações termoelétricas, tais como coolers termo-
elétricos ou geradores. Por conta da anisotropia do mateiral tais caracterísiticas também
dependem da direção, para se ter um exemplo a condutividade térmica no fosforeno é
maior ao longo da direção zigzag [17], conforme ilustra a Figura 1.5.

Figura 1.5 � Estrutura cristalina do fosforeno com as indicações das direções favoráveis
ao transporte de elétrons e de calor.
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As propriedades supracitadas como, por exemplo, a alta mobilidade eletrônica e a
mudança no gap com o número de camadas, fazem do fosforeno uma estrutura de alto
interesse acadêmico e, portanto, tema central deste trabalho.

1.4 Organização do trabalho

O restante do trabalho está organizado como se segue:
No Capítulo 2, será apresentado o modelo teórico a ser utilizado no trabalho. Obtere-

mos inicialmente, a partir do modelo tight-binding, o Hamiltoniano que descreve a física
no fosforeno. Em seguida, dentro do regime de duas bandas, desenvolveremos o modelo
contínuo e, logo após, o modelo de massa efetiva para o fosforeno.

No Capítulo 3, partindo do modelo de massa efetiva, descrito no capítulo anterior,
calcularemos os autoestados do Hamiltoniano com quebra de simetria de translação ao
longo de uma das direções considerando ou não a presença de um campo magnético
uniforme no sistema. Logo após, estudaremos o problema de tunelamento em uma barreira
magnética e estenderemos o para o caso de uma superrede de barreiras magnéticas através
da técnica chamada de matriz de transferência.

No Capítulo 4, investigaremos o papel da anisotropia do material nas propriedades de
transporte, apresentado os resultados das probabilidades de transmissão e re�exão para
diferentes orientações das barreiras magnéticas para multicamadas de fósforo negro e para
diferentes direções de propagação do elétron na estrutura.

Por �m, no Capítulo 5, apresentaremos uma síntese do trabalho e algumas perspecti-
vas.



2
Modelo Teórico

Nanoestruturas bidimensionais como o grafeno e fosforeno são geralmente estudadas
através de um número limitado de modelos, tais como: o k · p, o tight-binding e outros
métodos baseados em cálculos ab-initio1. Os métodos baseados no modelo k · p possuem
a vantagem de gerarem resultados rapidamente e sem um grande aparato computacional;
entretanto, a simplicidade do modelo faz com que o grau de exatidão dos resultados
obtidos possa não ser conveniente para o análise de certas propriedades eletrônicas do
material. Por outro lado, métodos baseados em cálculos ab-initio são bastante e�cazes
na descrição de propriedades eletrônicas mas, em contrapartida, é necessário dispor de
muito tempo e de grande poder computacional para a extração de tais resultados; o que
acarreta, dependendo da situação, em desvantagem. Por �m, um intermediário entre os
dois modelos supracitados é o tight-binding, pelo o qual obtemos uma descrição adaqueda
das propriedades eletrônicas de uma determinada estrutura em um tempo hábil e sem a
exigência de grande poder computacional.

O estudo realizado neste trabalho foi desenvolvido mediante o uso do modelo tight-

binding. Tal escolha se deu, principalmente, por causa do êxito demonstrado por esse
modelo na descrição das propriedades eletrônicas e de transporte eletrônico de nanoestru-
turas de fosforeno, como pode ser consultado em publicações recentes [27, 29, 30, 31].

Neste capítulo, temos como objetivo apresentar o modelo tight-binding2. Obteremos, a
partir de tal modelo, o Hamiltoniano que descreve o comportamento de elétrons e buracos
no fosforeno; o qual resulta em um espectro de energia com quatro bandas. Logo após,
dentro do regime de duas bandas, faremos uma aproximação em torno do ponto Γ (k = 0),
conhecida como aproximação do contínuo (ou aproximação de longos comprimentos de

1Os cálculos ab-initio são métodos da química computacional baseados em diferentes métodos de quí-

mica quântica que possuem como intento resolver a equação de Schrödinger associada a um Hamiltoniano

molecular. Basicamente, chamamos de métodos ab-initio os métodos que não possuem em suas equações

parâmetros empíricos; sendo derivados diretamente de princípios teóricos, não incluindo, portanto, dados

experimentais. É importante ressaltar que isto não implica que tais métodos nos forneçam a solução

exata da equação; as soluções obtidas são sempre respostas aproximadas da mecânica quântica.
2Para maiores detalhes sobre o modelo tight-binding no formalismo de segunda quantização consulte

a referência [32].
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onda), onde tomaremos apenas termos quadráticos em k. Por �m, utilizando o modelo
de duas bandas, descreveremos o modelo de massa efetiva para o fosforeno.

2.1 O modelo tight-binding para o fosforeno

Para uma descrição adequada das propriedades eletrônicas do fosforeno a partir do
modelo tight-binding precisamos, inicialmente, conhecer sua estrutura cristalina, os parâ-
metros estruturais e a composição orbital das bandas de energia.

2.1.1 Estrutura cristalina

No capítulo 1, foi feita uma breve discussão acerca da estrutura cristalina do fosfo-
reno. Entretanto, nesta subseção, descreveremos de maneira aprofundada as principais
características que devem ser levadas em consideração no desenvolvimento do modelo
tight-binding para o fosforeno.

A Figura 2.1 apresenta a estrutura cristalina do fosforeno vista a partir de duas pers-
pectivas diferentes. Na Figura 2.1 (a), vemos a estrutura enrrugada do fosforeno de uma
perspectiva lateral, de per�l. Já a Figura 2.1 (b) mostra a mesma estrutura vista de cima,
isto é, ao longo da direção z. É interessante notar, ainda na Figura 2.1 (b), o aspecto
"favo de mel" que a rede apresenta; semelhante a do grafeno, o que justi�ca o fato de o
fosforeno ser tratado como um material bidimensional cuja a célula unitária, destacada
na �gura por um retângulo azul, contém quatro sítios atômicos (ou subredes do cristal)
denominados de A, B, C e D.

Figura 2.1 � Estrutura cristalina do fosforeno apresentada em diferentes perspectivas. Em
(a) é mostrada uma visão lateral da estrutura enrrugada do fosforeno; ainda na mesma
�gura temos a orientação dos eixos coordenados. Em (b), temos uma visão superior da
mesma rede. Nessa �gura, também foi destacada, através de um retângulo azul, a célula
unitária, assim como as quatro subredes denominadas de A, B, C e D. Em (c) destacam-se
as distâncias entre os átomos e em (d) os ângulos de ligação.
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As Figuras 2.1 (c) e (d) destacam os parâmetros estruturais de interesse: as distâncias
entre os átomos e os ângulos de ligação, respectivamente. É importante ressaltar que os
eixos coordenados e o parâmetros expressos nessas �guras serão os utilizados nos cálculos
que seguirão.

2.1.2 Composição orbital das bandas de energia

A Figura 2.2 ilustra a composição orbital das bandas de energia do fosforeno no re-
gime de baixas energias, próximas a energia de Fermi, onde vale o modelo tight-binding.
Ainda na mesma �gura, mais a direita, é apresentado também a densidade de estados
correspondentes. Observa-se que próximo aos pontos X e Y os orbitais px (linha azul) e
py (linha verde) possuem contribuições relevantes, entretanto, à medida que nos aproxi-
mamos do ponto Γ (k = 0), apenas o orbital pz (linha vermelha) possui uma contribuição
signi�cativa3.

Figura 2.2 � Contribuição dos orbitais px (linha azul), py (linha verde) e pz (linha verme-
lha), no regime de baixas energias, próximas ao nível de Fermi, para as bandas de energia
de uma monocamada de fósforo negro. O painel do lado direito mostra a densidade de
estados correspondentes.

Neste trabalho, assim como em outros existentes na literatura, a descrição das pro-
priedades eletrônicas do fosforeno no regime de energias próximas ao nível de Fermi será
feita a partir do modelo contínuo, o qual vale nas proximidades do ponto Γ (k = 0). Por-

3É importante salientar que embora a contribuição do orbital pz seja a mais signi�cativa próximo ao

ponto Γ, as contribuições dos outros dois orbitais, px e py, não podem ser completamente desprezadas se

quisermos uma descrição mais precisa. Contudo, por simplicidade, tomaremos apenas as contribuições

do orbital pz ao longo deste trabalho. Tal aproximação têm se mostrado bastante e�caz na descrição das

propriedades eletrônicas do fosforeno no regime de baixas energias [27, 29, 30, 31].
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tanto, na descrição do modelo tight-binding que começaremos a desenvolver na próxima
subseção, consideraremos apenas as contribuições dos orbitais pz (que são as de maior
relevância próximas a este ponto); similar ao que é feito na descrição do grafeno.

2.1.3 Hamiltoniano no modelo tight-binding

O Hamiltoniano tight-binding, no formalismo de segunda quantização, que descreve o
comportamento de elétrons e buracos em uma monocamada de fósforo negro (fosforeno)
é de�nido como uma soma sobre todos os sítios da rede cristalina, na forma

HTB =
∑
i

εini +
∑
i,j

(i 6=j)

tijα
†
iαj, (2.1)

onde εi é a energia do elétron no i-ésimo sítio (também denominada energia on-site),
ni = α†iαi é o operador número (isto é, nos fornece o número de elétrons no i-ésimo sítio)
e tij é o acoplamento entre os sítios i e j (ou parâmetro de hopping). Os operadores α†i
e αi são, na respectiva ordem, os operadores de criação e aniquilação e tem como função
criar e aniquilar estados associados a um elétron no i-ésimo sítio4.

O primeiro termo da Eq. (2.1), que é a parte do Hamiltoniano correspondente às
energias em cada sítio atômico (energias on-site) da estrutura cristalina, pode ser reescrito,
convenientemente, na forma

HOS ≡
∑
i

εini =
∑
i

(
εAa

†
iai + εBb

†
ibi + εCc

†
ici + εDd

†
idi

)
, (2.2)

onde εA, εB, εC e εD são, respectivamente, as energias on-site das subredes A, B, C e D,
ilustradas na �gura 2.1 (b). Já os operadores de criação e aniquilação (α†i e αi), foram
renomeados de acordo com a subrede em que atuam5. Desse modo, o operador a†i (ai)

cria (aniquila) um elétron na subrede A, enquanto o operador b†i (bi) cria (aniquila) um
elétron na subrede B; o mesmo valendo para os operadores c†i (ci) e d

†
i (di) que atuam nas

subredes C e D, respectivamente.
Para uma descrição apropriada do sistema iremos considerar o modelo de cinco hop-

pings6 (t1, t2, t3, t4 e t5), indicados na Figura 2.3. Os hoppings t1 e t3 são os parâmetros

4Certamente, nenhuma partícula é criada ou aniquilada no sistema físico, isto se trata apenas de uma

interpretação para a ocupação de uma partícula em um dado estado.
5Neste trabalho, adotaremos a seguinte convenção: α†

i (αi) refere-se ao operador de criação (aniqui-

lação) de um elétron no i-ésimo sítio atômico de uma subrede arbitrária, enquanto a†i (ai), b
†
i (bi), c

†
i (ci)

e d†i (di) referem-se aos operador de criação (aniquilação), também no i-ésimo sítio atômico, somente das

subredes aos quais estão associados.
6Certas referências, consulte por exemplo [27], realizam essa descrição utilizando um modelo com um

número maior de hoppings, entretanto, para os propositos desse trabalho, o modelo de cinco hoppings

será su�ciente. Ambos os modelos fornecem resultados qualitativos semelhantes, sendo a diferença entre

eles, basicamente, a maior precisão nos valores dos parâmetros de rede quando o modelo com um maior

número de hoppings é considerado.
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de acoplamento dos sítios A e B, enquanto t2 e t5 estão associados aos sítios A e C, e t4
aos sítios A e D. Além disso, vale salientar que t1 e t2 são hoppings de primeiros vizinhos,
o parâmetro t4 de segundos vizinhos e, por �m, t3 e t5 hoppings de terceiros vizinhos.

Figura 2.3 � Retratação dos parâmetros de hopping em (a) e os respectivos vetores de
rede em (b).

Desse modo, as somatórias que surgem na Eq. (2.1) serão realizadas levando em conta
apenas os hoppings citados acima. Além disso, tal equação pode ser reescrita, de modo
mais favorável, na forma

HTB = HOS +
∑
i,j

(i 6=j)

Hij (2.3)

com i, j = A, B, C e D. Os termos Hij são tais que para i = A e j = B, C e D, por
exemplo, têm-se

HAB =
∑
m,n

t1a
†
mbn +

∑
m′,n′

t3a
†
m′bn′ , (2.4)

HAC =
∑
m,n

t2a
†
mcn +

∑
m′,n′

t5a
†
m′cn′ , (2.5)

HAD =
∑
m,n

t4a
†
mdn. (2.6)

O termo HAB foi escrito desse modo pois estamos considerando que um elétron ani-
quilado no sítio B possa ser criado no sítio A onde, nesta transição, estão associados os
parâmetros t1 e t3. Já HAC, de modo semelhante, foi concebido com a ideia de que um
elétron destruído no sítio C possa ser criado no sítio A e a esta transição estão associados
os hoppings t2 e t5; idem para um elétron aniquilado no sítio D, que pode ser criado no
sítio A através de t4.

Com o intento de obter a relação de dispersão do fosforeno desenvolveremos os termos:
HAB, HAC e HAD no espaço de Fourier. Para isso, de�nimos as transformadas de Fourier
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para os operadores de aniquilação e criação na forma

αm =
1√
N

∑
k

eik·Rmαk, (2.7)

α†m =
1√
N

∑
k

e−ik·Rmα†
k
, (2.8)

onde k = (kx, ky, 0) e αm(α†m) = am(a†m), bm(b†m), cm(c†m) e dm(d†m). De antemão já assumi-
mos, por simplicidade, que N = NA = NB = NC = ND, com Nj sendo o número de sítios
da subrede j = A, B, C e D. Assim, aplicando as transformadas de Fourier supracitadas
nas Eq. (2.4), (2.5) e (2.6), obtemos

HAB =
1

N

∑
m,n

∑
k,k′

(
t1e
−ik·Rmeik

′·Rna†
k
bk′
)

+
1

N

∑
m′,n′

∑
k,k′

(
t3e
−ik·Rm′eik

′·Rn′a†
k
bk′
)
, (2.9)

HAC =
1

N

∑
m,n

∑
k,k′

(
t2e
−ik·Rmeik

′·Rna†
k
ck′
)

+
1

N

∑
m′,n′

∑
k,k′

(
t5e
−ik·Rm′eik

′·Rn′a†
k
ck′
)
, (2.10)

HAD =
1

N

∑
m,n

∑
k,k′

(
t4e
−ik·Rmeik

′·Rna†
k
dk′
)
. (2.11)

Entranto, é costume de�nir: Rm − Rn = δsl , com δsl sendo os vetores de rede da
subrede A, isto é, vetores que ligam a subrede A, mediante o parâmetro estrutural δl,
com l = 1, 2, 3 e 4, ao sítio atômico da subrede s, com s = B, C e D. Tais vetores
são obtidos através da geometria da rede cristalina, mostrada na Figura 2.3, e possuem
componentes no plano xy dadas por

δB1 = d1 sen(α1/2)x̂− d1 cos(α1/2)ŷ, (2.12)

δB2 = −d1 sen(α1/2)x̂− d1 cos(α1/2)ŷ, (2.13)

δB3 = d1 sen(α1/2)x̂+ [d1 cos(α1/2) + 2d2 cos(β)] ŷ, (2.14)

δB4 = −d1 sen(α1/2)x̂+ [d1 cos(α1/2) + 2d2 cos(β)] ŷ, (2.15)

δC1 = d2 cos(β)ŷ, (2.16)

δC2 = [−2d1 cos(α1/2)− d2 cos(β)] ŷ, (2.17)

δD1 = d1 sen(α1/2)x̂+ [d1 cos(α1/2) + d2 cos β] ŷ, (2.18)

δD2 = −d1 sen(α1/2)x̂+ [d1 cos(α1/2) + d2 cos β] ŷ, (2.19)

δD3 = d1 sen(α1/2)x̂− [d1 cos(α1/2) + d2 cos β] ŷ, (2.20)

δD4 = −d1 sen(α1/2)x̂− [d1 cos(α1/2) + d2 cos β] ŷ, (2.21)

onde d1 é a distância entre as subredes A e B e/ou entre as subredes C e D, conforme
ilustra a Figura 2.1 (c). Já d2 é a distância entre as subredes A e C e/ou entre as subredes
B e D. Os valores númericos dos parâmetros supracitados foram obtidos via modelos
ab-initio e estão expressos na Tabela 2.1 [33].
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Tabela 2.1: Valores númericos dos parâmetros estruturais e dos hoppings para o fosforeno.
Tais parâmetros foram obtidos através de modelos ab-initio [33].

Parâmetros de rede Hoppings

d1 = 2, 22 Å t1 = −1, 220 eV
d2 = 2, 24 Å t2 = −3, 665 eV
α1 = 96, 5◦ t3 = −0, 205 eV
α2 = 101, 9◦ t4 = −0, 105 eV
β = 72◦ t5 = −0, 055 eV

Utilizando a expressão,

e−ik·Rmeik
′·Rn = e−ik·δ

s
l e−i(k−k

′)·Rn , (2.22)

nas Eq. (2.9), (2.10) e (2.11) obtemos, respectivamente,

HAB =
1

N

∑
n

∑
k,k′

t1e
−i(k−k′)·Rn

(
e−ik·δ

B
1 + e−ik·δ

B
2

)
a†
k
bk′

+
1

N

∑
n′

∑
k,k′

t3e
−i(k−k′)·Rn′

(
e−ik·δ

B
3 + e−ik·δ

B
4

)
a†
k
bk′ , (2.23)

HAC =
1

N

∑
n

∑
k,k′

t2e
−i(k−k′)·Rn

(
e−ik·δ

C
1

)
a†
k
ck′

+
1

N

∑
n′

∑
k,k′

t5e
−i(k−k′)·Rn′

(
e−ik·δ

C
2

)
a†
k
ck′ , (2.24)

e

HAD =
1

N

∑
n

∑
k,k′

t4e
−i(k−k′)·Rn

(
e−ik·δ

D
1 + e−ik·δ

D
2 + e−ik·δ

D
3 + e−ik·δ

D
4

)
a†
k
dk′ , (2.25)

donde, usando a relação:
1

N

∑
j

e−i(k−k
′)·Rj = δkk′ , (2.26)

vem,

HAB =
∑
k

UAB(k)a†
k
bk, (2.27)

HAC =
∑
k

UAC(k)a†
k
ck, (2.28)

HAD =
∑
k

UAD(k)a†
k
dk, (2.29)
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onde os fatores UAj(k), com j = B, C e D, são dados por

UAB(k) =
[
t1

(
e−ik·δ

B
1 + e−ik·δ

B
2

)
+ t3

(
e−ik·δ

B
3 + e−ik·δ

B
4

)]
= 2t1 cos

[
kxd1 sen

(α1

2

)]
exp

[
−ikyd1 cos

(α1

2

)]
+

+ 2t3 cos
[
kxd1 sen

(α1

2

)]
exp

[
iky[d1 cos

(α1

2

)
+ 2d2 cos(β)

]
, (2.30)

UAC(k) =
[
t2

(
e−ik·δ

C
1

)
+ t5

(
e−ik·δ

C
2

)]
= t2 exp [ikyd2 cos (β)] + t5 exp

{
−iky

[
2d1 cos

(α1

2

)
+ d2 cos (β)

]}
, (2.31)

UAD(k) = t4

(
e−ik·δ

D
1 + e−ik·δ

D
2 + e−ik·δ

D
3 + e−ik·δ

D
4

)
= 4t4 cos

[
kxd1 sen

(α1

2

)]
cos
{
ky

[
d1 cos

(α1

2

)
+ d2 cos(β)

]}
. (2.32)

Já a Eq. (2.2), após a transformada de Fourier nos operadores de criação e aniquilação,
torna-se

HOS = εA
∑
k

a†kak + εB
∑
k

b†kbk + εC
∑
k

c†kck + εD
∑
k

d†kdk. (2.33)

Os termos restantes, com origem nas outras subredes, Hij do Hamiltoniano, Eq. (2.3),
podem ser obtidos mediante o uso das simetrias da rede, conforme faremos posteriormente.
Assim, o Hamiltoniano total pode ser escrito como

HTB =
∑
k

(
εAa

†
k + UBA(k)b†k + UCA(k)c†k + UDA(k)d†k

)
ak +∑

k

(
UAB(k)a†k + εBb

†
k + UCB(k)c†k + UDB(k)d†k

)
bk +∑

k

(
UAC(k)a†k + UBC(k)b†k + εCc

†
k + UDC(k)d†k

)
ck +∑

k

(
UAD(k)a†k + UBD(k)b†k + UCD(k)c†k + εDd

†
k

)
dk. (2.34)

A equação de Schrödinger independente do tempo, dada por HTB |Ψ〉 = E |Ψ〉, assume
a forma ∑

k

Hk |Ψk〉 =
∑
k

E(k) |Ψk〉 , (2.35)

onde de�nimos
HTB =

∑
k

Hk, (2.36)

no qual Hk é o termo da somatória acima para um dado valor de k. Já o vetor de estado
no espaço dos momentos é obtido mediante o uso do operador criação juntamente com
vetor de onda k partindo do estado de vácuo em um sítio da rede cristalina, isto é

|Ψk〉 = (φAa
†
k

+ φBb
†
k

+ φCc
†
k

+ φDd
†
k
) |0〉 , (2.37)
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onde |0〉 é o estado de vácuo do espaço de Fock e as funções φA, φB, φC e φD representam,
respectivamente, as amplitudes de probabilidade de um elétron, com vetor de onda k, ser
encontrado em algum dos sítios das subredes A, B, C e D.

Aplicando as Eq. (2.34) e (2.37) na Eq. (2.35) obtemos, para um dado k, as relações:

εAφA + UAB(k)φB + UAD(k)φD + UAC(k)φC = EkφA, (2.38)

UBA(k)φA + εBφB + UBD(k)φD + UBC(k)φC = EkφB, (2.39)

UDA(k)φA + UDB(k)φB + εDφD + UDC(k)φC = EkφD, (2.40)

UCA(k)φA + UCB(k)φB + UCD(k)φD + εCφC = EkφC, (2.41)

onde usamos o fato de um estado de vácuo satisfazer: αk |0〉 = 0, e as relações de anti-
comutação para férmions (elétrons), dadas por: {αk, γk} = 0 e

{
αk, γ

†
k′

}
= δkk′δαγ, com

α, γ = a, b, c e d.
Escrevendo as Eq. (2.38), (2.39), (2.40) e (2.41) em forma matricial: HkΨk = EkΨk,

obtemos

Hk =


εA UAB(k) UAD(k) UAC(k)

UBA(k) εB UBD(k) UBC(k)

UDA(k) UDB(k) εD UDC(k)

UCA(k) UCB(k) UCD(k) εC

 e Ψk =


φA

φB

φD

φC

. (2.42)

Entretanto, observando a Figura 2.1 (b), vemos que existe uma equivalência entre os
sítios A e D, e também entre os sítios B e C. Tais simetrias na rede cristalina do fosforeno
nos permitem determinar os parâmetros Uij(k), com i 6= j e i 6= A, em termos dos já
conhecidos UAj(k), com j = B, C e D, dados pelas expressões (2.30), (2.31) e (2.32),
mediante as seguintes trocas: C → B e D → A. Assim, temos as seguintes relações:
UBD(k) = UCA(k), UDC(k) = UAB(k) e UBC(k) = UAD(k).

Adicionalmente, da de�nição de Hij decorre que Uij = U∗ji, para i, j = A, B, C e D.
Logo, a matriz Hk expressa na Eq. (2.42) pode ser reescrita na forma

Hk =


εA UAB(k) UAD(k) UAC(k)

UAB(k)∗ εB UAC(k)∗ UAD(k)

UAD(k) UAC(k) εD UAB(k)

UAC(k)∗ UAD(k) UAB(k)∗ εC

. (2.43)

O fato de termos separado a rede cristalina do fosforeno em quatro subredes (A, B,
C e D) faz com que a célula unitária tenha quatro átomos. Disto, decorre um modelo de
quatro bandas: duas de baixa energia (próximas ao nível de Fermi) e duas de alta energia.
Tais bandas estão expressas na Figura 2.4, onde cada curva corresponde a uma dessas
referidas bandas.
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Figura 2.4 � Estrutura de bandas do fosforeno na região próxima ao centro da zona de
Brillouin (ponto Γ).

Considerando, na Eq. (2.43), εA = εB = εC = εD = ε, �camos com7
ε UAB UAD UAC
U∗AB ε U∗AC UAD
UAD UAC ε UAB
U∗AC UAD U∗AB ε



φA

φB

φD

φC

 = E


φA

φB

φD

φC

, (2.44)

de onde podemos explorar a equivalência dos sítios A e D, e dos sítios B e C, de modo
a obter um modelo reduzido de duas bandas. Em termos matemáticos, reduziremos a
matriz quadrada de quarta ordem, Eq. (2.44), em duas matrizes quadradas de segunda
ordem. Para isso, faremos uso da seguinte transformação unitária:

U =
1√
2

(
1 1

1 −1

)
, (2.45)

onde 1 é a matriz identidade quadrada. Através da transformação U, o novo Hamiltoniano
�ca escrito na forma

U†HkU =


ε+ UAD UAB + UAC 0 0

U∗AB + U∗AC ε+ UAD 0 0

0 0 ε− UAD UAB − UAC
0 0 U∗AB − U∗AC ε− UAD

, (2.46)

enquanto as novas autofunções são dadas por

UΨk =
1√
2


φA + φD

φB + φC

φA − φD
φB − φC

, (2.47)

7Note que essa suposição é plausível, uma vez que todos os átomos que constituem a célula unitária

são átomos de fósforo.
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onde, por conveniência, de�niremos

Ψ+
k =

1√
2

(
φA + φD

φB + φC

)
, (2.48)

Ψ−k =
1√
2

(
φA − φD
φB − φC

)
. (2.49)

Desse modo, através da transformação unitária U, a Eq. (2.44) toma a forma
ε+ UAD UAB + UAC 0 0

U∗AB + U∗AC ε+ UAD 0 0

0 0 ε− UAD UAB − UAC
0 0 U∗AB − U∗AC ε− UAD



φA + φD

φB + φC

φA − φD
φB − φC

 = E


φA + φD

φB + φC

φA − φD
φB − φC

.
(2.50)

A matriz superior, que surge na Eq. (2.50), dada por

Hsuperior =

(
ε+ UAD UAB + UAC
U∗AB + U∗AC ε+ UAD

)
, (2.51)

está relacionada com as energias mais baixas, ou seja, as duas bandas próximas do gap,
Figura 2.4. Além disto, a esse Hamiltoniano corresponde a autofunção Ψ+

k , de�nida na Eq.
(2.48). Os autovalores, ou seja, as energias, podem ser calculadas através do determinante
(equação de autovalores): ∣∣∣∣∣ ε+ UAD − E UAB + UAC

U∗AB + U∗AC ε+ UAD − E

∣∣∣∣∣ = 0, (2.52)

o que nos fornece a seguinte relação de dispersão

Esuperior
± (k) = ε+ UAD(k)± |UAB(k) + UAC(k)|. (2.53)

Por outro lado, a matriz inferior, que surge também da Eq. (2.50), dada por

Hinferior =

(
ε− UAD UAB − UAC
U∗AB − U∗AC ε− UAD

)
, (2.54)

está associada as energias mais altas, ou seja, as duas bandas mais distantes do gap.
A autofunção desse Hamiltoniano é Ψ−k , de�nida na Eq. (2.49). Já os autovalores são
calculados através do determinante∣∣∣∣∣ ε− UAD − E UAB − UAC

U∗AB − U∗AC ε− UAD − E

∣∣∣∣∣ = 0, (2.55)

o que nos fornece a seguinte relação de dispersão

Einferior
± (k) = ε− UAD(k)± |UAB(k)− UAC(k)|. (2.56)

É importante salientar que o modelo de duas bandas, ao qual nos referiremos ao longo
deste trabalho, é o regime de quando consideramos apenas Hsuperior, ou seja, quando
levamos em conta apenas as duas bandas mais próximas ao gap.
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2.2 Modelo contínuo

Conforme mencionado no Capítulo 1, o fosforeno é um semicondutor que apresenta
gap direto relativamente pequeno, da ordem de 2, 0 eV. Por outro lado, a energia térmica
associada à temperatura ambiente é da ordem de Eambiente = kBTambiente ≈ 1/40 eV,
onde kB é a constante de Bolzmann e Tambiente = 295K aproximadamente. Portanto, é
esperado que o fosforeno, quando em seu estado natural (isto é, não dopado), comporte-se
como um isolante quando submetido a temperaturas da ordem da temperatura ambiente
(≈ 300 K). Do exposto, decorre que o nível de Fermi desse material se localiza na região
do gap, implicando assim em uma banda de valência completamente preenchida e em uma
banda de condução desocupada, conforme ilustrado na Figura 2.5.

Figura 2.5 � Esboço da dispersão de baixas energias do fosforeno. O contínuo de estados
azuis (vermelhos) representam buracos (elétrons).

Contudo, à medida que aumentamos a temperatura do material (acarretando, assim,
em uma maior agitação térmica das partículas) proporcionamos ao sistema um aumento
na probabilidade de que os elétrons presentes na banda de valência passem a integrar a
banda de condução, diminuindo o caráter isolante do material. Infelizmente, embora o
aumento da temperatura seja e�caz em induzir um excesso de portadores de cargas na
banda de condução (e um excesso de buracos na banda de valência), tal método é pouco
convencional para �ns de aplicação industrial, uma vez que espera-se que dispositivos
eletrônicos fabricados a partir do fosforeno operem em temperatura ambiente.

Um outro mecanismo e�caz em induzir um excesso de portadores de carga é a dopagem,
que consiste na adição de impurezas químicas elementares na amostra, possibilitando um
maior controle das propriedades eletrônicas do material. Uma amostra dopada com uma
impureza doadora (tipo N) apresenta, majoritáriamente, elétrons como portadores de
carga elétrica (sendo os buracos minoritários). Por outro lado, uma amostrada dopada
com uma impureza aceitadora (tipo P) apresenta buracos como portadores majoritários
de carga elétrica (sendo os elétrons minoritários), conforme esquematizado nas Figuras
2.6 (a) e (b).
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Figura 2.6 � Esboço da dispersão de baixas energias do fosforeno quando dopado com
uma impureza tipo N em (a) e uma impureza tipo P em (b).

Embora os dois tipos de dopagem supracitados culminem em diferentes propriedades
eletrônicas para a amostra; em ambos os casos, as concentrações de elétron e/ou buracos
induzidos em laboratório possuem energias proximas a energia do gap, conforme ilustrado
na Figuras 2.6 (a) e (b). Dessa maneira, tais cargas induzidas só podem apresentar
comprimentos de onda dentro de uma faixa delimitada pelos valores de k correspondentes
ao invervalo de energias. Entretanto, ainda da Figura 2.6, podemos ver que o topo da
banda de valência e o fundo da banda de condução estão localizados no centro da zona
de Brillouin, no denominado ponto Γ, cuja os valores de k são proxímos de zero, o que
implica que esses portadores de carga induzidos estão associados a grandes comprimentos
de onda. Por isso a importância do estudo do comportamento de elétrons e buracos no
regime de longos comprimentos de onda.

Contudo, apenas amostras su�cientemente grandes suportam excitações provenientes
de comprimentos de onda largos. Assim, é importante salientar que a descrição que desen-
volveremos nessa subseção só é válida no regime de k pequeno (ou grandes valores de λ) e
quando as amostras são su�cientemente grandes. Por outro lado, grandes amostras apre-
sentam um enorme número de sítios atômicos, fazendo assim com que a caráter discreto
da estrura seja substituído por um contínuo de átomos. Por esse motivo, a aproximação
de longos comprimentos de onda é, por vezes, chamada de aproximação do contínuo (ou
modelo contínuo).

Doravante, trabalharemos sempre no regime do modelo de duas bandas, isto é, sempre
levando em consideração a matriz Hsuperior, fornecida na Eq. (2.51), que a partir de agora
denominaremos apenas por matriz H. Nesse regime, consideramos apenas os valores de
energia próximos ao ponto Γ (k = 0), o que nos permite fazer uma expansão em série de
Taylor para cada um dos elementos da matriz H em torno deste ponto. Realizando tal
expansão nos fatores de estrutura: UAB UAC e UAD, onde manteremos apenas os termos
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de até segunda ordem em kx e ky, obtemos

UAB(k) = 2t1 cos
[
kxd1 sen

(α1

2

)]
exp

[
−ikyd1 cos

(α1

2

)]
+

+ 2t3 cos
[
kxd1 sen

(α1

2

)]
exp

[
iky[d1 cos

(α1

2

)
+ 2d2 cos(β)

]
≈ 2 (t1 + t3)− (t1 + t3)

[
d1 sen

(α1

2

)]2
k2x

−
{
t1

[
d1 cos

(α1

2

)]2
+ t3

[
d1 cos

(α1

2

)
+ 2d2 cos (β)

]2}
k2y

+ i
{

2t3

[
d1 cos

(α1

2

)
+ 2d2 cos (β)

]
− 2t1d1 cos

(α1

2

)}
ky, (2.57)

UAC(k) = t2 exp [ikyd2 cos (β)] + t5 exp
{
−iky

[
2d1 cos

(α1

2

)
+ d2 cos (β)

]}
≈ (t2 + t5)−

{
t2
2

[d2 cos (β)]2 +
t5
2

[
2d1 cos

(α1

2

)
+ d2 cos (β)

]2}
k2y

+ i
{
t2d2 cos (β)− t5

[
2d1 cos

(α1

2

)
+ 2d2 cos (β)

]}
ky, (2.58)

e

UAD(k) = 4t4 cos
[
kxd1 sen

(α1

2

)]
cos
{
ky

[
d1 cos

(α1

2

)
+ d2 cos(β)

]}
≈ 4t4 − 2t4

[
d1 sen

(α1

2

)]2
k2x − 4t4

[
d1 sen

(α1

2

)
+ d2 sen (β)

]2
k2y, (2.59)

de tal modo que

UAB (k) + UAC (k) ≈ δ + γxk
2
x + γyk

2
y + iχky, (2.60)

UAB (k)∗ + UAC (k)∗ ≈ δ + γxk
2
x + γyk

2
y − iχky, (2.61)

UAD (k) ≈ u0 + ηxk
2
x + ηyk

2
y, (2.62)

onde,

u0 = 4t4, (2.63)

δ = t2 + t5 + 2(t1 + t3), (2.64)

ηx = −2t4

[
d1 sen

(α1

2

)]2
, (2.65)

ηy = −2t4

[
d1 cos

(α1

2

)
+ d2 cos (β)

]2
, (2.66)

γx = −(t1 + t3)
[
d1 sen

(α1

2

)]2
, (2.67)

γy = −t1
[
d1 cos

(α1

2

)]2
− t3

[
d1 cos

(α1

2

)
+ 2d2 cos (β)

]2
− t2

2
[d2 cos (β)]2

− t5
2

[
2d1 cos

(α1

2

)
+ d2 cos (β)

]2
, (2.68)

χ = t2d2 cos (β) + 2t3

[
d1 cos

(α1

2

)
+ 2d2 cos (β)

]
− 2t1d1 cos

(α1

2

)
− t5

[
2d1 cos

(α1

2

)
+ d2 cos (β)

]
, (2.69)
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A Tabela 2.2 apresenta os valores númericos dos parâmetros descritos acima.

Tabela 2.2: Valores numéricos dos parâmetros do modelo contínuo.

Parâmetros

u0 = −0, 42 eV

δ = 0, 76 eV

ηx = 0, 58 eV · Å2

ηy = 1, 01 eV · Å2

γx = 3, 93 eV · Å2

γy = 3, 83 eV · Å2

χ = 5, 25 eV · Å

Assim, substituindo as Eq. (2.60), (2.61) e (2.62) na Eq. (2.51), vem

H =

(
u0 + ηxk

2
x + ηyk

2
y δ + γxk

2
x + γyk

2
y + iχky

δ + γxk
2
x + γyk

2
y − iχky u0 + ηxk

2
x + ηyk

2
y

)
, (2.70)

onde tomamos ε = 0. A matriz acima, Eq. (2.70), é o Hamiltoniano do chamado modelo
contínuo e descreve o comportamento de elétrons e buracos, em uma monocamada de
fósforo negro, no regime de longos comprimentos de onda e levando em conta apenas a
contribuição de baixas energias, próximas ao nível de Fermi. A relação de dispersão para
o modelo contínuo pode ser obtida via o cálculo do determinante abaixo∣∣∣∣∣ u0 + ηxk

2
x + ηyk

2
y − E δ + γxk

2
x + γyk

2
y + iχky

δ + γxk
2
x + γyk

2
y − iχky u0 + ηxk

2
x + ηyk

2
y − E

∣∣∣∣∣ = 0, (2.71)

o qual fornece

E± (kx, ky) = u0 + ηxk
2
x + ηyk

2
y ±

√(
δ + γxk2x + γyk2y

)2
+ χ2k2y, (2.72)

onde E+ representa a energia da banda de condução e E− a energia da banda de valência,
ou seja, temos (+) para elétrons e (−) para buracos. A relação de dispersão acima nos
mostra que, para baixos valores de k, a dispersão é linear (tipo Dirac) na direção Γ− Y
mas parabólica (tipo Schrödinger) na direção Γ−X, conforme mencionado na literatura
[20].

As autofunções da Eq. (2.70) podem ser facilmente obtidas mediante a de�nição das
funções

ε1 (kx, ky) = u0 + ηxk
2
x + ηyk

2
y, (2.73)

e
ε2 (kx, ky) =

√(
δ + γxk2x + γyk2y

)2
+ χ2k2y, (2.74)

onde esta última se deve ao fato de os elementos da diagonal secundária da matriz (2.70)
poderem ser reescritos na forma

δ + γxk
2
x + γyk

2
y ± iχky =

√(
δ + γxk2x + γyk2y

)2
+ χ2k2ye

±iθk = ε2 (kx, ky) e
±iθk , (2.75)
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com

θk = arctg

(
χky

δ + γxk2x + γyk2y

)
. (2.76)

Desse modo, as Eq. (2.72) e Eq. (2.70) assumem, na respectiva ordem, as formas

E± = ε1 ± ε2, (2.77)

e

H =

(
ε1 ε2e

iθk

ε2e
−iθk ε1

)
. (2.78)

Os autoestados da matriz (2.78), que possui autovalores dados pela Eq. (2.77), são
facilmente obtidos e dados por

ΨE+ =
1√
2

(
1

e−iθk

)
, (2.79)

e

ΨE− =
1√
2

(
1

−e−iθk

)
, (2.80)

ou, de modo mais geral,

ΨEλ =
1√
2

(
1

λe−iθk

)
, (2.81)

onde λ = ±1, com sinal positivo (negativo) referindo-se a elétrons (buracos).

2.3 Modelo de massa efetiva

O modelo de massa efetiva, que será de grande relavância para esse trabalho, mostra-
se importante para o estudo das propriedades eletrônicas de semicondutores, em especial
para o fosforeno que apresenta uma estrutura anisotrópica.

Neste modelo, assumimos que um elétron que se encontra em uma rede cristalina
sob a ação de uma força externa, causadas eventualmente por campos eletromagnéticos
aplicados, comporta-se como um elétron livre, porém, com uma massa modi�cada (ou
efetiva) a qual é inversamente proporcional à derivada segunda da energia com respeito
ao vetor de onda k [21], ou seja

m∗α,β =
~2

∂2E/∂kα∂kβ
, (2.82)

onde kα(β) é a componente de k na direção α(β).
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Do modelo contínuo, descrito na seção anterior, a relação de dispersão para o fosforeno
é dada pela Eq. (2.72). Calculando a derivada segunda da energia com respeito a váriavel
kx, obtemos

∂2Ee(h)
∂k2x

= 2ηx ±


2γx

(
δ + 3γxk

2
x + γyk

2
y

)√(
δ + γxk2x + γyk2y

)2
+ χ2k2y

−
[
2γxkx

(
δ + γxk

2
x + γyk

2
y

)]2√[(
δ + γxk2x + γyk2y

)2
+ χ2k2y

]3
 ,

(2.83)
enquanto a derivada segunda com respeito a ky vale

∂2Ee(h)
∂k2y

= 2ηy ±


[
2γy
(
δ + γxk

2
x + γyk

2
y

)
+ χ2

]√(
δ + γxk2x + γyk2y

)2
+ χ2k2y

−
[
2γy
(
δ + γxk

2
x + γyk

2
y

)
+ χ2

]2
k2y√[(

δ + γxk2x + γyk2y
)2

+ χ2k2y

]3
 .

(2.84)
Adotando o regime de pequenos valores para kx e ky obtemos, na respectiva ordem,

∂2Ee(h)
∂k2x

≈ 2 (ηx ± γx) , (2.85)

e
∂2Ee(h)
∂k2y

≈ 2

(
ηy ± γy ±

χ2

2δ

)
. (2.86)

Portanto, substituindo as expressões das derivadas segundas da energia, Eq. (2.85) e
Eq. (2.86), na Eq. (2.82), obtemos as massas efetivas, dadas por

me
x =

~2

2(ηx + γx)
, (2.87)

mh
x =

~2

2(ηx − γx)
, (2.88)

me
y =

~2

2(ηy + γy + χ2/2δ)
, (2.89)

mh
y =

~2

2(ηy − γy − χ2/2δ)
, (2.90)

com e (h) para elétrons (buracos). Os valores númericos das massas efetivas podem ser
encontrados na Tabela 2.3.

Tabela 2.3: Valores númericos para as massas efetivas de elétrons e buracos [22]. A
constante m0 é a massa de um elétron livre.

Massas efetivas

m0 = 9, 1× 10−31 kg
me
x = 0, 846 m0

mh
x = 1, 140 m0

me
y = 0, 166 m0

mh
y = 0, 182 m0
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Nesta aproximação, a dispersão do fosforeno �ca dada por

Ee = (u0 + δ) +
~2k2x
2me

x

+
~2k2y
2me

y

, (2.91)

e

Eh = (u0 − δ) +
~2k2x
2mh

x

+
~2k2y
2mh

y

. (2.92)

A Figura 2.7 apresenta um grá�co da relação de dispersão para o modelo de duas
bandas. A partir deste grá�co podemos concluir que os três modelos concordam, com
excelente precisão, para energias menores que 1 eV; o que mostra que, dependendo do
problema, o modelo contínuo e o modelo de massa efetiva podem ser utilizados como uma
boa aproximação.

Figura 2.7 � Estrutura de bandas do fosforeno no regime de baixas energias. As linhas
pretas e contínuas representam a curva obtida via modelo tight-binding, as linhas azuis e
tracejadas foram obtidas via modelo contínuo e, por �m, as linhas vermelhas e pontilhadas
a estrutura obtida a partir do modelo de massa efetiva.

Devido a grande simplicidade deste modelo o utilizaremos a �m de estudar tanto
o problema de tunelamento em uma barreira magnética, como também o problema de
superrede de barreiras magnéticas.

É importante ressaltar que embora tenhamos obtido o modelo de massa efeita con-
siderando a contribuição de cinco hoppings, utilizaremos o modelo de dez hoppings para
a obtenção dos resultados. Isso se justi�ca pelo fato deste último apresentar uma maior
precisão nos resultados.
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2.4 Massa efetiva para multicamadas

Conforme pode ser consultado na Ref. [26], o Hamiltoniano para o caso de N camadas
de fosforeno, na aproximação do contínuo, deve ser composto por N blocos de Hamilto-
nianos de tipo monocamada com os correspondentes coe�cientes modi�cados. Portanto,
podemos escrever o Hamiltoniano para N camadas de fosforeno no regime de baixas ener-
gias, na aproximação do contínuo, como sendo

H =

(
un0 + ηnxk

2
x + ηny k

2
y δn + γnxk

2
x + γny k

2
y + iχnky

δn + γnxk
2
x + γny k

2
y − iχnky un0 + ηnxk

2
x + ηny k

2
y

)
, (2.93)

onde un0 = u0 + λnδAD′ , ηnx = ηx + λnηAD′ , ηny = ηy + λnγAD′ , δn = δ + λnδAC′ , γnx = γx +

λnηAC′ , γny = γy+λnγAC′ e χn = χ+λnχAC′ , com λn = cos[nπ/ (N + 1)]. Tal resultado nos
permite descrever um problema de N camadas de fosforeno da mesma maneira que fazemos
para uma única camada, apenas substituindo os coe�cientes pelo seus correspondentes
(que dependem do número de camadas).

Segundo a mesma referência, as massas efetivas ao longo das direções x e y também
são dependentes do número de camadas e são dadas pelas expressões

me,h
x =

~2

2 (ηnx ± γnx )
e me,h

y =
~2

2
(
ηny ± γny ± (χn)2 /2δn

) , (2.94)

em que o sinal +(−) corresponde ao ramo eletrônico do elétron (buraco). A Figura 2.8
mostra as massas efetivas em unidades de massa livre do elétron (m0).
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Figura 2.8 � As massas efetivas em unidades de massa livre do elétrons (m0) ao longo
das direções x (curvas sólidas) e y (curvas tracejadas) para (a) elétrons e (b) buracos, em
função do número de camadas. Os símbolos abertos destacam o comportamento da Eq.
(2.94) para valores inteiros do número de camadas N [27].
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Observamos que no limite N → ∞, os valores das massas efetivas, para elétrons e
buracos, nas duas direções convergem para valores do bulk.

A Eq. (2.94) será importante quando formos investigar o problema de tunelamento e
superrede para o caso de multicamadas.



3
Tunelamento em um sistema anisotrópico

Neste capítulo, investigaremos a transmissão de elétrons através de barreiras magné-
ticas em uma monocamada de fósforo negro. Nosso sistema consiste em uma barreira
magnética, de largura L, produzida por um campo uniforme perpedicular aos eixos de
anisotrópia do fosforeno. Tal abordagem é feita através do modelo de massa efetiva e,
portanto, se assemelha ao estudo de tunelamento em barreiras de potencial e potenciais
escada encontrados em livros introdutórios de mecânica quântica que consiste em resolver
a equação de Schrödinger (neste caso com massa anisotrópica) a �m de determinar a
probabilidade de transmissão e re�exão.

3.1 Descrição do modelo

Vamos considerar um sistema bidimensional anisotrópico no qual a anisotropia é in-
troduzida mediante uma massa efetiva dependente da direção. Foi demonstrado que esse
modelo fornece uma descrição razoável do espectro de baixas energias do fosforeno. Em
geral, na análise teórica de tal sistema, é conveniente escolher eixos de coordenadas de
forma que correspondam às direções de anisotropia (isto é, as direções x e y). Assim, o
Hamiltoniano a ser utilizado no presente caso é dado por

H =
p2x

2mx

+
p2y

2my

, (3.1)

onde mx e my são, respectivamente, as massas efetivas nas direções x e y.
Com o intento de deixar o problema mais geral iremos realizar uma rotação no sistema

de coordenadas. Assim, o novo sistema de coordenadas S′ que utilizaremos em nossa
análise terá seus eixos x′ e y′ rotacionados de um ângulo θ em relação aos eixos de
anisotrópia x e y.

Podemos escrever px e py em função de p′x e p
′
y da seguinte forma

px = p′x cos θ − p′y senθ (3.2)
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e

py = p′x senθ + p′y cos θ. (3.3)

y
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Figura 3.1 � Direção dos eixos cristalográ�cos (x e y) e do sistema de coordendas utilizado
(x′ e y′). A barreira magnética possui interfaces em y′ = 0 e y′ = L. Os termos αi, αr
e αt representam os ângulos da velocidade da onda incidente, re�etiva e transmitida,
respectivamente.

Substituindo as Eq. (3.2) e (3.3) em (3.1), obtemos

H =
1

2

[
cos2 θ

mx

+
sen2θ

my

]
p′2x +

1

2

[
sen2θ

mx

+
cos2 θ

my

]
p′2y +

[
1

my

− 1

mx

]
senθ cos θp′xp

′
y, (3.4)

que pode ser escrito de modo simplifcado na forma

H =
p′2x
2µx

+
p′2y
2µy

+
p′xp

′
y

µ
, (3.5)

onde
1

µx
=

cos2 θ

mx

+
sen2θ

my

, (3.6)

1

µy
=

sen2θ

mx

+
cos2 θ

my

(3.7)

e
1

µ
=

[
1

my

− 1

mx

]
senθ cos θ. (3.8)

Observe que a Eq. (3.5) representa uma elipse rotacionada no espaço dos momentas
p′x e p

′
y.
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Iremos agora determinar a equação que descreve a função de onda para um elétron se
propagando no fosforeno. Sem perda de generalidade vamos assumir invariância transla-
cional na direção x′ o que leva o Hamiltoniano a comutar com p′x, e, assim, a função de
onda pode ser escrita1 como

Ψ (x′, y′) = ψ (y′) eik
′
xx
′
, (3.9)

com p′x = ~k′x e p′y = ~k′y = −i~∂y′ . Desse modo, o Hamiltoniano é escrito na forma

H =
~2k′2x
2µx

− ~2

2µy

∂2

∂y′2
− i~2k′x

µ

∂

∂y′
. (3.10)

Substituindo na equação de Schrödinger, HΨ = EΨ, e considerando soluções do tipo
ψ(y′) ∝ eik

′
yy
′
, que representam ondas planas (elétrons balísticos), obtemos

Hψ =

[
~2k′2x
2µx

+
~2k′2y
2µy

+
~2k′xk′y
µ

]
ψ = Eψ. (3.11)

Assim, (
~2

2µy

)
k′2y +

(
~2k′x
µ

)
k′y +

(
~2k′2x
2µx

− E
)

= 0, (3.12)

onde obtemos os dois valores possíveis para k′y, dados por

k′y ≡ k′±y = −µy
µ
k′x ± κ, (3.13)

onde

κ =

√
2µyE

~2
−
(
µy
µx
−
µ2
y

µ2

)
k′2x =

√
2µyE

~2
−

µ2
yk
′2
x

mxmy

. (3.14)

Logo a função de onda é dada por

Ψ (x′, y′) =
(
A1e

ik′+y y′ + A2e
ik′−y y′

)
eik
′
xx
′

(3.15)

onde A1 e A2 são constantes.

3.2 Hamiltoniano com a presença de campo magnético

Vamos agora considerar o efeito de um campo magnético externo perpendicular ao
plano que contém o fosforeno (ou seja, perpendicular aos eixos de anisotropia) e que seja
uniforme. Para isso escolheremos um gauge para o potencial vetor, A, de modo que suas
componentes tenham apenas dependência em y′, uma opção conveniente é

A =

(
−By′, Bµy

µ
y′, 0

)
. (3.16)

A escolha de uma dependência nas componentes Ax e Ay é necessária para evitar que
o Hamiltoniano para o caso com aplicação de campo magnético se torne não hermitiano.

1Neste caso temos que k′x é um bom número quântico.
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Incluíremos agora a presença do campo magnético mediante o acomplamento mínimo2

(ou substituição de Peierls)
p′ → Π = p′ − eA, (3.17)

o que implica em
p′x → Πx = p′x − eAx = p′x + eBy′ (3.18)

e
p′y → Πy = p′y − eAy = p′y − eB

µy
µ
y′. (3.19)

Substituindo as expressões acima, Eq. (3.18) e (3.19), na Eq. (3.5) �camos com

Hm =
Π2
x

2µx
+

Π2
y

2µy
+

ΠxΠy

µ

=
(p′x + eBy′)2

2µx
+

(
p′y − eB

µy
µ
y′
)2

2µy
+

(p′x + eBy′)
(
p′y − eB

µy
µ
y′
)

µ
. (3.20)

Fazendo p′x = ~k′x e p′y = ~k′y = −i~∂y′ na Eq. (3.20) e organizando os termos obtemos

Hm = − ~2

2µy

∂2

∂y′2
− i~

2k′x
µ

∂

∂y′
+

Γ

2µx
(eBy′ + ~k′x)

2
+ (1− Γ)

~2k′2x
2µx

, (3.21)

onde
Γ = 1− µxµy

µ2
. (3.22)

Portanto, aplicando na equação de Schrödinger , HmΨ = EΨ, obtemos

− ~2

2µy

∂2Ψ

∂y′2
− i~

2k′x
µ

∂Ψ

∂y′
+

Γ

2µx
(eBy′ + ~k′x)

2
Ψ + (1− Γ)

~2k′2x
2µx

Ψ = EΨ. (3.23)

Fazendo uma transformação de coordenadas de�nida por

ξ = y′ +
~k′x
eB

(3.24)

e a frequência de cíclotron para um sistema anisotrópico rotacionado como

ω2
c = Γ

(
eB

µx

)2

, (3.25)

podemos escrever

− ~2

2µy

∂2Ψ

∂ξ2
− i~

2k′x
µ

∂Ψ

∂ξ
+
µxω

2
cξ

2

2
Ψ =

[
E − (1− Γ)

~2k′2x
2µx

]
Ψ. (3.26)

De�nindo agora as novas energias, Ec, como

Ec = E − (1− Γ)
~2k2x
2µx

, (3.27)

2Para maiores detalhes consulte o apêndice A.



3.2. HAMILTONIANO COM A PRESENÇA DE CAMPO MAGNÉTICO 32

vem

− ~2

2µy

∂2Ψ

∂ξ2
− i~

2k′x
µ

∂Ψ

∂ξ
+
µxω

2
cξ

2

2
Ψ = EcΨ. (3.28)

Assumindo soluçoes do tipo

Ψ (x, y) ∝ e−iβξψ (ξ) , (3.29)

onde β = µyk′x
µ

, a equação acima assume a forma

− ~2

2µy

d2ψ
dξ2

+

[
µxω

2
cξ

2

2
− ~2k2xµy

2µ2

]
ψ = Ecψ, (3.30)

ou ainda
d2ψ
dξ2

+

[
k2xµ

2
y

µ2
+

2Ecµy
~2

− µxµyω
2
c

~2
ξ2
]
ψ = 0, (3.31)

que pode ser simpli�cada, mediante o uso da Eq. (3.27), para

d2ψ
dξ2

+

[
2Eµy
~2
− µxµyω

2
c

~2
ξ2
]
ψ = 0. (3.32)

Realizaremos agora uma nova transformação de coordenadadas, ξ → z, de�nida por

ξ = αz com α =

(
~2

4µxµyω2
c

)1/4

. (3.33)

Aplicando tal transformação na Eq. (3.32), obtemos

d2ψ(z)

dz2
−
(
z2

4
+ a

)
ψ(z) = 0, (3.34)

onde

a = −

√
µy
µx

E2

~2ω2
c

. (3.35)

Segundo a referência [28], a solução da Eq. (3.34) é

ψ(z) = B1e
− z

2

4 F1

(
a

2
+

1

4
;

1

2
;
z2

2

)
+ B2ze

− z
2

4 F1

(
a

2
+

3

4
;

3

2
;
z2

2

)
, (3.36)

onde Bj, com j = 1, 2, são constantes e F1 são as funções hipergeométricas con�uentes de
primeiro tipo, cuja a de�nição é

F1 (a; b; z) =
∞∑
n=0

a(n)zn

b(n)n!
, (3.37)

onde
a(0) = 1 e a(n) = a (a+ 1) (a+ 2) ... (a+ n− 1) . (3.38)

Assim, os autoestados na região em que há um campo magnético atuante são dados
por

Ψ (x′, y′) =

[
B1F1

(
a

2
+

1

4
;

1

2
;
z2

2

)
+ B2zF1

(
a

2
+

3

4
;

3

2
;
z2

2

)]
e
−
(
z2

4
+iβαz

)
eik
′
xx
′
.

(3.39)
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3.3 Tunelamento em uma barreira magnética

Investigaremos agora o problema do tunelamento anisotrópico em uma barreira mag-
nética. Assumiremos, sem perda de generalidade, que a barreira está situada entre y′ = 0

e y′ = L o que divide o fosforeno em três regiões de interesse, confome mostrado nos
grá�cos da Figura 3.2 .

B(y′)

y′

Ax′ (y′)

y′

(a) (b)

L0

L0

B

− BL𝐈𝐈 𝐈𝐈𝐈𝐈 𝐈𝐈𝐈𝐈𝐈𝐈

𝐈𝐈 𝐈𝐈𝐈𝐈 𝐈𝐈𝐈𝐈𝐈𝐈

Figura 3.2 � Em (a) é apresentado o grá�co de B em função de y′ para o problema de
uma barreira magnética e em (b) o grá�co da compenente x′ do potencial vetor para o
mesmo problema.

Na região I, y′ ∈]−∞, 0[, não temos a atuação de campo magnético e consequente-
mente o potencial vetor é uma constante que assumimos, por conveniência, como sendo
nula. Portanto, segundo a Eq. (3.15), a função de onda nesta região é dada por

Ψ1 (x′, y′) = ψ1 (y′) eik
′
xx
′
, (3.40)

onde
ψ1 (y′) = A1e

ik′+1 y′ + A2e
ik′−1 y′ , (3.41)

com

k′±1 = −µy
µ
k′x ± κ1 e κ1 =

√
2µyE

~2
−

µ2
yk
′2
x

mxmy

. (3.42)

Estamos interessados em obter a amplitude de probabilidade de transmissão t (e de
re�exão r), isto é, a amplitude de probabilidade que o elétron consiga atravessar (re�etir) a
barreira magnética. Neste caso, é costume considerar uma onda plana vindo da esquerda,
o que é feito através das seguintes de�nições: A1 = 1 e A2 = r. Deste modo, temos que

ψ1 (y′) = eik
′+
1 y′ + reik

′−
1 y′ . (3.43)

Na região II, y′ ∈ [0, L], é onde temos a presença de campo magnético. Segundo a
Eq. (3.39), a função de onda para essa região é dada por

Ψ2 (x′, y′) = ψ2 (z) eik
′
xx
′
, (3.44)
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onde

ψ2 (z) =

[
B1F1

(
a

2
+

1

4
;

1

2
;
z2

2

)
+ B2zF1

(
a

2
+

3

4
;

3

2
;
z2

2

)]
e
−
(
z2

4
+iβαz

)
. (3.45)

Na região III, y′ ∈ ]L, ∞[, não temos a presença de campo magnético e, portanto, o
potencial vetor é novamente constante; entretanto, dessa vez, não podemos considerá-lo
nulo. Para a esta região a função de onda3 é dada por

Ψ3 (x′, y′) = ψ3 (y′) eik
′
xx
′
, (3.46)

onde
ψ3 (y′) = C1e

ik′+3 y′ + C2e
ik′−3 y′ , (3.47)

em que Cj, com j = 1, 2, são constantes,

k′±3 = −µy
µ
k′x ± κ3 e κ3 =

√
2µyE

~2
−

µ2
y

mxmy

(
k′x +

eBL

~

)2

. (3.48)

Tomando C2 = 0 e C1 = t, com t sendo o referido coe�ciente de transmissão, �camos
com

ψ3 (y′) = teik
′+
3 y′ . (3.49)

Para obtermos os coe�cientes t e r precisamos das condições de contorno do problema.
Da literatura4, vemos que tais condições para as funções de onda são a continuidade
da própria função de onda (que está associada a conservação da probabilidade) e da
componente do operador velocidade que é normal à interface aplicada na função de onda
de modo à conservar a densidade de corrente. Observe que isso contrasta com o caso de
massa efetiva isotrópica, onde é suci�ente tomar a continuidade da função de onda e sua
derivada.

Por de�nição o operador velocidade para um sistema descrito por um Hamiltoniano
H é dado por

v
(j)
i =

∂Hj

∂pi
, (3.50)

com i = x′, y′. Além disso, introduzimos o índice j, com j = 1, 2 ou 3, para especí�car a
região em que o operador atua.

No entanto, conforme discutido, nos interessa apenas a continuidade componente do
operador velocidade que é normal à interface aplicada na função de onda, isto é, a com-
ponente y′. Assim, escrevemos

v
(j)
y′ =

∂Hj

∂p′y
. (3.51)

3Para a obtenção da função de onda da região III basta aplicar as transformações kx → kx + eBL
~ e

ky → ky − eBL
~

µy

µ na função de onda da região I.
4Para mais detalhes veja a referência [24].
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Para a primeira região, j = 1, temos

H1 =
p′2x
2µx

+
p′2y
2µy

+
p′xp

′
y

µ
, (3.52)

e, portanto,

v
(1)
y′ =

∂H1

∂p′y
=
p′y
µy

+
p′x
µ

= ~
[
−i
µy

∂

∂y′
+
k′x
µ

]
. (3.53)

Para a segunda região, j = 2, temos

H2 =
Π2
x

2µx
+

Π2
y

2µy
+

ΠxΠy

µ
, (3.54)

e, portanto,

v
(2)
y′ =

∂H2

∂Πy

=
Πy

µy
+

Πx

µ

= − 1

µy

[
i~

∂

∂y′
+ eB

µy
µ
y′
]

+
1

µ
[~k′x + eBy′]

= ~
[
−i
µy

∂

∂y′
+
k′x
µ

]
. (3.55)

O operador acima, v(2)y′ , pode ser convenientemente reescrito em termos da váriavel ξ
da seguinte maneira

v
(2)
ξ = ~

[
−i
µy

∂

∂ξ
+
k′x
µ

]
, (3.56)

e em termos da variável z na forma

v(2)z = ~
[
−i
µy

1

α

∂

∂z
+
k′x
µ

]
. (3.57)

Para a terceira região, j = 3, temos

v
(3)
y′ =

(
p′y − eBL

µy
µ

)
µy

+
(p′x + eBL)

µ
=
p′y
µy

+
p′x
µ

= ~
[
−i
µy

∂

∂y′
+
k′x
µ

]
. (3.58)

Precisamos impor agora as seguintes condições de contorno

ψ1 (y′) |y′=0 = ψ2 (y′) |y′=0, (3.59)

ψ2 (y′) |y′=L = ψ3 (y′) |y′=L, (3.60)

v
(1)
y′ ψ1 (y′) |y′=0 = v

(2)
y′ ψ2 (y′) |y′=0, (3.61)

v
(2)
y′ ψ2 (y′) |y′=L = v

(3)
y′ ψ3 (y′) |y′=L. (3.62)

Contudo, podemos simplicar as condições (3.61) e (3.62), observando que

v
(1)
y′ ψ1 (y′) |y′=0 = v

(2)
y′ ψ2 (y′) |y′=0,

v
(1)
y′ ψ1 (y′) |y′=0 = v(2)z ψ2 (z) |z=z0 ,

~
[
−i
µy

∂

∂y′
+
k′x
µ

]
ψ1 (y′) |y′=0 = ~

[
−i
µy

1

α

∂

∂z
+
k′x
µ

]
ψ2 (z) |z=z0 ,

∂

∂y′
ψ1 (y′) |y′=0 =

1

α

∂

∂z
ψ2 (z) |z=z0 , (3.63)
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com uma demonstração análoga para a Eq. (3.62). Assim, de maneira simpli�cada, as
condições de contorno do problema serão

ψ1 (y′) |y′=0 = ψ2 (z) |z=z0 , (3.64)

ψ2 (z) |z=L = ψ3 (y′) |y′=L, (3.65)

∂

∂y′
ψ1 (y′) |y′=0 =

1

α

∂

∂z
ψ2 (z) |z=z0 , (3.66)

1

α

∂

∂z
ψ2 (z) |z=zL =

∂

∂y′
ψ1 (y′) |y′=L, (3.67)

onde

z0 =
1

α

(
~k′x
eB

)
e zL =

1

α

(
L +

~k′x
eB

)
. (3.68)

Das condições expressas nas Eq. (3.64) e (3.65), obtemos respectivamente

1 + r =

[
B1F1

(
a

2
+

1

4
;

1

2
;
z20
2

)
+ B2z0F1

(
a

2
+

3

4
;

3

2
;
z20
2

)]
e
−
(
z20
4
+iβαz0

)
. (3.69)

e [
B1F1

(
a

2
+

1

4
;

1

2
;
z2L
2

)
+ B2zLF1

(
a

2
+

3

4
;

3

2
;
z2L
2

)]
e
−
(
z2
L

4
+iβαzL

)
= teik

′+
3 L, (3.70)

Com o intento de simpli�car a notação iremos de�nir

Γ0,L
1 = F1

(
a

2
+

1

4
;

1

2
;
z20,L
2

)
exp

[
−
(
z20,L
4

+ iβαz0,L

)]
, (3.71)

Γ0,L
2 = z0,LF1

(
a

2
+

3

4
;

3

2
;
z20,L
2

)
exp

[
−
(
z20,L
4

+ iβαz0,L

)]
. (3.72)

Aplicando as de�nições acima, Eq. (3.71) e (3.72), nas Eq. (3.73) e (3.74), obtemos
respectivamente

1 + r = Γ0
1B1 + Γ0

2B2 (3.73)

e
teik

′+
3 L = ΓL

1B1 + ΓL
2B2. (3.74)

Desse modo a Eq. (3.66) fornece

ik′+1 + ik′−1 r = Γ̃0
1B1 + Γ̃0

2B2, (3.75)

enquando a Eq. (3.67) nos dá

ik′+3 e
ik′+3 Lt = Γ̃L

1B1 + Γ̃L
2B2, (3.76)

onde

Γ̃0,L
1 =

1

α

∂

∂z
Γ0,L
1 =

1

α

∂

∂z

{
F1

(
a

2
+

1

4
;

1

2
;
z2

2

)
exp

[
−
(
z2

4
+ iβαz

)]} ∣∣∣∣∣
z=z0,L

=
1

α
exp

[
−
(
z20,L
4

+ iβαz0,L

)]{(
a+

1

2

)
F1

(
a

2
+

5

4
;

3

2
;
z20,L
2

)}
− 1

α
exp

[
−
(
z20,L
4

+ iβαz0,L

)](z0,L
2

+ iβα
)
F1

(
a

2
+

1

4
;

1

2
;
z20,L
2

)
(3.77)
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e

Γ̃0,L
2 =

1

α

∂

∂z
Γ0,L
2 =

1

α

∂

∂z

{
zF1

(
a

2
+

3

4
;

3

2
;
z2

2

)
exp

[
−
(
z2

4
+ iβαz

)]} ∣∣∣∣∣
z=z0,L

=
1

α
exp

[
−
(
z20,L
4

+ iβαz0,L

)]{
z0,L

(
a

3
+

1

2

)
F1

(
a

2
+

7

4
;

5

2
;
z20,L
2

)}
− 1

α
exp

[
−
(
z20,L
4

+ iβαz0,L

)](
z20,L
2

+ iβαz0,L − 1

)
F1

(
a

2
+

3

4
;

3

2
;
z20,L
2

)
. (3.78)

Para a obtenção das Eq. (3.77) e (3.78) foi utilizado a relação de recorrência

∂

∂z
F1 (a; b; z) =

a

b
F1 ((a+ 1); (b+ 1); z) . (3.79)

Precisamos agora determinar t e r mediante a resolução do sistema constituído pelas
Eq. (3.73), Eq. (3.74), Eq. (3.75) e Eq. (3.76), isto é

1 + r = Γ0
1B1 + Γ0

2B2, (3.80)

teik
+
3 L = ΓL

1B1 + ΓL
2B2, (3.81)

ik′+1 + ik′−1 r = Γ̃0
1B1 + Γ̃0

2B2, (3.82)

ik′+3 e
ik′+3 Lt = Γ̃L

1B1 + Γ̃L
2B2. (3.83)

Resolvendo o sistema acima encontramos

t =
φ3

φ2 + φ1

(3.84)

e
r =

φ2 − φ1

φ2 + φ1

, (3.85)

onde
φ1 =

(
Γ̃0
2Γ̃

L
1 − Γ̃0

1Γ̃
L
2

)
eik
′+
3 L +

(
Γ̃0
1Γ

L
2 − Γ̃0

2Γ
L
1

)
ik′+3 e

ik′+3 L, (3.86)

φ2 =
(

Γ0
1Γ̃

L
2 − Γ0

2Γ̃
L
1

)
ik′−1 e

ik′+3 L +
(
Γ0
1Γ

L
2 − Γ0

2Γ
L
1

)
k′−1 k

′+
3 e

ik′+3 L (3.87)

e
φ3 = i

(
k′+1 − k′−1

) (
Γ̃L
1ΓL

2 − ΓL
1 Γ̃L

2

)
. (3.88)

Assim, as probabilidades de re�exão (R) e de transmissão (T ) são dadas por

R = |r|2 =

∣∣∣∣∣φ2 − φ1

φ2 + φ1

∣∣∣∣∣
2

e T = |t|2 =

∣∣∣∣∣ φ3

φ2 + φ1

∣∣∣∣∣
2

. (3.89)

3.4 Método da matriz de transferência

A teoria do espalhamento generaliza uma maneira muito simples para potenciais ar-
bitrariamente localizados (Figura 3.3).
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V(x)

x

Região IIRegião I Região III

A e+ikx

B e−ikx

F e+ikx

G e−ikx

Figura 3.3 � Espalhamento através de um potencial arbitrariamente localizado (V (x) = 0

exceto na região II).

Para a esquerda (região I), temos V (x) = 0, portanto

ψ1(x) = Aeikx + Be−ikx, (3.90)

onde k =
√
2mE
~ . Para a direita (região III), V (x) é novamente zero e, portanto,

ψ3(x) = Feikx + Ge−ikx. (3.91)

Quando situada em uma determinada área (região II), não sabemos dizer a forma
da função ψ(x) até que especi�quemos o potencial. No entanto, como a equação de
Schrödinger é uma equação diferencial linear de segunda ordem, a solução geral será

ψ2(x) = Cf(x) + Dg(x), (3.92)

em que f(x) e g(x) são duas soluções linearmente independentes. Haverá quatro condições
de contorno (duas unindo as regiões I e II e mais duas unindo as regiões II e III). Duas
dessas condições de contorno poderão ser usadas para eliminar C e D, e as outras duas
poderão ser resolvidas para escrevermos B e F em termos de A e G. Assim, teremos

B = S11A + S12G e F = S21A + S22G. (3.93)

Os quatro coe�cientes Sij, os quais dependem de k (e, portanto, de E) constituem
uma matriz S, 2× 2, chamada na literatura de matriz de espalhamento (ou matriz S).
A matriz S informa as amplitudes de saída (B e F) em termos de amplitudes de entrada
(A e G): (

B
F

)
=

(
S11 S12

S21 S22

)(
A
G

)
. (3.94)
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No caso típico de espalhamento da esquerda, G = 0, os coe�cientes de re�exão e
transmissão serão

Rl =
|B|2

|A|2

∣∣∣∣∣
G=0

= |S11|2 e Tl =
|F|2

|A|2

∣∣∣∣∣
G=0

= |S21|2. (3.95)

Para o espalhamento da direita, A = 0, temos

Rr =
|F|2

|G|2

∣∣∣∣∣
A=0

= |S22|2 e Tr =
|B|2

|G|2

∣∣∣∣∣
A=0

= |S12|2. (3.96)

Contudo, para alguns �ns, é mais conveniente trabalhar com a matriz de transfe-
rência, M, a qual fornece as amplitudes para a direita do potencial (F e G) em termos
das da esquerda (A e B): (

F
G

)
=

(
M11 M12

M21 M22

)(
A
B

)
. (3.97)

Em termos dos elementos da matriz M, uma transmissão da esquerda (região I) para
a direita (região III) possui os coe�cientes de re�exão, Rl, e transmissão, Tl, dados por

Rl =

∣∣∣∣∣M21

M22

∣∣∣∣∣
2

e Tl =

∣∣∣∣∣det(M)

M22

∣∣∣∣∣
2

. (3.98)

Por outro lado, uma transmissão da direita (região III) para a esquerda (região I) tem
seus coe�cientes determinados por

Rr =

∣∣∣∣∣M12

M22

∣∣∣∣∣
2

e Tr =
1

|M22|2
. (3.99)

Para aplicar o método da matriz de transferência para o nosso problema precisamos
primeiramente reescrever as funções de onda das três regiões na forma

ψ1(y
′) = Ale

ik′+1 y′ + Cleik
′−
1 y′ , (3.100)

ψ2 (z) = B1Γ1(z) + B2Γ2(z) (3.101)

e

ψ3(y
′) = Are

ik′+3 y′ + Creik
′−
3 y′ . (3.102)

A Figura 3.4 ilustra esquematicamente a situação que vamos investigar agora.
Impondo novamente as condições de contorno fornecidas nas Eq. (3.64), (3.65), (3.66)

e (3.67), obteremos

Al + Cl = Γ0
1B1 + Γ0

2B2, (3.103)

eik
′+
3 LAr + eik

′−
3 LCr = ΓL

1B1 + ΓL
2B2, (3.104)

ik′+1 Al + ik′−1 Cl = Γ̃0
1B1 + Γ̃0

2B2, (3.105)

ik′+3 e
ik′+3 LAr + ik′−3 e

ik′−3 LCr = Γ̃L
1B1 + Γ̃L

2B2, (3.106)
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Aℓ

Cℓ Cr

Ar

Região 1 Região 2 Região 3

y′ = Ly′ = 0

Figura 3.4 � Esquematização do espalhamento. As ondas planas incidentes, dadas pela
Eq. (3.100), são espalhadas na região 2 (região acinzentada onde temos a presença de
um campo magnético uniforme). As ondas de saída, localizadas na reigão 3 e fornecidas
na Eq. (3.102), consistem em ondas transmitidas através da região de campo magnética,
bem como ondas re�etidas.

As Eq. (3.103) e (3.105) podem ser escritas do seguinte modo na forma matricial(
1 1

ik′+1 ik′−1

)(
Al

Cl

)
=

(
Γ0
1 Γ0

2

Γ̃0
1 Γ̃0

2

)(
B1

B2

)
, (3.107)

ou ainda (
B1

B2

)
=

1(
Γ0
1Γ̃

0
2 − Γ0

2Γ̃
0
1

)( Γ̃0
2 −Γ0

2

−Γ̃0
1 Γ0

1

)(
1 1

ik′+1 ik′−1

)(
Al

Cl

)

=
1

γa

(
Γ̃0
2 −Γ0

2

−Γ̃0
1 Γ0

1

)(
1 1

ik′+1 ik′−1

)(
Al

Cl

)
, (3.108)

onde γa = Γ0
1Γ̃

0
2 − Γ0

2Γ̃
0
1.

Já as Eq. (3.104) e (3.106) são escrita na forma(
eik
′+
3 L eik

′−
3 L

ik′+3 e
ik′+3 L ik′−3 e

ik′−3 L

)(
Ar

Cr

)
=

(
ΓL
1 ΓL

2

Γ̃L
1 Γ̃L

2

)(
B1

B2

)
, (3.109)

ou ainda(
Ar

Cr

)
=

1

i
(
k′−3 − k′+3

)
ei(k

′−
3 +k′+3 )L

(
ik′−3 e

ik′−3 L −eik′−3 L

−ik′+3 eik
′+
3 L eik

′+
3 L

)(
ΓL
1 ΓL

2

Γ̃L
1 Γ̃L

2

)(
B1

B2

)

=
1

γb

(
ik′−3 e

ik′−3 L −eik′−3 L

−ik′+3 eik
′+
3 L eik

′+
3 L

)(
ΓL
1 ΓL

2

Γ̃L
1 Γ̃L

2

)(
B1

B2

)
, (3.110)

onde γb = i
(
k′−3 − k′+3

)
ei(k

′−
3 +k′+3 )L.
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Substituindo a Eq. (3.110) na Eq. (3.108) obtemos(
Ar

Cr

)
=

1

γaγb

(
ik′−3 e

ik′−3 L −eik′−3 L

−ik′+3 eik
′+
3 L eik

′+
3 L

)(
ΓL
1 ΓL

2

Γ̃L
1 Γ̃L

2

)(
Γ̃0
2 −Γ0

2

−Γ̃0
1 Γ0

1

)(
1 1

ik′+1 ik′−1

)(
Al

Cl

)
.

(3.111)

Assim, a matriz de transferência M para o problema será

M =
1

γaγb

(
ik′−3 e

ik′−3 L −eik′−3 L

−ik′+3 eik
′+
3 L eik

′+
3 L

)(
ΓL
1 ΓL

2

Γ̃L
1 Γ̃L

2

)(
Γ̃0
2 −Γ0

2

−Γ̃0
1 Γ0

1

)(
1 1

ik′+1 ik′−1

)
. (3.112)

A matriz M pode ser escrita de maneira mais compacta na forma

M =
φ3

2 (φ1φ5 − φ2φ4)

(
φ5 − φ4 −φ5 − φ4

−φ2 + φ1 φ2 + φ1

)
, (3.113)

onde
φ4 =

(
Γ̃0
2Γ̃

L
1 − Γ̃0

1Γ̃
L
2

)
eik
′−
3 L +
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Γ̃0
1Γ

L
2 − Γ̃0

2Γ
L
1

)
ik′−3 e

ik′−3 L, (3.114)

e
φ5 =

(
Γ0
1Γ̃

L
2 − Γ0

2Γ̃
L
1

)
ik′−1 e

ik′−3 L +
(
Γ0
1Γ

L
2 − Γ0

2Γ
L
1

)
k′−1 k

′−
3 e

ik′−3 L. (3.115)

É interessante ressaltar que

Rl =

∣∣∣∣∣M21

M22

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣φ2 − φ1

φ2 + φ1

∣∣∣∣∣
2

e Tl =

∣∣∣∣∣det(M)

M22

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣ φ3

φ2 + φ1

∣∣∣∣∣
2

, (3.116)

o que estar de acordo com a Eq. (3.89).

3.5 Múltiplas barreiras magnéticas

Na seção anterior analisamos o problema de uma única barreira magnética e mostramos
que as amplitudes da região 3 (Ar e Cr) estão relacionadas com as amplitudes da região
1 (Al e Cl), veja Figura 3.4, mediante a expressão(

Ar

Cr

)
=

φ3

2 (φ1φ5 − φ2φ4)

(
φ5 − φ4 −φ5 − φ4

−φ2 + φ1 φ2 + φ1

)(
Al

Cl

)
, (3.117)

onde

M =
φ3

2 (φ1φ5 − φ2φ4)

(
φ5 − φ4 −φ5 − φ4

−φ2 + φ1 φ2 + φ1

)
(3.118)

é a matriz de transferência.
Contudo, iremos agora expandir um pouco mais o problema e estudar a transmissão e

a re�exão dos portadores de carga para o caso de múltiplas barreiras magnéticas, conforme
esquematizado na Figura 3.5.
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Região 1

Região 2

Região 3

Região 4

...

Região n

Região n+1Região 5

Região 6

M1 M3 M5 Mn-1

y′1 y′2 y′y′3 y′4 y′5 y′6 y′n−1 y′n

Aℓ
(1)

Cℓ
(1)

Ar
(n+1)

Cr
(n+1)

L L LL LL
...

Figura 3.5 � Esquema para o problema de múltiplas barreiras magnéticas. As regiões acin-
zentadas, todas de mesmo comprimento L, representam as região de atuação do campo
magnético. Além disso, estamos supondo, por simplicidade, que tais regiões estão equies-
paçadas do mesmo comprimento L.

Considerando um problema de n interfaces (portanto, n
2
regiões de campo magnético),

localizadas nas posições y′n = nL, com n = 0, 1, 2, 3, ..., teremos então n
2
matrizes de

transferência. Assim, a matriz de transferência M que associa as amplitudes da região
n + 1 (A(n+1)

r e C(n+1)
r ), após a n-ésima interface, com as amplitudes da região 1 (A1

l e
C1
l ), é obtida através do produtório de todas as matrizes de transferência, isto é

M = M1M3M5...Mn−1 =
n−1∏

j=1,3,5

Mj, (3.119)

onde

Mj =
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(3.120)

e
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3 = i
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) (
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)
, (3.123)
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(3.125)
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Além disso, de�nimos também

κ
(j)
1 =

√
2µyE
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−

µ2
y

mxmy

[
k′x +

eB

~
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]2
, (3.126)

e
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2µyE
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[
k′x +
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~
jL
]2
. (3.127)
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Resultados

Neste capítulo, analisaremos os resultados obtidos numericamente para as expressões
encontradas no Capítulo 3. É importante ressaltar que todos os resultados que aqui se
encontram foram obtidos considerando o caso de incidência normal do elétron na barreira.

4.1 Transmissão em função da energia de Fermi e do

campo magnético aplicado

O grá�co abaixo, obtido a partir do tratamento númerico da Eq. (3.116) para L = 5 nm
e L = 10 nm, mostra a probabilidade de transmissão T , considerando uma incidência nor-
mal, em função de dois parametros: a intensidade do campo magnético aplicado (dentro
do intervalo de 0 < B < 30T) e a energia de fermi (0 < EF < 0, 5 eV).

Figura 4.1 � Grá�co da probabilidade de transmissão T em função da energia de Fermi
e da intensidade do campo magnético, para θ = 0 (barreira disposta ao longo da direção
zigzag) e duas larguras de barreira: L = 5 nm e L = 10 nm.

Pode-se constatar que para valores maiores de B a energia de Fermi requerida para
com que haja transmissão aumenta, o que é esperado mesmo classicamente.
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Figura 4.2 � Grá�co da probabilidade de transmissão T em função da energia de Fermi e
da intensidade do campo magnético, para θ = π/4 e duas larguras de barreira: L = 5 nm
e L = 10 nm.

O grá�co presente na Figura 4.2 foi obtido de modo similar ao da Figura 4.1 , con-
tudo, mudando a direção da barreira, que agora encontra-se rotacionada de θ = π/4 em
relação ao caso anterior. Vemos que a probabilidade de transmissão foi afetada o que está
relacionado com a anisotropia do material, conforme veremos a seguir.

4.2 Transmissão em função do número de camadas

A Figura 4.3 (a) mostra o grá�co da probabilidade de transmissão T em função da
energia de Fermi (0 < EF < 0, 5 eV) e do número de camadas (N = 1, 2, 3, 4 e 5). Neste
plot foram matidos �xos a largura da barreira, em L = 5 nm, e o campo magnético
em B = 15T. É possível notar que o número N de camadas não in�uência na energia
incidente crítica. Isso tem haver com o fato de o potencial vetor não depender de N , o que
faz com que o transporte não seja alterado somente com o aumento (ou diminuição) do
número de camadas. A Figura 4.3 (b), é semelhante a Figura 4.3 (a) mas com L = 10 nm.
Podemos notar que o aumento da largura da barreira acarreta em diferentes energias
incidentes críticas para diferentes números de camada. As Figuras 4.3 (c) e (d) mostram
de que maneira a transmissão varia com a intensidade do campo magnético (mantendo-
se �xo a largura da barreira e a energia incidente). É nótorio que para campos pouco
intensos, B < 10 T, a probabilidade de transmissão é igual a um. Contudo, um aumento
na intensidade do campo mangético faz com que a transmissão reduza abruptamente para
zero.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.3 � Em (a) e (b), temos o grá�co da probabilidade de transmissão T em função
da energia para diferentes números de camadas (N = 1, 2, 3, 4 e 5), com L = 5 nm e
L = 10 nm, respectivamente. Em (c) e (d), temos o grá�co de T em função de B para
L = 10 nm e EF = 0, 1 eV e EF = 0, 2 eV, respectivamente.

4.3 In�uência da anisotropia na transmissão

Os grá�cos polares da Figura 4.4 mostram a in�uência da anisotropia do material na
probabilidade de transmissão. Em (a) observamos como a probabilidade de transmissão
diminui com o aumento da intensidade do campo magnético aplicado e como ela se altera
com a mudança do ângulo θ de disposição da barreira. Para θ = 0, por exemplo, a
barreira encontra-se paralela ao eixo x (direção zigzag) e a transmissão ocorre ao longo
da direção y (armchair), nessa situação o campo magnético crítico para que não ocorra
mais transmissão é da ordem de 20 T. Por outro lado, para θ = π/2, quando a barreira
está disposta ao longo da direção armchair, o campo crítico reduz para velores próximo de
10 T. Assim, vemos claramente que a transmissão é fortemente in�uência pela orientação
da barreira magnética, sendo favorecida quando a barreira está disposta paralelamente a
direção zigzag.

Na Figura 4.4 (b), temos um grá�co polar da probabilidade de transmissão em função
da energia incidente e do ângulo θ. É notório mais uma vez a in�uência da anisotropia
do sistema na transmissão. Mantendo os outros parâmetros constantes, vemos que para
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θ = 0, a energia incidente crítica é considerávelmente menor do que para o caso θ = π/2.
Esse resultado mostra, novamente, que a transmissão é favorecida quando a barreira está
disposta paralelamente a direção zigzag.

(a)

(b)

(c)

E (eV)f

Figura 4.4 � Os grá�cos acima mostram a probabilidade de transmissão T em função do
ângulo θ de disposição da barreira e (a) do campo magnético, (b) da energia de Fermi e
(c) da largura da barreira.

Por �m, para o grá�co da Figura 4.4 (c), temos a probabilidade de transmissão em
função da largura da barreira e do ângulo θ. Neste caso, vemos que a largura crítica que
faz com que a transmissão reduza abruptamente para zero é bem maior quando a barreira
encontra-se paralela a direção zigzag do que quando paralela a direção armchair.
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Conclusão

No Capítulo 1, apresentamos um resumo teórico sobre o objeto de estudo deste tra-
balho: o fosforeno, tecendo comentários sobre o processo de obtenção experiental deste
material e de algumas de suas propriedades físicas.

No Capítulo 2 obtivemos, através do modelo tight-binding, a relação de dispersão do
fosforeno que resulta em um modelo de quatro bandas: duas de baixa energias (próximas
ao nível de Fermi) e duas de energia mais alta. Logo após, dentro do regime de duas
bandas (onde consideramos apenas as duas bandas com energia mais próximas ao gap),
desenvolvemos o modelo contínuo e, em seguida, o modelo de massa efetiva para o fosfo-
reno. Tais modelos, mesmo tratando-se de sucessivas aproximações, reproduzem com boa
precisão as propriedades eletrônicas de uma monocamada de fósforo negro no regime de
baixas energias.

No Capítulo 3, calculamos os autoestados do Hamiltoniano, dentro da aproximação
de massa efetiva, com quebra de simetria de translação ao longo de uma das direções
considerando ou não a presença de um campo magnético uniforme no sistema. Em se-
guida, utilizando o método da matriz de transferência, calculamos as probabilidades de
transmissão e re�xão.

Por �m, no Capítulo 4, observamos que as propriedades de transporte são fortemente
in�uênciadas pela anisotropia do material, sendo a probabilidade de transmissão favo-
recida quando a barreira está disposta paralelamente a direção zigzag, para o caso de
incidência normal. Além disso, apresentamos resultados das probabilidades de trans-
missão para diferentes orientações da barreira (Figura 4.4) e para diferentes números de
camadas (Figura 4.3).



A
Substituição de Peierls e a liberdade de gauge

Na mecânica clássica, um elétron, de massa m e carga q = −e, movendo-se sob a
in�uência de um campo magnético uniforme tem sua dinâmica regida pela segunda lei de
Newton, neste caso, dada por

mv̇ = −ev×B, (A.1)

da qual concluímos que o elétron realiza uma trajetória que pode ser circular ou heli-
coidal, dependendo do ângulo entre o vetor velocidade v e o vetor campo magnético B;
lembrando que a força magnética atua como resultante centrípeta no presente problema.
Entretanto, em ambas as trajetórias, o movimento possui uma mesma frequência ciclo-
trônica dada por ωc = eB/m = ~/m`2B, onde a constante `B =

√
~/eB é denominada de

comprimento magnético. É de costume de�nir essa constante em problemas que envolvem
campos magnéticos pois o seu valor, que depende do campo aplicado, de�ne a escala de
comprimento no problema [24].

Por outro lado, na mecânica quântica, a dinâmica é regida pela equação de Schrödinger:
HΨ = i~ ∂

∂t
Ψ. Para o referido sistema, a presença do campo magnético pode ser incluída

no Hamiltoniano, assim como na mecânica clássica, através do acoplamento mínimo (ou
substituição de Peierls), dado por:

p→ Π = p + qA = p− eA, (A.2)

onde A é o potencial vetor que obedeçe a relação: B = ∇×A. Entranto, um potencial
vetor não de�nide univocamente o campo magnéticoB, isto é, diferentes potenciais vetores
podem gerar o mesmo campo magnético. Desse modo, decorre que essa teoria possui uma
liberdade de escolha para o vetor A1 (ou liberdade de gauge), desde que tal escolha resulte
no mesmo campo magnético.

Neste trabalho, por simplicidade, consideraremos apenas campos magnéticos unifor-
mes. Além disso, tais campos estarão dispostos perpendicularmente ao sistema, que se
encontra no plano xy, de tal modo que podemos escrever: B = Bẑ, com B sendo uma
constante. Entretanto, conforme mencionado, existem diferentes calibres que resultam

1A liberdade é, mais precisamente, no divergente do vetor A.
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no mesmo campo B; dentre eles, os mais comuns são o calibre simétrico e o calibre de
Landau. No calibre simétrico, o potencial vetor é dado por

A =
1

2
B× r. (A.3)

enquanto no calibre de Landau temos

A = Bxŷ (A.4)

ou
A = −Byx̂. (A.5)

dependendo do que será mais conveniente ao problema a ser resolvido.
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