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. 0 - INTRODUCAO

- . - . - - ~..
Uma variedade Riemanniana M de dimens3o n, € dita

conformemente plana (localmente) se para cada ponto p eM exis

te uma vizinhancga VP de p & um difeomorfismo conforme wp
de VP sobre um aberto U c Hfh ou equivalentemente,
2¢

g =e g,

onde g € a métrica de M, ¢ & uma funcdo real definida em

Vp e g, € a métrica usual do Rr".

. - . 2 -
Assim sendo, toda superficie M e conformemente pla-
na, pois & bem conhecido que toda superficie admite uma métri-

. = : 2 .
ca conformemente equivalente a metrica usual do IR , veJa por

exemplo, Spivak,M. [ 12 ].

Neste trabalho faremos um estudo sobre variedades con-
formemente planas de dimensao n > 4. As referencias bisicas
s3o: | 2] CARMO,M.do e DAJCZER,M. - General conformally flat

+1 . _
hypersurfaces of R"*+ (preprint) e [ 6_] KULKARNI,R.- Cur-

vature structures and conformal transformations.J.Différential

Geom 1970. 4 : 425-51.-A seguir enunciaremos .0s Pprincipais
- , b o

resultados desta monografia, com suas respectivas enumeracoes

do texto.

Um resultado fundamental sobre variedades conformemen

te planas € o segulnte:

(2.1.2) Teoreme. Uma vatiedade RAemanndana Mn, n>bu4, e con-

il e
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joxmemente plana 4c e somente se C=0, onde

C(X,¥)Z = RIX,¥Y)Z - —— { YRie(X,Z) - - <Y,Z5QX + <X,2>QY = .~
(n-2) :‘f: _{;i ;;; LRl it =y
SN e b
-XRic(Y,Z)} P == '{<x,z§y - <Y,Z2>X}
) (n-1)(Cn-2) |

R & o fensox curvatura Riemanniano de M3 Ric o fensor de RL

ced, S a curvatunra escalan; Q e dada poxr
Ric(X,Y) = <QX,Y> ,
e X,Y,Z sao campos de vefores em M.

Em fungao das curvaturas seccionais de uma varliedade

Riemanniana, temos a seguinte classificacao das variedades con

formemente planas:

. " . . . Il -
(2.1.18) Teorema. Uma varieddde Riemanniana M , n 2 U, e con-

formemente plLana sc ¢ somente se, Y peM, e V quadrupla de

vetonres ortogonadis {el,ez,ea,eq} = TPM’

Ko + Kgy = Kyg * %oy o

onde X nephresenia a- curvatura seccional Riemanndiana do pla
ij - &

no ge&ado pdh {ei,ej} 5 o B e i,j= 1,...,0.

=y D, K iedade &3 i
= XMV —M de uma varliedade diferencia

rl
—_—

vel M em uma variedade Riemanniana M e dita conjoimemenie

planc se a metrica induzida thansforma ¥ em uma vardiedade RL

emanniana ccnfcrmemenic plana.
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Os teoremas = (2.1.2) e (2.1.18) sdo. fundamentais no

estudo das imersoes X MO , MRtk

moS TeSTringir o estudo de tais imersdes as hipersuperficies,

ou seja, quando a codimensio k = 1. : .

Suponhamos que M é\uma variedade Riemanniana confor
. n =n+1l . o .
memente plana e seja M c M uma hipersuperficie, onde M

e uma variedade conexa diferencidvel.Denotemos, por Ay @ ma

triz associada a segunda forma fundamental com relacio a um
campo normal unitario N. A classificagdo das hipersuperfici-
es conformemente planas de uma variedade Riemanniana conforme

mente plana & dada em funcdo dos auto-valores de Ay- De fato

temos o seguinte teorema:

1

‘ n_ =n+l -
(3.1.2) Teorema. M < M ¢ congormemente plana se e somen

le se AN possuil um auio—vaﬁon'dg multiplicidade Xk > (n-1).

Um problema interessante das hipersuperficies confor-

memente planas € considerarmos quando "k, dado no teorema

(3.1.2) for igual a n-1, e o auto-valor X de multiplicida-

de k for diferente de zero. Faremos um estudo deste proble

ma considerando M ::Rn+l, mas a observacao (3.2.32)... nos

-n+l _ n+l . -
diz como proceder no caso em que M =Ry » &€FEC &3 GUandg

M & uma hipersuPePfiCie de um espago de curvatura constante

~ . - .
c. Tais hipersuperfiCies s3o chamadas hipersuperficies confor

(cd ral do RO+
memente pLanas em pobiLgao gerd ’

Uma variedade Riemanniana M & dita fofafmente nao-
T = S -

~o AL ~ "

LOCCioNALL Ricmannionas 4ac Lguads.

conformemente planas. Va-.
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Com esta deflnlgao estamos em condlgoes de enun01armos

o seguinte teorema que. Caracterlza as hlpersuperflcmes confor—

memente planas em P081gao_gera1 do R" l, mals prec1samente

.

~
(3.2.6) Teorema. Uma condi¢ao™necessaria e suficiente para uma

variedade Riemanniana M, n > Y, conformemente plana, total-

menie nao-iso0trhopica sen Localmente imensa Lsomeiricamente como

una Gipersupengicie  conformemente plLana em posigao geral  do
n+l - . _ i
R e que M seja Localmente folLheada por esferas geomeini

cas de co-dimensao.um.

Exemplos explicitos, de hipersuperficies conformemente

planas em posicao geral do ZRn+1 podem ser obtidos como se-
guz:.Se3jam I € R um intervalo, c¢: I +iRn+l uma curva imer
sae .r:1 >R"  uma funcao diferenciavel tal que

lr'(e)| < || ¢ (1) ]| Y t e I.

Sejam A(t)

1) o )/ Jlet 12 e R()= () [1- @ @n?/

|\c'(t)”2:]LQ_Para cada t € I, seja H_ o hiperplano afim

t

do ﬁRn+1 ortogonal 3 c¢'(t) e passando por

a(t) = ec(t) - A(t) - c' (1.

(n-1)-esfera Zn_l com raio R(t)
Em Ht consideremos uma (n-l)-esie :
e centro a(t). Seja
n-1 n+l .
v: I>*5 —r R ¢ado por

y(t,p)= alt) .+ ROL) ¢(t,p),s
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e+l

onde S € uma (n~l)—ESf§ra unitaria fixa mno IR - e
n-1 - n+l . s T TR s
p: I 5_ R e dlferenciével,e para cada t fixo,
a1 : .
¢t 8 __,;mn+1 1 ; ;
& uma imersao ortogonal a c'(t). Admitamos que y‘ & uma hi-

persuperficie imersa, entao temos o seguinte teorema:

1 1

(3.2.35) Teorema. y:I x 8° "= R~ & conformemente pland

, - + . , -
em posdigac geral do RO, Reciphrocamente, toda hipersuperfi-
cie conformemenie plana em posicao geral X :Mn—+IRn+l, nx 4,

e ﬂocaﬂmenié da forma y; alem disto se M '5dn onientavel

X(M) esta contida na Lmagem de uma hipensupenficie da forma y.

Utilizando o Teorema (3.2.35) obtemos um exemplo que

nac pertence a uma classificacio das hipersuperficies conforme

mente planas do ZRn+l dada em [ 5 1 por Kulkarni, R. e

independentemente por Maeda,Y.e Nishikawa, S.em [ 7 ].

Finalizamos NOSSO trabalho com um apendice dedicado a

. = & s NP .
um problema de integragao de uma iorma bilinear simetrica,uti-

1izado na demonstragao do teorema (2.1.2).. Mais precisamenté€

demonstramos:

(4.1.2) Lema Seqfa B uma forma bilincan simeinica e W um

. & - N
campe de vetoresd C em M. Entao a equacgao

< vX W,Y> = B(X,Y)

22mite solugao Se € scmente se
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OB (Z,1) - (9,BY(X,Y) = <RUX,Z)W,¥>

- | .
onde R € o tensor curvatura Riemanniano da variedade M e X,

»

Y,Z sao campos de vetores_ C_  em M.

N

Scanned by CamScanner




- o e e et o

-1 - PRELIMINAREs

(1.1) Estrutura de Cubﬁatur£\§.

Sejam M uma variedade Riemanniana e g sua métrica.

Vamos denotar por <

T e ——

> > o produto interno definido por- g.

(1.1.1) Definigao. Dizemos que um tensor T do tipo (3,1) de
finido em M possul estrufura de curvatura, se para todos os

campos de vetores X,Y,Z e W em M,T satisfaz as condigoes

seguintes:

a)  TOLY) ¢ T(Y,X0 =0 . |

b)  <T(X,Y)Z,W> = <T(Z,W)X;¥>"

&) TOLY)Z + T(Y,Z)X + T(Z,X)¥ = 0
Seja Gz(M) o fibrado Grassmanniano dos planos de .-TM,

T um tensor do tipo (3,1) com estrutura de curvatura em M.
- T 4

(1.1.1) Lema. Dado D € M, o um pano em p e {X,¥} uma ba

se de o , entao

K GQCM) —+ R

T

onde

<TO,Y)X,Y>

00 [ B
: *) T <X,¥> <Y,¥> <X,Y>2
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é pem degindda. o
prova. Observemos que & possivel obtermos qualguer base {X,Y}

de 0, @ Partir da base {X,Y} através das seguintes transfor
macoes elementares: ™~

-

(i) {X,¥Y} — {Y.,X}
(ii) {(X,y} — {ax,v}

(iii) {X, ¥} — {X +-2av,Y).

onde A €& um escalar.

Um calculo direto nos di que K-(o) & invariante por

estas transformagoes, logo X (o) € bem definida.

(1.1.4) Definigao. Dados p e M, ¢ wum plano de TPM , {X,Y}
uma base de 0 e T um tensor do tipo (3,1) com estrutura

de curvatura em M, a fungao real KT(X,Y) = KT(p,c) defini

d= em (1.1.3) €& chamada curvatura seccdonaf de o em p com

refacao ao zensor  T.

(1.1.5) Definigao. Seja T um tensor do tipo (3,1) com estru

) y A
tura de curvatura em M. Dado p € M definimos o Tensor de

Ricci em ©» com xelfacaec a T, denotado por  Riep , a seguin-
te aplicagao:
(1.1.6) Ric (X,Y) = tr: Z — T(X,2)Y ,
oride F.Y € T_ M e +Tr indica © CDeETradcoIr trago
a . ‘p

b) Gca definigéo (1-‘1.1) 'Seglj{‘:—ge gue FiCT é

i
1]
[
n
0
0
=
[ah
=t
1p]
\R
Q
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. 4 =] - - - . - . . ‘. —.
simétrico, logo. existe uma transformagao linear simétrica QT

de TM em TM.-T_:a:-LV que

(1.01a73 Ricp(X,Y) = QX , Y>.

\«
~~

(1.1.8) Definicdo. Seja T um tensor do tipo (3,1) com eS=
+putura de curvatura em M. Dado p e M definimos a curvatura
escalan em p, denotada por S- , como sendo o trago da apli-

T
cagago Q; dada em (1.1.7).

(1.1.9) Exemplos de tensores com estrutura de curvatura . numa

variedade riemanniana M.

a) . Seja I o tensor em ‘M. definido por:
I(X,Y)Z = <X,2>Y =T <Y ,Z>X

£ claro que I possui estrutura de curvatura. I € chamado ten

sor curvatura trivial.

1(%,Y) = XAY, onde XAY denota a

Observemos queé

trans formagao linear anti-simétrica de THM definida por

(X A YDZ = <X,Z>Y - <Y,Z>X.

A & chamado produto wedge.

/

J  defini :
b) Seda R o tensor €L 4 cdefinido por:

»

R(X.Y) = VE,«::Y] - Evy > VY_—_l ’

Scanned by CamScanner
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- 10

onde V denota a conexao Riemanniana de M e [ , ] o col-
chete de Lie.‘ = =

£ bem éoﬁhécido‘que R possui estrutura defbhf&éfﬁré.
R é chamado tensor curvatura de R\ &R | o *

~ :

c) Sejam .Ric(X,Y) = tr:Z + R(X,Z)Y, onde R €& o tensor
curvétura de Riemann de M, e Q a transformagao linear: de
TM +tal que Ric(X,Y) = <QX,Y¥Y>.

Seja Riec o tensor em M definido por:

Ric(X,Y) = QX A Y + X A QY

3

onde /A  representa o produto wedge.

f ficil ver que Ric possul estrutura de curvatura em

T m -

1. Tic @ chamado tensor de curvatura de Ricei.

d) Suponhamos que a dimens3o de M & maior ou igual a 3, se-
ja S a curvatura escalar com relacao ao tensor curvatura de
Riemann. E facil ver que a soma de tensores que possul estrutu

ra de curvatura & ainda um- tensor qgue possul estrutura de cur-

vatura. Assim sendo .

S
1 Ric +

(n-2) (n-1)(n-2)

I

on ) e Rlc sac - {ETh CS a) b (

S , ¥ e e Wevl.
chemado tensor curvatura conicrine de Weyl

0) Lema. Sejam V um £5paco vetorial de dimensao §ind-

| B

sa n &cbre ¢ cCApeC des xecis R, e V' o espago dual de
A 1 <

st N i 0 s s i 9
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v. Se w eV , entdo

-

prova. FPodemos éﬁpor que X' # 0,

tonormal de V tal que

Logo,

tr Z > w(Z)X

11

v X_E V, tr: 2 ~» w(Z)XV: w(X).

seja le .,Xn uma base oI

- X .
Xl = .

~_ =

n
= I <w(X.2X,X.> =
- (X yx, 2 s = w0,

|11 [l X1

provando © que queriamos.

(1.1.11) Proposicgao, Seja M uma varliedade Riemandianna com

fenson curvatura confosrme de Weykl

c , entao

RiCC = 0.
Prova. Sejam P eM e X,Y ¢ TPM. Por definicao
Ric,(X,Y) = tp:Z » C(X,2)Y
= +prl > <jR(X,Z)Y B (XA Z +X AQ2)Y - +
T (n-2)
L5 (XA =
(n-1)(n-2)
1 S r r A
e ROLZ)Y - (Fic(X,Y)Z - <Y,Z>QX + <X,Y>QZ -
= tr:Z ] (n—2)
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- FiCCZ,Y)X) +

AXY>Z -~ <Z2,Y>X) i

) (n-1)(n-2)
Usando o lema (1.1.10) obtemos
Rico(X,¥) = Ric(X,Y) - — L ((n-2)Ric(X,Y) + S<X,¥>) +
(n-2)
PR - <X,¥> = o0,
(n-2)

provando o que queriamos.

(1.1.12) Corolario. 8. =0, onde s, ¢ a cunrvaiura escalar com

relacao ao tenson cukvatura conforme de Weyl.

(1.2) Mudanga Conforme de uma Métrica

Seja M uma variedade Riemanniana com métrica g. Con-

sideremos um difeomorfismo f : M—M e seja g = f,(g).

(1.2.1) Definicgao. Dizemos que g & conforme &2 g se eviste
uma funcdo positiva p : M — R, tal que g = pg.

Sejam g € é ‘métricas conformes em M, tal que g =
pg, como p € positiva existe uma fungio ¢ : M — R satisfa

zendo

(1.2.2) P~

Denotemos pOT <,> e << ,>> o0s produtos internos

- - S e Tans Tn=3 e m O c e T -
son relagéo a geég recpectivamente. Intao valem.cs seguiln

tes resultados

(3 ) =rosocsicio. Se V e V denotam as conexoes Riemannia-
1.2.3) rroplatser-
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o - _
naé had meLiteas. g e’ g respectivamente, eniao -

VXY = V_XY + s'gradcb,_){ >Y + <grad¢>,Y >X - <X,Y > gradd

>

.

onde X,Y s30 campos em Ms. ¢ € a funcdo dada em (1.2.2) e

grad € o gradiente na métrica g.

Prova. Pelo teorema de Levi-Cevita sabemos que

2<<VXY,Z>> :_X((Y,Z>> + Y<<:X’Z>> - Z<<X,Y>> 4+ << [_X,Y] , Z>> -
= <<[Y,Z],X>> - << [_X,Zj, Y>>,

2
como << ,>> = e 0 <

s . > obtemcs

2e2¢<5X,Y,Z> = 2e2¢(<VXY-+<grad¢,X>Y-&<grad¢,Y>X -

- <X,Y> grad¢,2>),

provando o que gqueriamos.

(1.2.4) Proposicdo. Sefam R e R 04 Zensones curvaturas de

Riemann com nela¢do @ g e g hrespectivamente, entdo

ﬁ(X,Y)Z = R(X,Y)Z + {B(Y,Z) + <Y,Z> <gradd,grad¢>}X -

~ {8(X,Z) +<X,Z> <grad¢,grad¢>}Y + <Y,Z>FX - <X,Z>FYy

>

onde B & a thans formacao bilinear simeirica de TM x TM em R

dada poxr

(1.2.5) B(X,Y) = Fess¢(X,Y) - <gracd,il> <gradd,Y> ,
T osatirdcz BON,Y) = <FX,Y> , Hess¢ e o hessdiano da {uncdao ¢

X
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e 4 [ : ‘e - .
na meirica g e X,Y,Z sap camposd em M.

Prova. Por definigac R(X,Y)Z = V. V.27 - V. V¥ v |

usando & proposigao (1.2.3) obtemos

R(X,Y)Z = R(X,¥)Z +{B(Y,Z) + <Y,Z> <gradd,grad¢>}X -
- {B(¥,2) + <X,2> <grad¢,grade>}Y + <Y,z>‘{vxgrad¢ -

- <grad¢,X> gradél - <X,Z>{VYgrad¢) - <Y,gradé¢> graddl.
Por outro lado,

<ngrad¢ - <grad¢,){$ grade,¥> = <Vng‘ad¢,Y>—<gmd¢,X'> <gradg,Y > =

= Hess¢ (X,Y) - <grad¢,X> <gradp,Y > =

= B(X,Y) = <FX,Y> ,

isto e,

v

'ngpadqo - <grad¢,X> gradd )

segue-se Qque : S

R(X,Y)Z

1

R(X,Y)7Z +'{B(Y,E) + <Y,2> <grad¢,gradp}X -

)

{B(X,Z) % <X,Z> <grad¢,grad¢>}y +

,<Y,Z>fX - <X,Z>FY

+

cue & o que gueriamos.

. .- fam Ric e nic 04 tensoches de Riced
(1.2.8) Proposigac. Sejam .

—  aps iensokch cunvatusas de Riemann R e R respec
com rnefagaod - ' ‘

tivamente, entao
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Rice(X,Y) = RiFCX,Yl “‘{CD‘QlBCX,Yl + (n-1)<X,Y><gradé,grad¢> +

+ <X,Y> trF}

3

onde tr¥ ¢ o trago da aplicagdo F e X,Y 440 campos em M.

Prova. Relembrando que Rie(X,Y) = tr:Z —R(X,Z)Y, e usando a

proposigao (1.2.4) temos que

Ric(X,Y)

tr:Z > R(X,2)Y = tr:2 + {R(X,2)Y +
+ [:B(Z,Y) + <Z,Y> <gradd,gradd> |X -
- [ B(X,Y) + <X,Y> <gradd,grad¢> |2  +

+ <Z,¥Y>FX - <X,Y>FZ}.
Pelo Lema (1.1.10) concluimos que

Ric(X,Y) = Ric(X,Y) - {(n-2)B(X,Y) + (n-1)<X,Y><gradd,gradé> +

<X,Y> trF}.

(1.2.7) Proposigéo. Sefjam Q e Q  as trans formacoes Lineares
simetnicas de TM #ais que, Ric(X3Y) = <QX,Y> e Ric(X,Y) =

<<Q¥,Y>>, “ontdo valem o0bs seguintes resultados

(i) e29G% = QX - (n-2)FX - {(n-1)<grad¢,grad¢> + trF}X

b

(i) e2¢§ =5 - {n(n;l) <gradd,grad¢> + 2(n-1)trF} ,

onde S e S represcntam as curvatuias escalares com relacgao

qos tensones curvaturch de Riecmann R e R hespectivamente e

X,Y sao camp0s Cm M.

2¢ . - - ' -
Droya. Como <<,>> = € <,> a proposigcao (1.2.6) nos @i
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29 5 S L=
e’ "<QZ,Y> = <<QX,¥>> = Ric(X,Y) = Ric(X,Y) - {(n-2)8(X,Y) +

+

(n-1)<X,y> <grad¢,gradé> + <X,Y> trF}

I

QX - (n-2)FX - [[(n-1) grad¢,gradé> + trF |X,Y > ,

ou seja,
20=
e QX = QX - (n-2)FX -{(n-1) <grad¢,gradd> + trF} X ,

provando (1).

(ii) Obtém-se diretamente calculando o trago de ambos os mem-

bros da equacao (i).

Provando O gque querl&emos.

(1.2.8) Proposigao- Se"z = e2¢g fon uma metnica flat, entdo

' . 4 i Sy
Hesso(X,Y) = <grad¢=x>.<grad¢,Y> -5 <gradd,gradd> <X,Y> +

5 L(X%,Y),

onde 1 & o tenson dado por .

<¥.Y>
1 JRic(X,Y) . Eshue

(n-2) l 2(n-1)

(1.2.9) L(X,Y) =

—.

e Y.y sao campos em M.
-]

¢ flat, Ric =

wnl

= 0, portanto dGas proposigoes

Prova. Como E

. s 1+ Secuinte cistiema:
(1-2.6_11) oytemCS O ecdlzﬂt_e 18tTeln
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(1.2 10) RJ.‘C(X;;Y),:(D"z)B(_X,Y)"}'(D“l)<grad¢;,gr\ad¢> .'<X"Y>‘ ‘_,_ +1F (X,Y>_
S<X,Y>f = n@-l)<gad¢,gad¢> <X,Y? + 2(1)—1) trF <X,Y>

Relembrando que B(X,Y) = Hess¢ (X,yY) - <grad¢,X> <grad¢,Y>, e

eliminando trF em (1,2.10) concluimos que

Hess¢(X,Y) = <grad¢,X> <grad¢,Ys> - % <gradd,gradd> <X,¥Y> +

+ L(X,Y),

comd queriamos.

(1.2.11) Proposigao. Sefa M uma variedade Riemanniana de di

mensac n > 2. Entdo o Zendor cuhvatuira conforme de Weyl ¢ in-

varianie por meiricas conformes.

L . s 4 ~ - 2
Prova. Sejam g e g métricas conformes em M,g = e ¢g, com

tensores curvaturas conforme de Weyl C e C. respectivanente,

devemos provar que C = C. Com efeito por definicio

<C(X,¥Y)Z,W>= <R(X,Y)Z,0 > - <Ric(X,Y)Z,W> +

(n-2)

5 8 <I(X,Y)Z,W>

(n-1)(n-2)

onde R. Ric e I denotam 0Os tensores curvaturas de R3
- \,

mni

Ricei e trivial respectivemente, e

o

& curvatura escalar com

relzcSo ao tensor R. Usando o rato que
- -1t

= 2d
<I(X,Y)Z,W> = e "<I(X,Y)Z,u>

roposiches (1.2.4),(1.2.8) e (1.2.7-ii) obtemos gue-
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<R(X,Y)IZ,W> + <X,W>B(Y,Z) - <Y,W> B(X,2) +

<Y,Z> B(X,W) - <X,Z> B(Y,W) - (<X,W><Y,2> =

<X,Z> <Y,W>)]gpad¢|2 o1 "{<Y,W> Rie(X,Z2) -
(n-2)

<Y ,Z> Ric()(;W) + <X,2> Ric(Y,W) - <X,W> Ric(Y,Z)
(n=2) [ <Y,W> B(X,2) - <Y,z> BOL,W) 4

<X,Z> B(Y,W) - <X,W> B(Y,Z) | -

2(n-1) |grads P [RX,2> <Y,W> - <X,W> <¥,2>_|

2 trF [[<X,Z> <Y,W> - <X,W> <Y,z> |}

1
(n-1)(n-2)

{S - nn-1) |grade|®~ -

2(n-1)tr F} <I(X,YIZ,W> ,

ou equivalentemente

<C(X,Y)Z,W>

n

<R(X,Y)Z,W> - <Ric(X,Y)Z,W> +
(n-2)
c
8 <I(X,NZ,W
(n-1) (n-2)

{<X,W> B(Y,2) - <¥,W> B(X,Z2) +<Y,Z2> B(X,W) -

1
(n-2)

{(n-2) [ <X,W>B(Y,2) =

<X,Z> B(Y,W)} -

oy > B(X,Z) 4 <Y,Z)>B(X,W) - <X,2> B(Y,W) ]
212 ey s
0 tp F <I(LTIZHN>- 2(z-1) | grece|” <T(N,Y)Z,W>)

1

2 ;o Y1
- <T(X,YIZ,W> = ————
c¢l S (5-1)(1.-2)

.=
grlc

{n(n—l)}grad¢|2 +

Scanned by CamScanner

R et



gonde concluimos que

ou seja,

C

+

C

<C(X,Y)Z,W> = <C(X,Y)Z,W>

bl

2-1)F ) < I(X,Y)Z,W>

como querlamos provar.

?

H

19
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2

VARIEDADES CONFORMEMENTE PLANAS

(2.1) Caracterizacao das Variedades Conformemente Planas.

(2.1.1) Definigao. Seja

<30 n com métrica

(localmente) se para cada ponto

de D

\Y
@ Yp

. n
um aberto Uu ¢ R,

\Y M->1R

c
b

¢

(2.1.2) Teorema. Seja M

n >4 e C

¢ cenformemente plana se ¢ soment

Supenhames gque o fensen

M

g. Dizemos que
e um difeomorfismo conforme

ou equilivalentemente,

€ uma fungao

for conformemente plana,

uma variedade Riemanniana de dimen

M & confonmemente plana

p de M existe uma vizinhan

de sobre

2¢

e By»

\Y
N D

g = onde

- - n
e g, € a métrica usual do K.

uma vaiicdade Riemanniana de dimensao

0 seu tensorn curvaifuia conforme de Weyl. Entao M

e 46 C = 0.

a proposigﬁo (1.2.11)

Prova. Se M
nos diz que C = 0. o
Para provarmos @ reciproca precisamos do seguinte lema:
(2.1.3) Lema. Seja M uma varicedade Riemanniana de dimeniao
‘nx 4 com metrica 8- Seja L o Zensoh sdmetriico em M da
do em (1.2.9), ou seia,
v
LEX, YD) = = J Rie(X,Y) S <X,¥>
(n-2) 2(n-1)

[P s = 1 Lo pe (! - -~
curvazuka cenfeame de Weyl C=0, entao
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a equagao.
(2.1.4) © < Vygradf,y> = B(X,Y) + L(X,Y)

possudl solugao, onde

BIX,Y) = <gradf,X> <gradf,y> - 1 <gradf,gradf> <X,Y>

e feC (M, R).

Prova do Lema. Conforme o apéndice a equagdo (2.1.4) possui

solucao se

(2.1.5) VU (B+L)(X,Y) - Vy(B+L)(Z,Y) = <R(X,2) gradf,Y>.

1]
o

Como C temos que

(2.1.6) R(X,Y)Z = L(X,2)Y - L(Y,2)X + <X,2>LY" - <Y,7z>LX,

onde L €& tal que

(2.1.7) . <LX,¥> = L(X,Y).

Adlicando a'seghnda identidade de Bianchi a (2.1.6),obtemos

(2.1.8) (VL) (2,Y) = (T7L) (X1

Derivando (2.1.4) obtemos

(2.-| .9) <VZvygrnadf:Y> + <ngr‘adf,VZY> = (VZB> ()::Y) +

5 (TLOLY) + {BTXY) 4 LVX,0) +

+ {B(X,9,¥) +  LQXA,V,Y)}
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(2.1.10)  <Vy¥ygradf,Y> - <Tyeradf, V,X> = (VBYOLY) + (T L)OLY)

semelhantemente obtemos

(2.1.11) <PV eradf,Y> - <Vygradf,Vy2> = (V,B)(Z,Y) + (VyL)(Z,Y).

portanto de (2.1.8),(2.1.10) e (2.1.11) segue-se que

<V, Vygradf - V.V, gradf,¥> + <Vygradf,[¥,ij> =

= (V,B)(X,Y) - (VyB)(Z,Y).

Como  <Vygradf, [X,2]> = <v. ,_—lgradf L obtemos

<V.V crad*

Yy E - V,Vggradf + Yy Zjopaaf Y> = (7,B)(X,Y) -

- (VXB)(Z,Y),

'_l
(0]
rt
o]
(02}

(V,B) (X,¥) - (v,B)(2,¥) = <R(A,Z)gradf,y> , _

orovando o ‘Lema.

Srova do Teorema. Seja ¢ uma solucao da eguagao (2.1:4), ob-

Servsmos gue ¢) satisfaz O Sseguinte:

1 -
(2.1.12) Heesd(X,Y) - <gradd,X> <grade,Y> + 5 <graddgredy><X,¥> =
= 1:(3,%7.
Relernk do cue £ cada €= (1.2.5) foi definida por
nelembran Jjue
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B(X,Y) =

temos queé

(2.1.13)

(2.1.

Hess¢(X,Y) - <grad¢ ,X> <gradd,¥Y>

12)

M1

>

equivalente 2

AL
B(X,Y) + 5 <gradd,gradd> YL, Y> = L(X,Y)

Consideremos agora a seguinte metrica em M

(2.1.14)

Afirmamos que

o
[=]

chbcr

S

e flat em M. Com efeito, sejam R e R os

tensores curvaturas de Riemann nas métricas g e g 7respectiva

rente. Pela proposicgac

Usando

(2.1.18)

<R(X,Y)Z,W>

(2.1.13

< R(

(1.2.4) sabemos que

<R(X,Y)Z,W> + <X,W> {B(Y,Z) +
<gradd,gradd> <Y,Z>) - <Y, W>{B(X,Z)+
<gradd,grad¢> <X,2>} + <Y,Z> B(X,W)-

<X,2> B(Y,W) = <R(X,Y)Z,W> +

|+

<X, W>{B(Y,Z2) + 5 <gradd,grado><Y,Z>}-
<y , W>{B(X,Z) +5 <gradd,grad¢><X,Z>}+
<y ,Z>{B(X,W) +5 <gradd,gradd><X,Ws>}-

<X,Z2>{B(Y,W) + 5 <gradd,grad¢><¥,W>}.

N N N

) em (2.1.15) obtemos

¥ Y)W =

2y =

<R(OYL,YIZ,W> + <X, W> L(Y,Z) _
<V,¥> L(X,Z) + <Y,Z> LOL,W) -

<X,7> L(Y,W)
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yas de  (2.1.8) segue-se

(2.1.17) RQLVIZLW> = <YW L(X,2) - <X,W> L(Y,2) +

+

<X,Z> LIY,W) - <Y,2> L(X,W).

Portanto de (2.1.18) e (2.1,17) concluimos que R = 0, is-

to e, g e flat como afirmamos, logo o teorema esta provado.

% ] T ~ [ . ] . . -
(2.1.18) Teorema. Seja M uma variedade Riemanniana de dimen

sac N >4  com metirdlca g. Entao as seguintes condigoes Aa.0
equivalentes.
(a) (M,g) e conformemente plLana

(b) C = 0, onde C € ¢ tenson curvatura confoame de Weyk

(e) Ko = 0, onde Ke ¢ a curvaitura seccional com relacao ao
Ztensch C.

(d) VvV peM, Kc‘ﬂél(p) e conéiaﬁée,ande T e a projecdao cano-
nica do 4ibrado Grassmanniano dos 2-planos em M.

(e) VpeM, e ¥ Aubebpa;o 4-dimensional W c TPM’ existe uma

constfante © = c(W) Ztal que para quaisquern duas secgoes

pLanas g4 e O, mutuamente peapendiculares genando W,

ifemos
K(ol) + K(OQ) = ¢ onde

s - o svatfusa Lon ( (
K(c.), i= 1,2, e a cuavaiuaa rece cnal Riemanndiana da

- 0.
Aeccao 32

e 'n e y M0 '
(£) v oeH, e v cucdrupla de vexeres chicgonal {§U82‘§>eu}

7
+ ¥

Kip # Koy %3 7 ¥

12 13

onde K 7 a cuwvatuid secedonal Ricraumdana do plano aerado pos
)1 L ~
iy .
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E-:e‘}'
{* ]
opva. a<b & : a
’2—1’9—}3 a V : O teO?ema u‘l‘z)' b —= ¢ e c = d sao
gbvias. Vamos provar que g = c. Com'efeito, suponhamos que

7 = k ~ . - . _ "
em P e M hc > onde Kk & umpa constante, entao a curvatura

scala laca ao t 5 =
escalar com relacao ao tensor ¢, SC em p, € dada por gc(p)_

= kn(n-1). Pelo corolario (1.1.12) SC = 0, como n(n-1) # 0
concluimos que k = 0, provando que d—>c.

-

(a) =(e) suponhamos que (M,g) €& conformemente pla-

na, assim dado. p € M, existe uma vizinhanca Vp de p tal
2 = - . "
que g - e ¢go, onde o € a metrica usual do ZRn e ¢ e
\Y
p
uma funcao real definida em Vp' Se R, e R denotam os tenso-

res curvaturas de Riemann com relacgao a go € g vrespectivamen

te, entao pela proposigao (1.2.4) obtemos

R(X,Y)Z {B(Y,2) + <Y,Z>, <gradé,gradd>,}X - {B(X,2) +

+

<X,Z>, <grad¢,grad¢>o}Y + <Y,Z>;FX - <X,Z>,FY

>

onde < , >, &€ o produto interno definido por g,. Consideremos

b 1 i erando W tai
{ej.e,,e ,e,} vetores ortonormais g tals que {e .e,)

gera 04 e'{eg,eu}.gera P entao'

{B(el,el) + 8(62’e2) +

=<
—
Q
N
|

A
s}
-
(]

l:ez)elaez>

<gradd,gradd>gl-

-t

Semelhantemente obTemos

L;,eL}) t <gradd,gradd>,l.”

s

I

8§
b
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o) + KoY = - 4 1
X(oy v i ‘1,2 e 1084 ) + 2<gradé, gradd>q
l-_.
\
como TrB 7 nao depende dos vetores ortonormais escolhidos,con
W
cluimos que X(o,) + K(o,) & uma constante que depende apenas

ge W, lcgo a=—>e.
E facil ver que (e==f), vamos concluir o teorema pro
vando gque f=—>d. Consideremos {el5 - ,en] um referencial

ortonormal arbitrario em um pontc p e M. E suficiente provar -

c 1°73

curvatura seccional com relacgao ao tensor C do planoc g=srado

mcs gue KC(el’e’z) = XK.(e,,e_.), onde Kc(ei,ejl) representa a

por '{e_: ,ej}. Com efeito, um calculo direto nos diz que

K (e ,e) = K - —— Kb B K * >
c'€12€2 12 (o2) 141 12 sz 2% (n-1)(n-2)
e

, n
Kolegzeg) = Ko g - (niZ) | igl i i§3 fai ' cn—lfcn-z)’
.onds  K.. representa a ;urvatura seccional Riemanniana do pla
no gerazi por {ei’ej] e § a curvatura escalar Riemanniana.

Yo, . - (Yo=K, ,) - (K - X, .) +
Kolegie,) - Kolega€g) 127713 (a-1) 13

n -,

- > (¥¢2 - hi3)

izl

ey niZi_ce K.. + Yog = ¥ag *Figs Tara 12 A, dsto &
ST~ 4 < - .
|- e ——

Scanned by CamScanner




27
Kio = K3 = K. - k.
sara i 2 4. Concluimos entdo que
KC(E]_DGZ) = Kc(el,eg) ,
provando O NOSSO teorema.

bserve que a parte (f) do teorema (2.1.18) d1mpli-

cz no seguinte corolario:

(2.1.19) Corolario. Toda vanriedade Riemanniana de dimensao

n > 54 com curvatuna constanie e conforamemente plana.
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diferenciavel M

sao conformemente plana se a métrica induzida torna

rie

k

na

-
o)

- BIPERSUPERFICIES CONFORMEMENTE PLANAS .

M UMA VARTEDADE CONFORMEMENTE PLANA

H Persuperficies Conformemente Planas

Tundemental
funhdemental

.1.1) Definicao. Uma imersdo X:M— MK ge uma variedade

€m uma variedade Riemanniana M & uma imer-

M  uma va

dade Riemanniana conformemente plana. Quando a codimensao -

= 1, dizemos que a

M & ume hipersuperficie conformemente pla

- =n+l
dge M .

-n+ . - . . L _
Seja X:Mn—+ Mn 1 uma 1mersao de uma variedade dife-

rencizvel M em uma variedzde Riemanniana M.Consideremos pPeEM

S

D
rencidvel normal unitario N ao longo da restrigdo de

—

Te

Ric . .o ot tma M, {com dimensac de M =
K"»\-'.'?":C'.un/_ana anéc,,n;&.h@.)./wﬁ PLU 5 i M

u umz vizinhanca de p, escolhamos em U um campo dife

XlueM
)

associada a segunda Iorma fundamental e kl,...k

M. Seja A, = A a aplicagao auto-adjunta do espaco tangen

0s auto-

1.2) Teorema. Sefa ¥ uma hipersuperdicie de uma varicdade
t = telrl'cln .

n>u)

T Lment e Nt
Enzde ¥ & conjosmemente plana (Localmente) se e somente s¢ g

- - hwma Aundamenial L '
rAiniz associoda @ segunda feima funcanm cor

0g

|4
.

\
Z -1

BN e ﬂagao

” ek 1 pesrudum auZcevalorn cenm nulziplicidade
armpe nohim s i
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Suponhamos que M

3

s
-
)

€ conformemente plana, seja PpeM e

—r
V4

.+,€,J Um rererencial ortonormal de T M

by
14}
V—
=)

tal que
i l l ) i: 1,...,]1. i

seja Kijy @ curvatura seccional Riemanniana de M do plano

Ldo 1 T ~ - B
gerado POT ‘ei’ej}’ entao a equagao de Gauss nos da

onde K{. representa a curvatura seccional Riemanniana de M.

Como M & conformemente plana temos da parte (f) do teorema

(2.1.3) que pera i,j,k e & distintos

(3.1.4) Koo o+ K = Koy o+ Koo

1] k$. JL
De (23.1.3) e (3.1.4) segue-se que
(3.1.5) Rij + Ky + Mgy sy = Kyt Kgp 7 A+ 2.

5 . N
Usando que M & conformemente plana em (3.1.5) obtemos

Q. ~ - . )\ OU. . . }
(u.l.O) Ai ,Q ] k |
= A usando (3.1.3) e (3.1,

Agsumamos due€ A 7£> 1.5)

Obtemos
= p) = p

(3.2.7) 2 ; .

2 E:"—:*Tléo o ;;y:aJ:_ar,to (nf)/(Lf(n—L‘) .T) v2zo5 COﬂClU{rlOS

epert &
e N = =3 .(p), prcvando &a primeira parte do
<z )1(:3) = }‘2(1_./) n-1
Tegra—z
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Reciprocament :
= ! e, se v :
TTe S8Ja p e M e {vl,...,vn} um vrefe-

~-encilal ortonormal d
pe e TPM tal que ocorra o seguinte:

:.1.8) Av. = AV. = ’
(“- 1 Vi 1= l,...n e Avn = MV, o,

com A DN&o necessariamente igual a p

Consideremes quatro vetores ortonormais ‘{el,eZ,en,eu}
3
em T,M, pela parte (f) do teorema (2.1.3) & suficiente

provarmos que

(3-1.9) X + = 4
12 K3L¥ K13 + }‘zq >
onde Kij representa a curvatura seccional Riemanniana do pla
no gerado por {e{,ej}. Com efeito, escrevamos
n
(3.1 .210) e. = I a..v R i= 1,...,41,
3 3=1 1] 7]
9 2 . 1= 1 e e d:-8yF.. . Fa. a =
Como L oajy = 1, 1= 15.-05 i1%k1 in-1%kmn-1
=1 - |
= -a. a bela ecuagio de Gauss obtemos
in kn?> - -
: 2 2 2
A = - T+ a._) - A
(3-1.11) Klj = K:I_j + Al ]J)(aln in 5
onée ¥ & a curvatura seccional Riemanniana da M. Mas. M é
1ce N . ~ -
iy L
conformemente plana, €ntac vale O Seguiite:
= 7 - K + Koy o
(3.1.312) R,, + Koy = Fi3 21

¢3,2.21) & (3.1.12), obtemos ague

I

mm—.—— - — ==
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(2.2) Hipersuperf

Tcies Cons : A . -
——:0fmemente Planas em Posicdo Geral

do ]Rrﬁl

2.2.1) Definicao. Ses VILES : . L -
(3 ¢ ja N uma variedade diferenciavel cone-

.a de dimensao MR n+l oo 3 '
xa de dim noe X:M —R . Dizemos que X €& uma hipexn

- -
supesfecie congeamenente plana em posigao geral do R se em

cada pontc P € M, os autovalores da segunda forma fundamental

AN’ relativa ao campo normal unitario N escolhido numa vizi-
nhanca UD de 1D, satisfazem

kl(p) = lle):...=An_l(p) = A(p) 20 e

A (p) = ulp) # A(p)

(3.2.2) Definic3o. Uma subvariedade umbilica I de uma varie-
dade Riemanniana M € dita uma csdera extransica se possul ve

dia paralelo na conexao normal.

(2.2.3) Obs: Segue-se Ga proposigao 7.5-pg-126- ‘E:LO]’ que quan
3.2. DS : g = o

+oda subvariedade umbilica

8 . - : - +tante
o M possul curvatura consta >

- ~+p»insica.

V de M & uma esfera extrinsi

Ura variedade Riemanniana M e dita fctal
Epes - - =

todas as curva

- __:_.- induzicda ce uma hipersuperficie
= N ~ = TmetTrilce =
£ clzro Qu= = n+l -
reral do I e 1ctzlrente
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9.5) Derinigao. Uma esfera extrinsica I de uma - variedade

(3 _

ﬁemanniana M e dite uma esfena geometnica se as curvaturas

cﬁccionais Rlemannianas de M gao longo de T sao constan-

ae posifivas em I,

L

(3.2.6) Teorema. Seja n > L. Uma condicdo necessaria e sufick
" uma vardiedade Ricemannd i te pla

ente pana Aemanndana M conformemente pLd

wa, totalmente nao-iscixopica, sen Localmente Amersa Lsomediis
camenie como uma hipersuperficie conformemente plana em pPodL=

e [ head ch ebd
cao geral do R e que M sefa Localmente folheada p 5

fenas geomeinicas de codimensdao um.

. . e - . foi
prova. Provaremos Dprimeiro que a condigao e necessaria.Com erel

+ B _ - . - .
toc, seja X:Mn-—é-ﬁgl'l uma hipersuperficie conformemente pla
2
n+l '
na em posicao geral do R , escolhamos em cada ponto P € M
1 za 3 i entaca N. Seja A. a
wma vizinhanca U, e uma orientagao local Sej N

=plicacio de T_M associada 3 segunda forma fundamental.Sejam
GA L & =4

D D 2s distribuigoes-locais associadas aos autovalores
e o 3

u ‘ -

A e u respectivamente, ou seja,

Avl s

1l
-
<
m
-]
=
>
—_‘/\
<
1

Dy,

pwl.

L)
M
%
=
>
5
il

dependem da orientagéo local . N,

neo
Como D e Dp
A igcao 2.3 3

< . em toda M. Pela propcsigao 2.3-pg-372 -
e Sl a2 £ 3 S N

&5 estao def1inida
- ~  ::r.ypencidvels e involutivas, e &l:im
11 D s D gao Glrer=
~ = _i u ) _ _ . _
' b . Z ronstente @o longo ae caca folha F,
Clgtn s me= 1 O 5 S X

d"‘-’} C auitlivasbv-
e =
¢ 1D,

L ————————
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-
Assim podemos €scolher

& .
oopdgnadas.locals (D1>U2=u3’

u,»*
" de cada ponto P €M tais 'que
os vetores coordenados V. = _9 ‘ D
1 du., © T = =z satisfazendo o

seguinte: *

AN(Vi) = )yi = - ﬁV.N
(3.2.7) *

e
ANCI\) = uT = - 6TN

onde V denota a conexdao candnica do R-TT

.

Se R representa o tensor curvatura de Riemann <:"io’]RnJrl

sabemos que

(3.2.8) R(T,V;)N= vV, V. N -V

v, T T Yy, ¥ =0
1 1
Como X # u usando (3.2.7) em (3.2.8), obiemos
V. ()
y =L
(3.2.9) 5 v, = - V. o+ T
T 1 A -1 A -
onde A' = T(A).
| 1 n+1l .
Consideremos a folha F, = M c R > sejam V sua co

tal relativa ao campo

. . 7 . matriz associada & segunda forma fun

incduzida e AE =7 -
. n+l

ncrmal £ de FX em R . Se-

-1

7y (3.2.8) e ¢a f6rmula de Weingaerten,obtemos
De (3-2' 2 v T

BRSSO
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r =
Vo N = -
SV Aglvd = -y
V, N'= - 3 4
Vi' N(Vi) + vvi N
(3.2 10) 9
E] _ (IA‘ O.V.(.’IJ)
Vi(uT) = — Vi + l\ + V.(a)| T
A= A-m *
_ _ |
L Vvi(OtT) = - AuT Vl + VV- (aT) s
5

donde concluimos que

(3.2.11) A (Vi) = )\Vi e

-— _ 0.)\'
AypVy) = == V. ,
) A—U

. = . . - . n+1 .
ou seja, P)\ e uma subvariedade umbilica do IR -, o teorema

8.6-pg-146- | 10_] , nos diz que F, & parte de uma (n-1)-esfe

A
: 2 . . n+l
a com curvatura B~, contida ‘em um hiperplano do TR . Leogo,

podemos determinar vetores oritonormais £ e g no plano ge

raco por {T,N} +tais que a matriz A associada a segunda for

“n+1 N .
T2 fundamental de F, no R satisraga:

. - - —|- E= " = .
(3.2.12y —— By V; = BV, e Ag—V; 0 s 35 d,...n-0
Escrevendo £ = a(aT) + BN e & = b(aT) - aN, obtemos

(e = ((o)/80-pdaT F (BN
(3.2.13) < g-L_ (3.!8)eT = ((>'e)/ B8(X-p))IN e
= bl
2 2.1/2
8_ _ ((;’2 cz)/(>\-p) + )\ ) 3
L = .
Comn .. +.= zo longo de F, segue-se ce
RRESTD NP g =0 congTanhiv== =
(> 2 3 (210270 4 o S. De (3."2.11) obtemos cue o
7 £13 cue o n

e
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(

que ©

spinsica. Por outro
cpil

Jo do vetor curvatura médaig
o la)) - -

constante em F

a de

35

H de P)\ em M e dadq P@r

[y (e |

> Como 2y . -
A : PA € uma subvariedade umbilica

H,

-ni b} ' -
inicao (3.2.2) Nos diz gue I-",)\ & uma esfera ex-

lad =
@do da equagdo de Gauss sabemos que

X K - 2
(3.2.15) Kig = Kis + @n2/Gm?
onde Kij representa a curvatura seccional de FA’ como K

i5°

=g de (3.2.13) e (3.2.15) concluimos que curvatura seccioc

- - 2 -
M ao longo de PX e A > 0, aque e uma constante po

sitiva, logo Fl € uma esfera geométrica. Provando que a -con-

dic3o do teorema € necessaria. Se M for completa o teorema

(1-v)-pg-08-, [ 09| diz que cada feclha também € completa.

Neira natural € exib

Provaremos, agora dque a condigcao e suficiente. Uma ma-

5 matriz A pera a segunda forma fun

‘_l-

d iy

c
=)

e verificar que A satiéfaz as condigoes do teorema
3 bt = Py

veja por exemplo O teorema

".1-pg-u7- [087] - IIv.

- e e M é localmente folheacda por esferas ge
Por hipotese, -

= escolhamos um referencial ortonor-

rices de codimensac um,

em um aberto U de M. Consid

=)
Bl N e =
a@daptado el,.--aeJ_1= n .
» 1} e K.. a curvatura seccional
JEm . . ) i
108 lzjgkpy g {1.2:_,.,1' J {
Rie - ongo do plano gerado por e-aej}. De
SET=rn s o . - T )
“32Niniana ae ]{, a0 4 E . . o
k. - = gcegunGa IOYIId runczmen-
nc‘tcvrr\ Y e 35-\Oc—add < =
mos por A, @ mETTE ifrio e . C
s en - =0 cempO ho:"mal unitario e . omo as
“l C foihz com relagid & -

Scanned by CamScanner



36

: - a c T . -
onde Y € um onstante ao leongo de cada féolha e I'é a (n-1)-
:niz identicade. S e - .
patriz 1den Alem disto, K, e uma constante positiva
.o longo de cada folha, digamos K.. = 12 A £ 0
a i3 ) .

Portanto, um candidato natural para a matriz A asso-
ciada 2 segunda forma fundamental no referencial R LR
e sera a seguinte:

n

]

> W
A
(3.2.17) - A = .
A

L v
onde X = ’/Kij e u sera determinado.
(3.2.18) Lema. Seja K;, @ curvatuna sccedonal Riemanndiana

. o by .. —
de ¥ ao £cngo do plano genado poi {'i’en} Entao, Kin nao

depende de 1.

,j,k e n indice distintos. Como M &

S0

rcva do Lema. SeJam

h

conformemente plana pela parte (f) do tecrema (2.1.3),obte-

b

mos

+ ¥ = K + Koo = K. K
S kn J= = 2
°% eguivalentemente, |
- = 3 - K ) K - K = Kis - K
Li, - Kij “kn BES Jn o +J K
k :
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= K. - K = {
1in ik ]\jn - Kjk >
isto &, K. - K., K.. - ~ '
.1n 13 Uiy Kik e Kin = Kik nao dependem
de (1), consequentemente K.

i, Thao depende de (i), provando

e A a matriz dada

3.2.19) 1 ) 5 L ~ -
(3.2.18) Lema. A  sazisfaz as equagoes de Gauss e Codazzi.

Frova. Primeiro verificaremos a equagao de Gauss, a saber:

onde <, > determina o produto interno definido pela mé<rica
g ds& M. Pela escolha da matriz A no referencial e

e pela definicao de p esta equagao e trivialmente satisfeita.

<

Fortanio, resta—-nos provarmos as equagoes de Codazzi, ou seja,

I

| l( (veh_xA)ei (VeiA)ej
(3.2.21) T
l

(Ve_A)en (Ve A)ej
3 . n

enta a conexao Riemanniana da M.

vovermos (3.2.21) precisaremos do Lema seguin-

te
(3.5 525 fpame ceia L o tenscr em M dedo pon
- vy
e 23— dmiconm -se L
—hle (:_,._2) ( 2(]7_1)
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nde Ric e S representam o tensor de Riceci e a curvatura i

ol . ) - |
escalar COm ?EIaQaO ao tensor curvatura de Riemann. Entao . L |
Sa‘{_iSfaZ

. _ ) ¥
(a) LCei,ej) =, 0 se i # J |
|
(b)) Lle.,e ) = 0 |
5l 7 :
(c) L(e..,e.) = 12/2 : 4
Lt |

(d) Lle ,e ) = Ap - A°/2
n n

prova. (a) Por hipotese M €& conformemente plana, entao © |

treorema (2.1.2) nos da que E

) 1!
(3.2.23) <R(X,Y)Z,W> = L(X,Z2) <Y,W> - L(Y,Z) <X,W> + w

+ L(Y,W) <X,Z> - L(X,W) <Y,Z>.

Como M & folheada por esferas geometricas, pela pro- f

_ 3. 4-pg-BL- rolj e da equagao de Gauss, obtemos que
posicgao «HT L

A o
(3.2.24) <R(ei’ek)ej1?k ,

- : N - 'e k:l)._.,n_l-

= (3.2.23) e (3.2.24), obtemos
Lesim das equacgoes {
L
p ) > <R(e.,e de.,e > |
‘ c e = . < = fi
= z <P\(C':e . s l’ n 3 n |
1 . e.)— 1 S J 3 :
RlC(ela j ae . ‘
I
il
1 1 |
1(e..e.) = Ric(e. ,e.) , |
- - J (71—2) !
R |
y  ccncluimos que rlc(e_,ej) = 0, e con-
se i # 3, como D 2 j al _ |
-.) = 0, cu2 e & parte (2) do Lema. ;
b ¢ . 2. - A - =
ssguentenznte Lie; % I
1
] 1
—— e ——_ ol
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(b) Como A e. = -
SN Veﬁen

= Yej, onde Yy & constante
ao longo de cada folha, obtemos que

- .2 _ _ e
Tk ® i ®n T Ve; Ve n ? V[_?i:ek_'—_l n

- ‘l:elvek] - A- [eijekj =0 5

Ri . = =
C(el:en) )} <RCei,eS)en,eS> 0

provando a parte (b) do Lema.

J

(c) Para a

ke

sarte (c) precisamos calcular a curvatu-

ra esczlar, um calculo utilizando a definigao nos da que:

Lné2)12 + A

Ric(ei,ei)

(n-1)2An . s

i

RiC(en'a en)

portanto a curvatura escalar S sera dada por

n n-1 )
S = 2 RiC(eS:eS): ;§1 Ric(e ,e.) + Rlc(en,en)
s=1 ==
2
= (n-){(n-2)2" + 2xp}l.
=_.7~ gefinigzo de 1L, obtemos
S <ejse.> !
1 2 -
i(e..,e.) = ——— R¢c(ei,ei) —e F =
b R (n-2) L 2(n-1) i
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= | . il O 2
Y (n-2)32 & 3y - D [0-2227 4 zxp:]v
; 2(n-1)
— .

s parte (d)  segue-se semelhantemente, logo o Lema estd prova

Provaremos agora, as equagdes de Codazzi, sejam Vv e

H

w definidos po

v = (V_ Ade. - (V_ Ae. s
. i e.
J 1
w = (V. Ade - (V_ Ae. .
e. n e
3 n
Observemos que € suficiente provarmos que v=0 e w=0. Com
efeito. como A e. = Ye, = -V_ e , obtemos que
- e :| :] e. n
n ]
= <e..-V_e > = <e.,e.>
<V, e;-e.> e e;®n Y<egoes ,

assim a egq- componente de v sera dada por

<v,es> = B, =g L -
= <[e e-‘—]:AE>_}“<]_e :e-j, e.>
= ] 2 ] S - S ’
Pols Le. = e e ei(k) = 0.
il
<= c -
~ = Dar e v =« 5] s -
Logo gi,Ee> = 0 2RSS > >N, 1sto e, v=0.
Re ermos cue v = U Coservemss que‘a €gTcomponente
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¢.8>-=<ﬁV8+e.4' = - .+
Wi€e ) ej n ]Lp)en A Vengj enﬁl)e]

<V_ e ,e > = <V_ e.,e.> =0,
73 ®n 373
< =
ve. en )en> U<Ve enben> >
J y
= - = y<e..,e, >
<Ve_ = ,ek> <Ve. ERL > Y ej, K s
] ]
portanitc as ,k—componente e e_-componente de W serao res-
pectivamente
(2.2.25) <w,e > = (y(a=-u) - en(l))éjk
= - - < e..e_ >
(1327289 <w,e > = ej(u) (A-w) <Ve €452,

De (2.1.8) sabemos Que o tensor L do Lema (3.2.22) satis

[\
N
fu

seguinte equagao-

(3.2.27) (vyL)(Y,Z) = (VYL)(X,Z).

Ta equagzo (3.2.27) faganos = = €n Y =12 = e;. ¢ obtemos
Cue

(2.2.28) e (Lle.,e ) = ZL(Ve ;e ) - L(Ve e ph) _
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Uma simples computagao utilizando (3.2,23) nos ds
5.2.29) 2L(V e.,e.) = -
tS Sm # 5’ 1) L(Ve:.L ei’en) - L(Vei en,ei) =
:,<Ve.:.L & 2847 (L(en)en) - L(ei,ei)),

logo, do Lema (3.2.22) e da equacdo (3.2.28) segue-se gue

X(en(k) - y(-w)) = o0 ,

como A # 0 temos que en(A) - y(A-p) = 0, isto e

ponente de W €& zero.

Semelhantemente, na equagao (3.2.27) fagamos }I:Z:en

e X::ei para obtermos

(3.2.30) ei(LCen,en)) = kvenei,en>(L(ei,ei) - L(en,en))’

como e.(d) =0 e 2 # 0, o Lema (3.2.22) aplicado a esta
mo ey (

equacao nos Ga que ej(u) - O-w<Ve, ey,8,> = 0, ou seja, a

zero, portanto w = 0, provando o teo-

en—componente de w €

rema.

s 2.31) Obs: Se ume variedade Riemanniana M for folheada por

esferas recmetiricas € satisfaz o Lema (3.2.18), a parte (£
esieras gec 1
o & (2.1.18) implica que M e conformemente plana.
€O Tacrema . imE
3.2 se K... > cCc, ¢ s
(2.2.22) QObs: No teorema (3.2.6), i3 , CER, e =TI
oo = er~zo feazendo
SN, =5 .. Sy = -_._iC_;_g._,..D:
SYmCS 2 OuTraE eV
B /_V.———_:—E— e po= (K - o)/
A= b ,\ij
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- matriz A, obtemos
ne ' ' Que M pode ser localmente imersa isome
N +- | . —
+picamente em M“ l(c)'

No que se se '
- g . ™
gue daremos uma descrigdo completa de uma

J =11 NnEI RS ~
hipersupériicie conformemente Plana em posicio geral do IFD+1
N b
4, veremos ' .
n>u, Que ela descreve um involucro de uma familia a

um-parémeiro de esferas.

(3.2.33) Sejam I = it _ _ _ -
. um intervelo real, c:IS R + R 1 uma cur
- n+1 -
'a imersa . T -~ . .
va 1mersa no IR € r:I1S R >R uma funcido real diferenci

avel e positiva tal que

e ()] < |le'o)]] , v teT.
Sejam A, R : I - R dadcs por
Alt) = v(t) r'(£)/ {le' ()]
R(t) = (i) (1 - 1 ()27 Hc'(t)H)JJz .
Para cada t €. I, consideremos o hiperplano afim H,
o L
éo _Rn+1 ortogonal a c'(t) e passan_do por alt) = c(t) -
A(L) e'(%). Em H, tomemos uma (nfl)fesfera 22—1 com raio
R(t) e centro a(t). Quando t percorre todo o intervalo I,

ph=] - un & o conjunto im - s S

& T descreve um conjunto que € O J agem da aplica-

z n-1 __, gitd dada por

Geo y: L x 8 =R P

n , - = R(tYO(t,p) = c(t) - A(+ V(=

(3.2.34) y(t,p) = el¥) + RILIOLT, Pomattet () 4
Cor B8

< n-1

e I D E S s

e e e
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e s1 oz uma (n-1)
nde TLtJ=est itari 1
B ‘ slepa Unitaria fixa no 2Rn+l e

n+1
01 x ST T — R ¢ icags :
) ) e qualquey aplicacao diferenciavel,tal que,

> %4  uma imers3o de s"! en ®wOHL que

<¢. s c'(t)s = 0

1
(o]

bservemOS que qual e : . .
ths ‘ = -U8Lquer ¢ satisfazendo as condigdes anterio-

res, & 1magem de y permaneceri a mesma. Alem disto, € facil

ver gqueé S€ TUQErmos o parametro + para s =-5(t) (com ds/dt

# 0), entao a condigdo o' lc'll e o conjunto imagem de vy

nao serac modificados.

(3.2.35) Teorema. Supcnhamos que y dada por (3.2.34) & uma
hipernsupenficie imersa. Entao y e uma hipersupesficie confon
R . n+l. . = +
memente pfana em posdgcac geral de TR . Recdprocamente, Zoda
hipersupenqicie confcramemente plana em posdigao gerafl X - Mo
L, & , n >4, ¢ Localmente da foama y, alem dis*o, se M ¢

cilentavel, A(M) esta contida na imagem de uma h&panAupenéi

cle da fcrama Y.

Préva Vamos provar que Yy dada em (3.2.3%) & uma hipersu-

3 n+1
perficis conformemente plana em posigao geral do TR -, Com
- T+ .

efeito, como <¢ ,c'> = 0, obtemos gque

S 2
(3.4_35) <y - ¢, Y ~© c = r .

e T nai (U, 30«31 T . n-1

Tsooitzes coordenacas OF togcnals 1° s8s_ g para S e
Cens rmmme (3 2 35) em relzgac a C e U. , l= 1:--.,n-1 pa
T'a cbhbiermos
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=
" A Yy
(3 2.07) < %¥ - ¢! ) y - ¢c> = ! e
(3.2.38) < a:.tl- s Y - c> =0,
a,
l
Como <y — ¢, ¢'> = - pp' | (3,2.37) implica que |
EAY
(3.2.39) <¥f s ¥y - c> = 0. I

Portanto de (3.2.38) e (3.2.33) obtemos que o vetor unita-

rio N dado por

3.2.40) - v - ¢ = 1N 5

. e um referencial ortonor-
Se]a elsez,...,en_l,enaen+l

_l B
~ 2 || d l iz 1,...,n71, e, € .4 = N
©i 7 Bu; il Aui | 1.
-1 I

fu

e el = n

- e aas ortogonals da esfera unitaria S .

onde u. Sao coor't= |
I 3 |
éa 5 segunda forma fundamen-

Ul

PN ocia
matriz ass
- A a r

N o i — -
normal unitadrio N. Como y - n

i

- Se

] Fus Sz
=t mpo ouy g
tal com relagao ao C=w |
segue-se que
i= ...,n-1
pled = Fo 0 T
= i S g
Gl
(3.2 2y Yy & uma hipersuperilcie conIorme-
3.L.2
‘oo Ded ~egCrema ~ |
=Cgo peAO ¢ -1 2 ¢ como =utovealor de AN e mul
A = - T r
N
nznte plana COM ~ ] 1 e
mENLE Fes 1) or hipotese He'|l > | '], ent3o ‘
- > (n—-47- -
tiplicidea® }

Scanned b CamScanner



(3.
= pen

oerflcie

conformemente plana em posicao geral do

46

2.43)

jmostra que o autoyalor p dado Dpor

satisfaz A #

¥, portanto y € uma .hipersu-

n+1

R, pro-

vando & primelra parte do teorema.

Reciproceamente,

cie conformemente plana em posicao

escolhamos uma
coordenadas co
teja definido

u tal que

que c = c(t)

|9

asSsim e

(3.2.41)

(3.2.L2) @'

pols

& uma fungao

seja X :Mn—4+jmn+l uma hiperSHPEPfi

geral do R, pado p € M
vizinhanca UD de p, tal que o sistema de
nsiderado na demonstragao do teorema (3.2.6) es
em u,- Escolhamos também uma orientagao N em
A < 0. Seja ¢ definida em UP por
( W ) =X+t
c ula‘ L, I - .
— _1 o
A i = - . = 't S
VV.X A VV.h Vl V:L 0 em Up’ emo
1 a1l
9 (L) = -1 J.(X) =0
apenas. Seja r(t) = - A , mnas \i = s -

Por outro lado, de

positiva de t.

obtemos

' = }L )\_ - ' J
X _ ALy 42 TN =,(“)T2 A' N
ot 32 A 3
T e VTN = }JT.
;lT}] = a—l segue—-se que
]
- -2 2
HC"!z” (’n-p)" o by +  |r'] R
T ! se e somente se A A D Assim  a
i HE
sztisfazem as condigoes impostas em
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A da-
Por outro lado, o vetor E B _A oT + a N
' B(n-n)
go em (3.2.13) '8 ortogonal a c', isto €&,
<(:', E> = 0.
Como o raio da esfera que contém FA ¢ dado por
2 1
12 1/ (r") /7
(3.2.1u4) 1 Me 27072 _ rl‘”"ﬁ ;
B (A-m)? L 1R

onde F,y & a folha da folheacac dada no teorema (3.2.5). De
(3.2.4%) & distancia de c(t) ao centro da esfera que contem

T, e lrr' |/ |lc'll , assim a restricio de X a U e obtida
A .

dge c(t) e r(t) precisamente como em (3.2.33), pois a distan

iz d c(t) a oal(t) em (3.2.33) € igual a (Jre' 127 et
cia de

& localmente da forma (3.2.34).

Agora se X for orientavel (3.2.41) dimplica que a

(t+) e a fungao r(t) estao definidas em toda M. Co-
curva C _ ‘

ngicoes c'(t) #0 e |let (D) > |r'¢t)| n3o deperdem
mo as condilg 3

podemos considerar c¢ Dparametrizada pelo com )

)

do parar

metro T,

=rco, obtemos uma superficie vy, tal que, localmen
- 2>

cf
0
(a1
m

Dri

H

SN

e X esta contida na imagem de y. O mesmo racio
O - ——

m
o
3

Te a ima

T3 ] g1oba1mentejboftanto concluimos a prova do teorema.
cinio vale g == +

n—1
Comeidenemos agora (t.p) ¢ I xS , escolhamecs (ul,
oracac ortogonels numa vizinhanca vV d
u2= .5 U_ 1) Coord-uaﬁa - ne D &
1.7 =
~ 2 '\9 abz i ]
sr_l (2.2 zp) e (2.2.3 ) sabsmos aque
T £ S
-\.—V -C > - O -
ay -)7 & > = O . <—TE- 2 I - e } = @ O .
< A
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- ey + i : n_]. - . .
zntao  (t,p) € T x 8 € Um ponto singular para y se e SO
- = ‘ ' .
mente se y 0. Consequentemente temos a seguinte propesigao :
2. 2.4 Tro o= i .
(3.2.45) Froposigao. Seja v  dada enm (3.2.34).Um ponto (t,p)
- n-1 - . .
e I x5 ¢ sangular pata y se e somente se as condigies 4
guinies 5a0 datisfeifas:
- 1 :
(a) 1 —A1 = _— {R<¢,C'> +A<C|:Cll>}
el
(D) R! = A <M , b > .
f {acif vexn gue a condicao (a) LimplLica (b), e se A E O

(i.é., se ' # 0) elas sao equivalfentes. Alem disto (a) pode

2

sen eschdLfa como
- r - rr!' + A <C',C"> =R<¢,C">.

(3.2.u86) e

o ot <+ 3 an
rocva. Seja (ul,...,un_l,L) um sistema de coordenadas tal

y = c - Ac!' + R¢
obtemos que
[ y’ = (1 - A'")c! = Ac" + Rd' 4+ R!¢
)
(z.2.4 : .
S | sy . g 28 i= 1,...,n-1
t E.Jl G"Ji
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> <¢5¢> = 1 e <¢,c'> = 0, obtemos
09
2 _L;B) < > = a
(3.2 au; > ¢ 0 e < ai) , > =0,
pois C depende apenas de t‘. Como <_§>’_ ,y'> =0 de
- Jus
i
(3.2.47) e (3.2.48) obtemos que-
(3.2.49) <Ro' - Ac" 3¢ > = 0 3= 1 n-1
3 -aui s -3 LY b
entao Ro' - Ac" € ortogonal a aau? vi, logo
i
R¢' - Ac" = a,¢ + a,c’ >

—-

onde a; e a, sdao escalares. Uma simples computagao nos da que

1
| ”2

v
"

- A <¢ ,c"> e a, = <-R¢ - Ac',c" > - H
c

Portanto conclulmosS que

- AT R<¢ ,c"> o AR < g 1
1 p— i -— P S SRR f—
(3.2.50) Y == 1 'IIQ H C‘HQ
\ el
1
+ (R'- A<c",¢>)0 |
= ' .mente Seé
iozo, y' = 0 se e Scmelit
i o g 1 n
1 - = r<e.,Cc > + L <c c''s
(1 - &) = 77 »e>}
el
e
1 = £ <" ¢ >

(.
v

Scanned by CamScanner



50

jsto &, ocerrem  (a) e (p)

Calculando as dep;
eriv ]
v adas de R e A obtemos respectiva-

manfe
(3.2.51) RR' = A(Hc‘[lz - en? - rr'" + A<c', c" >) e
(3.2.52) (L-A") HC1H2 -

HC'HQ‘ (r)? = ot 4 2A <c',e" > .

Donde obtemos que

RR' = A {(1-a" ||c'||? - A& <c',c"s)

>

porianto, se ocorre (a), ou seja, (l—A')HcfH2 = R<$,c"> +

+ A<c',e">, concluimos que
RR' = AR<¢ ,c" >

ocorre (b). Suponhamos agora que A0 e R's 4<¢,c">,

assim de (3.2.51) +temos que

et |l - D7

y " _
- rr" + A<c »C > - R<¢:C”,> D

e de (3.2.52) concluimos que

(l—A1) HC"HZ = R<¢’:C”> i A<C!;C"> b
prc‘vapdo que OCOT—r’e (a)
|2 2
I e’ = ! — "
Como (2 -2 ”Cl'i - !JC 1 (") e + 2A<c',c’l>:
e all <
pode ser escrita da seguinte _
“Seuense S imente que (30 P g te ma
fezgue-se facilmente &
feirg:

L —— e ——
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~
[F%]
.

2
o 1 2
.DQ) ”C “ — (_P]) - rrn A<C’,C"> = R<d.oM>.

Resta-nos provar E a
t PrOvVarmos que ag condigoes (a) e (b) nao de

D"l = g F=) 3 -
Trovaremos (a); (b) seguir-se-a se

€feito, seja s=s(t) (com de/dt # 0,
c(t) = c(s()) e »(t) = B(s(t)). Observemos que R(t)= R(S())

A(s(t)). Como

[pv]
>
—~~

rt
o
1]

.
(1 - A") = ———— {R <¢,e"> + A<c',e">) ,

obtemos aque

2
A ’ Beq is -, d s -
- ‘,(S) d S = 1 . l R(d') C” _(C__‘:__)Z + C' St
T - L‘,'(C) + - . = & =0 5 = .‘—2
- . it K = at
(%%) at | ] (2
- 2
L ; is | 2 -, @°s
£ ~y OS5 =n (GS + B! > ,
= c = 5
e 3 ) at .
(ds) at at
c
T ' A
donde, concluimos Que
boug ™ (= o ~n
1l - [R «¢,c> * A<c',c">} R
(1- A = — R
B I el
- saremetrizacbes de c e r, logo
o (a) nao Gepende ga= &
a seja. 1 =
- %) -L,-—da
2 propcsigao esta prove
do teorsma (3.2.25) com a pro
nimelil e parte €O -
- —rime I -
(3.2.54) obs: & ¥ > —~~1z ccnstrulrmos exemples
' st Ces zale cn &
o gEY USeMeEs S
neioTo (z.72.u5) PUSET o }
peshieRe {92 . omte Dlana. TOT exerplo, se ¢ &
. . :_T = CCT::.J,_,., L ) o N
Ge higersupsritts o ornim o &, obtemos ume
n C 2~
p— a(t)
137
Ume meta, 2 CU
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(=]

DE

-
pre

g
4

superficie de vrotacio 3
: ¢ao. Se T e uma constante peqguena ob

temos um tubo ao longo de c.

Existe uma classjifs = . .
‘ assificacao para hipersuperficie conforme

_ — -i"'““ n+l |

~znte plana no R > - s =
mente I > 7 2 %, dada por Xulkarni,R.em [ 5| e
independentemente por

Nishikawa, S. e Maeda,Y. em [[77]. Esta clas

e localmente uma hipersuperficie conforme-

S T =~ 3
21 Dizia ad by . »
menLe Pos R >» N 2L, €& ou um tubo, ou uma hipersu-

™0 = - s -~ . N
de rotagao ou uma hipersuperficie plana. A seguir da

remos Um contra exemplo para tal classificagdo.

(3.2.55) Contra-Exemplo. Seja (xl,...,xn) coordenadas carte

—4

sianas no IR, Xo plano X3 %5 escolhamos um circulo c(s)
centrado na origem e com raio L > 1. Supcnhamos cue [[c'(s)]l=1
e seja r»: R—IR definida por
=5 :
r{(s) = B sen(s/L) + 1

— . S " 1 1
onée B & um real maior do que 1. E claro que el > | r'].
Afivmemos cue se L €& suficientemente grande, a hipersuperfi-

- 3 5 uma hipersuperficie compacta con-
cie y déada em (3.2. 4) €& uma hip P D

formemente plana mcrgulhada, que n3o & um tubo nem uma hipersu
L O 1ENTC > -

Al
.terficie de rotagéo-

. - iciente provarmos que
Fela proposigao

L e - rrt £ Reg s>
2y1/2
. = (x»")7) .
Y =, onée R =17l
2 " 5 oy =
7 - (r'(s)) - r(sir"(s) , um calculo sip
Szja h(g) = < - -
pies nes &2 que
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his) = 1 - g=2 -2 .
$ 1 B L " cos2s/L) + g71 172 sen(s/L),

e alem disto h(s) pertence 80 intervalo I dado por

3 =3 9 —
5 L 7, 1+ 872 L7%p4 L |

Calculando o valor maxi . . _
IeXxdlMo de R no intervalo LO’QﬁLj , Vemos

que ocorre em s= mL/2, cujo valor & dado por (B +1)/8 1. Por

outro lado,

l<¢se™] < loll fe <t |
logo, o valor de . R<¢,c"> pertencerd ao intervalo J dado
por
= =il — =
g= T-8tutees o, 87t LT

Finalmente obtemos que se L & suficientemente zgrande, os in-

tervalecs I e J nao se 1lnterceptam, ou_seja, nao ocorre Singu

laridades para vy, provando nossa afirmagao.
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(1.1) Condicoes de Inte N L
cegrabilidade para uma Forma Bilinear

0 objeti t = ndi - N .~
jetivo deste apéndice & estudarmos condigoes necess

=]

- . e s
sirias e suficlentes, sobre uma forma bilinear B, que DO5E&

nos garantir & existéncia de uma fungao £ tal que

nas o £ 3indica o hessiano da funcdo f. UMais precisamen-—
oniae nesSSsSt

te pretendemos solucionar
(4.1.1) <Yy cradf, Y> = BONLY)
forma simétrica cobre M e X,Y Ssao Canbpes

o 2 Gigao necessaria e suficien-
ir nos da con
O Lema a Se€gbv-~
, - = p.1.1)-
te sara & solugao ge (%
Loy M — R wma joxama bilineaxn AL~
= : Jp
(1.1.2) Lema. S¢J¢ z
viteicq. Eniao ‘
- <‘T-Z:Y>
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(4.1.3) (VB LYY = (Ve BY(W,Y) = <R(X,WZ,Y >

3

onde R & O tensor curvatura Riemanniano de M e X,Y,Z,W

3o campos de vetores tangentes M.

[VIR}

Prova. A CONdigao e necessaria.Com efeito, assumamos que

.- —

(.1.4) B(X,Y) = <V, Z,Y>

~~
=
|_1
o
Ly
=
w
N
v
v
M
<
p—
[

<V. . V.,Z.,¥Y> + <VXZ’V

WYX >

W

WB(X,Y) (7,,B)(X,¥) + BCVL,Y) + BOLVY) =

(va)(X,Y) + <VY Z,VWX> . <VXZ,VWY> s

logo obtemos em (L4.1.5) que

(1.1.6) <VWVXZ’Y> = (VWB)(X,Y) + VL, VXS
Semelhanteémente obtemos
(4,373 <VXVHZ’V> = (VXB)(W,Y) + <VYZ,VXW>
Sybtwzince (4.1.7) ©€ (4.2.6) S 1SS
(s.1.8) <v, wZ- v.),?:.,'.Z,"_-’> + <v_iz,.::f:,x-:"_;> = (T.2)LY) - (VXB_)('\-::},)_ :
| — ———ee——
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Como R e simetrica

B(Y,[X,W]) = BOX,W] v

?

7.0y =
<SVeZ, [ X,W]> = <Y’V[X,W—l z > ;

portantoc de (L.1.8) em (u.1.8)

concluimos que

<SROLWIZLY > = (VBY(OXL,Y) - (VyB) (W, Y) .

Reciprocamente, assumamos que ocorre (4.1.3). Seja A o ope-

rador simétrico tal que

(1,1.10) <A¥Y.,Y> = B(X.Y).
Consideremos um sistema de coordenadas (xl,.__,x ) definido
. . -+ > - B
Numa vizinhanca UD de um ponto p € M e sejam xl__ =,
B i

1= 1,...,n. '

w

0
e
[8)]

|-
‘__l

.‘
r
'
-
)
)
Rby
N
1
<
™~

 — s —
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n
? AX . = - n
1 k=1 k=1
resenvolvendo (4.1.192) Obtemos
n .
b.1.13) r (X.(a )X + oy - 1

ou equivalentemente

9, n
o (XiCa )X +a ¥ ¥ %y -
k=1 J XK'k Kogsy 3k 72
A Ultimz expressdo implica que
3 z X yx 3
r X.(a,) + T a,.rTl. = p)
isto &,
g 2 _ A
(4.1.11) Xj(aQ) - ’El g sk 7 B4p
POr outro lado
= v, AX. -V AX
(V, 2)(X.) - (Vy £) (%) Yo 3 £
3, ¥y X! ]
~Tmo I'“};;’ij = 0 = =5
(,4,'\ 2l 7 LY. . —
_E) »XSI— :]

57

Jk Xk

Ajk Xk >

g A.. X

-1 Jk Tk

Bag X,

+ A[X ij R

ner



n
. -V AYX = V.. Cz A n
vy AR X8 X e X)) = vl
] L sz Js S . 2 A X ) =
2 3 s=1 s T's
n
= Z {(X_ (A, )
TS = ¥
s=1 = j(ARS))Xs i
+ (A. V. X _
X A
3 XpTs T o fyg Vy o X9,

10g0 s (4.1.15) nos 43 que
) n
4.1.16) (VX.A)(XQ) - (VX AY(X.) = ¢ {(X (a. ) -

J 1 ] s=1 L 53

- X'(F‘Qs))_xs + (A SVXQXS - Ajls vXsz)}
usando (4.1.2%) em (4.1.16) -obtemos
(L.1.1 Y - s (L) = s X
1.17) (VX-A)(J.Q) (VX })(YJ) R(XJ,XQ)Z +
3 L
3 X X.(a_ )X
' 551 (ijﬂ(a‘s> T3 s s
Usando as hipSéteses em (4.1.17) vem gue )
(4.1.18) X Hgla ) = B Nsla ) =0 v s =1,...,n.
J o
L:s-_v—, S2ndo exicte um CEmTO 7 tel cue
<\ :=-> = E(> l’)

; U8 coneiul =z Trove ¢° 1ELE

‘el
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A existencia de uma funcio f

» -~ tal que, Hessf = B,

cogue-se do lema (4.1.19).

(4.1.18) Lema. Sefd- Z um campo tangente & M iaf que

<\7XZ )Y> =) ‘<VYZ’X>

paia quaLdguer que sejam  X,Y Langentes a M. Entdo exisite una

jungcao £ tal que (Localmente),

ghadf = 12

onde grad dAndica o gradiente de f na metrhica g da M.

‘rove. Seja p e M e (xl,...,xn) um sistema de coordecnadas
5 3 ” -
tal que { = ,---s=— } e um referencial ortogonal em T_M.
OXN‘ 'c):xn D
fagamos X, = 9/ 3, , i= 1,...,n. Sejam a),...,a  as co-
ordenadas de 7Z no referencial {Xy5--.5% ), isto e,
n
7 = z a. X.
. il
i=1
Usow = _ .
vSando as hipGteses obtemes
n n
= Y(e.)X. +
< , b e v Y,y> o= < T (Wl v alvoX ) s,
:Z (M(a 0¥, + &;Vyhy/s el ol Y >
1=1 = =
Tazendo v -y e Y = X, mesta Gltize fgualcade obiemos
3 <
n
(L4 . n Y s+ T e.<V, X..M.> =
.1 T y.(a: )Xty o 1 R CRFR
?0) < :, >,j i 4 i=3 :] uy
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n n
= <z (a.)X., {.> + bX a. <vy X..X.>
1=1 Xk - 1" 3 Coi=1 al Xk 12 J

S xl,...,Xn S30 ortogonais segue-se que

f

<V K., X.> + <X., V X.> =0
X i 3% X
: k \k J

(4.1.21) <

| <ij Xi>)xk> + <X1’ V'Xj Xk> =0

De (L.1.21) concluimos que

<y Xi,Xj> - <V XX > = <X.,rX.,Xk—|> =0

Logo (4.1.20) dimplica que
Xj(a) = A lag) o

) ce A d%ente. cOmO queriamos_provar.
ou seja, 2Z e Ce&mpo gradiente,
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