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"A dlgebra é generosa: frequentemente ela d4
mais do que se lhe pediu.”

(Jean Le Rond d’ Alembert)



RESUMO

Nesta dissertacdo apresentamos um estudo sobre dlgebra abstrata, mais precisamente sobre
corpos finitos. O objetivo deste trabalho € apresentar a solucdao dos problemas "Seja a inteiro
positivo e p um divisor primo de a®> — 3a+ 1 com p # 3. Prove que p é da forma 9k + 1 ou 9k — 1,
sendo k inteiro."proposto no OBM em 2017 nivel 3 e "Demonstrar que, para cada nimero inteiro
a > 1, os divisores primos do nimero 5a* — 5a® + 1 sdo da forma 20k & 1,k € Z."proposto na
13 olimpiada de Matemadtica Ibero-Americana. Nesse sentido, comecamos com a introdugdo da
teoria de grupos e apresentamos conceitos bdsicos e teoremas importantes como o teorema de
Lagrange. Em seguida, introduzimos a teoria dos anéis, apresentamos definicdes importantes
como quociente de anel e destacamos o anel polinomial. Mais adiante, come¢amos o estudo
de corpos. Estudaremos a constru¢do de corpo a partir de um polindmio irredutivel, extensao
de corpo, corpo de decomposi¢do e caracterizacdo de corpo finito. Finalmente, fornecemos as

solucdes dos problemas mencionados acima.

Palavras-chave: Grupos. Anéis. Anéis de polindmios. Corpo Finito.



ABSTRACT

In this dissertation we present a study about abstract algebra, more precisely, about fields finite.
The goal of this work is to present the solution of the problems "Let a positive integer and
p be a prime divisor in a® — 3a+ 1 with p # 3. Prove that p is of the form 9% + 1 ou 9% — 1,
where k is integer."proposed at OBM in 2017 level 3 and "Demonstrate that for every integer
a > 1, the prime divisors of 5a* — 54 + 1 have the form 20k + 1, k € Z."proposed at the 13th
olympic Ibero-American Mathematics. In this sense, we begin with the introduction of group
theory and we present basic concepts and important theorems like Lagrange’s theorem. Then we
introduce the theory of rings, we present important definitions as ring quotient and highlight the
polynomial ring. Further on, we begin the study of fields. We will study field construction from
an irreducible polynomial, field extension, field of decomposition and characterization of finite

field. Finally, we provide the solutions of the problems mentioned above.

Keywords: Groups. Rings. Polynomial rings. Finite Field.
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1 INTRODUCAO

Algebra abstrata é a sub-drea da matemética que estuda as estruturas algébricas como
grupos, anéis, corpos, espacos vetoriais entre outros. Corpo € um conjunto que, a grosso modo,
estdo bem definidas as operac¢des de soma, subtracdo, multiplicacdo e divis@o e corpo finito € um
corpo que contém um nimero finito de elementos, que também podem ser chamados de corpos
de Galois em homenagem ao matematico francés Evariste Galois. Algumas aplicagdes de corpos
finitos incluem cédigos corretores de erros, criptografia, Algebra de computacio e geradores
pseudo-aleatdrio de nimeros.

Usaremos essas estruturas algébricas na solu¢ao de dois problemas propostos em
olimpiadas de matemaética.

(1) Seja a inteiro positivo e p um divisor primo de a®> —3a+ 1 com p # 3. Prove que p é da
forma 9k + 1 ou 9k — 1, sendo k inteiro. Proposto na OBM em 2017 nivel 3 (problema 6)

(2) Demonstrar que, para cada niimero inteiro a > 1, os divisores primos do niimero 5a* —
5a®+ 1 sdo da forma 20k == 1, k € Z. Proposto em 2010 na X111 Olimpiada Ibero-americana
de matemadtica universitaria (problema 6).

Ambos os problemas foram propostos pelo matemético hungaro Géza Kds, nome
bem conhecido por fazer parte de varios comités olimpicos internacionais de matematica.
Surpreendentemente, nenhum estudante alcangou a nota maxima para o problema (1). Isso
nos motivou a escrever um material que abordasse um conteido autocontido que condu-
zisse o leitor compreender bem uma solugdo algébrica encontrada no AoPs Online (veja em
https://artofproblemsolving.com/community/c6h1556461p9495218) . Esse trabalho visa ndo
somente esgotar esse tipos de problema, mas visa também servir de material de estudo comple-
mentar para estudantes olimpicos e estudantes de graduagdo em matematica.

Aparentemente sao apenas problemas de divisibilidade, mas a teoria dos nimeros
ndo tem ferramentas suficientes para a solucdo de ambos os problemas, sendo assim necessario
recorrer a corpos finitos . Mas antes, precisamos entender como os elementos dessas estruturas
algébricas se comportam, como ocorrem as operagoes nesses conjuntos. Neste contexto este
trabalho traz ferramentas suficientes para tal compreensao.

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira. No capitulo 2 serd feita uma breve
introducdo a teoria dos grupos, introduzindo as defini¢des de grupos, grupo abeliano, ordem de
um grupo, subgrupos, subgrupos gerados, ordem de um elemento de um grupo e homomorfismo

de grupos e destacando o teorema de Lagrange e seus coroldrios que sao fundamentais na solu¢ao
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dos problemas mencionados acima.

No capitulo 3, serd feita a introducdo a teoria dos anéis apresentando a defini¢ao de
anel, subanel, ideais, anéis quocientes ¢ homomorfismo de anéis. Apresentamos também alguns
tipos de anéis, tais como anel comutativo, dominio de integridade, anel com divisao e corpo, e
abordamos o anel Z,, que € o conjunto das classes residuais modulo 7, mostraremos que se n é
um nimero primo entdo Z, € um corpo finito com n elementos.

No capitulo 4, destacamos um tipo especial de anel que sdo os anéis de polindmios
em uma indeterminada x. Apresentamos o algoritmo da divisao para polindmios, raizes de um
polindmio, polindmios irredutiveis, critério de Eisenstein e ideais principais.

No capitulo 5, apresentamos primeiro a constru¢do de corpos finitos a partir de
um polindmio irredutivel, extensdo de corpo, elemento algébrico e transcendente, corpo de
decomposicdo. Em seguida fazemos a caracterizacao de corpos finitos, definindo a caracteristica
de um corpo ¢ o corpo de Galois IF,. Em seguida mostramos que todo corpo finito tem ordem
poténcia de primo,e mostramos também que a reciproca € verdadeira, para todo n € N e todo p
primo existe um tnico corpo com ordem p". Destacamos também as raizes de polindmios com
coeficientes em corpos finitos, que dado um polindmio irredutivel em um corpo finito, entdo suas
raizes sdo simples e da forma o, ot?, (xl’z, e, o”" onde m é o grau do polindmio.

Finalmente, no capitulo 6, apresentamos a solucao dos dois problemas mencionados

acima.
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2 GRUPOS, SUBGRUPOS E HOMOMORFISMO DE GRUPOS

2.1 Grupos

Nesta secdo apresentaremos a defini¢do de grupo e suas propriedades bésicas e
mostraremos alguns exemplos de grupo.

Uma operacao * em um conjunto nio vazio G é uma fun¢do

* ¢ GxG — G

(a,b) — axb

Portanto, uma operagdo em G associa a cada par de elementos (a,b) de G um unico elemento

axbem G.

Definicio 2.1. Um grupo é um par (G, ), constituido de um conjunto G e uma operagdo bindria
(x) em G, que satisfaz os seguintes axiomas:

(i) Associatividade: se x,y,z sdo elementos de G entdo x* (yxz) = (x*y) %z

(ii) Elemento neutro: existe um elemento e em G tal que xxe = e xx = x.

(iii) Inversos: para todo elemento x de G existe um elemento x' em G tal que x*x' =x' xx = ¢
Além disso em alguns grupos verifica-se a comutatividade.

Definicio 2.2. Dizemos que um Grupo (G,*) é abeliano ou comutativo se, e somente se, * é
uma operagcdo comutativa.

(iv) x*xy=yx*x para todos x,y € G

Se a operacao for uma adi¢do conhecida o grupo é chamado de grupo aditivo e
denotado por (G, +) e se for uma multiplicacdo conhecida serd chamado de grupo multiplicativo

e denotado por (G, -). Se o grupo € aditivo denominamos o inverso por simétrico.

Definicao 2.3. A ordem de um grupo G é definida como sendo o niimero de elementos em G e é

denotada por |G|.

Com a definicdo de ordem de um grupo podemos caracterizar os grupos como
infinitos ou finitos. Um grupo G serd denominado finito quando a ordem de G for finita, ou seja,

|G| = n com n € N*. Caso contrério o grupo G serd denominado de grupo infinito.

Exemplo 2.1. (Z,+)
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(i) A soma é associativa nos inteiros,

(ii) O elemento neutro para a soma dos inteiros é o 0
(iii) Para cada x € 7, ,existe —x € 7, tal que x+ (—x) = 0.
(iv) Além disso a soma de inteiros é comutativa.

Entdo (7,4) é um grupo abeliano infinito e o denotamos por grupo aditivo dos inteiros.

Exemplo 2.2. (Z,-) ndo é grupo.Pois o axioma (iii) ndo é satisfeito, ou seja, para cada x € 7,

ndo existe y € Z tal que x-y =1

Exemplo 2.3. (Q*,-)
(i) O produto é associativo nos racionais,
(ii) O elemento neutro é o 1,
* . 1 * 1 _
(iii) para todo x € Q" existe . € Q" tal que x- ; =1
(iv) Além disso (-) é comutativo.

Portanto (Q*,-) é um grupo abeliano infinito. e denotamos por grupo multiplicativo dos

racionais.

Antes de prosseguirmos com exemplos de grupos definiremos congruéncias e o

conjunto Zj,.

Definicao 2.4. Diremos que dois niimeros inteiros a e b sdo congruentes modulo n se os restos

de sua divisdo euclidiana por n sdo iguais. E escrevemos a = b mod(n)
Proposicio 2.1. Se a,b,m € Z, com m > 1. Tem-se que a=b mod(n) se, e somente se, n|b — a.

Demonstracdo. Sejam a =nqg-+r,com0<r<neb=nqg +r,com0 <7 <n, as divisdes
euclidianas de a e b por n, respectivamente. Logo, b —a =n(q' —q) + (r' —r).
Portanto, a=b mod(n) se, e somente se, r = r/, 0 que, em vista da igualdade acima,

é equivalente a dizer que n|b —a, jd que |r —r'| < n. O

Proposicao 2.2. sejam a,b,c,d,n € Z, comn > 1.
(i) Se a=bmod(n) e c=d mod(n), entdo a+c=b-+d mod(n).

(ii) Se a=bmod(n) e c=d mod(n) , entdo ac=bd mod(n).

Demonstragdo. Suponhamos que a =b mod(n) e c=d mod(n) . Logo, temos que n|b—a e

nld —c.
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(i) Basta observarmos que n|(b—a)+ (d — ¢) e, portanto n|(b+d) — (a+¢), o que prova
essa parte do resultado.

(ii) Basta observarmos que bd —ac = d(b —a) + a(d — ¢) e concluir que n|bd — ac.

Definicao 2.5. A classe de equivaléncia de x € 7 modulo n é o conjunto

x={y€Z;y=xmod(n)}

Noteque x+n-Z=x+n-a,a €%

Assim temos que se y € X <=y =xmod(n) <= n|(y —x) <= (y—x) =n-a,a €
I+ y=x+n-a<=yecx+n-7

Portanto X = x + n - Z Denotaremos por Z, o conjunto de todas as classes de equiva-

1éncia modulo n, isto é, Z, = {X;x € Z}. outra notagdo para Z, é %Z
Lema 2.1. Sejam x,y € Z e ne N,n > 1. Entdo:
X=y <= x=ymod(n)

Demonstra¢do. (=) Suponha X =y. Como x =xmod(n) = x€EX=y=—=x €y =—x =
y mod(n)

(«<=) Suponha x = y mod(n), e tome z € X, temos que z = x mod(n) — z =
ymod(n) = z€y=—xC}.

Sejaagoraw € y = w = ymod(n) = z = xmod(n) = z € x =y C X e portanto

x=7. O

Proposicio 2.3. Sen € N, n > 1, entdo 7, = {0,1,2,...,n— 1} é um conjunto com exatamente

n elementos.

Demonstragdo. Pela defini¢do de Z,, temos que o conjunto {1,2,...,n— 1} C Z,, Devemos
mostrar a inclusdo contraria.
Sejax € Zyentdo x = pn+qcom0 < g<n—1, Assimq € {1,2,...,n— 1} como

x=pn+g=x—q=pn=n|(x—q) =x=qmod(n) =x=g=x€{1,2,....n—1}.

Devemos mostrar que os elementos de {1,2,...,n— 1}. Sdo dois a dois distintos.

Suponha x,y € {1,2,...,n—1}comx#yex=y. Comox=y=x=ymod(n) = n| (x—y).
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Assumindo, sem perda de generalidade, que x >y. Como 0 <x,y<n—1temosquex—y<n—1
e como 7 | (x—y) temos que x —y = 0 ou se ja, x =y. Contradi¢@o pois x # y. Assim concluimos
que os elementos de Z,, s3o dois a dois distintos, e portanto Z, = {T,Z ...,n— 1} tem exatamente

n elementos. [

Sejam @, b € Z,. Definiremos adicdo e multiplicagio, respectivamente por:

() a+b=a+b
(i) ab = ab

Proposicao 2.4. Sejamn e Non > 1. Sex=a ey = b, entdo:

Demonstragdo. (i) SeX=aey = b, pelo lema 2.1 temos que x = a mod(n) e y = b mod(n)
e assim temos que x+y = a + b mod(n).

(ii) A demonstragdo segue de maneira andloga a (7).

Exemplo 2.4. (Z,,+)
(i) E associativa, pois a soma de inteiros é associativa,

(ii) O elemento neutro é 0,

(iii) Para todo X, existe y, tal que X+y = 0, basta tomar y =n — x,
(iv) Note também que x+y =y +X.

Portanto (Zy,~+) é um grupo abeliano finito, pois a ordem de Z,, é n.

2.1.1 Tabela de Cayley para grupos finitos

Seja (G, *) um grupo finito. Suponha que G = {e,ay,...,a,_1} onde e é o elemento

neutro de G. A operacdo binaria * pode ser representada pela tabela

* € ai an—1
€ € ay an—1
aj aj a) xaq alp xdy—1

ap—1 | Qp—1 | Ap—1*d1 | =+ | Qp—1 *¥Ap—1
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Essa é tabela de Cayley para o grupo (G, *).

Exemplo 2.5. Construa a tabela de Cayley para o grupo (G,-) onde G ={—1,1}

-1 1
-1 1 -1
1| -1|1

note que o elemento neutro de G é 1, e o inversode 1 é 1, e o inverso de -1 é -1.

Exemplo 2.6. Construa a tabela de Cayley para (Zs,+)

]
W
&

1

+
Sl

o
=
—
o
w
IS

—
—
Y
W
IN
ol

Y
Y
W
IN
ol
—

W
W
|
<l
—|
8]

IN
IN
ol
—
Y
™

Exemplo 2.7. Construa a tabela de Cayley para Z% = {1,2,3,4}

11234
1[1]2|3|4
212(4(1|3
313|142
414|321

Com a proposicao abaixo vamos assegurar propriedades basicas dos
grupos , que dentre elas estdo a unicidade do elemento neutro e que cada elemento de um grupo

possui um Unico elemento inverso.

Proposicao 2.5. Seja (G,*) um grupo:
(i) Existe um unico elemento neutro em G.
(ii) Para cada a € G existe um tinico inverso em G
(iii) Sea € Ged € G é o inverso de a, entdo o inverso de a’ é a, isto é (a’)’ —=a.
(iv) Sea,bc Ged,b' € G sdo os inversos de a e b, respectivamente, entdo o inverso de a* b

éb xd

Demonstragdo. Assumindo as hipoteses.
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(i) suponha que existamee f € Gtalqueaxe=exa=aeaxf = fxa=aparatodoa € G,
em particular fxe=exf=feexf=fxe=e,assim fxe= fe fxe=-elogo,e=f.

(ii) Suponha que a’ e a"sdo inverso de a,ou sejaaxd =d' xa=eeaxa” =a”*a = e entdo
temos que

/ /
a =e*xa

onde e € o elemento neutro de G,

(iv) Devemos mostrar que (a*b)* (b'xa’) = e onde a’ e b’ sdo os inversos de a e b, respectiva-
mente. (axb)x(b'xd') =ax(bxb' xd")=ax(bxb)xd =ax(exd)=axd = e assim
provamos que (axb)' =b'xd

O

Proposicao 2.6. Dados a,b € G entdo as equagcdes axx = b e axy = b tem solugoes uinicas

para x e para’y em G. Em particular,vale a lei do cancelamento.

axu=a*xw, entdou =w

uxa=wxxa, entaou =w
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Demonstragcdo. Temos que axx =b e axy = b, entdo:
axx=axy

Operando em ambos os lados da igualdade por @', onde @’ *xa = a*a’ = e,ou seja a’ é o inverso

de a, e e € 0 elemento neutro de G. Assim:
d *(axx)=d x(axy)

(d*xa)xx=(d xa)*y

exx=exy

Em particular, se

axu = ax*w, Basta fazer u=x e w=y, dai temos que u=w

uxa=wsxda

(uxa)xd = (wxa)*d

ux(axd)=wx(axd)

uxe=wxe
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Poténcias de um elemento em um grupo

Seja G um grupo multiplicativo e x € G, entdo definimos as poténcias de x por

e sen=20

=0 xx-x sen>0
—

nvezes

(x"Hlrl sen<0
Seja G m grupo aditivo e x € G, entdo definimos as poténcias de x por

e sen=20

X+x+---+x sen>0
—_——

nvezes

|n|(—x) sen <0

nx —

1-4 = = 4
2.4 = 4+4 = 2
3.4 = 44+4+4 = 0
4.4 = 444+44+4 = 4
54 = 44+4+4+44+4 = 2

e assim por diante.

Exemplo 2.9. Seja o grupo multiplicativo Us = {X € Zs; (x,5) = 1} = {1,2,3,4}, assim as

poténcias do elemento 3 sdo:

3 = - 3
3 = 3.3 — 7
3 = 333 =12
3 = 3333 =1
3 = 3.3333 = 3

e assim por diante.

2.2 Subgrupos

Nesta se¢@o estudaremos os subgrupos, que sdo grupos contidos em grupos, estuda-

remos subgrupos gerados por elementos e ordem de elementos de um grupo.
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A partir de agora usaremos preferencialmente a notagdo de grupo multiplicativo

(G,-) para um grupo qualquer (G, x). Assim evitaremos usar * entre os elementos e a * b serd

escrito como a - b ou somente ab, e também iremos denotar o elemento inverso a’ por a~!.

Quando formos tratar de grupos aditivos, as ressalvas serdo feitas quando necessdrias.

Definicao 2.6. Seja (G,-) um grupo e H um subconjunto ndo vazio de G. Dizemos que H é

subgrupo de G, se (H,-) é um grupo, e escrevemos H < G.

Como a operacao - € associativa para os elementos de G, entdo ela também ¢é
associativa para os elementos de H, assim para verificar se um subconjunto H, € subgrupo de G,
devemos verificar os seguintes axiomas em relacdo a operagdo que define G.
(i) a-b € H paratodos a,b € H

(i1) Existe ey € H onde ey € o elemento neutro de H.

(iii) Seac Hentioa ' e Htalquea-a ' =a ' -a=ey

Se H € subgrupo G, entdo existem ey € eg em H e G respectivamente. Também para

1 1

cada a € H existem os inversos ay € a; em H e G respectivamente. Na proposi¢ao abaixo

iremos provar que ey = eg € a;ll = a&l.

Proposicao 2.7. Sejam (G,-) um grupo, H < G e a € H entdo

(i) en =eg
(ii) a,}l = aal
Demonstragdo. De fato.

(i) temos que ey - ey = ey, como ey € G temos que ey - eg = ey, € portanto ey -eg = ey - ey

se tomarmos o inverso u de ey em G.

u-(eg-eg) =u-(ey-ep)
(u-epy)-ec=(u-ey)- ey
€G- €eG —€G-€y

€G = €H

1 1 1

(i1) Temos que egG = ey =e, assimay -a=a-ay =e € a(_;1 ra=a-ag = e. Portanto

1 1

—_ R .. . -1 _ -
ay -a=ag -a e pelaunicidade do elemento inverso temos que ay = ag
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Exemplo 2.10. Verifique se (nZ,+) é subgrupo de (Z,+)
Solugao
(i) Para todos x,y € nZ, temos que x+Yy € nZ
(ii) 0 € nZ
(iii) para todo x € nZ, existe x Y enZ tal que x+x'=x'4x=0sex=n-acomacZ,

1

basta tomar x~' =n-(—a).

Iremos fazer essa verificacdo por meio da tabela de Cayley.

+[0]3|6]9 |12
0036|912
31369 (12|10
6 6|9 |12/0 |3
919 |12/0/|3 |6
121203619

Note que a soma é fechada para H, que o elemento neutro de Zys é 0 0 € H e que para cada

a € H existe a—' € H. Assim H é subgrupo de 75, ou seja, H < Z;5.

Note que todo grupo G possui pelo menos dois subgrupos, {e} e G, e sdo ditos

subgrupos triviais de G, e qualquer outro subgrupo H de G chamaremos de subgrupo préoprio

de G e denotaremos por H < G

Proposicao 2.8. Seja H um subconjunto ndo vazio do grupo G. Sdo equivalentes.
(i) HS G

(ii) a,be H=— a-b=' €H

Demonstragdo. E claro que se H < G entdo a-b~' € H, pois a,b € H=—>b""! € H e entio
a-b~! € H. Devemos mostrar agora que a reciproca é verdadeira, se a-b~! € H,coma,b € H
entdo H < G. Inicialmente , como a operacdo em H € a mesma que em G e G é um grupo, entdo
a associatividade em H estd garantida.

Vamos verificar agora que o elemento neutro estd em H. De (ii) temos que b-b~! € H

como b € G e G é um grupo, entio b-b~! = e e portanto e € H.
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Vamos verificar agora o elemento inverso. Como e,b € H entio e-b~' € H =
b~ € H paratodob € H.
Temos que paraa,b € H = a,b-' € H =>a-(b~')"! € H=a-b € H e portanto

a operacao € fechada para H. [

Exemplo 2.12. Verifique se X = {1,4} é subgrupo do grupo (Z%,-)
Note que sendo a =1 e b = 4, temos que i'= 4pois4-4=1, assimab™ ' =1-4=
47

Assim X < 73

2.2.1 Subgrupos gerados por um elemento

Iremos apresentar agora uma maneira de produzir subgrupos a partir de um elemento
de um grupo G.

Definiremos o conjunto
(x) ={x""\meZ}

Proposicao 2.9. Sejam G um grupo e x € G. Entdo (x) é subgrupo abeliano de G, que denotamos

(x), e chamamos de subgrupo gerado por x.

Demonstragdo. Sejam a,b € (x), para (x) ser subgrupo de G, temos que mostrar que ab~! € (x).

L =x7" logoab™! =

Note que a = x" e b = x" para m,n € Z, assim b~ = (x")
K" xT"=x""" € (x), portanto (x) < G.
Iremos mostrar agora a comutatividade, ab = x™ - x" = x™ 1" = x"" — " . x" = pq,

assim (x) é subgrupo abeliano. O

2.2.2 Ordem de um elemento de um grupo

Definicao 2.7. Sejam G, um grupo, e x € G. A ordem de x é a ordem do subgrupo gerado por x,

()1

isto é,

A ordem de x serd indicada por o(x) ou por |x|

Proposicao 2.10. Sejam G um grupo e x € G. Sdo equivalentes:
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(i) o(x) =n <o

(ii) Ar € N* tal que x" = e, (x) = {e,x,x%,...x" "'}, n = min{r e N*;x" = e} e n|r.

Demonstragdo. (i) = (ii). Se o(x) = n, entdo (x) = {x*;k € Z} é um subgrupo finito com
n elementos. Sejam p,q € Z, com p # g tais que x” = x4 assim x"x~9 = x9x~9. Segue que
xP74 = e, sem perda de generalidade podemos assumir que p > g. Basta tomar r = p — ¢, dai
=e.

Afirmamos que (x) = {e,x,x?,...,x" "'}

2

Note que a inclusio {e,x,x,...,x"~!} C (x) é obvia, pois existe r € N*, tal que

x" = e. Iremos provar a inclusdo contraria agora. Seja a = x' € (x), pelo algoritimo da divisdo
euclidiana, = cn+b onde 0 < b < n, assim x' = x™10 = xonyb — (2" )‘xb = ex? = x2, como
0 < b < n, isso implica que a € {e,x,x?,

(x) ={ex,?,... "1

Vamos mostrar que n = min{r € N*;x" = e¢}. Suponha que que nio, entéo existe

X" 11, ou seja (x) C {e,x,x?,...,x" 1}, portanto

n—k n—k

n—kec{rcN*;x" = e}, ouseja, x" ¥ =e, assim x* *x = x, segue que ¥ ¥*! = x dai n =k,
absurdo, pois n — k € N*,

Vamos provar agora que se x” = e com r € N* entdo n|r. Dividindo r por n, existem
a,b € 7 tais que r = an+b com 0 < b < n, temos que x = x> = x¥x0 = (x")%xb = ex? =
x” = e, se b # 0 isso contradiz a minimalidade de n, portanto b = 0 e r = an portanto n|r.

(i) <= (ii). Basta mostrarmos que os elementos de (x) = {e,x,x?,...,x" "'} sdo
dois a dois distintos. Suponha que ndo, entdo existem u,w € Z com 0 < u,w < n tais que x* = x"
e u # w, sem perda de generalidade, tomamos u —w > 0 e x*~" = e. Absurdo, pois fere a

minimalidade de n, entdo o(x) = n = min{r € N* ;x" = e} e (x) = {e,x,x%,... . x" "'},

Exemplo 2.13. Qual a ordem de 7 € 7,
Solugao
Temos que pelo pequeno teorema de Fermat:
7% = 1 mod 11 ou seja,710 =1lemZj,

Pela proposicdo acima a 0o(7)|10, logo o(7) € {1,2,5,10}, verificando cada caso:

7 =7
72 =35
7 =77 7=25.5.7=10
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Portanto em 7| a o(7) = 10.

Definicdo 2.8. Um grupo G serd chamado de grupo ciclico se G = (x) para algum x € G ou

seja G é gerado por um elemento.

Exemplo 2.14. Considere o grupo aditivo Z¢ = {0,1,2,3,4,5}

Usando a definicdo de potencias de um elemento no grupo aditivo temos que:

)
2)
3) ={0,3}
4) = {0,4,2}

Assim o grupo aditivo Zg é ciclico e seus geradores sdo 1 e 5

Proposicao 2.11. Seja G = (a) um grupo ciclico de ordem n. Os geradores de G sdo da forma

a’, onde (r,n) =1

Demonstra¢do. (—) Sejaa” € G um gerador de G. E suponha que (n,r) =k, assimn =xk e
r=yk

(@) = d* = ¥ = a® = (@) = (")’ = ¢’ = e. Temos que o(a") =y < n,
absurdo. Pois contradiz a minimalidade de n. Portanto o mdc (r,n) = 1.

(<=) Queremos mostrar que se r e n s30 coprimos, entdo a” gera o grupo G, ou seja,

k — e, entdio k = xn . Observe que o(a) = n, e suponha que (a" ) =e,a* =e

o(a)=nese (a")
logo a o(a)|rk, ou seja, n|rk como (r,n) = 1, isso implica que n|k = k = xn. Portanto a” gera

G. [l

2.2.3 Classes Laterais e o Teorema de Lagrange

Para fazermos o estudo sobre o teorema de Lagrange, devemos primeiro definir

classes laterais e estudar algumas propriedades bésicas das classes laterais.

Proposicao 2.12. Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e x,y € H. A relagdo R sobre G
definida por

xRy <= x"'yeH
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€ uma relacdo de equivaléncia.

Demonstracdo. Devemos mostrar que essa relacao € reflexiva, simétrica e transitiva.

1

(i) Reflexiva: Seja x € G, entdo existe x| € G, tal que x 'x = e como e € H temos que xRx
) q q

¢ uma relacgdo reflexiva.

(ii) Simétrica: Seja x,y € G. Se yRx, entdo x~'y € H e portanto (x'y)~! =y~!

x € H. Logo
xRy e arelacdo € simétrica.

(iii) Transitiva:Sejam x,y,z € Ge yRxe xRztemosquex 'yc Hez 'x€ H. Logo (z 7 'x)(x1y) =
71 (xx~1y) =z7!(ey) = z7'y € H = yRz. Portanto a relagio R ¢ transitiva.

]

De maneira andloga, se G € um grupo e H é subgrupo de G, a relagdo R definida por
xR*y <= yx~! € H é uma relacio de equivaléncia.

Observe que se yRx <= x~'y € H, entdo existe h € H tal que x 'y =h = y = xh,
ou seja, y € xH = {xh ;h € H}. Logo a classe de equivaléncia de x € G, definida pela relagdo

1

R é {y € G|yRx} = xH. De maneira andloga, quando a relacéo é yR*x <= yx™ ", a classe de

equivalénciade x € G é {y € G|yR*x} = Hx

Definicio 2.9. A classe de equivaléncia xH = {xh ,tal que h € H} é chamada de Classe lateral
de x a esquerda de H em G. De maneira andloga, Hx = {hx ,tal que h € H} é chamada de

classe lateral de x a direita de H em G.

Observacao 1: Se G é um grupo aditivo, denotamos as classes gH e Hg, por:

g+H={g+hlheH}

H+g={h+glheH}

Respectivamente.

Observacao 2: Se o grupo G € abeliano e H € subgrupo de G, entdao
gH =Hg paratodog € G

Neste caso H é chamado de subgrupo normal de G.
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Exemplo 2.15. Determine as classes laterais a esquerda e a direita do subgrupo H = {0,3} no
grupo aditivo (Z¢,+).

Solugao

Como Z¢ é um grupo aditivo abeliano, entdo as classes laterais a esquerda e a direita
coincidem e se escrevem com notagdo aditiva. x+H = {x+hlh€ H} e H+x={h+xlhe€ H}

0+H=H+0={0,3}=0=3

I1+H=H+1={1,4}=1=4

2+H=H+2={25}=2=5

Note que 0+ H =3+ H,1 4+ H =4+ H e assim por diante.

Logo (0+H)N(1+H)=2,(0+H)N(2+H)=2e(1+H)N(2+H) =2, ou
seja, sdo dois a dois disjuntos e portanto Ze = (0+H)U(1+H)U (2+H)

Lema 2.2. Seja G um grupo, H um subgrupo de G e x,y € G
(i) y e xH <= xH = yH
(ii) y € Hx <= Hx =Hy

Demonstragdo. .

(i) (=) Suponha que y € xH, entdo por defini¢do yRx e pela propriedade simétrica xRy,
vamos mostrar agora que xH C yH. seja u € xH, assim uRx, e pela transitividade uRy,ou
seja, u € yH.
vamos mostrar agora a inclusdo contraria xH D yH. Seja w € yH, assim wRy pela transiti-
vidade wRx, assim temos que xH D yH e portanto xH = yH.

(«<=) Suponha agora xH = yH, é claro que y € yH pois e € H e y = ye € yH, como
xH = yH, temos que y € xH.
(i) A demonstracdo do item (ii) € andloga a demonstra¢do do item (i). Basta trocar a laterali-

dade e R por Rx .

Corolario 2.1. Sejam G um grupo e H < G, entdo
(i) Duas classes laterais a esquerda (ou a direita) sdo iguais ou disjuntas.

(ii) A unido das classes laterais a esquerda (ou a direita) é G.

Demonstracdo. (i) Sejam duas classes laterais a esquerda xH e yH tal que xH NyH # &, ou
seja, existe z € xH e z € yH ,pelo lema 2.2 temos que zH = xH, como z € yH também pelo

lema 2.2 temos que zH = yH e portanto xH NyH = @ ou xH = yH.
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(ii) SejaX ={x1H,x;H,...,x,H} comx; € Gparatodoi € {1,2,...,r} O conjunto das classes
laterais a esquerda de H em G que sdo disjuntas.Devemos mostrar que G = |Jx;H.
Note que x;H C GVi € {1,2,...r}, logo a inclusdo | Jx;H C G é obvia.

Seja agora z € G, temos que a classe lateral zH € X. Como z € zH C |Jx;H, entdo

G CUxH.
[
Proposicao 2.13. Sejam G um grupo, H um subgrupo de G e x € G, entdo
(i) Toda classe lateral de H em G tem |H| elementos.
(ii) A cardinalidade da classe lateral xH é igual a cardinalidade da classe lateral Hx.
Demonstragdo. .
(i) Temos que mostrar que |xH| = |Hx| = |H]|.
Considere as fungdes
f : H — xH g : H — Hx
h — xh e h +—— hx temos que mostrar que f e g sdo bije-

¢Oes. Iremos mostrar para f e segue de maneira andloga para g. Seja f(h) = f(k),—
xh = xk,= x~'xh = x 'xk = h =k, logo f ¢ injetiva. Iremos mostrar agora que f
¢ sobrejetora, seja w € xH, temos que u = xh para h € H assim f(h) = xh = u logo f é
sobrejetora e portanto € uma bijecdo, e de maneira andloga g também € uma bijecao.

(i) Temos que mostrar a fun¢do abaixo é uma bijecdo.

f : {xH;xe G} — {Hx;xe€G}

xH — Hx !

Vamos verificar a injetividade. f(xH) = f(yH) = Hx ' =Hy ! = x ' c Hy ! —=

x'=hy ! comhe H=x"'y=h,comhe H=—y=xh, conh€ H—=—ycxH =

xH = yH logo f¢ injetiva.

Agora iremos verificar a sobrejetividade de f, Seja Hy € {Hx ;x € G} , note que existe

y 'H € {xH ;x € G} tal que f(y~'H) = Hy. Assim f é sobrejetiva e portanto bijetiva
[

Definicao 2.10. Seja H < G, o indice de H em G é o numero de classes laterais a esquerda de

H em G. O indice de um subgrupo pode ser finito ou infinito, e é indicado por (G : H).
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Exemplo 2.16. Seja o grupo (Zg,+) e H = {0,4}. Calcule (Zg : H):

Solucao

Note que:
0+H = {0,4}
1+H={1,5}
2+H={2,6}
3+H={3,7}

Assim, o conjunto de classes laterais a esquerda de Hé {0+H,1+H,2+H,3+H}
e Portanto (Zg: H) =4

Teorema 2.1 (Lagrange). Seja G um grupo finito e seja H < G. Entdo (G: H) = % em

particular |H| divide |G)|.

Demonstracdo. Se G é um grupo finito, entdo (G : H) = n.

Seja {x;H ;x; € G} o conjunto das classes laterais distintas a esquerda de H em G.
Pelo coroldrio 2.1 temos que x;H Nx;H = @ paratodo i # je G =x{HUx,HU---Ux,H e pela
proposi¢do 2.13, temos que [x;H| = [H|. Logo |G| = |[H|+ |H|+---+ |H| = |G| = [H|-ne

nvezes

portanto (G : H) = %
Note que (G : H) é um numero inteiro, e em particular |H| divide |G|. O

Corolario 2.2. Seja G um grupo finito e g € G. Entdo o(g) divide |G|.

Demonstracdo. Da defini¢do de ordem, temos que o(g) = |(g)|, da proposicdo 2.9 temos que

(g) é um subgrupo de G e pelo teorema 2.1, isso mostra que o(g) = |(g)| divide |G]. O
Corolario 2.3. Seja (G,-) um grupo finito entdo, para todo a € G, temos que alfl =e.

, e da proposicdo 2.10 a°&®) = e. Se o(g) =

Demonstragcdo. Do coroldrio 2.2 segue que o(g)||G

n= |G| =kn,logo all = a*" = (a")k =k =¢ O
Corolario 2.4. Todo grupo de ordem prima é ciclico e so tem subgrupos triviais.

Demonstragdo. Se |G| = p com p primo, entdo para x # e temos que |(x)| # 1 e como (x) é
subgrupo de G, temos que |(x)| divide |G|, isto é |{x)| = p = |G|. Logo concluimos que (x) = G,

ou seja G € ciclico.
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Seja agora H um subgrupo de G, pelo teorema de Lagrange segue que |H| divide |G|,
assim temos que |H| | p = |H| = lou|H| = p.
Se|H =1=H={e}ese|H=p=—=H=G

Exemplo 2.17. Determine todos os subgrupos de (Z¢,+)
Solugao
Seja H < Z¢, Entdo |H| = 1,2,3 ou 6.
Se |H| = 1, entdo H = {0}.
Se |H| = 6, entdo H = Z¢
Se |H| =2 ou |H| = 3 os subgrupos sdo ciclicos.
Temos que 1 e5 geram Zg. Logo
(2)={0,2,4} = (4) e 3) ={0,3}
Portanto os subgrupos de Z¢ sdo

{0},{0,2,4},{0,3} e Zg
2.3 Homomorfismo e isomorfismo

Defini¢ao 2.11. Uma fungdo ¢ : (G,*) — (G',\) de um grupo noutro diz-se um homomor-
fismo de anéis se ¢(xxy) = @(x)A@(y), para todo elemento x,y de G. Um isomorfismo é um

homomorfismo bijetivo.

Exemplo 2.18. f : (R*,:) — (R*,") dada por f(x) =

X

, (R*,-) sendo o grupo multiplicativo

dos niimeros reais ndo nulos, é homomorfismo.
De fato, pois seja x1,x, € R*, temos que f(x1x2) = |x1x2| = |x1||x2]| = f(x1)f(x2)

Exemplo 2.19. Mostraremos que f : (R%,-) — (R,+) dada por f(x) = log(x) para todo

x € R% é um isomorfismo.

Solucio
Devemos mostrar que f € um homomorfismo e que f € bijetiva.
(i) Homomorfismo: sejam x1,x, € R, entdo f(x1x2) = log(xx2) = log(x1) + log(xz) =
fx1) + f(x2)

(i1) Bijetiva:
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(1) Injetividade: sejam x1,xp € R tal que f(x1) = f(x2) = log(x1) = log(x2) =
X1 = xp e portanto f € injetiva.

(2) Sobrejetividade: Seja z € R, tal que z = log(x) = x = €%, portanto x € R* e f ¢
sobrejetiva.

Iremos apresentar agora algumas propriedades bédsicas dos homomorfismos.

Proposicao 2.14. Sejam G e H grupos e f : G — H um homomorfismo de grupos. Assim
temos que

(1) f(eg) = en, onde eg,ey sdo os elementos neutros de G e H, respectivamente.

2) f(x1 = f(x)~Y, para todo x € G

(3) f(x") = f(x)", para todo n € Z

Demonstragdo. .
(1) f(eg) = f(egeg) = f(eg)f(eg). Temos que
flec)f(ec)™" = f(ec)fleg)feg) ™ == en = f(eq).
(2) Temos que f(x)f(x~') = flax™1) = fleg) = ew = f(x) f(x) 1.
Segue que f(x ') = f(x)~\.
3) fl@")=flaa:---a)=fla)-fla)---fla) = f(a)".

nvezes

nvezes

]

De maneira geral, um homomorfismo entre grupos G e H enviam subgrupos de
G em subgrupos H, € isso que vamos mostrar no lema a seguir. Devemos lembrar que o
conjunto imagem de uma aplicagdo de G em H é dada pelo conjunto Im(f) ={y€eH : y=
f(x) para algum x € G}. E para S C G temos que a imagem de S por f é dada por f(S) =
{f(x) : xeS}.

Lema 2.3. Sejam G e H grupos, S um subgrupo de G, e f: G — H um homomorfismo. Entdo

f(S) é um subgrupo de H. Em particular, Im(f) = f(G) é um subgrupo de H.

Demonstragdo. Considere o conjunto f(S) = {f(x) ; x € S}, note que f(S) € ndo vazio, pois
ec € Se f(eg) = ey pois f é um homomorfismo. Para todos x,y € f(S) existem a,b € S, tais
que f(a) =xe f(b) =y, entdo x,y € f(S), Usando o critério de subgrupo, devemos mostrar que
xy~! € f(S). Ora, note que S é subgrupo de G, entio temos que ab~!' € S e assim f(ab™!) =
fla)f(b~") = f(a)f(b)~' =xy~! € f(S). Portanto f(S) é subgrupo de H.
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Em particular G € subgrupo trivial de G, e portanto f(G) = Im(f) é subgrupo de
H. [

De maneira geral os algebristas ndo se preocupam com a natureza dos elementos
de um grupo, se preocupam como esses elementos se operam, por isso ndo fazem distin¢cdo
de grupos isomorfos, ou seja quando existe um isomorfismo entre eles. E neste sentido que

apresentaremos as proposi¢coes abaixo.
Proposicao 2.15. Todo grupo ciclico de ondem infinita é isomorfo ao grupo aditivo dos inteiros.

Demonstracdo. Seja G um grupo infinito, a € G tal que G = (a) e f : Z — G definida por
f(n) =a". Devemos mostrar que f é um isomorfismo.

A aplicacdo f é um homomorfismo pois dados m,n € Z temos que f(m+n) =
a™t" =a"a" = f(m)f(n)

por outro lado, se f(m) = f(n) = @™ = a", como G ¢ infinito, temos que as
poténcias de a sdo todas distintas, portanto se a” = a" = m = n. Logo f € injetiva.

Para todo x € G, existe n € Z tal que x = a@", assim f € sobrejetiva, e portanto é

bijetiva mostrando que f € um isomorfismo. [

Proposicao 2.16. Seja G um grupo ciclico finito de ordem n, entdo G ¢é isomorfo ao grupo

aditivo 7.,

2

Demonstragdo. Seja G = {e,a,a?,...,a""'} gerado por a. Considere g : Z, — G definida

por g(k) = d*. g é um isomorfismo.

Note que g é um homomorfismo pois dados 7,k € Z, temos que g(7 + k) =
g(m+k) =a"* = a"d" = g(m)g(k).

Por outro lado se g(71) = g(k) = a" = a* = a™ ¥ = e ou seja, n | (m—k) =
m = k mod n, isto é, 7ii = k. A sobrejetividade é bvia, pois para cada x € G existe um k € Z,,,

tal que x = a, é claro, pois G é ciclico gerado por a.

Portanto g é um isomorfismo. [

Proposicdo 2.17. Se f : G — H é um isomorfismo, entdo f~' : H — G também é um

isomorfismo.

Demonstragdo. Seja f : G — H € um isomorfismo, como f € bijetora, entdo f admite inversa

£~ que também é bijetora. Portanto sé nos resta provar que f~' é um homomorfismo.
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Dados x,y € H existem a,b € G tais que x = f(a) ey = f(b), temos que f~'(x) =
ae f~1(y) =b. Assim

f ) = (f@)f (b)) = f (flab)) = ab=f 7' (x)f ().
Portanto f~! é um isomorfismo. 0

Seja 0 homomorfismo f : G — H Definiremos agora o niicleo de f, e denotaremos

por Ker(f) da seguinte maneira Ker(f) ={x€ G : f(x) =en}.

Proposicao 2.18. Seja f : G — H um homomorfismo, entdo
(i) Ker(f) é subgrupo de G.

(ii) f € injetivo se, e somente se, Ker(f) = {ec}

Demonstragdo. .

(i) Note que Ker(f) # @ pois f é um homomorfismo e f(eg) = ey. Assim eg € Ker(f)
Sejam a,b € Ker(f), temos que f(a) = ey e f(b) = ey. Note que f(b) "' f(b) = ey =
fb)=>f(b)"' = f(b~") =ey Assim f(ab™") = f(a) f(b~') = eney = ey =>ab™' €
Ker(f). Isso mostra que Ker(f) é subgrupo de G

(ii) (=) Suponha que f € injetora. Para todo a € Ker(f) temos que f(a) = ey, como
flec) = en e f é injetiva entdo a = eg para todo a € Ker(f) logo Ker(f) = {ec}

(<=) Suponha agora que Ker(f) = {eg} e seja f(a) = f(b), temos que f(a)f(b)~! =
FO) () = fla)f(b") = ey => flab™ ') = ey => ab™! € Ker(f). Mas como

)
Ker(f) = {eg} = ab~! = e = a = b e portanto f é injetiva.
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3 ANEIS

Definicio 3.1. Dizemos que (A,+,-) é um anel, se A é um conjunto ndo vazio que possui duas
operagoes, as quais chamaremos de adicdo (+) e multiplicagcdo ( - ), definidas da seguinte

maneira:

+ : AXA — A - AXA —- A
(X,y) = X+y (X,y) = Xy

e que satisfazem os seguintes axiomas para todos x,y,z € A
Al) (x+y)+z=x+ (y+2z) ((Associatividade da soma)
A2) 40 € A tal que , 0+x = x e x+ 0 = x para todo x € A (Elemento neutro da soma)
A3) Vx €A, 3—x €A, tal que, x+ (—x) = 0 e (—x) +x = 0 (Existéncia do inverso aditivo),
A4) x+y=y+x (Comutatividade da soma),
AS) (x-y)-z=x-(y-z) (Associatividade do produto),
A6) x-(y+z)=x-y+x-ze (x+y)-z=x-z+y-z (Distributividade da multiplicacdo em

relacdo a adicdo a direita e a esquerda)

Os axiomas de A1 a A4 afirmam que (A, +) é um grupo abeliano, o axioma A5 afirma
que em A a operacao (-) € associativa e o axioma A6 afirma que a operagdo (-) € distributiva em

relagdo a operagdo (+).

Definicio 3.2. Dizemos que o anel (A,+,-) é um anel comutativo se Vx,y € A,temos que x-y =

y-Xx

Definicao 3.3. Dizemos que o anel (A,+,-) é um anel com unidade se Vx € A,31 € A tal que 1 -

x=x-1=x
Exemplo 3.1. (Z,+,-) é um anel comutativo com unidade 1.

Solucao
Al) A soma € fechada para os inteiros.
A2) A soma € associativa para os inteiros
A3) Existe 0 € Z, tal que x+0 = x paratodox € Z
A4) paratodo x € Z, existe —x € Z tal que x+ (—x) =0
A5) A soma é comutativa nos inteiros.

A6) A multiplicagdo é fechada para os inteiros,
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A7) A multiplicacdo € associativa nos inteiros.

A8) A multiplicacao € distributiva em relagdo a soma nos inteiros tanto pela direita , quanto
pela esquerda.
Assim (Z,+, ) com suas operagdes de adi¢cdo e multiplicacdo sera chamado de anel dos

inteiros.

Exemplo 3.2. e (Q,+,), o conjunto dos racionais com a operagdo de adi¢do e multiplica-
¢do usuais.
e (R,+,-), o conjunto dos reais com a operagdo de adi¢do e multiplicacdo usuais.
e (C,+,"), o conjunto dos niimeros complexos com a operacdo de adigcdo e multiplicagdo

USUAIS.

Definicio 3.4. Dizemos que o anel (A,+,-) é um anel sem divisores de zero se Vx,y € A, temos que x-

y=0=x=00uy=0

Vimos do exemplo anterior que Z, com as operacdes + e - € um anel. paran = 8

temos que (Zg,+,-) é um anel com divisores de zero pois 2 -4 = 0.

Definicdo 3.5. Dizemos que o anel (A,+,-) é um dominio de integridade ou simplesmente

dominio se (A,~+-) € um anel comutativo, com unidade e sem divisores de zero.

Do exemplo 3.1 temos que (Z, +, -) € um anel comutativo e com unidade, da defini¢éo
3.4 temos que Z ndo tem divisores de zero, portanto o anel (Z,+,-) é um dominio de integridade,

ou simplesmente dominio.

Definicio 3.6. Um anel (A,+,-) é dito um anel com divisdo ou quase corpo se paraa € A, a #0

existe b € A tal que ab = ba =1
Finalmente chegamos a definicao de corpo.

Definicio 3.7. Dizemos que o anel (A,+,-) é um corpo se (A,+,-) é um anel comutativo com

unidade e com divisdo.

Com as operacdes usuais de adicdo e multiplicacdo temos que Z nao € corpo, e

Q,R e C sio corpos.

Proposicao 3.1. Se A é um anel, entdo para todos a,b € A

(i) O zero é tinico
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(ii) O simétrico € tinico
(iii) a0 =0a =0
(iv) a+b=a+c<=b=c
(v) b=c=—ab=aceba=ca
(vi) —(—a)=a
(vii) a(—b) = (—a)b = —ab
(viii) a(b—c) =ab—ac
(ix) (a—b)c=ac—bc
(x) —(a+b)=—a—>b
(xi) (—a)(—b) =ab
Se, além disso, A possui unidade, entdo.
(xii) A unidade é tinica

(xiii) Sea € A, a+# 0 e a possui inverso em A, entdo o inverso € tinico.

Demonstragdo. (1) Suponha que 0; e 0, sdo zeros de A.
Como 0; € elemento neutro da adi¢do temos que 0; + 0, = 0;.
Como 0; € elemento neutro da adi¢do entdo temos que 0; + 0, =0,
Dai concluimos que 0; = 0, e denotaremos apenas por 0.

(i) Suponha que a; e a, sdo simétricos de a a; = a; + 0 (0 € o elemento neutro de A)

a; =a;+ (a+az) (ap é simétrico de a em A.

a; = (a; +a) +ay ( A soma é associativa em A)
a; =04 ay (a; é elemento simétrico de a em A.)
ay =a

E o simétrico de a serd denotado por —a.

(iii) a0 = a(0+40) = a0+ a0 = a0 = 0 de maneira andloga fazemos para Oa = (0+0)a =
0a+ 0a = 0a = 0 e portanto a0 = Oa = 0.

(iv) (=) a+b = a+c se somarmos —a a ambos lados da igualdade pela esquerda temos que
—a+(a+b)=—a+(a+c)= (—a+a)+b=(—a+a)+c=0+b=0+c=b=c.
(<=) Se b = c. Como a operagdo soma associa a um par de elementos em A a um
tinico elemento em A, Como b = ¢ entdo os pares (a,b) e (a,c) sdo 0s mesmos e portanto
a+b=a+c.

(v) Como a operagdo - em A associa a cada par de elementos de A a um unico elemento de A.

como b = ¢ entdo os pares (a,b) e (a,c) sdo os mesmos e portanto ab = ac e de mesma
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maneira verificamos para ba = ca.
(vi) Como o simétrico de a é —a entdo valem as igualdades a + (—a) = (—a) +a = 0. Isso
mostra que o simétrico de —a é a e assim —(—a) = a onde — significa o simétrico.
(vii) a(—=b)+ab=a((—b)+b) =a0 =0= a(—b) = —abe (—a)b+ab = ((—a)+a)b =
0b =0= (—a)b = —ab e portanto a(—b) = (—a)b = —ab
(viii) a(b—c) =a(b+(—c))=ab+a(—c) =ab—ac
(ix) (a—b)c=(a+ (=b))c =ac+ (—b)c =ac—bc
x) (a+b)+(—a)+(=b)=a+b+(—a)+(-b)=a+(—a)+ b+ (-b) = (a+(—a)) +
(b+(—=b)) =040 = 0 assim o simétrico de (a+b) é (—a) + (—b) Portanto (—(a+b) =
(—a)+(=b)=—a—b
x) (=a)(=b) = —(a(=b) = —(—ab) = ab
(iv) Suponha que 1, e 1, sejam unidades de A.
Como 1y € unidade temos que 1,1, = 1,.
Como 1, € unidade de A, temos que 1,1, = 1,.
Dai concluimos que 1, = 1,. E denotaremos a unidade por 1.
(iv) Suponha @’ e a” inversos de a em A. Temos que @’ = a’1 (1 é a unidade de A)
a =d (aa”) (a” é inverso de a em A)
a = (d'a)a” (O produto € associativo)
a = 1a” (a’ é inverso de a em A)

Portanto ¢’ = a”. O inverso de a serd denotado por a~!.

Proposicao 3.2. Um dominio de integridade finito é um corpo.

Demonstragdo. Se A um dominio de integridade finito, entdo A é um anel comutativo, com
unidade tal que se ab =0 = a =0ou b =0. Como por hipétese A € finito, entdo sejam
ai,ayz,...,a, os elementos de A. tome x € A tal que x # 0 assim ax,asx,...,a,x todos sao
elementos de A, pois caso contrdrio, se a;x = ax para i # j entdo (a; —a;)x = 0 como x # 0
isso implica que a; —a; = 0 ou seja a; = a; contradizendo i # j. Assim ax,asx,...,a,x sdo
elementos distintos em A, e sdo exatamente n elementos. Seja y € A entdo y pode ser escrito da
forma a;x, em particular x = a; x = xa;, pois A € um anel comutativo. Propomos mostrar que
aj, € o elemento neutro de cada elemento em A. Como mencionado anteriormente y = a;x para

algum a; € A e temos que ya;, = (a;x)a;, = ai(xa;,) = ajx =y portanto a;, € o elemento neutro
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de A e escrevemos como 1. Temos que 1 € A assim pelo argumento anterior 1 pode ser escrito

como um multiplo de a, ou seja existe b € A tal que ab = ba = 1. [
Proposicao 3.3. Se A é corpo entdo A é dominio

Demonstracdo. Suponha que A seja um corpo, entdo A é um anel com unidade e comutativo.
precisamos mostrar que A ndo tem divisores de zero.
Suponha que ab = 0, se a = 0, acabou. Assuma entdo a # 0, entdo existe aleA

1

talqueaa ' =ala=1=a lab=1b=0a"'0=b=b=0.

Portanto A é dominio. [
Teorema 3.1. Sejam n€ Z, n > 1. Entdo (Zy,+,-) € um anel comutativo com unidade 1.

Demonstragcdo. Sejam X,y,z € Z,, vamos verificar os axiomas da definicdo de anel.

Al) @+b=(a+nZ)+(b+nZ)=(a+b)+nZ=a+bcZ,

A2) X+y)+z2=(x+y)+z2=(x+y)+z=x++2)=X+(+z)=x+F+Z
A3) 30€Z,talquex+0=x+0=xe0+x=0+x=X.

A4) 3-x€Zytalquex+(—x)=x+(—x)=0e (—x)+x=(—x) +x=0.
AS) X+y=x+y=y+x=y+x
A6) ab = (a+nZ)(b+nZ) = (ab) +nZ = ab € 7.

AT) (xy)z = (xy)z = (xy)z = x(yz) =X(yz) =X(32).
A8) Xx(7+72) =X(y+2) =x(y+z2) =xy+txz=3+x2=3y+x2. e (X+y)Z= (x+y)z=

(x+y)z=xz+yz =x2+VZ = X2+ 7. Assim (Z,,+,-) é um anel, e além disso:
A9) Xy =Xy = yx = yx, é um anel comutativo.
A10) 31 € Z, tal que X1 = x1 = X. De acordo com A9) X1 = 1x = X. Ou seja (Z,,+,-) tem

unidade 1.

Teorema 3.2. Sejan € 7, n > 1. As condigoes abaixo sdo equivalentes:
(i) Z, é dominio.
(ii) n é um numero primo.

(iii) Zy é corpo.

Demonstragdo. (i) = (ii) Suponha Z, um dominio. Devemos mostrar que se a divide n, entdo

a=1oua=n.
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Como a divide n, existe b € Z tal que n = ab, mas por hipétese Z, é um dominio.

entao:

1° caso: @ =0

temos que se @ = 0 = a = 0 mod n entdo concluimos que a | n e n | a logo a = n.

2° Caso: b =0

temos que se b = 0 = b = Omod(n) assim n | b ou seja b = kn. Substituindo b em
n = ab, tem-se n = akn como Z, é dominio e n # 0, vale a lei do cancelamento. Dai ak = 1
como a,k € Z isso implica que a = 1.

(ii) = (iii) Suponha agora n um niimero primo. Considere o anel Z, munido das
operacdes soma e produto. Ja sabemos que Z, é comutativo e unitidrio. Devemos mostra que
todo @ € Z, tem inverso, ou seja, existe X € Z, tal que ax = 1. Como mdc(a,n) = 1, pois n é
primo, entdo pelo teorema de Bachet-Bézout (Este teorema se encontra em (MARTINEZ; et al,
2011) na pagina 14 teorema 1.7) existem p,q € Z tal que ap +ng = 1, tomando essa identidade
modulo n, tem-se ap+ng =1 = ap+0g =1 = ap = 1.

Assim o inverso de a é p, e portanto Z,, € corpo.

(iii) = (i) Ja foi provado na proposicao 3.3. O
3.1 Subanel e ideais
Definicao 3.8. Sejam (A,+,-) um anel. Um subconjunto néo vazio B C A é subanel de A quando:
(i) As operagoes de A sdo operacoes em B, isto é,
x,yeEB=x+ycBex-ycBhB.

(ii) (B,+,-) é um anel.

Os axiomas da defini¢do 3.1 sdo facilmente verificados. Note que a associatividade,

o elemento neutro, a comutatividade da soma sdo herdadas.

Exemplo 3.3. Com as operacées usais (Z,+,-) é subanel de (Q,+,-), mas (N,+,-) ndo é
subanel de (Z,+,), pois temos que 2 € N mas —2 ¢ N

Com a proposicdo abaixo iremos apresentar um critério para subanel.
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Proposicio 3.4. Sejam (A,+,-) um anel e BC A,B # &. Sdo equivalentes:
(i) B é subanel

(IlI) xycB=x—ycBex-yeB

Demonstracdo. (i) = (ii) Se B é subanel, entdo as operagdes + e - sdo fechadas em B, e além
disso se x,y € B=—> x,y,—y € B pois os elementos de B possuem elemento simétrico em B,
assimx+ (—y) =x—y€E€Bexy€B
(ii) = (i) Devemos mostrar que os axiomas da defini¢do 3.1 sdo vdlidos
(1) Por hipétese a multiplicacdo de A € fechada em B.
(2) O elemento neutro da soma de A pertence a B, poiscomox e B=—x—x=0¢€B.
(3) Os elementos de B possuem simétrico, pois como x,0 € B=— 0—x= —x € B.
Com esses elementos vamos provar que a soma ¢ fechada para B. De fato, se x,y € B—>
x,—yEB=—=x—(—y)=x+y€E€B.

Os outros axiomas sdo herdados de A, ou seja, valem em B, pois valem em A.

Exemplo 3.4. O conjunto B = {0,2} é subanel de Zy.
Devemos mostrar que se a,b € B entdoa—beab € B

€B
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Exemplo 3.5. Sejan € N,n > 1. Lembre-se que nZ, = {nx ; x € Z}. Entdo n’Z é subanel de 7., e
nZ ndo tem unidade.
Inicialmente vamos mostrar que nZ. é subanel de 7.
Sejam u,w € nZ. Entdo u = nx e w = ny, com x,y € 7,
(-) uw = nx-ny = n(xny) € nZ.
() u—w=nx—ny=n(x—y) € nZ.

Segue da proposicdo 3.4 que nZ. é subanel de 7.
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Suponha agora que nZ tenha unidade u.
u e nl— u=nx,x € 7.
Como u é a unidade, temos que
un=n— (mx)n=n=—=nx=1=—=n=+1.
Absurdo, pois n > 2. Portanto nZ.,n > 2 é subanel sem unidade.

Proposicao 3.5. n-Z é subanel de m -7, <= m|n.

Demonstra¢do. (—>) Suponha nZ subanel de mZ. Entdo n € nZ C mZ, ou seja , n = m-x com
X € mZ, portanto m|n.

(<=) Suponha agora que m | n, do exemplo 3.5 temos que nZ e mZ sao anéis com
as operagdes usuais de adicao e multiplicacdo de inteiros. Basta mostrar que nZ C mZ. De
fato, seja nx € nZ. Como m | n temos que n = ma,a € Z. Assim nx = (ma)x = m(ax) € mZ e

portanto nZ € subanel de mZ. U

Com esta proposicao, para conhecer os anéis mZ que tem subanéis nZ, devemos

conhecer os divisores de n
Exemplo 3.6. 87 ¢ subanel de 7.,27.,47. e 8.
Vamos ver agora uma classe de subanéis chamada de ideais de um anel.

Definicao 3.9. Seja A um anel. Um subanel I do anel A é ideal d esquerda de A quando:
aclercA=r-ac(A-1CI)

Definicao 3.10. Seja A um anel. Um subanel I do anel A é ideal d direita de A quando:
aclercA=a-re(A-1CI)

Definicao 3.11. Sejam A um anel e I subanel de A. Se I ¢ ideal a direita e a esquerda de A,

Dizemos que I é um ideal (ou ideal bilateral) de A.

Observacao

Dado um anel A, entdo A e {0} sdo ideais de A e sdo chamados de ideais triviais.

Exemplo 3.7. Os ideais de 7 sdo da forma n’Z
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Definicao 3.12. Sejam A um anel comutativo e P um ideal de A. Dizemos que P é ideal primo

de A quando P # A, a,b€ Acoma-be P=acPoubecP

Exemplo 3.8. Se A =Z ¢ P =27, Temos que P é um ideal primo, pois P # A e seja a,b € A

com ab € P. Logo ab =2k = 2|ab = 2|a ou 2|b ou sejaa € Poub € P

Definicao 3.13. Sejam A um anel comutativo e M um ideal de A. Dizemos que M é ideal maximal
de A quando:

(i) M #A;

(ii) Se J éidealde Ae M CJ C A, entdoJ =M ouJ = A.

Proposicao 3.6. Sejan € N, n > 2. Sdo equivalentes:
(i) n é um niimero primo.
(ii) nZ é ideal maximal de 7.

(iii) nZ é ideal primo de 7.

Demonstracdo. A demonstragdo desta proposicdo se em encontra em (JANESCH; TANEJA,

2011) pagina 117 proposi¢ao 4.3.4 [

Teorema 3.3. Seja (K,+,-) um anel comutativo com unidade. Sdo equivalentes:
(i) K é corpo
(ii) {0} € ideal maximal;

(iii) K so tem ideais triviais.

Demonstragdo. (i) = (ii) Devemos mostrar que {0} ¢ ideal maximal. Note que {0} # K, e
seja J um ideal de K tal que {0} <J < K. Se J = {0}, estd provado. Suponha entdo que J # {0},
entiio existe x # 0 € J, Como K é corpo, existe x~! € K tal que x~'x = 1. vamos provar que
KCJ,

Sejay e K = yx~! € K, como x € J e J é ideal entiio pela definicio de ideal
yx~! € Jeportanto K C J

(if) = (iii) Seja J ideal de K, tal que {0} 2 J O K, Como {0} ¢ ideal maximal
temos que J = {0} ouJ =K.

(iii) = (i) Devemos mostrar que K possui inverso multiplicativo. Considere o ideal
xK # {0}, pois x # 0, que por hipétese xK = K. Logo 1 € K = xK, Assim existe y € K tal que

xy = 1. ou seja , todo elemento ndo nulo de K, possui inverso. 0
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Exemplo 3.9. 7 é corpo, pois 7 é primo. {0} é ideal maximal e {0} e Z7 sdo os unicos ideais

de Z7.
3.2 Anéis quocientes

Definicao 3.14. Sejam a,b € A e um ideal I do anel A. Dizemos que a é congruente a b modulo

I quando a diferenca a — b estd em 1.
Em simbolos temos quea =bmod [ <= a—b el

Proposicao 3.7. Se I é um ideal do anel A entdo a relagdo x =y mod I é uma relagdo de
equivaléncia em A. Isto é, para todos a,b,c € A vale:

(i) a=amodlI (reflexiva)

(ii) Se a= b mod I, entdo b= a mod I (Simétrica)

(iii) Sea=bmodl eb =cmod I, entdo a=c mod I.

Demonstragdo. (i) temosque 0 =a—a €l — a=amod |
(i) Sea=bmod | = a—becl=— —(a—b)=b—aceportanto b =b mod |
(iii) Se Sea=bmodleb =cmodl, temos que a—b,b—ce€l = (a—b)+(b—c) =
a—b+b—c=a—ce€leportanto a = ¢ mod I.

]

Definicao 3.15. Seja I um ideal do anel A. Dado a € A, chamamos de classe de equivaléncia de

a modulo I, ao conjunto de todos os elementos de A que sdo congruentes a a modulo [
a={x;x=amodl}
Note que se
xeca<—=x—acl<x—a=bcombel
x=a+b<=xca+l

Assim concluimos que @ = a +1.

Denotaremos por /% = {a;a € A} o conjunto quociente de A modulo /.

Proposicao 3.8. Sejam I um ideal do anel A e a,b € A

(i) a=b<=a=bmodl
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(i) a=bouanNb=o

i) A= Ua
(iii) aeAa

Demonstracdo. (i) (=)seaca=b=—=acb=—a=bmodl.
(<=) Temos que mostrar que @ D be b C a. Sejax €@ —=—>x=amod I e como a =bmod I
entdo x = b mod I e portanto x € b.
Suponha agora que x € b => x = bmod I € como a = b mod I = b = a mod I entio
x =a mod [ e portanto x € a.

(ii) Suponha@# b, esejaxcanb=>xcaexchousejax=amod]ex=bmod]I, pela
simetria e transitividade, temos que a = b mod I e portanto @ = b. Absurdo, pois por
hipétese @ # b. e assimanb = @.

(i1ii)) Como a C A para todo a € A, € claro que agAa C A . Por outro lado, dado b € A, sabemos
quebebC ae assim A C U ae portanto A= Ua

acA

0
Exemplo 3.10. Seja A =7 e I = 67 Temos que ‘% = 6% = {X;x € Z},onde X = x+ 6Z

0=0+6Z; 1=14+6Z;2=2+67Z
3=3+467Z;4=4+4+67;5=5+67

De maneira geral Z, = % Devemos definir operagdes no conjunto /% de modo que
este seja um anel.
Sejag=a+1eb=b+1, definiremos a soma e o produto da seguinte maneira:
() a+b=a+b
(i) a-b=ab
As operagdes nesse anel quociente sdo bem definidas.
Proposicao 3.9. Seja I um ideal de um anel A, e a,b,x,y € A. Sea=xmodl e b=ymodI
entdo:

(i) a+b=x+ymodl
(i) ab = xy mod 1

Demonstracdo. (i) a=xmodl = a—x€leb=ymodl = b—y €[, entdo (a —x) +

(b—y)el=—=a—x+b—y=(a+b)—(x—y) €leportanto a+b =x+ymodI.
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(i) a=xmodl =>a—x€lcomob € Aeléideal, entdo (a —x)b € I. De maneira andloga,
b=ymodl =-b—yeclex(b—y) €<l Entio, (a—x)b+x(b—y) =ab—xb+xb—xy=
ab —xy € I e portanto ab = xy mod /.

A

Teorema 3.4. Seja I um ideal do anel A. Entdo (7, =+, ) é um anel.

Demonstragdo. Devemos mostrar que todos os axiomas da definicao de anel, sao vélidos. Dados
ﬁ,l_),E € ‘%, entao:

Al) a+b=a+be}

A2) (@+b)+c=(a+b)+c=(a+b)+c=a+(b+c)=a+(b+c)=a+(b+7).

A3) 30, talque 0+a=0+a=aea+0=a+0=a.

A4) d—atalque —a+a=—a

A7) (@-b)-c=(a-b)-c=(a-b)-c=a-(b-c)=a-(b-c)=a-(b-c).
A8) a-(b+¢)=a-(b+c)=a-(b+c)=a-b+ta-c=a-b+a-c=a-b+a-c.e(b+¢)-a=

[

Definicao 3.16. O anel (‘%, +, ) é chamado de anel quociente de A por I.

Voltando ao exemplo 3.10. temos que 622 ¢ um anel.

+[0[1]2|3[4]5 0|1|2|3]4]5
0/0|1(2|3|4]|5 0/0|{0|0[0[0|O
1]1]2(3|4|5]|6 1/0(1|2|3]4]5
2/2|3(4|5|/0|1|e|2|0|2/4|0|2]4
3(3/4/5/0(1]2 3/0[3(0(3]0/3
4/4|5/0/1|2]|3 4/0(4(2(0(4]2
5(5/0[1|2|3|4 501054321

Corolario 3.1. Sejam A um anel e I um ideal de A.
1) Se A tem unidade 1 entdo o anel %1 tem unidade 1.

2) Se A ¢ anel comutativo entdo o anel ‘% também é comutativo.
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Demonstragdo. (1) Devemos mostrar que para todo X € 4, ¥ = I¥ =X.

De fato, pois X1 =xI =xe 1x = lx = X.
(2) Temos que mostrar que para todos X,y € ’%, Xy = yX.

De fato, poisX-y=Xy=yx =y-X.

<

Teorema 3.5. Sejam A um anel comutativo com unidade e I um ideal de A, 1 # A. Entdo:
(i) 4 ¢ dominio < I é ideal primo de A.

T
(ii) %‘ € corpo <= I é ideal maximal de A.

Demonstracdo. (1) (=) Sejam a,b € A e ab € I, isso implica que 0 —ab € | = 0 =
ab mod I, mas como /7‘ é dominio, entdio @ =0 ou b = 0.
Sea=0=—=a=0mod]l = a—-0cl=acl
Seb=0=b=0mod] =b—-0cl=bel
(«<=) Como A é um anel comutativo com unidade, entdo pelo corolério anterior temos
que ‘% ¢ um anel comutativo com unidade. Falta mostrar que %‘ nao tem divisores de zero.
SejamE,Ee *7‘, tal queﬁE:G: ab=0mod I,ouseja,ab—0cl=—=abelcomolé
ideal primo, entdo temos que
acloubel
Seacl=>a—0¢cI=>a=0mod] e portanto @ = 0.
Sebcl=b—0cI=—b=0mod] e portanto b =0

(ii) (=) Queremos mostrar que I é ideal maximal. Por hipétese I # A, falta mostrar que se J
éidealdeAelI CJCA,entaioJ =1ouJ =A.

Suponha J ideal de A e I & J C A. Entdo existe a € J tal que a ¢ I, e segue que a # 0,

e consequentemente a € %‘, como ‘% é corpo, entdo existe b € /7‘, tal que ab = 1, ou seja,
ab =1mod I, isso implicaque;ab—1 €l =—-ab—1=icomicl.

Como a € J isso implica que ab € J, e como i € I => i € J pois [ C J. e portanto
1 =ab—ie€J,econcluimos que 1 € J D A e portanto A € corpo e possui apenas ideais
triviais, como J # {0} temos que J = A.

(«<=) Suponha agora que I é ideal maximal de A. Como A é um anel comutativo com

unidade, entdo pelo corolério anterior temos que ‘% € um anel comutativo com unidade.
Falta mostrarmos que /} tem inverso multiplicativo. Seja a € %‘, com a # 0, segue que
a ¢ I, pois se a € | = a = 0, contradigdo pois @ # 0. Seja aA = {ax;x € A} o ideal

principal gerado por a. Assim temos que [ +aA = {u+v; v € l,u € aA} é ideal de
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A. de forma que I 2 I +aA C A, como [ € ideal maximal, temos que / +aA =A e
daivemque 1 € I+aA —= 1 =u+v, como v € aA —> v = ax, comx € A , Logo
1:u+ax:>1—ax:u:>1—axelz>lzaxmodleportantoT:ﬁ:m, ou
seja, o inverso deaéb

]

Exemplo 3.11. Seja p primo, entdo pZ é ideal maximal plz = 7, € corpo. Por outro lado, seja

n um nimero ndo primo, entdo nZ ndo é ideal maximal e portanto %Z = Zy ndo é dominio.

3.3 Homomorfismo e isomorfismo de anéis

Definicao 3.17. Sejam (A,+,) e (B,x,/\) anéis. Um homomorfismo de A em B é uma fungdo
f : A—> Btal que:

(i) fla+b)=f(a)=*f(b),Va,b € A.

(it) fa-b) = f(a)Af(b).

Observacao
Quando estamos falando de homomorfismo entre os anéis A e B, ¢ comum denotar-
mos as mesmas operagdes. Ou seja (A, +,-) e (B,+,), mas ndo podemos esquecer que + e -
podem representar operacdes diferentes em A e B.
Quando apresentamos:
() fla+b) = f(a)+ £(b)
(i) f(ab) = f(a)f(b)
Deve ficar claro que a + b e ab sdo operagdes em A e que f(a) + f(b) e f(a)f(b) sdo operacdes
em B.
Se f : A — B ¢ bijetivo, entdo é um isomorfismo. Neste caso dizemos A e B sao
isomorfos e escrevemos A ~ B.
Os homomorfismos f : A — A sdo chamados de endomorfismos, e os isomorfismos

f : A —> A sdo chamados de automorfismos.

Exemplo 3.12. Sejam A e B anéis. Entdo f : A — B, f(x) =0, é homomorfismo, chamado
homomorfismo nulo.

Temos que:

(i) fla+b)=0=04+0= f(a)+ f(b)
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(it) f(ab)=0=0-0=f(0)f(0).
Proposicao 3.10. Sejam f A — B um homomorfismo. Entdo:
(i) f(0)=0"
(i) f(—a)=—f(a).
(iii) f(a—=Db) = f(a)=f(b).
(iv) Se A e B sdo dominios, entdo f é o homomorfismo nulo ou f(1) =1'.

(v) Se A se B sdo corpos, entdo f é nula ou f é injetiva.

Demonstragdo. (1) f(0) = f(04+0) = f(0)+ f(0) = f(0) =0

(i) Se a+ (—a) =0¢e f(0) =0 segue que f(0) = f(a+ (—a)) = f(a)+ f(—a) =0 =
f(=a)=—f(a)

(iii) f(a—b) = fla+(=b)) = f(a)+f(=b) = f(a) = f(b).

(iv) Temos que 1-1=1= f(1-1) = f(1) = f()f(1) = f(1) = fF()f(1) - f(1)
0= f(1)(f(1)—1") =0 como A e B, sdo dominios, segue que: f(1) =0 ou f(1)—
=0 = f(1)=1.

Se (1) =0, temos que f(x) = f(x-1) = f(x)f(1) = f(x)-0' =0, ou seja, f é a fungdo

constante nula.

(vi) Suponha que A e B sdo corpos € que f ndo é o homomorfismo nulo. Como A e B sao
corpos,e portanto dominios, entdo f(1) = 1’. vamos mostrar que f € injetiva. Seja
f(a)= f(b) = f(a)— f(b) =0 = f(a—b) = 0. Suponha por absurdo que a —b # 0
, entdo existe x € A tal que x- (a — b) = 1, pois A é corpo, e daf segue que f(x)f(a—b) =
f(x)-0" = 1'. contradi¢do, pois B é corpo.

]

Note que se f : A — B é homomorfismo, entdo f(0) = 0" e que se f(0) # 0 entdo

f : A — B nao € homomorfismo.

Proposicao 3.11. Seja f : A — B é um homomorfismo de anéis, entdo:
(i) Se S é subanel de A, entdo f(S) é subanel de B.
(ii) Se I é ideal de A, entdo f(I) é ideal de f(A) = Im(f).

Demonstragdo. (i) sejam a,b € S, assim temos que f(a), f(b) € f(S)..
fla)— f(b) = f(a—b) comoa—b € Sentdo f(a)— (b) € f(S).
f(a)f(b) = f(ab), como ab € S entdo f(a)f(b) € f(S).

Portanto, f(S) é subanel de B.
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(ii) Sejam a,b € Ier € A. Do item anterior, vimos que f(a) — f(b) € f(I).

Temos que f(a) € f(I) e f(r) € f(A). Note que f(a)f(r) = f(ar), como ar € I pois I é
ideal de A, entdo f(a)f(r) € f(I), e portanto f(I) é ideal de f(A) = Im(f).

Seja 0 homomorfismo f : A = B, definiremos:
- Nicleo (ou Kernel) de f por N(f) ={x€A; f(x) =0}
- Imagem de f por Im(f) = {f(x); x €A}
Com essas defini¢des de niicleo e imagem, apresentaremos o primeiro teorema do

homomorfismo.

Teorema 3.6. (i) Im(f) é subanel de B.
(ii) N(f) € ideal de A
(iii) f € injetiva <= N(f) = {0}.

(iv) Os anéis 2~ e Im(f) sdo isomorfos.
(f)

N

Demonstracdo. (i) Sejam x,y € Im(f), entdo existem a,b € A tal que f(a) =xe f(b) =

x—y=fla) = f(b) = fla—b) € Im(f)
xy = f(a)f(b) = f(ab) € Im(f).
Portanto Im(f) é subanel de B.

(ii) Sejam a,b € N(f )erEA
fla=b) = f(a) - () —0'=0=a—-beN(/f).
flar)=f(@)f(r)=0"-f(r) = 0" = ar € N(f).
Portanto N(f) é ideal de A.

(iii) (=) Suponha f injetora. Seja a € N(f), assim f(a) =0 = f(a) = f(0) =, como f
€ injetiva, entdo a =0
(<=) Suponha agora que N(f) = {0}.
Sejam a,b € A tais que f(a) = f(b). Logo:

fla)=f(b) = f(a)— f(b) =0 = f(a—b) =0

Como N(f) = {0}, isso implica que a —b =0 — a = b, e portanto f ¢é injetiva.

(iv) Temos que provar que
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¢ um isomorfismo.

Note queg(a) = f(a) entdo temos que:

g(@+b) = fla+b)=fla)+f(b) = g(@)+g(b)
g(@-b) = f(a-b) = f(a)- f(b) = g(a) - g(b)

Logo g é homomorfismo. Falta mostrar que € bijetivo.

Injetividade: g(@) = g(b) = f(a) = f(b) = f(a—b) =0 = a—b EN(f) =a=

b mod(N(f)) e portanto a = b.
Sobrejetividade: Seja Im(g) = {g(a) ; a € zﬁ’ mas como g(a) = f(a), temos que
Im(g) = {g(@): a e s = {(a) : a€ A} = Im(f).

A

Concluimos que g é bijetivo e portanto ﬁ e Im(f) sdo isomorfos (W ~ Im(f)).
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4 ANEIS DE POLINOMIOS

Estudamos anteriormente alguns tipos de anéis, estudaremos agora os anéis de
polindmios, onde a partir do anel A definiremos A[x] que é formado pelos polindmios na

indeterminada x e coeficientes em A

4.1 Anéis de polindomios e o algoritmo da divisao

Definicao 4.1. Seja (A,+,-) um anel. Entdo
Alx] ={ao+aix+...+ax";n e Nja; € A\ Vi€ {1,2,...,n}}
Os elementos de A[x] sd@o chamados de polindomios.

Definicao 4.2. Seja A um anel. Um polinomio sobre A na indeterminada (ou varidvel) x, é uma
expressdo da forma: ag+ayx+a)x>+ ... onde a; € A, e existe n € N tal que a j =0 para cada

j>n

Seja o polindmio p(x) = ag +a1x + ax* + ... a,x". Quando a, # 0, dizemos que n
¢ o grau de p(x) e denotamos por d(p(x)). Neste caso a, é o coeficiente dominante de p(x). Se
a, = 1, p(x) serd chamado de polindmio ménico.

Notacao: O conjunto de todos os polindmios na indeterminada x e coeficientes no
anel A, serd denotado por A[x] = {ag+ajx+axx®...+a,x"; n € N,a; € A}. Note que para cada
a; € Acomi€ {1,2,...,n} poderd ser identificado como um polindmio constante p(x) = a;,

comi€ {1,2,...,n}. Deste modo A C A[x].

Exemplo 4.1. Seja o polinomio p(x) = 3 +4x> +x* € Z[x]
- d(p(x)) =4

cap=1

Definicio 4.3. Sejam p(x) = ap+ajx+... € Alx] e q(x) = bo+ bi1x+ ...Alx]. Dizemos que
p(x) = q(x) quando a; = b; paratodoi € N

Agora vamos definir as operagdes de adi¢do e multiplicacdo em Alx].
1) p(x)+q(x) = (ao+bo)+ (a1 +b1)x+... € Ax]
2) p(x)g(x) =co+cix+... € Alx]. co =aopbo

c1 = apby +aiby
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¢y = apgby + a1 by + axbg

cy=apby+aiby_1+arby_r~+...+ap_1b1 +arbg = ‘ Z aibj
Estas s@o as operacdes usuais dos polindmios e
Exemplo 4.2. Seja p(x) =3 +2x+4x% e g(x) = 4+ 5x +2x°

1) p(x)+q(x) = 3+4)+ (2+5)x+ (4+2)x* =7+ Tx + 6x>

2) p(x)g(x) =co+cix+...co=3-4=12
c1=3-542-4=15+8=23
c2=324+2-54+4-4=6+10+16=32
c3=2-24+4-5=44+20=24
cs=4-2=28
p(x)q(x) = 12 +23x +32x% + 16x° + 8x*

Teorema 4.1. Seja A um anel. Entdo:
(i) Alx] é um anel.
(ii) A € comutativo, entdo Alx] é comutativo.
(iii) Se A tem unidade 1, entdo Alx] tem unidade g(x) = 1.

(iv) Se A é dominio, entdo Alx] é dominio.

Demonstragdo. (i) sejam p(x) =ap+ajx+... € Alx],g(x) =bo+bix+... € Alx] e r(x) =
co+cix+... € Alx]. Devemos mostrar que os axiomas da defini¢éio de anel sdo validos.
Al) p(x)+q(x)=(ap+bo)+ (a1 +b1)x+...,comoa;+b; €A, entdo p(x)+¢q(x) € Alx]
A2) (p(x)+q(x))+r(x) = ((ao+bo) + (a1 +b1)x+...)+co+cix+... = (ap+ by +

co)+(ar+br+c)x+...=ap+ax+...+((bo+co)+ (b1 +cy)x+...) = p(x)+
(g(x) + ().
A3) Existe um 7(x) € A[x] tal que p(x)t(x) = t(x)p(x) = p(x)
assim teremos que @; +t; = t;+a; = a; = t; = 0 e portanto 7(x) =04+ 0x+... = 0.
A4) Existe —p(x) € A[x] tal que p(x) + (—p(x) = (—p(x)) + p(x) = 0.
De fato. —p(x) = —ap—ajx—... € Afx] e p(x) + (—p(x)) = (ap+ (—ap)) + (a1 +
(—ai))+...=04+0x+...=0.
De maneira andloga fazemos para (—p(x)) + p(x) = 0.
AS) p(x)+q(x) = (ap+bo) + (a1 +by1)x+... = (bo+ao) + (b1 +a1)x+... = q(x) +
p(x).
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Jd vimos que p(x)g(x) =co+cix+...ondecy = Y a;b; € A, Portanto p(x)q(x) €
Alx]. o

Queremos mostrar que (p(x)g(x))r(x) = p(x)(q(x)r(x))

p(x)q(x) =dop+dix+..., comd, = i+)J::kaibj

(p(x)g(x))r(x) =ep+ex+...,comeg = i Z:kd,-cj

40r(x) = fot fux+ ... com fi = H)J:kbi?f

px)(q(x)r(x)) =lo+hLx+...,coml= Y a;fj.

i+ j=k
Temos que mostrar que [; = ¢ para todo k € N.

Sejalk: Z a,-fj.
i+j=k

k= Y% ai( )Y blct>-
=k \Iti=j
k=Y ai(bc).

i+l+t=k
lk = Z (aibl) Ct.
i+l+1=k
k=X < X aibl> Cr
n+t=k \i+Il=n
lk = Z dnc, = €.
n+t=k
Faremos a distributividade a esquerda. Queremos mostrar que p(x)(g(x) +r(x)) =

p(x)q(x) + p(x)r(x).

Escrevendo p(x)(q(x) +r(x)) =uo +urx+...comu; = Y. a;(b+c)
p(x)q(x) =lo+hLx+...coml;= Y ajb e

p(x)r(x) =vo+vix+...comy; zjftil ajey

Devemos mostrar que u; = I; + v; pe{;rz;?(l)do € N.

Parai € N temos que:

ui= Y aj (by + 1)

JHt=i

uj= Y ajb,—l-ajct
JHt=i

ui= Y ajb+ Y ajc
JHt=i J+t

u; =1l +v;

Agora falta mostrarmos que ((g(x) + r(x))p(x) = q(x)p(x) 4+ r(x) + p(x).
((q(x) +r(x)p(x) =mo+mix+...,comm =Y, (bi+ci)a;j

i+j=k
gxX)p(x) =no+nix+...,comnr = Y ba;
i+j—=k
r(x)p(x) =to+tix+...,comty, = Y ca;j.
i+j=k

Para terminar a demonstracao, devemos mostrar que my = ny + t;, para todo k € N.
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Seja k € N, de forma que
me= Y (bitci)a;

i+j=k

mg= ) bjaj+cia;
i+j=k

mg= Y baj+ Y ca;
i+j=k i+j=k

my = ny +1

Como Al[x] satisfaz todos os axiomas acima, A[x] € um anel.
Sejam p(x) =ap+ajx+... €Alx] e g(x) =bo+b1x+... € Ax].
Temos que p(x)g(x) =co+cix+... €Alx],comc; = Y ajby,

JHt=i
gxX)px)=lp+hLx+...€Alx],comlij= Y ba;.
Jj+t=k
Mas por hipétese A é um anel comutativo, entdo para cada i € N temos que
Ci == Z ajbt = Z b,aj =1
jt=i jHt=k

Seja p(x) =ap+ajx+... € Alx] e escreva g(x) = 1 como g(x) = by +bjx+ ... onde
bo=1eb; =0paratodot > 1.

p(x)g(x) =cotcix+...,comc;= Y ajb;.

Devemos provar que ¢; = a;, para tog(r)ti_le N, ai teremos p(x)g(x) = p(x).

Para i € N, a tinica maneira das parcelas do somatdrio ), a;b,; serem ndo nulas € quando

jH=i

t = 0. Assim:
ci= Y ajb

=i
ci= ) ajby

j+0=i
Ci = Z aj

j=i
C; = 4a;.

De maneira andloga, prova-se que g(x)p(x) = p(x).

E portanto g(x) = 1 é unidade de A[x]

Como A é dominio, entao A € um anel comutativo, com unidade e sem divisores de zero.
Segue de (i), (ii) e (iii) que Alx] € um anel comutativo e com unidade, faltando provar que
Al[x] ndo tem divisores de zero.

Sejam p(x) = ag+ajx+... € A[x], e g(x) = bo+bi1x+ ... € A[x] tais que p(x)g(x) = 0.
Iremos fazer a demonstragdo por absurdo. Suponha que p(x) # 0,g(x)neq0,0u seja, existem
m,n € N, tais que p(x) =ap+ax+...+aux", coma,, #0e q(x) =by+bix+...+byx",
com b, # 0 que p(x)g(x) =0

0=px)g(x)=co+cix+...,comc;= Y ajb

jHt=i
Temos que ¢; = 0 para todo i € N. Em particular ¢, =0
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O=cuin= Y ajb.Como Y ajb=aobuin+arbmin-1+...+ap_1bn+1+
j+t=m+n j+t=m+n

amby + ayi1by—1 . ..+ aynbo, temos que:

Comtn = Aobmin + a1byin—1+ ...+ am_1bn+ 1+ awby + aymy1by—1 ...+ aminbo. (*)

Note que se i > m, temos que a; =0 e se j > n, temos que b; = 0. Assim em (x),

concluimos que 0 = a,,b,, Contradi¢do. pois a,, € b, sdo nao nulos e por hipétese A é

dominio. Entdo A[x] é dominio

Observacio: A ¢ subanel de A[x|.
De fato, ja vimos que A C A[x] e como A é um anel com as restri¢des do anel Alx],

entdo A é subanel de Alx].

Exemplo 4.3. . Zx] é dominio, pois 7, é dominio.
. nZ[x] é anel comutativo, pois nZ é anel comutativo.
« Zn|x| é anel comutativo com unidade, pois Z,, é anel comutativo com unidade.

Zp|x] é dominio para todo p positivo primo, pois Z, é dominio para todo p positivo primo.

Veremos agora que Alx] nunca é corpo, pois p(x) = x € Alx] ndo € inversivel. De
fato. Suponha que existe g(x) = ag + ayx +ax* + ... +a,x" € Ax], tal que 1 = p(x)q(x).

1 =x(ag+ax+ax*+... +all)

1l =apx+a1x*+ ...+ ax"t!

1 = 0. Absurdo.
Proposicéo 4.1. Sejam A um anel e p(x),q(x) € Alx] com p(x) # 0,q(x) #0
(i) Se p(x)+q(x) # 0 entdo d (p(x) +¢(x)) < max{d (p(x)),d (q(x))}
(ii) Se d (p(x)) # 9 (q(x)) e p(x) +q(x) # 0 entdo J (p(x) + q(x)) = max{d (p(x)),d (q(x))}.
(iii) Se p(x)q(x) # 0 entdo d (p(x)q(x)) < d (p(x)) + 9 (q(x)).
(iv) Se A é dominio, entdo d (p(x)q(x)) = d (p(x))+ 9 (q(x)).

Demonstracdo. Sejam p(x) =ag+ajx+...a,x"de d (p(x)) =neq(x) =bo+bix+...+bux™
de d (g(x)) = m. Sem perda de generalidade assuma que n > m.
(i) p(x)+q(x) = (ao+bo)+ (a1 +by)x...+ (am + byw)X™ + ... + (a, + b,)X", onde acres-
centamos coeficientes b; = 0 para j > m, se for necessdrio. Se a, + b, # 0 entdo
d (p(x) +¢g(x)) = n, caso contrdrio d (p(x)+¢(x)) < n e portanto d (p(x)+¢g(x)) <
max(d (p(x)), 9 (q(x))}
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(if) Por hipétese d (p(x)) # d (¢(x)), entdo n # m, vamos assumir que n > m. Entdo p(x) +
q(x) = (ao +bo) + (a1 +b1)x... + (@m + b)X™ + (@1 + bys1)™ oo+ (an + by,
desde que a,, # 0 temos que p(x)+¢q(x) #0, e também d (p(x) + g(x)) =n=max{d (p(x))

(iii) Escrevendo p(x)q(x) =co+cix+...cpxk = L aibj, e lembrando que a; = 0 parai > n,
pois d (p(x)) =ne b; =0 para j > m,pois d (l;]L(J);)k) = m. Vemos que ¢, =0 parak > n+m.
De fato, quando k > n +m cada uma das parcelas do somatério ), a;b; envolve a; com

i>noubjcom j> m portanto todas as parcelas sdo nulas. C(Z)Jrrljs:elzluentemente, =0

para k > n+m. Segue que p(x)q(x) = co+c1x+ ...+ cppmx™™ .

(iv) Novamente escreva p(x)g(x) = co+cix+...cxk = Y aibj, lembre se que a, # 0, by, #
0 pois d (p(x)) =n e d(q(x)) = m. Vimos na dgrjlglr(lstragﬁo anterior que ¢ = 0 se
k > n+m. Além disso note que Cy,, = aobp+m + a1byym—1+ ... +an—1bm+1 + anbpy, +
.oo+apymbo = anby, pois a; =0 parai>nebj=0para j >m. Como A é dominio e

an # 0,b,, # 0 entdo ¢, # 0. Portanto

]

Proposicao 4.2. Se A é dominio entdo os elementos invertiveis de A e de A|x| coincidem, isto é,

U(A) = U (A[x]).

Demonstragdo. A inclusdo U(A) C U(Alx]) é imediata pois A C A[x] .

Tome f(x) € A[x] entdo existe g(x) € A[x] tal que f(x)g(x) = 1. Assim f(x) #0e
g(x) # 0. Como A[x] é dominio, pois A é dominio, segue da proposi¢do 4.1 que 0 == (1) =
9 (f(x)) = 9 (g(x)).

Portanto d (f(x)) = d (g(x)) =0, isto é, f(x) =a,ac Aeg(x)=b,bcAeab=1,
logo f(x) =a € U(A) O

Corolario 4.1. Nenhum anel de polinémios é corpo.

Demonstragdo. Seja A um anel, e suponha que U(A[x]) = A[x]*. Como A é subanel de Alx],
temos que A é dominio. Pela proposi¢do 4.2 temos que U(A) = U (Alx]) = Alx]*, que é um

absurdo. O]

Exemplo 4.4. - U(Z)=U (Z[x]) = {-1,+1}
- U(Q)=U@QN) =
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. UR)=U (R[x]) =R*
- UZyp) = U (Zplx) = Z,

Teorema 4.2 (Algoritmo da divisdo). Sejam K um corpo, f(x),g(x) € K[x| e g(x) # 0. Entdo
existem tinicos f(x),r(x) € K[x| tais que f(x) = g(x)-q(x)+r(x), com r(x) =0 ou d (r(x)) <

d (g(x)).

Demonstragdo. Se f(x) = 0, acabou. Basta toma g(x) = r(x) = 0.

Suponha que f(x) # 0, e como g(x) # 0, escrevemos: f(x) = ap+ajx+ayx*>+...+
ax", d (p(x)) =neg(x) =bg+bix+byx>+... +bux", 3 (g(x)) =m

Temos dois casos a analisar:

1° caso d (p(x)) =n < d(g(x)) = m. Tome g(x) =0e r(x) = f(x)

2°caso d (p(x)) =n>d(g(x)) =m.

Vamos usar o segundo principio de indugdo sobre n = d (p(x)). Se n =0, entdo
f(x) =ap. Assim temos que 0 =n =d (p(x)) > d (g(x)) = 9 (g(x)) =0 = g(x) = by € K.
Como 0 # g(x) = by € K, temos que , existe bal € K. Tome g(x) = balao e r(x) = 0. E claro
que f(x) = g(x)q(x) +r(x) = bo(by 'ap +0 = ag.

Agora consideramos n > 1, e nossa hipé6tese de indugéo é: "Se h(x) € K[x|,h(x0 #
0 e d (h(x)) < n. Entdo existem g;(x),r(x) € K[x], tais que h(x) = g(x)q;(x) + r1(x), com

ri(x) =0o0ud(r(x)) < d(g(x))". Agora considere o polindmio

h(x) = f(x) = (anby, ") g(x). ()

Se h(x) =0, entdo f(x) = g(x)g(x) + r(x), com r(x) =0 e g(x) = (anby,'x"~™). Se
h(x) # 0, podemos calcular o seu grau. E pela escolha de &(x) temos d (h(x)) < n. Usando a
hipétese de indugdo obtemos que ¢ (x),r|(x) € K[x], tais que h(x) = g(x)g;(x) +ri(x), com

ri(x) =0o0ud(ry(x)) < d(g(x)). Substituindo em (*) e isolando f(x), vem que
F(x) = g(x) (q1(x) + anby, ") + 11 (x).

Chame ¢(x) = (q1(x) + anby,'x"™™) e r(x) = ri (x). Entdo f(x) = g(x)g(x) + r(x), com r(x) =0
oud (r(x)) < d(g(x)). Isso mostra a existéncia g(x) e r(x).

Resta mostrar a unicidade. Sejam g(x),q’(x),r(x),r (x) € K[x] tais que :

f(x) = g(X)q(x) +r(x), com r(x) =0 0ud (r(x)) <d(g(x))-
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fx)=g(x)q (x)+7(x), com¥ (x) =0o0ud (r’(x)) < d(g(x)).

Teremos agora a igualdade

Suponha g(x) # ¢'(x), entdo g(x) — ¢'(x) # 0 e r(x) — ' (x) # 0. Logo,
9 (g(x)) <9 ((9(x) —q'(x)) g(x)) = 9 (r(x) —r'(x)) < 9 (8(x)).

Essa contradi¢do diz que ndo podemos supor que g(x) # ¢’(x). Portanto g(x) = ¢’(x)
e aigualdade g(x) - (¢(x) — ¢'(x)) = r(x) — ¥ (x) nos diz que 0 = r(x) — ¥/(x) e portanto r(x) =
r(x). O

Teorema 4.3. Sejam A um anel comutativo com unidade. Dados f(x),g(x) € Alx] e g(x) =
bo + b1x + byx? +...byxX™ com b, € U(A). Existem tinicos f(x),r(x) € Alx| tais que f(x) =
g(x)-q(x)+r(x), comr(x) =0oud(r(x)) < d(g(x)).
Demonstragdo. Para mostrar a existéncia procedemos da mesma maneira da prova do teorema
4.2.

Falta mostrarmos a unicidade.

Sejam g(x),’ q(x),r(x),r (x) € Ax]
f(x) =g()q' (x) + 7' (x), comr'(x) =0 0ud (r'(x)) < 9 (g(x))

Teremos agora a igualdade
g(x) (q(x) =4 (x)) =r(x) =7 (x)

Suponha g(x) —¢'(x) #0

Afirmacdo: g(x) (q(x) —¢'(x)) # 0 e d (g(x) (q(x) —¢'(x))) > I (g(x)).

Escreva q(x) —¢'(x) = co+c1x+cox* 4+ ... +cxf com ¢, # 0

Se g(x) (¢(x) — ¢'(x)) = 0 vem que by,c; = 0, e dai, b,,'b,,c, = 0, que leva a contra-

di¢do ¢, = 0. Logo g(x) (¢(x) — ¢'(x)) # 0, desde que by,c; # 0, temos:

9 (g(x) (g(x) —¢'(x))) =m+1>m=09 (g(x))
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Da afirmag@o acima podemos concluir que r(x) # 0 e r/(x) # 0. De fato, se r(x) = 0, entdo

g(x) (q(x) —¢'(x)) = ¥ (x). Olhando para o grau, chegamos a um absurdo.

9 (g(x)) =9 (8(x) (¢(x) —¢'(x))) = 2 (r'(x)) < I (g(x))

Assim r(x) # 0, e analogamente ' (x) # 0. Isso garante que podemos falar em 0 (r(x)) € d (¥ (x)).

Finalmente,

9 (g(x)) <9 (8(x) (¢(x) —¢'(x))) = 9 (r(x) = r'(x)) < max{d (r(x)),d (r'(x))} < I (g(x)).

A contradi¢do acima mostra que ndo podemos ter ¢(x) — ¢’(x) # 0. Portanto g(x) = ¢'(x) e
consequentemente r(x) = r/(x).

]

Definiciio 4.4. Sejam A um anel, f(x) = ag+ajx+axx* + ...+ ax" € Alx] e o € A. Chamare-

mos de valor de f(x) em & o elemento
fla) =ag+ajo+ara® +...a,0".
Como A é anel e a.,aq,ay,...,a, €A, entdo f(a) € A
Se f(a) = 0 dizemos que o é raiz de f(x).

Proposicao 4.3. Sejam A um anel comutativo com unidade e o € A. Para f(x) € Alx] existe

q(x) € Al 1al que f(x) = (x — a)q(x) + f(@).

Demonstragdo. Como ¢ € A temos que x — o € A[x] de acordo com o teorema 4.3 existem
q(x),r(x) € Alx] tais que f(x) = (x— ot)g(x) +r(x), com r(x) =0ou d (r(x)) < d(x—a)) = 1.
Isso assegura que r(x) é constante.

Avaliando f(x) no ponto o, temos que
fla) = (a—a)g(a) +r(a) = f(a) = r(a)
Como r(x) é constante, entdo r(x) = f(a) e com isso temos que
f(x) = (x—a)gx) + f(a).
U

Corolario 4.2 (D’ Alembert). Sejam A um anel comutativo com unidade, @ € A e f(x) € Alx].

Sdo equivalentes
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(i) o € raiz de f(x)
(ii) (x— a) divide f(x).

Demonstragdo. (i) = (ii) Segue da proposi¢do 4.3 que existe g(x) € Alx] tal que f(x) =
(x— at)g(x) + f(or), mas como ¢ é raiz temos que f(o) = 0 e portanto (x — )| f(x).
(iif) = (i) Por hipétese existe g(x) € Alx] tal que f(x) = (x— ot)g(x). Analisando

f(x) no ponto & temos que

Portanto o é raiz de f(x). O

Definicio 4.5. Sejam A um anel comutativo com unidade e o, € A uma raiz de f(x) € Alx],

f(x) #0. Dizemos que o. € raiz de multiplicidade r , r € N* quando

f(x) = (x—a)'q(x) , comg(x) € Alx] e g(ax) #0

Observacao:
Dizer que o é uma raiz de multiplicidade r de f(x), significa dizer que Dizer que o

é uma raiz de multiplicidade r de f(x), significa dizer que (x — &)"|f(x) e (x — &)™ "1 { f(x).
Exemplo 4.5. Determinar a multiplicidade da raiz 2 do polinémio
fx) =x*+x° —3x% —5x—2.
Dividindo f(x) por (x —2), temos que
f(x)=(x—=2)(x> +3x2 +3x+1)

Como 2 ndo ¢ raiz de q(x) = x2 +3x% 4+ 3x+ 1, pois q(2) # 0, temos que 2 é raiz simples de
f(x), ou seja, multiplicidade 1.

Proposicdo 4.4. Sejam A um dominio, f(x) € Alx], f(x) #0e o4, 2, ..., 0, comt € N as raizes

distintas de f(x) com multiplicidade ry,ra, ..., r; respectivamente. Entdo ri+ry+...+r <

d(f(x)).

Demonstra¢do. Como o é raiz de multiplicidade r, entdo f(x) = (x— ;)" ¢ (x), com g (x) €

Alx] e qi(ar) #0.
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Como oy é raiz de f(x) , op # a; e A[x] € dominio, segue que @, € raiz de ¢ (x).

Levando em consideracdo a multiplicidade de o, escrevemos

f(x) = (x—on)" (x— )" q2(x),q(x) € Alx] e g2(2) # 0

Seguindo o processo,
fOx) = (x—on)" (x— ) qa(x) -+ - (x— o) " g4 (x), s (x) € A[]
Usando a propriedade do grau de polindmios em dominios, vem que
d(f(x))=0d((x—a)")+d(x—02)?)+...4+9 ((x—)") + 9 (g:(x))

=ri+rn+...+rn+d(gx)

>ri+nrn+...4+r.

Exemplo 4.6. f(x) = (x — 1)2(x> —=2) (x> 4 1) € Z[x]. As raizes de f(x) sdo 1,/2,—/2,i,—i
Em Z, f(x) tem raiz 1 de multiplicidade 2.

Em Q, f(x) tem raiz 1 de multiplicidade 2.
f(x) tem raiz 1 de multiplicidade 2
Em R, f(x) tem raiz \/2 de multiplicidade 1
fix) tem raiz —/2 de multiplicidade 1
( f(x) tem raiz 1 de multiplicidade 2 = r;
f(x) tem raiz V2 de multiplicidade 1 = r)
Em C,{  f(x) tem raiz —/2 de multiplicidade 1 = r

f(x) tem raiz i de multiplicidade 1 = ry

f(x) tem raiz —i de multiplicidade 1 = r5
ritrtr3tratrs=6=09(f(x))

Defini¢do 4.6. Se f(x) = ag +ajx+axx> + ...+ a,x" € F[x] entdo a derivada de f'(x) de f(x)

é definida por f'(x) = a; +axx +azx* + ... +ax""! € F[x].

Se f(x),g(x) € F[x] segue imediatamente as regras de deriva¢do

0 (f(x)+gx) = f(x) +gx)
() (a-f(x)) =a-f(x)
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(iil) (f(x)g(x)) = f(x)g(x)+ f(x)g(x)’

Teorema 4.4. Um elemento o € F é uma raiz miiltipla de f(x) € F x| se e somente se é uma

raiz de f(x) e de f'(x).

Demonstracdo. Suponhamos que & € F seja uma raiz de multiplicidade m > 2, ou seja, f(x) =

(x—a)™"g(x),onde g(x) € F[x] e g(a) # 0. Entdo
f1x) = ((x—a)"g(x)) = m(x— )" 'g(x) + (x — )"g(x)| comm—1>1

Portanto f'(a) =0 e o é raiz de f'(x).
Suponhamos agora que o € F seja raiz de f(x) e de f/(x). Entdo f(x) = (x — a)g(x)

onde g(x) € F[x] e assim

f1(x) = q(x) + (x— a)g(x)' = f'(a) = g(a) =0

Logo o é raiz de ¢g(x) e portanto (x — &) divide g(x) e entdo g(x) = (x — ot)h(x) com h(x) € F|x]

e assim f(x) = (x — o)?h(x) e portanto & é raiz com multipla de f(x). O
4.2 Irredutibilidade de Polinémios

Polindmios irredutiveis sdo aqueles que ndo podem ser decompostos como produto
de outros polindmios ndo invertiveis. De acordo com a proposicao 4.2, os polindmios invertiveis

de um dominio A [x] coincidem com os elementos invertiveis do dominio A.

Definiciio 4.7. Sejam D um dominio e p(x) € D[x] um polinémio ndo nulo e ndo invertivel.
Dizemos que p(x) é irredutivel quando p(x) = f(x)g(x), com f(x),g(x) € D|x], entdo f(x) ou
g(x) é invertivel em D|x].

Por outro lado dizemos que p(x) é redutivel quando existem f(x),g(x) € D|[x],ndo

inversiveis, tais que p(x) = f(x)g(x).

Proposicéo 4.5. Sejam K um corpo e p(x) € K|[x].
(i) Se p(x) é constante, entdo p(x) ndo € redutivel e nem irredutivel em K|x].

(ii) Se d (p(x)) =1, entdo p(x) € irredutivel em K x].

Demonstragdo. (i) E claro que o polindmio p(x) = 0 ndo é redutivel nem irredutivel. Se
p(x) = a,a # 0, entdo p(x) é inversivel em K[x] e portanto, ndo é redutivel nem irredutivel.

(ii) Como d (p(x)) = 1 temos que p(x) é ndo nula e ndo inversivel em K[x|. Escrevendo
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p(x) = f(x)g(x), com f(x),g(x) € K[x] e usando os resultados sobre grau de polindmios, temos:
1=09(p(x)) =9 (f(x)) + 9 (g(x)), segue que J (f(x)) = 0 ou J (g(x)) = 0. Assim f(x) ou g(x)
¢ um polindmio constante ndo nulo. Logo f(x) € K* =U(K) ou g(x) € K* =U(K).

Portanto p(x) é irredutivel em K|x].

]

Teorema 4.5 (Teorema Fundamental da Algebra). Todo polindmio néo constante de Cl[x] tem

todas as suas raizes em C

Demonstracdo. A demonstragdo deste teorema pode ser encontrado em (JANESCH, 2008) na

pagina 51 teorema 1.3.1 0

Teorema 4.6. Seja p(x) em C[x|. Sdo equivalentes:
(i) d(p(x)) =1
(ii) p(x) é irredutivel em C|x].

Demonstracdo. (i) = (ii) Como C é corpo, o resultado segue do item (ii) proposi¢ao 4.5

(iif) = (i) Como p(x) é irredutivel, segue do item (i) proposi¢do 4.5 que p(x) ndo
¢ constante.Logo d (p(x)) > 1. Suponha d (p(x)) > 1, entdo pelo teorema 4.5 p(x) possui raiz
a € C e entdo p(x) = (x — a)g(x) , com g(x) € C[x]. Segue que d (g(x))+1=29(p(x)) > 1.
Assim d (g(x)) > 0 e p(x) é decomposto em polindmios nao nulos e ndo inversiveis em Clx],

contradizendo a irredutibilidade de p(x). Portanto d (p(x)) = 1. O

Proposicdo 4.6. (a) Sejam D um dominio, p(x) € D[x] e d (p(x)) > 1. Se p(x) tem uma raiz
em D em p(x) € redutivel em Dx].
(b) Sejam K um corpo, p(x) € K[x] e d (p(x)) =2 ou d (p(x)) = 3. Entdo p(x) € redutivel em

K[x] <= p(x) tem raiz em K.

Demonstragdo.  (a) Seja oo € D uma raiz de p(x). Segue que p(x) = (x — ot)g(x), com g(x) €
Dlx].
Comod(x—a))=1ed(g(x)) > 1. Assim (x — @) e g(x) sdo elementos ndo nulos e ndo
inversiveis de D|x], portanto p(x) é redutivel em D|[x].
(b) («<=) segue do item (a)
(=) Desde que p(x) seja redutivel em K[x], existem f(x),g(x) € K[x] ndo inversiveis e

ndo nulos tais que p(x) = f(x)g(x).
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Como p(x) tem grau 2 ou 3, e f(x) e g(x) sdo ndo constantes, vem que d (f(x)) =1
ou d(g(x)) = 1. Sem perda de generalidade, assumimos d (f(x)) = 1 e escrevemos
f(x) =ax+b,a#0. Assim p(x) = (ax+b)g(x) Portanto —a~'b € K é raiz de p(x).

[

Teorema 4.7. Seja p(x) € Rx]. Sdo equivalentes:
(i) p(x) é irredutivel em R|x].

(ii) p(x) tem grau 1 ou p(x) tem grau 2 e discriminante negativo.

Demonstragdo. (i) = (ii) Como p(x) é irredutivel em R[x], temos que p(x) ndo é constante, e
pelo teorema 4.5 , existe a € C tal que o é raiz de p(x)

1° caso:a € R

Desde que (x — a) € R[x] e (x — &) divida p(x) existe g(x) € R[x] tal que p(x) =
(x — a)g(x). No entanto p(x) é polindmio irredutivel em R[x], entdo ¢(x) € um polindmio
constante ndo nulo e portanto d (p(x)) =1

2° caso: @ ¢ R.

Escreva o0 = a+ bi, com a,b € R e b # 0. Sabemos que @ também & raiz de p(x) e
que @ # o. Assim (x — a)(x — @) divide p(x) em Cl[x].

plx) = (x— &) (v~ @)g(X), Com p(x) € Clx] p(x) = (x— (a-+bi) (r— (a—bi))q(x).

p(x) = (x—a—bi)(x—a+Dbi)g(x)
p(x) = (x> —2ax+a® + b*)q(x).

Como p(x) e (x? —2ax + a®> + b?) estio em R[x], entdo o algoritmo de Euclides
garante a existéncia de ¢ (x) e r{(x) tais que p(x) = ((x* — 2ax + a®> + b?)q; (x) + r1(x), com
ri(x)=0o0ud(r(x)) <2

Por outro lado, se g;(x) e rj(x) € C[x], entdo temos em C[x] as igualdades p(x) =
(x> = 2ax+a> 4+ b*)q(x) e p(x) = (x*> — 2ax+a*> +b*)q; (x) + 1 (x). Pela unicidade do quociente
e do resto, obtidos pelo algoritmo de Euclides para polindmios em C[x], vem que ¢(x) = g1(x) e
ri(x) = 0. Segue que g(x) € R[x], pois g (x) € C[x].

Como p(x) = (x> — 2ax + a® + b*)q(x) é irredutivel em R[x], temos que g(x) é

constante nao nulo g(x) = ¢, com ¢ € R*.
p(x) = (ex?* = 2cax + ca® 4 cb?) = ex* — 2cax+ c(a* + b?)

Logo d (p(x)) = 2 e o discriminante ser4 dado por A = (—2ca)? — 4c(c(a® + b?))

A = 4c2a? — Ac*a® — 4c*b?
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A = —4¢?b? < Opois b, ¢ # 0.
(ii) = (i) Se d (p(x)) = 1, entdo p(x) é irredutivel em R [x] pela proposi¢do 4.5. Se
d (p(x)) = 2 e o discriminante for negativo, entdo p(x) ndo tem raizes em R e pela proposicéo

4.6 p(x) é irredutivel em R|x]. O

Proposicao 4.7 (Lema de Gauss). Seja p(x) € Z[x],d (p(x)) > 1. Se p(x) € irredutivel em Z|x],

entdo p(x) é irredutivel em Q[x].

Demonstragcdo. A demonstracdo desta proposi¢do se encontra em (GONCALVES, 2007) pagina

82 proposi¢ao 2 [

Definiciio 4.8. O polindmio p(x) = ag+ ayx+ ax*> + ...+ a,x" é dito primitivo quando mmec =

(ao,al,az,...,an) =1

Proposicio 4.8. Seja p(x) € Z[x] tal que d (p(x)) > 1 e p(x) primitivo, entdo sdo equivalentes:
(i) p(x) é irredutivel em 7,[x].

(ii) p(x) € irredutivel em Q|x]|.

Demonstragdo. (i) = (ii) Segue do lema de Gauss.

(ii) — (i)E claro que p(x) € Z[x]* /U(Z), pois d (p(x)) > 1

Como f(x),g(x) € Q[x] e p(x) € irredutivel em Q[x] segue que f(x) ou g(x) é polind-
mio constante ndo nulo. Sem perda de generalidade, seja f(x) = a # 0, vem que p(x) = ag(x).
Assim a divide todos os coeficientes de p(x), mas p(x) é primitivo e entdo a = +1. Segue que

f(x) = 1 & inversivel em Z[x| e portanto p(x) € irredutivel em Z|x].

4.2.1 Critério de irredutibilidade de Eisenstein

Proposicdo 4.9. Seja p(x) = ag+a1x+arx® + ... +a,x" € Z[x]. Se existir um niimero p tal que
plag, plai,...,plan_1,p1anep® tag entio f(x) é irredutivel sobre Q

Demonstracdo. A demostragdo se encontra em (GONCALVES, 2007) teorema 6 pagina 83 [

Exemplo 4.7. Seja f(x) = x> 4 2x+ 10. O critério de Eisenstein se aplica para o primop = 2,

logo f(x) é irredutivel sobre Q.
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4.3 Ideais principais

Seja K um corpo. Um ideal principal de K[x] é o conjunto dos mdltiplos de um

elemento p(x) € K[x]. J = p(x) - K[x] = {p(x) - f(x) ; f(x) € K[x]}
Teorema 4.8. Todo ideal de K|x| é principal.

Demonstracdo. Seja J um ideal de K[x]. Se j = {0}, entdo J é gerado por 0. Suponhamos que
J # {0} e escolhemos 0 # p(x) € J tal que d (p(x)) seja o menor possivel. Se p(x) = a constante
ndo nulo, entdo 1 = a~'a € J e assim segue imediatamente que J = K[x] é gerado por 1 € K|[x].

Suponhamos entdo que d (p(x)) > 0. Como p(x) € J claramente temos que K |x] -
p(x) C J. Agora vamos provar que J C K|[x] - p(x).

De fato, seja f(x) € J. Pelo algoritmo de Euclides existem g(x),r(x) € K[x| tais que
f(x) = q(x)p(x) +r(x), com r(x) = 0 ou d (r(x)) <9 (p(x)).

Agora como p(x), f(x) € K[x]. Segue que r(x) = f(x) — q(x)p(x) € J, pela minima-
lidade de nossa escolha para p(x) temos que r(x) = 0 e portanto f(x) = g(x)p(x) € K[x] - p(x),
ou seja, j C K[x|- p(x). O
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5 CORPOS FINITOS
5.1 Construcao de corpos a partir de um polinémio irredutivel

Teorema 5.1. sejam K um corpo e p(x) € K|x|. Entdo as seguintes condigdes sdo equivalentes:
(i) p(x) é irredutivel sobre K.
(ii) J = K[x]- p(x) € um ideal maximal em K|x].
(iii) @ é corpo, onde J = K|[x] - p(x).

Demonstragado. (i) <= (ii)

(=) Suponhamos p(x) € K|[x], p(x) irredutivel sobre K. Como d (p(x)) > 1 segue
imediatamente que J # K|x].

Seja I = K[x] - h(x) um ideal de K[x] tal que / D J. Vamos provar que [ = J ou
I =K[x].

Assim p(x) € K[x|-p(x) =J CI=K][x]-h(x) = p(x) C K[x]-h(x), isso nos diz que
p(x) = g(x)h(x) para algum g(x) € K[x]. Como p(x) é irredutivel temos que g(x) = a constante
ndo nulo, ou /(x) = b constante ndo nulo.

Se g(x) = a temos que h(x) = a 'p(x) e assim I = K[x] - h(x) C K[x] - p(x) =J e
portanto I = J.

Se h(x) = b temos que I = K|[x] - h(x) = K[x].

(<) SejaJ = K[x] - p(x) um ideal maximal em K|[x]. Assim J # K[x] nos diz que
d (p(x)) > 1. Suponhamos g(x),h(x) € K|x] tais que p(x) = g(x)h(x). assim segue imediata-
mente que J C I = K[x] - h(x) e como J é ideal maximal temos que I =J ou I = K|[x].

Se I =J segue que h(x) € J = K[x] - p(x) e p(x) = g(x) f(x)p(x), com f(x) € K[x],
Como p(x) # 0 e K[x] é um dominio, temos 1 = g(x)f(x), ou seja, g(x) € K[x| é inversivel e
entdo g(x) = a # 0 é um polindmio constante e p(x) é irredutivel sobre K.

Se I =K, entdo h(x) = b # 0 um polindmio constante e portanto p(x) é um polindbmio
irredutivel sobre K.

(ii) <= (iii) é consequéncia do teorema 3.5 O

_ — A(2 = AL
Exemplo 5.1. Vamos provar que se A=R el =A(x"+1) entdo § ~C.
Solugdo: De fato, como x>+ 1 é um polinémio irredutivel em Rx] entdo temos que

L= %‘ é um corpo.
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~—

Se p(x
p(x) = (& +1)q(x
em vista que x> + 1) = 0, temos que p(x) = (x> + 1)g(x) + r(x) = r(x) = ax +b = ax +b. Assim

€ R entdo pelo algoritmo de Euclides existem q(x),r(x) € R|x] tais que

~—

+r(x), com r(x) = ax+b, a,b € R. Passando a barra (modulo I) e tendo

L= {ax+b; a,bcR}. Observe também que se denotarmos R = {a; a € R} entdo a funcédo
- R — R _
barra preserva soma e produto e de fato isomorfismo, ou seja R >~ R.

a +— a
Agora, como em L, X satisfaz a equagdo 241, pois Z2+1=2722+1=0, Podemos

construir um isomorfismo  de C sobre L como segue:

v : C — L

=l

i —

Ql

a —

Teorema 5.2. Sejam p um numero primo e p(x)€ Z,[x] um polinomio irredutivel em 7, e de

~ L .
graun. Se J = p(x) - Zp[x], entdo ”J[x] € corpo com exatamente p" elementos.

Zp [x]
J

Demonstragdo. Como p(x) é irredutivel em Z,[x] segue do teorema 5.1 que

Zp [x]

n
mostrar que e tem p elementos.

¢ corpo. Falta

Seja f(x) € Z,[x], aplicando o algoritmo de Euclides, existem g(x),r(x) € Z|x]

1

tais que f(x) = p(x)q(x) + r(x), com r(x) = ag + ajx +ax> + ... +a,_1x¥*~ . Passando a

barra (modulo J) e tendo em vista que p(x) = 0. temos que f(x) = r(x). Isso mostra que
Z”T[x] CT ={r(x); r(x) € Zy[x]}. Ainclusdo T C Z”TM ¢ 6bvia. Portanto Z"’TM =T.
Agora basta provar que 7 tem exatamente p” elementos. Primeiro vamos mostrar

que todos os elementos de 7" sdo distintos.

n+9d (h(x)) < n. Absurdo.

Portanto r(x) # s(x). Agora note que r(x) = ag -+ ajx+axx> + ...+ ay, X"~ tem exatamente
n coeficientes, e para cada coeficiente temos p escolhas, pois a; € Z, e portanto T tem P?

elementos. O

Exemplo 5.2. Tome p(x) = x> +x+ 1 que é irredutivel em Zy[x] segue do teorema 5.2 que

Zy[x]

—2— & um corpo com 4 elementos.
P o[ p
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De acordo com a demonstragdo do teorema 5.2, estes elementos sdo: r(x) =0

r(x):T
r(x)=x
) =T+x=1+%x

5.2 extensao de corpos

Definicao 5.1. Seja F um corpo e K C F , tal que K é um corpo com as operagoes de F. Dizemos
que K é subcorpo de F. Se K # F, entdo K é dito subcorpo proprio de F. Nesse contexto, F é

chamado de extensdo de (corpos) de K
Exemplo 5.3. O corpo R é extensao do corpo Q, e o corpo C ¢é extensdo do corpo R.
Definicao 5.2. Um corpo que ndo contém subcorpo proprio é chamado de subcorpo primo.

Para definir o grau de uma de uma extensao necessitamos de algumas nog¢des basicas
de élgebra linear como espago vetorial e base. Seja K um corpo qualquer e V um conjunto nao
vazio onde estd definida uma operacao soma. Suponhamos também que esteja definida uma

operacdo de elementos de K sobre V. Assim estdo definidas:

+ : LxL — L - ¢ KxL — L

(u,v) — u+v Auw) — Au

Dizemos que V munido dessas operagdes ¢ um espago vetorial sobre K e as seguintes
propriedades sao verificadas para quaisquer u,v,w € Ve A,u € K
(i) u+ (v+w) = (u+v)+w (associatividade da soma)
(i) 30 €V tal que u+ 0 = 0+ u = u (existéncia de elemento neutro para a soma)
(iii) Para todo x € V existe y € V tal que x+y =y +x = 0 ( existéncia de elemento inverso
para a soma)
(iv) u+v =v—+u (comutatividade da soma)
(v) lv=vonde 1 € unidade do corpo K.
(vi) Au+v)=Au+Ave (U+A)u=pu+ Au
(viD) A () = (Ap)u = p(Au)



71

Observacao: Se L é uma extensio de corpo K entdo L pode ser visto como espago vetorial sobre

K. De fato, as operacdes

+ : LxL — L -+ KxL — L

(u,v) — u+v Auw) — Au

Um subconjunto ndo vazio W de V diz-se um subespaco vetorial de V se as seguintes condi¢cdes
sao satisfeitas:

@ wiwmeW =w +wreW

b) AeKweW = AweWwW
Se vy, va,...v, € V dizemos que vy, Vvy,. ..V, sdo linearmente independentes se equacao i oV =
0, com o; € K € satisfeita apenas para 0] = 0 = ... = o, = 0 caso contrario dizgrios que
V1, V2,...V, sdo linearmente dependentes.

Se V é um espaco vetorial e uy,us,...u, € V entdo € de facil verificacdo que
r
W=<Y quioeK,i=1.2,...r
i=1

€ um subespaco vetorial de V, o qual chamaremos de subespago gerado por uy,us,...,u,.
Denotaremos esse espago por W = (uy,up, ..., uy).

Se um conjunto (ordenado) vy, vs,...v, € V for linearmente independente e tal que

(vi,v2,...v,) =V dizemos que vi,vy,...v, é uma base de V.

Teorema 5.3. .
(a) Todo espago vetorial V sobre um corpo K possui uma base.
(b) Se um espaco vetorial V sobre um corpo K possui uma base com n elementos entdo toda

base de V possui n elementos.

Se um espaco vetorial sobre um corpo K possui uma base com n elementos, chama-

mos ao nimero n de dimensdo de V sobre K e denotamos por [V : K] =n

Definicao 5.3. A dimensdo de F como espago vetorial sobre K é chamada grau da extensdo e é
denotada por [F : K|. F é dito uma extensdo finita de K se [F : K| < e. Caso contrdrio dizemos

que F é uma extensdo infinita.

Teorema 5.4. Sejam K um corpo, F uma extensdo finita de K e L uma extensdo finita de F.

Entdo L é uma extensdo finita de K e

[L:K]=[L:F]|[F:K]
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Demonstragdo. Sejam [L:F|=me [F : K| =n. Sejam {Q;, ®2,..., 0} e {P1,Bo,...,Bn} bases
de L sobre F e de F sobre K, respectivamente. Entdo cada elemento & € L se escreve como
oa=a0;+ayop+...+a,0, coma; € F,paratodoi=,1,2,...,m. Além disso, cada g; € F
pode ser escrito como a; = b;1 B1 +bppfr+ ...+ binPy, onde b;; € K paratodosi=1,2,...,me
j=1,2,...,n. Assim obtemos a seguinte expressao

a;o; = Z (Zlbijﬁj> o = Z Z bijBjoi.
=

1 i=1 i=1j=

o =

on

l
Assim basta mostrar que que os elementos 3 0, com 1 < j<n, 1<i<msdo linearmente

independentes sobre K. Suponhamos que

n

Y. ) bijBjoi =

i=1j=1

entao

i (i bijﬁj) ;=0

i=1

Pela independéncia linear dos ¢; sobre F' temos que
n
Z bijB;j =0, paratodoic {1,2,...,m}
j=1
E pela independéncia dos f; sobre K temos que b;; = 0 para todo i = 1,2,...,m e para j =
1,2,...,n. Logo {Bjo; | i€ {1,2,...,m},j € {1,2,...,n} é uma base de L sobre K com mn
elementos, isto é, [L: K| =mn = [L: F][F : K]. O

Definicio 5.4. Sejam K um subcorpo de F e M um subconjunto de F. Entdo o corpo K(M) é
definido pela intersegdo de todos os subcorpos de F que contém K e M e é chamado de extensdo
de corpo obtido de K adjuntando M

(i) Se M for finito, digamos M = {0, 00, ...,0,} escrevemos K(M) = K(ot, 00, ..., 04).

(i) Se M consistir de um tinico elemento o € F, entdo L = K (o) é dita uma extensdo simples

de K e o é dito um elemento definidor de L sobre K.

Definicao 5.5. Seja F uma extensdo do corpo K. Dizemos que o € F é algébrico sobre K
quando existe um polindmio ndo nulo p(x) € K[x| tal que p(o) = 0. Caso contrdrio dizemos

que o é transcendente sobre K.

Exemplo 5.4. O corpo R é uma extensdo do corpo Q. Como /2 é raiz do polindmio p(x) =
x2 —2 entdo \/2 é algébrico sobre Q. De maneira andloga i € C é algébrico sobre Q, pois i é

raiz do polinémio x* + 1.
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Definicao 5.6. Dizemos que o corpo F é uma extensdo algébrica sobre K se todo elemento de F
for algébrico sobre K. Se pelo menos um elemento de F for transcendente sobre K a extensdo é

dita transcendental (ou transcendente).

Definicio 5.7. Sejam o € F algébrico sobre K e p(x) um polinémio em K |x], ménico e de menor

grau tal que p(a) =0, p(x) é o polinémio minimal (ou minimo) de . sobre K e denotaremos

por p(x) = mg(x).

Lema 5.1. O polinémio minimal my(x) € F [x] de um elemento o € K divide todos os outros

polinémios p(x) € Fx| tais que p(a) = 0.

Demonstragdo. Sejam p(x),mq(x) € F[x], entdo pelo algoritmo de Euclides existem g(x), r(x) €
Fx] tais que p(x) = mg(x)g(x) + r(x).

Como p(a) = 0, temos que p(a) = mg(at)g(a)+r(c) = 0, como my(a) =0,
segue que r(a) = 0. Se r(x) # 0 temos que d (r(x)) < d (mg(x)), absurdo pois my(x) é o
polindmio de menor grau que tem ¢ como raiz. Portanto p(x) = mg(x)g(x).

]

Lema 5.2. Sejam L uma extensdo do corpo K e o € L algébrico sobre K, entdo o polinomio

minimal my(x) € irredutivel sobre K.

Demonstragdo. Seja mg(x) o polindmio minimal de o € L. Suponha que mg (x) seja redutivel,
entdo existem p(x),q(x) € K[x], com p(x),q(x) # 0 e ndo constantes tais que mq(x) = p(x)g(x).
Aplicando «, temos que 0 = mg (o) = p(a)g(er), mas como K|[x] é dominio entdo p(o) = 0 ou
g(a)=0. Se p(a) =0, pelo lema anterior temos que d (mqy(x)) < d (p(x)) pela propriedade
de grau do polindmio temos que d (p(x)) < d (mg(x)) o que nos diz que my(x) = ap(x) e
de maneira analoga se g(o) = 0 entdo my(x) = bg(x). Absurdo. pois p(x),g(x) sdo ndo

constantes. O]

Corolario 5.1. Todo elemento o € L que é algébrico sobre o corpo K possui um tinico polinémio

minimal em K [x]

Demonstragdo. Sejam my(x),my(x) € K[x|tais que ambos sdo polindmios minimos do ele-
mento & € L pelo Lema 5.1 temos que m(x) = my(x)p(x) para algum p(x) € K[x] e que
my(x) = mj(x)g(x) para algum g(x) € K|[x]. Assim temos que 0 (m;(x)) = d (my(x)) + 3 (p(x))
e d (ma(x)) = d (m1(x)) + 9 (¢(x)) segue que d (my(x)) = d (mi(x)) + 9 (p(x)) + J (¢(x)) dai



d(p(x)) =d(¢g(x)) =0 e com isso p(x) e g(x) sdo polindmios constantes, ou seja, mj(x) =

my(x) - ¢, para algum ¢ € K . Como mj(x) e my(x) sdo monicos entdo ¢ = 1 e my(x) =mp(x) O
5.3 Corpo de decomposicao

Definicdo 5.8. Seja K um corpo e f(x) € K|x|. Dizemos que f(x) se fatora em K|[x] se f(x) pode

ser escrito como produto de fatores lineares.
) =clx—on)(x—0n)-- (x—an)
Comc,Q1,00,...04 € K.

Definicao 5.9. Seja K um corpo e F uma extensdo de K. Entdo F é um corpo de decomposigcdo
para um polinémio f(x) € K[x] se

(i) f(x) sefatora em F x|

(ii) Se existir um corpo F' tal que K C F' C F e f(x) se fatora em F'[x], entdo F' = F. Ou

seja, F é o menor corpo que contém K e todas as raizes de f(x).

Teorema 5.5. Seja K um corpo e f(x) € K|[x] um polindmio irredutivel. Entdo, existem um corpo

FeacF taisque K CF e f(a)=0.Alémdisso [F : K] =9 (f(x))

#@M que é um corpo, pois f(x) é irredutivel. Os elemen-

tos de F sdo as classes h(x) + f(x) - K[x], com h(x) € K[x]. Para todo a € K C K[x] podemos

Demonstracdo. Consideremos F =

construir as classes @ determinada pelo polindmio constante a e se a,b € K sdo distintos, entdo
@+ b, pois f possui grau positivo por ndo ser invertivel. A aplicacdo ¢ — @ nos fornece um
isomorfismo de K sobre um subcorpo K’ de F, portanto, F pode ser visto como uma extensao
de K. Para todo h(x) = ag +ajx+axx* + ... +aux™ € K[x] e, usando as operagdes com classes

residuais e a identificacdo a; = a;, temos que

h(x) = ap+aix+ax®>+ ...+ amx™

=agt+a1x+...+x,x"

=apt+a1Xx+...+a,x"

Portanto todo elemento de F' pode ser escrito como um polindmio em X com coeficientes em K.

Como todo corpo que contém K e X deve conter os elementos da forma A(X), onde A(x) € K[x],
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temos que F é um extensdo K obtida por adjungio de X. Se f(x) = b+ byx+bpx> 4 ...+ b,x"
entao

fE@) =bo+bx+...+b,¥ =f(x)=0

Portanto X € uma raiz em F.

Falta mostrar que [F : K| = d (f(x)). Seja ¢ € F, vimos ¢ pode ser escrito como um
polindmio em X com coeficientes em K. Assim ¢ = h(X), h(x) € K[x]. Pelo algoritmo da divisdo
existem g(x),r(x) € K[x] tais que h(x) = g(x)f(x) + r(x) com 9 (r(x)) < n. Assim temos que
c=hx) = q®f(X) +r® = rX) =ag+a1x+ax* +...+a, ¥, pois f(%) = 0, portanto
{agp,ai,...,a,—1} é uma base de F sobre K dai [F : K] = d (f(x)). O

Teorema 5.6. Se f(x) € K|[x], entdo existe uma extensdo F de K que é um corpo de decomposi¢cdo

para f(x).

Demonstra¢do. Vamos mostrar que existe uma extensio L de K sobre a qual f(x) se decompde
completamente em fatores lineares. Faremos a prova por indugdo sobre o grau n de f(x).

Sen=1entdo L =K.

Suponhamos n > 1. Se os fatores se os fatores irredutiveis de f(x) forem de grau 1,
entdo K é um corpo de decomposi¢do para f(x) e L = K. Caso contrario, pelo menos um dos
fatores irredutiveis, suponha p(x), tem grau > 2. Pelo teorema 5.5 , existe uma extensdo L; de K
contendo uma raiz o de f(x). Logo, sobre L; o polindmio possui o fator linear x — a. O grau do
fator restante f; é n — 1. Entdo por indugdo existe uma extensao L de L; contendo todas as raizes
de f1(x). Como & € L, L é uma extensdo de K contendo todas as raizes de f(x)

Finalmente, tome F a intersecao de todos os subcorpos de L contendo K e também

todas as raizes de f(x). Entdo F é o corpo de decomposicdo de f(x). O

5.4 Caracterizacao dos corpos finitos

Definicao 5.10. A caracteristica de um corpo K é o menor niimero inteiro positivo tal que

ma=a+a+a+...+a=0.Semndo existir, dizemos que a caracteristica do corpo é zero.

~~
mvezes

Teorema 5.7. A caracteristica de um dominio de integridade é um niimero primo ou zero.

Demonstragdo. Seja D um dominio, e suponhamos que sua caracteristica seja n # 0. Se n ndo é

primo, ention =abonde 1 <a<nel <b <n. Assim, 0= l.n = 1(ab) = (1a)(1b). Como
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ndo hd divisores de zero em D, entdo la = 0 ou 1o = 0. Segue que ar = (la)r = 0 para todo

r € Dou br = (1b)r = 0 para todo r € D, o que contradiz a defini¢do de caracteristica n. O

Teorema 5.8. Se F é um corpo finito, entdo F tem caracteristica p > 0, onde p é um niimero

primo.

Demonstragdo. Pelo teorema 5.7, basta mostrar que todo corpo finito possui caracteristica
positiva. Assim consideremos K um corpo finito e sejam 1,2-1,3-1,... os multiplos inteiros da
unidade de K. Como K possui somente um nimero finito de elementos distintos, temos entdo que
existem inteiros m,n € Z taisque 1 <m <nenl =ml,ouseja,nl —ml =0= (n—m)1 =0

e assim K possui caracteristica positiva. 0

Para um primo p, seja F, = {0,1,2,...,p — 1}. Consideremos a aplicagdo ¢ :
Z, —s F, definida por ¢ (@) = a, para a € {1,2,3,...,p—1}. Notemos que se @ = b € Z,,
existe k € Z tal que a — b = pk. Assim ¢(a—b) = ¢(pk) = a—b=0= ¢(a) — ¢(b) =
0= ¢(a) = ¢(b).

Portanto ¢ estda bem definida. Além disso, ¢ € um homomorfismo sobrejetor. De

fato, para todos @,b € Ly, temos que:

p(@a+b)=¢(a+b)=a+b=¢(a)+¢(b).

¢(ab) = ¢(ab) = ab = ¢(a)¢ (D).

E ainda para todo a € I, existe @ € Z, tal que ¢ (@) = a
Assim , pelo teorema do isomorfismo ,F,, € isomorfo a Z,, ou seja, I, tem a mesma
Z
estrutura que 7
Entdo I, dotado da estrutura de corpo induzida por ¢ € um corpo finito, chamado de

Corpo de Galois de ordem p

Proposicao 5.1. Seja p um niimero primo. O subcorpo primo de um corpo F de caracteristica p

é isomorfo a ),

Demonstragdo. Consideremos a aplicagdo ¢ : Z, — F dada por ¢(a) = a- 1. Temos que a
aplicacdo estd bem definida. De fato, se @ = bemZ p» cOm a, b inteiros, entdo existe k € Z tal

que a = b+ pk de modo que

al = (b+ pk)1 = bl + pkl = bl
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Além disso ¢ é homomorfismo. De fato, para todos @,b € Z p» t€Mos que

¢(@+b)=(a+b)-1=al+bl=¢@+¢(b).

¢(a-b) = (ab)-1=al-bl = ¢(a)-¢(b).

Logo, sendo Z, e F corpos, temos que ¢ ¢ um homomorfismo injetor e assim ¢(Z,) é um
subcorpo de F isomorfo a Z,. Como qualquer subcorpo de F' contém 0 e 1, temos que qualquer

subcorpo também ird conter ¢ (Z,). Logo ¢(Z,) é o subcorpo primo de F e é isomorfoa[F,. [
Lema 5.3. Sejam p um niimero primo e F' um corpo finito de caracteristica p. Entdo

(a+b)"" =a” +b""
para todo inteiro positivo n.

Demonstragdo. Vamos provar por indu¢do em n.

Para n = 1, Usando o teorema binomial, temos que

(a+b)P = i (’;) d*bPE (%)

k=0

(1) =520

Deve ser divisivel por p, uma vez que p ndo divide (p —k)!k!. Como F é um corpo finito de

Se 0 < k < p, entdao

caracteristica p, entdo todos, exceto o primeiro e o ultimo termo de (x) devem ser zero. Portanto
(a+Db)P = aP + bP. Agora suponhamos que o resultado seja vélido para todo h, onde 1 < h < n.

Pela hipétese de indugao,
(a+b)pn+l _ ((a+b)p)pn _ (ap +bp>pn _ (ap)pn + (bp)pn _ apn+1 +bpn+1‘
Logo o resultado € vdlido paran—+1 e, entdo , a prova estd completa. [

Lema 5.4. Seja F um corpo finito contendo um subcorpo K com q elementos. Entdo , F tem g"

elementos onde m = [F : K|
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Demonstragcdo. Temos que F' € um espaco vetorial sobre K, entdo a dimensdo do espago vetorial
de F sobre K é finita, pois F ¢ finito. Se m = [F : K], entdo F possui uma base sobre K com m
elementos, digamos que sejam b1,bs, ..., b,,. Portanto, todo elemento de F se escreve de modo
tnico da forma a| by +axby + ...ayb,, onde ay,a; .. .a, € K, mas como K possui g elementos

entdo F possui exatamente ¢ elementos. [

Teorema 5.9. Seja F um corpo finito. Entdo F possui p" elementos onde p é a caracteristica de

F e n é adimensdo de F sobre seu corpo primo.

Demonstracdo. Como F ¢é finito entdo a caracteristica de F' € p um niimero primo. Portanto o
subcorpo primo K de F € isomorfo a IF, e, assim, possui p elementos. Entdo , pelo lema 5.4, F

tem p”" elementos e n = [F : K]. O
Lema 5.5. Se F é um corpo finito com q elementos, entdo a? = a para todo a € F

Demonstragdo. Se a = 0 segue a igualdade. Por outro lado, temos que os elementos ndo nulos
de F formam um grupo de ordem g — 1 com a operacio produto. Entiio, a?~! = 1, para todo

acF,coma#0.Logoa?!-a=1-a,ouseja, a? = a paratodo a € F* ]

Proposicao 5.2. Se F é um corpo finito com q elementos e K é um subcorpo de F, entdo o
polinémio x1 — x € K|x| é fatorado em F x| na forma x1 —x = [] (x—a) e F é um corpo de

acF
decomposicdo de x1 — x sobre K.

Demonstragdo. O polindmio x? — x de grau g possui no maximo ¢q raizes em F. Ainda pelo lema
5.5 temos que todos os elementos de F sdo raizes de x? — x. Logo x? — x se fatora em F e ndo
pode fatorar-se em nenhum outro corpo menor que F. Portanto F' € um corpo de decomposi¢ao

para o polindmio x? — x sobre K. [

Teorema 5.10 (Existéncia e unicidade de corpos finitos). Para todo primo p e todo inteiro
positivo n existe um corpo finito com p" elementos. Além disso, corpos finitos com q = p"

elementos sdo isomorfos a corpo de decomposicdo do polindmio x? —x sobre ),

Demonstragdo. Para g = p" consideremos x? —x € F,[x]. Seja F o corpo de decomposicdo
de x7 — x sobre IF,. Esse polindmio possui g raizes distintas em F, jd que sua derivada é
gx7 ' —1=—1emF,[x]. SejaS={a€F : a?—a=0} entdo S é um subcorpo de F, pois:

* S contém os elementos O e 1.

x a,b € Simplicaque (a—b)!=a?—bl=a—beS
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+ Dados a,b € S com b # 0 temos (ab™ )4 =alb 9 =ab~' €S
Por outro lado x? — x deve decompor-se em S ja que S contém todas as suas raizes. Portanto
F =S§e, como S contém g elementos, F' € um corpo com g elementos.
(Unicidade) A proposi¢do 5.2 mostra que dois corpos de ordem p" sdo corpos
de decomposi¢io de x”" — x sobre [F),, portanto o resultado segue do teorema da extensdo do

isomorfismo (Ver (MORANDI, 1996)), teorema 3.20) [

Teorema 5.11 (Critério de subcorpo). Seja IF, um corpo finito com q = p" elementos. Entdo,
todo subcorpo de F, tem ordem p™, onde m é um inteiro positivo tal que m divide n. Por outro

lado, se m divide n, entdo hd um iinico subcorpo de IFy com p™ elementos.

Demonstrag¢do. Seja F um subcorpo de [F,. Vamos assumir que F' tem p™ elementos. Entdo
pelo lema 5.4, temos ¢ = p" = (p™)* = p™ onde k = [F, : F]. Logo n = mk e, portanto m
divide n. Por outro lado suponha que m divide n para algum m > 0. Entao p” — 1 divide
p" — 1. Consequentemente, x” — 1 divide x”" — 1. Portanto x”" — x divide x’" — x e toda raiz
de x”" — x também é raiz de x”" —x = x4 — x. Logo [F, deve conter como subcorpo o corpo de
decomposicdo de x”" — x sobre IFy, e pelo teorema 5.10 , tal corpo de decomposicdo deve ter
ordem p". Agora suponhamos que existem dois subcorpos F e K de ordem p" em F,. Entao
existe pelo menos um elemento de K que € diferente de todos os elementos de F' e, como F
possui todas as raizes de x”" — x esses subcorpos juntos possuem mais de p™ raizes de x”" —x

em [, que € um absurdo. ]

Teorema 5.12. O grupo multiplicativo F; formado por todos os elementos ndo nulos de Fy é

ciclico.

Demonstragdo. Podemos assumir g > 3. Sejam h =g — 1 a ordem do grupo Fy e h = pypy

a decomposi¢do de 4 em fatores primos. Para todo i com 1 < i < m, o polindmio xPi — 1 tem

no maximo £/ p; raizes em F,. Como h/p; < h segue que existem elementos ndo nulos em F,

h/p;

i
que ndo sdo raizes desse polindmio. Seja a; um tal elemento € b; = a;" "' . Assim bf "=1le,

entdo, a ordem de b; é um divisor de p;i. Logo a ordem de b; é da forma pf" com 0 <s; < r;. por

h/p;

0 oh_
;/1)Pi =a" =1 e portanto,

outro lado temos que (a

’:l’il h 'ji V'l'fl h .
b = (g r ) =a Pt

e entdo a ordem de b; é p;" . Afirmamos que o elemento b = b b; - - - b, tem ordem

h. Suponhamos que a ordem de % seja um divisor proprio de A, e portanto um divisor de pelo
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menos um dos m inteiros A;, 1 < i < m. Digamos que este inteiro seja h;. Entdo temos que
_ph h
1 =0b" =b]'by' ---b,]

Agora se 2 < i < m, entdo pf divide h; e, assim bf” = 1. Portanto b’f‘ = 1. Isto implica que a
ordem b deve dividir &, que é impossivel, pois a ordem de b; é p|'. Portanto [F; € um grupo

ciclico com gerador b. [

Defini¢ao 5.11. Um elemento o € ¥ é dito um elemento primitivo, se & é um gerador do grupo

Fy, ou sejaFy = {1, a, a?,..., a2},

Teorema 5.13. Seja IF, uma extensdo e F,. Entdo, F, é uma extensdo algébrica simples de F, e

todo elemento primitivo de I\ é um gerador e ¥, sobre IF,.

Demonstragdo. Seja o um elemento primitivo de F,. Temos que F,(a) C F,. Por outro
lado F, () contém O e todas as poténcias de o e, portanto todos os elementos de F,. Logo

F,(a) =F,. O

Corolario 5.2. Para todo corpo finito F, e todo inteiro positivo n existe um polindmio irredutivel

em Fy[x] de grau n.

Demonstragdo. Seja F, uma extensdo de F, de ordem ¢". de modo que [F, : F | = n, pelo
teorema 5.13, IF, = F () para algum o € F,. Entdo o polindmio minimal de o sobre [, é um

polindmio irredutivel em x| de grau n. O

Lema 5.6. Seja f(x) € Fy[x]lum polinémio irredutivel sobre F, e ot uma raiz de f(x) em uma
extensdo de Fy. Entdo para um polinomio h(x) € Fy[x] temos que h(c) = 0 se, e somente se

f(x) divide h(x)

Demonstragdo. Seja a o coeficiente lider de f(x) e g(x) = a~! f(x). Entdo g(x) é um polindmio
monico irredutivel em F,[x] com g(a) = 0 e, portanto é o polindmio minimal de o sobre F,.
Como h(a) =0, pela defini¢do de polindmio minimal vem que g(x) divide i(x) e portanto f(x)

divide h(x). O

Lema 5.7. Seja f(x) € Fy[x] um polinémio irredutivel sobre F, de grau m. Entao f(x) divide

n . .
x4 — x se e somente se m divide n

Demonstragdo. Suponhamos que f(x) divide x?" — x e seja o uma raiz de f(x) no corpo de

decomposigio de f(x) sobre F,. Entdo a? = & de modo que o € Fn. Logo () é subcorpo
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de F». Mas como [, () : F,] = m e pelo lema 5.4 [F, : F;] = n, entdo pelo teorema 5.4 segue
que m divide n.

Por outro lado, se m divide n entdo pelo teorema 5.11 temos que F » tem Fym como
subcorpo. Se o é raiz de f(x) no corpo de decomposigio de f(x) sobre Fy, entdo [F, () : Fy| =m
e entdo F, (o) =Fyn. Assim a € Fyn e, entdo a? = o, portanto o é raiz de x? —x € Fylx] e

pelo lema 5.6 f(x) divide x¢" — x. O

Teorema 5.14. Se f(x) é um polinémio irredutivel de F[x] de grau m, entdo f(x) possui uma
raiz o em Fyn. Além disso, todas as raizes de f(x) sdo simples e sdo os m elementos distintos

m—1

2
a,cf,a7,...,a1

Demonstragdo. Seja o um raiz de f(x) no corpo de decomposigdo de f(x) sobre o F,. entdo
[Fy(a) :Fy] =meFy(a) =Fym. Em particular o € Fyn. Agora mostremos que se 8 é uma raiz
de f(x) entdo B9 também & raiz de f(x). Escrevendo f(x) = @ux™ +a, X" 1 +... +ajx+ag

coma; € Fy, paratodoi=0,1,2,...,m, entdo usando o lema 5.3 € o lema 5.5 temos que

F(BY) = am(B)" + ...+ a1 B+ ao

— (B9 + ...+ alB7 + d
= (amﬁm—}-—}-alﬁ +a0)q

=f(B)?=0

2 m—1 .,
Portanto os elementos o, a9, ..., a9  sdo raizes de f(x). Resta mostrar que
e L. j k e
esses elementos sdo distintos. Suponhamos o contrédrio: que ¢ = a¢ para alguns j,k inteiros

com 0 < j < k<m— 1. Ao elevar ambos os lados dessa igualdade a poténcia ¢"*, temos

m—k k. m—k m—k+j

(oc‘lj)q =(a?)?T = af —a? =a

Assim segue do lema 5.6 que f(x) divide X" _ x. Mas pelo lema 5.7 , isto s6 € possi-
vel se m divide m —k+ j. Como 0 < m — k4 j < m chegamos a uma contradi¢do, Portanto

2 —1 ~ . .
a,af,0f,...,a?" . sio elementos distintos.
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6 DOIS PROBLEMAS OLIMPICOS

6.1 Problemal

O problema a seguir foi um problema proposto na OBM 2017 nivel 3.

Seja a inteiro positivo e p um divisor primo de a® —3a+ 1 com p # 3. Prove que p é

da forma 9k + 1 ou 9k — 1, sendo k inteiro.

6.1.1 Solucdo

Se p|a®—3a+1entioa® —3a+1 =0emF,. Sejaa € F), tal que x> —ax+1=0.
Como a :z—f—% onde z e % sdo as rafzes de p(x) = x> —a " 'x+1.

temos que:

3 1’ 1
a —3a—|—1=(z—|——> —3-(Z+—>—|—1
< Z

1 N /1\° 1
:z3+3~z2-—+3-z-<—) +(E) —3-z—3;+1

B L+1473 _ (2 —1)
23 (Z-1)

P2+ 48017
#-(B-1)

Isso implica que z” — 1 =0 ==z’ = 1. Pela proposi¢do 2.10 temos que o(z) divide 9

,ou seja,o(z) € {1,3,9}. Note que se 0o(z) = 1 ou o(z) = 3 temos que @ —3a+1=7>+ Z% +1=
3 =0, portanto p = 3. Absurdo, pois p # 3. Assim a 0o(z) = 9. Faremos a analise de dois casos:

SezeF,eComoz#0,z¢ F; que € um grupo multiplicativo com ordem p — 1,

entdo pelo coroldrio 2.2 temos que 9| p — 1 ou seja p = 9k + 1.
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Suponha agora z ¢ F),.

2

Comoze % sdo raizes do polindmio p(x) = x* —ax+ 1, ou seja

p) = (x—)xr— )

Z

Mas como z ¢ I, pela proposigdo 4.6 temos que p(x) é irredutivel em [F,,[x] e assim
pelo teorema 5.14 p(x) possui uma raiz z em F > e ainda pelo teorema 5.14 as raizes de p(x)
sdo simples e s@o os elementos distintos z,z”, daf temos que % = 7z” e portanto também temos

7"+ = 1 e consequentemente pela proposicio 2.10 temos que 9 | p + 1 e portanto p = 9%k — 1

6.2 Problema 2

O problema a seguir foi proposto na X711 Olimpiada Ibero-americana de matematica
universitaria em novembro de 2010, problema 6.

Demonstrar que, para cada niimero inteiro a > 1, os divisores primos do niimero

5a* —5a®> + 1 sdo da forma 20k + 1,k € 7.
6.2.1 Solucdo

Se p | 5a* — 54> + 1 entio 5a* — 54> +1 =0 em F,. Sejaa € IF, e note que se
Sa*—5a*>+1=0entdo 5—5(a ')+ (a1)* = 0. De fato, poiscomoa € F,=>a ' €F, e

multiplicando ambos os lados da expressdo 5a* — 5a> + 1 =0 por (a~')* = a* temos
a*(5a*—5a2+1)=a*0
5-5a+a *=0
5-5(a@ ) +@hH*=0
Sejaa~! € IF), tal que ¥ —a'x+1=0.Comoa ! =z+ % onde z e % sdo as raizes

de p(x) =x> —a 'x+1.

Temos que:
1\? 1\
5—5(a1)2+(a1)4:5—5<z+—) +(z+—)
Z <

1 1 4
=5-5 (z2+2—|——2) - (z4+—4+6+4z2+—2)
< < e
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5 1 4
=5-52-10— S+ + 5 +6+427+—
< < <

1

1

4 2

= -2 +l-S+
2 A

_z8—z6+z4—z2+1 'zz+1
& 241

0B A 2B+ -2+

B (2 +1)

10
z +1
=—F———=0emF,.
A2 +1) b
Assim temos que z'% +1=0= 7' = —1 = 7?0 = 1. Pela proposicio 2.10 a o(z) divide 20,
ou seja, o(z) € {1,2,4,5,10,20}
Seo(z)z1ent505—5(a_1)2+(a_1)4218_16+§#:1—1+1—1—|—1 =1=

0= p = 1.Absurdo.

Se o(z) =2 entio “=HE=EE = | — 1 41— 14 1=1=0= p = 1. Absurdo.
Se 0(z) = 4 entdo 7!9 = 7% = 72 = — 1 e portanto % =14+14+1+1+1=
5=0, ou seja, p = 5. Absurdo, pois se p = 5 vem que 5 | 5a* — 54> + 1 e consequentemente
5| 1 que é um absurdo.
Se o(z) =5entio 7' +1=1+1=2=0 e portanto p = 2. Absurdo, pois se
p=2==2]5a*—-5a>+1, o que ndo ocorre pois Sa* — 5a*> + 1 é sempre impar. De fato,
5a* —5a> +1=5a*(a® — 1)+ 1 (sempre impar)

——
sempre par

Assim, temos que o(z) = 20

Faremos a analise de dois casos.

Se z € Fp, entdo z € I}, pois z # 0, como [, € um grupo multiplicativo de ordem
p — 1, entdo pelo coroldrio 2.2 temos que 20 | p — 1 e portanto p = 20k + 1, para algum k € Z.

Suponha agora z ¢ F),.

Como z e % sdo raizes do polindmio p(x) = x*> —a~'x+ 1, ou seja
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Mas como z ¢ IF,, pela proposigdo 4.6 temos que p(x) ¢ irredutivel em F, [x] e assim
pelo teorema 5.14 p(x) possui uma raiz z em F , e ainda pelo teorema 5.14 as raizes de p(x)
sdo simples e s@o os elementos distintos z,z”, daf temos que % = zP e portanto também temos

7P*1 =1 e consequentemente pela proposicio 2.10 temos que 20 | p + 1 e portanto p = 20k — 1.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Estudamos aqui um pouco sobre algumas estruturas algébricas como grupo, anéis e
corpos. Conhecemos a construcio de corpos finitos através de polindmios irredutiveis e vimos
que todo corpo finito é completamente determinado pelo seu nimero de elementos, além disso
podemos verificar a aplicagdo de um corpo finito na solucdo de dois problemas olimpicos que
foram propostos em olimpiadas de matemédtica em nivel médio (OBM 2017) e nivel universitario
(XTII olimpiada Ibero-americana de matematica universitaria).

Portanto, apresentamos aqui um material mais amplo e com nog¢des que possam
auxiliar estudantes olimpicos e estudantes de graduacdo de matematica em seus estudos em

algebra abstrata.
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