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Resumo da Dissertacao submetida ao PETRAN/UFC como parte dos requisitos para a
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MODELO MULTI-ESCALA PARA ANALISE ESTRUTURAL DE COMPOSITOS
VISCOELASTICOS SUSCETIVEIS AO DANO

Flavio Vasconcelos de Souza
Fevereiro/2005

Orientador: Jorge Barbosa Soares, Ph.D.

Observa-se, atualmente, uma tendéncia crescente de utilizagdo de materiais
compdsitos nas mais diversas aplicagdes da engenharia. Isto se deve, em grande parte, a
vantagem desses materiais de possibilitar o controle de seus constituintes individuais e
suas respectivas distribuicdes espaciais de modo a otimizar o desempenho do material
resultante. Exemplos de materiais compositos muito usados na construgdo civil sdo o
Concreto de Cimento Portland (CCP) e as misturas asfalticas. No entanto, os materiais
compdsitos apresentam peculiaridades com relacdo ao seu comportamento constitutivo
global devido as diferengas de comportamento ¢ de geometria dos seus constituintes.
Assim sendo, para que se possa compreender e prever o comportamento dos materiais
compdsitos em servigo, torna-se importante considerar o comportamento individual de
seus constituintes e suas respectivas interacdes. Neste trabalho, desenvolve-se um
modelo computacional em duas escalas para a previsdao do comportamento mecanico de
misturas asfalticas do tipo Areia Asfalto Usinada a Quente (AAUQ), onde o
comportamento da escala maior (macroescala ou escala global), considerada
homogénea, ¢ determinado a partir do comportamento da escala menor heterogénea
(microescala ou escala local) formada por agregados pétreos elasticos distribuidos numa
matriz viscoelastica aqui denominada de mastique (ligante asfaltico misturado com
agregados finos). O dano observado na escala global do modelo ¢ conseqiiéncia da
formacdo e propagacdo de trincas e do desenvolvimento de deformacdes permanentes
na escala local. O Método dos Elementos Finitos (MEF) é usado no célculo de tensdes,

deformacdes e deslocamentos e na modelagem da formacao e propagacao de trincas.
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MULTI-SCALE MODEL FOR STRUCTURAL ANALYSIS OF VISCOELASTIC
COMPOSITES SUSCEPTIBLE TO DAMAGE

Flavio Vasconcelos de Souza
February/2005

Advisor: Jorge Barbosa Soares, Ph.D.

Composite materials are increasingly used in many engineering applications.
The main advantage of composite materials lies on the possibility to control the
individual components and their spatial distributions in order to optimize the
performance of the resulting material. Concrete and the asphalt mixtures are some
examples of composite materials commonly used in civil engineering. Composite
materials commonly exhibit a particular global constitutive behavior due to the different
geometries and constitutive behaviors of its individual constituents. Thus, in order to
understand and predict the behavior of composite materials in service, it is important to
consider the individual behavior of its constituents and their interactions. In this
research work, a two scale computational model is developed to predict the mechanical
behavior of sand asphalt mixtures, wherein the behavior of the assumed homogeneous
larger scale (macroscale or global scale) is determined based on the behavior of the
heterogeneous smaller scale (microscale or local scale). The microstructure (local scale)
is formed by elastic granite aggregate randomly distributed in a viscoelastic asphalt
matrix (asphalt binder mixed with fine aggregates). In the model developed herein, the
global scale damage is a result of the formation and growth of cracks and the
accumulation of permanent deformations in the local scale. The Finite Element Method
is used in order to calculate stresses, strains and displacements and to model the

formation and growth of cracks.
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SIMBOLOS

a, fator de translagdo horizontal

A° area do elemento finito e

AR drea da secdo transversal do Elemento de Volume
Representativo (EVR) do Modelo de Zona Coesiva
Micromecanico Viscoelastico (MZC-MV)

A1) area da secdo transversal da k-ésima fibra do EVR do MZC-MV

Aem parametros de dano do MZC-MV

D(¢) funcdo fluéncia

D*(iw) funcao fluéncia complexa

D'(w) parte real da funcao fluéncia complexa

D"(w) parte imaginaria da fungdo fluéncia complexa

E(?) modulo de relaxacao

E(t) moédulo de relaxacdo viscoelastico linear do material que
constitui a zona coesiva danificada

E*(iw) modulo de relaxagdo complexo

E'(w) parte real do modulo de relaxacdo complexo

E"(w) parte imaginaria do modulo de relaxacdo complexo

E" modulo de referéncia

1) func¢do qualquer dependente do tempo ¢

AF energia de ativagdo constante

H(t) funcdo degrau unitéria

i, jem letras usados como indices (letras indiciais)

Ne numero de elementos finitos

R(?) resposta do material a solicitagdo S(7)

R; constante universal dos gases
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constante representando a taxa de varia¢do de ¢,
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tempo

incremento de tempo

temperatura

temperatura de referéncia

temperatura de transicao vitrea

deslocamento horizontal

deslocamento vertical

volume

superficie (contorno) do volume V'
superficie (contorno) externa de
contorno interno de V

coordenadas espaciais

variavel interna de estado que representa o dano da zona coesiva

func¢ao delta de Dirac
deformacgao

pseudodeformacdes

viscosidade

norma Euclidiana dos deslocamentos de abertura da zona
coesiva

coeficiente de Poisson

operador de montagem da matriz de rigidez global e do vetor de

forgas nodais global

diferenga entre a temperatura atual e a temperatura de referéncia
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tempo de relaxagdo

tensdo
variavel de integra¢ao no tempo

tempo de retardagao
freqiiéncia
variavel de tempo reduzido

fungdes de forma do elemento finito e

matriz de relacao deformagdes-deslocamentos nodais
matriz constitutiva, contendo as propriedades do material
vetor de deslocamentos nodais do elemento finito e

variagio no vetor de {d}* durante o incremento de tempo

vetor de deslocamentos nodais global

vetor de forcas nodais do elemento finito e

contribuicao para o vetor de forgas nodais devido a forgas de
superficie

contribuicdo para o vetor de forcas nodais devido a tensdes
existentes no inicio do incremento de tempo

contribuicdo para o vetor de forcas nodais devido a variagdo das

tensdes durante o incremento de tempo provocada pelo
comportamento viscoeldstico do material

vetor de forcas nodais global.
matriz de rigidez do elemento finito e
matriz de rigidez da estrutura ou global

matriz das fun¢des de forma do elemento



Tensores e Vetores

a;

Ci/'kl

(1)

NOMENCLATURA

ISPy

XX

componente do tensor de deformagdes médias no contorno
interno, OV,
componente do tensor associado as expansdes térmicas, o qual

define as deformagdes térmicas na auséncia de tensdes impostas

componente do tensor associado as expansdes térmicas, o qual

define as tensdes térmicas num corpo completamente restrito de
movimento no seu contorno;

componente do tensor modulo de relaxacao

componente do vetor de deslocamento de abertura entre as faces
da zona coesiva

componente do vetor pardmetro empirico de comprimento do
material

componente do tensor das deformag¢des médias no contorno
externo, OV,

componente do tensor das deformagdes

componente do tensor funcao fluéncia

componente do tensor de localizagdo de deformagdes
componente do vetor normal unitario na dire¢do externa de V'
componente do tensor de tensdes

componente do vetor nivel de tensdo necessario para iniciar-se a

evolucao do dano na zona coesiva

componente do vetor forga de superficie atuante no tempo ¢

componente do vetor das coordenadas espaciais

derivada de a com relacdo ao tempo

indica que a ¢ uma quantidade conhecida
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f(s) ou Z[f(0)]
f()

F ()

Fo(o)

Fy()

Im[a]

Re[a]

Sy

ABREVIACOES

AAUQ
CAP
CBUQ
CCP
DMT
EV
EVR
LVDT
MDC
MEF
MZC
MZC-MV
PCEV
RBV
T.L
T3
VAM
VCB
Vv

xxi

média volumétrica de /
transformada de Laplace de f'(¢)

transformada de Carson

transformada de Fourier de f'(¢)
transformada co-seno de Fourier de £(¢)
transformada seno de Fourier de f(¢)
componente imaginaria de a

componente real de a

desvio padrao de f

Areia Asfalto Usinada a Quente

Cimento Asfaltico de Petrdleo

Concreto Betuminoso Usinado a Quente

Concreto de Cimento Portland

Densidade Maxima Teorica

Elemento de Volume

Elemento de Volume Representativo

Linear Variable Differential Transducer

Mecanica do Dano Continuo

Método dos Elementos Finitos

Modelo de Zona Coesiva

Modelo de Zona Coesiva Micromecanico Viscoelastico
Principios de Correspondéncia Elastica-Viscoelastica
Relag¢ao Betume-Vazios

Transformada de Laplace

Elemento Finito Triangular de Trés Nos

Vazios no Agregado Mineral

Volumes Cheios com Betume

Volume de vazios



CAPITULO 1

INTRODUCAO

O uso de materiais compositos, ou seja, materiais formados a partir da
combinacdo de dois ou mais constituintes individuais, em aplicagdes estruturais tem
crescido de forma significativa nos ultimos anos, destacando-se as aplicagdes
aeroespaciais ¢ biomédicas. Este uso crescente deve-se ao fato de que os materiais
compositos podem oferecer caracteristicas estruturais Otimas para determinadas
aplicagdes que seus constituintes ndo podem oferecer individualmente. Além disso,
observa-se uma preocupagao crescente de minimizar o passivo ambiental provocado por
certos materiais aparentemente inserviveis, os quais podem ser aproveitados como
constituintes de materiais compdsitos, como ¢ o caso do asfalto-borracha. Outros
exemplos de materiais compdsitos aplicados na construcao civil sao o Concreto de
Cimento Portland (CCP) e as misturas asfalticas, principalmente o Concreto

Betuminoso Usinado a Quente (CBUQ) e a Areia Asfalto Usinada a Quente (AAUQ),

freqiientemente usados em pavimentagao.

No entanto, para se otimizar o desempenho dos materiais compdsitos, ¢
necessario o uso de metodologias capazes de determinar as fragdes e distribuigdes
otimas dos constituintes utilizados na fabricagdo do composito. Essas metodologias
devem reter o maximo de informagdes sobre a microestrutura do composito de modo
que o projetista tenha controle sobre um nimero maximo de varidveis. Uma
metodologia que vem sendo bastante usada na comunidade cientifica ¢ a chamada
modelagem multi-escala (Y1 et al., 1998; CAIAZZO e COSTANZO, 2001; HAJ-ALI e
MULIANA, 2004; SEARCY, 2004).

Nos modelos multi-escala, ¢ metodologias afins, as andlises sdo realizadas nas
escalas menores do corpo macroscopico em questdo e, caso a condi¢do de
homogeneidade estatistica seja satisfeita, o comportamento constitutivo das escalas
maiores pode ser obtido através de Principios de Homogeneizagdo (ALLEN, 2001).

Além disso, o dano na forma de trincas pode ser considerado através do uso de algum



tipo de Teoria da Mecanica da Fratura como o Modelo de Zona Coesiva (MZC), por

exemplo. A Figura 1.1 mostra uma representacdo esquematica de uma analise em duas

escala.

Elemento de Volume
Representativo (EVR)

O o Vv vy

Tensoes
Homogeneizadas

by by

v v WA

\4

Problema de Valor de Contorno Inicial
na Escala Global (Macro-escala)
Homogénea

Homogeneizagao dos
> resultados de tensdes

Determinagao das
Condigdes de Contorno 0 /
a partir do Problema Global O

by

O
©%o

I

Problema de Valor de Contorno Inicial
na Escala Local (Micro-escala)
Heterogénea

Figura 1.1: Representacdo esquematica de uma andlise multi-escala

Apds definicdo do problema global, deve-se determinar o Elemento de Volume
Representativo (EVR), o qual pode ser definido como o menor volume capaz de
representar de forma suficientemente precisa o comportamento global do material.

Alguns métodos de determinacio do EVR serdo discutidos no CAPITULO 2.

De posse do EVR, a analise multi-escala pode ser realizada da seguinte maneira:
para cada ponto geométrico do problema global realiza-se uma analise local, sendo as
condi¢des de contorno locais determinadas de acordo com a solicitagdo gerada no
problema global. Na analise local considera-se a heterogeneidade do material, a

formagdo e propagacdo de microtrincas e os demais mecanismos de dissipagcdo e/ou



ganho de energia. Realizada a andlise local, seus resultados de tensao podem ser
homogeneizados através de teoremas de média e retornados ao problema global. Vale
ressaltar que o dano na escala global observado na forma de perda de rigidez do
material homogeneizado ¢ uma “tradu¢do” dos mecanismos de dissipagdo de energia
observados na escala local, como, por exemplo, a formag¢do e propagagdo de
microtrincas. Vale ressaltar que uma condicao a ser obedecida para que as analises local
e global possam ser realizadas separadamente ¢ que a escala local deve ser muito menor

do que a escala global.

\

A metodologia de andlise multi-escala contrapde-se a chamada Mecanica do
Dano Continuo (MDC) tradicional, a qual considera o corpo analisado como um
material homogéneo, sendo o dano representado por parametros chamados de variaveis
de estado cuja lei de evolucdo ¢ determinada experimentalmente. A principal vantagem
da MDC ¢ a economia de tempo computacional, pois nenhuma analise na escala local ¢
realizada e sua principal desvantagem ¢ que o comportamento constitutivo do material

¢, na maioria das vezes, obtido fenomenologicamente ou semi fenomenologicamente.

A principal vantagem da andlise multi-escala e demais modelos baseados na
Micromecanica ¢ que os fendmenos fisicos contidos na escala menor sdo visualizados
quando da solugdo do problema micromecanico, podendo-se, portanto, avaliar a
influéncia destes no comportamento global. Uma outra vantagem ¢ que, uma vez
determinadas as propriedades constitutivas dos materiais constituintes, a propriedade
efetiva (ou homogeneizada) do compdsito resultante pode ser determinada
computacionalmente para qualquer fracao e/ou distribui¢ao dos constituintes individuais

sem a necessidade de realiza¢do de grandes quantidades de ensaios experimentais.

Uma terceira vantagem dos modelos multi-escala ¢ a economia de tempo
computacional em comparagdo com os modelos que tentam considerar todas as escalas
de uma s6 vez. Neste ultimo caso, a macroestrutura ¢ modelada considerando-se as
heterogeneidades pertinentes ao material, sendo sua resposta obtida através de uma
unica analise (andlise global heterogénea), ndo havendo, portanto, analises locais

(Figura 1.2).
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Figura 1.2: Representacao esquematica de uma analise global heterogénea

Com relacdo aos pavimentos asfalticos, as principais causas de falha ou ruptura
sdo o trincamento, especialmente o provocado por fadiga, e o excesso de deformacgdes
permanentes. A situagdo mais dramatica provocada pelo trincamento do pavimento
ocorre quando essas trincas chegam a superficie e coalescem formando blocos que,
posteriormente, podem formar as chamadas “panelas” (buracos na superficie do
pavimento), gerando desconforto, aumento dos custos de manutengdo dos veiculos, e
aumento o risco de acidentes para o usuario. A problematica das deformagdes
permanentes, por sua vez, estd mais relacionada a perda do conforto do usuario e ao
aumento dos custos de manuten¢do dos veiculos, provocados pela formagdo de

ondulagdes na pista de rolamento.

Os fendmenos de trincamento e deformagdes permanentes que ocorrem na
escala do pavimento estdo intimamente relacionados a fendmenos inerentes as escalas
menores. Por exemplo, o trincamento estd relacionado aos fenomenos de
microfissuracdo na mistura asfaltica e concentracdo de tensdes na interface agregado-
ligante, enquanto o desenvolvimento de deformagdes permanentes esta associado a
dissipagdo de energia provocada pelo comportamento viscoelastico do ligante,
especialmente na interface agregado-ligante devido a diferenga de rigidez dos dois

materiais.

Assim sendo, a consideracdo dos fenOmenos ocorrentes nas escalas menores
através de um modelo multi-escala proporciona uma previsdo mais confidvel do
comportamento global da mistura asféaltica em servico, além de possibilitar ao projetista
uma sensibilidade maior com relacdo a influéncia de determinadas caracteristicas da
mistura no comportamento global da mesma. Uma outra importante aplicagdo dos

modelos multi-escala € o projeto de misturas asfalticas, onde a granulometria e fragdes



otimas dos materiais utilizados (agregados pétreos, ligante asfaltico, filer, borracha e
outros materiais alternativos) para cada tipo de aplicagdo poderiam ser determinadas
computacionalmente, reduzindo, assim, a quantidade de ensaios necessarios e

otimizando o desempenho do material compdsito.

1.1 PROBLEMA DE PESQUISA

Os problemas mais freqiientemente observados nos pavimentos asfalticos sdo o
trincamento e o excesso de deformacdes permanentes observados antes da vida 1til
projetada do pavimento, os quais estdo relacionados a ndo consideragdao dos fenomenos
observados nas escalas menores das misturas asfalticas, como a microfissuragdo, as
interacoes ligante-agregado e o envelhecimento do ligante, de forma mais detalhada no

projeto das misturas e no dimensionamento dos pavimentos.

E necesséario, portanto, que se estude o efeito dos fendmenos ocorrentes nas
escalas menores no comportamento global da mistura aplicada em campo
(macroescala), de modo que, através de uma correta caracterizagdo dos materiais
constituintes das misturas asfélticas, se possa projetar pavimentos asfalticos mais

duraveis utilizando-se agregados e ligantes caracteristicos de cada regido.

Desta forma, o presente trabalho de pesquisa propde o desenvolvimento de um
esquema de analise estrutural onde diversas escalas representativas e seus respectivos
fendmenos inerentes sdo analisados de forma interdependente, ou seja, o
comportamento de uma determinada escala ¢ conseqliéncia do comportamento das
escalas menores, de modo que se possa contribuir para um melhor entendimento do
comportamento mecanico das misturas asfélticas e, conseqiientemente, contribuir para o

projeto de misturas e o dimensionamento de pavimentos asfalticos mais duraveis.



1.2 OBJETIVOS

1.2.1 Objetivo Geral

O objetivo geral deste trabalho de pesquisa ¢ desenvolver um modelo multi-
escala para andlise do comportamento mecanico de misturas asfalticas capaz de
considerar o comportamento viscoeldstico dos materiais asfélticos, o desenvolvimento

de deformagdes permanentes e a evolugdo do dano sob a forma de microtrincas.

Neste esforco, pretende-se fornecer subsidios para possibilitar projetos de
misturas asfalticas mais duraveis e, conseqlientemente, contribuir para o
desenvolvimento de novas metodologias de dimensionamento e execug¢do de
pavimentos asfalticos com maior vida 1til, de forma a minimizar os custos com a

recuperacdo dos mesmos.

1.2.2 Objetivos Especificos

Este trabalho de pesquisa apresenta como objetivos especificos:

a) determinar em laboratorio as propriedades viscoeldsticas do mastique
(ligante misturado com finos) correspondente a mistura em AAUQ

(Areia Asfalto Usinada a Quente) estudada;

b) determinar os parametros de evolugdo de dano da mistura investigada
usando um Modelo de Zona Coesiva Micromecanico Viscoeldstico

(MZC-MV) a partir de resultados experimentais;

c¢) verificar e validar o modelo multi-escala através da simulagdo dos
ensaios de compressdo diametral e de flexdo em viga e da comparagdo
dos resultados numéricos com os obtidos experimentalmente para o

ensaio de compressao diametral;

d) mostrar a capacidade do esquema multi-escala desenvolvido em modelar

os fendmenos de deformagdo permanente e de trincamento por fadiga; e



e) contribuir para o desenvolvimento de novas metodologias de projeto de
misturas asfalticas e de dimensionamento e execucdo de pavimentos
asfalticos capazes de considerar de forma mais detalhada os fenomenos
ocorrentes nas escalas menores e, conseqilientemente, capazes de prevenir
o trincamento e o excesso de deformagdes permanentes durante o periodo

de projeto.

1.3 ESTRUTURA DO TRABALHO

O contetdo restante do presente trabalho estd distribuido e organizado da

seguinte forma:

No CAPITULO 2, apresenta-se uma revisdo bibliografica sobre os assuntos de
maior importancia para o prosseguimento do trabalho. Primeiramente, trata-se de forma
sucinta sobre o Método dos Elementos Finitos (MEF). Em seguida, discorre-se sobre os
principais pontos da Teoria da Viscoelasticidade, da Mecanica da Fratura e das Teorias

de Homogeneizagao a serem utilizados no presente trabalho.

O CAPITULO 3 descreve a construgdo e implementagdo do codigo multi-escala
de acordo com a formulagdo do Método dos Elementos Finitos (MEF) e com base nas
teorias apresentadas no CAPITULO 2, mostrando as diferengas entre as analises global

e local e suas interligacoes.

No CAPITULO 4, descreve-se o material e métodos usados no presente trabalho
de pesquisa. Sdo apresentados o processo de confeccdo dos corpos de prova, os ensaios
experimentais utilizados, a metodologia de digitalizacdo das segdes dos corpos de
prova, de determinagdo do EVR e de geracdo da malha de elementos finitos e o

processo de determinacdo dos parametros de dano do MZC utilizado.

O CAPITULO 5 apresenta os resultados experimentais e numéricos obtidos no
presente trabalho. Além disso, sdo apresentadas comparagdes entre os resultados
experimentais e os resultados obtidos das simula¢des computacionais através do modelo

multi-escala, com o objetivo de se verificar e validar o modelo.



Finalmente, o CAPITULO 6 constitui-se das conclusdes do trabalho, onde so
apresentados, de forma sucinta, os principais pontos do trabalho e as recomendagdes

para trabalhos futuros.



CAPITULO 2

REVISAO BIBLIOGRAFICA

O presente capitulo apresenta uma revisdo bibliografica sobre os principais
assuntos abordados neste trabalho, fornecendo a fundamentagao tedrica necessaria para
o prosseguimento do trabalho. Este capitulo esta subdivido em quatro seg¢des cujos
temas abordados sdo: i) Método dos Elementos Finitos (MEF), ii) Teoria da
Viscoelasticidade, iii) Mecanica da Fratura e iv) Teorias de Homogeneizacao,

respectivamente, como se segue.

2.1 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS (MEF)

O MEF foi desenvolvido por volta da década de 1950 como uma resposta a
crescente demanda por procedimentos de analise capazes de tratar estruturas complexas

(ZIENKIEWICZ, 1971; ALLEN e HAISLER, 1985).

Conceitualmente, do ponto de vista da andlise estrutural, o MEF pode ser
definido como um processo matematico através do qual um dominio continuo, o qual
possui infinitos graus de liberdade (pois possui infinitos pontos geométricos), ¢
substituido por um conjunto finito de subdominios (elementos finitos) com um niimero
finito de variaveis desconhecidas (graus de liberdade) (ZIENKIEWICZ, 1971). Assim
sendo, cada elemento pode ser analisado separadamente e a solugdo para a estrutura
completa ¢ obtida através da imposicao de compatibilidade de deslocamento e equilibrio
de for¢as ao longo do contorno dos elementos conectados entre si (ALLEN e

HAISLER, 1985).

Além disso, deve-se adotar uma fun¢do solug¢do (geralmente um polindmio de
grau n — 1, onde n é o nimero de n6s em cada aresta do elemento) para o elemento, de
modo que o sistema de equagdes a ser resolvido para a estrutura completa transforme-se
em um sistema linear onde as variaveis a serem determinadas sdo os graus de liberdade

especificados nos nds dos elementos (REDDY, 1993). A Figura 2.1 apresenta um
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L u ) - ) anou ,

dominio retangular “discretizado” em elementos finitos triangulares de 3 nds (elemento

u ume u ucao li 1 1 .

T3), o qual assume uma solucao linear para os deslocamentos no interior do elemento

ote-se que, apos a “discretizacdo” do dominio, as forcas e restricoes de deslocamento
Not , “d t ” do d , as fa t de desl t

passam a ser aplicadas aos nds correspondentes da malha.

XA A A

Figura 2.1: “Discretiza¢do” de um dominio retangular em elementos finitos

Assim sendo, tem-se que para cada elemento e, a seguinte equagdo de equilibrio

¢ valida:
[ka) = 1Y (2.1)

onde,

[k}: matriz de rigidez do elemento e;
{d }e . vetor de deslocamentos nodais do elemento e e

{f¥: vetor de forcas nodais do elemento e, contendo contribui¢des
devido as forgas induzidas pelas deformacgdes, por forgas
concentradas nos ndés, por forcas distribuidas na superficie do

elemento e por forcas distribuidas no volume do elemento.
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A matriz de rigidez dos elementos ¢ obtida através da solu¢do da seguinte

integral sobre o volume do elemento:

= | 5} [ce I )-av 2.2)

onde,

Ve¢:  volume do elemento;

[Ce]: matriz constitutiva, contendo as propriedades do material;

[Be]: matriz de relacdo deformagdes-deslocamentos nodais.

A matriz constitutiva do elemento ¢ determinada de acordo com o tipo do
problema (estado plano de tensdo, estado plano de deformagdo, axi-simétrico, entre

outros) e com o tipo de material (elastico, plastico, viscoelastico, visco-plastico, etc). A
matriz [Be], no entanto, ¢ determinada com base nas func¢des de forma (ou fungdes de

interpola¢do), as quais dependem do tipo do elemento.

Para o caso do elemento T3, considere a Figura 2.2, abaixo, onde os nés do
elemento foram denominados de i, j e m (no sentido anti-horario), sdo considerados
dois graus de liberdade para cada no, quais sejam, o deslocamento horizontal, u, ¢ o

deslocamento vertical, v.
AV

m
v]
B
1

X

v

|
!
|
|
1
|
!
|
1
|
l
‘xf

Figura 2.2: Representacdo de um elemento T3
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Neste caso, o polindmio adotado ¢ uma equagdo linearmente depende de x e de

v, sendo a fung¢do de forma relacionada ao né i dada por:

onde A° € a area do elemento, e,

wi=(a +bx+cy)24°

ai :xjym+xmyj

C; =xm—xj

(2.3)

(2.4)

Assim sendo, os deslocamentos horizontais e verticais no interior do elemento

podem ser obtidos através das seguintes equacdes, respectivamente:

De posse das func¢des de forma, pode-se, entdo, determinar a matriz [Be]:

7]-

Logo,

e e e e
u =u-y, tu, -y, +tu, -y,

e e e e
v _Vi.Wi +V_/'.l//_/+vm.l//m

¢ oy ¢
Wiy Wy W
ox ox Ox
¢ oy ¢
o W Yo, v
oy oy oy
oy; oy Oy, Oy, Oy, Oy,
oy ox oy ox oy ox
. b 0 b, 0 b, 0O
[B e] = T ¢ 0 ¢ 0 ¢,
¢ b ¢, b ¢, b,

(2.5)

(2.6)

2.7)

Para a estrutura completa, composta pelo conjunto de elementos, tem-se que:

[K]-{D}=1F)

onde,

(2.8)
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[K]: matriz de rigidez da estrutura ou global;
{D}: vetor de deslocamentos nodais global; e

{F}: vetor de forgas nodais global.

Sendo que,
[K]=TTlk} (2.9)

{Fi=TI ¥ (2.10)

onde Ne é o numero de elementos ¢ 11 ¢ o operador de montagem da matriz

de rigidez global e do vetor de for¢as nodais global.

Vale ressaltar que as matrizes e os vetores correspondentes aos elementos sdo

determinados com base numa numera¢ao local dos nds (i, j, m, adotada no sentido

anti-horario), enquanto que as matrizes e vetores globais sdo determinados a partir das
respectivas matrizes e vetores locais, porém com base na numeracao global dos nds,

respeitando as condigdes de compatibilidade de deslocamento nos n6s compartilhados.

Apos obter-se a solugdo para os deslocamentos nodais a partir da Equagdo 2.8,
pode-se, entdo, calcular as deformagdes, &, e tensdes, o, no interior dos elementos

usando as seguintes equagdes, respectivamente:

e u. ¢

a_u 1

gx e gx Vi

e e u
e =1s, | = 8—; = 5] N Q.11

7o) ou v "

oy Ox v

(o ‘

oy ={o,t =[cc]-{e) (2.12)
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Maiores detalhes sobre 0 MEF podem ser encontrados na vasta literatura sobre o
assunto, como, por exemplo, em ZIENKIEWICZ (1971), COOK et al. (1989) e
REDDY (1993), para citar apenas algumas referéncias.

Nas demais sec¢des deste capitulo, quando se fizer necessario, como por
exemplo, quando da incrementalizacdo das equagdes constitutivas viscoelasticas, a

formulacao em elementos finitos serda abordada novamente.

2.2 TEORIA DA VISCOELASTICIDADE

E comum, nas andlises estruturais e principalmente nos procedimentos de
dimensionamento de estruturas, considerar-se os materiais a serem utilizados dentro do

regime elastico linear. Na engenharia civil, isso € verificado facilmente nas normas

referentes ao aco e ao Concreto de Cimento Portland (CCP).

Embora seja comum considerar o comportamento de alguns materiais, como
metais, vidro, CCP e materiais asfalticos, dentro do regime elastico linear, uma parcela
do comportamento mecanico desses materiais, especialmente os materiais asfalticos, ¢
dependente do tempo, muito embora a manifestacdo desse comportamento seja

perceptivel apenas ap6s um longo periodo de tempo.

No caso do vidro, essa manifestacio ¢ notdvel nas vidragas de antigas
construgdes onde se observa que a base da placa de vidro se apresenta com uma
espessura maior, o que indica que houve escoamento do material devido ao seu proprio
peso. Para o CCP, esse tipo de comportamento dependente do tempo pode ser
observado principalmente em estruturas suspensas como lajes e vigas, onde ocorrem
deformacdes que se desenvolvem ao longo do tempo, sendo chamadas pela literatura

técnica de “deformacdes lentas” (SUSSEKIND, 1984).

A maioria dos materiais usados na construgcdo civil, quando apresentam
comportamento dependente do tempo, este é pouco perceptivel. Os materiais asfalticos,
no entanto, fazem parte do grupo de materiais em que o comportamento dependente do

tempo pode ser facilmente observado, pois estes materiais fluem com maior facilidade,



15

especialmente a altas temperaturas. Uma das principais conseqiiéncias deste
comportamento sdo as deformagdes permanentes observadas na camada de superficie

dos pavimentos asfalticos.

Além dos materiais usados na constru¢do civil, muitos outros materiais
apresentam comportamento dependente do tempo. Por exemplo, no ramo das ciéncias
biologicas, a maioria dos tecidos animais também apresenta comportamento dependente
do tempo, muitas vezes devido a alta concentragdo de fluidos, principalmente de agua,
nas células. Uma estrutura bioldgica onde se observa esse tipo de comportamento ¢ a
pele, que sob atuacdo constante da for¢a da gravidade se deforma lentamente,
originando as rugas; vale ressaltar que as rugas sdo também conseqiiéncia do processo
de envelhecimento, fendomeno freqiientemente observado em diversos materiais cujo
comportamento constitutivo ¢ dependente do tempo. Um outro exemplo de estrutura
biologica que apresenta esse tipo de comportamento sdo os vasos sanguineos, que se
deformam (se dilatam) devido a solicitagdao constante da pressdao sanguinea, originando

problemas como queda da pressdo sanguinea.

Esses materiais que apresentam comportamento dependente do tempo sao
chamados de materiais viscoelasticos (viscoplasticos, viscoelastoplasticos, etc). Mais
especificamente, o comportamento mecanico dos materiais viscoelasticos ¢ dependente
do tempo de aplicagdo da solicitagdo (carga ou deslocamento) e da taxa dessa
solicitacdo. Assim sendo, a resposta dos materiais viscoelasticos ndo depende apenas da
solicitagdo aplicada no instante considerado, mas de todo o histérico da solicitagao

(CHRISTENSEN, 1982).

A hipodtese de comportamento elastico linear simplifica bastante a analise € o
dimensionamento das estruturas, porém impossibilita a verificagdo e a previsdo mais
realista de alguns fatores determinantes na vida util em servico da estrutura, como
deformacdes permanentes, micro € macrofissuras, fadiga e outros fendomenos, caso o

material utilizado apresente um outro tipo de comportamento constitutivo.

Nesta se¢do sera abordada apenas a Teria da Viscoelasticidade Linear, uma vez

que a ndo linearidade considerada neste trabalho serda conseqiiéncia da formagdo e
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propagacdo de microfissuras discretas no material, modeladas através de Modelos de

Zona Coesiva (MZC).

Teorias da viscoelasticidade ndo-linear podem ser encontradas na literatura.
Dentre essas teorias, destaca-se a teoria criada por SCHAPERY (1984), o qual, através
da definicdo das chamadas pseudovaridveis, desenvolveu equagdes constitutivas e
métodos de analise de fratura aplicdveis a uma grande gama de materiais viscoelasticos
lineares e nao-lineares. Schapery e co-autores desenvolveram ainda um modelo
continuo para modelagem da evolugdo do dano em materiais viscoelasticos
(SCHAPERY, 1986; SCHAPERY e SICKING, 1995; PARK e SCHAPERY, 1997; HA
e SCHAPERY, 1998; SCHAPERY, 1999), o qual tem sido aplicado inclusive a
misturas asfalticas (PARK et al., 1996; LEE e KIM, 1998a, 1998b).

2.2.1 Linearidade

Para que o comportamento de um material, elastico ou viscoeldstico, seja
considerado linear, este deve obedecer a dois principios: homogeneidade ou
proporcionalidade (Equagdo 2.13) e superposi¢do (Equagdo 2.14), sendo este ultimo
conhecido como principio da superposi¢do de Boltzmann (BOLTZMANN, 1876). No

caso de uma das equagdes abaixo ndo ser satisfeita, o material ¢ dito ndo-linear.

gle- o) =c-&lo()] (2.13)
glo,t—t) +o,(t—1,)] = &lo,(t —1)] + [0, (t - 1,)] (2.14)
onde,
£ deformacao;
o tensao;
t: tempo absoluto;

t,t,: tempo de inicio da aplicagdo das tensdes o, e o,,
respectivamente; e

C. constante.
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De acordo com SCHAPERY (1974), o principio de homogeneidade ¢
automaticamente atendido para qualquer valor racional de ¢ desde que o principio de

superposi¢ao seja satisfeito, no entanto, o contrario nao ¢ verdadeiro.

Desta feita, para se verificar a linearidade do comportamento viscoeléstico de
misturas asfalticas ¢ necessdria a realizagdo de apenas um tipo de ensaio conhecido no
Brasil como ensaio de creep estatico com recuperacdo, ou ensaio de compressio
uniaxial. Este ensaio consiste da aplicacdo de uma for¢a uniaxial compressiva em
corpos de prova cilindricos, sendo a deformacao do corpo de prova obtida ao longo do
tempo de duracdo do ensaio. Maiores detalhes sobre a verificagdo do comportamento

ndo-linear de misturas asfalticas podem ser encontrados em SOARES ¢ SOUZA (2002).

2.2.2 Relagdes Constitutivas para Materiais Viscoelasticos Lineares

Considere uma funcdo degrau unitaria (Heaviside unit step function) definida

como:
0, para t<rt
H(t-r1)= (2.15)
l, para t>t
E suas propriedades matematicas (CHRISTENSEN, 1982):

dH (1)

o(t—a)=0, para t#a (2.17)
Té(f—a)dt =1 (2.18)
Tf(t)é(t —a)dt = f(a) (2.19)

onde,

o(t): fungdo delta de Dirac;

a: constante arbitraria (unidade de tempo); e
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f(¢): fungdo qualquer dependente do tempo .

E comum e conveniente utilizar a funcdo degrau unitaria como forma de
representar matematicamente os carregamentos aplicados em problemas que envolvem
materiais viscoelasticos como, por exemplo, na representagdo matematica de um

carregamento constante ao longo do tempo (caso do ensaio de creep estatico).

A resposta, R, , de um material viscoeldstico devido a aplicagdo de H ¢ fungdo

do tempo atual, ¢, e do tempo em que H comegou a atuar, 7 ':

R, =R,(t,7) (2.20)

Em diversas situagdes praticas, no entanto, a resposta de muitos materiais

viscoelasticos depende apenas do tempo de aplicacdo da solicitagdo:

R, =R,(t-7) (2.21)

Este tipo de comportamento ¢ caracteristico das situagdes em que o material nao
esta sujeito ao envelhecimento e sdo ditos invariantes a translagdes na escala do tempo
(time translation invariant). No presente trabalho, considera-se apenas a situagdo em

que o fenomeno do envelhecimento pode ser desprezado.

Considere agora a situagdo em que uma solicitagdo S(#) assume uma forma

qualquer. Essa solicitagdo pode, no entanto, ser representada aproximadamente por

varias fungdes H (Equagdo 2.15), como mostra a Figura 2.3.

"A deducdo das integrais de convolugo para materiais viscoelasticos que se segue foi extraida das notas
de aula do Prof. Richard A. Schapery
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S(H) -
IAS

4 IASL

]

- 1AS;
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! T
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Figura 2.3: Solicitacdo qualquer e respectiva aproximagao por fun¢des degrau

Assumindo o comportamento linear, tem-se que a resposta a solicitagdo AS, é:

5 = Rylt-z) AS, (2.22)
" H(t-r1)
Mas H(t—1,) =1, para o intervalo onde R,, ¢ definida. Logo:
Ry =Ry, (1—1))-AS, (2.23)

Fazendo uso do principio da superposi¢do, podemos expressar a resposta devido

a S(¢) como:
R(t)=R,(t—1))-AS,+R,(t—7,)-AS, +..4+ R, (t —7,)-AS, + ...+ R, (t — 7)) - AS),

S R(t) = ZN:RH (t—7.)-AS, (2.24)

Multiplicando e dividindo o lado direito da Equagdo 2.24 por Az, e tomando-se
o limite quando Az, tender a zero € N tender a infinito, de modo a convergir para a

verdadeira funcdo S(¢), vem:

R(t) = li iR (t— )-ﬁ.A
()—Agl_rgol:] n(t=7) AT

N—w i
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S R() = jRH(t—r)%dr (2.25)

A representacdo mostrada na Equacdo 2.25 ¢ chamada de integral de convolugao
ou integral hereditdria. Portanto, com base na Equagdo 2.25, as relagdes constitutivas

viscoeldsticas para o caso uniaxial, podem ser escritas como:

o(t)= jE(t—r)%dr (2.26)

&(t) = jD(t - r)g—jdz- (2.27)

onde,
E(t): modulo de relaxagao;
D(¢t): fungdo fluéncia;
t: tempo absoluto tomado a partir de um referencial qualquer
(inicio do ensaio); e
T: variavel de integragdo (também pode ser interpretado como o

tempo entre duas mudangas de solicitagdo).

O moédulo de relaxacdo pode ser obtido através do ensaio de relaxagdo onde uma

deformagdo constante, &,, € aplicada e a tensdo ¢ obtida ao longo do tempo, sendo

ot ~ a - . , .
E@t)= Q A funcao fluéncia, por sua vez, pode ser obtida através do ensaio de creep
&y

estatico, onde uma tensdo constante, o, ¢ aplicada e a deformagao ¢ obtida ao longo do

(1)

ensaio, sendo D(z) = —=. Além desses ensaios, existem outras formas de se obter as
o
0

propriedades viscoelésticas, E(¢f) e D(t), como, por exemplo, através de ensaios

dindmicos (cargas harménicas) (APENDICE A).
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Considere agora a situacdo do ensaio de creep estdtico, onde uma tensao

constante, o,, ¢ aplicada. Tomando-se como referencial o inicio do ensaio, a

deformacgdo ao longo do ensaio sera dada por:

e(r)=D(r) -0, (2.28)

Derivando-se a Equagdo 2.28 com relagdo a 7, tem-se:

de _ 5 400 (2.29)
dr dr

Substituindo a Equagdo 2.29 na Equacao 2.26, segue que:

o, :IE(t—r)-GO-dD(T)dT
0
jE(r—z)Mdf =1,parat >0 (2.30)
0 dr

Manipulando-se a integral acima, pode-se obter a seguinte relacio (FERRY,

1980):

j E(t-7)D(r)dr =t,para t >0 (2.31)
0

A partir da Equacdo 2.30 (ou da Equagdo 2.31), nota-se que as fungdes E(¢)
(moédulo de relaxacdo) e D(¢) (funcdo fluéncia), que representam as propriedades
constitutivas viscoelasticas, ndo sdo reciprocas, como ¢ o caso das propriedades dos

materiais eldsticos, mas sim relacionadas por uma integral de convolucdo (FERRY,

1980).

Embora nao tenham sido abordadas nesta secdo, as solicitagdes harmonicas, e
suas respectivas relagdes constitutivas viscoelasticas, sdo de grande importancia na
Teoria da Viscoelasticidade, principalmente com relagdo aos métodos acelerados de
obtencdo das propriedades viscoelasticas (ALLEN et al., 2001; BERTHELOT et al.,
2003), sendo, portanto, tratadas no APENDICE A.
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2.2.3 Principios de Correspondéncia Elastica-Viscoelastica (PCEV)

Os problemas viscoelasticos, por envolverem equagdes diferenciais e integrais
de convolugao, podem ser considerados, muitas vezes, de dificil solugdo e as vezes de
solugdo impossivel, quando se trata de solugcdo analitica. Existem, no entanto,
ferramentas matematicas que podem auxiliar na solucdo de tais problemas. Estas

ferramentas podem ser divididas basicamente em: i) numéricas e ii) analiticas.

As solu¢des numéricas tém obtido destaque ultimamente, pela versatilidade,
facilidade de uso dessas ferramentas e pela sua relativa rapidez. Porém, as solucdes
analiticas sdo sempre mais desejaveis, tendo em vista que estas podem ser consideradas

irrefutaveis desde que as suas hipoteses sejam respeitadas.

Dentre as ferramentas matematicas analiticas usadas na solucdo de equagdes
diferenciais e integrais, as mais comumente usadas na solugdo de problemas
viscoelasticos sdo a transformada de Laplace e a transformada de Fourier, sendo esta
ultima mais aplicada a problemas que envolvem solicitagdes perioddicas, especialmente

para solicitagdes harménicas, e por isso, é abordada no APENDICE A.

Os Principios de Correspondéncia Elastica-Viscoelastica (PCEV) se baseiam no
fato de que solugdes para problemas viscoelédsticos quando levadas para outro dominio
matematico transformado se assemelham a solugdes elasticas. Assim, a solu¢do de um
problema viscoelastico pode ser obtida a partir da solucdo eléstica do mesmo, através da
substituicdo das constantes elasticas pelas fungdes viscoeldsticas transformadas
multiplicadas pela variavel transformada, s, e efetuando-se o inverso da transformada

considerada (CHRISTENSEN, 1982).

A principal restricdo da utilizacdo deste principio € que os contornos do
problema (geralmente superficies) ndo podem depender da variavel tempo, ou seja, o
tipo da condicdo de contorno (deslocamento ou tensdo) e a regido sobre a qual esta
condicdo atua ndo podem mudar ao longo do tempo (SCHAPERY, 1974;
CHRISTENSEN, 1982).

A transformada de Laplace (T.L) de uma fungdo f{¢) ¢ definida como:
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Lr0]=f(s)= [ 1@)-ear (2.32)

onde s ¢ a variavel transformada.

Note-se que os limites de integracdo acima sdao usados para enfatizar que a

integral deve ser calculada para todo o dominio valido da fungao.

O APENDICE B exemplifica como se obter a T.L de uma funcdo, além de
apresentar as T.L, e respectivas inversas, de algumas das fungdes mais encontradas

quando da solugdo de problemas viscoelasticos.

Considere agora a relagdo constitutiva viscoelastica dada pela Equagao 2.26. A
partir das linhas 14 ¢ 15 da Tabela 1 do APENDICE B, tem-se que a Equagio 2.26

transformada no espago de Laplace assume a seguinte forma:

c=E-s-& (2.33)

Fazendo-se E =s-E, e sabendo-se que E ¢ a transformada de Carson do

modulo de relaxacao, a Equagao 2.33 pode ser reescrita como:

c=E-¢ (2.34)

A partir da Equagdo 2.34, pode-se perceber a semelhanga entre a relacdo
constitutiva elastica e a relagdo constitutiva viscoelastica, quando esta ultima ¢

transformada no espacgo de Laplace.

Do mesmo modo, a relacdo entre as fungdes viscoelasticas (fungdo fluéncia e
modulo de relaxagdo) no espago de Laplace pode ser obtida. No espaco de Laplace, a
Equagdo 2.31 pode ser reescrita da seguinte forma (linhas 3 e 14 da Tabela 1 do

APENDICE B).

(2.35)
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A Equagdo 2.35 mostra que no espaco de Laplace, considerando-se a
transformada de Carson, a inter-relacdo entre as propriedades viscoelasticas se

assemelha a inter-relacdo existente entre as propriedades elasticas no espaco real.

Assim sendo, dada a semelhanca entre a solugdo viscoelastica no espago de
Laplace e sua correspondente solugdo elastica, pode-se perceber que, dispondo-se da
solucdo elastica de um problema, a solu¢dao viscoeldstica do mesmo pode ser obtida

substituindo-se, respectivamente, as variaveis o, EF ¢ & da solu¢do eldstica pelas
variaveis viscoeldsticas transformadas o, E, &, e efetuando-se, em seguida, o inverso

da transformada de Laplace.

E importante salientar que para determinadas situagdes, onde se dispde apenas
de solugdes elasticas numéricas ou ainda a inversdo analitica da transformada de
Laplace ¢ muito complexa, torna-se mais viavel utilizar processos aproximados de
inversdo de transformadas de Laplace, como o método da colocagdo e o método direto,

ambos propostos por SCHAPERY (1962).

Um outro PCEV também bastante utilizado ¢ o PCEV desenvolvido por
SCHAPERY (1984). A principal vantagem deste PCEV ¢ que este ¢ aplicavel tanto para
materiais viscoelasticos lineares como ndo-lineares, podendo ser usado inclusive para

solucionar problemas que envolvem trincas e contato entre dois materiais diferentes.

O PCEV de SCHAPERY (1984) se baseia na definicdo de pseudovaridveis, as
quais possibilitam que o problema viscoelastico se assemelhe a um problema elastico
correspondente. Essas varidveis ndo sdo necessariamente quantidades passiveis de
interpretacao fisica, mas estdo relacionadas as suas respectivas quantidades fisicas
através de integrais hereditarias. Para o caso das deformagdes, assumindo que as
mesmas sdo nulas para ¢ < 0, considerando-se apenas o caso uniaxial e desprezando-se

os efeitos do envelhecimento, define-se as pseudo-deformacgdes como:

et =

S —

1 E(t—r)%dr (2.36)
E, or

onde,
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g": pseudodeformagdes;

£: deformacgdes (quantidade fisica);

E(¢): modulo de relaxagdo; e

E": modulo de referéncia, o qual é uma constante qualquer com
dimensdes iguais a do moddulo de relaxacdo (geralmente,

assume-se o valor inicial de E(¢), ou seja, E* = E(t =0).

A partir das Equagdes 2.26 e 2.36, pode-se chegar a seguinte relacdo

constitutiva:

c=E, & (2.37)
Donde pode-se observar a semelhanca com a relagdo constitutiva eléstica.
2.2.4 Modelos Mecanicos

Como visto anteriormente, as relacdes constitutivas viscoelasticas envolvem
funcdes, e ndo constantes (como no caso eldstico), que representam as propriedades do
material, quais sejam, o mddulo de relaxacdo, E(?), e a fungdo fluéncia, D(¢), as quais

devem ser determinadas antes de qualquer analise.

Além disso, de modo a tornar possivel a solu¢do das equacdes constitutivas,
essas fungdes devem ser representadas por fungdes matematicas adequadas. Uma forma
de representar as propriedades viscoelasticas matematicamente se d4 através do uso das
chamadas leis de poténcia (power laws). Por exemplo, considerando o caso da fungdo
fluéncia, uma lei de poténcia bastante usada e que ¢ capaz de representar bem as
fungdes viscoelasticas, chamada de “série de leis de poténcias” (power-law series), &

dada pela Equacgdo 2.38 (PARK e KIM, 2001).

y A
D(t)=D, + ZL

= (1 + T"j
¢

(2.38)
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A

onde, D,, D,, 7, € n sdo constantes de regressdo e M € o numero de termos da

série.
Para o caso do médulo de relaxacdo, pode-se usar a seguinte série de leis de
poténcia:
o
Et)=E,+) —— (2.39)
i1 t
1+
Pi

onde, E,, E,, p, e n sdo constantes de regressdo e M ¢ o niimero de termos da

série. Note-se que as constantes n ¢ M da Equagdo 2.39 ndo sdo necessariamente iguais

aquelas da Equagdo 2.38.

Além das leis de poténcia, existe uma outra forma de se representar as
propriedades viscoelasticas, a qual se da através da analogia com modelos mecanicos
constituidos de associagdes entre molas e amortecedores (FERRY, 1980). A principal
vantagem desta representagdo ¢ que as constantes de regressdo passam a ter um
significado fisico associado as constantes eldsticas das molas e a viscosidade dos
amortecedores. Além disso, outra vantagem € que essa representacdo matematica

envolve principalmente fungdes exponenciais, as quais podem ser facilmente integradas.

Esses modelos mecéanicos podem ser matematicamente representados por
equacdes diferenciais relacionando tensdes a deformagdes; no entanto, € possivel
converter essas equacdes diferenciais para uma forma integral na forma das Equagdes
2.26 e 2.27. As equagdes diferenciais produzidas por esses modelos possuem a seguinte

forma:
N

d'oc Yoo d"e
a—+aoc=>»Yb —+be 2.40
Z n dtn 0 Z m dtm 0 ( )

n=1 m=1

onde, para cada modelo, as constantes a,, a,, b, € b, terdo um significado

fisico diferente.
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A Figura 2.4 apresenta alguns modelos mecanicos comumente usados na
representacao de materiais viscoeldsticos, cujas relacdes constitutivas sdo desenvolvidas

no APENDICE C.

c
c G
E,
E,
' E1 !____, T]l
l Mo
c G
(a) Maxwell (b) Voigt
o
E, I
B, =
T]() EN ‘__j nN
6 c
¢) Solido Linear Padrao (d) Voigt generalizado
c
E, E, E, E, E,
E, =
\_l_lnl l_l_lna \_rln L=—1In, L= In.
c

(e) Maxwell generalizado (Weichert)

Figura 2.4: Modelos mecénicos para materiais viscoelasticos

As representagdes mais comumente usadas para o modulo de relaxagdo e para a
funcao fluéncia sdao as fornecidas pelos modelos de Maxwell generalizado ¢ de Voigt
generalizado, respectivamente, pois podem representar as fungdes viscoelasticas para
tempos bastante longos, bastando, para isso, acrescentar-se ao conjunto seus modelos

base (modelo de Maxwell e de Voigt, respectivamente).
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E importante salientar que os modelos de Maxwell generalizado ¢ de Voigt
generalizado sdo equivalentes (vide APENDICE C), mas as representagdes matematicas
do moédulo de relaxacdo e da funcdo fluéncia tornam-se mais simples quando se

considera os modelos de Maxwell e de Voigt generalizados, respectivamente.

As representacdes resultantes dos modelos de Maxwell generalizado e de Voigt
generalizado também sdo conhecidas como séries de Prony (ou séries de Dirichlet) e sao

dadas pelas Equagdes 2.41 e 2.42, respectivamente.

t

M _
E(t)=E,+) E -e” (2.41)
i=1
A -
D(t)=Dy+—+Y D|1-e " (2.42)
0 Jj=1

onde, p, € chamado de tempo de relaxagdo, 7, € chamado de tempo de

retardagdo, e:

1
D =— (2.43)
J Ej
m=% (2.44)
r,=n,-D, (2.45)

J

Note-se que, para o caso de solidos viscoelasticos, £, >0 e n, > o (PARK e

SCHAPERY, 1999).

Uma outra importante vantagem da representagdo através das séries de Prony ¢
que uma vez determinada a fun¢do viscoeldstica para um material no dominio do tempo,
suas fungdes correspondentes no dominio da freqiiéncia (@ ) e no espago de Laplace ()
sdo obtidas diretamente em termos das constantes mostradas nas Equagdes 2.41 e 2.42,

como apresentado nas Equagdes abaixo (PARK e SCHAPERY, 1999). Vale ressaltar

que as fungdes designadas com um apoéstrofo (') e com dois apdstrofos (")
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correspondem, respectivamente, as partes real e imaginaria de suas respectivas fungdes

complexas.
E(0)=E, +Z @ £ E, (2.46)
i=1 p +1
" wp; E,
E L 2.47
() = Z o 41 (2.47)
N Dj
D'(w)=D,+ )Y —— 2.48
@ =Dy 3 (2.48)
) 1 Y, wt,D.
D'(®)=——+) —5— (2.49)
n.0 ST+l
sp.E,
E(s E_ + — 2.50
(s) = ;sp,+1 (2.50)
~ 1 N D.
D(s)=D, + + L (2.51)
n.s st +1

2.2.5 Meétodos de Regressao das Funcdes Viscoelasticas

Quando da andlise de materiais viscoeldsticos reais, as propriedades destes
devem ser obtidas experimentalmente e representadas na forma de alguma fungao
matematica de modo que as Equagdes 2.26 e 2.27 possam ser resolvidas. Escolhida a
funcdo matematica, deve-se, portanto, determinar os coeficientes desta que
proporcionem o melhor ajuste aos dados experimentais. Esse processo estatistico de
determinagdo dos coeficientes de uma fungao para propiciar a melhor representagao dos

dados observados no experimento ¢ chamado de regressao.

Dada a forma exponencial de cada termo da série de Prony, caso se queira

determinar ambos os coeficientes (£, e p,, para as fungdes modulo, ou, D; e 7,, para

as funcdes fluéncia), geralmente opta-se por algum método de regressdo ndo-linear ou

pelo método dos residuos sucessivos (HUANG, 1993).

Porém, caso seja possivel assumir-se valores pré-estabelecidos para os

coeficientes p; (ou 7;), pode-se usar o metodo da colocagdo (SCHAPERY, 1961). O
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método da colocagdo se baseia no fato de que as séries de Prony sdao fungdes lineares

com relagdo aos coeficientes £, (ou D)), porém ndo-lineares com relagdo aos tempo de
relaxacdo p, (ou 7,). Assim sendo, assumindo-se valores para os coeficientes p, (ou
7, ), pode-se determinar os coeficientes E; (ou D,) através da solucdo de um sistema de

equacgdes lineares, o que o torna um método bastante pratico.

Dada a simplicidade deste ultimo método e sua aplicabilidade a regressao de
qualquer propriedade viscoeldstica, seja esta transiente (dependente do tempo) ou
complexa (dependente da freqiiéncia), este serd o método utilizado neste trabalho para

regredir os coeficientes das fungdes viscoelasticas.

Considere, portanto, o mddulo de relaxacdo dado pela Equacao 2.41. Note-se
que essa func¢do ¢ uma soma de fungdes exponenciais simples, o que permite concluir
que a Equagdo 2.41 se comporta qualitativamente como uma fungdo exponencial
simples, porém com um dominio de variagdo maior que uma fung¢do exponencial

simples.

A Figura 2.5 mostra o comportamento de um fun¢do exponencial simples
f(@®)=e'+b, onde a constante b ¢ igualada a 1 para possibilitar uma melhor

visualizagcdo do comportamento desta funcdo em escala logaritmica. Observe-se que o
dominio de variagcdo da fung@o exponencial simples ¢ de aproximadamente duas ordens

de grandeza.

1,00E+01 4

[e" +1]

1,00E+00 T T T 1
1,00E-02 1,00E-01 1,00E+00 1,00E+01 1,00E+02

tempo

Figura 2.5: Comportamento de uma funcao exponencial simples
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t

5 .
A Figura 2.6 mostra o comportamento da funcdo E(¢)=E, +2Ei e , para
i=1

E,=10, E.=5¢ p,=10" (i=1,2, .., 5) e o comportamento dos seus respectivos

t

termos E'(t)=E, +E, e’

—&— Termo 1

4,0E+01 -
—&— Termo 2
3,5E+01 —a— Termo 3
3,0E+01 —>— Termo 4
—¥— Termo 5
2,5E+01 1 soma
e 2,0E+01 - —+— Termo 1 + Termo?2
= \
1,0E+01 1 ‘
5,0E+00 1
0,0E+00 . , : : _ ' ' '

1,E-04 1,E-03 1,E-02 1,E-01 1,LE+00 1,LE+01 1,E+02 1,LE+03 1,LE+04

tempo

! t

5 - ' _t
Figura 2.6: E(t)=E, +2Ei e e respectivos termos E'(¢)=E_+E -e ”, para

i=1

E =10, E =5¢e p =107 (i=1,2,..,5)

A partir da Figura 2.6, pode-se observar que E'(¢) tem seu dominio de variacio

centrado num valor proximo de p, e varia, aproximadamente, da ordem de grandeza
. y . . 2
anterior a p, até a ordem de grandeza posterior a p,, ou seja, para p, =107, por

exemplo, a fungdo E'(f) varia aproximadamente de t=10" a t=10". Além disso,
cada termo consecutivo somado implica no aumento de, aproximadamente uma ordem

de grandeza no dominio de variagdo, por exemplo, E'+ E> possui um dominio de

variacdo de cerca de 3 ordens de grandeza, como mostra a Figura 2.6.
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Como cada termo varia da ordem de grandeza anterior a p, até a ordem de
grandeza posterior a p,, para regredir uma fungao suave a partir de dados experimentais

obtidos em M ordens de grandeza de tempo (ou freqiiéncia), precisa-se de, no minimo,

M -2 coeficientes p,. Por exemplo, para dados experimentais obtidos em 5 ordens de
grandeza de tempo, quais sejam, 10'2, 10'1, 100, 10' e 102, pode-se assumir p, com
ordem de grandeza igual a 10™', p, com ordem de grandeza igual a 10°e p; com ordem

de grandeza igual a 10"

E importante salientar que caso os coeficientes p, escolhidos estejam separados

por mais de uma ordem de grandeza, a curva resultante da Equagdo 2.41 (soma de
exponenciais) ndo apresentara uma forma suave como a da Figura 2.6, mas apresentara

a forma de uma escada como mostra a Figura 2.7.

4,00E+01 -
——i=1
3,50E+01 .o
3,00E+01 - A—i=3
—>—i=4
2.50E+01 - —*—i=5
—8—soma
S 2.00E+01 1
1,50E+01
1,00E+01 -
5.00E-+00 -
0,00E+00 : . . . . . . .

1,E06  1E-04  1E-02  1EH0  LEH2  1E04  LE+06  LEH8  1,E+0
tempo
Figura 2.7: Forma de escada apresentada pela Equacdo 2.41 para M =5 e p, espagados

por mais de uma ordem de grandeza

Com relagdo a determinacdo dos valores de p, a serem assumidos, como
primeira tentativa, pode-se assumir valores para os coeficientes p, de modo que exista

um termo na série que atinge a metade do seu maximo valor em ¢ =¢,, onde ¢, sdo
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valores de tempo onde houve observagdo experimental, devendo estar, na medida do
possivel, separados por uma ordem de grandeza (SCHAPERY, 1961). Desta forma,

estar-se-a tirando o maximo proveito do dominio de varia¢do de cada termo da série.

Depois de escolhidos os valores para os coeficientes p, e para os tempos ¢, , 0s
valores dos coeficientes E, sdo obtidos através da solu¢do de um sistema de equagdes

lineares. Para o médulo de relaxacao, por exemplo, a partir da Equacao 2.41, pode-se

escrever, para cada valor de ¢, :

}»N

-
Et)-E, =Y E-e"” (2.52)
i=1

Reescrevendo a equagdo acima em forma matricial, temos:

[ o -]
ePl ePz eP3 ePM Ew1 E(tl)—EOO
L ~h “h ~h
e e” e’ ... efv E, E(t,)-E,
—t —t —t —t
73 73 73 ,T} Ey =1 E(t)-E, (2.53)
e’ e’? e?s el . .
e T T - | | Ey E@t,)-E,
e P e P2 e P3 epw

A solugdo do sistema de equagdes acima, seguindo-se as regras comentadas

anteriormente, resultard na adequada determinacdo dos coeficientes E,. Depois de
determinados os coeficientes E,, ¢ importante que se compare a série obtida com os

valores experimentais a fim de se verificar a existéncia de qualquer discrepancia da
séric obtida com relagdo aos dados experimentais. Vale salientar ainda que essas
discrepancias sao geralmente melhor visualizadas quando as curvas sao grafadas em

escala logaritmica.

Na determinacdo de E_ (ou de D, ), pode-se adotar o menor valor experimental

coletado ou um valor menor que o menor valor obtido experimentalmente, sendo

bastante importante o uso do bom senso.
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E importante salientar que, em geral, o método da colocacdo converge

adequadamente para diversos valores de p,, porém, embora a curva E(¢) obtida seja
indistinguivel da curva experimental, muitas vezes o método produz valores negativos
para os coeficientes E,, o que ¢ fisicamente irreal. Caso isto acontega, deve-se assumir
outros valores para p, (ou 7,) até que se obtenha valores positivos para os coeficientes
E; (ou D,). Dentre os métodos propostos para se evitar coeficientes negativos, destaca-

se, pela sua simplicidade e aplicabilidade a dados experimentais que apresentam
grandes dispersoes, o desenvolvido por PARK e KIM (2001), o qual propde a pré-
suavizacdo dos dados experimentais através da regressdo de uma série de leis de

poténcia e posterior regressao da série de Prony a partir dos dados pré-suavizados.

Para o caso da fungao fluéncia (para 77, — =), considerando-se a Equagao 2.42,

a Equacdo 2.53 assume a forma:

- . il i ]
l—e_; l—e; l—e; l—e; D, D(t)- D,
l-e™ 1-e® 1-e® - 1-e™ D, D(t,) - D,
—t —t —t —t
: — — > 19D, r =3 D(t,)—D, 2.54
l_e‘rl l_erz 1_62'3 . l_erN .3 (3): 0 ( )
o T | (D) (Day)-D,
1-e™ 1-e™ 1-e” l—e™ |

O mesmo procedimento pode ser adotado para qualquer série de Prony, inclusive
para as fungdes complexas. Por exemplo, considerando-se a série de Prony para a parte
real da fun¢do fluéncia complexa (Equacao 2.48), a mesma pode ser reescrita em forma

matricial, conforme a equacao abaixo:

1 1 1
o't +1 o't +1 o'ty +1 D, D'(w))—- D,
1 1 1 ||p| |D)-D,
o, 7+l o't +1 w, T+ (T : (2.55)
i 1 1 Dy D'(wy)- D,
_a)szq2 +1 w,’1," +1 w,’Ty + 1]
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E importante ressaltar que, como comentado anteriormente, uma vez

determinados os coeficientes E, e p, para uma fungdo modulo qualquer, as demais

fungdes modulo sdo determinadas diretamente, bastando substituir os valores desses
coeficientes nas suas respectivas representagdes matematicas. Por exemplo, considere

que os coeficientes E, e p, tenham sido determinados a partir de resultados

experimentais do modulo de relaxacdo. Assim sendo, para se obter as fungdes modulo
complexo, basta substituir os valores desses coeficientes nas Equagdes 2.46 e 2.47. O

mesmo ¢ valido para as fungdes fluéncia.

Além disso, as curvas geradas para as fungdes complexas, por exemplo, a partir

da substitui¢do dos coeficientes E, e p, podem ser comparadas com suas respectivas

curvas experimentais, a fim de se verificar as hipdteses de linearidade e de inércia
desprezivel assumidas no desenvolvimento dos modelos mecanicos, ora representados

pelas séries de Prony.

2.2.6 Interconversao Entre as Propriedades Viscoelasticas

Na Secdo 2.2.2, mostrou-se que existem duas relagdes constitutivas
correspondentes para os materiais viscoelasticos (Equacdes 2.26 e 2.27) baseadas em
propriedades distintas, as quais estdo relacionadas por uma integral de convolu¢do
(Equagao 2.30 ou Equagdo 2.31). Assim sendo, de acordo com as Equagdes 2.26 ¢ 2.27,
quando se deseja achar o histérico de tensdes a partir do histérico de deformagdes
aplicado, necessita-se do moddulo de relaxacdo, e quando se deseja o contrario,

necessita-se da funcao fluéncia.

Muitas vezes, porém, ¢ possivel se determinar experimentalmente a funcao
fluéncia, mas impossivel realizar experimentos para se determinar o modulo de
relaxacdo, e vice-versa, especialmente quando ndo se dispde dos equipamentos
necessarios ou quando estes ndo oferecem precisdo e confiabilidade. Neste caso,
portanto, ¢ interessante que se obtenha o modulo de relaxagdo a partir da funcdo

fluéncia determinada experimentalmente, ou vice-versa.
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E possivel encontrar-se diversas relagdes entre as diversas propriedades

viscoelasticas, dentre as quais se destacam as Equagdes 2.30, 2.31, 2.35 e as seguintes

equagdes (FERRY, 1980; CHRISTENSEN, 1982) (vide APENDICE A e APENDICE

B):
g L
D %
' D
(DV)Z + (DN)Z
E” 3 D”
(D!)Z + (DN)Z
' E'
(E!)Z + (EN)Z
. Eﬂ
(E!)2 + (El!)2

E'=E_+ a)T [E(t) -E, ]sen(a)t)dt

E" = co]i [E ) - Ew]cos(a)t)dt

sen(a)t)

E(t)== jE()

cos(wt) J

Et)=E, + E]OE"(@)
s 0
D'=D, + w]o [D(t) - D, ken(wr)dt

D" = —a)oj2 [D(t) - Dm]cos(a)t)dt

0

sen(a)t)

D@——PN)

D(t) =D, - J-D,,( )cos(a)t)

E*=E(iw)

(2.56)

(2.57)

(2.58)

(2.59)

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)

(2.69)
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Note-se que as Equagdes 2.61 a 2.68 representam uma maneira de se determinar

as fung¢des transientes a partir das fungdes complexas, € vice-versa.

Além disso, pode-se mostrar que as Equacdes 2.30 e 2.31 podem ser reescritas

comao:
s [D@-7) E@) yr 1, para t >0 (2.70)
0 or
[ Dt-)E@)dr =1, para t >0 2.71)
0

Existem, ainda, alguns métodos aproximados de interconversdo entre as
propriedades viscoelasticas (DENBY, 1975; FERRY, 1980; CHRISTENSEN, 1982;
PARK e KIM, 1999; SCHAPERY e PARK, 1999), os quais podem ser usados quando
da impossibilidade do uso de alguma relagdo exata ou quando a solucdo desta for

inviavel no que diz respeito as necessidades praticas.

E importante ressaltar que, muitas vezes, as integrais de convolugdo das
Equacdes 2.30, 2.31, 2.70 e 2.71 sdo de dificil solu¢do analitica, sendo, nestes casos,
viavel a utilizagdo de algum esquema de integracdo numérica destas equagdes

(HOPKINS e HAMMING, 1957; KIM e LEE, 1995).

PARK e SCHAPERY (1999) desenvolveram ainda um outro método bastante
interessante de interconversao entre as propriedades viscoeldsticas baseado nas séries de

Prony. No referido estudo, ¢ mostrado que quando um conjunto de coeficientes da série
de Prony, {p,, E; (i =1,.. ., M), e E,tou{zr,, D, G=1,..,N), D,ern,}é¢
conhecido e as constantes de tempo desconhecidas (7, ou p,) sdo especificadas, o outro

conjunto de coeficientes pode ser determinado através da solugdo de um sistema de
equagdes lineares simples. Por sua simplicidade e por ser baseado nas séries de Prony,

este serd o método de interconversdo usado no presente estudo.
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No entanto, no estudo realizado PARK e SCHAPERY (1999), os autores

desenvolveram apenas as equacgdes necessarias para se determinar as fungdes fluéncia a

partir das fungdes modulo.

2.2.7 Meétodo de Obtencao de E(7) a partir de D(?)

Seguindo-se 0 mesmo procedimento usado por PARK ¢ SCHAPERY (1999),

desenvolve-se, a seguir, as equagdes necessarias para de se determinar o modulo de

relaxacdo, E(¢), a partir da funcdo fluéncia, D(z), as quais serdo usadas posteriormente

para se determinar o modulo de relaxa¢do do mastique estudado a partir da sua funcdo

fluéncia obtida em laboratoério.

Portanto, considerando-se apenas o caso dos solidos viscoelasticos (77, — ) e

as seguintes séries de Prony (vide Equacdes 2.41 ¢ 2.42):

J=1

N =)
D(t-7)=D, +ZDi[1e }

M v
E(t)=E,+) E-e”

i=1

@) _ p0)5(r) - fﬂ e ”

T i1 P

onde, o(7) ¢ a func¢do delta de Dirac e:

E(0)=E(r=0)=E, +§:El.

i=1

Substituindo-se as Equagdes 2.72, 2.74 e 2.75 na Equagao 2.70, tem-se:

t

N G M Mg -
[3[Dy+>.D 1= 7 |- [Em+2Eij5(r)—Z—i-ep‘ dr =1
=l =1 P

o i=l1 i

Sabendo que (vide Equacao 2.19):

(2.72)

(2.73)

(2.74)

(2.75)

(2.76)
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j ft-1)-8(r-0)dr = f(r =0) = f(t) (2.77)

Segue, da Equacao 2.76, que:

(Ew + iEl.j-!Do + iD{le”H —ilé-(q} +iDjJ-j.e"f -dz}+
i=1 = i=1| P; = 0 (2.78)

¢ -0 T
Ao o]

i=l | Pi j=1 0

A primeira integral da equacao acima vale:

Ie_;’dr :p{l—e_p’} (2.79)

0

Logo, segue da Equagdo 2.78:

(Ew +lelEz]'[Do +jiDj[1 eTI’J](DO +iD}.J-Ii“[Ei -[1—e;rﬂ+

(2.80)
M N PR
+Z EZ D/’eT/'J.e {p, T/]'d‘[ =1
=t | P =t 0
A integral da equacdo acima ¢ avaliada da seguinte forma:
)
1>+ P |1 eln® ara p, #7,
je[p ’f].dr_ P— I-e P AT 2.81)

t , para p, =7,

Assim sendo, para p, =7, tem-se:



Sabendo que (CHURCHILL, 1958):

1 1 1
. g =T = N
imD(s) mD®  p .S p
Jj=1

E, =limE(r) = lim E(s) = (2.83)

E reformulando a Equa¢ao 2.82 numa forma mais conveniente, tem-se:

t

M L Np N - N
dIiDe”+>—L-e” [E=1-3|Dy+>.D|1-e " D+ D, |1 (2.84)
i j Jj=1 Jj=1

Reformulando-se a equagdo acima e substituindo-se a Equagdo 2.83, pode-se

reescrever a equacao acima numa forma mais conveniente como segue:

M=

JJ
j=1 i=1 P, _z-j

1

Il
—
~

N LN L N Dr _t _r
D0+ZD]. e”'—ZD}»e i : e —el =
= ‘

-1-4| D, +i0,(1e“] [DO +iDjj

Jj=1

As Equacdes 2.84 e 2.86 podem, ainda, ser escritas na seguinte forma matricial:

[4}E} = {B} (2.87)
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ou,
A,E, =B, (somaemj;i=1..M;k=1.,P) (2.88)
onde,

Ik _he

N
(Do"'sz] ZD e’ +Z Pi_e f , para p, # 1,

j:1 . Jj= lpl _T
A4, =4ou (2.89)
e 4D, -

i e
De +Z , para p, =7,
j=1 pz

N e N
B, =1-<|D,+Y.D;|1-¢ " (DO+ZDJJ (2.90)

Caso o método da colocagdo seja usado, tem-se que P =M . Porém, caso o

método dos minimos quadrados seja usado, P> M . A selecio dos pontos de

amostragem ¢, (k =1,...,P) também depende do método de solugdo do sistema de
equagdes. Caso o método da colocagdo seja adotado (P = M), os pontos ¢, podem ser
convenientemente tomados como f, =ar, (k=1,..,M ), onde tipicamente assume-se

a=1 ou a=1/2. Caso o método dos minimos quadrados seja adotado, pode-se

assumir ¢, (k=1,...,P) com intervalos eqiiidistantes entre si (com relagdo ao eixo
log t) os quais devem ser menores que os intervalos de p, (i =1,..., M ), de modo que

P> M . Além disso, E, pode ser obtido através da Equagdo 2.83.

Seguindo o procedimento proposto por PARK e SCHAPERY (1999), pode-se

determinar os valores de p;, quando p, # 7, , grafando-se ‘ﬁ(s)‘ x —1/s (5<0), sendo
que a abscissa correspondente a cada maximo da fungao ‘5(s)‘ aproxima-se do valor de

7, (conhecido) e a abscissa correspondente a cada minimo da fung¢éo ‘D(s)‘ aproxima-

se do valor de p, procurado.
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E importante salientar que, uma vez conhecidos os coeficientes £, , E, e p,

(i=1,..,M), as fungdes E(t), E'(w), E"(®) ¢ E(s) podem ser determinadas através
das Equagdes 2.41, 2.46, 2.47 e 2.50, respectivamente. Além disso, equagdes similares
as Equacdes 2.87 a 2.90 podem ser encontradas partindo-se da Equacdo 2.35 ou da

Equacao 2.56.
2.2.8 Termoviscoelasticidade

Grande parte dos materiais viscoelasticos pode ser considerada termo-
suscetiveis, ou seja, suas propriedades dependem da temperatura a qual o material esta
submetido. Existem dois tipos de fendmenos relacionados ao efeito da temperatura nas

propriedades dos materiais viscoelasticos: i) os reversiveis e ii) os irreversiveis.

As mudangas irreversiveis estdo relacionadas a fenomenos também irreversiveis
como a quebra das ligagdes atomicas, formagdo de novos constituintes e perda de
massa. Estas mudancas podem ser modeladas semelhantemente ao fendmeno de

envelhecimento (SCHAPERY, 1974).

Quanto aos efeitos reversiveis da temperatura, os materiais viscoelasticos podem
ser classificados em dois grupos: i) materiais termoreologicamente simples e ii)

materiais termoreologicamente complexos.

A principal diferenca entre esses dois grupos € que a resposta mecanica sob
condi¢gdes de temperatura transiente dos materiais ditos termoreologicamente simples
pode ser prevista a partir da resposta sob condigdes isotérmicas (MORLAND e LEE,
1960).

Considerando-se, portanto, os materiais termoreologicamente simples, as
equagdes constitutivas para condi¢des ndo-isotérmicas se assemelham as equagdes para
o caso isotérmico (Equagdes 2.26 e 2.27); porém, ha uma mudanga de variavel.
Portanto, para o caso uniaxial e desconsiderando-se os efeitos de expansdo e contragao
térmica, as relagdes constitutivas para condigdes nao-isotérmicas podem ser escritas da

seguinte forma:
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¢

ov>=jE@—§OZ;da (2.91)
5

o0 = [ Dle-£) 7 ae 2.92)

onde, a variavel & ¢ chamada de tempo reduzido, cuja defini¢ao ¢ dada por:

E=E(t)= jidr, &=t = jidr (2.93)

0 4r 0 4r

onde,

a; = a;[T(2)] (2.94)

A funcdo a, ¢ a unica propriedade do material que depende da temperatura e ¢

chamada de “fator de translagdo horizontal” (horizontal shift factor) (SCHAPERY,
1974).

As representagdes matematicas mais comumente usadas na representagdo do
fator de translacdo horizontal sdo a relagdo de Arrhenius (Equagdo 2.95), geralmente

valida para T <T,, onde 7, ¢ a chamada temperatura de transi¢do vitrea (glass

transition temperature), ¢ a equacdo WLF (WILLIAMS et al., 1955) (Equacao 2.96),
geralmente valida para 7 > T, (FERRY, 1980).

loga, :L 11 (2.95)
2303-R\T T,

onde,

AF : energia de ativacdo constante (por mol);

R;: constante universal dos gases (= 1,987 cal/mol-K); e

T,: temperatura de referéncia.

loga, =~ =Te) (2.96)
c, +1T T,
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onde ¢, e ¢, sdo constantes que dependem de 7}, .

Considere, portanto, o caso do ensaio de creep (estdtico) que € um ensaio
realizado sob condigdes isotérmicas. Pode-se mostrar que, neste caso, a Equagdo 2.92

toma a seguinte forma:

£=D() o, (2.97)

Como o ensaio ¢ realizado sob condigOes isotérmicas, o fator de translacdo
horizontal mantém-se constante ao longo do ensaio e a Equacdo 2.93 pode ser reescrita

como.:

E=— (2.98)

Aplicando-se o logaritmo a Equacao 2.98, obtém-se:

logé =logt —loga, (2.99)

O mesmo procedimento pode ser seguido para o ensaio de relaxagdo, donde se

chegara, da mesma forma, as Equagdes 2.98 e 2.99.

A Equacdo 2.99 ¢ a base do chamado principio de superposi¢do tempo-
temperatura, o qual estabelece que as propriedades viscoelasticas (fungdo fluéncia ou
modulo de relaxagdo) obtidas em ensaios isotérmicos, porém a diferentes temperaturas,

podem ser transladadas horizontalmente ao eixo logt a fim de se formar uma “curva

mestra” capaz de representar a resposta do material desde intervalos muito curtos de

tempo até intervalos mais longos.

Em outras palavras, o principio de superposi¢do tempo-temperatura basicamente
estabelece que uma determinada propriedade obtida ao longo de um dado intervalo de
tempo, porém a uma temperatura maior que uma temperatura de referéncia qualquer,
pode ser correlacionada com esta propriedade a temperatura de referéncia, porém para
intervalos de tempo mais longos. Do mesmo modo, os valores de uma propriedade

obtida para uma temperatura menor que a temperatura de referéncia correspondem aos
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valores da propriedade a temperatura de referéncia, porém para intervalos de tempo

mais curtos.

Assim sendo, pode-se obter uma curva mais completa (chamada de curva
mestra) para uma dada temperatura de referéncia que compreenda desde os intervalos de
tempo mais curtos até os intervalos mais longos sem necessitar-se executar ensaios
demorados e superando-se as limitagdes de aquisicdo de dados da maioria dos
equipamentos para intervalos de tempo muito curtos. A Figura 2.8 apresenta uma
representacdo esquematica da utilizacdo do principio de superposicdo tempo-
temperatura na constru¢do de uma curva mestra para o modulo de relaxa¢ao de um

material viscoelastico termoreologicamente simples.

A
Y

curva mestra
para T="Tr

| | »
log ¢

Figura 2.8: Representagdo esquemadtica da constru¢do de uma curva mestra para o

modulo de relaxacdo de um material termoreologicamente simples

Semelhantemente ao principio de superposi¢cdo tempo-temperatura, pode-se
correlacionar freqiiéncia com tempo, sendo que freqiiéncias menores correspondem a
intervalos de tempo mais longos, enquanto freqii€éncias maiores correspondem a
intervalos de tempo mais curtos. O principio de superposicao tempo-freqiiéncia se

baseia nas Equagdes 2.63, 2.64, 2.67 e 2.68, donde pode-se determinar as func¢des
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transientes viscoelasticas (modulo de relaxagdo e fungao fluéncia) a partir de suas

respectiva fungdes complexas. A principal vantagem deste principio esta no fato de que

as propriedades complexas sdo geralmente obtidas através de ensaios de curta duragdo.

No caso de se desejar incluir o efeito da expansdo/contragdo térmica na solucao

de problemas viscoelésticos sob condi¢des ndo-isotérmicas, as equagdes constitutivas

devem ser modificadas a fim de incluir as contribui¢des térmicas. Assim sendo,

generalizando-se para o caso multiaxial, e considerando-se o caso dos materiais

compositos (para os quais as propriedades constitutivas variam no espaco), tem-se que

(SCHAPERY, 1974; ZOCHER et al., 1997):

¢ ' ¢ '
9u(.£') 00(x,,&)
0, (5, €) = [ Cp i, € = &) 2dE — [B (x,, & - &) —L22dE (2.100)
0 o 0 o0&
¢ ' ¢ '
N 0T (%8 o n00(x,,8") .
£y, 8) = [T (5, € = ENV—2TR220 8 — [ A (3, & = &) 22 dE' (2.101)
0 aé: 0 aé
onde,

x,:  conjunto de eixos de coordenadas;

o, componente do tensor das tensdes;

Ey componente do tensor das deformacdes;

0: diferenca entre a temperatura atual e a temperatura de
referéncia, para a qual as tensdes sdo nulas;

C,:  componente do tensor modulo de relaxag@o de quarta ordem;

Jyu:  componente do tensor fungdo fluéncia de quarta ordem;

B,: componente do tensor associado as expansdes térmicas, o qual
define as tensdes térmicas num corpo completamente restrito
de movimento no seu contorno; ¢

A componente do tensor associado as expansoes térmicas, o qual

define as deformagdes térmicas na auséncia de tensdes

impostas.
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2.2.9 Incrementalizacdo das Relagdes Constitutivas Viscoelasticas

Embora seja preferivel a solugdo analitica dos problemas viscoelasticos, muitas
vezes esta ¢ de natureza muito dificil e, as vezes, até impossivel, especialmente para
aqueles problemas de geometria complexa e que envolvem materiais multi-fasicos onde

cada fase apresenta um comportamento constitutivo diferente.

Nestes casos, os métodos computacionais, como o Método dos Elementos
Finitos (MEF), tornam-se mais viaveis e praticos. Existem diversas técnicas disponiveis
na literatura que possibilitam a andlise computacional de problemas viscoelasticos
(KING, 1965; HOPMAN, 1994; GHAZLAN et al., 1995; ZOCHER, 1995; PARK e
KIM, 1998), porém, as técnicas baseadas no MEF se destacam pela sua versatilidade e

aplicabilidade na solucdo de diversos problemas.

As relagdes constitutivas viscoelasticas podem ser incorporadas a formulagao do
MEF através da incrementalizacdo destas relagdes com relagdo ao tempo (GHAZLAN
et al., 1995; ZOCHER et al., 1997; FERREIRA et al., 2000). A técnica de
incrementalizagdo adotada no presente trabalho ¢ aquela proposta por ZOCHER et al.
(1997), a qual assume que a taxa de variagdo da deformacdo ¢ constante durante o

incremento de tempo e que cada membro do tensor modulo de relaxagéo, Cy, , pode ser

representado pela série de Prony originada do modelo de Maxwell generalizado (ou

modelo de Wiechert), conforme a equacao abaixo.

t

M -—
Cpu()=Cpy+ D Cie ™, (ndohd somaemi, j,k,I) (2.102)
m=1
onde,
plly =B (ngo ha soma emi, /. k, ) (2.103)

Desconsiderando-se os efeitos da temperatura, o algoritmo de incrementalizagao
da relagdo constitutiva 2.100 proposto por ZOCHER et al. (1997) pode ser resumido nas

seguintes equagoes:
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Ao, =Cl Mg, + Aa;f (2.104)

onde,

At
My _
m

S| 1-e " |, (ndohasomaemi,jkl)  (2.105)

=1

1
1 _ o0
Cﬁk, = Cij,d + _At

A&, =R, At (2.106)

sendo que R, ¢ uma constante representando a taxa de variagdo de ¢, durante

o incremento de tempo, ¢,

33
AO‘; = _ZZAW , (ndohdsomaemi,;) (2.107)

k=1 I=1

onde,

My A

Ay == |1—e ™" IS5 (1), (ndohdsomaemi,j,k,l) (2.108)
m=1
At At

Se(t)y=e "M Sk (1A +nlR,|1—e ¥ |, (ndohasomaemi,j,k,l) (2.109)

E importante salientar que, caso A¢ seja mantido constante, toda dependéncia no

tempo relativa ao comportamento viscoelastico do material reside em Aogf.

Incorporando-se, portanto, a relacdo constitutiva incrementalizada a formulagao
do MEF, segue que (ZOCHER et al., 1997) (desprezando-se as for¢as de volume e

efeitos de inércia):

[kFiad ) = {4} +14) +1A) (2.110)

sendo,

[k} = j[B]’[ B ]ave 2.111)



onde,

Ad ) :
ove:

[y :

T(t+At):

Ui
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U= AIE[W]T[T (t +At)JdsS 2.112)
TARS| B[ [olav (2.113)
L) = —[[BQHAGR]dV (2.114)

variagdo no vetor de deslocamentos nodais durante o
incremento de tempo;

superficie do elemento onde forcas distribuidas sao
aplicadas;

matriz das fungdes de forma do elemento;

forgas de superficie atuantes no tempo ¢+ At ;
contribui¢do para o vetor de forgas nodais devido a forgas
de superficie;

contribuicdo para o vetor de forgas nodais devido a
tensdes existentes no inicio do incremento de tempo; e
contribuicdo para o vetor de forgas nodais devido a

variacdo das tensdes durante o incremento de tempo

provocada pelo comportamento viscoeldstico do material.

2.3 MECANICA DA FRATURA

Os materiais so6lidos, quando usados em aplicagdes que visam resistir esforgos,

podem sofrer modificacdes ao longo do tempo que degradam seu desempenho

estrutural, através do acumulo de “dano”, o qual pode ser de diversas naturezas (trincas,

deformagdes plasticas, etc). Dentre os diversos modos de dano que degradam o

desempenho estrutural dos materiais, destacam-se aqueles provocados pela formagao de

microfissuras que “coalescem” e podem se propagar na forma de macrofissuras.
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GRIFFITH, através do seu trabalho publicado em 1920 (GRIFFITH, 1920), deu
inicio ao campo da Mecanica da Fratura, cujo objetivo principal ¢ desenvolver teorias e
técnicas de previsdo da formacdo e propagacdo de trincas em meios solidos. A teoria
desenvolvida no referido trabalho assume a inexisténcia de deformacgdes plasticas no
material, ou essas deformagdes podem ser desprezadas, sendo, portanto, conhecida
como Teoria da Mecanica da Fratura Classica ou Mecanica da Fratura Linear Elastica.
Uma outra hipotese dessa teoria € que a propagacao da trinca ocorre quando a taxa de
dissipacdo de energia exceder a taxa de dissipagdo de energia critica, a qual ¢ tida como

uma propriedade do material.

Porém, muitos materiais de aplicacdo pratica ndo seguem o comportamento de
um material elastico ideal e exibem fendmenos como a propagacdo subcritica de trincas
(COSTANZO e ALLEN, 1993). Assim sendo, numa tentativa de se solucionar tal
problema, teorias alternativas t€ém sido propostas, dentre as quais destacam-se 0s
Modelos de Zona Coesiva (MZC), inicialmente desenvolvidos por DUGDALE (1960) e
BARENBLATT (1962) para materiais elasticos, os quais sdo capazes de remover a
singularidade de tensdes na ponta da trinca e, simultaneamente, introduzir ductilidade

na zona de processamento da trinca.

O modelo desenvolvido por DUGDALE (1960) consiste basicamente da
aplicagdo de forgas de superficie constantes, de valor igual a tensdo de escoamento do
material, na regido anterior a ponta da trinca. BARENBLATT (1962), seguindo a
mesma filosofia, modificou a distribui¢do das forcas de superficie através do uso de
relagdes ndo-lineares entre estas e o deslocamento de abertura da trinca. Em seguida,
outros trabalhos, como os de NEEDLEMAN (1987) e TVERGAARD (1990),
sofisticaram as relacdes constitutivas da zona coesiva através do uso de funcdes
potenciais e de uma lei cubica que relaciona as forcas de superficie ao deslocamento
entre as faces da trinca, respectivamente. Com relagdo ao uso de MZC em meios
viscoelasticos, destacam-se os trabalhos pioneiros de KNAUSS (1974) e SCHAPERY
(1975a, 1975b, 1975c¢).

O MZC pode ser definido como a substituicdo matematica da zona danificada

existente nas proximidades da ponta da trinca (ou zona de processamento da trinca) por
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uma superficie mecanicamente equivalente submetida a acdo de forcas de superficie

(Figura 2.9).

Sistemas mecanicamente
equivalentes

Forcas de superficie

Zona danificada Zona coesiva

Figura 2.9: Representacdo esquematica de um MZC

Dentre as vantagens apresentadas pelo MZC, destacam-se as seguintes: i) o
MZC permite a analise da propagacao de trincas tanto a partir de trincas pré-existentes
como em superficies planas (sem trincas); e ii) a dependéncia com relagdo ao historico
do carregamento pode ser incorporada a taxa de dissipagdo de energia critica,
possibilitando a previsdo de fendmenos como fadiga e propagacdo de trincas em meios

viscoelasticos (COSTANZO e ALLEN, 1993).

Na grande maioria das aplicagdes, no entanto, inimeras microfissuras se
desenvolvem no material ao mesmo tempo, as quais podem “coalescer” e formar
multiplas macrofissuras. Neste caso, torna-se impraticavel modelar cada microtrinca ou
cada macrotrinca, especialmente quando modelos analiticos sdo utilizados. A zona
danificada mostrada na Figura 2.9 é um exemplo onde multiplas microfissuras se

desenvolvem simultaneamente.

Basicamente, a modelagem deste tipo de problema pode ser classificada em: i)
modelo de dano continuo e ii) modelo discreto (discrete fracture model). A Mecanica

do Dano Continuo (MDC) se baseia nas chamadas variaveis internas de estado, as quais
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quantificam o dano no interior do material. De acordo com ALLEN e SEARCY
(2001b), os modelos de dano continuo podem ser formulados fenomenologicamente
(ALLEN et al., 1987; TALREJA, 1994), onde o corpo ¢ assumido homogéneo, ou
através da homogeneizacdo de uma solu¢do micromecanica (BOYD et al., 1993;
COSTANZO et al., 1996; ALLEN e YOON, 1998). No caso da formulagdo
fenomenoldgica, nenhum contorno interno (trincas discretas) € considerado ou previsto
pelo modelo, mas as variaveis internas de estado podem representar a dissipacdo de

energia devido a propagacao de trincas.

O modelo fenomenoldgico de dano continuo desenvolvido por SCHAPERY
(1981, 1990a, 1990b) para materiais viscoelasticos tem sido amplamente aplicado na
analise da evolucdo do dano em diversos materiais (PARK e SCHAPERY, 1997; HA e
SCHAPERY, 1998), inclusive misturas asfalticas (PARK et al., 1996; LEE ¢ KIM,
1998a, 1998b; LEE et al., 2000).

No caso da formulacdo micromecanica, realiza-se uma analise no Elemento de
Volume Representativo (EVR), considerando-se as heterogeneidades do material, sendo
a formagao e a evolucao dos contornos internos previstas através de alguma variacdo da
Mecanica da Fratura, como os MZC. O efeito desses contornos internos €, entio,
considerado na relacao constitutiva global do material por meio de varidveis internas de
estado, as quais podem ser determinadas a partir de uma média volumétrica dos
deslocamentos nos contornos internos (ALLEN e YOON, 1998). Além disso, a lei de
evolugdo dessas variaveis internas de estado também ¢é determinada através de analises

micromecanicas.

Assim sendo, uma vez determinadas a relacdo constitutiva global, a propriedade
constitutiva efetiva do material e as leis de evolucao das variaveis internas de estado,
nenhuma nova analise na microestrutura ¢ necessaria (COSTANZO et al., 1996). Desta
forma, uma vantagem da utilizagdo dos modelos de dano continuo ¢ a economia do
tempo computacional necessario na solucdo de problemas a posteriori a determinacdo
da relagcdo constitutiva e das leis de evolugdo das varidveis internas de estado, seja

fenomenologicamente, seja através da micromecanica e homogeneizagao.
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Note-se, porém, que os detalhes fisicos sdo perdidos quando da utilizagcdo das
variaveis internas de estado, pois estas geralmente fornecem detalhes insuficientes sobre

a causa da evolugdo do dano (CAIAZZO e COSTANZO, 2001).

Existem, porém, situagdes em que o conhecimento das causas e do mecanismo
de evolugdo do dano ¢ de grande importancia, como no projeto de materiais compositos.
Nestes casos, em que o entendimento de como os mecanismos de falha se manifestam a
nivel macroscopico ¢ desejavel, as microtrincas e outros tipos de dano devem ser
modelados explicitamente para cada aplicagdo estudada do material (CAIAZZO e

COSTANZO, 2000), o que pode ser feito através de modelos discretos.

Nos modelos discretos, a formacdo e propagacdo dos contornos internos sao
consideradas em todas as analises, pois, neste caso, ndo se utilizam varidveis internas.
Neste tipo de modelo, pode-se considerar que as trincas podem se desenvolver
simultaneamente em qualquer escala e regido do objeto em analise. Entretanto, exceto
para os problemas de geometria e materiais mais simples, a busca pela solucao de
problema através deste procedimento torna-se invidvel tanto para os métodos analiticos

como para os computacionais.

Uma alternativa ¢ a utilizacdo da chamada metodologia local-global (modelos
multi-escala) (FEYEL, 1999; LEE et al., 1999; FISH e SHEK, 2000). Nos modelos
multi-escala, as estruturas macroscopicas sdo analisadas através de métodos
convencionais, porém para cada ponto analisado do material, uma andlise na
microestrutura (EVR) ¢é realizada com o objetivo de determinar o comportamento
constitutivo do material, considerando-se inclusive o efeito dos diversos mecanismos de
evolucdo do dano (CATAZZO e COSTANZO, 2000). Mais uma vez, o dano provocado
pela propagac¢do de cada contorno interno € contabilizado através de alguma variacdo da
Teoria da Mecanica da Fratura, como os MZC, ¢ a resposta global do material na
macroestrutura, influenciada pelo conjunto de contornos internos, pode ser obtida

através de alguma técnica de homogeneizagao.

Note-se que um aspecto bastante importante dos modelos baseados na

r

Micromecanica ¢ a selecio do EVR, o qual deve representar satisfatoriamente o

comportamento constitutivo global do material compdsito.
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Além das aplicagdes citadas anteriormente, a Micromecanica pode ainda ser
usada no desenvolvimento de relagdes constitutivas para os MZC baseadas numa
interpretacdo fisica da zona danificada localizada nas proximidades da ponta de um
trinca qualquer. Desta forma, pode-se, convenientemente, obter uma relagao constitutiva
para a zona coesiva a qual contém uma varidvel interna de estado que representa o
estado de dano (provocado pelas microfissuras) na zona danificada (ALLEN e

SEARCY, 2001a).

2.3.1 Modelo de Zona Coesiva Micromecanico Viscoelastico (MZC-MYV)

ALLEN e SEARCY (2001a) desenvolveram um Modelo de Zona Coesiva
Micromecanico Viscoelastico (MZC-MV) baseados numa interpretagdo fisica da zona
danificada. No referido trabalho, a zona danificada ¢ representada por um EVR
micromecanico idealizado como um conjunto de fibras viscoelasticas cilindricas
envolvidas por ar. Como mostrado em ALLEN e SEARCY (2001a), o processo de
homogeneizacdo do EVR idealizado produziu uma relacdo constitutiva nao linear

dependente do dano na zona coesiva, conforme a Equagao 2.115:

1 65.(0) r e oA(t)
T =—-"LA1-a@®)||o/ +|E(t—7 dr 2.115
mww[()],{()a (2.115)
onde,
i direcdo relativa a um eixo de coordenadas local. Para o caso

bidimensional, i =n ou ¢, onde n designa a dire¢do normal
em relacdo as faces da zona coesiva e ¢ designa a direcao
tangencial;

T.(t): forgas de superficie homogeneizadas atuantes nas faces da
Zona coesiva;

0,(¢): deslocamento de abertura entre as faces da zona coesiva na
direcdo i;

S, parametro empirico de comprimento do material (relacionado a

diregdo 7);
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a(t): variavel interna de estado que representa o dano da zona
coesiva;

nivel de tensdo necessario para iniciar-se a evolu¢do do dano
na zona coesiva (relacionado a direcdo 7 );

E°(¢t): modulo de relaxacdo viscoelastico linear do material que

constitui a zona danificada; e

A(t): norma Euclidiana dos deslocamentos de abertura da zona

coesiva, dada por (caso bidimensional):

) = @E’)j +(5gf)j (2.116)

n t

Vale ressaltar que, YOON e ALLEN (1999), através da aplicagdo dos principios
da Termodinamica a zona coesiva ¢ ao material virgem adjacente, chegaram a mesma
relacdo constitutiva viscoelastica desenvolvida por ALLEN e SEARCY (2001a) através

da Micromecanica.

O parametro interno de dano, «(f), representa a fracdo da éarea da secdo

transversal do EVR ocupada pelos vazios existentes entre as fibras viscoelasticas e ¢

dado por:
N
AEVR _ ZAk (t)
a(t) = Aéﬁ;; (2.117)
onde,

A" area da secdo transversal do EVR;
A*(¢): area da secdo transversal da k-ésima fibra; e

N : nuamero total de fibras no EVR.

O parametro interno de dano pode ser determinado experimentalmente através

do ensaio compacto de fratura a tensdo (compact tension fracture test), sendo «a(t)

determinado a partir da distribuicdo probabilistica dos raios das fibras observados
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durante o experimento (WILLIAMS, 2001). No presente trabalho, porém, dada a
impossibilidade de realizagdo deste ensaio, utiliza-se uma lei fenomenologica de
evolugdo do dano capaz de expressar a decrescente fracdo volumétrica das fibras. A lei
de evolugdo do dano adotada ¢ a mesma lei utilizada por ALLEN e SEARCY (2001a), a
qual reflete a dependéncia no tempo através da derivada de a(f) com relagdo ao tempo:

AlAD)]" dA
da(t): [ ()] , para E>O e a(t)<l

dt

& = (2.118)

0 , para%SO ou a(t)=1

onde, 4 e m sdo chamados de parametros de dano do material.

Objetivando simplificar a implementacdo deste MZC em um codigo em
elementos finitos, SEIDEL (2002) propds uma forma mais simples para a Equagdo
2.115, como segue:

o5 (r)

T =[l-a@®)]|o j ES(t-1)=— (2.119)

De maneira geral, a Equacdo 2.115 (e a Equagdo 2.119) ndo pode ser integrada
analiticamente devido as ndo-linearidades introduzidas pela lei de evolugdo do dano
(ALLEN e SEARCY, 2001a). Entretanto, a Equacdo 2.115 (e a Equagao 2.119) pode ser
incrementalizada de modo a permitir sua inclusio em um programa de elementos
finitos. ALLEN e SEARCY (2000) apresentam uma breve discussdo sobre esse
processo de incrementalizacdo, o qual ¢ mais detalhadamente abordado em SEARCY

(1998).

De acordo com SEIDEL et al. (2004), o algoritmo incremental proposto por
SEIDEL (2002), baseando-se nos métodos propostos por SEARCY (1998) e ZOCHER

et al. (1997), pode ser expresso, de forma resumida, pelas seguintes equagdes:

AT, = k,AS, + AT (2.120)

onde,
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k, = [=ale+ Al py 2.121)
E'(A)=E, +ii77j[lepf} (2.122)

A];R _ [1 ;(t)][i[lngUj(t)] _

i j=1

(2.123)
AO( P P 73 i
- E 50O+ 0,0-Y|1-e” |o,() |+(-Aa)o!
i j=1 J=1
Y AS A
o(ty=e " .a/(tAt)+A—ti77j[1e ”fj (2.124)
AS, = R; At (2.125)

sendo que R; ¢ uma constante representando a taxa de variagdo de J, durante o

incremento de tempo.

O MZC-MV apresentado tem sido bastante usado na previsdo da evolucdo do
dano em diversos materiais, como so6lidos policristalinos inelasticos (HELMS et al.,
1999) e materiais compdsitos (PHILLIPS et al., 1999; SEIDEL et al., 2004), incluindo
misturas asfalticas (KIM, 2003; SOUZA et al., 2004).

Com relagdo a implementagdo em elementos finitos, as zonas coesivas podem
ser modeladas através de elementos de interface, os quais devem ser governados pela
relacdo constitutiva do MZC adotado. Os elementos de interface devem ser locados nas
posi¢des desejadas entre os elementos sélidos, como mostra a Figura 2.10. Uma
discussdo mais detalhada sobre a formulagdo de MZC para aplicagdo em elementos

finitos pode ser encontrada em FOULK et al. (2000).
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1 Representagéo Forgas nodais
Elementos solidos T3 da zona coesiva equivalentes
Interface
(a) (b) (c)

Figura 2.10: (a) Elemento de interface, (b) representacdo da zona coesiva e suas forgas

de superficie e (c) for¢as nodais equivalentes as forgas de superficie

2.4 TEORIAS DE HOMOGENEIZACAO

Os materiais atualmente utilizados em aplicagdes estruturais sdo em grande parte
constituidos de multiplos constituintes, sendo, portanto, denominados materiais
compositos. De maneira geral, as escalas geométricas dos constituintes sdo pequenas
comparadas a escala da peca estrutural produzida com o material, o que torna invidvel a

modelagem da pega como um meio totalmente heterogéneo.

Porém, freqiientemente, os meios heterogéneos podem ser aproximados por um
meio homogéneo desde que a escala geométrica das heterogeneidades possam ser
consideradas pequenas com relacdo a escala da peca estrutural em analise (Figura 2.11).
Esse processo ¢ comumente chamado de homogeneizagdo, talvez devido ao fato de que
um meio homogéneo ¢ usado para representar um meio heterogéneo (ALLEN e YOON,

1998).
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Escala Global

Homogeneizacdo

u

X,
Escala local

Figura 2.11: Representagdo esquematica do processo de homogeneizagao

As Teorias de Homogeneizagdo podem ser definidas como uma classe de
modelos constitutivos cujo objetivo principal é prever o comportamento global de
materiais heterogéneos com base do arranjo geométrico e no comportamento dos seus
materiais constituintes (SEARCY, 2004). Esse comportamento global ¢ encontrado
através da solugcdo de um problema micromecanico e posterior obtencdo da média dos
campos mecanicos (tensdes, deformagdes e deslocamentos) através de técnicas de

homogeneizac¢ao (ALLEN, 2001).

Mais especificamente, as Teorias de Homogeneizacdo podem ser classificadas
conforme a filosofia de previsdo do comportamento global do material em teoria de

homogeneizagdo classica e modelos multi-escala. Na aqui denominada teoria de
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homogeneizagao classica, a relagdo constitutiva global e as propriedades efetivas, ou
homogeneizadas, do material sao obtidas a priori, a partir de alguma técnica de
homogeneizagdo, e usadas nas analises a posteriori das pegas estruturais. Os esforgos
iniciais se concentraram na solucdo de problemas elasticos (ESHELBY, 1957; HILL,
1963; HASHIN, 1964; HILL, 1965a) e elastoplasticos (MANDEL, 1964; HILL, 1965b,
1967).

De acordo com ALLEN e YOON (1998) as teorias de homogeneizacao cléassicas
foram, posteriormente, estendidas para so6lidos com microtrincas (VAKULENKO e
KACHANOV, 1971; KACHANOV, 1972; COSTANZO et al., 1996), solidos
termoviscoelasticos (HASHIN, 1966; SCHAPERY, 1967) e solidos termoviscoelasticos
com microtrincas (SCHAPERY, 1986; ZOCHER e ALLEN, 1997; ALLEN ¢ YOON,
1998).

Vale salientar que, embora existam muitas solugdes analiticas para o caso de
compositos que apresentam microestrutura periodica e geometrias internas simples, a
busca por solugdes torna-se impraticavel quando o composito apresenta constituintes
inelasticos, de formas irregulares, distribuidos e orientados aleatoriamente, e quando se
considera a formagdo e propagacdo de microtrincas (SEARCY, 2004). Nestes casos,

portanto, a utilizacdo de métodos numéricos, como o MEF, torna-se mais atrativa.

Nos modelos multi-escala, no entanto, ndo se procura determinar as
propriedades homogeneizadas. Nesses modelos, a andlise global (escala macro) ¢
realizada através de métodos comuns, mas sempre que hd necessidade de se obter
informacdes com relagdo ao comportamento constitutivo do material, um problema de
valor de contorno micromecéanico deve ser resolvido explicitamente (CAIAZZO e
COSTANZO, 2000). Para o caso de a analise macroscopica ser realizada através do
MEF, por exemplo, uma analise micromecanica correspondente deve ser realizada para
cada ponto de integracdo da malha de elementos finitos € a cada incremento de tempo
ao longo da historia do carregamento (CAIAZZO e COSTANZO, 2000; FEYEL e
CHABOCHE, 2000).

Note-se, portanto, que a solucdo analitica de problemas usando modelos multi-

escala torna-se, muitas vezes, impraticavel, especialmente nos casos em que existe um
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gradiente de deformacgdes (ou tensdes) no espaco. Porém, os modelos multi-escala
podem ser facilmente aplicados quando se utilizam métodos numéricos na solugao do
problema, podendo-se, inclusive, utilizar o mesmo codigo de andlise (com minimas
alteracdes) na solucdo dos problemas correspondentes a cada escala, sendo a ligagdo

entre as escalas realizada através de técnicas de homogeneizacdo (ALLEN et al., 2003).

A principal limitagdo dos modelos multi-escala convencionais e das teorias de

homogeneizagdo classica ¢ que ambos assumem a hipotese simplificadora de que o

tamanho da escala local, /,ca1, € muito menor que o tamanho da escala global, /gopal

(glocal << gglobal)~

A interpretacdo fisica dessa hipdtese ¢ que a microestrutura local corresponderia
apenas a um ponto na escala global. Assumindo-se essa hipdtese como verdadeira, ndo ¢
preciso, portanto, transmitir o gradiente de deformacgdes da escala global para a escala
local, visto que tal hipdtese implica na uniformidade das deformagdes globais ao longo

do Elemento de Volume Representativo (EVR).

A principal conseqiiéncia dessa simplificacdo ¢ que se impossibilita a
modelagem do chamado “efeito de tamanho” (size effect) (BAZANT e PLANAS, 1998)
e da localizagdo de deformacdes (alto gradiente de deformacdes) na escala global

(KOUZNETSOVA, 2002).

E importante ressaltar que embora necessitem de uma grande quantidade de
memoria computacional, devido a existéncia de um problema micromecanico para cada
ponto de integracdo, os modelos multi-escala proporcionam uma economia de esforco e
memoria computacional se comparados ao modelo onde o material ¢ considerado um
meio totalmente heterogéneo (Figura 1.2). Além disso, ¢ possivel reduzir de forma
drastica o tempo computacional gasto pelos codigos multi-escala através da
incorporagdo de técnicas avancadas de solucdo de sistemas de equagdes, como a

computacgdo paralela.

Alguns trabalhos recentes t€ém apresentado métodos de construcdo de modelos

multi-escala, principalmente usando o MEF como método de solu¢do do problema
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estrutural (LEE et al., 1999; FISH e SHEK, 2000; RAGHAVAN et al., 2001; YU e
FISH, 2002; SEARCY, 2004). Alguns desses modelos tém sido chamados de modelos
multi-escala EF? (multiscale FE* models), devido ao fato de haver uma anlise por

elementos finitos (na escala local) dentro de uma outra analise por elementos finitos (na

escala global) (FEYEL, 1999; FEYEL e CHABOCHE, 2000).

Embora a grande maioria desses modelos tenha sido desenvolvida com base na
técnica de homogeneizacdo assintdtica, a qual assume que o EVR ¢ repetitivo
(periddico) dentro da microestrutura, alguns desses modelos ainda podem ser utilizados
para microestruturas nao periodicas, devendo-se, porém, substituir as condi¢des de
contorno periddicas do problema local por um tipo de condi¢gdo de contorno mais
adequado. Para o caso de se usar restricdes de deslocamento como condic¢ao de contorno
do problema local, pode-se optar por restri¢gdes lineares com relagdo as coordenadas

locais.

As teorias de homogeneizagao, tanto os modelos classicos como os multi-escala,
utilizam alguma técnica de homogeneizacdo para obter a solugdo do problema global a
partir da microestrutura do material. No presente trabalho, uma técnica de
homogeneizagdo ¢ definida como o processo matematico de determinacdo das
quantidades médias atuantes na microestrutura e/ou da relagao constitutiva global. Essas
técnicas estdo baseadas nos chamados teoremas de média. Considerando uma
quantidade qualquer, f(x,,t), fun¢do da posi¢do espacial,x,, e do tempo, ¢, a média

volumétrica desta quantidade ¢ definida como:

Fat = £ = o [ £t ndy (2.126)

onde,
f: média volumétrica de f, equivalente a funcdo f na escala
1 +1 (escala global), f**';
f*: fungdo f naescala u (escala local);

coordenadas espaciais na escala # (i=1,2 ou3);e
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V#:  volume do EVR (volume analisado na escala z).

Através do teorema da divergéncia, pode-se ainda transformar a integral
volumétrica da Equacdo 2.126 em uma integral de superficie. Esta transformagdo ¢
importante, pois, do ponto de vista de um observador que nao pode ver o interior do
EVR, a interpretagdo fisica das quantidades homogeneizadas ¢ a de quantidades médias
(homogeneizadas) de superficie (ou contorno) (boundary averaged quantities) (ALLEN

e YOON, 1998; ALLEN, 2001).

Assim sendo, de acordo com ALLEN (2001), pode-se mostrar que, quando as
condi¢des de contorno aplicadas ao EVR sdo homogéneas (for¢as de superficie
constantes no espaco ou restricdes de deslocamento lineares com as coordenadas
espaciais), as tensdes homogeneizadas no contorno do EVR sdo dadas por (BOYD et
al., 1993; COSTANZO et al., 1996; ALLEN e YOON, 1998):

p+l _ —p 1 Mol H
o, =0, Nz J.aiknkxde (2.127)

ot

onde,

oV*: contorno (interno e externo) do volume V'*; e
n; :  vetor normal unitario na dire¢do externa de V.

E importante ressaltar que o contorno de V*, 0V*, pode ser dependente do
tempo caso se utilize alguma variacao da Teoria da Mecanica da Fratura para modelar a

propagacao de trincas (contornos internos) (ALLEN, 2001).

Do mesmo modo, a partir da relacdo deformacao-deslocamento:

‘o ou
LY e (2.128)
Too2{axt o

pode-se mostrar que:

u+l _ pu+l pu+l1
= ity gt (2.129)
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sendo que,
ARSI Y AT 2.130
e, —Wj‘auinj +uin (2.130)
vt
1
u+l _ - H
a _V”Jﬂz(u n* +unt )ds 2.131)
onde,
85‘” :componente do tensor das deformagdes médias no volume, V*

(volume averaged strain tensor);,

oV : contorno externo de V'*;

oV} : contorno interno de V'*;

el.j.‘“' componente do tensor das deformacdes médias no contorno
externo, OV} (external boundary averaged strain tensor); e
a;”: componente do tensor das deformag¢des médias no contorno

interno, oV (internal boundary averaged strain tensor).

A variavel ag‘“ ¢ conhecida como “parametro de dano” porque resulta da

formagdo de contornos internos (trincas) no EVR. De acordo com ALLEN ¢ YOON

(1998), 0{;‘” também ¢ conhecido como o componente do tensor de Vakulenko-

Kachanov (VAKULENKO ¢ KACHANOV, 1971) e, aparentemente foi mencionada
pela primeira vez por HILL (1963).

Para o caso especial dos materiais compoésitos cuja microestrutura € periddica,
pode-se usar a chamada técnica de homogeneizagdo assintdtica, ou homogeneizagao
matematica, a qual tem se desenvolvido bastante devido aos esfor¢os de muitos
pesquisadores (BENSOUSSAN et al., 1978; SANCHEZ-PALENCIA, 1980; SUQUET,
1985; FISH et al., 1997; CHUNG et al., 2000; MAGHOUS e CREUS, 2003; Y1 ef al.,
1998; YU e FISH, 2002). A Figura 2.12 mostra um exemplo de microestrutura

periodica. Vale ressaltar que esta técnica pode ser usada tanto na obtengdo de relagdes
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constitutivas globais e de propriedades efetivas através da teoria de homogeneizagao

classica como nos modelos multi-escala.

Escala Global

u+l
. \

‘ Escala local

pel
X,

Célula unitaria

Figura 2.12: Exemplo de microestrutura periddica
2.4.1 Elemento de Volume Representativo (EVR)

A determinacdo das caracteristicas geométricas do EVR ¢ de fundamental
importancia quando se utiliza alguma Teoria de Homogeneizagdo para prever o

comportamento estrutural de um material compdsito.

Como comentado anteriormente, um EVR pode ser definido como o menor
volume da microestrutura capaz de representar satisfatoriamente o comportamento

constitutivo global do material compdsito.

Segundo ALLEN (2001), um EVR pode ser determinado comparando-se o
grafico tensdo x deformagdo homogeneizado. Caso o comportamento tensdo X
deformagdo homogeneizado, ndo dependa do tamanho do volume V*, entdo, pode-se
dizer que o EVR ¢ grande o suficiente para capturar os detalhes da escala menor.
Entretanto, o tamanho do EVR pode ser determinado estatisticamente, sendo o tamanho
do EVR adequado caso a condigdo abaixo (conhecida como homogeneidade estatistica)

seja satisfeita para todas as quantidades analisadas:

st << f1 (2.132)



66

onde, s**' é o desvio padrio dado por:

V,U

1 2
s = {— [ - f”)de} (2.133)
pu

Ainda de acordo com ALLEN (2001), em alguns casos, o tamanho do EVR pode
ser determinado através da analise estatistica das dimensdes geométricas da escala local,
como, por exemplo, as dimensdes das particulas, sua orientagdo e distribui¢do no

interior do EVR (HELMS et al., 1999; HELMS, 2000; SEIDEL et al., 2004).

ZEMAN e SEINOHA (2003), com base nos estudos de POVIRK (1995) e
ZEMAN e SEJNOHA (2001), apresentam uma metodologia de determinagdo do EVR
com base em parametros estatisticos da microestrutura. Neste trabalho, a configuragao
original da microestrutura é caracterizada por parametros estatisticos proprios e, em

seguida, substituida por uma célula unitaria simplificada.

STROEVEN et al. (2004), desenvolveram um procedimento para determinagao
de EVR’s para meios granulares aleatdrios (como concreto de cimento portland, solos,
misturas asfalticas e outros). Neste estudo, utilizou-se um programa computacional
chamado SPACE (Software Package for the Assessment of Compositional Evolution)
para gerar aleatoriamente a distribui¢do das particulas no interior do EVR. Em seguida,
a microestrutura ¢ “discretizada” numa malha de elementos finitos e andlises ndo
lineares sdo realizadas. Finalmente, uma analise estatistica ¢ feita com relagdo a alguma
propriedade do material (como, por exemplo, a carga de pico, a energia dissipada e
outras) para verificar se o tamanho da microestrutura considerado ¢ menor ou maior do

que o tamanho de um EVR satisfatorio para aquela propriedade considerada.

No presente trabalho, o EVR foi determinado utilizando-se um procedimento
semelhante ao desenvolvido por STROEVEN et al. (2004), porém, a microestrutura €
determinada a partir de uma se¢ao transversal de corpos de prova fabricados em
laboratorio e a propriedade do material considerada ¢ o mddulo de relaxag¢do. Além
disso, considerou-se também a andlise estatistica do tamanho (area geométrica) dos

agregados na escala local como critério de determinagcdo do EVR (ALLEN, 2001).
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CAPITULO 3

CONSTRUCAO DO CODIGO MULTI-ESCALA

Este capitulo descreve em linhas gerais a construgdo do codigo multi-escala com
base nas teorias apresentadas no CAPITULO 2. E apresentada uma visdo geral do

codigo de andlise, sua entrada de dados e suas etapas de calculo.

3.1 ESTRUTURA DO PROGRAMA

O codigo de analise multi-escala desenvolvido no presente trabalho baseia-se no
MEF e foi implementado em FORTRAN usando a linguagem de programagao
estruturada. Grande parte das subrotinas usadas pelo presente codigo foram adaptadas a
partir das subrotinas originais do codigo SADISTIC (Structural Analysis od Damage
Induced Stresses in Thermolnelastic Composites) (ALLEN et al., 1994), gentilmente
cedido pelo professor David H. Allen.

A utilizagdo da linguagem de programacdo estruturada em FORTRAN ndo
proporcionou maiores dificuldades por dois motivos principais: i) a analise ¢ realizada
em apenas duas escalas, uma global e outra local; e ii) o programa desenvolvido nao
possui pré e pos-processadores graficos de alto nivel, os quais se baseiam na linguagem

de programacdo orientada a objetos (POO).

As duas simplificagdes adotadas na constru¢do do cddigo se devem ao fato de
que este é apenas um esforco inicial de desenvolvimento de um cdédigo multi-escala

para analise de materiais viscoeldsticos; no caso especifico, de misturas asfalticas.

No entanto, no caso da analise de sistemas de geometria complexa e de grandes
dimensdes espaciais, um nimero muito grande de andlises micromecénicas deve ser
realizado, gerando, portanto, um enorme esfor¢co computacional e consumindo um

grande espago de memoria. Nestes casos, o uso de técnicas avancadas de solugdo de
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sistemas de equacdes, como a computacao paralela, torna-se imprescindivel, podendo

reduzir o tempo computacional de forma drastica.

A computagdo paralela ¢ uma tecnologia criada recentemente e se baseia na
utilizagdo de dois ou mais processadores por uma unica maquina (computador). Deste
modo, tarefas independentes entre si podem ser realizadas paralelamente por
processadores diferentes. Algumas linguagens orientadas a objetos, como a C++, ja
dispdem de classes especificas para manipulagdo de dados e gerenciamento de

processos proprios da computacdo paralela.

Vale ressaltar ainda que a utilizagdo da POO torna-se essencial quando se
pretende construir um programa de andlise com interface amigdvel com o usudrio
através do uso de pré e pos-processadores de alto nivel. Os trabalhos de FEYEL (1999)
e FEYEL e CHABOCHE (2000) utilizam ambas as técnicas de computacdo paralela e

POO na construgdo do modelo multi-escala computacional.

Com o objetivo de minimizar o consumo de memdaria computacional, o presente
codigo permite que as andlises multi-escala sejam realizadas apenas em elementos pré-
selecionados da malha da escala global, o que aumenta a imprecisdo do modelo. Essa
perda pode ser minimizada caso os elementos mais solicitados e suscetiveis a evolucao

do dano sejam estabelecidos como elementos multi-escala.

No presente trabalho, consideram-se apenas andlises bidimensionais, sendo os
elementos triangulares de deformacao constante (trés nds) (elemento T3) e os elementos
de interface (forgas de superficie constantes ao longo do elemento) os Gnicos elementos
implementados para ambas as escalas. Com relagdo as cargas aplicadas na escala global,
¢ permitida a aplicagdo de restricdes de deslocamentos e de forcas concentradas e

distribuidas nos nds da malha.

O codigo aqui desenvolvido estd dividido, basicamente, em quatro partes: i)
entrada de dados; ii) analise na escala global; ii7) analise na escala local e iv) saida de
dados. A Figura 3.1 mostra o fluxograma do algoritmo utilizado na construgdo do

codigo multi-escala em elementos finitos.
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| Leia dados de entrada da escala global |

| Leia dados de entrada da escala local |
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| Calcule as deformagdes nos elementos globaisl

v
|Crie matriz de rigidez locall

| Crie vetor de forgas nodais local |
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global?

Sim
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Sim Outro incremento
de carga global?

Nao

Figura 3.1: Fluxograma do algoritmo multi-escala em elementos finitos
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Com relagdo a entrada de dados, dois arquivos devem ser escritos: um para a
escala global e outro para a escala local. As principais informagdes contidas no arquivo
de entrada da escala global sdo: i) a malha de elementos finitos gerada a priori
(elementos triangulares e de interface), especificando os elementos multi-escala; ii) as
informagdes sobre a subdivisdo da escala de tempo em incrementos (validas também
para a escala local); iii) as condicdes de carregamento (forcas e restrigdes de
deslocamento); e iv) as propriedades constitutivas associadas a cada elemento T3 e de

interface.

Vale ressaltar que as propriedades constitutivas globais sdo necessarias para a
determinagdo do incremento de deformagdes globais para cada incremento de tempo,
especialmente para os elementos que ndo sdo multi-escala, para os quais, tais
propriedades também sdo usadas no célculo das tensdes globais. No presente trabalho,
as propriedades constitutivas globais utilizadas na entrada de dados global
correspondem as propriedades lineares do material compodsito obtidas através da
homogeneizagdo da solugdo numérica pelo MEF de um problema micromecanico

(ALLEN e YOON, 1998), onde nao se considerou a formacgao e propagagao de trincas.

Com relacdo ao arquivo de entrada local, as principais informagdes sdo: i) a
malha de elementos finitos do EVR; e ii) as propriedades constitutivas associadas a cada

elemento T3 e de interface.

Os modelos constitutivos implementados para ambas as escalas sdo o elastico e
o viscoelastico lineares, com base na incrementalizagdo das relagdes constitutivas
viscoelasticas mostrada na Secdo 2.2.9. A formagao e propagacdo de trincas pode ser
considerada em ambas as escalas e ¢ modelada através de elementos de interface cujo
comportamento ¢ regido pelo MZC-MV apresentado na Secdo 2.3.1. A verificagdo da
convergéncia em ambas as escalas, necessaria devido a natureza ndo linear do problema,

¢ feita através do método de iteragdo de Newton-Raphson (ZIENKIEWICZ, 1971).

Apbs a entrada de dados, procede-se a andlise multi-escala. Inicialmente,
resolve-se o problema global, determinando-se os deslocamentos nos nods e as
deformacdes em cada elemento. Os sistemas de equagdes lineares sdo resolvidos através

do método de eliminacao de Gauss (ZIENKIEWICZ, 1971). Em seguida, inicia-se uma
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série de andlises locais, uma para cada ponto de integragcdo dos elementos especificados

como multi-escala.

Dada a ndo periodicidade do EVR na estrutura global, para cada anélise local,
restricdes de deslocamentos lineares com relagdo as coordenadas locais sdo aplicadas ao
contorno do EVR (BOYD et al., 1993; COSTANZO et al., 1996; ALLEN e YOON,
1998; ALLEN et al., 2003; CLUNI e GUSELLA, 2004; SEARCY, 2004):

AG = Agl.ijf em oV} (3.1)

onde, os sobrescritos L e G denotam as escalas local e global, respectivamente, o
simbolo ” é usado para especificar uma condigdo de contorno conhecida e oV,

representa o contorno externo da geometria local (EVR).

Note-se que esses deslocamentos aplicados no contorno externo do EVR
produzem deformacdes médias no contorno externo da escala local (EVR) equivalentes
as deformagdes observadas no respectivo ponto de integragdo da malha de elementos

finitos global (ALLEN et al., 2003).

Uma vez resolvido o problema local, verifica-se a convergéncia local e procede-
se ao calculo das tensdes homogeneizadas, Ao;.f = AG; , referente a analise local
especifica, para, em seguida, comecar uma nova andlise local, continuando o “/oop”
sobre os pontos de integracdo globais. As tensdes homogeneizadas sdo obtidas a partir
da média volumétrica das tensdes na escala local, a qual corresponde a tensdo no ponto
correspondente da escala global (SEARCY, 2004). Para o caso do elemento T3, as

tensdes homogeneizadas podem ser obtidas a partir da seguinte equacao:

Aoy = f[(AUff ) vt (3.2)

1
VL n=1

onde,

V.  volume do EVR;

Ne: numero de elementos que constituem a malha do EVR; e

v>:  volume do elemento » da malha do EVR.
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Concluidas todas as andlises locais para um determinado incremento de tempo
(incremento de carga), atualizam-se as tensdes dos pontos de integracao dos elementos
globais multi-escala com as tensdes locais homogeneizadas (SMIT et al., 1998), e

verifica-se a convergéncia global.

Caso a convergéncia global seja atingida, o programa procede a saida de dados,
escrevendo em um arquivo todos os resultados da analise global e os resultados das
analises locais pré-selecionadas. Em seguida, caso ainda haja incrementos de carga a
serem aplicados, o programa inicia uma outra analise global para o proximo incremento

de tempo. Caso contrario, a execucao do programa ¢ terminada.

E importante ressaltar que todas as analises locais comegam com a mesma
geometria (EVR), as mesmas propriedades constitutivas e mesmas condic¢des iniciais.
Porém, a medida que a anélise procede, cada andlise local torna-se Uinica, uma vez que
cada uma delas recebe condi¢des de contorno Unicas a partir das deformagdes globais
(Equacao 3.1). Esta ¢ a principal razdo do grande consumo de memoria computacional,
pois € preciso armazenar as informagdes tanto da andlise global como de todas as

analises locais.

Assim sendo, para os problemas em que ndo hé gradiente de deformagdes na
escala global, ou seja, as deformacgdes (e taxas de deformagao) nos diversos pontos de
integragdo globais sdo iguais entre si, a analise multi-escala perde o sentido. Neste caso,
¢ mais vantajoso resolver o problema micromecanico para o histoérico de carregamento
observado na escala global (comum a todos os pontos) ¢ homogeneizar sua solugao,

obtendo-se assim a propriedade constitutiva efetiva a ser usada no problema global.
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CAPITULO 4

MATERIAL E METODOS

O presente capitulo apresenta os materiais utilizados na presente pesquisa, os
ensaios realizados e as metodologias usadas na determinac¢dao das propriedades dos
materiais, nos processos de criagdo dos modelos geométricos e geragdo das malhas de

elementos finitos e na determinagdo do Elemento de Volume Representativo (EVR).

4.1 MATERIAL

Os materiais usados no decorrer deste trabalho de pesquisa sdo: i) CAP
(Cimento Asfaltico de Petroleo); ii) agregados; iii) AAUQ (Areia Asfalto Usinada a

Quente); e iv) mastique (mistura do CAP com agregados finos).

O CAP aqui utilizado é o CAP 50/60 fornecido pela Petrobras/Lubnor, o qual ¢
oriundo do petroleo Fazenda Alegre do Espirito Santo. No decorrer deste trabalho, o

CAP também ¢ chamado de ligante asfaltico ou simplesmente ligante.

Os agregados usados podem ser classificados como areia de campo,
constituindo-se de fragdes de granulometria média e fina, ndo havendo, portanto,
agregados gratdos, como brita. A Figura 4.1 mostra a curva granulométrica da areia

usada, a qual se enquadra na Faixa C do DNER (DNER, 1995).

A mistura asfaltica em AAUQ constitui-se da mistura do CAP com os agregados
(areia), de modo a produzir um material com caracteristicas intermediarias entre esses
dois materiais. A mistura resultante ¢ posteriormente compactada com o objetivo de dar
mais consisténcia ao material, expulsando-se grande parte dos vazios contidos na

mistura.

No presente trabalho, as misturas em AAUQ foram compactadas usando-se um

compactador giratério Superpave, o qual se propde a simular o processo de
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compactagdo de campo. A mistura foi compactada com pressdao de 600kPa e 120 giros
com angulo de giro de 1,25° sendo as dimensdes médias dos corpos de provas de

150mm de altura por 100mm de didmetro.

100 ~
80
< 60
2
3
\% 40 - —— Granulometria (AAUQ)
—— Faixa C
20 —— Faixa de controle (min)
—x— Faixa de controle (max)
0,01 0,1 1 10

Abertura da peneira (mm)

Figura 4.1: Curva granulométrica da areia usada

A densidade aparente média dos corpos de prova foi de 2,182 e o coeficiente de
variagdo foi de 0,31%, para um total de nove corpos de prova a serem ensaiados. O teor
de CAP usado nessas misturas foi de 9,0%, determinado pelo método de dosagem
Marshall (DNER, 1995). O volume de vazios (Vv) e a relagdo betume-vazios (RBV) do
AAUQ foi de 5% e 80%, respectivamente. O VAM (vazios no agregado mineral) foi de
24% e o VCB (volumes cheios com betume) foi de 19%. A densidade maxima tedrica

(DMT) determinada foi de 2,29 (ASTM, 2000).

Dos nove corpos de prova fabricados, trés deles foram serrados para produzir
seis corpos de prova cilindricos de dimensdes 60mm de altura por 100mm de didmetro a
serem usados no ensaio de compressdo diametral; e os seis restantes de dimensdes

100mm de diametro por 150mm de altura foram usados no ensaio de tragdo direta.

Vale ressaltar que, embora se recomende respeitar a relagdo 2:1 entre a altura e o
didmetro, com o objetivo de minimizar os efeitos de borda no ensaio de tragao direta, o

estudo realizado por CHEHAB et al. (2000) mostra que corpos de prova de
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100x150mm produzem resultados semelhantes aos resultados produzidos por corpos de

prova de 75x150mm, sendo as diferencas observadas estatisticamente insignificantes.

O mastique constitui-se da mistura do CAP com uma fragdo fina dos agregados.
No caso do presente estudo, esta fracao fina foi determinada com base no processo de
digitalizagdo dos corpos de prova. A fracdo que constitui 0 mastique corresponde a
fracdo mais fina dos agregados da mistura em AAUQ que ndo foi capturada durante o
processo de digitalizagdo. A menor dimensdo das particulas capturadas foi de 0,40mm,
de modo que as fragdes finas a partir da peneira N° 40 (abertura de 0,42mm) foram

usadas na confeccao dos corpos de prova de mastique.

Assim sendo, o percentual de cada fracdo foi determinado de modo que o
material produzido corresponda ao mastique da mistura em AAUQ, bastando para isso
desconsiderar-se o material retido na peneira N° 40. Desta forma, o teor de ligante usado
na fabricacdo do mastique foi de 12,0%; e a curva granulométrica dos agregados usados
¢ dada na Figura 4.2. Foram fabricados seis corpos de prova cilindricos de mastique de
dimensdes 110mm de altura e 55mm de diametro, sendo estes compactados por impacto
de modo a obter uma densidade aparente proxima a obtida nos corpos de prova de

AAUQ.

100 -

80 A
Q
2 60 -
%
é 40
X — Granulometria (AAUQ)
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Figura 4.2: Curva granulométrica dos agregados usados na fabricacdo do mastique
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E importante salientar que é recomendével extrair o nucleo obtido da serragem
de corpos de prova maiores a fim de produzir corpos de prova mais homogéneos,
eliminando-se as regides externas com maior concentragdo de vazios (DANIEL, 2001).
Este procedimento, no entanto, ndo foi adotado no presente trabalho devido a falta dos

equipamentos necessarios.

4.2 ENSAIOS MECANICOS

No presente trabalho, foram realizados trés tipos de ensaios mecanicos: i) ensaio
de creep (creep estatico) em corpos de prova de mastique; ii) ensaio de tragdo direta em
corpos de prova de AAUQ; e iii) ensaio de compressdo diametral (tragdo indireta) em

corpos de prova de AAUQ.
4.2.1 Ensaio de Creep

O ensaio de creep (creep estético) foi realizado nos corpos de prova de mastique
com o objetivo de determinar experimentalmente a funcdo fluéncia desse material. Esta
funcdo fluéncia serd utilizada na determinacdo do modulo de relaxacao do mastique, o

qual constitui dado de entrada do problema micromecanico nas simulagdes numéricas.

O ensaio de creep consiste da aplicagdo de uma pressdo uniaxial constante, o,

a um corpo de prova cilindrico, sendo os deslocamentos uniaxiais observados no corpo
de prova ao longo do ensaio medidos através de LVDT’s (Linear Variable Differential

Transducers). A Figura 4.3 mostra o aparato usado na realizagdo do ensaio de creep.

Em seguida, obtém-se as deformagdes uniaxiais, &(¢), dividindo-se os
deslocamentos uniaxiais pela altura inicial do corpo de prova. De posse das

deformagdes uniaxiais, pode-se obter a funcao fluéncia através da seguinte expressao:

p(ey =<0 (4.1)

Oy
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Finalmente, obtém-se, através do método da colocacao (SCHAPERY, 1961), os

coeficientes da série de Prony (D; e 7,) a partir da fungdo fluéncia obtida

experimentalmente.

Figura 4.3: Ensaio de creep num corpo de prova de mastique

No presente trabalho, os ensaios de creep foram realizados a trés temperaturas
diferentes (5°C, 25°C e 40°C), totalizando seis ensaios (dois para cada temperatura),
sendo que todos utilizaram uma pressao de compressao de 1,0kgf/cm?. Os ensaios foram
realizados a temperaturas diferentes de modo a se obter uma curva mestra da funcao
fluéncia através do principio de superposi¢do tempo-temperatura (SCHAPERY, 1974;
ZHAO e KIM, 2003).

4.2.2 Ensaio de Tracao Direta

O ensaio de tragdo direta consiste da aplicagdo de deslocamentos uniaxiais a
uma determinada taxa constante (carregamento monotdnico) até a ruptura completa do
corpo de prova. Como o ensaio aplica deslocamentos de tra¢do, os corpos de prova

foram colados as bases metalicas utilizando-se o adesivo epoxi Araldite® Professional.

Para minizar os efeitos da descentralizacdo do corpo de prova e da falta de
paralelismo entre as faces opostas do mesmo, utilizou-se um sistema de rotula fixado a
uma das bases metalicas semelhante ao usado por PARK et al. (1996). Os ensaios de

tracdo direta foram realizados numa maquina universal de ensaios (Figura 4.4).
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Rotula

Figura 4.4: Aparato usado no ensaio de tracao direta

O objetivo deste ensaio € obter curvas de tensdo x deforma¢do numa situagdo em
que ha evolucdo do dano. A partir destas curvas, portanto, pode-se calibrar os
pardmetros de dano do MZC-MV (A4 e m) através de simulagdes numéricas. As
simulagdes numéricas constituem-se da aplicacdo das condigdes e carregamento deste
ensaio ao EVR, sendo os parametros de dano calibrados de forma que as curvas tensao

x deformagdo obtidas numericamente sejam similares as obtidas experimentalmente.

Como a evolucao do dano no MZC-MV aqui utilizado depende da taxa de
aplicacdo da deformacao, realizaram-se ensaios a duas taxas de deformacao (0,0005/s e
0,001/s), sendo ensaiados trés corpos de prova para cada taxa de deformagdo,
totalizando seis corpos de prova. Todos os ensaios foram realizados a temperatura de

25°C. Os efeitos de inércia foram desprezados.

4.2.3 Ensaio de Compressao Diametral

O ensaio de compressdo diametral, internacionalmente conhecido como ensaio
brasileiro (brazilian test) (CARNEIRO, 1943), consiste da aplicagdo de deslocamentos
monotonicos (2 taxa de aplicacdo constante) diametralmente a um corpo de prova
cilindrico, obtendo-se a for¢a de reagdo do corpo de prova. Como resultado, podem-se

obter as curvas forca x deslocamento e/ou forca x tempo. No caso de misturas
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asfalticas, os deslocamentos sdo comumente aplicados através de frisos de carga

dispostos diametralmente cuja largura vale 12,7mm.

No presente trabalho, realizaram-se ensaios de compressdao diametral em corpos
de prova de AAUQ a duas taxas diferentes (0,Imm/s e 0,4mm/s) e a temperatura de
25°C numa maquina universal de ensaios, sendo trés corpos de prova para cada taxa. Os

efeitos de inércia foram desprezados.

Os ensaios de compressdo foram realizados com o objetivo de se obter
resultados experimentais para verificacdo e validacdo do modelo computacional multi-
escala, através da comparagdo dos resultados experimentais com os obtidos a partir de

simula¢ao numérica.

Em outras palavras, este ensaio foi simulado computacionalmente através do
modelo multi-escala sendo as propriedades constitutivas do mastique e dos agregados
obtidas do ensaio de creep e da literatura, respectivamente, ¢ os parametros de dano
calibrados a partir do ensaio de tracao direta. Em seguida, os resultados computacionais

foram comparados com os experimentais de modo a avaliar o desempenho do modelo.

4.3 DIGITALIZACAO DA AAUQ

A estrutura da escala local (escala microscopica) foi determinada a partir de
secOes transversais de alguns dos corpos de prova serrados diametralmente. Essas
secoes foram, entdo, digitalizadas para permitir a criagdo do modelo geométrico

representativo da escala local.

Primeiramente, algumas segdes transversais foram “escaneadas”, selecionando-
se uma para a defini¢do da estrutura local, usando como critério de sele¢do a qualidade
da imagem. Em seguida, escolheu-se uma regido quadrangular de lado igual a 0,01m,
proxima ao centro da secdo transversal, onde os contornos dos agregados foram
definidos manualmente (Figura 4.5). A partir dessa regido, podem-se definir diversos

elementos de volume (EV), dentre os quais um foi definido como o elemento de volume
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representativo (EVR). Os elementos de volume selecionados correspondem a

subdivisdes da regido mostrada na Figura 4.5, conforme mostra a Figura 4.6.

Figura 4.5: Secdo transversal de uma mistura em AAUQ e regido usada na defini¢do

dos elementos de volume da escala local
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EV-03 (0,0025m X 0,0025m)

Figura 4.6: Elementos de volume selecionados

Note-se que a geometria da estrutura local também pode ser obtida através de
metodologias numéricas. Uma alternativa é a geragdo do contorno dos agregados em
posigdes aleatérias dentro de um contorno externo quadrangular, por exemplo, a partir

da curva granulométrica. STROEVEN et al. (2004) apresentam uma metodologia de
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determinagdo do EVR para materiais granulares onde a geometria aleatoria da

microestrutura ¢ obtida através de um modelo computacional.

44 GERACAO DAS MALHAS DE ELEMENTOS FINITOS

Para os casos em que ndo hé elementos de interfaces, as malhas de elementos
finitos foram geradas por triangulacdo, com elementos triangulares de trés nos (T3)
utilizando-se o programa Mtool (TECGRAFS5, 1997). A malha usada nas simulagdes do
ensaio de compressdo diametral, por exemplo, ndo utiliza elementos de interface, mas a
evolugdo do dano ¢ considerada na escala local, sendo transmitido para a escala global

na forma de perda de rigidez.

Note-se que, objetivando reduzir o esfor¢o computacional, a analise multi-escala
¢ realizada apenas nos elementos mais suscetiveis a evolu¢do do dano. Também com o
objetivo de reduzir o esforco computacional e dada a simetria do problema, apenas um
quarto do corpo de prova do ensaio de compressao diametral foi modelado (Figura 4.7),

cuja malha totalizou 276 elementos T3.
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Figura 4.7: Malha usada na simula¢do do ensaio de compressao diametral
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No caso da utilizagao de elementos de interface, as malhas foram inicialmente
geradas pelo Mtool, semelhantemente a metodologia usada por FREITAS (2002), sendo
que um novo algoritmo foi desenvolvido para inserir elementos de interface nas

interfaces mastique-mastique e mastique-agregado.

Este algoritmo primeiramente detecta todas as interfaces entre os elementos T3 e
as classifica em interface mastique-mastique, mastique-agregado e agregado-agregado.
Em seguida, cria elementos de interface nas interfaces mastique-mastique e mastique-
agregado, duplicando os nos da interface, atualizando a conectividade dos elementos T3
e criando a conectividade e as propriedades geométricas dos elementos de interface. A
numera¢ao dos novos nds duplicados segue a continuagao da numeragdo inicial, o que
aumenta significantemente a largura de banda da matriz de rigidez e, conseqiientemente,

o esfor¢co computacional.

Desta forma, ap6s a geracdo da nova malha com elementos de interface, o
algoritmo segue para uma rotina onde o algoritmo reverso de Cuthill-McKee
(CUTHILL e MCKEE, 1969; GEORGE, 1971; LIU e SHERMAN, 1975), o qual reduz
a largura de banda através da reordenacdo dos nos, foi implementado, de modo que a

malha final com elementos de interface proporcione um menor esfor¢o computacional.

Embora ndo tenham sido realizados ensaios experimentais de flexdo em viga,
este ensaio foi simulado computacionalmente com o objetivo de verificar a capacidade
do modelo multi-escala de modelar os fenomenos de deformacdo permanente e de

trincamento por fadiga.

No caso das simulagdes em viga, apenas metade do corpo de prova foi
modelada, devido a simetria do problema. Neste caso, utilizaram-se duas malhas, uma
sem elementos de interface e outra com elementos de interface dispostos ao longo de
toda a malha, mantendo-se em ambos 0s casos a mesma geometria ¢ numero de
elementos T3. A Figura 4.8 mostra a geometria do problema e a malha usada, a qual

possui 126 elementos T3 e 338 elementos de interface (em linhas mais espessas).
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Figura 4.8: Malha usada nas simula¢des em viga com elementos de interface

Vale ressaltar que foram inseridos elementos de interface ao longo de toda a
malha da viga (exceto no contorno da viga) para ilustrar a evolugdo simultdnea do dano
tanto na escala local como na escala global. Além disso, ¢ importante salientar que as
simulagdes em viga s3o apenas ilustrativas, uma vez que nao foram realizados ensaios
experimentais em viga, sendo o objetivo destas simulagdes mostrar a capacidade do
modelo em simular os fendmenos de deformagdo permanente e de trincamento por

fadiga.

No caso da escala local, foram inseridos elementos de interface em todas as
interfaces entre os elementos da matriz viscoelastica (mastique) e nas interfaces entre o
mastique e os agregados. A Figura 4.9 mostra uma malha para o EV-02, onde os

elementos de interface estdo destacados em linhas mais espessas.

= BN Agregados

Mastique

Figura 4.9: Malha de elementos finitos com elementos de interface para o EV-02
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4.5 DETERMINACAO DO EVR

O EVR foi determinado seguindo-se uma metodologia semelhante a usada por
STROEVEN et al. (2004), onde uma propriedade do material ¢ utilizada como critério
de representatividade do elemento de volume. No caso do presente trabalho, a
propriedade considerada foi o modulo de relaxacdo linear do EV, ndo sendo, portanto,

utilizados os elementos interfaces.

Além do critério da propriedade constitutiva do material, um critério geométrico,
qual seja, a distribuicdo estatistica do tamanho dos agregados, também foi considerado
na determina¢do do EVR (ALLEN, 2001; SEIDEL et al., 2004). As malhas de
elementos finitos usadas para o EV-01, o EV-02 e o EV-03 sdo apresentadas na Figura

4.10, as quais possuem 129, 477 e 1.313 elementos T3, respectivamente.
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Figura 4.10: Malhas de elementos finitos usadas na determinacdo do EVR
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4.6 DETERMINACAO DO MODULO DE RELAXACAO DO MASTIQUE

O modulo de relaxacdo do mastique foi determinado com base na fungao

fluéncia obtida experimentalmente. A Equacdo 2.87 para p, #7;, obtida da inter-

relacdo entre as duas funcdes e da representagdo na forma de séries de Prony, foi usada

no célculo dos coeficientes da série de Prony para o mddulo de relaxagdo. Os resultados
obtidos sdao ainda verificados multiplicando-se a fungado E (s,) por 5(sk) ,

representadas por séries de Prony, e comparando-se o resultado da multiplicagdo com a

unidade (vide Equacao 2.35). O erro €, entdo, avaliado pela seguinte expressao:

erro =|1-E(s,)-D(s,) (4.2)

onde, s, =1/z, .

O coeficiente de Poisson, v, do mastique foi assumido constante e determinado

a partir das deformacdes radiais, &, , e longitudinais, &,, observadas no final do

experimento, conforme a equacao abaixo:

y=-"r (4.3)

4.7 DETERMINACAO DO MODULO DE RELAXACAO DA AAUQ

O moédulo de relaxacdo da mistura em AAUQ foi determinado através da
homogeneizagdo da solugdo numérica de um problema micromecanico, onde se
considera a heterogeneidade do material e a dissipagdo de energia devido ao
comportamento viscoelastico do mastique. No entanto, como o objetivo ¢ determinar o
modulo de relaxagao linear, a evolugdo do dano na forma de trincas nao foi considerada

neste caso.

Note-se que o modulo de relaxacdo homogeneizado da AAUQ ¢ usado como a
propriedade constitutiva dos elementos da escala global que ndo sdo considerados multi-

escala. Além disso, ¢ também usado no céalculo do incremento de deformagdes globais
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iniciais dos elementos multi-escala para cada incremento de tempo, porém, a medida
que o dano evolui na escala local, observa-se uma queda na rigidez do material global (e
conseqliente comportamento ndo linear), uma vez que a rigidez passa a ser determinada

pelo problema local.

ALLEN e YOON (1998), através de técnicas de homogeneizacao,
desenvolveram uma equagao para o calculo do modulo de relaxacdo homogeneizado de

materiais compositos viscoelasticos, dada pela expressao abaixo:

1 . ON: (T
E5o0) = [| Bl N 0+ [ Efy 1= ngu( ) dr} . 44)
0

v T

onde, G e L denominam as escalas global e local, respectivamente, e:

g (1)

¢ (t)

A= (4.5)

onde,

ALW: componente do tensor de localizacdo de deformacdes (strain

localization tensor);

g . componente do tensor das deformagdes na escala local (funcao

das coordenadas locais); e

e, : componente do tensor das deformag¢des média no contorno

externo do EVR (Equagao 2.130).

Note-se que o primeiro termo da Equacdo 4.4 leva em consideracdo uma

descontinuidade da fun¢do A, () no tempo =0 (CHRISTENSEN, 1982). Além

disso, esta equacdo também considera, por exemplo, as interagdes mastique-agregados e
a dissipagdo de energia devido ao comportamento viscoelastico do mastique e devido a
propagagdo de trincas. No entanto, a propagacgdo de trincas ndo serd considerada nesse

caso, pois o objetivo € determinar o modulo de relaxacao linear da AAUQ.
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No presente trabalho, a Equacdo 4.4 foi resolvida numericamente para o EVR
determinado (o qual deve representar o comportamento da mistura em AAUQ) pelo
MEF usando as condig¢des iniciais € de contorno do ensaio de relaxacdo (aplicagdo de
deformacdo uniaxial constante), conforme mostra a Figura 4.11. Apos a solugdo
numérica da Equacdo 4.4, determinaram-se os coeficientes da série de Prony do mddulo

de relaxagdao da AAUQ pelo método da colocagao.

Embora a Equagdo 4.4 considere o caso de anisotropia do material, por
simplificacdo e dada a aleatoriedade da distribui¢do dos agregados na mistura, o modulo
de relaxacdo determinado para uma direcdo do EVR ¢é considerado constante para as
demais direcdes, ou seja, o comportamento constitutivo do EVR ¢ considerado
isotropico. No entanto, vale ressaltar que a anisotropia, especialmente a produzida pela

propagagao de trincas na escala local, ¢ considerada no modelo multi-escala.

Configuragao u,

Desloamentos
horizontais nulos

o a
[
v \
. . EVR (configuragao
L\ -

N\ indeformada)

X

\ Deslocamentos
verticais nulos

Figura 4.11: Representacdo esquematica das condig¢des iniciais e de contorno do EVR

usadas na solu¢ao numérica da Equacao 4.4

O coeficiente de Poisson da AAUQ foi assumido constante ¢ determinado a
partir dos resultados numéricos obtidos na determinacao do modulo de relaxagdo linear.
Semelhantemente a Equacdo 4.3, o coeficiente de Poisson da AAUQ foi determinado a

partir das deformacdes observadas no final da simula¢do, conforme a expressao:

y=—tx (4.6)
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CAPITULO 5

RESULTADOS

O presente capitulo apresenta os resultados experimentais ¢ numéricos obtidos
neste trabalho. Inicialmente determinou-se o EVR. Em seguida, as propriedades
viscoelasticas e os parametros de dano foram determinados, de modo a permitir a
realizacdo das andlises numéricas. Finalmente, o modelo multi-escala foi verificado e
validado através de simulagdes numéricas e da comparagdo dos resultados

experimentais com os obtidos numericamente.

5.1 DETERMINACAO DO EVR

Como comentado no capitulo anterior, o EVR foi determinado com base em dois
critérios: i) modulo de relaxagdo dos EV’s e ii) coeficiente de variagdo do tamanho (area

geométrica) dos agregados.

Vale ressaltar que, embora o EVR tenha sido aqui determinado sem considerar a
evolugdo do dano na forma de trincas, por simplicidade, a homogeneidade estatistica da

distribuicdo do dano também pode ser usada como critério na determinagdo do EVR.

O moédulo de relaxacao dos EV’s foi determinado através da solugdao da Equacao
4.4 de acordo com a metodologia proposta na Secdo 4.7. Neste caso, considerou-se
apenas o modulo de relaxacdo no sentido vertical da Figura 4.10. Os resultados

numéricos do mddulo de relaxagdo para os trés EV’s sdo mostrados na Figura 5.1.

Os coeficientes de variagdo do tamanho dos agregados para os trés EV’s, usado
como critério geomético e determinado pela razao entre o desvio padrdo e a média da
area geométrica dos agregados, foram de 0,59; 0,51 e 0,50 para os elementos de volume

EV-01, EV-02 e EV-03, respectivamente.
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Figura 5.1: Modulo de relaxagdo para os EV’s selecionados

Observa-se, portanto, uma convergéncia dos resultados a medida que o tamanho
do EV aumenta. Assim sendo, dado que o EV-01 apresentou o maior CV e dada a
semelhanga entre os resultados do EV-02 e do EV-03, o EV escolhido como EVR foi o
EV-02, devido a redugdo significativa de esfor¢co computacional proporcionada pela

menor malha do EV-02.

Note-se que a redugdo do esfor¢o computacional ¢ maior ainda quando se
consideram os elementos de interface, uma vez que a malha do EV-02 possui 477
elementos T3 e 1.112 elementos de interface, enquanto a malha do EV-03 possui 1.313
elementos T3 e 3.266 elementos de interface. A Figura 5.2 mostra, portanto, o EVR
determinado com suas malhas em elementos finitos sem e com elementos de interface

(os elementos de interface estao destacados em linhas mais espessas).

E importante ressaltar que a anisotropia provocada pela distribui¢do e orientagdo
dos agregados e das trincas ¢ considerada em todas as analises locais. Além disso, o
comportamento ndo linear produzido pela propagagdo de trincas também ¢ considerado

nas analises da escala local.



Figura 5.2: EVR determinado (a) sem elementos de interface e (b) com elementos de

interface inseridos

5.2 PROPRIEDADES VISCOELASTICAS

5.2.1 Funcio Fluéncia do Mastique

Com relagdo ao mastique, a fun¢do fluéncia e o coeficiente de Poisson foram
obtidos experimentalmente, sendo o modulo de relaxacdo determinado a partir da
representacdo na forma de série de Prony da fungdo fluéncia, conforme descrito na
Secdo 4.6. O coeficiente de Poisson obtido foi de 0,4 e a Figura 5.3 mostra a fungao
fluéncia do mastique obtida para as temperaturas de 5°C, 25°C e 40°C e a curva mestra

para a temperatura de referéncia, 7, , de 25°C, obtida a partir da translagdo das curvas a
5°C e 40°C. Os fatores de translagdo horizontal, a,, com relacdo a temperatura de

referéncia de 25°C, sao mostrados na Figura 5.4.
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Figura 5.4: Fatores de translagdo horizontal com relagdo a Tk de 25°C

Os coeficientes da série de Prony para a fungdo fluéncia do mastique

determinados a partir da curva mestra da Figura 5.3 usando o método da colocagdo sdao
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dados na Tabela 5.1, sendo que os tempos de retardagdo, 7 T foram escolhidos de modo

a proporcionar o melhor ajuste da curva.

Tabela 5.1: Coeficientes da série de Prony para a funcao fluéncia do mastique

Jj D, (kPa™) 7, (s)

1 3,487E-08 1,20E-03
2 5,978E-08 8,30E-03
3 2,509E-07 1,70E-01
4 8,123E-07 1,30E+00
5 2,178E-06 3,40E+01
6 1,699E-05 1,40E+02
7 7,829E-05 1,20E+03
8 5,392E-04 7,90E+03
9 1,813E-03 7,10E+04

D, = 1,014E-07 kPa™'

5.2.2 Modulo de Relaxacio do Mastique

O modulo de relaxa¢do do mastique foi determinado a partir dos coeficientes da
série de prony da funcdo fluéncia mostrados na Tabela 5.1 e da Equagdo 2.87 para

p; # T, conforme exposto na Se¢do 2.2.6.

De posse dos coeficientes D,, D, e 7,, e seguindo o procedimento proposto por
PARK e SCHAPERY (1999), os valores de p, foram determinados grafando-se ‘5(5)‘
versus —1/s (s<0). A abscissa correspondente a cada maximo da fungdo ‘5(s)‘
aproxima-se do valor de 7, (conhecido) e a abscissa correspondente a cada minimo da

funcao ‘5(5‘)‘ aproxima-se do valor de p, procurado, conforme mostra a Figura 5.5.
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Figura 5.5: Determinacgao grafica dos tempos de relaxacdo, p,

Em seguida, os coeficientes E, e E, foram determinados a partir das Equagdes

2.83 e 2.87, respectivamente. Os coeficientes da série de Prony do modulo de relaxagdo
do mastique sdo mostrados na Tabela 5.2. A Figura 5.6 mostra o0 médulo de relaxagdo
do mastique, juntamente com a funcdo fluéncia a partir da qual o médulo de relaxagdo

foi determinado.

Tabela 5.2: Coeficientes da série de Prony do modulo de relaxag¢do do mastique

i E, (kPa) p, (5)

1 2,179E+06 8,70E-04
2 2,675E+06 5,70E-03
3 3,125E+06 6,20E-02
4 9,929E+05 4,60E-01
5 4,477E+05 4,50E+00
6 1,520E+04 4,10E+01
7 9,284E+03 2,40E+02
8 1,748E+03 1,90E+03
9 5,535E+02 2,40E+04

E, =4,079E+02 kPa
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Figura 5.6: Modulo de relaxacdo e fungdo fluéncia do mastique

Os resultados obtidos foram verificados conforme procedimento apresentado na
Se¢do 4.6. Assim sendo, o erro maximo encontrado calculado pela Equagao 4.2 foi de

1,0%.

5.2.3 Modulo de Relaxacio da AAUQ

Conforme mostrado na Se¢do 4.7, a Equacdao 4.4 foi resolvida através da
simulagdao numérica do ensaio de relaxacdo considerando-se a geometria do EVR e o
sentido vertical do mesmo. Vale ressaltar que o médulo de relaxacdo da AAUQ foi

determinado sem considerar a evolu¢ao do dano na forma de trincas.

As propriedades elasticas dos agregados foram assumidas com base no estudo de
MEHTA e MONTEIRO (1993), sendo o mddulo de elasticidade igual a 40,5GPa e o
coeficiente de Poisson igual a 0,15. O modulo de relaxagdo e o coeficiente de Poisson

do mastique usados foram os determinados anteriormente.

Assim sendo, de posse dos resultados numéricos, determinou-se um coeficiente
de Poisson de 0,4 e o modulo de relaxagao mostrado na Figura 5.7. Os coeficientes da

série de Prony para o modulo de relaxagdo da AAUQ sdo dados na Tabela 5.3.
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Figura 5.7: Modulo de relaxacdo da AAUQ

Tabela 5.3: Coeficientes da série de Prony para o modulo de relaxacao da AAUQ

i E, (kPa) P, (5)
1 5,844E+05 1,50E-04
2 3,303E+06 1,50E-03
3 4,201E+06 1,50E-02
4 4.223E+06 1,50E-01
5 5,361 E+05 1,50E+00
6 7,833E+05 4,50E+00
7 5,234E+04 1,50E+01
8 2,723E+04 1,50E+02
9 3,947E+03 1,50E+03
10 1,377E+03 1,50E+04
11 2,965E+01 1,50E+05

E, =8,0609E+02 kPa

A Figura 5.7 mostra também uma comparacao entre os mddulos de relaxacao da
AAUQ e do mastique. Observa-se desta figura que a adi¢do de agregados ao mastique
aumenta a rigidez do material de forma ndo homogénea ao longo da escala de tempo.
Isto se deve principalmente as interacdes entre o mastique e os agregados desenvolvidas

durante o processo de relaxa¢ao do mastique.
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Note-se ainda que sdo necessarios mais termos na série de Prony da AAUQ
(onze termos) para que esta represente adequadamente o modulo de relaxacdo deste
material do que foram necessarios na série do mastique (nove termos). Isto se deve ao
chamado efeito memoria (memory effect), o qual é induzido pelo processo de
homogeneizagdo de compositos viscoelasticos (ALLEN e YOON, 1998; MAGHOUS e
CREUS, 2003). O efeito de memoria € fisicamente justificado pelas interagdes entre os

diversos componentes do material composito.

5.3 CALIBRACAO DOS PARAMETROS DE DANO

Os parametros de dano foram calibrados a partir da simulagdo numérica do
ensaio de tracdo direta para o EVR e da comparacao dos resultados numéricos com os
obtidos experimentalmente. Dada a dependéncia da evolucdo do dano com relagdo a
taxa de deformagdo, os parametros de dano foram calibrados para duas taxas de
deformacao distintas (0,0005/s e 0,001/s), de modo a permitir que os valores calibrados
possam ser usados para diferentes taxas de deformacgao. Nas simula¢des numéricas do

ensaio de tragdo direta, utilizou-se um incremento de tempo de 0,5s.

Assim sendo, os pardmetros de dano foram considerados adequados quando a
curva tensdo x deformagao obtida numericamente mostrou-se satisfatoriamente proxima

a curva determinada experimentalmente.

O parametro empirico de comprimento do material, & , usado foi de 2,5E-05m
para ambas as dire¢cdes normal e tangencial. O nivel de tensdo necessario para iniciar-se
a evolugdo do dano na zona coesiva, ¢’ , foi considerado nulo para ambas as dire¢des
normal e tangencial. E os valores dos parametros de dano, 4 e m, que produziram
melhores resultados foram de 1,0E+06 e 4,0, respectivamente. O modulo de relaxacao

linear das zonas coesivas foi assumido igual ao modulo de relaxacdao do mastique.

Vale ressaltar que, por simplicidade, esses valores foram usados para todos os
elementos de interface, tanto nas interfaces mastique-mastique como nas interfaces

mastique-agregados. A Figura 5.8 mostra as curvas tensdo x deformacdo experimentais

(média de trés corpos de prova) e obtidas com os valores de &, o/, 4 e m citados.
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Note-se que, a partir das partes iniciais das curvas mostradas na Figura 5.8,
pode-se concluir que as propriedades lineares viscoelasticas do mastique e elésticas dos
agregados usadas foram adequadas dada a proximidade entre as curvas numéricas e

experimentais.
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Figura 5.8: Curvas tensdo x deformagdo numéricas e experimentais

As Figuras 5.9 e 5.10 mostram a configuracdo do EVR para o pico de tensdo e a
deformagdo de 0,02mm/mm para as taxas de deformacdo de 0,0005/s e 0,001/s,
respectivamente. Observa-se destas figuras que a disposicdo e orientagdo das
macrotrincas (Figura 5.9b e Figura 5.10b) sdo bastante semelhantes para ambas as taxas

de deformacgao.
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Figura 5.10: Configuracdo do EVR para a taxa de 0,001/sem (a) t =7,5s e (b) t =20s

Vale ressaltar que, embora ndo se tenha observado o aparecimento de
macrotrincas para os picos de tensdo, pode-se observar varias microtrincas, embora isto
ndo esteja perceptivel nas figuras acima. A Figura 5.11 mostra algumas microtrincas

observadas no pico de tensdo para a taxa de 0,0005/s.
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Figura 5.11: Microtrincas observadas no pico de tensdo para a taxa de 0,0005/s

Note-se ainda que, para ambas as taxas de deformagdo, observou-se a evolugao
simultdnea de multiplas trincas (micro e/ou macro) no interior do EVR, o que torna a
analise mais realista. Isto se deve a inclusdo de elementos de interface em todas as
interfaces mastique-mastique e mastique-agregado. A Figura 5.12, a qual omite a malha
de elementos finitos, evidencia a evolu¢ao simultanea de micro e macrotrincas no EVR
para a taxa de 0,0005/s e ¢ =40s. Observa-se também na Figura 5.12 uma orientacdo
preferencial das trincas no sentido horizontal, o que se deve ao fato de o carregamento

ser no sentido vertical.

E importante salientar que a inclusdo de elementos de interface no interior dos
agregados pode tornar as analises ainda mais realistas, permitindo, assim, a formacgao e

propagacao de trincas no interior dos mesmos.
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Figura 5.12: Multiplas trincas observadas no EVR para a taxa de 0,0005/s e t =40s

5.4 VERIFICACAO E VALIDACAO DO MODELO MULTI-ESCALA

Esta secdo apresenta os resultados das simulagdes numéricas do ensaio de
compressdo diametral obtidos através do modelo multi-escala e os compara aos
resultados obtidos experimentalmente, com o objetivo de verificar e validar o modelo

multi-escala aqui desenvolvido para misturas asfalticas.

Em seguida, o ensaio de flexdo em viga ¢ simulado através do modelo multi-
escala, objetivando mostrar a capacidade deste em simular os fendmenos de deformagao
permanente e trincamento por fadiga. Neste caso, considera-se um carregamento ciclico,
sendo realizadas duas anélises: uma onde ndo se considera a propaga¢do de trincas para
modelar o fendmeno de deformagdes permanentes provocado pela dissipagdo de energia
devido ao comportamento viscoeldstico do mastique e outra se considerando a
propagagdo de trincas na escala local para modelar o fendmeno de trincamento por

fadiga.

5.4.1 Simulacio do Ensaio de Compressao Diametral

A Figura 4.7 mostrou o modelo geométrico usado na simulagdo do ensaio de

compressdo diametral, destacando os elementos globais multi-escala e as condi¢des de
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contorno. Portanto, considerou-se apenas um quarto da geometria de modo a reduzir o
esforco computacional. Como a espessura dos corpos de prova cilindricos ¢ pequena,
considerou-se o estado plano de tensdo nas simulag¢des deste ensaio (SHRP, 1993;

ZHANG et al., 1997).

As propriedades constitutivas do mastique, dos agregados e da AAUQ usadas
foram dadas anteriormente. Vale, no entanto, salientar que os elementos multi-escala
possuem comportamento constitutivo viscoeldstico anisotropico (produzido pela
configuracdo dos agregados e das trincas na microestrutura) ¢ nao linear (devido a
propagagdo de trincas), enquanto os demais elementos possuem, por simplificacio,
comportamento viscoelastico linear e isotropico, cujo modulo de relaxagdo ¢ o

determinado para a AAUQ.

Com relagdo ao friso de carga em aco, usou-se um mddulo de elasticidade de
200GPa e um coeficiente de Poisson de 0,3 (BEER ¢ JOHNSTON, 1995). As taxas de
deslocamento diametral usadas foram de 0,1mm/s e 0,4mm/s. Os incrementos de tempo
usados nas simulacdes numéricas foram de 0,5s e 0,1s para as taxas de 0,lmm/s e
0,4mm/s, respectivamente. De modo a normalizar os resultados experimentais, a forca

atuante no friso foi dividida pela espessura dos corpos de prova.

As Figuras 5.13 e 5.14 mostram a evolu¢dao da for¢a normalizada atuante no
friso de carga com o tempo para as taxas de 0,lmm/s e 0,4mm/s, respectivamente. Os

resultados experimentais correspondem a média de trés corpos de prova.

A partir das Figuras 5.13 e 5.14, pode-se verificar que os resultados obtidos pelo
modelo multi-escala estdo coerentes com os resultados experimentais. As diferencas
observadas entre o0 modelo multi-escala e os resultados experimentais podem ter sido
provocadas por diversos fatores, dentre os quais se destacam: i) o uso de elementos
finitos e de interface simples (T3 e interface nodal) e de malhas pouco “discretizadas”
(limitagdo de tempo computacional); i7) a hipdtese de que lipcar << lgiobat (gradiente de
deformacdes da escala global ndo ¢ transmitido a escala local); iii) as limitagcdes
esperimentais; e iv) o fato de que os parametros de dano do MZC-MV foram calibrados

e nao detemrinados experimentalmente.
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Figura 5.13: Resultados numéricos e experimentais para a taxa de 0,lmm/s
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Figura 5.14: Resultados numéricos e experimentais para a taxa de 0,4mm/s

A distribui¢do das tensdes horizontais, verticais e de cisalhamento, no pico da
forca de reagdo vertical e ao final da simulagdo, ¢ mostrada nas Figuras 5.15, 5.16 e
5.17, respectivamente, para a taxa de deslocamento de 0,1mm/s. As tensdes para a taxa
de 0,4mm/s apresentaram distribuicdo semelhante. A convengdo de sinal adotada

estabelece que tensdes de tragdo sdo positivas e as de compressao sao negativas.
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Figura 5.17: Distribuigéo das tensdes cisalhantes, 7, , (a) no pico da for¢a de reagdo

vertical e (b) ao final da simulagdo para a taxa de 0,1mm/s

A partir das Figuras 5.15a, 5.16a e 5.17a pode-se observar que a regido proxima
ao friso de carga ¢ a regido mais solicitada em termos de magnitude das tensdes. Além
disso, observou-se que as tensdes de compressao, verticais e horizontais, e as tensdes de
cisalhamento méximas (nas proximidades do friso de carga) sdo maiores em magnitude

do que a tensdo horizontal de tragdo maxima (no centro do corpo de prova).

Note-se que as distribui¢des das tensdes aqui obtidas numericamente estdo de
acordo com os resultados mostrados no estudo de ZHANG et al. (1997), o qual se
baseia nas equagdes analiticas de HONDROS (1959).

Com o objetivo de se determinar, de forma qualitativa, a distribui¢do do dano
(reducao das tensdes no corpo de prova) devido a dissipacao de energia na escala local,
simulou-se o ensaio de compressdo diametral (taxa de 0,1mm/s) considerando-se apenas
a escala global, ou seja, nenhum elemento global foi considerado multi-escala. Em
seguida, calculou-se a diferenca entre as tensdes nos elementos para as duas situagdes

(sem e com elementos multi-escala) no tempo ¢ = 25s (final da simula¢do), de modo a

obter-se a distribui¢do da diferenca de tensoes, Ao;.f , o corpo de prova, como mostra a

Figura 5.18. Note-se que na Figura 5.18, uma redu¢ao de tensdes de tragao produz um
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valor positivo, enquanto uma redugdo de tensdes de compressdo produz um valor

negativo.
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Figura 5.18: Distribuicdo da diferenca de tensdes (a) horizontais de tragao; (b)

horizontais de compressao; (c) verticais e (d) de cisalhamento para a taxa de 0,Imm/s

A Figura 5.18 mostra que as maiores diferengas de tensdes, em magnitude, estdo

localizadas nas proximidades do friso de carga, o que era esperado, visto que tal regido

¢ a mais solicitada. Além disso, a reducdo de tensdes compressivas ¢ maior que a

reducao de tensoes de tragao.
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E importante salientar que a diferenca de tensoes, Aal.f , mostrada anteriormente

nao corresponde ao valor exato da reducdo de tensoes devido a evolugdo do dano, pois,
a medida que o dano evolui, a distribuicdo das tensoes se modifica em relagdo ao caso
linear (sem dano), modificando, portanto, o historico de carregamento (tensdes e

deformagdes) nos elementos.

Assim sendo, como o historico de deformacdes para o caso ndo-linear (com
dano) difere do historico de deformacgdes para o caso linear (sem dano), a diferenca
entre as tensdes dos dois casos ndo corresponde ao valor exato da perda de tensdes
provocada pela propagacdo de trincas na escala local. No entanto, esta diferenca pode

expressar, de forma qualitativa, as regides mais danificadas.

Vale ainda ressaltar que o valor exato do dano, ou seja, da reducdo de tensdo
provocada pela propagagdo de trincas, pode ser calculado através de expressdes que
resultam diretamente do processo de homogeneizacdo no contorno interno do EVR
(SEARCY, 2004), ou, equivalente, usando-se a Equagdo 2.131 (ALLEN e YOON,
1998).

Analisando-se agora o que ocorreu na escala local, pode-se verificar a evolugdo
do dano na forma de microtrincas nas diversas regides do corpo de prova. Para tanto,
escolheu-se trés elementos em regides de solicitagdes distintas do corpo de prova, como

mostra a Figura 5.19.

Figura 5.19: Elementos escolhidos em trés regides de solicitacdes distintas
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As estruturas locais, para a taxa de 0,1mm/s, nos elementos A, B, ¢ C (Figura
5.19) sao mostradas nas Figuras 5.20, 5.21 e 5.22, respectivamente, para determinados
tempos. Os instantes de tempo escolhidos correspondem a 7s, ao pico da tensdo
horizontal média no EVR e ao final da simulagdo (ou instante em que se obtém rigidez
nula na escala local). Note-se que os deslocamentos horizontais dos nds foram
magnificados em dez vezes para permitir uma melhor visualizagdo. As estruturas locais

para a taxa de 0,4mm/s apresentaram configuracdo semelhante.
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Figura 5.20: Estrutura local do elemento A para (a) t=7s; (b) t=85se(c) t=10s

para a taxa de 0,Imm/s
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Figura 5.21: Estrutura local do elemento B para (a) 1 =7s; (b) t=15s e (c) t =25s
para a taxa de 0,1mm/s
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Figura 5.22: Estrutura local do elemento C para (a) t =7s; (b) t=15s e (c) ¢t =25s
para a taxa de 0,1mm/s

As Figuras 5.20, 5.21 e 5.22 mostram que a regido proxima ao friso de carga ¢ a

regido que primeiro apresentou trincas visiveis na escala local provocadas
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principalmente pela combinagao de tensdes compressivas e de cisalhamento. De acordo
com a simulacdao, com a redistribui¢do das tensdes ao longo do corpo de prova
provocada pela faléncia estrutural da regido proxima ao friso de carga (Figura 5.20), o
dano passa a se propagar mais intensamente nas regides centrais do corpo de prova,
onde atuam principalmente tensdes verticais de compressdo e horizontais de tragdo

(Figuras 5.21 e 5.22).

E importante ressaltar que, embora ndo se tenha observado, aparentemente,
ruptura por compressdo, as tensdes de compressdo, tanto horizontais como verticais,

desempenham papel importante no processo de evolu¢ao do dano.

Além disso, a perda de rigidez na dire¢ao vertical devido a propagacdo de
microtrincas por tragdo na dire¢do horizontal e por cisalhamento produz perdas de
tensdo de compressdo vertical, resultando, portanto, na queda da for¢a de reacdo do

corpo de prova observada durante o ensaio.

Note-se ainda que embora ndo tenham sido observadas macrotrincas na escala
local do elemento C, este apresentou uma rigidez na diregdo horizontal quase nula
devido a existéncia de inimeras microtrincas, especialmente no contorno dos agregados

(Figura 5.22).

Vale salientar que os resultados numéricos aqui apresentados podem ser ainda
melhorados caso todos os elementos globais sejam considerados multi-escala e caso os
parametros de dano sejam determinados experimentalmente (WILLIAMS, 2001), em
vez de calibrados. Além disso, caso se considere elementos de interface na escala
global, a forma da propagacdo das trincas na escala global pode ser obtida
numericamente e comparada com a configuragio das trincas observada

experimentalmente.
5.4.2 Simulacio de Carregamento Ciclico de Flexdo em Viga

Como comentado anteriormente, o objetivo das simulagdes em viga ¢ ilustrar a
capacidade do modelo multi-escala em simular os fenomenos de deformagdo

permanente e de trincamento por fadiga, os quais constituem os principais tipos de falha
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observados nos pavimentos asfalticos. O modelo geométrico (com as condi¢des de
contorno) ¢ a malha de elementos finitos foram mostrados na Figura 4.8. Para todas as

simulagdes em viga, considerou-se o estado plano de tensao.

Duas situagdes distintas foram consideradas. Na primeira ndo se considerou a
evolucdo do dano na forma de trincas em ambas as escalas global e local, mas todos os
elementos T3 que constituem a viga foram considerados multi-escala. O intuito da
primeira andlise ¢ avaliar a deformagdo permanente produzida pelo comportamento
viscoelastico do mastique, especialmente nas interfaces mastique-agregados, onde ha

concentragdo de tensoes.

Na segunda analise, considerou-se a evolugdo do dano na forma de trincas em
ambas as escalas através de elementos de interface dispostos ao longo das malhas de
elementos finitos, de modo a permitir a visualizagdo da propagacdo simultinea de
trincas em ambas as escalas. Neste caso, apenas os elementos mais solicitados foram

considerados multi-escala, conforme mostra a Figura 5.23.
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Figura 5.23: Malha usada para o caso multi-escala com trincas, com os elementos

multi-escala em destaque

Dentre os elementos multi-escala mostrados na Figura 5.23, escolheram-se trés
elementos em regides solicitadas distintamente para analisar-se suas respectivas

estruturas locais, conforme mostra a Figura 5.24.
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Figura 5.24: Elementos multi-escala escolhidos para a andlise da estrutura local
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Como o objetivo ¢ mostrar o acumulo de deformagdes permanentes € o
trincamento por fadiga, considerou-se um carregamento ciclico semi-senoidal
constituido de dez ciclos com pico de 800kPa e periodo de 4s seguidos de um intervalo
de repouso de 30s, conforme mostra a Figura 5.25. O incremento de tempo usado nas

simulagdes numéricas foi de 0,5s.

Tempo (s)

Pressao (kPa)

Figura 5.25: Carregamento usado nas simulagdes em viga

As propriedades constitutivas do mastique, dos agregados e da AAUQ usadas
foram dadas anteriormente. No entanto, vale salientar que os elementos multi-escala
possuem comportamento constitutivo viscoelastico anisotrdpico (produzido pela
configuragdo dos agregados e das trincas na microestrutura) e nao linear (devido a
propaga¢do de trincas), enquanto os demais elementos possuem, por simplificacdo,
comportamento viscoelastico linear e isotropico, cujo moédulo de relaxagdo € o

determinado para a AAUQ.

Os parametros de dano usados na escala local foram os mesmos usados nas
analises anteriores. No caso da escala global, o pardmetro empirico de comprimento do
material, §", usado foi de 1,25E-03m para ambas as dire¢cdes normal e tangencial. O
nivel de tensdo necessario para iniciar-se a evolu¢do do dano na zona coesiva, o, foi
considerado nulo para ambas as direcdes normal e tangencial. E os valores dos
parametros de dano, 4 e m, usados foram de 1,5E+07 e 4,0, respectivamente. O

modulo de relaxacdo linear das zonas coesivas na escala global foi assumido igual ao

modulo de relaxacdo da AAUQ.
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Vale ressaltar que os parametros de dano da escala global foram assumidos com
base nos parametros de dano da escala global, porém o valor de 4 foi aumentado para
permitir a visualizag¢do de trincas na escala global durante a simulacdo dos dez ciclos de

carga.

A Figura 5.26 apresenta o historico da deflexdo maxima observada abaixo do
carregamento € no centro da viga para os casos analisados. Note-se que a Figura 5.26
também mostra a deflexdo méaxima para o caso onde nenhum elemento ¢ considerado
multi-escala, sendo o comportamento constitutivo destes regido pelo modulo de
relaxagdo determinado numericamente para a AAUQ através da Equagdo 4.4

desenvolvida por ALLEN e YOON (1998).

E importante ressaltar que, teoricamente, os resultados obtidos com o médulo
homogeneizado da AAUQ deveriam coincidir com os resultados da simulagdo multi-
escala sem trincas. Porém, observa-se uma pequena diferenca entre esses resultados, a
qual se deve principalmente aos erros introduzidos pelo processo de regressdao da série

de Prony do m6dulo homogeneizado da AAUQ.

Tempo (s)
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Figura 5.26: Historico da deflexdo maxima no centro da viga
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Note-se ainda que, devido ao comportamento viscoelastico do mastique e,
conseqiientemente, da AAUQ, existe uma defasagem no tempo das deflexdes com
relacdo ao carregamento aplicado. No caso desta simulacdo, os picos da deflexdo

maxima ocorreram 0,5s apds os picos do carregamento aplicado.

A partir da analise multi-escala sem a considera¢do da propagacdo de trincas,
pode-se perceber o acimulo de deformagdes permanentes provocado pelo
comportamento viscoeldstico do mastique. Note-se que, embora se acumulem
deformagdes permanentes, a amplitude da deflexdo se mantém constante para todos os

ciclos. A Figura 5.27 mostra a configuracao da viga para ¢ = 70s.

BV AVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAN
R
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Figura 5.27: Configuracao final da viga para o caso multi-escala sem trincas

Para o caso com trincas em ambas as escalas, observam-se deflexdes maiores,
conforme a Figura 5.26, provocadas inicialmente pela redugdo da rigidez na escala local
(microtrincas) e, posteriormente, pela reducdo da rigidez na escala global
(macrotrincas). Note-se, a partir da Figura 5.26, que ha um aumento brusco na
amplitude das deflexdes no nono ciclo, o qual é produzido pela propagagdo de uma

trinca na escala global, conforme mostra a Figura 5.28.

A propagacdo de trincas na escala local, embora ndo produza um aumento
brusco na deflexdo global, produz uma reducdo na rigidez do material na escala global,
0 que provoca um aumento gradativo na deflexao da escala global (Figura 5.26). Além
disso, essa redugdo de rigidez produz uma queda também gradativa na tensao horizontal

maxima resistida pelo material na escala global, como mostra a Figura 5.29.
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Figura 5.28: Configuracdo da viga para o caso multi-escala com trincas em ambas as
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Figura 5.29: Historico da tensao horizontal observada no elemento global A

A partir das Figuras 5.26 e 5.29, as quais mostram o acimulo de deformagdes
permanentes e a perda da resisténcia do material, respectivamente, ao longo dos ciclos
de carga, pode-se verificar a capacidade do modelo em simular os fendmenos de
trincamento por fadiga e de acimulo de deformacdo permanente (tanto devido ao
comportamento viscoeldstico do mastique como devido a formagdo e propagagao de

microtrincas).
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As Figuras 5.30, 5.31 e 5.32 apresentam as estruturas locais em tempos distintos
para os elementos A, B e C da Figura 5.24, respectivamente. Os tempos escolhidos
correspondem aos picos de deflexdo do quarto, sexto e oitavo ciclos, e ao final da
simulagdo, respectivamente. Os deslocamentos horizontais mostrados nessas figuras

foram ampliados em dez vezes para permitir uma melhor visualizagao.
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Figura 5.30: Estrutura local do elemento A para (a) t=14,5s; (b) #=22,5s; (¢)

t=305se(d) t=70s
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Figura 5.31: Estrutura local do elemento B para (a) #=14,5s; (b) t=225s; (c)
t=30,5se(d) t=70s
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Figura 5.32: Estrutura local do elemento C para (a) t=14,5s; (b) #=22)5s; (¢)
t=30,5se(d) t=70s

A partir das Figuras 5.30, 5.31 e 5.32, pode-se perceber que a estrutura local da
regido mais solicitada (Figura 5.30) se apresentou mais danificada que as demais. Note-
se que ¢ justamente para este tipo de problema, onde ha um gradiente de tensdes ao
longo da geometria do problema, que os modelos multi-escala se mostram mais
eficazes, uma vez que a evolugdo do dano também depende do histérico do

carregamento.
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Os resultados mostrados neste capitulo ilustram a capacidade do modelo
computacional multi-escala desenvolvido neste trabalho em modelar os principais
fatores de deterioracdo de misturas asfélticas, quais sejam, o acimulo de deformagdo
permanente, a perda de rigidez do material por fadiga na escala local e o trincamento

por fadiga na escala global.
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CAPITULO 6

CONCLUSOES

No presente trabalho, desenvolveu-se um modelo computacional multi-escala
para analise estrutural de compdsitos viscoelasticos, o qual foi aplicado a modelagem de

misturas asfalticas do tipo Areia Asfalto usinada a Quente (AAUQ).

O programa multi-escala desenvolvido se baseia no Método dos Elementos
Finitos, o que o torna bastante versatil e de facil aplicacdo na solugdo de problemas com
diversas geometrias. Basicamente, o programa realiza a andlise em duas escalas
distintas (global e local). Inicialmente, o programa resolve o problema global e
determina as deformacdes de cada elemento global. Em seguida, para cada ponto de
integracdo dos elementos multi-escala, um problema local ¢ resolvido, onde as
deformacdes globais sao aplicadas ao Elemento de Volume Representativo. Finalmente,
as tensdes dos elementos multi-escala sdo atualizadas com as tensdes homogeneizadas

no Elemento de Volume Representativo.

Vale ressaltar que, além da heterogeneidade do material, as analises locais
podem considerar a formagdo e propagacdo de trincas ao longo do mastique e nas
interfaces mastique-agregados. Assim sendo, o modelo ¢ capaz de considerar a
anisotropia na microestrutura produzida pela distribui¢do interna e orientagcdo dos
agregados e das trincas formadas. A formacao e propagacao de trincas foram modeladas
através de um Modelo de Zona Coesiva viscoelastico implementado na forma de

elementos de interface.

Uma das principais vantagens dos modelos multi-escala ¢ a visualizagdo, por
parte do analista, das interagdes entre os constituintes do compodsito, 0 que permite um
melhor entendimento do comportamento do material e dos fendmenos de deterioracao
que ocorrem nas escalas menores e que determinam o comportamento da estrutura na
escala maior. A partir deste entendimento mais esclarecido, pode-se, entdo, projetar

materiais mais adequados para cada tipo de aplicagdo estrutural de modo a possibilitar
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maior seguranca, confiabilidade e economia aos projetos estruturais € permitir um

melhor aproveitamento dos materiais.

No caso das misturas asfalticas, por exemplo, ¢ possivel se desenvolver um
método de projeto de misturas baseado em analises micromecénicas, o qual possa tirar o
maximo proveito dos agregados e ligantes asfalticos disponiveis em cada regido. Do
mesmo modo, pavimentos asfalticos duraveis podem ser dimensionados levando-se em

conta as peculiaridades dos materiais disponiveis.

Os resultados aqui obtidos mostram a capacidade do modelo multi-escala
desenvolvido em simular o comportamento de misturas asfalticas sob diferentes
condigdes de carregamento (aplicagdo de deslocamentos monotdnicos em compressao
diametral e cargas ciclicas de flexdo aplicadas em viga bi-apoiada). Além disso, o
modelo mostrou-se capaz de simular os principais fatores de deterioracdo das misturas
asfalticas, quais sejam, o acimulo de deformagdo permanente, a perda de rigidez do

material por fadiga na escala local e o trincamento por fadiga na escala global.

Dentre as limitacdes do modelo computacional aqui desenvolvido, destacam-se

as seguintes:

i) os elementos finitos (triangular de deformacdo constante) e de
interface (forca de superficie constante) sdo elementos muito simples e

podem nao obter resultados precisos; e

ii) a Teoria de Homogeneiza¢do usada assume a hipdtese simplificadora
de que o tamanho da escala local ¢ muito menor que o tamanho da
escala global, /iocal << lgiobal. Esta simplificagdo impede a modelagem
do chamado efeito de tamanho e da localizacdo de deformagdes (alto
gradiente de deformagdes) na escala global (visto que o gradiente de

deformacdes da escala global ndo ¢ transmitido a escala local).

No que diz respeito a metodologia utilizada, métodos mais eficazes de
determinagdo do Elemento de Volume Representativo para os diversos tipos de misturas

asfalticas precisam ser desenvolvidos. Além disso, métodos experimentais
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micromecanicos para determinagao dos parametros de dano do Modelo de Zona

Coesiva devem ser usados de modo a obter valores mais confiaveis e propiciar um

melhor entendimento do mecanismo de evolucdo do dano nos materiais asfalticos.

Como futuros esforgos de pesquisa podem-se destacar os seguintes:

iii)

Vi)

implementar o modelo computacional em linguagem orientada a
objetos, com o objetivo de tornar o algoritmo mais versatil, reutilizavel
e facil de ser ampliado, além de facilitar o desenvolvimento de pré e

pos-processadores compativeis;

paralelizar o cédigo multi-escala, de modo a tornar o processo de
solucdo dos sistemas de equagdes lineares mais agil e,
conseqiientemente, possibilitar a modelagem multi-escala detalhada de
grandes estruturas em escala real, como, por exemplo, de pavimentos

asfalticos;

implementar elementos finitos e de interface mais robustos; ampliar o

modelo para trés dimensdes e para trés ou mais escalas;

desenvolver metodologias para a determinacdo do Elemento de
Volume Representativo (EVR) de misturas asfalticas e outros
materiais. Neste sentido, podem-se destacar o uso de métodos
computacionais para a geragdo automatica e aleatdria da posi¢do e
orientacdo dos agregados no interior do EVR com base na curva

granulométrica e a aplicagdo de técnicas de processamento de imagem;

estudar a influéncia das malhas de elementos finitos local e global nos

resultados do modelo multi-escala;

formular e implementar modelos multi-escala com base em outros
métodos numéricos, especialmente o Método dos Elementos de

Contorno;
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Viii)
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aplicar a metodologia multi-escala na avaliacdo do desempenho dos
diversas misturas asfalticas, especialmente aquelas que possuem apelo
ambiental, como o asfalto-borracha e as misturas com residuo de
construgdo civil (entulho) incorporado, e aquelas que visam aproveitar
os materiais caracteristicos de cada regido, como as misturas com

agregados sintéticos de argila (argila calcinada);

desenvolver aparatos experimentais que possibilitem e/ou facilitem a
obtencdo das propriedades e parametros utilizados no modelo multi-

escala;

viabilizar a utilizagdo do modelo multi-escala no projeto de misturas

asfalticas e de pavimentos flexiveis; e

desenvolver e implementar uma metodologia de auxilio ao processo de
desenvolvimento de novos materiais compositos baseada em esquemas

multi-escala.
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SOLICITACOES HARMONICAS EM MATERIAIS
VISCOELASTICOS
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As solicitagdes harmonicas sdo de grande importadncia para a caracterizagao
acelerada de materiais asfalticos através da utilizagdo do principio de superposi¢ao

tempo-freqiiéncia e/ou do principio de superposi¢cdo tempo-temperatura.

Este tipo de solicitagdo ¢ comumente representado por uma fungdo exponencial

it

complexa do tipo €' . A utilizagdo deste tipo de representagao € justificada pelo fato de

que a fungdo exponencial complexa e é capaz de representar tanto uma fungdo

senoidal como uma co-senoidal, sendo vejamos:

r

Considere um numero complexo dado por e¢”. Nosso objetivo é encontrar o

nimero complexo z de modo que:

z=x+i-y=e" (A.1)
onde, x e y devem ser fungdes de 6.

De acordo com KREYSZIG (1993), a forma polar de um ntimero complexo, z, ¢

dada por:

z=r(cosg+i-seng), onde r=|z|=4/x’+)" ¢ tang = 2 (A.2)
X

sen .
No entanto, tan¢ = —Z = X. Fazendo, porém, x =cos@ e y =send, a fim de
cos x

satisfazer a condicdo de que x e y devem ser fungdes de 6, tem-se que

r=~cos’@+sen’d =1 e ¢=6. Logo, substituindo » e & na Equagio A.2, segue que

z=cos@+i-send.

Portanto, da Equagao A.1, tem-se:

e’ =cos@+i-send (A.3)

Fazendo, entdo, & = @t na Equagdo A.3, vem:

e’ = cos(wt) +i-sen(awt) (A.4)

O presente Apéndice foi escrito com base nas notas de aula do Prof. Richard A. Schapery e do Prof.
David H. Allen.
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A Equacgao A.4 mostra que tanto a fungdo co-senoidal, cos(wt), como a funcao
senoidal, sen(wt), podem ser representadas de forma generalizada pela funcgdo

exponencial complexa e, sendo que sua parte real representa a funcdo co-senoidal e

sua parte imaginaria representa a func¢ao senoidal.

Exemplificando a utilizagdo da Equacao A.4, considere a equacdo diferencial
para o modelo de Voigt (mola e amortecedor associados em paralelo) governado pela

equacgao abaixo:

de
o(t)=E¢c+n, I (A.5)

Nosso objetivo € encontrar a resposta do modelo com relagdo a deformacao

quando submetido a solicitagao:

o(t) = o,cos(wt) (A.6)

Reescrevendo a equacao acima na sua forma complexa, vem:

o(t) = o, (A7)

it

Assumindo a solugdo ¢ = K -¢'” e substituindo-a juntamente com 3.24 em 2.30,

vem:

EK-e” +nK -iw-” =0, " (A.8)

Cancelando o termo e, utilizando a defini¢io de tempo de retardacio e

separando-se a variavel K, tem-se:

o,
E(+iot)K =0, > K=—"" A9
) ) ‘ E(l+iwt) (A.9)

Desta forma, a solu¢do complexa para a deformagao ¢ dada por:

O-O it

E=——""—"- (A.10)
E(l1+iot)
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ou, substituindo a Equagao A.4 na Equagdo A.10:

_ % .
= E(+ior) [cos(at) +1i-sen(awt)] (A.11)

No entanto, como comentado anteriormente, a solucdo para a solicitacdo

o(t) =o,cos(awt) (a qual envolve uma funcdo co-seno) corresponde a parte real da
solugdo complexa, Equacdo A.11. Logo:

CO
&=———cos(wt A.12
E(l+iwt) (@) ( )

Portanto, pode-se perceber que uma resposta na forma de uma fun¢do complexa,
como a representada pela Equacdo A.11, contém a resposta para duas solicitagdes
fisicas distintas. Neste caso, a parte real corresponde a resposta a uma solicitagdo co-

senoidal, enquanto a parte imaginaria corresponde a resposta a uma solicitacao senoidal.

A.1 PROPRIEDADES COMPLEXAS

As propriedades dos materiais viscoeldsticos também podem ser representadas
através de fungdes complexas, o que simplifica a solu¢do de problemas dindmicos

(problemas em que ha aplicacao de solicitagcdes harmonicas).

No APENDICE C sao abordadas as propriedades complexas para os casos
particulares de alguns modelos mecénicos. Neste Apéndice, no entanto, considera-se o
caso geral de um material viscoelastico submetido a uma solicitagdo harmonica,

senoidal ou co-senoidal, representada na sua forma complexa dada abaixo:

(A.13)

s 0, parat <7,
| S,e, parat >z,

A qual pode ser rescrita na seguinte forma usando a func¢do degrau unitaria:

S=H(t—1,)S,e” (A.14)

onde,
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S,: amplitude da solicitagdo; e

H(r —1,): fun¢do degrau unitéria.

Considere que a resposta, R, , do material a uma solicitacdo unitaria possa ser

dividida em duas partes, sendo uma delas independente do tempo, conforme segue:

R, (1) =R, (t=0)+AR, (1) (A.15)

Substituindo as Equagdes A.14 e A.15 na equagdo constitutiva reescrita abaixo,

’ oS
R(t) = !RH(I -r)_dr (A.16)
Tem-se:
R(t) = j[RH (0)+ AR, (1 - z')]d—Sdz' (A.17)
0 dr

f ds
. R(t) = R, (0)S(t) + j AR, (1 -7)—dr (A.18)

0 dr

Considerando apenas o dominio ¢ > 7y, pois para ¢ < 7y, R(f) = 0, e sabendo que:

T £S5t -a)dt = f(a) (A.19)

Vem:

t
R(t) = R, (0)S,e™ + AR, (t — 7,)S,e"" +iwS, j AR, (t-7)e”dr  (A.20)

To

Rearranjando a equagdo acima, tem-se:

iot ior

R(t) = Sy | Ryy(o0) + AR, (t = 1) -+ i [ AR, (t = 1)

il iot
e e

dr (A21)

Substituindo (¢ —7) por u, segue:
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u=t-r=>du=-dr
-t 0
—>u

t-1,

. . . ~ t
limites de integragao: T|T =>u
0

)

0
R(t) = S,e”| R, (©)+ AR, (t —7,)e" "™ +iw IARH (w)e "™ (—du) (A.22)

-1,

Invertendo os limites de integracdo da integral acima e usando a Equacgdo A.14,

vem:

t-1,

R(t) = S(1)| Ry (20) + AR, (1 —7,)e"" " ™" +iw j AR, (u)e " du (A.23)

Sabe-se que, quando submetidos a solicitacdes ciclicas, os sistemas lineares
produzem uma resposta, também ciclica, com o mesmo periodo da solicitacdo,
possivelmente com exceg¢do dos tempos iniciais de aplicagdo da solicitagao, quando
pode haver oscilagdes transientes no periodo e na amplitude da resposta (SOUZA e
SOARES, 2003). A Equac¢dao A.23 corresponde, no entanto, a resposta do material
durante todo o periodo de tempo em que ha aplicagdo de solicitagdo harmonica,

inclusive durante os instantes iniciais da aplicacdo da solicitacao.

Para que se obtenha a resposta para o estado constante de vibragao, basta fazer 7
tender a —oo na Equacdo 3.34. Isto significa dizer que a solicitagdo iniciou-se num
instante de tempo infinitamente anterior ao tempo atual, ¢, garantindo que o sistema ja
atingiu o estado constante de vibragdo. Assim, fazendo 7) — —oo na Equagdo A.23,

tem-se:

R(t) = S(t){RH (00) + AR, (0)e™ ™ + ia)]o. AR, (u)e_"”'”du} (A.24)

Donde obtém-se a seguinte expressao para o estado constante de vibracao:

R(t) = {RH (0) + in AR, (u)e_i“’”du}S(t) (A.25)

Definindo-se, entdo, a resposta unitaria complexa como:
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Ry = R (0) +io] AR, (w)e” ™ du (A.26)
0

Segue que a resposta, no estado constante de vibracao, para uma dada solicitagao

harmonica pode ser escrita da seguinte forma:

R(t)=R, -S() (A.27)

A partir da Equagdo A.4, pode-se mostrar que:

—iou

e =cos(w-u)—i-sen(w-u) (A.28)

Substituindo a equagdo acima na Equacgdo A.26, vem:

R: =R, (0)+ ia)TARH (u)cos(@-u)du + ia)TARH (w)[—i-sen(w-u)ldu (A.29)

) . ~ .
Lembrando que i” = -1, e reorganizando a equagdo acima, segue:

R: =R, (©)+ a)_[ AR, (u)sen(w-u)du + ia)IARH (u)cos(w-u)du (A.30)
0 0
Mas,
%
R, =R; +i-R}, (A.31)

Comparando-se as Equacdes A.30 e A.31, obtém-se as partes real e imaginaria

de R, :

R, =R, (oo)+a)TARH (u)sen(w - u)du (A.32)

R}, = a)TARH (u)cos(w-u)du (A.33)
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%k . ~
Note-se que R, , R, e Rj, sdo fungdes dependentes da freqiiéncia e nio do

tempo e que u ¢ uma variavel de integracao.

Em determinadas situag¢des, porém, a solu¢do do problema pode ser simplificada

* *
utilizando-se a forma polar de R,, . Reescrevendo, portanto, R,, na forma polar, tem-se:

* *
R, =R,

-(cos@+i-senb)

ou,

onde:

*

RH

= JR,’ + R = amplitude

0 = arctan—L = angulo de fase
Rl
H

Conforme ilustra a Figura A.1, abaixo:

4 Imaginario

Ry

Figura A.1: Representacdo de R: no plano complexo

‘Real

(A.34)

(A.35)

(A.36)

(A.37)
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Para exemplificar a utilizagdo das Equacdes A.34 a A.37, considere uma

solicitagao senoidal dada por:

St)=H(t—1,)-S, sen(wt) (A.38)

A resposta do sistema, no seu estado constante (ou estado permanente), a essa
solicitacdo ¢ a parte imaginaria da resposta complexa, R:

R=R, .S, ¢ (A.39)

S R=(R}, +i-R})[S,(cos(arx)+i-sen(awrt)] (A.40)

oo R =S{[R}, cos(mt)— Rysen(wt)]+i-[R,sen(at) + R}, cos(wt)]} (A.41)

Adotando a seguinte notagao:

Im[R]:  componente imaginariade R ;e

Re[R]: componente real de R .

Tem-se que a resposta a solicitacdo senoidal é:

R*" =Im[R] = S,[R};sen(wt) + R}, cos(wrt)] (A.42)

*
Equivalentemente, utilizando-se a forma polar de R,, , tem-se:

*

R=|R,|e" S, (A.43)

_ *| i(w+6)
= R=S,|R,|e (A.44)

A partir da Equacdo A.44, pode-se determinar a resposta a solicitagdo senoidal

(Equagao A.38), como segue:

%
RH

R*" =Im[R] = S |R,,|sen(wt + O) (A.45)

Do mesmo modo, pode-se determinar a resposta do sistema, no seu estado
permanente, a solicitagdo co-senoidal S(¢)=H(t—17,)-S, -cos(ewt). A partir das

Equacdes A.41 e A.44, obtém-se, respectivamente:
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R =Re[R] = S,[R}, cos(at) — R},sen(wt)] (A.46)

*
RH

R*® =Re[R] = S,|R,|cos(awt + ) (A.47)

Mostrou-se anteriormente que, a partir das Equagdes A.32 e A.33, pode-se
calcular as propriedades complexas (dependentes da freqiiéncia) a partir da propriedade
dependente do tempo R, (f) (Equagdo A.15). Em algumas situagdes praticas, no
entanto, como na caracterizagdo de ligantes asfalticos, ¢ importante que se possa

determinar a fungdo (propriedade) R, (¢) a partir das propriedades complexas R}, ¢ R}, .

Uma maneira de se obter R, () em fungdo de R; e R;, seria através da
utilizagdo da transformada de Fourier. A transformada de Fourier de f(¢), F(w), ¢

definida como (KREYSZIG, 1993):

F(w)= T £(t)-e“dt (A.48)

Sendo o inverso da transformada de Fourier dado por:

f@) = izF(w) e“daw (A.49)

A partir da substituicdo da Equagdo A.4 nas Equagdes A.48 e A.49, e apos
algumas manipulagdes matematicas, pode-se chegar a defini¢do da transformada co-

seno de Fourier, F.(w) e da transformada seno de Fourier, F(®), dadas abaixo com

seus respectivos inversos.

F.(w)= ZTf(t) -cos(wt)dt (A.50)
f()= l]EFC (w)-cos(wt)dw (A.51)
a 0

Fy(w)= Z'Tf(t) -sen(wt)dt (A.52)
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f()= l]EFS (w)-sen(awt)dw (A.53)
T 0

Comparando-se, portanto, a Equagdo A.32 com a Equacao A.52 e a Equacao

A.33 com a Equagdo A.50, pode-se perceber as seguintes relagdes :

f(t)=AR, (A.54)

Fs _ 2[R1,~1 _RH (OO)] (A.55)
w

F.= 2Ry (A.56)
w

Desta forma, aplicando-se a Equacao A.53, juntamente com as Equacdes A.15,

A.54 e A.55, obtém-se:

Ry () = Ry (0) + = j (R ()~ Ryy (o0 )]Se“(a”) (A.57)
Desenvolvendo a integral acima, vem:
sen(a)t) sen(a)t)
Ry, () = Ry () + = jR () ——R (o0 )j (A.58)
De acordo com KREYSZIG (1993):
jser;(”)d =~ (A.59)

0

Fazendo u =w-t (du =t-dw) na segunda integral da Equacao A.58, tem-se:

J- sen(a)t) dao = ]3 sen(u) du _ ]E sen(u) du == (A.60)
0 0 2

[
t
Substituindo a Equagdo A.60 na Equagao A.58, obtém-se:

sen(a)t)

H(t)——jR (@) (A.61)
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Aplicando-se, agora, a Equagdo A.51 juntamente com as Equacdes A.15, A.54 e

A.56, obtém-se:

cos(at) do

Ry (1) = Ry (o) + = [ Ry () (A.62)
T 0

Desta forma, pode-se obter a resposta unitaria (propriedade do material)

dependente do tempo (ou transiente), R, (¢), assim como R, (%) e AR, (¢), a partir das

propriedades complexas R}, (w) e R}, (®), utilizando-se as Equagdes A.61 e A.62.

A.2 RELACOES CONSTITUTIVAS COMPLEXAS

Com base no que foi exposto anteriormente, esta secdo busca desenvolver as
relacdes constitutivas viscoelasticas complexas para as condi¢des de estado permanente

(ou estado constante).

Considere, primeiramente, o caso em que ha uma solicitagdo de deformagdo e

uma conseqliente resposta de tensdo. Assim sendo, define-se:

S=e=¢ge" (A.63)

R=oc=0," (A.64)

R, (t)=E(1) (A.65)

Ry (0)=E(0)=E, (A.66)

AR, (t)=E(t)-E, (A.67)

R,=E (A.68)

onde,
&,:  amplitude de deformacdo;

o,: amplitude de tensdo;
E(t): modulo de relaxagdo; e

E*: modulo de relaxa¢do complexo.
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Portanto, a partir da Equagao A.27, pode-se escrever:

c=E*¢ (A.69)

sendo:

E*=E +iE" (A.70)

Para o caso em que hd uma tensdo solicitante ¢ uma conseqiiente resposta de

deformacao, tem-se:

S=o=0," (A.71)
R=e=¢ge™ (A.72)
R,(1)= D(t) (A.73)
R,(0) = D(e0) = D, (A74)
AR, ()= D(t)- D, (A.75)
R.=D" (A.76)

onde,
D(t): fungdo fluéncia; e

D*: funcdo fluéncia complexa.

Do mesmo modo, pode-se escrever:

e=D*co (A.77)

sendo:

D*=D'—iD" (A.78)

Note-se que o sinal negativo na Equacdo A.78 ¢ utilizado para que a parte
imaginaria, D", torne-se uma fungéo nao-negativa da freqiiéncia, conforme observagdes

experimentais.

A partir das Equagdes A.69 e A.77, pode-se concluir que o mddulo de relaxacao

complexo e a funcdo fluéncia complexa sido fungdes reciprocas, ou seja:
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1
*k
B*=— (A.79)

Substituindo-se as Equagdes A.70 ¢ A.78 na Equagdo A.79, vem:

1
D' —iD"

E'+iE" =

(A.80)

Multiplicado-se e dividindo-se a equagdo acima pelo conjugado de D*,
D'+iD" | tem-se:

I D+iD" D D"

E'+iE" = : = ) 2 +i 2 2
D'—iD" D'+iD" (D" +(D") (D" +(D")

(A.81)

Igualando-se, portanto, as partes real e imaginaria da equagdo acima, segue que:

D!

‘= (DV)Z + (DN)Z (A.82)
, D”
= (D!)Z + (DN)Z (A83)
. 1
Do mesmo modo, partindo de D* = R pode-se mostrar que:
: E'
D' = —(E')2 TEY (A.84)
y Eﬂ
@@y )

Considere agora o modulo de relaxagdo complexo e a fungdo fluéncia complexa

escritos nas suas respectivas formas polares:

E*=|E*-¢" (A.86)

onde,

[E* = (B +(E")? (A.87)
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4

¢ = arctan (A.88)

!

D*=|D*.e™" (A.89)

onde,

|D* = (D) +(D") (A.90)

14

¢ = arctan (A.91)

!

Substituindo-se, portanto, as Equacdes A.86 e A.89 na Equagao A.79, tem-se:

R N R 1 — (A92)
|D *|-e if /(D')Z +(D") e

Porém, de A.82 e A.84, pode-se mostrar que:

VE) +(E") = : (A.93)

IRCIEGEs

Logo, substituindo-se a Equacdo A.93 na Equacao A.92, segue que:

' 1

€l¢ = i = ¢ = ¢ (A94)
e

A Equacao A.94, acima, mostra que o angulo de fase, ¢, ¢ 0 mesmo tanto para o

modulo de relaxacdo complexo (Equagdo A.86) como para a funcdo fluéncia complexa

(Equacao A.89).

Assim sendo, das Equagdes A.88 e A.91, tem-se que:

£E_D (A.95)
EI! DI!

E, da relagdo reciproca A.79 e das Equacdes A.86 e A.89, vem:
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1
E* = A.96
Além disso, expandindo-se a Equagdo A.86, tem-se que:
E* = |E *|-e’¢ = E'+iE" = |E*|-(cos¢+i-sen¢) (A.97)
Logo,
E'=|E*-cos¢ (A.98)
=|E*-seng (A.99)
Do mesmo modo, pode-se escrever:
D' =|D*-cos¢ (A.100)
D" =|D*-seng (A.101)

Relembrando as Equagdes A.32, A.33, A.61 ¢ A.62, e fazendo R, =F,

R, (0)=E(©0)=E_ e AR, (t) = E(t)—- E, naquelas equagdes, pode-se escrever:

E'=E,_+ wT [E(r) - E, en(wt)dt (A.102)
= a)]o [E(t) - E, Jcos(art)dt (A.103)
E(t) = j E'o )Sen(“’t ) (A.104)

cos(at) J

E({t)=E, + 2 j E"(w) (A.105)
T 0
Da mesma forma, fazendo R,=D, R, (©)=D(0)=D,, AR, (t)=D(t)-D, ¢

lembrando que D* ¢ escrito da seguinte forma: D*=D'—iD" (note-se o sinal

negativo), pode-se escrever:
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D'=D, + a)T [D(t) - D, en(wt)dt (A.106)
D" = —a)T [D(t) - D, |cos(wr)dt (A.107)
D(t) = j D'(@) 222 Sen(“”) (A.108)

cos(at) d

D(t)=D, —ETD”(G)) (A.109)
T 0

Considere agora as relagdes constitutivas complexas, Equacdes A.69 e A.77. O
objetivo ¢ expandir essas relagdes constitutivas nas suas partes real e imaginaria. Para
tanto, substituindo-se as Equagdes A.63 ¢ A.86 na Equagdo A.69 e, da mesma maneira,

substituindo-se as Equacdes A.71 e A.89 na Equacao A.77, tem-se, respectivamente:

o =|E¥e? g™ = &)|EHe ™) (A.110)

.o =&,|E¥-[cos(t + @) +i-sen(wt + §)] (A.111)
g=|DHe™ o™ =y |DHe ) (A.112)
c.&=0,|D*-[cos(art — §)+i-sen(wt — §)] (A.113)

Assim, para uma solicitagdo de deformagdo dada por & = g, cos(awt), a resposta
de tensdo serd dada pela parte real da Equacdo A.111, ou seja, o = 80|E *| cos(at + @) .

Do mesmo modo, para uma solicitagdo de tensdo dada por o = o, cos(at), a resposta de

deformacao sera dada pela parte real da Equacdo A.113, ou seja,

£ = GO|D *| cos(wt — @) .

Vale salientar ainda, que as respostas para as solicitagdes senoidais dadas por
e =¢gsen(at) e o =o,sen(wr) sdo, respectivamente, dadas pelas partes imaginarias

das Equagdes A.111 e A.113.

Na literatura, ¢ possivel encontrar a seguinte terminologia: “mddulo de perda”

(loss modulus) para E", “modulo de armazenamento” (storage modulus) para E',
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“funcdo fluéncia de perda” (loss compliance) para D" e “fungdo fluéncia de
armazenamento” (storage compliance) para D'. Isto se deve ao fato de que a poténcia
dissipada em um ciclo de carregamento harmonico ¢ diretamente proporcional a E” ¢

D", conforme as equagdes abaixo:

P:%%T” (A.114)

Pzg%w” (A.115)



APENDICE B

TRANSFORMADAS DE LAPLACE
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Como comentado anteriormente, a transformada de Laplace (T.L) de uma

fung¢do f'(¢) ¢ definida como:

2Ir0)=fs)= [1@)-ear (B.1)

onde s ¢ a variavel transformada.

Como exemplo, considere uma fun¢do f(¢) definida como a primeira derivada

de uma funcio f(¢) qualquer. A T.L de f(¢) é dada por:

${£}= | LU (B.2)
dt| “ dt
4 : ~ —st —st df

Através de integragdo por partes, onde u=e ', du=—s-e 'dt e dv= Edt, tem-se
que:

L df e e s

= =" — | f(=s)-e"dt
_ dt} ML= [16
Q{% =e " f(o)—e"" - f(-0)+s J'f-e’”dt (B.3)

Sabendo-se que ¢ *” =0 e que a fungdo f desaparece quando ¢ tendea —o0, ¢

notando-se que a integral da Equacdo B.3 ¢ a propria defini¢cdo da T.L, obtém-se:

di_. .7
QL”}_S f (B.4)

Do mesmo modo, pode-se provar que:

Q{dﬂf } =" f (B.5)
dt"

Note-se, a partir da Equacdo B.5, que no espaco de Laplace ndo existem
equagdes diferenciais, pois a T.L transforma a equacdo diferencial em uma equagdo
algébrica, e este ¢ o motivo central pelo qual as T.L sdo usadas na solu¢do de equacdes

diferenciais.

O presente Apéndice foi escrito com base nas notas de aula do Prof. Richard A. Schapery e do Prof.
David H. Allen.
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O mesmo procedimento acima pode ser feito para inimeras funcdes a fim de se

determinar a T.L destas fungdes. A Tabela B.1 mostra a transformada de Laplace para

determinadas fun¢des comumente encontradas na analise de problemas viscoelasticos.

Tabela B.1: Pares de transformadas de Laplace e suas inversas para algumas fungdes

f@) Sf(s)
1 o(1) 1
1
2 H(?) -
s
1
3 t 2
s
2
4 t? =l
n!
5 t" (l’l:O,l,Z,-.-) n+1
s
, I'(n+1)
6 t" (Vn>-1) ntl
s
7 —at 1
€ s+a
1 —at 1
8 ;(1 —e) s(s+a)
1 1
- 1 _ —at
9 a a2 ( e ) S2(S + (1)
0 D . s+a
e “ cos(bt) (s+ a)2 b2
—at b
11 e “sen(bt) (s +a)2 4 b2
o I'(n+1)
12 e “t" (Vn>-1) (s +a)"
13 f(t=to)-H(t—1,) e f
t
14 [f-1)-g(r)dr /g
0
di’lf —_
15 s"
dt" d

Fonte: Notas de aula do Prof. Richard A. Schapery

onde,
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o() funcdo delta de Dirac (Dirac delta function);
H(t): funcdo degrau unitaria (unit step function);
I'(m): funcdo gama (gamma function);

a,b,net,: constantes.

Considere agora o caso de uma constante qualquer, 4, que seja definida no

intervalo 0 <t < oo, por exemplo:

AP =A4-H() (B.6)
De acordo com a linha 2 da Tabela B.1, tem-se:
o A
Q[AL] ]: Pl4-H@)]= " (B.7)

Logo, segue que a T. L de uma constante qualquer ¢ dada por esta constante

dividida pela variavel transformada “s *:

Dadas as defini¢des de T.L e de mdédulo complexo, E *, pode-se, entdo, provar a
existéncia da seguinte relacdo entre o mdédulo de relaxacdo complexo e a transformada

de Carson do modulo de relaxagao:

E*=E(iw) (B. 8)

Considerando-se, inicialmente, a transformada de Carson do modulo de
relaxacdo e assumindo-se, por simplicidade, que todas as fungdes sdo definidas no

intervalo 0 <t < oo, tem-se:

E(s)=s-E = sTe"E(z)dz (B.9)

Efetuando a mudanga de variavel s — i@, vem:

E(iw) = in e E(t)dt (B.10)
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A partir da Equagdo A.26, fazendo R, = E, tem-se:
E*=E, +io j AE(t)e ™ dt (B.11)
0
Relembrando que AE(¢) = E(¢t)—E, (Equagdo A.15), obtém-se, a partir da
Equagdo B.11, a seguinte equacao:

E*=E, +io[[E(t)- E, )" dt (B.12)
0

Desenvolvendo a integral acima, vem:

E*=E +io j E(t)-¢“dt —iw j E, -e“dt (B.13)
0 0

. . —0
Fazendo-se u = —iowt = du = —iw-dt,onde —o0 <u <0, u|0 , e resolvendo-se a

segunda integral da Equacao B.13, tem-se:

ia)jEw edt =iw-E, Ie“ —.du =-E, Ie”du =—F, -e"|
0 0 lw 0 0
siofE, e dt = b gk (B.14)
e

0

Note-se que a segunda integral da Equacgdo B.13 ¢ equivalente a transformada de
Carson. Desta forma, a Equagao B.14 permite afirmar que a transformada de Carson de

uma constante, no caso, E, ¢ a propria constante.

Substituindo, portanto, o resultado da Equacao B.14 na Equacao B.13, tem-se:

E*=io[E(t)-¢ " dt (B.15)
0

Finalmente, comparando-se as Equac¢des B.15 e B.10, conclui-se que

E*=E(iw).



APENDICE C

MODELOS MECANICOS VISCOELASTICOS
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Os modelos mecanicos podem ser matematicamente representados por equagdes

diferenciais relacionando tensdes a deformacdes na seguinte forma:
N d’l

o Yo d"e
a—+aoc=>»Yb —+be C.1
Z n dtn 0 Z mdtm 0 ( )

n=1 m=1

onde, para cada modelo, as constantes a,, a,, b, € b, terdo um significado

fisico diferente.

C.1 MODELO DE MAXWELL

O modelo de Maxwell, mostrado na Figura C.1, se constitui da associacdo em

série de uma mola e um amortecedor.

Figura C.1: Modelo de Maxwell

Por simplificacdo, serd adotado o subscrito m para representar a mola e o
subscrito a para representar o amortecedor. Na obtencdo das relagdes tensdo-
deformacdo de cada modelo serdo utilizadas trés tipos de equagdes: i) equagdes
constitutivas, i) cinética (leis de conservagdo) e iii) cinematica (descricdo do

movimento). Para o caso do modelo de Maxwell, tem-se:

i) Equagdes constitutivas:

mola: o,=E ¢,
de,

amortecedor: o, =1, 7
t

ii) Cinética (leis de conservag¢do): o =0, =0

O presente Apéndice foi escrito com base nas notas de aula do Prof. Richard A. Schapery e do Prof.
David H. Allen.
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iii) Cinematica (movimento): E=¢,+&,

Derivando a expressdo acima com relagdo ao tempo e substituindo as relagdes

constitutivas, vem:

de de deg de 1 do o
R e R R —+— (C2)
dt dt dt dt E d n,

Note que a Equagdo C.2 tem a mesma forma que a Equagdo C.1 para a, =7,",

a=E',by=0¢eb =1.

Sob as condi¢des do ensaio de creep estatico, o =o,H(t), onde o, ¢ uma

constante ¢ H(¢) ¢ a fungdo degrau unitaria.

0, para t<0
H()= (C.3)
I, para t>0

Sabendo-se que a derivada de H(¢) com relacdo ao tempo ¢ dada pela fungdo

delta de Dirac, definida abaixo, juntamente com algumas de suas propriedades:

5= (C.4)

dt
o(t—a)=0, para t#a (C.5)
Ta(t —a)dt =1 (C.6)
[1®)5-aydi = f(a) (C.7)

Das Equacoes C.2, C.4 e C.6, tem-se que:

SZI[ dH(’) GOH(t)jd %I&(z)dw?—jo(t)dt (C.8)

o
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Oy
E=—+—"1 (C.9)
E, m,
Assim, pode-se obter a fun¢do fluéncia para o modelo de Maxwell:
£ It
Dt)y=—=—+— (C.10)

Oy o T

Sob as condig¢des do ensaio de relaxacdo, & = £,H(¢), onde &, ¢ uma constante,

a Equac¢ao C.2 produz:
e =99, 9 (C.11)
E, dt 1,
49 _p e s)-Lro (C.12)
dt o
o= J{E £,0(1) —=2 }dt (C.13)
0 o
t EO t
o =E,é, j S(t)dt — =2 j odt (C.14)
0 M %

Fazendo E ¢, = 0,, e lembrando que equacdes do tipo da Equagdo C.14, onde a

variavel procurada (no caso, o) aparece dentro e fora da integral, apresentam

geralmente solugdes do tipo exponencial (KREYSZIG, 1993; LEITHOLD, 1994),

assume-se a solugdo genérica o =b-e “ + ¢, donde:

b-e +c_ao——bj ’“’dt——'[cdt (C.15)
o o %

Fazendo u = —at = du = —a - dt, vem:

e E, E, b -a F
b~e’”’+c=60——bj du—"ct=c,+-2. 2. 20t =

o —-a o n, a 0 o

E
—(70+—°- (e —e)y——c-t

o 0

E, b E, b E
be+e=0,+—2L—e L. -y
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E E
sbhee™™ +c——-2-e"“’ -0 b B

0 c-t=0 (C.16)
M, a My a 1
Para que a equagdo acima seja verdadeira, tem-se que:
E
—Le=0=c¢=0 (C.17)
o
p-E b B _1 (C.18)
ny a Ty P
E
o, =0 pie=b=0, (C.19)
1 E,

onde,

Po = %: tempo de relaxacdo.

0

Segue, portanto, que a resposta de tensdo do modelo de Maxwell para as

condi¢des do ensaio de relaxacdo ¢ dada por:

=t

o= O'Oepo (C.20)
Donde pode-se obter o médulo de relaxagao para o modelo de Maxwell:
—t
E(t)=Z =Ee" (C.21)

&y

Uma outra maneira de se resolver a Equacdo C.12 ¢ através da utilizagao da
transformada de Laplace (T.L) (APENDICE B). Aplicando a T.L na Equacgdo C.12 e

notando que E¢, = 0, , temos:

_ E, _ E, _ _
s6 =E¢,-—6=0,—-—20=>0= %o (C.22)
o Mo S+ﬂ

Mo
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Aplicando-se, agora, o inverso da transformada de Laplace (I.T.L) a equagado
acima, temos que:

=t
o = o, (C.23)

Desta forma segue, portanto, que o mddulo de relaxagdo proposto pelo modelo
de Maxwell ¢ dado por, como mostrado anteriormente (Equacao C.21):

—
Et)=Z =Ee" (C.21)
&,

0

A Figura C.2 mostra esquematicamente o comportamento da funcdo fluéncia e

do mddulo de relaxacgdo para o modelo de Maxwell.

D(t)
E(t)

tempo tempo
(a) (b)

Figura C.2: (a) Fungdo fluéncia e (b) Modulo de relaxacdo para o modelo de Maxwell

Considere agora o modelo de Maxwell submetido a condigdes harmonicas
quaisquer:
oc=0,e" (C.24)

e=¢g.e" (C.25)

Sabendo que as relagdes constitutivas para condigdes harmoénicas podem ser

escritas da seguinte forma:

oc=E*¢ (C.26)
e=D*c (C.27)
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onde,
E*=FE'+i-E": modulo complexo (complex modulus); ¢
D*=D'—i-D": fungdo fluéncia complexa (complex compliance).
E que,
E*= ! C.28
- (€28)

Assim, substituindo-se as Equagdes C.24 e C.25 na Equacdo C.2, tem-se:

iwe,e” = Lia)O'Oe"’” +L0'0e"‘” = iwe =io—+2 (C.29)
E, un E, 71,
e=Z 1! (C.30)
E, Lop,

Reescrevendo a equagdo acima na forma ¢ = D* o, vem:

D*:L(H' 1 j:>D*=L(1—#] (C.31)
E() 1op, EO /20

Donde segue que as partes real e imaginaria da funcao fluéncia complexa, para o

modelo de Maxwell, sdo dadas por:

D' = S (C.32)
E,
D" = ! (C.33)
wp,E,

Da Equagao C.28 pode-se, portanto, obter £ *:

i

I+—
o 1 _ E, _ E, v 9P _ E, £1+ i j
L T T P A P
wp, WP, ap, P,

2 .
L E¥=E 2P (1+ ’J (C.34)



Donde segue que:

E=E, 2P
I+wp,

E”:EO wlozo
1+ o p,
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(C.35)

(C.36)

A Figura C.3 mostra a dependéncia das fungdes E', E”, D' e D" com relacdo a

freqliéncia o, para o modelo de Maxwell.

El
EH

(2) (b)

Dl
DH

(©) (d)

Figura C.3: Dependéncia das componentes das fungdes E* e D* com relagdo a

freqiiéncia, @, para o modelo de Maxwell

C.2 MODELO DE VOIGT

O modelo de Voigt, mostrado na Figura C.4, se constitui da associacdo em

paralelo de uma mola e um amortecedor.
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- I,

Figura C.4: Modelo de Voigt

Considere novamente as trés equagdes seguintes:

i) Equacdes constitutivas:

mola: o,=E ¢,
de,

amortecedor: o,=1n 7
t

i) Cinética (leis de conservagdo): o =o0,+0,

iii) Cinematica (movimento): E=¢, =€

Das equagdes acima, segue que:

de
oc=Eg, +n dta (C.37)
de
oc=Ec+n — C.38
1€ T di ( )

Note que a Equagdo C.38 segue a forma geral da Equacdo C.1, para q, =1,

a=0,b=E¢eb=n.

Para o ensaio de creep estético, a Equagdo C.38 produz:

o H(t) = Eg+1, % (C.39)

dr

Integrando a equagdo acima com relacao ao tempo, vem:
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=22 [H(tdt _E [t (C.40)
% ™%
g:ﬁt—ijgdt (C.41)
m T
onde,
T, = % :  tempo de retardacio.

1

Assumindo, portanto, a solugdo £ =b-e“ + ¢, temos:

15 1
b-e-m+c=@t——jb-e-“’dz——jcdt (C.42)
771 z-l 0 z-l 0

Fazendo u = —at = du = —a - dt, vem:

_ o, 1 ¢ b 1
b-e“'+c:—°t——j—-e du——c-t=
Us o —a 5
o, b ul 1
=—1+ e ——c-t
Ui n-a 0
o b _ b 1
Sbere="Lt+ e — ——c-t (C.43)
m  Ta hn-a T

Para que a equacdo acima seja satisfeita, devemos ter as seguintes igualdades:

D oD (C.44)
771 z-l El
1
b=—" —a=— (C.45)
7,-a T,
=l O (C.46)
T,-a E|

Donde segue que:
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g=2011_¢" (C.47)

1

Donde podemos obter a fun¢@o fluéncia para o modelo de Voigt:

—t

1 T
D()=—|1-¢! C.48
(0) z (C.48)

1

Resolvendo-se agora a Equacgao C.39 através da T.L, tem-se:

Oy

o, _ _
—=FkEe+nse >e=——"—"- C.49
§ 1€ T S(E, +11,5) ( )
.-.5:“—120:»5:# (C.50)
n, s(l + s) n, - s(s + J
1 (3
Aplicando-se o I.T.L, segue que:

_t 1 _t

g=2011_¢ 0 = D(1)=—| 1-¢ i (C.51)

1 1

Para as condi¢des do ensaio de relaxacdo (& = ¢,H(t)), tem-se, a partir da

Equagdo C.38, que:

o = Ee,H(t) +1,6,0(t) (C.52)

Donde segue que modulo de relaxacdo para o modelo de Voigt ¢ dado por:

E(t) = E[H(t)+7,0()] (C.53)

E importante salientar que o termo da equacio acima que multiplica a fungdo

delta de Dirac, O(¢), representa o comportamento instantaneo (#=0) da funcdo,
enquanto que o termo multiplicado pela fun¢do degrau unitaria, H(¢), representa o

comportamento da fun¢ao no restante do dominio da mesma. A Figura C.5 apresenta a

funcao fluéncia e 0 modulo de relaxacdo para o modelo de Voigt.
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D(t)
E(t)

tempo tempo

(a) (b)

Figura C.5: (a) Funcao fluéncia e (b) Modulo de relaxacio para o modelo de Voigt

Para se obter as propriedades complexas (harmoénicas) do modelo de Voigt,
substitui-se as Equagdes C.24 e C.25 na Equacao C.38. Apds algumas manipulagdes

matematicas, chega-se a seguinte expressao:

oc=E(+ior)e (C.54)

Comparando-se a Equacao C.54 a Equacao C.26, nota-se que:

E*=FE (1+iwt) (C.55)
E'=E, (C.56)
E" = E o, (C.57)

A partir da Equagao C.55 e da Equagdo C.28, obtém-se:

D¥* = 1 — 1 N-ior, D*:ﬂ (C.58)
E(l+iwt) E(+iot) 1-ior, E(1+ ')
p-—— 1 (C.59)
E(+ o) '
T,
D'=—"" (C.60)
E(1+w’t’)

A Figura C.6 apresenta a dependéncia das fungdes E', E", D' e D" com

relacdo a freqiiéncia, @, para o modelo de Voigt.
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E'
E"

(a) (b)

Dl
DH

(©) (d)

Figura C.6: Dependéncia das componentes das fungdes E* e D* com relacdo a

freqliéncia, @, para o modelo de Voigt

A partir da Figura C.2 e da Figura C.5, respectivamente, pode-se observar que o
modulo de relaxacdo obtido do modelo de Maxwell e a fungdo fluéncia obtida do
modelo de Voigt sdo capazes de representar qualitativamente o mddulo de relaxacdo e a
funcdo fluéncia, respectivamente, observados em muitos polimeros e compostos
asfalticos, por exemplo. No entanto, tanto a fun¢do fluéncia obtida do modelo de
Maxwell como o modulo de relaxagdao obtido do modelo de Voigt ndo sdo capazes de
representar qualitativamente o comportamento observado na maioria dos materiais

viscoelasticos.

Um modelo capaz de representar ambas as propriedades viscoelasticas dos

materiais, quais sejam, E(¢) e D(t), ¢ o chamado Sélido linear padrao (Standard linear

solid), o qual sera abordado na secdo seguinte.
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C.3 SOLIDO LINEAR PADRAO

O Solido linear padrao ¢ um modelo capaz de representar adequadamente de

forma qualitativa ambas as funcdes D(¢) e E(t) observadas na maioria dos sélidos

viscoelasticos. O Solido linear padrdo se constitui da associagdo em paralelo do modelo

de Maxwell e uma mola, como mostra a Figura C.7.

Mo

o

Figura C.7: Solido linear padrao

Para o modelo acima representado, temos:

i) Equagoes constitutivas:

d d
Maxwell:  Z5M _ L doy s (Equagio C.2)
dt E, dt Mo
mola: o,=E. ¢,

onde o,, ¢ atensdo no corpo de Maxwell.
i) Cinética (leis de conservagdo): o =o0,, +0,

iif) Cinematica (movimento): E=&,=¢

m

Derivando-se a equagdo da cinética com relacao ao tempo, vem:

do _doy , 40, (C.61)
dedi o di
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Substituindo as equacdes constitutivas na equagdo acima e fazendo uso da
equagao da cinematica, vem:

do _pds L, ,pd (C.62)
a a7, di

Substituindo o, dado pela equagdo da cinética, tem-se:

do_pde 1, B g de (C.63)
dt dt p, Lo dt

i+L o= (E0+Ew)i+& £ (C.64)
dt  p, dt 0

Para o ensaio de creep estético, o = o, H(t), a equagdo acima toma a seguinte

forma:

o) _p 48, E., (C.65)

o,0(1) + .
O L

onde E,, = E,+ E, . Manipulando-se a equagdo acima, vem:
f H() E
e=—of [0050) L SO ——wg}dz (C.66)
0+ 0 Lo Po

Assumindo a solug¢do ¢ =b-e“ +c, e resolvendo a integral acima, vem:

o, . E ¢ E b E b

boe"+c=—20 4 t (e e = 2 (C67)
Evw EowbPo  EgPy  Eoupy @ Ey.py a
Para que a equacao acima seja satisfeita, devemos ter:
E .
% L€ g o= (C.68)
E0+oop0 E0+oop0 Eoo
-E, b E,

b=——"— —>Da=—""7" (C.69)

Ey,.py a Ey Py

% E, b_ o, _ g L, — o0 Py
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b= a{El —Elj (C.70)
0+o0 ©
Donde obtém-se:
o
E
© 0 0+o0
ey
b=t oL (1 1) SR )
O-O Eoo Eoo E0+oo
sy
E
- D(t) = EL+ (EL—ELJ [—gt Tor=P0 (C.73)
0+00 0 0+o0

As transformadas de Laplace também podem ser usadas para derivar-se as
fungdes viscoelasticas do Solido linear padrao. Assim, no espago de Laplace, as

equacdes constitutivas e a lei de conservagao tomam a seguinte forma:

s5=s0M+JM=JM[s+iJ:>EM=ﬂE (C.74)
E, 1, E, Po ( 1 ]
S+—
Po
c,=E.z¢ (C.75)
c=0,+0, (C.76)
Substituindo as equagdes C.74 e C.75 em C.76, segue que:
5=| 5 _,E o (Hija: |:S(E0 +Em)+&}§ (C.77)
Po Po

)

Aplicando-se o I.T.L, vem:

(i-FLJO' = {(EO +Em)i+&}g (C.78)
dt  p, dt  p,
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[LL]G:[(EM)L&} (€79
P P

onde E

0+o0

=E,+E,.

Note-se que a Equacdo C.79 ¢ idéntica a Equacdo C. 64. Para o ensaio de creep

. _ O . ~
estatico (a = —Oj , tem-se, a partir da Equacao C.77, que:
s

s+ |o, . o
s = Po _ 0+c0 " 0+ (C.80)

s| sk, +—— s+ s| s+
Po Eq,0Po Eq. oo

Operando-se o I.T.L na equacdo acima, vem:

e o]
% , Ey 0Py 4+ %0 Ey Py l—e Ey 0Py

P (C.81)
E()+oo E0+oop0 Eoo
E(D
o o o [_E pt]
e=—"L | 200 |0 T+l (C.82)
Eoo Eoo E0+oo
Donde obtém-se:
o
D([):i:L_ L_L .e EO+oopO (C83)
O-O Eoo Eoo E0+oo
1 11 [_E i ’]
D)= —— | —— [ 1=t T0sf0 (C.84)
E0+oo Eoo E0+oo

Note-se que a Equacao C.84 ¢ idéntica a Equagao C.73.
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. ~ = €& . ~
Para o ensaio de relaxagdo, & = —>. Assim, tem-se que a Equacdo C.77 assume a
s

seguinte forma:

G=|E +—" |goo=|E +—o |2 (C.85)

Aplicando o I.T.L na equagdo acima, segue que:

t

oc=EeH{t)+Ezg, e (C.86)
ot
o P
L E(t)="=E +E,-e " (C.87)
&y

Para se obter as propriedades complexas (harmonicas) do Solido linear padrao,

substitui-se as Equacdes C.24 e C.25, repetidas abaixo, na equacgdo diferencial do

modelo (Equagao C. 64).
o =0, (C.29)

=g (C.25)

Ap6s algumas manipulagdes matematicas, chega-se a seguinte expressao:

(iwp, +1)o =[(E,+E))iop, + E_ ¢ (C.88)
(iwp, +Do =[(1+iwp,)E, +ivp,E, e (C.89)
Donde segue que:
pr=C o 410k (C.90)
£ iop, +1

Da Equagdo C.28, temos que:

_ L iep+l (C.91)
E* (E,+E))iwp,+E,

D*




A partir das Equacdes C.90 e C.91, Pode-se mostrar que:

2 2
E
E!:Ew_i_a)zpoz 0
o' p, +1
Eﬂ: i)pofo
o' p, +1

1 1

1  E E

_ + 0 0+

B, E, ’
2 0+00
o | —= +1

['e]

oloee (L1
" Eoo '00 Eoo E0+oo
D" =

2
E

o’ o +1
£ Po

o0
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(C.92)

(C.93)

(C.94)

(C.95)

A Figura C.8 mostra as propriedades E(f) e D(t), enquanto a Figura C.9

apresenta as fungdes E', E", D' e D" para o Solido linear padrdo. A partir dessas

figuras, pode-se observar que o Soélido linear padrio ¢ capaz de representar

qualitativamente as propriedades de grande parte dos materiais viscoelasticos, tanto o

modulo de relaxacao de relaxa¢do, como suas respectivas fungdes complexas.

E(t)

D(t)

tempo

(a)

tempo

Figura C.8: (a) Modulo de relaxagao e (b) funcao fluéncia para o Sélido linear padrao
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EV
E"

D!
D”

(©) (d)

Figura C.9: Propriedades viscoelasticas complexas para o Solido linear padrao

Vale salientar que a Equacgdo diferencial C. 64 pode ser representada por
diferentes modelos mecanicos (dois ou mais modelos), além daquele mostrado na
Figura C.7. Considere, portanto, um so6lido viscoelastico representado por um modelo
de Voigt associado em série a uma mola (Figura C.10). O objetivo ¢ mostrar que a
equagao diferencial para o modelo proposto na Figura C.10 possui a mesma forma da

Equacao C. 64.
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E = LI

Figura C.10: Modelo de Voigt associado em série com uma mola
Para o modelo acima representado, tem-se:

i) Equagoes constitutivas:

Voigt: o, =E¢, +1, % (Equacao C.38)
t

mola: o, =E¢

m

onde o, ¢ atensdo no corpo de Voigt.
i) Cinética (leis de conservag¢do): o =0, =0,

iif) Cinemadtica (movimento): E=¢&,+¢,

Das equagdes acima, usando-se as T. L, segue:

G, = By +158, = 5 = fﬂs (C.96)
1 1
G =Ef =& =— (C.97)
EO
=2+, (C.98)

Substituindo as Equagdes C.96 e C.97 na Equagdo C.98, tem-se:
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F= a[i+ ! J _| Bt s+ Ey }7 (C.99)
E, E +ns L Ey(E, +1,5)
—+s5+—2
Etnstl |z _zo|B Mz 7 (C.100)
1
nlEO(s+] Eo[s +j
z-l z-l

{S+L(I+EJ}E:{EO(S+iJ:|E (C.101)
T] El z-l

{i+l(l+ﬂﬂo— = {E{i+iﬂg (C.102)
dt E, dt 1,

Note-se que a Equagdo C.102 torna-se idéntica a Equagdo C. 64 quando:

E,=E,,, (C.103)
E +o0
7 = _gw 2 (C.104)
L (C.105)
El Eoo E0+oo

Substituindo-se os valores acima nas Equagdes C.87 e C.73, obtém-se as

seguintes expressoes, respectivamente:

[_EH+E] t]
E(1) _ BB E, - Bk | B (C.106)
E,+E E,+E
D(t) SLINLE PR (C.107)
E, E '

0 1

Note-se que a expressao do moédulo de relaxagdo para o Solido linear padrao
(Figura C.7) (Equagdo C.87) ¢ mais simples que a Equagdo C.106. Porém, a expressao
para a funcdo fluéncia dada pela Equagcdao C.107 é mais simples do que aquela obtida

para o modelo da Figura C.7 (Equacdao C.73). Desta forma, ¢ aconselhavel se utilizar
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expressoes do tipo da Equacdao C.87 e do tipo da Equacdo C.107 para representar o
modulo de relaxacao e a funcao fluéncia, respectivamente, de solidos viscoelasticos em

geral.

No entanto, as equacdes C.87 e C.107 apresentam um dominio de variagdo de
poucas ordens de grandeza (na escala de tempo ou de freqiiéncia), enquanto os so6lidos
viscoelasticos reais geralmente apresentam um dominio de variagdo maior, como ilustra

a Figura C.11. Note-se que o eixo do tempo da Figura C.11 estd em escala logaritmica.

Desta forma, torna-se necessario que se generalize as Equagdes C.87 e C.107 de

modo que estas possam representar adequadamente as fungdes E(z) e D(¢),

respectivamente, comumente observadas nos solidos viscoelasticos reais.

45 -

40 t—=x=———

35 1

30 experimental (hipotético)

— — — So6lido linear padrao
25 1

E(t)

20 -

15 1

10 -

54 e e e e ——— =

O T T T L) 1
0,00001 0,001 0,1 10 1000 100000

tempo

Figura C.11: Comparagao do dominio de variagdo do modulo de relaxacdo do Soélido

linear padrao e de dados experimentais hipotéticos

C.4 MODELO DE MAXWELL GENERALIZADO

O modelo de Maxwell generalizado (modelo de Wiechert) ¢ o modelo

comumente usado para representar o0 modulo de relaxacdo de materiais viscoelasticos
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reais. Este modelo se constitui de uma mola associada em paralelo com N modelos de

Maxwell também associados em paralelo, como mostra a Figura C.12.

Figura C.12: Modelo de Maxwell generalizado (modelo de Wiechert)

Para o modelo acima representado, temos:

i) Equagdes constitutivas:

de, do, A
& _14do, 0 (Equagao C.2)

= 4

Maxwell:
dt E, dt

i

mola: o,=Ee¢,

onde, o; ¢ atensdo no i-ésimo corpo de Maxwell

N
ii) Cinética (leis de conservacdo): o =0, + ZO'[
i=1

iii) Cinematica (movimento):

Transformando as equagdes constitutivas e da cinética para o espaco de Laplace,

e fazendo uso da equacdo da cinematica, vem:

o. E.
se=—5+% g5 =" ¢ (C.108)
; n, ( 1 ]
S+ —
Pi
G =E.Z (C.109)
(C.110)
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Substituindo as Equagdes C.108 e C.109 na Equagao C.110, obtém-se:

sE,

( 1]

Ql
I
™

(C.111)

S+—
Pi

Sabendo-se que a Equagdo C.111 pode ser reescrita como (vide Se¢do 2.2.3):

G=Ez (C.112)

onde E ¢ a transformada de Carson do modulo de relaxacao e ¢ definido como:

~

E=sE (C.113)

Assim sendo, o modulo de relaxacdo do modelo de Maxwell generalizado pode

ser obtido a partir da Equagao C.111, fazendo:

~ = ul E. - F ul E
E=sE=E, +Y 1 o F="=,y_ 21 (C.114)
i= § i
pi p[
Aplicando o I.T. L na equacdo acima obtém-se:
vt
E()=E, +Y E-e " (C.115)
i=1
Com relagdo ao médulo complexo, sabendo que (vide APENDICE B):
E*=E(io) (C.116)
tem-se:
N .
Erog 4+ 1P (C.117)
o lop, +1

Donde, portanto:
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N ow’p’E.
E'=E,+ 2P 20 (C.118)
oo p, +1
N E.
Er=) 2P (C.119)
oo p” +1

As Equacoes C.115, e C.117 a C.119 sdo as expressdes comumente usadas em
regressoes de dados experimentais das fungdes modulo E(¢), E*(iw), E'(w) e E"(w),
respectivamente. As Equagoes C.115 e C.117 a C.119 sd@o comumente conhecidas como

séries de Prony (ou de Dirichlet) para as fungdes modulo.

Embora o Soélido linear padrao ndo seja capaz de representar quantitativamente
grande parte dos materiais viscoelasticos reais, a representagao qualitativa das Equagoes
C.115, C.118 e C.119, as quais podem representar quantitativamente esses materiais,
segue a mesma forma da Figura C.8 e da Figura C.9, respectivamente, para o Sélido

linear padrao.

C.5 MODELO DE VOIGT GENERALIZADO

Na secdo anterior, foram obtidas expressdes para as fungdes moéddulo E(¢),
E*(iw), E'(w) e E"(w) do modelo de Maxwell generalizado, porém nada se
comentou a respeito das fungdes fluéncia D(¢), D*(iw), D'(w) ¢ D"(w). Isto se deve
a impossibilidade de se obter D(¢) explicitamente em fun¢do das constantes do modelo

para um nimero N qualquer de corpos de Maxwell.

Uma forma mais simples de se obter expressdes gerais para representar as
funcdes fluéncia de materiais viscoelasticos reais ¢ através do modelo de Voigt
generalizado (modelo de Kelvin). Este modelo consiste de um modelo de Maxwell
associado em série com N corpos de Voigt também associados em série, como mostrado
na Figura C.13. Note-se que a representagdo da Figura C.13 produz fluxo viscoso
ilimitado associado ao amortecedor do modelo de Maxwell e, portanto, representa o
comportamento de fluidos viscoeldsticos. No entanto, para que o modelo seja capaz de

representar o comportamento de sélidos viscoelasticos, basta fazer 7, — .
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Figura C.13: Modelo de Voigt generalizado (modelo de Kelvin)

Para o modelo de Voigt generalizado, tem-se:

i) Equagoes constitutivas:

o,=E¢g +n, % (Equacdo C.38)
t

Voigt:
mola: o, =Eg¢,
de,
amortecedor: o,=1, 7
t

onde o, ¢ a tensdo no i-ésimo corpo de Voigt
ii) Cinética (leis de conservacao):

N
iif) Cinematica (movimento): E=¢,te, + Zei
i=1

Transformando as equagdes constitutivas e da cinematica para o espago de

Laplace, e fazendo uso da equagdo da cinética, vem:

G=EZ +ns¢ =& =—"0 (C.120)
ni[s+J
z-i
_ . _ 7
oc=E¢, =>¢, =— (C.121)
EO
g (C.122)



186

N
E=E,+E,+) (C.123)
i=1

Substituindo as Equagdes C.120, C.121 e C.122 na Equagao C.123, obtém-se:

_ 1 1 i 1 _

g=|—+ +> o] (C.124)

E, sn, ‘I ( lj

nls+—

Ti

A partir da Equagao C.112, tem-se que:
_ 1 - - ~_

8=EO':>8=DO' (C.125)

onde D ¢ a transformada de Carson da fungao fluéncia e ¢ definida como:

~

D=sD (C.126)

Assim sendo, a funcdo fluéncia do modelo de Voigt generalizado pode ser

obtido a partir da Equacao C.124, fazendo:

|
_ y /
D=L, 12+Z ’711 (C.127)

Aplicando o I.T.L na equacao acima obtém-se:

t

N
D()=D,+—+>'D[1-¢ (C.128)

0 i=1

1

onde, D. :i
E
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Para solidos viscoelasticos (77, — «), a Equacdo C.128 assume a seguinte

forma:

t

. _
D(t)=D,+Y.D|1-¢ © (C.129)

i=1

Analogamente a Equagdo C.116:

D* = D(iw) (C.130)
N
D*=D, + 1 + D, (C.131)
niw ‘Tiot, +1
Donde, portanto:
al D.
D'=Dy+Y ——— (C.132)
aor +1
N
D.
pro_! T Yt (C.133)
nma) i=1 Ti +1

As Equacoes C.128, e C.131 a C.133 sdo as expressdes comumente usadas em
regressoes de dados experimentais das funcdes fluéncia D(¢), D*(iw), D'(w) ¢ D"(w),
respectivamente. A representacdo qualitativa das fun¢des D(¢), D'(w) e D"(w) segue a
mesma forma da Figura C.8 e da Figura C.9, respectivamente, para o Solido linear
padrdo. As Equagdes C.129 e C.131 a C.133 sdo comumente conhecidas como séries de

Prony (ou de Dirichlet) para as fungdes fluéncia.

C.6 RELACOES ENTRE OS MODELOS DE MAXWELL E DE VOIGT
GENERALIZADOS

Foi mostrado anteriormente que o Solido linear padrio (Figura C.7) ¢
equivalente ao modelo da Figura C.10 (modelo de Voigt associado em série com uma
mola), pois existem relagdes entre as constantes dos modelos para as quais as
respectivas equagdes diferenciais tornam-se idénticas. Notando-se que o modelo de

Maxwell generalizado ¢ o modelo de Voigt generalizado sdo, respectivamente,
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generalizagdes do Soélido linear padrdao e do modelo da Figura C.10, pode-se concluir

que os modelos generalizados também devem ser equivalentes, e de fato sdo.

Algumas relagdes entre os coeficientes desses modelos podem ser encontradas a

partir da seguinte Equagao (vide Equagdes C.112 e C.125):

~ 1 1 & p 1
D===D+—+) ——= - Vs (C.134)
E n.s l-:ISTi-i‘l E +z EjS
=
]—ls_i_i
Pi

Considerando-se os solidos viscoelasticos (£, >0 e 77, — o), tem-se:

Paras — 0:

N
%+ZQ=%cDma@:Q (C.135)
i=1

o0

ou seja, o inverso do modulo para t — oo ¢ igual a fungdo fluéncia para t — .

Para s — oo:

1 M

0 J=1
ou seja, o inverso do modulo para ¢ = 0 ¢ igual a fungao fluéncia para ¢t =0.

Substituindo-se a Equagdo C.135 em C.129, obtém-se:

t

D@:Q—iaeﬁ (C.137)

i=1

Note-se que a equagdo acima apresenta a forma da Equagdo C.115 para E(¢), e

também pode ser usada em regressdes da funcdo fluéncia de materiais viscoelasticos

reais.
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Considerando-se os fluidos viscoelasticos (£, = 0), tem-se:

Paras — 0:
Dy +——+ = . = pE =, C.138
o ,Zl“sriﬂ i E, T ;PJ j ;77, (C.138)
— 1
I=lg +—
Pj
Para s — oo:
1 M
— =) E =E(t=0)=E, (C.139)
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