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RESUMO

O objetivo deste trabalho € gerar varidveis aleatérias discretas com distribuicdo em lei de
poténcia motivados pelo fato de muitos fendmenos da natureza seguirem essa distribui¢do. Para
alcancarmos tal objetivo, necessitamos entender o método da inversdo que usaremos para mapear
a distribuicao binomial na distribuicao lei de poténcia. Como aplicacdo iremos usar a distribui¢cdo

gerada por este método para ser usada como distribuicao de conectividade em redes complexas.

Palavras-chave: Leis de poténcia. grafos. network science. distribuicio de grau.



ABSTRACT

The aim of this work is to generate discrete random variables with power law distribution.
Motivated by the fact that a lot of natural phenomena are characterized by this distriution. To
reach this task we must understand the inversion method that we are going to use to map the
binomial distibution into power law distribution. As an application we will use the distribution

we generated following this method to be used as a connectivity distribution on network science.

Keywords: Power law. graphs. network science. degree distribution.
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1 INTRODUCAO
1.1 Introducao

O foco dessa monografia é gerar varidveis aleatdrias discretas com distribui¢do em lei
de poténcia. Para tal precisaremos entender conceitos que sao fundamentais para o entendimento
desse método.

Como uma aplicag@o iremos fazer um paralelo com redes complexas usando a
distribui¢do que geramos apartir do nosso método.

A monografia foi organizada em secdes que discutem os conceitos necessarios para
entendermos o método da inversdo. Cada secdo foi planejada para ser indenpendente uma da
outra, ou seja, ndo € necessdrio ler o texto por completo, podemos ir direto as secdes que o leitor
possui maior interesse.

Fizemos uma breve discussdo do conceito de transi¢do de fase que ocorre em modelos
de redes complexas. Para um entendimento mais didédtico escolhi expOr esse conceito através de

dois experimentos.

1.2 Introducao a Erdos-Renyi

Grafos aleatorios foram a primeira vez introduzidos por Paul Erdés e Alfred Rényi
[1], dois matemadticos Hingaros em 1959, e de maneira independente, no mesmo ano, Edgar
Gilbert também cria seu modelo. O Edgar Gilbert era americano e trabalhou nos Laboratérios
Bell [2].

Ambos os modelos sao semelhantes e hoje os conhecemos por modelo Erdés-Rényi
de grafos aleatérios. Um grafo € um conjunto de pontos (nds) e ligacdes definidos em um espago
de probabilidades. As diferencgas entre os modelos sdo simples. O primeiro modelo G(n,M), onde
n sdo o nimero de pontos (nds) e M € o numero de ligacdes, simplesmente toma um grafo com n
pontos e M liga¢des. Em G(n,p), o modelo de Gilbert, a situacio € a seguinte, cada configuracao
estd inserida no espaco de probabilidades de todas as configuracdes possiveis de pontos (nds) e
ligacdes equiprovaveis. Atribuimos uma probabilidade entre O e 1 de uma dessas configuracdes
serem selecionadas. Em G(n,M) a distribui¢do de ligagdes segue a distribui¢do binomial, pois a
Unica coisa que precisamos fazer é combinar essas ligacdes em seus respectivos pontos, enquanto

em G(n,p) segue a distribuicdo de Poisson para n — 0. Um exemplo que representaria essa
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diferenca seria, a probabilidade que G € G(n,p) tenha um ndmero par de ligacdes € um nimero
entre 0 e 1, enquanto que a mesma probabilidade em G(n,M) é exatamente O ou 1.

O numero de ligacdes esperados em G(n,p) é (g) p, entdo G(n,p) se comporta de
maneira semelhante a G(n,M) quando M = () p e n — co.

Em todos os exemplos que trataremos nesta monografia a presenga ou a auséncia de
uma ligacdo entre dois vértices € independente da auséncia ou da presenca de qualquer outra
ligacdo, de tal forma que cada ligacdo deve ser considerada independente com probabilidade p.

Vamos supor que existam N pontos em um determiado grafo, e cada um deles
esta conectado por uma média A, entdo sabemos que p = ﬁ, que para N grande podemos
aproximar por A /N. O nimero de liga¢des de um ponto ou né qualquer é chamado de grau e

denotaremos por k com sua distribuicao de probabilidade dada por

N k) Ake?
pk=<k>p"(1—p>w = (1.0

k!

Lembrando que a udltima igualdade s6 é valida para o limite de N grande. Esta
distribuicdo € a conhecida distribui¢do de Poisson. A partir de agora iremos tratar de grafos ou

redes que possuem esse tipo de distribui¢do. [3].



15
2 TRANSICAO DE FASE EM ERDGS-RENYI

Comecaremos explicando o processo de transi¢ao de fase com dois experimentos. A

seguir temos uma explicacdo detalhada desses dois experimentos.

2.1 Material Experimento 1

1. Prato
2. Agua
3. Pimenta do reino

4. Detergente

2.2 Experimento 1:

Pegue um prato de fundo branco. Deposite neste mesmo prato uma certa quantidade
de dgua de tal forma que metade do volume do prato se preencha. Agora deposite sobre a
superficie da 4gua pimenta em p0; de preferéncia pimenta do reino, para contrastar com o fundo
branco do prato. Povilhe pimenta até que as particulas de pimenta se depositem uniformemente
sobre a superficie da 4gua. O prato € circular, entdo pingue uma gota de sabdo no centro do prato.
Todo o cluster de pimenta se quebrard em pedacos.

A 4gua € um complexo de moléculas que sao mantidas juntas por atragdes do tipo
forcas de van der Waals ou por pontes de hidrogénio. O dtomo de oxigénio € mais eletronegativo
do que o atomo de hidrogénio, ou seja, o nicleo do oxigénio atrai os elétrons envolvidos na
ligacdo O — H mais fortemente que o nucleo de hidrogénio.

Essa propriedade € decisiva na polaridade da molécula da dgua. Pois os elétrons
do Oxigénio estdo mais proximos do nucleo do que os elétrons dos atomos de Hidrogénio.
A molécula da dgua é uma molécula polar, sendo o seu pélo negativo o Oxigénio e os pélos
positivos os Hidrogénios. Sendo a 4gua um composto polar, os pélos positivos atraem os pdlos
negativos via interacdo coumlobiana. Essa ligacdo entre o Oxigénio e os Hidrogénios tem nome,
ponte de hidrogénio, e o ocorrem entre dtomos de Nitrogénio(H;), Oxigénio(O,), Flior(F) ou
Nitrogénio(N;).

O detergente € considerado um sabao mole. Devido ao fato de possuir um dtomo de
Potassio(K) ligado a uma cadeia de gordura. O sabdo é um sal de dcido carboxilico (R —COOH).

Aqui também o Oxigénio € responsdvel por manter a molécula do sabao polar.
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Perceba, o que temos é uma mistura de duas moléculas i6nicas. Essa diferenca
de concentragdo € altamente instdvel e o composto tende a se estabilzar muito rapidamente.
Essa diferencga na solubilidade da 4gua causada pela presenca do sabdo afeta, inclusive a tensdao
superficial, dai o motivo do sabao ser considerado um sulfactante(tensioativo).

O que acabamos de descrever € um processo de transi¢ao de fase onde o componente
gigante (de pimenta, do reino) se desintegra deixando apenas componentes isoladas. Tudo isso
s0 € possivel devido ao fato de a 4gua ser uma molécula de Van der Waals que € um complexo
fracamente ligado de 4tomos ou moléculas mantidas juntas por atracdes tais como Van der Waals
ou por pontes de hidrogénio € claro, o peso da pimenta nao € suficiente para romper essa forca.
O sab@o € um surfactante ou melhor, um tensioativo ( C1oHrsCsH4SO3Na) que possui uma longa
cadeia de hidrogénio e carbono possuindo no fim dessa cadeia um sal. Quando a gota de sabao
se mistura com a d4gua aumentamos a concentracdo de um dos fons que formam o precipitado, a
concentragdo do outro deve diminuir, para que o produto de solubilidade permaneca constante.
Esse efeito permite diminuir a solubilidade de muitos precipitados reduzindo a tensdo superficial
da 4gua deixando a pimenta baixar.

A seguir temos uma representacio de uma cluster formado por moléculas de dgua

Figura 1 — Estrutura calculada de um cluster de 4gua H,O com estrutura icosaédrica.

Fonte: Wikipédia.
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2.3 Experimento 2:

Material Experimento 2

1. Bombril (La de ago)

2. Fonte de calor (isqueiro, bateria 9V)

Experimento 2: Pegue um pedago de bombril(1a de aco). Abra toda a folha da 1a de
aco. Perceba que o que vocé tem em maos é um emaranhado de fios da espessura do seu cabelo.
Com uma tesoura corte um pedaco na forma de um quadrado de 5 cm de lado. Com uma fonte
de calor acenda o centro ou uma das extremidades. Essa energia térmica na forma de calor se
propagaré na cor laranja e uma reacio em cadeia se sucederd. Se a 12 de ago estiver com os fios
separados o suficiente para o Oxigénio preencher todo o quadrado, essa energia vai percolar, no
sentido que atravessard toda a rede de 13 de aco, de uma extremidade a outra. O que estamos
fazendo € transformando Ferro (2Fe) mais Oxigénio (O,) em 6xido de Ferro (2Fe;03). Tudo
isso s6 € possivel devido a forma da 1a de aco. Os fios serem bem finos permitem toda a bucha
ser preenchida por Oxigénio e quando ha faisca esse Oxigénio alimenta a combustdo. Depois
de queimada a 12 de aco aumenta de massa, devido ao Ferro de baixo teor de Carbono formado

como resultado da queima do aco com Oxigénio [4].

Figura 2 — Reacdo de combustdo da 1a de aco.

Fonte: Wikipédia.

O que acabei de descrever foram dois processos de transicao de fase, onde a principal
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caracteristica sdo as duas fases que os sistemas possuem antes e depois da transicdo. No
modelo de Erdds-Rényi um processo semelhante acontece. Comegamos com n pontos que
estdo inicialmente isolados. Entdo, come¢amos a adicionar a esses pontos ligagdes, tomando
quaisquer dois deles e os ligando. Dizemos que dois pontos estdo no mesmo componente(cluster)
se existe uma caminho de ligagdes conectando todos esses pontos(path). Iremos definir o
numero de ligagdes no componente gigante por C. Obviamente, se adicionarmos mais ligacoes
a esse componente ele crescerd a tal ponto que todos os pontos (nds) serdo partes de um
unico componente gigante. O que Paul Erdds provou em seu paper de 1960 € que existe uma
probabilidade critica p. onde o componente gigante aparece. Se np < 1 a ordem do tamanho
do maior componente nesse regime nio excederd um tamanho maior que O(log(n)). Em
contrapartida se np = 1, entdo um grafo terd quase que certamente um componente gigante
cujo o tamanho serd da ordem de n?3e por fim, se np > 1, entdo o sistema terd certamente um
unico componente gigante contendo uma fra¢ao positiva dos pontos (nds) do sistema. Perceba
que o processo de formagdao do componente gigante em Erdds-Rényi € de fato um processo de
transicao de fase e digo além, um processo de transicao de fase de segunda ordem, continuo.

Agora faremos uma extensao desse modelo [5][6].

2.4 Modelo de configuracao

Como definido anteriormente o grau de um ponto (nd) em uma rede € o nimero de
ligacGes incidentes (i.e., conectados) a este ponto(nd). Seja py a fracdo de pontos na network que
tem grau k. De maneira equivalente poderiamos definir p; como sendo a probalilidade de um né
ser escolhido uniformemente aleatério e tal n6 tenha o grau k. Nos modelos de grafos aleatdrios
estudados por Erdos e Rényi, cada ligacdo estd presente ou ausente com iqual probabilidade, e
portanto a distribuicao de grau desses modelos segue a binomial ou a distribuicao de Poisson no
limite n — oo. As redes reais apresentam um comportamento diferente dos grafos aleatérios no
que diz respeito a distribuicao de grau dessas redes. Por exemplo, a internet ou WWW € muito
mais densa. Os nés possuem em média um nimero de ligacdes maior do que os nés em Erdds e

Rényi [S][6].
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2.5 Grafos aleatorios livre de escala

Um grafo livre de escala é um grafo tendo uma certa distribuicdo de grau como

definido anteriormente. De maneira mais precisa a probabilidade que um né tenha k ligacoes
P.=ckV.k=mm+1,...K, (2.1)

onde ¢ ~ (y— 1)m?~! é um fator de normalizagio, m e K sdo respectivamente os cuttoffs

superiores e inferiores da distribuicao [5][6].
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3 METODO DA INVERSAO

Nesta secao iremos discutir os conceitos de varidvel aleatoria, funcao distibuicao,
funcdo distribuicdo binomial e lei de poténcia. Com esses conceitos bem fundamentados
introduciremos o método da transformacdo inversa que € no final das contas tema principal deste

trabalho.

3.1 Variaveis Aleatorias Discretas

Uma varidvel aleatdria discreta é uma varidvel aleatéria tomando somente valores
inteiros ndo-negativos. Na teoria da probabilidade, uma varidvel aleatéria discreta é uma varidvel
aleatoria que toma valores com probabilidade 1 em um conjunto contdvel de pontos dado.
Contanto que haja uma correspondéncia um a um ou uma bijecao entre os conjuntos contaveis e
os inteiros ndo negativos[1].

A distribui¢do de uma varidvel aleatdria discreta X é determinada pelo vetor probabi-

lidade pg, p1,...:

P(X=i)=p;i(i=0,1,2,..). 3.1)

3.2 Variavel Aleatoria Continua

Na teoria da probabilidade uma varidvel aleatéria é entendida como uma fungao
medida definida em uma espacgo de probabilidade cujo os resultados sdo tipicamente nimeros

reais. Uma varidvel aleatdria € tipicamente representada por X.

3.3 Funcao Distribuicio Acumulada

No contexto de teoria da probabilidade e estatistica, a fun¢do distribuicdo acumulada
(FDA) de uma variével real aleatéria X, medida em x, € a probabilidade que X tomard um valor
menor ou igual x.

Se X € uma varidvel aleatéria puramente discreta, entdo teremos x,xp,... com

probabilidade p; = P(x;), e a FDA serd discontinua nos pontos x;:

Fx(x)=P(X<x)=) P(X=x)= ) p(x) (32)

X <x X <x
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Se a funcdo distribuicdo acumulada de uma varidvel aleatdria € continua, entdo existe a funcao

fx(x) tal que
Fe(b) — Fx(a) = Pla< X <b) = /  fe () (3.3)

para todo nimero real a e b. A funcdo fy € igual a derivada de Fx almost everywhere, € é

chamada a funcao densidade de probabilidade da distribuicao de X.

3.4 Distribuicdo Binomial

A distribui¢ao binomial pode ser pensada simplesmente como a probabilidade de
sucesso ou fracasso num experimento que € repetido um nimero grande de vezes. A distribui¢do
binomial é um tipo de distribui¢do associada a eventos que possuem dois possiveis resultados de
onde vem o prefixo bi. Como exemplo podemos citar o langamento de uma moeda e seus dois
possiveis resultados, a saber cara ou coroa. Se jogarmos a moeda um nimero muito grande de
vezes, a distribuicao dos possiveis resultados serd uma distribuicao binomial.

A férmula da distribui¢do binomial pode ser escrita na forma

n!

B(x;n,P) = (Z) pqT = g (3.4)

xl(n—x)!
onde:

B - probabilidade binomail

x - total de eventos com sucesso

P - probabilidade de um sucesso em uma Unica tentativa

n - nimero de tentativas

Aqui temos que ressaltar o fato de p ser a probabilidade de obter sucesso e g a
probabilidade de fracasso com p+¢g = 1.

No contexto de redes, podemos interpretar o fato de um né estd conectado a outro né
como uma probabilidade de sucesso ou fracasso e entendermos a distribui¢do de conectividade
como uma distribui¢cdo Binomial. Onde a probabilidade de cada né esta ligado a outro n6 é

identicamente independentemente distribuida (i.i.d.) refletindo o fatode p+¢g = 1.

3.5 Distribuicao Lei de Poténcia

O objetivo dessa secdo é expor o conceito de lei de poténcia dentro do contexto de

redes complexas motivados pelo trabalho (power law parets...). Dentro do contexto de redes
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complexas, seja uma rede onde a distribui¢do de conectividade segue uma distribuicio tipo lei de
poténcia. Nesse caso o que teremos € um grande nimeros de nés com uma conectividade média
baixa e uma pequena quantidade de pontos com a conectividade média alta. Sendo a distribuicao
altamente right-skewed, no sentido que a grande maioria dos nés possuem conectividade média
baixa e uma pequena minoria com conectividade média alta.

Fagcamos a seguinte observacdo (Auerbach [1]). Seja p(x)dx a fragdo de nés com

conectividade entre x e x4 dx. Se o histograma desses nds € uma linha reta na escala log — log,

entdo Inp(x) = —alnx+c, onde o e ¢ sdo constantes. Tomando a exponencial de ambos 0s
lados,
plx)=Cx77, (3.5)

com C = exp(c).

A distribuicao na forma acima € dita lei de poténcia e a constante y é chamada o
expoente da lei de poténcia.

Distribugdo tipo lei de poténcia ocorrem em muitos fendmenos na natureza. Além
da distribui¢do de conectividade em redes complexas, as crateras na lua(4), labaredas solares(3),
o nimero de artigos que os cientistas escrevem(10), nimero de citacdes recebidos por paper(11),
o numero de acessos recebidos numa pagina na internet(12) e a lista continua mostrando muitos
exemplos de fendmenos que ocorrem sob a forma dessa distribuicao.

A seguir temos dois exemplos com dados gerados a partir de um programa que
criamos. Na primeira figura o que temos é simplesmente um histograma do nimero de acertos

ou ligacdes médias e no segundo o que temos o mesmo histograma na escala log — log.
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Figura 3 — Exemplo de um histogram da distribui¢ao dos acertos de um experimento tipo lei de
poténcia. No contexto de redes complexas o histogram da conectividade média.
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1000 2000 3000

Fonte: Fonte autoral.
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Figura 4 — Exemplo de um plot feito na escala log — log mostrando a linearidade da funcao

distribuicdo nesta escala.
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Fonte: Fonte autoral.

3.6 O método da Inversao

No método da inversio, nds geramos uma varidvel aleatéria uniforme U em [0, 1] e
obtemos X através de uma transformac¢do monotonica de U que € da forma P(X = i) = p;. Se
no6s definimos X por
FX-1)=Y p<U<Y pi=F(X) (3.6)

i<X i<X
entdo P(X = i) = F (i) — F(i— 1) = p;. Este procedimento é comparavel ao método da inversdo
para variaveis continuas [10].

Exemplo: Seja i uma varidvel aleatoria discreta da forma
i=|NxR%| (3.7)

onde ¢ € um nuimero real positivo (R*), N uma constante e R um nimero aleatdrio real (R) em
[0,1]. E preciso notar que o caso & = 1.0 é 0 modelo Erdos and Rényi. Perceba que |N x R*| =

. L . 1
maior inteiro < N x R%. Se i < NXR* <i+1 ou (ziv) “* <R< (%) *, podemos escrever a
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probabilidade p; de obter sucesso no evento i da forma

C(i+1\e (i@
()

Podemos escrever o primeiro termo da seguinte forma

()= - (')

L
Expandindo (%) * em série de Taylor

i+1\a /i 11
() (Y (1) "

Ou seja, para i grande o suficiente

SIE

Ad-a
1«

-
0N«

D~ (3.11)

Cada IT; é uma elemento que compde o vetor problabilidade P(X = i) = p;. Para i > 1 podemos

tratar como uma distribui¢do continua. Note que p; = ‘il—f.

Entdo a probabilidade de selecionar um ponto (nd) k; € aproximadamente
ki:p,’XM (3.12)

onde M é o nimero todal de ligagdes dessa rede. E preciso notar que, para o > 1 em média, ;
decresce quando i cresce.

O que precisamos fazer agora é encontrar a distribui¢do de probabilidade de k ou
P, (k) a partir da distribui¢do dos i's. Tratando k e i como varidveis continuas e notando que

existe 0 mapeamento de uma distribuicdo na outra, podemos escrever
Pi(k)dk = P;(i)di (3.13)
Devido ao fato de 1 <i < N+ 1 e todos os P/s serem igualmente provaveis
N+1
/ P(i)di=1 (3.14)
1

de maneira que

1
Pik) = . (3.15)
Logo,
Pu(k) IQ@L (3.16)
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Lembrando que

-

Mi o
k(i) =~ (3.17)

ON«
Invertendo i

aNwk ra
| — ) 3.18
Derivando i em relagcdo a k
d(l o % 1 o 201
(= Nia ka1 3.19
(k) <M) l-—a St
Finalmente,

o 1
N\ T-¢ qT-« 201

P(k)=( — ke 3.20
0= (5) T 3.20

que € a tdo esperada distribuic@o de probabilidade para os eventos k;.
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Contruimos um programa em C + + que mapeada as distribui¢cdes analiticamente

resolvendo as integrais. Em um outro programa geramos dados apartir de um gerador de nimeros

aleatdrios e testamos esses dados numericamente. A seguir plotamos as distribui¢cdes obtidas

comparando os resultados nimerico e anilitco para uma rede com 10° pontos e & = 5.0.

Figura 5 — Fungio distribuicdo de conectividade para uma rede com tamanho 10° nds e conecti-

vidade < k >=10e o = 5.0.
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A \\
“ N\
= \\ 3
C N\ .
0,0001 —
16'06 1 1 11111 I 1 1 1 1111 I 1 1 11111
1 100 10000 le+06
k

Fonte: elaborado pelo autor (2019).




28

Figura 6 — Fungio distribuicdo de conectividade para uma rede com tamanho 10° nds e conecti-

vidade < k >=10e o = 3.0.
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Fonte: elaborado pelo autor (2019).
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Figura 7 — Fungio distribuicdo de conectividade para uma rede com tamanho 10° nds e conecti-

vidade < k >=10e o =2.0.
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Fonte: elaborado pelo autor (2019).
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Construimos um programa em C + + que gera nimeros aleatérios. A partir dessas
sequéncia contamos o nimero de sucessos em nosso experimento e achamos a funcao distribui¢do
para esses dados. Com a funcao distribuicdo em maos, lancamos mao do método da inversao
para conseguirmos a distribuicao acumulada. No método da inversdao escolhemos como fungdo
alvo a distribui¢do em forma de lei poténcia pelo fato de tal distribui¢ao aparacer em diversos
fendmenos da natureza como exemplificado anteriormente.

Como perspectivas futuras podemos utilizar o nosso método para gerar distribui¢des
genuinamente na forma de lei de poténcia para testar dados experimentais e estudar o surgimento
do componente gigante para caracterizar esse processo de transi¢do de fase.

Além de podermos usar nossos dados para alimentar a miquina e com algum algo-
ritmo de aprendizagem de mdquina podermos caracterizar e elucidar o comportamento de redes

complexas.
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APENDICE A - A CONEXAO ENTRE AS DISTRIBUICOES DE POISSON E
BINOMIAL

A distribuicao de Poisson € de fato o caso limite da distribuicdo Binomial, quando o
nimero de tentativas n cresce muito e p, a probabilidade de sucesso, € pequena.
Considere a probabilidade de obtermos sucesso em um evento k em »n tentativas.

Definido da forma a baixo.

n _
P(k) = (k) prg"* (A1)
Denotaremos o valor esperado da distribui¢do binomial, np, por A. Note que p = % desde que
q= 1— p>
A
g=1—— (A.2)
n

Agora podemos usar isso para escrever P(k) em termos de A, n e k, temos

= () (2)”

Abrindo o bindmio de Newton tomado k vezes

n—k
P(k):n(n—l)(n—Z)...(n—k—i—l) Lk(l—&) (Ad)

k! nk n
Note que existem exatamente k fatores no denominador da primeira fracdo. Vamos trocar
de posicio os denominadores da primeira e da segunda fragio, separando os n* por todos os

elementos do numerador da primeira fracdo.

n n—1 n—k+1 Ak A\ K
Pk)=—- RRASEN I I A5
(k) n o n n k! ( n) (A.3)
Agora vamos separar o ultimo fator em dois pedacos
—1 n—k+1 2k A\" A\ F
0 P S it S (UL By (P (A.6)
n n n k! n n
Tomando o limite n — « e mantendo k € A fixos, as primeiras k fracdes tenderdo a 1, assim
como o ultimo termo. O segundo termo € um limite conhecido da exponencial, e‘l, 0S outros
termos permanecem inalterados, pois eles ndo dependem de n. De tal forma que
—-A3k
) e ‘A
nh_r;;P(k) = T (A.7)

Como queriamos demonstrar.
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