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RESUMO

Neste trabalho obtemos uma estimativa e a regularidade do gradiente para solucoes de
desigualdades diferenciais totalmente nao lineares com coeficientes nao limitados e com
crescimento quadratico no gradiente. O dado de fronteira prescrito 6 C1P™ e solucoes
sao entendidas no ambito de solugoes no sentido da viscosidade. Mais especificamente,
o coeficiente do termo de transporte e o segundo membro pertencem a L? com ¢ > n.
Mostramos que u é de classe C! ao longo da fronteira com certo médulo de continuidade e
estimativas. Nossos resultados estendem as estimativas notaveis e pioneiras no tema obti-
das por N. Krylov (1983), O. Ladyzhenskaya e N. Ural'tseva (1989). Por fim, mostramos
que nossos resultados sao essencialmente 6timos, uma vez que solugoes com o segundo

membro em L™ nao sao sequer Lipschitz continuas em pequenas vizinhancas da fronteira.

Palavras-chave: EDP’s elipticas. Dini continuidade. Solugoes no sentido da viscosidade.

Estimativas de fronteira do gradiente. Regularidade de fronteira do gradiente.



ABSTRACT

In this work we obtain an estimate and a regularity of the gradient for solutions to fully
nonlinear differential inequalities with unbounded coefficients and quadratic growth on

the gradient. The boundary data is C1-P

and solutions are understood in the viscosity
sense. More specifically, the drift term and the RHS are in L? with ¢ > n. We prove that
u € C' on the flat boundary with some modulus of continuity with the estimates. Our
results can be seen as extended versions of remarkble estimates obtained by N. Krylov
(1983) and O. Ladyzhenskaya and N. Ural’'tseva (1989). Finally, we also show that in the
case RHS is in L™ the result does not hold and solutions may fail to be even Lipschitz on

a neighborhood of the boundary wich means that, in the RHS sense, this theorem is sharp.

Keywords: Elliptic PDE’s. Dini continuity. Viscosity Solutions. Boundary gradient

estimates. Boundary gradient regularity .
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1 INTRODUCAO

Nesta tese, estenderemos um dos teoremas mais conhecidos de N. Krylov, o
qual foi provado nos anos 80 no contexto de pesquisa por uma estimativa C?, que era
um ponto que faltava para resolver um problema relevante para a época para equacao do

Monge—Ampere com condicgoes de Dirichlet:

Det(D*u) = W(z,u,Vu) em
U = ¢ em ON.

A fim de especificarmos qual dos teoremas de Krylov vamos estender, apresentamos o
mesmo abaixo:

Teorema 1.1 (Krylov, KRYLOV| (1983)). Seja u € W*"™(B )N C’O(EEO) uma solugao
forte de Lu = Trace(A(x)D?u) = f em Bf; e u=0 em By, = 0B} N{x, =0} onde A
¢ uma ()\,A)H—matriz uniformemente eliptica de ordem n e f € LM(BEO). Entao, para

todo r < Ry, temos

U r\" u
e (2) <o) (o () 1o .

onde a € (0,1) e C > 0 sdo constantes universais dependendo apenas de n, A, A.
E possivel provar que a estimativa acima na verdade implica na existéncia do
gradiente classico E| da solugao na fronteira B, e que o gradiente é Holder continuo na

mesma. Tem-se ainda que vale a seguinte estimativa:

, r\“ u
|Vu<x,o>|so(§0) ( (E)+||f||m3,go>>- @)

O teorema é o Teorema 9.31 em |GILBARG| (2001)P] O resultado do Krylov é,
de fato, impressionante! Sabemos, da teoria de Krylov-Safonov em KRYLOV e SAFO-
NOV/| (1979, 1980) e SAFONOV| (1988)) que solugdes de equagoes uniformemente elipticas
com coeficientes mensuraveis sao, no maximo, Holder continuas dentro do dominio e entao
o gradiente cldssico pode nem existir no interior. O teorema do Krylov se conforma com
a observacao de que solugoes de equagoes do tipo nao divergente tendem a se comportar

melhor na fronteira.

sso significa que A é uma matriz simétrica de ordem n tal que A\|¢[? < (A(x)E,€) < A|E]? Va €
Bf, V¢ eR™

2De fato, o resultado do Krylov implica na existéncia da derivada normal u,, ao longo de B desde
que o gradiente tangencial zera em Bj.

3Para uma apresentacio diferente que melhor se adapte aos nossos propésitos, referenciamos o Teorema

abaixo.
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Além do Teorema de Krylov, destacamos um teorema importante, também
provado na década de 80 por O. Ladyzhenskaya e N. Ural‘tseva. Tal teorema foi provado
em uma generalidade maior que o anterior, pois, além de ter sido provado para inequagoes
diferenciais, hd um coeficiente do termo gradiente ao quadrado, além do dominio consi-

derado ser o grafico de uma funcao W24:

Teorema 1.2 (O. Ladyzhenskaya-N. Ural‘tseva 89°). Seja u € W2*(B{") solugdo de:
| Tr(A(z)D*u)| < (2)|Vul + p|Vul® + f em Bf

onde A é uniformemente eliptica e limitada, v, f € LY(B1),q > n.

u r\“
e (5n) (7))
onde C'=C(n, A, A, HVHLq(Bf)a HfHL‘I(Bi")J p) > 0.

Ao longo dos tltimos 15 anos, muitas extensoes desta teoria para EDP’s
elipticas totalmente nao lineares foram publicadas, algumas destas no sentido de conside-
rar os segundos membros com diferentes regularidades, coeficientes apenas mensuraveis
ou nao-limitados nas equacoes de estrutura dos operadores de Pucci. Alguns destes re-
sultados consideraram ainda o crescimento quadratico no gradiente, como (KOIKE e
SWIECH (2012); KOIKE e A. (2009, 2007); KOIKE e Al (2009); KOIKE e NAKAGAWA
(2009); KOIKE e SWIECH| (2004)); SIRAKOV/| (2010); NORNBERG] (2018a)). Além
disso, mais recententemente uma extensao de estimativas C'1® interiores e até a fronteira
para esta teoria foi publicada considerando também o crescimento quadratico no gradi-
ente(NORNBERG] (20184))). Neste trabalho, apresentamos uma extensao do teorema [L.1]
para solugoes L™ no sentido da viscosidade, as quais sao continuas e limitadas, satisfazendo

as inequacoes abaixo nas quais o dado de fronteira ¢ pontualmente C1-P":

MEA(D*u) + ()| Vul + o Vul + o(z)u > —|f] in By (3)
M (D) = y(2)|Vul = o Vul* + o(z)u < |f] in Bf (4)
u = ¢ on Bi. (5)

Aqui, 0 <y € LI(Q) eo, f € LYN) com ¢ >ne o> 0. Os operadores M5,
acima sao os operadores extremais de Pucci com constantes 0 < A < A. Nés também mos-
tramos que o resultado nao vale se f € L™(B;). Na verdade, se isso acontece, as solugoes

podem nao ser nem Lipschitz em uma vizinhanca bem pequena da fronteira. Nosso resul-
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tado pode ser visto como uma extensao de um teorema similar contido em SILVESTRE
e SIRAKOV]| (2014)), onde os autores obtiveram a versao com coeficientes limitados e sem
o termo quadrético (i.e, v, f € L>®(B) e o = 0). Ainda no caso em que ¢ = 0 e os
coeficientes v, f € LY(B;") com q > n e dado de fronteira C-P™ nosso resultado é novo.
Outrossim, existem algumas diferencas do nosso trabalho com relacao a |SILVESTRE e
SIRAKOV]| (2014)), pois as equagdes diferenciais que nds utilizamos aqui ndo tem uma
espécie de “envelope class” | i.e, se v, f € L™, entao S*(v; ) C S*(||V|lee; || f]z). Além
disso, existem algumas sutilezas ao lidarmos com equagoes com crescimento quadratico
no gradiente, como podem ser vistas em e . Para essas equagoes, existem alguns
resultados classicos de CAFFARELLI et al.| (1996) que nao valem. Por exemplo, o ABP
classico nao vale em geral como podemos ver no exemplo da secao 3 de KOIKE e SWIECH
(2004). Abaixo, apresentamos o teorema principal desta tese, assim como um corolario

do teorema:

Teorema 1.3 (Existéncia pontual e estimativa da derivada normal na fronteira).
Seja u € C’O(Ef) N S*(v,0, f) em Bf onde v, f € LY(By) comq >n, 0 >0 e B, =
min {1—n/q, ag }. Considere o dado de fronteira p = Ul satisfazendo ¢ € C*(0) onde
w € D/\/lg*. Seja L o polinomio de Taylor de ¢ na origem e definamos

M = 1[ull e gy + Iellenoio) + 11| agary + (M zagap + 2190 (0)])V(0)
Entao, existe um unico ¥y € R tal que, para todo v = (2/, x,) € ij,

[u(z) — L', 0) = W - @a| < To- M - || - (9,)](

z|), (6)

Wo| < Ty - MY, (7)

onde
(0u)% (1) ==t +0,(t) for te[0,d)].

Em particular, existe (e € finita) a derivada normal (com a estimativa acima)

D,, u(0) := lim ulten) = u(0) _ W (8)

t—0t t

Aqui,
TO = TO(”JQ; )‘7A7 H’YHLLI(BTV 0, dw7 M(:)#7 Dw) > 0.

Podemos ainda tomar Ty como

Ty = Jo - d {1 + [HVHLL](BT) T Q(WSO(O)’ * M#ﬂ 90}
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onde Jo = Jo(n,q,\,A,D,) > 0 e Og,0; sao constantes positivas que dependem de
n,q, A\, A.

Em particular, se o = 0 a constante Ty acima nao depende de Vp(0) nem de Mo#-

No caso, o dado de fronteira ¢ € C'*(B]), o que significa que p € C'(B}) e

(Velonum =  sup [Vo(z) = Ve(y)| .

x,y€B ,x#y w(|$ - y|)
lz—y|<dw

Corol4rio 1.1. Seja u € C°(By) N S*(v, 0, f) em By com v, f € LY(B;) onde ¢ > n e
0 > 0. Considere ainda o dado de fronteira o = uj,, € C*(B]) com w € M , onde
1

By := min {1 —n/q, 0450}- Como outrora, definamos

M## = ||u||L°°(Bfr)+ ||90||CLW(Bg)+ ||f||L'1(B;L)+ (||’Y||Lq(Bl+)+Q||VSD||L00(BI+))HVSOHLOO(BD
(9)
Entao, existe um tnico campo A : Bi/g — R"™ tal que Vxg € 31/2 com

|z — xo| < d, := min{d,, 1/2} :

u(x) = ulo) — Azo)(x — xo)| < Tg - MFT™ - & — wo| (V)] (lx — wol), ~ (10)
A " <T¥#. M*#, 11
140 o, g, ST MG (1)
onde
(ﬁw)?;i (t) ==t 4+ 9,(t) para t€[0,d,].
Aqui,
TS# = TO# (n7 q, )\7 A7 HW”L‘I(BT)? o, dt.w Mg##a HVSDHLOO(Bi)a Dwa 5*)
Da prova do teorema e do corolario, podemos destacar algumas observacoes
importantes:

Observagao 1.1. No corolario acimall.1, o campo A pode ser pensado como o gradiente

de u ao longo de Bi/?

Observagao 1.2. E bem conhecido que até para funcgoes harmonicas no semi-espaco, o
fato de o dado de fronteira ser CHP™ ¢ necessdrio para obtermos pelo menos o gradiente
finito na fronteira (veja| WIDMAN, (1967), observagdo 1).

Observacgao 1.3. Percebamos que todos os resultados acima valem para as classes S*(vy, 0,0, f)
(assim como o coroldrio abairo) que tém como termo de ordem zero o € LY, coeficiente do

gradiente vy € L%, sequndo membro f € L% para ¢ > n e coeficiente do termo quadrdtico
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0 > 0 com mudangas dbvias nas estimativas (veja observagao @)

Observagao 1.4. Seque da prova do teorema e sequird na prova do Coroldrio acima
que Jy e JSéé (e entdo Ty e Tgéé da mesma forma) dependem de D, de maneira mono-

tonamente crescente.

Observacao 1.5. O teorema nao vale quando ¢ = n. De fato, se esse fosse o caso,
B =0¢€ (ﬂw)zi(t) =1+ 93,(t) o que nao é nem um mddulo de continuidade, dado que
¥(0) > 1. Nesse caso, @ nao implicaria sequer a diferenciabilidade de u na origem na

fronteira.

Observagao 1.6. Observemos que no Teorema e no Coroldrio (1.1 acima, temos as

sequintes estimativas:

M < Mg = oy + (IPllags + ellgllore )lellorem + 1 lzass.

[SH}
o 05 |14 (1Bl + el + 5)] .

3
IA

ME# < Mgt = Nullgory + (1l + ellelloree ) lllencs + 1 s

O2
3t 072 [+ [Inllngory + o(llellercany + 345%)] ™

=
IN

Na segunda secao nés expomos as principais defini¢oes, incluindo as de solugoes
no sentido da viscosidade e observacgoes sobre scaling’s. Depois disso, na terceira secao,
falamos sobre uma espécie de caso zero do teorema principal, onde ficam evidentes os
ingredientes que precisaremos para provar o teorema principal, assim como a construcao

de barreiras radiais, as quais sao importantes também em outros contextos.

Na secao 4 nods apresentamos um lema de perturbacao por funcoes afins, o
qual estd provado em NORNBERG] (2018al)), assim como uma estimativa Holder global
provada por B. Sirakov em SIRAKOV| (2010)), tais fatos sdo postos para provarmos um
novo tipo de improvement of flatness utilizado na prova do teorema principal, assim como

o resultado sobre estabilidade provado por A. Swiech e S. Koike em KOIKE e A (2009).

A proposicio ressalta ainda a importancia do dado de fronteira ser CP™ que faz com
que possamos realizar um processo de aproximagoes sucessivas da derivada normal até

chegar no que representa o gradiente da fun¢ao na origem(que é um ponto da fronteira).

A secao 5 é dedicada a prova das estimativas do tipo Krylov com dado de

fronteira C1P™, Nesta secdo, juntaremos o lema de perturbacao por funcoes afins e os
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argumentos de scaling para fazer funcionar o improvement of flatness dado que

sz + € - Ne = Ml zaap) + € (Il mgap + ([Plors + 20 lpaay)) ) o

é pequeno, o que faz com que o teorema do tipo Krylov funcione. Além disso, colocamos
na mesma se¢ao o exemplo que mostra que, em certo sentido(regularidade do segundo

membro), a estimativa é 6tima.
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2 PRELIMINARES

Nesta se¢ao vamos citar as principais defini¢oes e notagoes envolvidas no nosso
trabalho, de modo que possamos compreender do que cada teorema trata. A maioria
das definicoes aqui serao as candnicas encontradas em literaturas usuais da area. Além
disso, forneceremos aqui muitas das ferramentas necesséarias para as provas inseridas nos
préximos capitulos.

2.1 Notagoes e definicoes importantes

Por todo o texto, utilizaremos {2 C R™ como um dominio - que é um conjunto
aberto e limitado. Quando houver necessidade, colocaremos mais suposigoes sobre (2.

Uma outra notacao usual é:
B, (xg) = {z € R"; |x — x| <71}

Quando a bola tiver centro na origem, omitiremos o centro e escreveremos apenas B,.

Além deste conjunto, utilizaremos bastante os conjuntos definidos abaixo:

B.(x9)" = B.(xg) N {z, > 0}
Bl (z9) = {x € R x = (2/,0), comx’ € R !e |2" — xo| < r} = B,(x9) N {x, = 0}.

Para algumas estimativas, consideraremos em R™ a seguinte norma:

|7]oo := max |z
E{lvvn}
onde x = (z1,---,x,) € R". Utilizaremos a base canonica {ej,é3,...,¢,} € R™ onde
os vetores ortonormais sao os conhecidos ¢ = (1,0,0,...,0),é5 = (0,1,0,...,0),é3 =

(0,0,1,...,0),...,€, = (0,0,0, ..., 1).

Defini¢ao 2.1. Dados a,b € R"\{0}, o rank map € uma operagao definida por:
(a®b)(z):=(b-z)a

para todo x € R™.

Denotaremos o gradiente de uma funcao u : R” — R por Vu e sua matriz
Hessiana, que é a matriz quadrada n x n formada pelas suas derivadas parciais de segunda
ordem por D?u. O conjunto das matrizes simétricas de ordem n sera denotado por S(n).

Dada uma matriz M € S(n) e 0 < A < A nimeros reais, podemos definir os operadores
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extremais de Pucci por

MA(M) =X e+ A e;= inf Tr(AM) =AM (M) - AM™ (M)

AceA
>0 <0 24

MIA(M)=X-) e+ A ei= sup Tr(AM) = AMT(M) — AM™(M).
e; <0 e; >0 A€ANA
Onde Ay, = {A € S(n); A1, < A < A.,} e os ¢’s sdo os autovalores da

matriz M.

Observagao 2.1. Dada uma matriz simétrica de ordem n, A, existe uma matriz ortogo-
nal O tal que A = OBO?, onde B é uma matriz diagonal, ou seja, B;; = d;5¢;, onde os

e;’s sao 0s autovalores de A.

Seja F' um operador dado por F': S(n) x R" x R x  — R. Diremos que F'

¢ uniformemente eliptico quando

M (X -Y)< F(X,p,r,x)— F(Y,p,r,z) < MH(X =Y). (12)

Devido a observacao acima e a definicao imediatamente anterior a ela, perceba
que conseguiremos diagonalizar A e que seus autovalores estao todos contidos no intervalo
[A, A], esta pode ser ainda uma defini¢do encontrada para a definicdo do conjunto A, 4.

Como o foco principal deste trabalho é regularidade, comegaremos entendendo

o que é um modulo de continuidade:

Defini¢ao 2.2. Uma fun¢ao continua w : [0,d,) — [0,400), com §, € (0,1) € um
modulo de continuidade se é nao decrescente, tal que }Sirr(l)w(é) = 0. O modulo de
—

continuidade de uma funcao f:Q C R® — R € denotado por

we(t) == sup |f(x) = f(y)l. (13)

lz—y|<t

Além disso, se wy é 0o modulo de continuidade de f, vale que

[f(2) = ()] < wp(le = y]), Y,y € Q. (14)

Quando wy(t) = Ct, por exemplo, temos que a fungao f é Lipschitz com cons-
tante de Lipschitz igual a C'. Vamos relembrar as defini¢oes de algumas classes de funcoes

vistas nas disciplinas de Célculo:
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Definicao 2.3. Seja 0 < o < 1. Dizemos que uma funcao f: Q C R* — R € a-holder

continua quando, para todos x,y € €1, existe uma constante real C' > 0 tal que:

[f(z) = f(y)] < Cle —yl|*.

Observacgao 2.2. Perceba que, para este caso, o modulo de continuidade sera dado por

we(t) = kt*, para algum k € R.

Como aparecerd com frequéncia no texto, definiremos a razao Q,[w](t) := =5~.

Vejamos agora o que significa uma fungao ser Dini continua:
Definicao 2.4. Diremos que uma funcdao f : Q2 C R" — R € Dini continua se
d
Y we(t
/ L)dt < +o00.
0 t

Dada uma funcao f € C*(Q2), ja vimos que vale w¢(t) = k.t*, com k € R. Veja

1 ¢ Lkt ! L ok
/ wi( )dt — / —dt = / Etoldt = k.= % == < +o0.
0 o 1t 0 o

que:

t 0 o

Com isso, vé-se que toda funcao que é Holder continua é também Dini continua, porém,

o contrario nao é verdade, como poderemos verificar em um exemplo mais adiante.

2.2 Funcoes a-Dini

Defini¢ao 2.5. Sejam «a,d, € (0,1]. Uma funcao w : [0,d,] — [0,00) € chamada uma

a—fungao se a fungao dada por
Qa[w](t) :=t7%w(t) para ¢ € (0,d], (15)

¢ monotonamente decrescente em (0, d,|. Dado isto, podemos escrever que uma fun¢ao é

Dini continua se:

/dw @dt —. D, < . (16)

Uma a—fungao que é também Dini continua € dita ser a—Dini fun¢ao. Denotaremos

ainda, para t € [0,d,)

00y = [ A= [ Quleras, a7
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wH(t) ==t +w(t). (18)

Além disso, se w é monotonamente crescente, continua na origem e w(0) = 0,
diremos que w € um modulo de continuidade e denotaremos isso por w € M. Ademais, se
w € M é ainda uma ao— Dini fungao, diremos que w € um a— Dini modulo de continuidade
e denotaremos isso por w € DM,,. Escreveremos w € M™ se w(t) > 0 sempre que t > 0.
Definimos DM do mesmo modo. Finalmente, observamos que 9, € M sempre que w é

Dini continuo.

Vamos agora apresentar algumas propriedades das a—fungoes que serao bas-
tante utilizadas nas provas de teoremas contidos nesta tese. Algumas delas nao sao tao
faceis de encontrar na literatura, principalmente em portugués. Além das propriedades,
mostraremos alguns exemplos e apresentaremos uma extensao de uma a—funcao a todo
o semi-espa¢o Rt = [0, +00). Percebemos que a monotonicidade do fator Q,[w](t) junto
com a Dini continuidade aparecem em trabalhos que abordaram temas como o nosso(i.e,
regularidade de fronteira com dado de fronteira C1P™) como podemos ver nos artigos
de G. Lieberman (LIEBERMAN]| (1986)), K. Widman (WIDMAN) (1967)), M. Borsuk
(BORSUK] (1998))) e no livro de M. Borsuk e V. Kondratiev(|BORSUK e KONDRATIEV

(2006)) para equagoes lineares da formar divergente e nao divergente.

Proposicao 2.1 (Propriedades das a—fungées). Sejam w : [0,d,] — [0,00) e a,d, €
(0,1]. Entao,
i) Sew é uma a—fungio e C' > 1 entao,
w(Ct) < Cw(t) Vtel[0,C'd,); (19)
Em particular,
pfw(pt) < w(pftt) Yu € (0,1], Vt€10,d,), Yk >0; (20)
i1) Se w € uma a— fun¢do e monotonamente crescente, entdo ela € doubling, i.e,
s<t<Os= w(s) <w(t) <C%(s) Vs,te€l0,Cd,], VC>1. (21)
i) Se w € uma a—fungao, entdo ela é uma B—funcao para todos 0s 0 < a < f < 1;

iv) Se w é uma a—Dini fungdo, entao

w(t) < ady,(t) < 9,(t), Vtelo,d,]; (22)

v) Sew € uma a—Dini fungdo, entao 9, também é. Em particular, (@ e (@ também
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valem para Y, (ao invés de w).

vi) Sew € uma a—Dini fungdo, entio para p € (0, 3], temos, para k > 0

D wlidy) < 20, dy).

j=k

Em particular,

Z w(p’d,) <2D,,.

Jj=0

vii) Se w é uma a—Dini funcao. Considere
wi(t) :=w(Kt) para te0,K 'd,).
Entao, wi € uma a—Dini fungdo tal que D, = D,, ( como definido em (16)).

viii) Se w € uma a—Dini fungao, entao Wi (t) :==t* +w(t) e ¥ _#(t) também sao. Ana-

logamente, e (@) também valem para w¥ e U, % (ao invés de w).

Além disso,
V() < a Ht* F 9, (1) = a L (W9,)7(t) V€ [0,d,). (23)
iz) Se wa(t) € concava em [0,d,] entdo w é uma a—fungdo.

x) Se w € uma a—fung¢io com d, = 0o, entio € subaditiva, i.e, w(t + s) < w(t) +
w(s), Vs, t>0.

Demonstracao. Da propria definicao de a—funcao, segue que:

w(s) < s “w(n) para 0<n<s<d,.

Basta tomarmos s = C't > t = n e isso prova a primeira desigualdade. Para a segunda,

U'> 1 et = pFf'ls, a qual vale sempre

aplicamos a primeira desigualdade para C' = u~
que t = p**t € [0, ud,]. Em particular, isso é verdade para qualquer t € [0, d,,] e entdo 7)
estd provado. Para provar ii), observamos que, como w é monotonamente crescente e
vale, consequentemente w(s) < w(t) < w(Cs) < C%w(s) e entdo i) estd provado. Agora,
se a < B <1, entao Qplw](t) = t*F - Qu[w](t) para t € [0,d,] a qual é decrescente desde

que é o produto de duas fung¢oes ndo negativas e decrescentes e isso prova iii). Agora,
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lembrando que @, |w] é decrescente, temos para t € [0, d,],

9o(t) = /Ot “(Ss)ds - /Ot Qulw](s)s* 1ds > % /Ot so-1gs = 0.

«

Isso prova que a estimativa em iv) ja que 0 < o < 1. Para v), observamos que

por , temos

@ Q1.0 = %(t / @d) - <w<t> - aﬁw@)) <o.

Para vi), temos que w é uma 1—fungdo e entdo, @;[w] é monotonamente de-

crescente. Desse modo, para qualquer j € N:

pd de 7
/ O1|w](s)ds = d, Q1|w](d,s)ds (mudanga de varidveis)
I

i+, it
> d, O |w](dy,) / ds  (ja que o integrando é decrescente)
it
= dQi[w] (W do) (i — p*)
> wld,) (1 — p) (desde que 0 < u < 1/2)

1 .
> iw(/ﬂdw).

Agora, estimamos, para k > 0:

Zw(ﬂjdw) < QZ/H ) Q1[w](s)ds

=k j=k T

~ 9 / " le)ds

N+1dw
< 20,(p*d,) (por iv)).

Fazendo N — oo segue o item wvi). O item wii) segue imediatamente do
fato de Qu|wk](t) = K*Qu[w](Kt) para todo t € (0, K~'d,] e entao a monotonicidade
¢ preservada. Uma simples mudanga de varidveis prova diretamente que D, = D,.
Finalmente, para o item viii), temos que para t € (0,d,], segue que Qu[w#](t) = 1 +
Qa|w](t) e entdo a monotonicidade é preservada o que nos faz concluir que w? é uma

a—fungao. Entao, por iv), U, 4 (t) também é uma a—fungao. Agora, para t € [0,d,], ja
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que 0 < a < 1, vem que:

94 (t) = /0 Fl(s) g /0 S lds 4 Do(t) = a 4% + 9, (1) < a~ Lt + 9, (1))

S

Vamos agora provar iz). Considere 0 < s < t < d,,. Percebemos que,Vz,y € [0,d,] com
r <yeVlel0,1], temos:

1

wa (B + (1 — 0)y) > Owa (z) + (1 — O)ws (y).

Agora, vamos tomar = 0,y =t e § =1 — s/t. A expressao acima nos da que:

1

wa(s) >

Q\’—‘

we (1)

a\kltn

e entdo Qq[w](t) < Qu|w](s) ao elevarmos os dois lados da desigualdade a poténcia a.

Para mostrar z), observamos que, desde que « € (0, 1] implica que (s+t)* < s*+t* Vs, t >
0. Entao,

Qalwl(s +1)(s +1)* < Qa[w](s +1)s” + Qalw](s + )t"

Logo,
w(s) +w(t) —w(s+1) = Qalw](D)t* + Qalwl(s)s” — Qalw](s +1)(s + )
> Qalw]()t" + Qalw](s)s” — Qalw](s + )™ — Qa[w](s + )t
= $"(Qa[w](s) — Qalw](s + 1)) + 1*(Qalw](t) — Qalw](s + 1))
> 0 (jd que Qulw] ¢éuma fungao decrescente).

]

Vejamos agora que nem toda funcao que é Dini continua é Holder continua:

Exemplo 2.1 (Fungao puramente Dini continua). Consideremos a fungio w(t) =
|In(t)|?, onde v < —1. Veja que w € crescente em (0,1). Como tlir(g w(t) = 0, podemos
assumir que w estd definida na origem como w(0) = 0. Além disso, para todo o € (0, 1],
calculemos Q' [w](t):

R Int
Qulwl(t) = — I tQ(J—i_OA nt) para 0<t <1

Logo, Q' [w](t) <0 set € (0,e?]. Entdo, podemos tomar d,, := e’/* € (0, 1)

e w € uma a—fungdo. Ademais, fazendo uma mudanca de varidveis |Int| = In(1/t) =
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s (lembrando que 0 < t < d, < 1 e entdo |In(t)| = —In(t) para t nesse intervalo),

concluimos que w é um mddulo de continuidade Dini. De fato, para 0 < d, < 1,

dw dw 00 ‘111dw|7+1
D, = / ! In(t)|"dt = / t(In(th)) dt = / §Vds = —+—— < o0,
0 0 |In do| (v+1)

Entio, w € ME. Além disso, w(t) nao pode ser controlado por nenhum mddulo de
continuidade Hélder, digamos < Ct* com a € (0,1] e C' > 0. Suponha que fosse possivel,
entdo w(t) < Ct* para todo t suficientemente pequeno e C > 0. Tomando v = —pu onde

p > 1 e fazendo novamente uma mudan¢a de varidveis |Int| = In(1/t) = s chegamos a

0<C'< limsupzfa(cu(t))_1 = limsup t*| In(¢)|* = lim e”**s" =0, (24)

t—0+ t—0+ s
que € uma contradi¢ao. L]
Observacao 2.3 (Extensao de uma a—fungao para d, = o0). Assuma que w :

0,d,] — [0,00) € uma a—Dini fungdo com 0 < d,, < co. Podemos construir uma extensdo
de w para [0,00) através do sequinte procedimento: definimos @ : [0,00) — [0,00) dada
por
w(t) se 0<t<d,,
w(t) = (25)

dv W

A Dini continuidade de @ é preservada, pois | Et) dt = D, < oco. Conjectu-

0
ramos que w é uma a—funcao dado que w é também uma a—funcao. De fato, assumamos

que 0 < s <n < oo. Sen <d, entdo Qu[w](n) = Quw](n) < Qulw](s) = Qa[®](s). Se
d, < s <, entdo Qu[w](n) = nwW(n) = n"w(d,) < s™w(d,) = s7°W(s) = Qu[w](s).
Finalmente, se 0 < s < d, <7 jd que 0 < n~'d, < 1, temos que Q.[w](n) = n~w(n) =
(n7td,)w(d,)d;* < Qulw](dy) < Qulw](s) = Qu[w](s). E isso prova nossa conjectura.

Definicao 2.6. Seja u uma funcdao continua definida em um conjunto aberto 2. Defini-

mos, para cada K C §2, o sequinte numero:

[Vu]cow gy = inf {C >0 : |Vu(z) —Vu(y)| < C-w(lx—y|), Vr,ye K, |z —y| < dw}.
(26)

Note que, se w € M™ entao seque que

[VU]COw(K) _ sup |VU($) B Vu<y)|

sty Tyl <t w(le —yl)

Existem ainda outras fungoes que comumente sao vistas nos resultados de re-
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gularidade:

Definigao 2.7. Seja 0 < a < 1. Dizemos que uma fungdo u : Q C R* — R é C**(Q)
quando u € k-vezes diferencidvel e, para todos x,y € (), existe uma constante real C' > 0

tal que:
| D¥u(z) — D*u(y)| < Cla -yl

Um outro tipo de conjuntos de funcoes é uma mescla das funcoes C*’s com as

Dini continuas:

Definigao 2.8. Sejam u: By — R e 2y € By com w € M. Diremos que u € C(z) se

existe uma fungao afim Ly, para a qual [u]cre ) < 0o onde

(creen) = int {€ > 05 [u(e)Luy(0)] < Clo—sololfa—zol) Vo € By tal aue o—ao] <}
(27)
Perceba que se w € M™

[U]Cl’w(zo) — sup ‘u($) - on (.Z')’ (28)

wen; T — xo|w(|z — x0])

0<|z—zg|<dw
Se [u]cre@y) < 00, entdo Ly, € tnica na definicdo acima (veja a observagio abaizo).
Nesse caso, definimos o polinomio de Taylor de primeira ordem de uw em xo para ser uma

fungao afim L,,. Claramente,
L., (z) = Vu(xg) - (x — z9) + u(zg), x€R" (29)

e definimos

[lullere @) = lul@o)| + [Vulzo)| + [ul e (@) (30)

Dizemos que uma fungao u € C’llogj(Q) seu € diferenciavel em K e para qualquer K CC 2
temos:

[ullere iy = llullzee ) + 1V all oo ) + [Vl oow ) < oo
Observagao 2.4. Suponha [u]c1..(z,) < 00 e seja L., uma outra fun¢do afim satisfazendo
a definicio acima. Entdo, seque diretamente da definicdo que Ly, (z0) = Ly, (20) = ().

Além disso, usando estimativas do gradiente para fungoes harmonicas, temos
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[ Lo — Lao || 25 (B, (20))
T p—
[t = Loy || 2o (B, (20)) + 1t = Lao || 2B, (20))
T

VL. — Vg,

< 2[u]01,w($0)w(r).

Fazendo v — 0%, concluimos que V Ly, = VL,,. Entdo, L = L.

Observagao 2.5. No que seque, iremos tratar de funcoes definidas em B} que sao pon-
tualmente CY*. Para fazer isso, iremos introduzir os conceitos a sequir. Definimos
o € C™(xg) onde ¥y € B} exatamente como na defini¢io anterior, impondo apenas

que a funcao afim L sobre R"™ satisfaz adicionalmente que OL,,/0x, =0, i.e,

[¢]cne gy = inf {C > 0; |o(2)— Ly (2)| < Clz—zo|lw(|(z—1x0]) Yo € By tal que |z—xzo| < dw}.

onde na defini¢ao acima OL,,/0x, = 0. Nesse caso, definimos

VQO(wo) = VLzo (330) = (VTU,(,CE()),O) € R™ ! x {0},

Logo,
L., (z) :=Vp(xg) - (x —x0) + @(x9) Vo e R".

E ainda,

[olcre o) = lp(zo)| + [Vo(xo)| + [Plore (z)-

Como antes, no caso em que w € M™ a mesma expressao como em (@ vale.

Definicao 2.9. Sejam a,b,c > 0. Utilizaremos a sequinte notacao:

a se a<b,
min {a,b” } := (31)
Kk para qualquer k € (0,b) se b < a.

Além disso,

min {a, b, cf} = min { min{a, b}, cf}.

2.3 Solucoes no sentido da viscosidade

Definigao 2.10 (Solugoes L™ no sentido da viscosidade). Seja F': S(n) x 2 — R

um operador eliptico totalmente nao-linear. Dizemos que u € C°(Q2) € uma solu¢do de
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F(D?*u,z) > f, em Q, L™ no sentido da viscosidade se para qualquer ¢ € WQ"(Q) tal que

loc

u — ¢ tem um mdximo local em xq € €2, temos

esslimsup (F(Dzu, x) — f(:v)) > 0.

T—T0

Diremos ainda que F(D?*u,x) < f, em Q, L™ no sentido da viscosidade se para qualquer

¢ € W2MQ) tal que u — ¢ tem um minimo local em xo € Q temos

ess lim inf (F(DQU, x) — f(x)) <0.
a— 0
Todas as vezes que citarmos no texto uma solucao o sentido da viscosidade
1850 significard uma solugao L™ no sentido da viscosidade, a menos que explicitemos algo
diferente.
Vamos agora definir espagos onde os teoremas serao provados. Novamente,
definiremos tais espagos para um operador eliptico totalmente nao linear qualquer e logo

abaixo definiremos os operadores com os quais trabalharemos de forma mais evidente.

Sy, f) =S\ Ay, 0, f) = {u € C'(Q); F(D*u,z) < f(z) em ©, L"—no sentido da viscosidade},

S(v,0,f) =S\ Ay, f) = {u c C°(Q); F(D*u,z) > f(x) em Q, L"—no sentido da viscosidade},

S(v,0.f) =S80, 0 )NS(,0.f), S(v.0f) =50, 0,—f1) NS0y, 0. 1f])-

Para v > 0 uma fungao mensuravel e o uma constante nao negativa, definimos

os operadores de Pucci Pi/\,%g: S(n) x R™ x 2 — R por:

PrameM.p) = M3 (M) = v()lp| — elp|* (32)

P so(M,p) = M (M) +y(x)p| + olpl. (33)

Estes elementos v, o sao conhecidos como coeficientes das equacgoes de estru-
tura da EDP. Como ja dito antes, faremos varios argumentos de scaling. Esses scalings
em geral afetam todos os coeficientes das equacgoes de estrutura, no nosso caso, y e @
dos operadores de Pucci P;f A Mas nao afetam as constantes A, A. Para simplificar a

notacao, escreveremos os operadores de Pucci 73;\: apenas como Pﬂfi , € caso venhamos

Any,0
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a utilizar outro operador de Pucci, deixaremos isto claro no texto. Além disso, quando
os coeficientes forem importantes, explicitaremos quem eles sao. A fim de simplificar
ainda mais a notagao, utilizaremos: (omitiremos €2 nos simbolos, considerando que, pelo

contexto o dominio vai estar claro)

Polul(@) = Piy,  lul(@) = Py, o(D*u(2), V().

A partir de agora, todas as vezes que mencionarmos os conjuntos S’s acima,

estaremos considerando nas defini¢des acima F(D?u,z) = Py, e

Observacao 2.6. Observamos que os resultados que serao apresentados aqui também se
aplicarao as classes que envolvem os termos de ordem zero, assim como para fungoes

limitadas. De fato, vejamos os sequintes operadores extremais de Pucci Pi/\’%wz S(n) x
R" x R — R dados por

Poo(M,p,2) =Py sy poM,p,2) i= My (M) =7 -|pl =0 |pP +0- 2

Pl oo(M,p,2) =P, ,o(M,p,2) = M{ (M) +~-|pl+o-pf*+ 02,

onde v € LL (), o € LYQ) com ¢ > n e p € uma constante nao negativa. Assim como

anteriormente, podemos definir

PE _u)(z) = PE, (D*u(z), Vu(x), u(z))

’77@70 77970

S(v,0,0.f), S(v.e0.f), Shv,e0.f) e S(v,00f)
Agora,
§(77Q7O’7f) C§<’}/,Q,f—0"u), §<77Q7O’7f) Cﬁ(’y,g,f—d-u),

S(v,0,0,f) CS(v,0f —o-u), S(v,00,f) CS(v,0 f+olul).

Como u € L*, entdo || f + oul|a < |[f]|e + [|o][Le - [[ul| .

2.4 Observagoes sobre scalings

Nesta subsecao, colocamos algumas observagoes sobre um ponto que é uma
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peca importante para mostrarmos muitas estimativas: o argumento de scaling.

Exemplo 2.2. Esse tipo de técnica € bem comum e vamos ver aqui, de modo heuristico,
como este processo funciona. Chamamos a atencdo de que o que seque nao € uma pProva
formal deste fato, pois, como visto na defini¢ao precisariamos tomar uma func¢ao
teste e utilizar as defini¢oes de toques por cima ou por baixo da funcao em questao, aqui,
porém, apenas fazemos as contas como se as fungoes em questao tivessem reqularidade

para tal. Seja u € S(v, f), ou seja, u satisfaz:
M (D?u) —4|Vu| < f(z).

Considere, para a, 3 > 0 a sequinte funcao: v(z) := au(fz),z € BY. Afirmamos que
B

v € S, f), para (z) = By(Bz) e f(x) = aB?f(Bx). Para descobrir qual equacdo
v satisfaz, em comparagao com w, com relagao a equacgdao de estrutura, calculemos o

gradiente e a hessiana de v:
Vou(z) = afVu(Bz) = D*v(z) = o*B*D*u(B).
Pelas equagoes de estrutura da u, aplicadas a u(fSz), temos que:

M™(D*u(Bz)) — v(Bx)|Vu(Bz)| < f(Bz)

Substituindo os valores do gradiente e da hessiana na equacdo de estrutura:

M= (5 0%0(0)) = 2(B2). | Tu(o)] < F(B)

v(Bx)

S

= O%BQM_(D%@))

=% M~ (D?(x)) — B(Bz)|Vo(z)| < af?f(Bz)
= M~ (D*) — 73(z)|Vo(z)| < f(z)

[Vo(z)| < f(Bz)

para j(x) = By(Bx) e f(x) = aB?f(Bx), como afirmamos anteriormente.

Este processo, apesar de comum, nao é tao simples de ser realizado, sobretudo
no problema principal desta tese, visto que as fungoes “transformadas” podem nao ser

melhores que as iniciais no sentido de a regularidade se manter com estimativa.

Observacgao 2.7. Suponha que w € DM para algum o € (0,1] definido para t € [0,d,,)].
Definamos wi (t) == w(Kt) para t € [0,d,/K]. Sabemos da propriedade v) das a-fungoes
que wg € DM} e D, = D,. Agora, tomemos u : By — R com u € C'*(0) onde L



31

¢ o seu polinomio de Taylor no zero. Podemos definir u(x) = K 'u(Kx) para x € By e
L(z) := K~'L(Kx) para x € R". Mais ainda, para |z| < d, < d,/K temos:

u(z) — L(z)| = ‘K‘l(u(Ka:) — L(Km))|

IN

Kﬁl[u]cl,w(o)\K:c|w(K|x|)

< [dere)|zlw (|z]).

Consequentemente, no caso onde K = d,,, a fungao reescalonadau € C1+ (0)
onde dy,,, =1 € [Ucrea, g < [Uere@). No caso em que 0 < K < 1, podemos ainda

melhorar estimativa anterior e concluir que, para todo |z| < d,,:
[@(z) — L(2)] < [u]creolelwr (|2]) < [u]orelzlw(|z]).

Isso implica que @ € C™*(0) e [U] e, 0 < [Ulere). Entdo, o mddulo de continuidade

permanece o Mmesmo.

Observagao 2.8 (Scaling remark). Seja u € S(v, p, f) em €, consideremos

Q=1 Q= {ﬁ’ly; y e Q} _ {;c; Br e Q}

Entao, definindo v(z) := au(Bz) para x € Qg, chegamos que v € S(7,0, f) em Qg onde

|

(@) = py(Br), o) ==, f(x) = af’f(Br).

E claro que de modo andlogo podemos fazer isso para as classes S(v,0,f),S(,0, f) e
S*(7, 0, f)-
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3 RESULTADOS DO TIPO KRYLOV COM SEGUNDO MEMBRO NULO

Nesta secao, exporemos uma espécie de caso zero do teorema principal da tese,
de modo que possamos ver, em uma menor escala, como serao os passos para a prova, 0s

quais ja podem ser percebidos aqui.

3.1 Barreiras Radiais

Iniciaremos esta subsecao apresentando um teorema bem relevante da teoria
de EDP’s:

Teorema 3.1. (Lema de Hopf-Oleinik 52°) Seja u € C°(B,),u > 0 tal que Au = 0
em B,. Entao, existe uma constante C' = C(n) tal que valem:
(a) u(z) > c.@.dist(aj, 0B,);

(b) Se xg € OB, u(wg) = 0 e 39%(z) = S%(zo) > c.u(ro). Onde v € o vetor unitdrio

interior e normal a fronteira da bola.

Observacgao 3.1. Caso u(0) =0 em B,, sabemos do principio do mdzximo que u =0 em

B,.. Além disso, se vale que u(0) > 0, entdo o teorema acima nos diz que ‘g—";(xo) > 0.

Para provar vamos utilizar uma proposicao que é uma parcela significativa
na prova de alguns teoremas, conhecida como Desigualdade de Harnack. A versao aqui

apresentada é para funcoes harmonicas:

Proposicao 3.1. (Desigualdade de Harnack) Seja u > 0 em Q) tal que Au = 0. Entao,
para todo compacto K CC €, existe C' = (n, K) tal que:

max u < C. minu.
K K

Em particular, a desiqualdade acima vale para K = B1i e podemos reescrevé-la como:
2

1

Observacao 3.2. A desigualdade acima quer dizer que u(z) = u(y), ou seja, os valores
da fung¢ao em x e em y sao compardveis. A Desigualdade de Harnack funciona como uma
formula do valor médio para a funcdao u no sentido de obter uma comparacdao entre o valor

da func¢do com os seus vizinhos. A prova do mesmo pode ser encontrada no capitulo 1 de

FANGHUA e HAN, (1997).
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Prova do Lema de Hopf-Oleinik: Vamos provar o Lema de Hopf para
r = 1, pois os demais casos podem ser feitos via scaling’s. Suponhamos sem perda de
generalidade que u(0) > 0. Por Harnack, como os valores da funcao u sdo comparaveis,
existe um menor valor que a fungao atinge em uma vizinhanga do 0. Logo, existe um
Co > 0 tal que u(z) > Cou(0),Vz € B_% A estimativa acima nos diz que, geometrica-

mente, o grafico de u estd acima de um cilindro de altura fixa Cou(0) > 0 em B 1

Figura 1 — Cilindro de altura Cou(0)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Provar o teorema significa quantificar o angulo de chegada da funcao u no sen-
tido de estimar essa derivada normal. Desse modo, devemos construir uma funcao auxiliar
que chegue com um determinado angulo e que ela seja comparavel a u. Consideremos,

entdo, a solugao fundamental V(z) = |z|*™", para n > 3:

Figura 2 — Solucao Fundamental

Fonte: Elaborada pelo autor.

Dado que queremos um angulo de chegada, a ideia é construir uma barreira
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“colando”a solugao fundamental em um cilindro, como na figura abaixo:

Figura 3 — Contrucao da funcao barreira

Fonte: Elaborada pelo autor.
Ja que ela chega com angulo na esfera maior e contém, de certa maneira, a

figura do grafico da solugao fundamental. Dessa maneira, basta construirmos I' € C*°(A)

tal que:

4

ATl(z) =0 em Bi\Bjp = A,

§ I(z) =1, em 0By s (34)

I'(z) =0, em 0B;.

\

Caso exista I, podemos transforma-la em I'(z) := T'(z)u(0)C, de modo que ela satisfaca:

(

Af(.’])) =0 em Bl\El/Q = A,
§ T(x) = C.u(0), em 9B 9 (35)

I'(z) =0, em 0B;.

\

Veja que, desse modo, T’ chega com o angulo que queremos. A construcao de I’ nos mostra,

na verdade, que podemos construir esse tipo de barreira com a altura que desejamos. Além
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disso, u > I"em 0.A e Au = AI' = 0 em A e entao pelo principio da comparacao = u > I'
em A e isso pode nos dar a comparacgao que queremos. Vamos, entao, construir a fungao

['(x). Primeiramente, vamos cortar o grafico da solugao fundamental V(x):

Figura 4 — Corte da fungao barreira

|

Fonte: Elaborada pelo autor.

Desse modo, T'g(x) = |z]>™™ — 1 é tal que [y = 0 em 9B;. Queremos que

I'(z) =1em dB1, entao fagamos

1—\(1,)_ Fo(l‘) o ‘.’L" =1

BV S T

Na reta, vamos olhar a fun¢do ¥(t) = 5i5—.(t* " — 1) = ¢,.(t* " — 1), ¢, = 75— > 0.

Derivando 1 na reta, temos:
V') =ca2 =)t =" (t) = cp(2—n)(1 —n)t ™" > 0.

Logo, ¥ é convexa e entao 1(t) > (1) + ¢'(1).(t — 1) e entao podemos escrever ¥ (t) >

ap(t —1), com a,, = ¢,(2 —n) < 0. Vamos entao definir:
I(z) = ¢(|z]) = an(|z] = 1) = [an|(1 = [2]) = |on|.d(z,0B).

E entdo, pelo principio da comparagdo conseguimos o item (a) para r = 1, como queriamos.

Vamos entao mostrar o item (b). Pela defini¢ao de derivada direcional:

r hipét
01 oy M) ki) P st

ov t—0+ t t—0+ t

Fazendo x = z¢ + tv, pelo item (a), temos que

u(zo + tv) > Cu(0)d(x,0B,) = C.u(0)|zg + tv — x|



36

u(xo + tv)
t

Por hipétese, existe a derivada direcional e entao podemos utilizar a desigualdade acima:

= u(zg + tv) > C.u(0).t = > C'u(0).
> C.u(0).

u(

Caso r # 1, tomemos v(z) = +x), x € B;. Temos ainda que Av =0 em B,, v € C°(B,)

e ainda v > 0 em B,. Pelo caso r = 1:
v(z) > Cw(0)d(z,0By).

Substituindo por u, temos que

u<r 2Py —) d(x,0By) = u(rr) > ﬁ d(z,0B).

Agora, escrevendo rz =y = u(y) > C’.@d(y, 0B,). Logo, fazendo 7y = xg.r, vem que:

E entao

que é o que queriamos demonstrar. Desse modo, o Lema de Hopf-Oleinik esta provado e
utilizaremos a barreira que foi construida aqui em outros pontos do trabalho.
O

O lema abaixo nos permitird estender a construcao da barreira acima, basta

utilizarmos funcgoes radiais.

Lema 3.1. Seja w € C*(R\{0}) e seja u(z) = w(|z|). Entao,

(a) u € C*(R™\{0});

(b) D*u(w) = 201, + {4 1 2l (w0 ),

(c) Os autovalores de D*u(z) sdo HT' de multiplicidade (n — 1) e w"(|z|) com multipli-
cidade 1.

Em particular, se U C R™\{0}, vale:

1D%u(@)] 1= <sup{ <|x|>,"“'<’””‘)}.

zelU



37

(d) Se w € convexa e decrescente, vale:
M (D*u) = A <W"(|$|) +

(e) Caso w seja concava e crescente, vale:

M* (D) = )\<w”(|x|) + %(n - 1).w/’(i:f‘)),x e R™\{0}.

Demonstracao. Os itens (a) e (b) seguem de manipulagoes algébricas e defini¢oes. Para

Z

temos
||’

provar o item (c), vejamos que w”(|z|) ¢ um autovalor de D*u(x). Tomando

que

() el - e

|z] |z[?

= (D) (é—‘): w”(|a:|)‘z—’

e entdo w”(|z|) é autovalor. Temos ainda que, dado £ L z/|z| = (z ® x)(§) = 0. Logo,

usando o item (b):
w'(Jz])

(DPu(a))(€) = “ e +0
o que nos da que w'(|z|)/|z| é autovalor com multiplicidade (n — 1) e desse modo (c) esta
provado. Para provarmos os itens (d) e (e), basta aplicarmos o que ja temos as defini¢oes

dos operadores de Pucci:

w'(|2])

|

M~ (D*u) = XTr(D*u)"(z) — ATr(D*u)” (x) = M (|z]) + A(n — 1).

= M (D) = A(w”ux\) + §<n_ 1>._w”<ff‘>>

para todo x € R"\{0}. O item (e) segue de modo anélogo.
[

Existe ainda uma versao mais geral do Lema de Hopf, provado agora para a
classe de fungoes em S(0) e ndo apenas harmonicas. Perceba que na prova do mesmo

precisaremos construir uma outra barreira.

Proposigao 3.2. Seja u € C°(B,), u >0 e u € S(0). Entdo,

u(x) > gu(O)d(x,aBT),Va: € B,

r
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onde C = C(n,\,A) > 0 € uma constante universal. Além disso, se v € OB,,u(xg) =0 e

EI%(xo), entdao
Demonstracao. Consideremos a funcao I'(z) = |z|~%, com a > 0. Fazendo w(t) =t~ t >
0, temos que I'(x) = w(|z|). Derivando, temos:
w'(t) = —at™ O = (1) = ol + 1)t @2 > 0.
Vejamos que w é convexa, decrescente e vale [3.1] que nos d4:
M(D* (|| ~)) = dafa + D)z~ — Aa(n — 1)|z[~*+2. (36)
Pela expressao , existe um a = a(n,\,A) > 0 tal que M~ (D?T) > 0 em

R" Se |z| <1= M~ (DT) = |f|ffi)2 > P(a), onde P(a) := Aa(a + 1)|z|~@+2) — Aa(n —

1)|x|~(@*2), Como sabemos, ¢é suficiente provar a proposicio para r = 1, por argumentos

de scalling. Podemos supor que u(0) > 0. Pelo principio do maximo forte:

1 S
supu < C.inf = —.u(0) < u(x),Vz € B:.
B, B C 2

Fazendo & = C' = Cu(0) < u(z),Vx € B_%, com C = C(n,\,A) > 0. Vamos definir,

novamente, uma barreira alternativa para provar o lema de Hopf. Definindo I'g(z) =

Cu(0). ('2;‘:1> , temos que

([ To(x) =0 em 0B,

To(z) = Cu(0), em 9By, (37)

[ [y € CO(B1\B)). Ty € 5(0).

Temos entao que

ME(D?Tu(0)T (2)) = Tu(0). ME(DTy), T(x)e = (M>

= Cu(0).M*(DT,) = Cu(0).M* <2a — 1D2(|x|_°‘ — 1)) =
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Agora, note que o principio da comparacao vale para os operadores de Pucci

e sabemos, pelos calculos acima, que:
M~ (D*(Ty)) >0, M~ (D*u) <0.

Pelo principio da comparagao, como u > I'y em 0A4;1 = u > 'y em A, 1 e entao a
1) 2

estimativa segue. O

3.2 Teorema de Krylov em S(0) com dado de fronteira nulo

Nesta secao, dissertaremos a respeito de um teorema bem famoso na area de
equagoes diferenciais parciais que inclusive motivou o teorema principal desta tese. Antes
disso, apresentaremos algumas proposicoes. Nicolai Krylov provou em 79’ uma desigual-
dade de Harnack:

Teorema 3.2. Seja u € W?"(B;) e Lu = Tr(A(x)D?*u) = 0 ¢.t.p. em By, com I\ <
A < IA. Entado, existe uma constante ¢ = c(n, \,\) > 1 tal que

supu < cinf u.

B

Da estimativa acima, conseguimos como corolario:
Corolario 3.1. (Krylov-Safonov 79°) Seja w € W?*"(By), limitada em By e Lu =
Tr(A(x)D?*u) =0 g.t.p. em By, com IN < A < IA. Entao, eziste « = a(n, \,A) € (0,1)
ec=c(n,A\AN)>1 tais que:

lullcagsy) < ellulli=(s)-

Observagao 3.3. Jd sabiamos, pelo mergulho de Sobolev (W*"(By) — C%(By)) que
u e C* O que faz do teorema um grande resultado € a estimativa. Na verdade, vale a

estimativa para o conjunto abaizo:
F :={M | au(pz) satisfazem a desigualdade de Harnarck sempre que M | au(Bzx) > Oem By}

onde M, o, 3 > 0.

Teorema 3.3. (Evans-Krylov 82°) Seja F : S(n) — R uniformemente eliptica e con-
vera. Seu € C*(B1)NL>®(By) e € solugdo de F(D?*u) =0 em By, 3o = a(n, \,A) € (0,1)
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e ¢ > 0 universal tal que uw € C**(B1) e vale a estimativa:

1
2

%) S C'||u||L°°(B1)>'

’|U||02,a(3%) < c-||U||02(B%) <||D2U||Ca(B

Observagao 3.4. Ser concavo ou convexo € essencialmente imprescindivel ao teorema
de Evans-Krylov. Eziste um exemplo dado por Nadirashvili e Viadut(NADIRASHVILI e
VLADUT| (2007)) que mostra que, V3 € (0,1),3Fp uniformemente eliptico, Fz € C™ e
u solugdo de Fs(D?u) =0 que nunca é C17.

A primeira versao do teorema do Krylov foi publicada pelo mesmo no ano
de 1983 como em [I.I} o qual pode ser encontrado como o Teorema 9.31 em [GILBARG

(2001). Vamos olhar para o teorema acima de um outro modo:

Teorema 3.4. (Krylov) Seja u € S*(0) em Bf eu e CO(B;) comu=0 em B}. Ento,
eziste um A: By — R e v = a(n,\,A) € (0,1) e C = C(n,\,A) > 0 tais que:

i) Ju(z) = Azo)(x — @0)| < C||uf] oo (52 — xo|' T, Vg € B’%,Vx € B ;

it) ||A||L°°(B’%) < Clluf| poo ()

Observacgao 3.5. Uma funcao u : Q — R € diferencidvel em xy € €0 quando eziste
uma aplicagao linear | : Q — R tal que u(z) = u(xo) + (x0).(x — xo) + Ry (x) onde

l(zg) = Vu(zo). Isso significa que existe L, (x)- funcao afim tal que

o ulT) = Ly (x
) = Lay(o)] = ol — ), e, Jimg D= Lol

Por defini¢ao, u € C**(B;) & u € C'eVu € C*. Como temos:
Ry () = u(z) — u(zg) — Vu(zo)(z — z0) = u(x) — Py (). (38)

Desse modo, temos que R,,(r) também é C', ji que é a diferenca de duas

fungoes que sao C''’s. Dai, podemos também tomar a expansao de Taylor de R,,:
Ry (2) = Ray(20) + V Ry, () (2 — 20)

e, pelo Teorema do Valor Médio, R,,(x) — R.,(x0) = VR, (&)(x — x0), & € [x0, z]. Subs-

tituindo = = x( e a expressao [38 em z, obtemos:
u(w) = ulwo) = Vulzo) (@ — 20) = (Vu(€) = Vu(zo) ) (@ — zo)

& lue) = P (@)] = u(z) - uleo) — Valo) (@ — 20)| < [Vu() — Vulzo)|lz — zo].

zo
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Como u € C1* = Vu € C“. Entao, temos:
u— Py | < [Vuloas,)-[§ — 0|z — x| < [Vuoas,).[§ — o™

Observacao 3.6. Classificar uma funcdo sequndo a sua reqularidade significa comparar
a ordem do erro que a funcdo tem de uma funcao modelo. No caso das funcoes CH2,
a funcio modelo que tomamos é f(x) = |x|**. Heuristicamente, podemos pensar ainda
que se uma determinada funcao € Lipschitz e a constante de Lipschitz decai como Hélder,
entio a funcio é C1*. Esse decaimento pode ser percebido através de intervalos iguais
e comumente tomamos intervalos diddicos. Vejamos graficamente como sao as fungoes

|z|'*T* a € (0,1), o qual nos dard uma ideia que de fato o lema abaizo funciona:

Figura 5 — Graficos de fungoes |z|'™*, com 0 < a < 1

0.8+

Fonte: Elaborada pelo autor.
Lema 3.2. Seja u >0 com u(0) =0 e suponha que p € (0,1) tal que

supu <y sup u,Vk € N.
B, B
ok ok—1

Entao, u € C*(0) com estimativa.

Proposicao 3.3. Sejau € C°(Bf)NS(0) euw= 0 em B). Entdo, existe C = C(n, \,A) >
0 tal que
u(@)| < Cllull oo (5120
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Corolario 3.2. Se ao invés de u € S(0) em B tivermos F(D?*u) =0 em By e F(0) =0,
entao, existe C'= C(n,\,\) > 0 tal que

IVulle=(sy) < Cllull=(s)-
Em particular,
u(@) = uy)| < Cllullr=s, )|z =yl Ve, y € By
2

Prova do Corolario: Veja que poderiamos invocar diretamente o teorema
de regularidade para a equagao F(D?*u) = 0 em B] e u = 0 em Bj, ji que o dado de

fronteira é C'%*. Vamos considerar dois casos:

. 1 1.
1° Caso: se 1, > 1z e || < 5 -
Figura 6 — Regiao (g

A

B% 1
Ty = —
/\ 16

Fonte: Elaborada pelo autor.

Neste caso, basta aplicarmos o teorema de regularidade para a regiao acima
Qo := {2, > £} N B{. Logo, temos que u € C**(Qy) e vale:
2

_ 1
[[ullere @y < Cllull o s7), € = d7 (0, 0B) = 5 < 16°

= ||Vl 1o(00) < |[ullcrae < 16°[ul] oo .

E entao a estimativa segue.
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2° Caso: se © € BY e, < 15, temos que By, (z) C Bf. Como F(D?u) =0 ¢
2

O L>°(B 0 L 1

Collul| .
V| < olfull (e, @) <
T, Ty T,
E entao a estimativa segue!
Prova do Teorema: Sabemos que u € S(0) em Bff <& M™% (D?*u) > 0 em
Em particular, —M™(D?*u) < 0 em

Bf e M~ (D*u) < 0 em B & u,—u € S(0)
Bf & M~(D%*u) <0 em Bf". Entdo, basta mostrarmos que:

Lema 3.3. Seja u € CO(B_T) N S(0) eu >0 em B}. Entdo, vale a estimativa

u(@) < Cllull 5320

Afirmacgao: O lema 3.2 implica na prova do teorema.

De fato, u, —u € S(0) em By e u, —u € C°(B;). Além disso, como u = 0 em

By, temos que u, —u = 0 em B = Fu(z) < C.|[ul| oo pt)-Tn = [u(@)] < C.[uf| oo pr)-Tn

e entao o resultado segue.
Afirmacao: Dadas as mesmas condicoes do lema 3.2, basta provarmos para

u

u satisfazendo ||ul[ e (pr) < 1.
[P

De fato, se u € C°(B{) N 5(0) em By e u > 0 em B]. Defina v =
e entdo veja que [|v|]x gy < 1. Pelas propriedades de , sabemos que v satisfaz a

uma equacao bem parecida com a que a u satisfaz, e, portanto, basta provarmos que tal

resultado vale pra u normalizada.
Prova da proposigao: Segundo as observacoes acima, podemos assumir que
1

HuHLOO(B;r) < 1. Vamos provar a estimativa para x € Bg e 0 <z, < 155, por exemplo,

teriamos:
u(z) < 1-||“||LOO(BI+) < ||U||Loo(31+)100$n'
e 2o = (xp,—1/100). Para resol-

Seja xo = (zf, 2,,) € BY tal que 0 < z,, < 155
2
ver o problema, vamos construir uma barreira como a conhecida lilly flower no anel A =

Bs/100(%0)\B1/100(20). Definamos, entéo, I' como em [37, sabemos que Ja = a(n, A, A) > 0

o ~ (1/100)% — |z — 2|7 9
[:=T,(z) = (L/100)7 — (2/100)7 , M*(D?T,) <0.

tal que:
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Observe que, para Q := Bj/100(20) N {z, > 0} € Bf". Assim, podemos usar o
lema da comparacao:
u < T em 02

MF(D*u) > 0> M(DT) em Q

para concluir que u(z) < I'(z), Vo € Q, porém, zy € Q = u(xo) < I'(x) < Cy.d(x, 0B1/200) =

C1.Xon. Veja que a barreira serviu para trazer a estimativa que tinhamos para I' para u.
u(x)

No caso geral, como dissemos, basta fazermos a mesma coisa para v(z) = —.
LDO(Bl )

]
Teorema 3.5. Sejo u € CO(B;) N S(0) em Bf eu =0 em B,. Suponha que existam
o, Bo € R tais que ag -z, < u(x) < Po-xn, Vo € B . Entdo, existe i € (0,1) e ay, B € R
tais que ag < ay, 1 < By e

ay -1, <u(z) < By -1, em BY
2

(81— a1) < p(Bo — ap)-

Demonstragao. E suficiente provar para oy = 0 e By = 1. De fato, no caso geral procede-
remos assim: se ag = g = 0 nao temos nada a fazer, pois isso implica que u = 0 e entao
basta tomarmos ay = a; e 5y = 1. Podemos, entao, assumir que oy < fy, caso contrario

basta fazermos ag = a; e Sy = (1. Definamos entao

u(z) —ap - x,

v(x) = o

0 <w(z) < .

Entao, por hipdtese, da; > 0, 51 < 1 tais que:

ay - x, <v(zr) < By, em B

u(x) —ag -z,
Bo — g

Podemos, na equacao somar a parcela aq - z,, em todas as desigualdades, chegando a:

= 01Ty <

< Brxn € (Bo—ap).0n-Ty < u—ap-x, < F1(Bo—) Ty (39)

(Bo — ) - @ + g - 2 < u < (By — ) 1 - Tn + g - T
Como, por hipdtese, vale para v : (8 — 1) < pu(1 —0),p € (0,1), veja que
(Bo — )1+ g — ap — (Bo — ao)-B1 = (Bo — o) (Br — 1) < p(Bo — ).

Fixaremos agora nosso olhar para o caso em que ag = 0 e Sy = 1. Assumamos que
0 <u < x,, Vo € Bf. Temos, entdo, duas possibilidades:
i) u(le,) >1/4
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i) u(ze,) < 1/4

Podemos assumir, sem perda de generalidade, que ocorre (i), pois, caso contrario,
basta considerarmos v(z) = z, — u(z) e entdao, temos que: 0 < v < x, em Bf,
v e S0),v e CO(B_Y),U(%.GTL) = 1/2 — u(3.e,). No tocante a u, podemos usar Har-
nack para chegar a:

1 G 1
u(y) = Coulsen) 2 =2, ¥y € Q1 (5en)

Vamos, entao, construir uma funcao barreira I' satisfazendo:

([ M~(D?T) >0 em A,

< I = O, cm 631/2(%%) (40)

| =%, em 9By s5(3.€,).

Onde A := By js(5.n)\Biys(3.€,). Neste anel, temos que M~ (D’T") > 0 > M~ (D%u) e

em 0A, temos que u(z) > I'(x). Sabemos, porém, que
Co 1
['(z) > Cl-Zd($,aBl/2(§-€n))
ese x € [0,2], vem que:
1
u(z) > I'(x) > cgd(x,aBl/2(§.en)) = C9.Tp.
Caso x € [3/8.en,1/2.¢,], entao x € Qy4(%). Logo, vale que:
Co Co
>0 >0,
u(z) > 121 x

Em todo caso, conseguimos mostrar que u(z) > c3.7,, onde c3 = min{cy, ¢}, ou seja,
existe um a; = c3 que satisfaz o que desejamos. Do mesmo modo, temos, por Harnack,
que vale a desigualdade contraria para §; = % < 1. Como B1 — a; < 1, o teorema esta
provado para um 1 > p > 1 — ay.

m

O caso acima pode funcionar como o caso inicial da indugao abaixo:

Teorema 3.6. Seja u € C’O(Ef) NS(0) em Bf eu =0 em By. Suponha que existam
g, fo € R tais que ag -z, < u(x) < By - z,, Yo € Bf. Entao, existem &, € (0,1) e
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sequéncias oy, a1, A, ..., Bo, B1, Bo, ... € R satisfazendo:

<o <. < LS B Br << B

(41)
B — o < 68 (Bo — )

tais que

ag - Ty < u(x) < By -z, em B;k.

Em particular, para 0 <r <1,

u J—
osc | — | <C.r®
Bf \ZTn

onde C' é uma constante e o € (0,1). Isso implica que existe um ¥y € R e « tais que:

lu(x) — Vo - x,| < Clz|* -z, Vo € B;F/Q, |Wo| <1 (42)

na qual C' € uma constante universal.
Demonstracao: Ja temos o caso inicial pelo teorema acima. Suponha, por
proposito de inducao, que a afirmacao é véalida para kK = m e vamos provar que vale para

k =m+ 1. Se é valido para k = m, temos que existem [, am, dg € (0,1):

(ﬂm - am) S 5[7)71(50 - aO)

Definamos, entao:

2—m
U () = %,x € B

Agora temos uma fungao definida em B; e tal que u,, € S*(0) em By e u,, = 0 em B}
e satisfaz B, - 1, < Un(z) < ay, - 1, Vo € B, com f3,, e a,, satisfazendo a condigao da

hipdtese de indugao. Assim, se definirmos:

perceba que, pelo lema temos que vy, (z) € S*(0). Assim, podemos usar o teorema

acima(caso inicial), para mostrar que existem a, 61 € R tais que:
(1 —a1) <do

ay Ty < vp(x) < Py -zp,x € Bf“/Q.
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Voltando para a nossa fungao u, temos que
STy - Ty + iy - Ty < U () < OTBy - T + Qo - Ty T € BY/Q.

Logo, fazendo 41 1= 05'c1 + oy, € By 1= (56“31 + a,,, podemos escrever:

i1 - Ty < Uy () < Big1 - Tpy T € Bf/z.
O que implica que:

Q1 - Tp < u(x) < Byt - Tpy T € B;_(mH)
com oy, < it Bmr1 < Bm € ainda:

Bt — Qi1 = (B — @1) 85" < 65" (Bo — ).

E entao o resultado segue por indugao. Além disso, da monotonicidade das sequéncias,

temos que existe um ¥, € R tal que:

lim «, = lim g, =Y,
m—+oo m——+oo
com |¥y| < 1. Fazendo a := —logy® > 0= o € (0,1). Para z € BY/Q, existe um k£ > 1 tal

que 271 < |z| < 27, Logo, temos que:
u(x) — Vo -z, =u(z) + (g — Vo) - 2 — - T,

S 26661,” — 2a+1(27(k+1))a T,
< 20t |z|* - .

Analogamente, conseguimos mostrar que, para x € BT/Q uw(x) — Vg -z, > =20z 1,

e entao concluimos que:

lu(z) — Wo - 2, | < 2T 2|* - 2, Vo € B;r/2.

Fazendo C' = 29t a estimativa segue. Agora, observe que para 0 < r < 1,

existe k € N tal que 2-*+1) < < 27% Fazendo ¢(r) = osc ( o= |, temos que:
B n

Y
v
T

Y(r) < P(27F) < B — o < 208 = 265127 D < O

e entao a estimativa segue.
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4 IMPROVEMENT OF FLATNESS

Apds termos visto as defini¢oes de solugoes no sentido da viscosidade e suas
respectivas classes, assim como ¢ importante para argumentos de scaling’s entender qual
a equacao que a nova funcao escalonada satisfaz, no nosso argumento, como estimamos
a norma da diferenga de uma funcao que estd em alguma dessas classes com uma fungao
linear, ¢ 1til para nds entendermos em que possiveis classes tal diferenca esta. Dado isto,
vamos mostrar agora um lema de pertubacao por fungoes lineares. A seguinte prova segue
de modo similar o argumento apresentado na afirmagao 3.9 da pagina 40 de NORNBERG
(2018b)). No que se segue, ndés usaremos diversas vezes perturbagdes por fungoes afins de
fungoes na classe S*(v, o, f). De modo a simplificar os argumentos seguintes, enfatizamos
que se L é uma funcao afim e v € L7 (), f € L"(2) e o é uma constante nao negativa,

temos os seguintes resultados de perturbacao.
Lema 4.1 (Perturbacao por fungées afins). Seja L uma func¢ao afim. Entao,

i) u€S(v,0f) em Q= u+L e S(y+20VL|, 0, f —v|VL| = 0| VL]*) em ;
i) ue S(y,0,f) em Q= u+ L e S(y+20VL|, 0, f +7IVL| + o|VL]’) em Q;

iii) Em particular,

we S*(v,0,f)in Q= v:=utL e S* (7+2Q|VL|, 0, |f|+7-|VL|+Q-|VL!2> em €.
(43)
iv) Sejau € S*(v, 0, f) em Q. Para o, > 0, definamos

Vap(z) = au(fz) + L(x) para x € Qg

onde Qg como considerado na observagao[2.8 Entdio,

Vap S S*<77 @7 f) €1m Qﬁ
onde

T(a) = By(Ba) +22|VL], Bi= 2, F(x) = af’|f(5x) |+ By(Br)| VL + 2| VL],
(44)

Demonstra¢ao. Comegamos percebendo que i) é uma consequéncia direta de ) e ii).
Além disso, junto com a observagao nos da iv). Provaremos o item 7). Seja
@ € W2MQ) e suponha que (u+ L) — ¢ =u— (p— L) =u— % tem um maximo local

loc

em o € Q onde p = ¢ — L € W2"(2). Temos ainda que

loc
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Plle—L = M} (D*¢—D’L)+~|Ve - VL| +¢|Vyp — VL|?
< M\ (D%0) + 79IVl +7IVL| + 0|Vl + 0| VL|* + 20|Ve| [V L]
= P’-yi_+2\VL|g,g[(p] +9|VL[ + ol VL]?  q.t.pem Q.

Passando o termo da esquerda para a direita da desigualdade acima, vem que:
R(x) := P vl (@) = Pl — Li(2) +~(2)|VL| + olVL?>0 qtpzr em Q.
Ou ainda

Py [pl(@) = f(2) +7(2)IVL]+ o VLI* = R(x)+ P, lo— L] - f(z) atpz emQ.

¥+2|VL|o,e

Agora, ja que R >0 q.t.p em €

ess lim sup <77;“+2WL‘Q’Q[<,0](x)—f(x)+7(x)]VL|—|—Q|VL]2> > esslim sup <73j79[¢](93)—f(:v)> >0,

T—T0 T—T0

onde aqui nés usamos que u € S(v, o, f) em €. A prova do item ii) é andloga, considere

= WQTL(Q) e suponha que (u+ L) —¢p =u— (¢ — L) =u —p tem um minimo local

loc

em 2 € Q onde @ = ¢ — L € W2"(2). Como no item anterior,

loc

Plole—L = M, (D0 —D’L) —~|Ve - VL| — 0|Vp - VL|?
> M\ (D%0) = v|Ve| =y VL| — 0| Ve|* — 0| VL]> — 20| V|| VL]
> Poviiel®) — VIVL = olVLI* qt.p em Q.

Do mesmo modo como acima, podemos organizar nossa estimativa para obtermos

R(@) = Py yo110,0)(1) = Poylie = Ll(2) = 4(@)| VL = ol VL2 <0 qtpz em Q.
Temos entao que
P ravn0lel @) = (2) = 1@ VL o VLP = R(e)+P; o~ L]~ f(z) qtpe em Q.
Como R <0 q.t.pem €

ess lim inf (P;+2|VL|Q7Q[QO}(m)—f(x)+7(x)|VL|+Q|VL|2> < essliminf (P;g[ﬁ] (:L‘)—f(l‘)) <0,

T—T0 T—x0

aqui usamos que u € S(7, o, f) em € e entdo nosso lema estd provado.
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4.1 Resultados de Estabilidade

Tal proposigao estd provada em CAFFARELLI et al| (1996) de um modo mais geral.
Para nés importara apenas a desigualdade para o caso m = 2. Para tal, consideremos a

equacao :

M (D*u) = pu(@)|Vu| = i ()| V™ = f(z) em Q (45)

Considere ainda que F' é uniformemente eliptico e que o mesmo satisfaz a
seguinte equagao de estrutura, com p € LL(2),c € L () e w € C([0, +00)) com w(0) =
0:

[F(X,p,r2) = F(X,q,5,2)| < p(@)(Ip™ " + g™ + Dlp — gl + c(@)w(lr — s[).  (46)

Podemos agora enunciar a proposicao que trata da estabilidade das solugoes
de equacoes elipticas totalmente nao lineares. Por estabilidade, entendemos que podemos,
em algum sentido, passar o limite em uma sequéncia de funcoes que satisfazem determi-

nadas equacoes e obter que o limite é solu¢ao de uma equacao limite.

Proposicao 4.1. (Estabilidade) Sejam F, F, : S(n) xR"xRxQ — R para k =1,2, ...
uniformemente elipticos com A\, A > 0 e satisfazendo para m > 1, F(0,0,0,z) =
F(0,0,0,z) =0 em Q, p € LL(Q), ¢ € LE(Q), onde p,q,n podem se relacionar como
na observagao abaizo. Considere ainda f, fr € LP(Q2),Vk > 1. Para cada k, seja up uma

subsolugao(resp. supersolugao) LP no sentido da viscosidade de
F.(D*ug, Vg, ug, ) = fr(x) em Q (47)

Assuma ainda que para toda B,(x) C Q, com ux — u uniformemente em B,(x) quando

k — oo e para ¢ € W?P(B,(z)), vale que

. o + _
kglfoo (9 = 9&) || o (Br(@)) = O (48)
(resp. tim [I(g = ) lrs, 0 = 0) (49)
onde
gk (2) := Fy(D*¢, Vo, up(z), x) — fi(z)
e

9(x) = F(D*¢, V¢, u(z), ) - f(z)

Entao, u € uma subsolugdo (resp. supersolugcdo) LP no sentido da viscosidade de

F(D*u,Vu,u,z) = f(z) em Q
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Observacao 4.1. As relagoes entre n, p,q podem ser qualquer uma das duas abaizo:

(1)g>n, ¢>p>n,

(50)
(2) ¢ >n > p>po, p(mg—n) >ng(m—1).

Além da proposicao acima, precisaremos ainda de uma estimativa C“ global
para solucoes no sentido da viscosidade de equacgoes que trabalhamos em nosso texto, pre-
sente no artigo de B. Sirakov (STRAKOV]| (2010))), a qual também apresentaremos aqui.
Tal proposigao sera importante quando queremos provar teoremas de estabilidade, onde
usaremos a mesma para aproximar solugoes de equagoes que possuimos com equagoes com
coeficientes regulares. Utilizaremos isso para concluir que uma sequéncia dessas solugoes

¢ pré-compacta em C(92).

Proposicao 4.2. Seja u € C(2) solugao de

F(D?*u,Vu,u,z) = f(z) em Q,

u(z) = P(x) em O (51

onde F' € um operador totalmente nao linear uniformemente eliptico, e que sa-
tisfaz[{8 para g = 0,N = 0,5 = 0. Entao, existe um o € (0,1), com o = a(n, A, X, p, ||| | v (@)
tal que uw € C2.(S), e para todo subconjunto ' CC € temos que

||U| |Ca(Q/) S K

onde K depende de n,\, A, p,||p||La), l|cl L@ || f]] e, dist(SY,00), supu. Se, além
Q/

das hipdteses que jd temos, u € C(Q) e Q satisfaz a condi¢do do cone exterior (com
medida L), entdo existem ag, po > 0, dependendo s6 de n, N\, A, p, ||p||ra), ||c||r) tais

que, para cada bola B, com raio p < py e centro em Q, vale:
osconp,u < K(p*° + OscamBﬁu),

onde K depende den, A\, A, p, ||p||Lacq), ||cl|ze)s || f]] e (), diam(Q2), sup u. Entdo, se ujpo €
Q/

CH(99), entio u € C*(Q), com o = min{ay, 8/2}.
Para ver os detalhes da prova, basta ver em SIRAKOV]| (2010).
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4.2 Improvement of flatness argument

Este é o ponto principal desta se¢ao, onde provaremos um argumento como um “‘mpro-
vement of flatness” em uma nova versao, a qual foi adequada ao problema que resolvido

neste trabalho. Antes disso, faremos uma observagao importante:

Observacao 4.2. No que se seque, precisamos aplicar o Teorema [5.1] em uma bola dife-

+
3/4°

simples argumento de scaling onde precisaremos apenas mudar a constante universal Cy

rente de B, por exemplo B Isso € claramente verdade e pode ser provado com um

por outra constante universal(que denotaremos por Fy).

Proposigao 4.3 (Improvement of flatness). Sejau € CO(EIF)HS*(% o, f) em Bf" onde

0<~,feLiB) comqg>nep>0. Seja u,, = ¢ o dado de fronteira e 0 < o < .
1

Assim, para todo p. € (0, pa) podemos encontrar(um pequeno) 0 < 19 = 1o, py) < 1/4

tal que, se
||U||Loo(31+) <1 e ||7||Lq(31+) +o+ ||f||Lq(Bl+) + ||90||Loo(Bg) < 7o, (52)
existe um Gy € [—Fy, Fy] tal que

1
—,LL1+Q. (53)

Hu(x) —Go- x”HLoo(B;;) < 4 H

Aqui, Fy = Fo(n,q,\,A) > 0 € uma constante universal. Além disso, po € a constante

ey 7= min {i (8%)) e } € (0,1/4] (54)

Demonstrag¢ao. Sabemos que vale o Teorema [5.1| e a observagao que

universal dada por

)
Vv € S(0) em By, 3 A,(0) e R entao
||UHL<><>(B;/4) <1, = lv(z) — Ay(0) - 2| < Fp|z|'T©  para todo = € By,
| v=0em By, [ |4,(0)] < Fy onde Fy= Fy(n,\,A) > 0.

(55)
Seja p1 € (0, pta). Pela escolha de pu, feita em (54)), temos, para qualquer |z| < p que
1+a.

’U(I) B Av<0> . l’n| < F0|x|1+a00 — FO|I’1+a+(aoo*a) < FolulJralugora <Zp

|
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Entao, implica que

/

Vv € S(0) em By, 3 A,(0) e R e entao
1, 1+«
< HUHLOO(B;'M) S 17 = HU - AU(O) ' $n‘ ’LOO(BI) S §H * para tod 2 € (O7Ma)7
| v=0 em By, \ |A,(0)] < Fy onde Fy= Fy(n,q,\,A) > 0.
(56)
Vamos provar a proposicao por contradicao. Para isso, suponhamos que a proposicao

é falsa. Desse modo, existe um p, € (0, j1,) € uma sequéncia uy € CO(FT) N S* (Ve 0k, fr)

em B e 7, — 0 com

HukHLoo(Bj) <1 e H'YkHLq(Bj) + okt kaHLQ(Bfr) + HSOkHLoo(Bg) < Tk,

tal que, para cada constante G € [—Fy, Fy,

1
> —pit®  para todo k > 1. (57)

H“k -G x”HLOO(B:[*) 4

Provaremos que a sequéncia (ug)x>1 ¢ equicontinua em B;)r/4. Podemos entao aplicar a
estimativa global provada por B. Sirakov no Teorema Zﬂ em SIRAKOV/ (2010) e dedu-

zirmos que, para cada € > 0 existe um 6 > 0 e ky € N tais que x,y € B;“/4, e —y| <6

e k > ko implicando que |ug(z) — uk(y)| < € . Veja que agora podemos usar o Teorema

de Arzela-Ascoli (ou mais precisamente a sua prova) e concluir que podemos passar a

+
3/4°

o limite (uniforme) dessa subsequéncia definida em B;)L/ ,- Observe que se B,(z) C Bf e
¢ € W2(B,(x)) temos, para

uma subsequéncia de u; a qual converge uniformemente em B Definamos ., como

Ry = [P0 (D°0,0) = MEAD%0) | 4 Ul s

"(Br(z

que
R = ||(v - IV@]) + (0k - IVOI)|nB, @) + 1 frllLn (B, ) -

Tomemos

1_1
T == |l 2o, @) - NIVl Lre (8, @)+ 0k IV O Fan (2 1 Br (@) 770 || fiel | Loy (58)

e entdo vemos 0 < Ry < Tp. Aqui, 7 = ¢/(¢ — n) > 1 é o expoente conjugado de

“Esse é o mesmo argumento usado no lema 3.4 de SILVESTRE e SIRAKOV| (2014) que também
funciona para o nosso caso. Como observado 14, apesar do Teorema 2 em [SIRAKOV] (2010) ser provado
para solugoes, ele vale ainda para a classe S*(v, o, f) que consideramos aqui. Veja a observagao feita na
pagina 603 de |STIRAKOV/ (2010). Para o argumento preciso(para equagoes do tipo (3) em |SIRAKOV
(2010)) veja as provas na pagina 604 de |[SIRAKOV/ (2010)).
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g/n > 1. Como ¢ € VVZQOC"(BT(:E)), entao pelo Teorema do mergulho de Rellich-Kondrachov

(Teorema 9.16 em BREZIS| (2011)) temos |V¢| € W'™(B,) — L?(B,) para todo p €

[n,00). Assim,

max {[[| Vol (5, @), 1V Oll[L2n 5,y } < o0 (59)

Logo, T}, é um ntumero real positivo e bem definido. Juntando as equagoes e ,
temos que T}, — 0 quando k — oco. Entao, Ry — 0 quando k — oo. Pelos resultados de
estabilidade para L™-solucoes no sentido da viscosidade nesse contexto provados por S.
Swiech e S. Koike no Teorema 9.4 em KOIKE e Al (2009), concluimos:

(e € S(0) em Bi‘j/ﬁl’

||Uoo||Loo(B3+/4) <1, (60)

\ Uso = 0 em B:’g/4.

Portanto, o segundo membro da implicagao em pode ser aplicado a u.., i.e., existe
um A,_(0) tal que
e (61)

| A, (0)| < Fp.

Porém, u; — us uniformemente em B;/4 ) B:[*, ja que py < g < }1. Em particular,

para k suficientemente grande,

1 (0%
| (62

Entao, juntando e , chegamos a

1
[k = Aunc (0) - @l e g,y < |1tk = oo o) - [ltt00 = Aucc (0) - @l | o g ) < o™

para k suficientemente grande, o que contradiz e entao o resultado segue. O
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5 ESTIMATIVAS ¢4 DO TIPO KRYLOV

5.1 Prova do Teorema Principal

Vamos agora compreender o tipo de teorema que estamos estendendo. Seguimos com um

teorema relevante da teoria:

Teorema 5.1 (SILVESTRE e SIRAKOV/ (2014), Lema 3.1). Seja u € C’(Ef) NS(0) em
B tal que u € identicamente nula em B). Entdo, eriste A € R (imitando a derivada

normal na origem) tal que as sequintes estimativas sao satisfeitas

u(z) — Aza| < Co(|lull pe(pry + D)z Vo € BY',|A] < Collull oo sy + L).

Aqui, agg = ago(n, A\, A) € (0,1) e Cy = Co(n, A\, A) > 0.

Sabendo que vale o teorema acima, podemos agora escrever o teorema prin-

cipal da tese. No que se segue, a classe S*(v, o, f) ¢ a que definimos nas preliminares.
Vamos agora mostrar que ha um caso inicial do teorema através da proposicao abaixo:

Teorema 5.2 (Estimativa pontual do tipo gradiente - caso zero do plano tan-
gente). Seja u € CO(By) N S*(v,0,f) em Bf onde ~,f € LUB}) com q > n, o > 0
e B := min{l — n/q,aq}. Considere que o dado de fronteira p = uj, € C*(0) com
1
polinomio de Taylor na origem, onde w € DM;* com d,, = 1. Definamos
Mo := [Jul| oo gy + [£lere (0) + 1Nl Loty (63)

Entdo, existe um tinico Wy € R tal que, para todo x € By,
ju(e) = o - 2| < Fy - My - |z] - (0)] (|2]), (64)

[Wo| < F1 - Mo, (65)

Lembrando que
(79w)§i (t) ==t +9,(t) para t€|0,1].
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Fl = Fl(”)Qv )‘aAa ||7||LQ(B;F)7Q7 MO’DUJ)’

Além disso, no caso onde p =0 entdo Fy ndao depende de M.

Observagao 5.1. Na verdade, no Teorema[5.3 acima, Fy pode ser tomado como

2(148%)

Fl Jl 1 + (HVHL%B?) +M0 . Q) 1_n/q] , Jl J1<TL q,)\ A D ) > 0.

Segue da prova abaizo que a dependéncia de Jy (e entdo de Fy) em D,, é monotonamente

crescente.

Demonstracao. Inicialmente, observamos que, como n > ¢, temos 0 < B, < agy < 1 e

definamos as seguintes constantes:
1
e —mind & (e 0,1/4] (66)
o 1= Mg, = I 4’ 8Fy E( ) )

Fy = Fy(n,q, A\ A) > (67)

onde

e ambas as constantes sao as mesmas escolhidas na Proposicao Feita a escolha de
s, O nimero 19 = To(fs, tx) € (0,1/4) dado pela proposigao estd completamente

determinada, consideremos

1
N (HUHWW + - (felor(0) + 2\|f|\m<3;>))- (63)

Para simplificar a notagado, definiremos o seguinte (e auxiliar) médulo de continuidade
definido para t € [0, 1]

w(t)

wo(t) = wj (1) =t +w(t), xo(t) == Q:w}](t) = on(t) =7+ et (69)
O(t) == 190)?* (t) = /0 Xo(s)ds, Yo(t) = (ﬁw)ﬁ* (t) :== 7 + Vo (1), (70)

Dy =Dz =94 (1) / Q1w =B+ D,. (71)
To(1) =1+ D, (72)

Agora, percebamos que, pelo item viii) das propriedades

wo € DM, Oq(t) < B, To(t) Vit € [0,1], (73)
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Ademais, pelo item iv) das propriedades
wo(t) <t 4 B, (t) < 2To(t) Wt e[0,1]. (74)
Dividiremos nossa prova em duas partes:

Parte I: O Teorema vale em regimes pequenos , ie,

Afirmacgao: Existe uma constante vy = yo(n,q, A\, A, D) > 0 tal que o Teorema vale
com
F = Fl(’I’L, q, )\,A, Dw) >0

se
||7||Lq(31+) + N -0 <. (75)

Prova da Afirmagao: Mostraremos que existe uma sequéncia de ntimeros reais {Ax}r>0

tais que

Hu_Ak.mnHLOO(B+k) S N:“&”O(Mf)? (76)
|Ap1 — Ax] < 2F0Nw0(,uff) onde Fy >0 ¢ a constante dada em @ (77)

Escolhemos Ay = 0, e consequentemente funciona para £k = 0. Vamos construir os
outros valores dos A,’s indutivamente. Agora, assumamos que para todos 0 < 7 < k
valem e . Precisamos mostrar que existe um numero real A, tal que e
valem para j = k 4+ 1. Definamos, entao, os seguintes elementos:

L k
=_— — App - n) € B 78
un(2) = s (k) = Ak o) para v € B, (78)
Pelo item iv) do Lema {.1] e com
1

k
R - = aBA.z,
o= Fooo ()’ B=p; e L(z)=afAx

implica que u, € S*(, ok, frx) em B;, onde
w(w) = ply(pie) + 2| Aglpulo  parax € Bf,

ok == 2Nplwo(ul)o  para z € B,

k
pk
fu(@) = m(\f(ufx)! + (i) | Ag| + Q!AkF) para v € By
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Também, o (novo) dado de fronteira:

ou(2) = o(pfx)

= P >4
Nk PR

Da hipétese de indugao e , obtemos [[ugl| oo pr) < 1.

Queremos agora aplicar o improvement of flatness (proposicao|.3)).

Para isso, devemos estimar a seguinte quantidade:

My, = Il pasry T 06 + 1 fell acsry + 0kl oo )

Da definicao de N e wy em e , temos que, para todo x € By,

_ el 1 (i)
@) = 75 < svoE
2N pifwo(pif) 2N pfw(pf)
1 Jp(ubz)|z] -
< — - (w é nao decrescente)
2N (pk|2])w(pk|z))
1
< ﬁ<[¢]01,w(0)>|$|
< ()1 (0)
= T 9N
< D
= 79
Logo,
||S0k||Loo(Bg) < 70/2. (79)

Pelo item vi) das propriedades [2.1{ e como p, € (0,1/4]

Zwo(#i) < 2Dy. (80)

=0

Agora, como ¢ >n e 0 < 7, s < 1 temos

_n 1
ellzasry < W) ™51Vl acay) + 2005 Akl Brls (81)

k—1
1
< [l + 2Bulrat S Ay — A
j=0

1 - :
< ||7||Lq(B;r)+4F0N|B1|q9ﬁbfzwo(lii) (por )

J=0

< |llgasg) + 8FoDoN|Bils -0 (por (80).
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Sabemos que wqy é uma [,—funcao por , temos ainda, pelo item iv) das propriedades

ETe @D aue

wo(1) < Wy (1) = V2 (1) = Do,

“hi

Entao,
o < 2w(1)No = 2DyNop. (82)

Como wy(t) > t% para todo t € [0, 1], temos

() < gy (17 00)| + (ko) Al + ol 44f?) - para 2 € BT

1—-B—

Como B, <1—n/q, temos que (,ufj) i < 1 para qualquer £ > 0 e entao encontramos

(83)

1
£l ST 1 Wl oy + 1]y [ Ar] +(M’:)1—ﬂ*‘31’qg|Ak’2
kllLaBf)y = (Hy 5N N
k—1
T, ||7||Lq |31| 0
< Z Z| i1 — A+ Z’AJH A|
Jj=
<

7=0

i 1
< ZO+2D0F0|\7\|Lq(31+)+8D§F02\Bl|qN'Q (por @D

Onde, da terceira para a quarta desigualdade acima utilizamos Juntando , ,

e , obtemos
— 3 ) l
M < 17 + (1 + 2D0Fo> : ||7||Lq(31+) + (2Do + 8Dy Fy| By |4 —|—8D(2)F02|Bl|q> N -o. (84)

Logo, se

70
Moo < o7y € Neo<

~ 8(1+2Do ko) T8 <2D0+8D0F0|Bly% +8D§F§|Bl\%)

To

chegamos a Mk < 79. Escolhamos agora

1 1
8(1+2D0F0) 3. <2D0 4 8DoFy|Bu|i + 8D3F3|Bl|%)

(85)

Yo := Tp - Min

Entao, 0 < v = v(n,q,\,A,D,) < 1/8 ja que 0 < 79 < 1. Além disso, por , Yo

depende de D,, de maneira decrescente. Pela proposigao [4.3] existe uma constante Gy tal

70
Z+(F0"|7‘|Lq(3+> ZWO 1) +2F2|Bl|qN Q(Zwo 1)

)
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que |Go| < Fp e

IA

1

Definamos
Ak-Jrl = Ak -+ QNWO(Mf)GO (87)

Vejamos que vale para Ag,q. Por e , temos, para x € B,
u(x) = 2N piwo(ulyur(x/pl) + Ay -
Entao, a seguinte cadeia de identidades vale para x € B,
w(@) = Apgr-xn = 2N plwo(ul)ur(a/pf) — 2Nwo (1) Go - @,

Tn

— 2Nt un(o/) ~ 2N Go - (%)

= 2N pewo(u) (uk(x/uf) —Go - <&)>

1

Lembrando que wy = wz é uma f,—funcao (por ) Desse modo, o item wviii) da
proposicao implica que wy satisfaz a inequacgao . Dali,

o= Al 2N (1)
Hox
N
= 5#’5“(#5%(#5))

< NpfHa(pl™h).

*

E assim terminamos a construcao indutiva da sequéncia { Ax }r>o € mostra que e
valem para todo k£ € N.

Agora,
m+k—1
Ak — Akl <) Az — Ay (88)
=k

IN

2FyN Z wo(p?) (por)
=k

ph +
4F0N/ WOT()dt = 4FyNOy(1F)  (pela proposicao [2.1]item vi))
0
4B FoNYo(py)  por (73).

VAN

IN



61

Pelas estimativas acima, além de e , vemos que a Dini continuidade
de w implica que {Ai}x>0 é uma sequéncia de Cauchy. Entao, seja \/IJT) = limy o0 Ag.

Logo, de e , fazendo m — o), obtemos

[|u— P - , < fJu= A ]| e, + 1AL = Tl
o

‘lLOO(B:k) =
< Npfwo(pl) + 48 FoN o (ul)
< 2NEEYo(uF) + 4B T BN Yo (1) por (74)

< LoNpiYo(uf), Lo:=2+48"F (89)

O que nos da

V< (14257 ) (Il + e O 4 1l ) = (1426 ) bta. (90

Da equacao , fazendo m — oo e tomando k = 0, obtemos por e da inequagao

acima que
Wo| < 487 FyTo(1)N = 487 Fy(1+ D)N < 487 Fo(1 4 D,y) (14 275 1) M.

Pelo item wiii) das propriedades vale, para T = (ﬁw)ﬁ, ie,

Tol) < (i)ﬁ*roww Wk e N, (o)

*

Agora, para x € By, podemos escolher k € N tal que p**! < |z| < p*. Entao,

}“(x)_\/lj\o'xn‘ = H“_\/IJB'%HLOO(BQ)
g

< LoNpfYo(uf)  (por (89))

1 Bi+1
(;) LoNEEITo () (por u

1 Bx+1
(—) Lo - JalYo(la])

IN

*

< (LO (1 + 2701> (i)ﬂ*+l> My - x| To(|2]).
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E entao o Teorema [5.2| esta provado para

[

1 Bxt1
F=48"Fy(1+ D,)(1+2r5") + ((2 + 48, Fp) (1 + 270—1) <—) ) :
Logo, a parte I esta provada.
Parte II: Suponha ||| 4p+) + N - 0> .

Nesse caso, nés usamos um argumento de scaling. Tomemos

/g

Yo

ro = < 1. (92)
[2(’|7HLQ(B;F) + N Q)]

E definamos

v(z) :=u(rox) /10, x€ B.

Denotaremos ¢, := v|_,. Nesse caso, pela observacao [2.8, v € S* (700, 000, foo) em B,
2 |1 G 1

onde
Yoo() == roy(rox), 000 =100, fo(z):=rof (rox) para x € B
Também, pela observacao , 0, 6 C1* 1o 0 e

[pu]cre(0) < [@]ere(0).

Além disso,

ool zoesy < 70 I zoery < 5 N-ew < N-rg o< 2,
— 1-n
HUHLoo(Bff) < 7T 1”UHLOO(B;“)a HfOOHLq(Bj) < 7o /quHLq(Bf) < Hf”Lq(Bf)-

Entao, como

1700l Logar) + NV - 200 < Y0,

pela afirmacao anterior (na parte I da prova), segue que existe \Tf\o tal que, para todo
r € B,

v(x) — Uy 2y

< Fy (ol gt + [oudene(0) + Mool ass) ) 121 To(l2l), — (93)

Bl < B (0]t + [2odene(0) + ool as) (94)
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onde F}' = F}(n,q,\,A,D,) > 0. Voltando para nossa funcao u, teremos, para E =
1 1

—1 % .
ro F{ que:

‘u(a:) — Uy -

<F My Ja - To(rg'fel)  em B (95)

e claramente,
|Wo| < Fy M. (96)

Lembrando que vale para Ty = (ﬁw)gi, pelo item wviii) das propriedades . Entao,
para C' = 7“0_1 > 1 em , encontramos

To(rglel) < g™ Y(j2l)  para todo || < 1o,
Logo, a estimativa 1) para F\l = r()_ﬁ*/F\'I fica

‘u(x)—ﬁo.xn <F M|z To(jz]) em BY. (97)

Finalmente, lidaremos com pontos # em Bj \ B;f. Observamos que, ( j& que To(t) >
tP- vt € 10,1])

(@) = To-wa| < (Il oo, + [0l
< (Fi+1)- M,
= (/P:I—i— 1) -rg- rgl . To(ro) . (To(ro))_l - M,
< (Fy+1) -5t (To(ro)) ™" My - |2] - To(|])
< (B +1) g My - ] Y|, (98)

Juntando agora as estimativas , @ e , vemos que o Teorema vale na parte
IT com F; dada por

Fi=F+F+ (/F’I + 1)ra(1+’3*) = g Fr g TVEE 4 (g FE 4 g
3(rg Y 4 Dy

3(T()—1—B*F1>k 4 T,O—ﬁ*—l)rgﬁ*—l

= 3(Fy + g2,

IN

IA

Considerando agora as partes I e Il da prova acima, o teorema 5.2 estd finalmente provado

com constante F; > 0 dada por

B(F} + g ) 4 By = B(Fy + 1)(1+ 75" *Y)
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2(1+85)

7|q ++N'Q 1-n/q
—3(F + 1) [1+ (H e (1317) )
0

21(1+,<j*) || || N 21(1+ﬂ/*)
IR Wiy + N -0 "
<3(F;+1) (—) + ( LB ) ] (0<7<1)

Yo Y0

—2(148x%) 12+ﬁ/*
* —n/q —-n/q
<310 |1+ (1Pl + 8 0)

21(14’[;*)
o
1+ <H"Y||Lq(3f) + (1 + 27'01> My - Q) ] (por )

2(14Bx)

. 1+ 2751\ 1w/ =
< 3(F +1)(TO> {1+<||7||Lq(31+)+MO‘Q>1 ’

—2(1+B8x)

<3+ 1)y

2(1+,3/*)
1-n/q

1+ (1 o) + Mo - 0)

Em particular, no caso onde o = 0, temos que F nao depende de My. Também,
J1 depende de D, de maneira crescente desde que 7, depende de D, de maneira decres-

cente e isso finaliza a prova.

O
Com essas proposicoes em maos, vamos a prova o teorema principal:
Demonstracao. Vamos dividir a prova em dois passos e, na primeira parte, assumiremos
que d,, = 1. Consideremos a funcao v(z) := u(x) — L(2',0) para = € By Seja ¢, = v|,, .

_ 1

Claramente, [©,]c1.(0) < [@]cre(0). Temos também que v € S*(7, 0, f) em B onde
¥ =7+2|Ve(0)|oe f=|fl+7 Vo) + o|Ve(0)]* pelo lema . Logo, aplicando o

teorema a v, sabemos que existe um ¥, € R tal que, para todo z € By, temos, para
M, dado por ,

Mo = M00<||U||L°°(Bl+)> |llcre (), ||f||Lq(Bl+)» ||7||Lq(]31+)a 0, |V<P(O>|> (99)

= My <HUHL°<>(31+)> [pu]cre (o) H?HLq(Bl*y HVHLQ(BT)aE ‘V%(O)D

= fullezpy + lllore) + 1Nl oz, + (1lzaap + ol 79(0)) IV(0)]

To(t) := (%)Ei(t) =t L 9,(t) Vte(0,1], Fy:=(1+|B|V)R
onde F} é o mesmo da observagao [5.1] e entao

o 2£1+[;*)
Fo=Jo |1+ (IMllaga) + Moo 0) "

] , Jo = J()(TL,Q, )\,A, Dw) > 0.



65

lu(z) — L(2',0) — o - z,,| = |v(z) — g -y

< By ([0l o) + oedore ) + [Tl ago ) o Co(l2)

< Fo- Moo - |z| - To(|z])

com
|Wo| < Fy - Mog < Fo - Moo.

Agora, nés observamos que

_ ' TR
Fo = Jo 1+<||7HLq<Bl+)+M00'Q) q]
B 21(17+B/*)-
< o |1+ 20+ 1B (19 asy) + o(IV9(0)] + Moo ) )|
i 2{1;1»6*):
< 201+ B |1+ [ (IMagss + (1900 + Mao) )|
. 21(£+5/*) ]
= To |1+ [IWllgaay) + o(IVe(0)] + Man) | "
= Foo = Foo(|[7[e(): 0, [V(0)], Moo) (100)
onde
70 = 70(”, q, )\, A, Dw) > 0.
Resumindo,
lu(z) — L(z',0) — Vg - 2| < Foo - Moo - |z| - Yo(|z]), Ve B, (101)
[Wo| < Foo - Moo. (102)

Agora, para a segunda parte da prova, vamos considerar o caso geral, ou
seja, d, € [0,1] e resolver via scaling. Considere vyy(z) = d 'u(d,z) para x € Bf. E
entao vy € C’O(Ff) N S*(Yo0, 000, foo) em Bi" onde yoo(x) = dy,y(duz), 000 = dyo e
foo(z) = d,f(d,z) para x € B;. Tomando L(x) := d;'L(d,z) para x € B} e @y =
Vgo|,, como nosso novo dado de fronteira, temos pela observagao [2.7) que g € C L&(0) e

[9000]101@(0) < [p]erw (0) onde W(t) = w(d,t) parat € [0, 1]. Pelo item wviz) das propriedades
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segue que W € DM}; comdg=1e Dy = D,,. Além disso,

||V00HL¢1(B§) < dulj_n/qH'VHLlZ(Bj)? ||f00||L¢I(Bl+) < di_n/q||f||Lq(Bl+), ||U00||L0°(BI") < d;1||UHLoo(B;r)7

Voo (0)] = [V (0)].

Como dz = 1, nés podemos aplicar o caso anterior (i.e, estimativa (101]) e (102))) a wvo.
Entdo, Vo € B

onde

lu(x) — f(x/, 0) — Uy - z,| < Foo- My - |z| - T5(|x]) (103)

|Wo| < Foo - Moo, (104)
T5(t) == (0a)f, (1) ==t + 05(t) Ve [0,1],

Moo(HUooHLoo(31+)7 ||<P00||017W(0), HfooHLq(B;r), H’YOOHLq(B;), 200, | Voo (0)])

[vool| oo ) + |00l lcr2(0) + [l fool Lacsry + <||Voo|\Lq(Bl+) + 900|V<P00(0))> V00 (0)]
45 (Ml ) + ellers) + 1 llzaapy + (IWllzaan + @l V(0))) IV(0)1)

AP M

Fo = F00(||700||L11(Bl+)70007|v¢00(0)|7M00>

1-n/q

2(14-8x)
= Jo |1+ [||700||Lq(31+) + 900<|V9000(0)| + Moo)} ]

— o\
L+ [||7||Lq(131+) + Q<|VS0(O)| + Moo)] ! ]

IN
<
<)

Observemos que

20148 21(17+[;*)
< Toda |1+ [Illgagas, + o(I99(0)] + M)
t — dwt
Ti(t) = % +/ AS) g — - +/ () s para t€0,1]. (105)
o S 0 s

Em particular, para d, <1,
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t
Ti(d;'t) = dj P + / @ds < d;PYo(t) Ve (0,dy)]. (106)
0

Agora, escrevendo ((103) para nossa u (levando em conta (106 ), obtemos,

para & € By :

lu(z) — L(z',0) — g - 20| < (d5*FooMoo) - 2| To(|z]) < (d P Foo M) - 2| To(|])
(107)
ecomo 0<d, <1
|\110’ < FOOMOO < d;(lJrB*)FOQM#.

Finalizamos a prova tomando

1-n/q

*(1+5*+%) 4 2(145+)
L [11llgagay) + o(196(0) | + M) |

TQ = 70dw

w

Como esperado, dado o que tinhamos antes, o termo J, depende de D, de maneira

monotonamente crescente e concluimos a prova.

]

Antes de provar o corolario, lembremos que:

Observagao 5.2. Seja u € C'*(B)). Usando a expansio de Taylor (cldssica), vemos

que, para qualquer xo € Bz temos
[u(z) —u(zo) —Vu(zo) - (—20)| < [VU]gows,)lr—2olw(|z—10]) V€ Bhin{1-|z],d} (T0)-

Demonstracao. Vamos tomar um ponto genérico xy € Bi/2. Defina 0, := min{d,, 1/2}
e v(z) == 0, (u(zo + d.z)) para x € Bf. Sabemos que v € S*(7,0, f) em B onde
¥(z) = d.7(20 + 0,2),0 = .0 e f(x) = 6.f(x0 + 0,x) para € Bf. Além disso, para
y € B}, seja

Lay (y) := p(w0) + V(o) - (y — 20)

o (cldssico) polinomio de Taylor de ¢ em x( e seja ¢, = V), - Para y € B}, definamos
1
Lo(y) = 6, Lug (w0 + 0.y),

temos, para qualquer x € B], pela expansao de Taylor (cldssica) (basta ver a observacao
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aplicada a ¢) que
|0u(@) = Lo(@)] = 0, |o(wo + 0:2) — Lay (@0 + 0.2)| < [V]cow(s,)|z[@(|2])
onde W(t) := w(d.t) para t € [0,1]. Da estimativa acima, obtemos:
[po]cre(0) < [Vlcowsy).

Novamente pela proposicao , temos que w € D./\/lg* com dg = 1. Além disso,

Dw:/ol@ds:/oé* @dsg/:w @ds:pw (108)

S S

Procedendo do mesmo modo como na segunda parte do Teorema (1.3, De
fato, o argumento aqui, como na prova anterior, ¢ um argumento de scaling com uma
translacao, a qual sera com relagao ao ponto g, nao afeta diretamente nossas estimativas
anteriores. Entao, aplicando as estimativas a v e retornando para u como fizemos antes,
chegamos a seguinte estimativa, observando que 9, faz o mesmo papel de d,, na prova do

teorema trocando Dz por D, em Tj:
() — Ly (2',0) — W - 2] < Tg-Mg*#-(|x|-T0(|x|)), Vo € B (zo) := Bs(z0){z, > 0}
W < Ty - M.

Aqui, Mf# é dado por @) e

* -0 #H# o
Tg = Jo- 6 1[H[||v||m(31+)+g(||wum<33)+MO )] } (109)

onde podemos assumir que Jy = Jo(n,q, A\, A, D,) > 1, bastando apenas trocd-lo por

Jo + 1, se necessario.

Percebamos que, nesse caso Tjf > 1. Definindo

P (z) := Ly (2',0) — ¥ -z, VzeR™  A(xg) := V(xo) + V(xo)e,
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e lembrando que z¢ = (z(,0) = (27, (20)n), pois zo € By), chegamos a

Pyy(2) 1= Ly (2',0) + Ug -2, = @(x0) + V() - ((2',0) — (2, 0)) + Vo - 7y,
= (@) + (Vru(o),0) - (' — 2, 0) + ¥y - e, - ( — o)
= ¢(z0) + (Vru(wo),0) - (' — xf, 2 — (w0)n) + o - €5 - (x — 20)
= ¢lz0) + (Veo(wo) + ¥(zo)en) - (& — o)

= ¢(zo) + Alzo)(z — x0)
onde A(zg) := V(xy) + ¥(zo)e,. Claramente,
|Ao)| < [Vep(o)| + [Wo(wo)| < MJ™ + T MIF = (T + 1) My (110)
Agora, nds estamos exatamente nas condigoes do lema definindo
T := (Tr + 1) M7, w =Ty, ro = Os.
O resultado entao segue da estimativa (124]) no lema , lembrando que vale 0 que

implica

To(t) > P Wt e[0,d,]

ie,

1
Al oy < | Fl14+=——— ) +1|(TF + 1)MF*
1Allcorom, ,) < ( (+T0(5*/4))+ )(o+ )M
< (F(l + 4—5*5—5*) + 1) (Ty + 1)MF*

= (2F + )07 2(Ty + 1) MF*

onde F' é uma constante dimensional. Como 7§ > 1, temos que Ty + 1 < 27§. Logo,

podemos finalizar a prova definindo

T# = 4(F + 1)0-°T; > max {(QF )0 1 1), TO*}.



70
Em particular, por (109), para Jgé’E =4(F+1)Jy= Jf(n, 4, \ A, D) > 1, vem

Oo
T — 5o ©1+8) {1 + [||7||LQ(B1+) + g<||Vga||Loo(B;) + Mf?‘*)] } :

[]

Através do exemplo abaixo, percebemos que a estimativa do teorema [1.3] é
6tima no sentido da regularidade do RHS. Faremos isso construindo em dimensao (n = 2)
uma fungao u € C’O(ET/Q) N C"X’(pr) que se anula na fronteira flat (i.e, u =0 em B )
tal que u é uma solucao forte L? de Au = f com f € LQ(B;F/Q) para o qual a derivada
normal u,(0) explode. Isso mostra em particular que a estimativa (&) ndo funciona. Essa
construgao mostra ainda que u ¢ C’O’I(EJ) para qualquer € > 0.

Exemplo 5.1. Consideremos a fun¢ao dada por:

1/4
y-|Iny/(a2+y?)|  V(z,y) € B, CR?
u(z,y) =
0 on {yzO}ﬂFIF/QCRQ.

Usando coordenadas polares em R?, i.e, v = \/(x2+y2), percebemos que, para todo
—+
(z,y) € By
0<u(z,y) <7-|Inr["’* -0 quando r — 0%

Dessa forma, u € C’O(ET/Q) N C=(B},). Definamos w(r) := IInr|Y4 for 0 < r <

Entao,

1
5

Buley) = (w) + ) -y 2w B )

= <w”(r) + §w’(r)) -y = fz,y)

r

Agora, calculando as derivadas de w, chegamos que existe uma constante Ay > 0 tal que:

A
/ 2 0
WP S e Y e (0.1/2)
A A
"2 < 0 0 Vr € (0,1/2].
[ (r)l” < r4] Inr|3/2 +fr4|lnfr\7/2 re(0,1/2]

Logo,

[f (@, ) < B(lw"(r)|r + [w'(r)])]* < 18(Jw"(r)[r® + [w'(r)[*) - V(z,y) € B, CR™.



71

Assim, usando coordenadas polares em R? e a mudanga de varidveis s = |Inr| (lembrando
que 0 <1 < 1)

/ |f (2, y)Pdady < 18(/ Iw”(T)TIQdﬂﬁder/
By /o By /o

B2

1/2 1/2
< 367 / |w"(r)|2r3d7"+/ |’ (r) [*rdr
0 0
2 g 2 g
< 36mA| 2 _ _
- i O< /0 rInr|3/2 +/0 r|lnr|7/2
—+o0 d —+o00 d
|In(1/2)| $ |In(1/2)| S

Entao f € LQ(BY/Q) e como u € C’OO(B;F/Q) - VVif(B;F/Q) Logo, u € uma
solucio L? forte de Au = f em Bfﬂ e entdo ela é também uma L? solucdo no sentido
da viscosidade da mesma equagdo como no teorema 2.1 em |CRANDALL et al. (1996)).
Vemos ainda que as estimativas (@ e (@ no teorema nao vale. De fato, caso ela

valesse nds consequiriamos mostrar a existéncia de uma constante C' > 0 tal que

!w’(T)I2dxdy>

u(0,y)
y

<(C forevery y€ B;r/4.

Contudo, pela defini¢cao de u, podemos checar que

u(0,y) R

oo as y— 0T,
Y

i.e, a derivada normal explode na origem (um ponto de fronteira) e entdo (@ nao tem
como valer. Concretamente,

u(0,y)

Ry = Sup.

e de fato nossa conclusao vale.
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho estudamos muitos pontos importantes da teoria da regularidade
para equacoes elipticas totalmente nao lineares, alguns dos quais sao os principais ingredi-
entes na prova de teoremas chaves da teoria. Para perceber como as técnicas funcionam,
em um primeiro momento explanamos as principais notacoes e defini¢oes correspondentes
ao assunto, como as classes de sub/supersolugoes nas quais provamos os teoremas, fatos
sobre scalings e barreiras, propriedades das a-funcoes, além de deixar claro as provas
destas proposicoes no texto.

Depois das preliminares, para enxergar melhor como funciona e a importancia
da evolucao do teorema em questao, fazemos uma espécie de “caso zero” do teorema
principal. Neste caso inicial, conseguimos perceber como as técnicas sao utilizadas para
provar o teorema e as utilizamos depois. Seja em maior ou menor grau, o caso zero nos da
um vislumbre do que podemos utilizar das técnicas estudadas. Apds isso, destacamos um
dos pontos chaves da prova conhecido como improvement of flatness, o qual esta contido
na tese em uma versao diferente das publicadas até agora, dado a dificuldade em realizar
a técnica com um coeficiente no termo quadratico e outros coeficientes nao-limitados.

Chegamos entao ao teorema principal da tese e nele consideramos um tipo
especifico de equacao de estrutura - que é a equacao que determina quem sao os conjuntos
de solucgoes de inequacoes diferenciais para os quais valem as proposicoes que provamos.
Os teoremas provados até agora abordaram um tipo muito mais simples de solucoes de
equacoes ou inequagoes. Esse tipo de abordagem para teoremas de fronteira do tipo
Krylov é nova e abre um leque de aplicagoes em outras dreas, como em problemas de
fronteira livre. O tratamento do dado de fronteira sendo C1P™ ¢ diferente do usual, mas
conseguimos passar por essas dificuldades e obter a estimativa desejada de uma maneira

mais clara com relagao a dependéncia dos coeficientes.



73

REFERENCIAS

BORSUK, M. Dini-continuity of first derivatives of solutions of the Dirichlet problem for
second-order linear elliptic equations in a nonsmooth domain. Sibirsk. Mat. Zh., v. 39,
n. 2, p. 261-280, 1998.

BORSUK, M.; KONDRATIEV, V. Elliptic boundary value problems of second
order in piecewise smooth domains, v. 69 of North-Holland Mathematical Library.
Elsevier Science B.V., Amsterdam, 2006, vi+-531 p.

BRAGA, J. E. M,; FIGALLI, A.; MOREIRA, D. Optimal regularity for the convex
envelope and semiconvex functions related to supersolutions of fully nonlinear
elliptic equations, 2018. (Preprint).

BREZIS, H. Some rigidity results on critical metrics for quadratic functionals.
Springer, New York, 2011.

CAFFARELLI, L. A.; CRANDALL, M. G.; KOCAN, M.; SWIECH, A. On viscosity
solutions of fully nonlinear equations with measurable ingredients. Communications
on Pure and Applied Mathematics, v. 49, n. 4, p. 365-397, 1996.

CRANDALL, M. G.; KOCAN, M.; SORAVIA, P.; SWIECH, A. On the equivalence of
various weak notions of solutions of elliptic PDEs with measurable ingredients. Progress
in elliptic and parabolic partial differential equations, p. 136-162, 1996.

FANGHUA, L. A.; HAN, Q. Elliptic Partial Differential Equations. Amer. Math.
Soc., 1997.

GILBARG, N. S.; D.; TRUNDINGER. Elliptic partial differential equations of
second order. Springer-Verlag, Berlin, 2001.

KOIKE, S.; A., SWIECH. A Maximum principle for fully nonlinear equations via the
iterated comparison function method. Mathematische Annalen, v. 339, n. 2, p. 461—
484, 2007.

KOIKE, S.; A., SWIECH. Existence of strong solutions of Pucci extremal equations with
superlinear growth in Du. Journal of Fixed Point Theory and Applications, v. 5,
n. 2, p. 291-304, 2009.

KOIKE, S.; A, SWIECH. Weak Harnack inequality for fully nonlinear uniformly elliptic
PDE with unbounded ingredients. Journal of the Mathematical Society of Japan,
v. 61, n. 3, p. 723-755, 2009.

KOIKE, S.; NAKAGAWA, K. Remarks on the Phragmén-Lindelof theorem for
LP—viscosity solutions of fully nonlinear PDEs with unbounded ingredients. Electro-



74

nic Journal Differential Equations, v. 146, n. 2009, p. 1-14, 2009.

KOIKE, S.; SWIECH, A. Maximum principle and existence of LP—viscosity solutions
for fully nonlinear uniformly elliptic equations with measurable and quadratic terms.
Nonlinear Differential Equations and Applications, v. 11, n. 4, p. 491-509, 2004.

KOIKE, S.; SWIECH, A. Local maximum principle for LP—viscosity solutions of fully
nonlinear elliptic PDEs with unbounded coefficients. Communications on Pure Ap-
plied Analysis, v. 11, n. 5, p. 1897-1910, 2012.

KRYLOV, N. Boundedly inhomogeneous elliptic and parabolic equations in a domain.
Izvestiya Rossiiskoi Akademii Nauk. Seriya Matematicheskaya, v. 47, n. 1, p.
75-108, 1983.

KRYLOV, N. V.; SAFONOV, M. V. An estimate for the probability of a diffusion process
hitting a set of positive measure. Doklady Akademii Nauk SSSR, v. 245 n. 1, p. 18-
20, 1979.

KRYLOV, N. V.; SAFONOV, M. V. A certain property of the solutions of parabolic
equations with measurable coefficients. Izvestiya Rossiiskoi Akademii Nauk. Seriya
Matematicheskaya, v. 16, n. 1, p. 161-175, 1980.

LIEBERMAN, G. M. The Dirichlet problem for quasilinear elliptic equations with conti-
nuously differentiable boundary data. Communications in Partial Differential Equa-
tions, v. 11, n. 2, p. 167-229, 1986.

NADIRASHVILI, N.; VLADUT, S. Nonclassical solutions of fully nonlinear elliptic equa-
tions. Geom. Func. Anal., v. 17, n. 4, p. 1283-1296, 2007.

NORNBERG, G. S. C** Regularity for Fully Nonlinear Equations with Super-
linear Growth in the Gradient arXiv:1802.01643v1 [math.AP], 2018a.

NORNBERG, G. S. Methods of the Regularity Theory in the Study of Partial
Differential Equations with Natural Growth in the Gradient , 2018b. Ph.D
Thesis, Pontificia Universidade Catétlica do Rio de Janeiro (PUC-RJ).

SAFONOV, M. V. Unimprovability of estimates of Holder constants for solutions of linear
elliptic equations with measurable coefficients. Mathematics of the USSR-Sbornik |,
v. 60, n. 1, p. 269-281, 1988.

SILVESTRE, L.; SIRAKOV, B. Boundary regularity for viscosity solutions of fully nonli-
near elliptic equations . Communications in Partial Differential Equations, v. 39,
n. 9, p. 1694-1717, 2014.

SIRAKOV, B. Solvability of uniformly elliptic fully nonlinear PDE. Archive for Rati-
onal Mechanics and Analysis, v. 195, n. 2, p. 579-607, 2010.



75

WIDMAN, K. Inequalities for the Green function and boundary continuity of the gradient
of solutions of elliptic differential equations. Mathematica Scandinavica, v. 21, p. 17—
37, 1967.



76

APENDICE-CONTROLE UNIFORME DA EXPANSAO DE TAY-
LOR VERSUS REGULARIDADE INTERIOR E DE FRONTEIRA

No apéndice deste trabalho, apresentaremos lemas mostrando que, de fato, a
regularidade pontual e a regularidade classica, interior e de fronteira, sao equivalentes.
Isso significard que o que provamos funciona nao apenas em um sentido pontual, mas
no sentido classico! Além disso, como esses dois resultados sao equivalentes, quando for

necessario provar uma estimativa, teremos duas maneiras de tentar prova-las.

Controle uniforme da expansao de Taylor versus regularidade inte-

rior e de fronteira

Nesta subse¢ao, mostraremos algumas estimativas relacionando a regularidade
pontual C'* com a regularidade cldssica C'* na fronteira. Essas estimativas sao relativa-
mente conhecidas (especialmente no caso C). Porém, nao ¢ facil encontrar referéncias
das suas provas, especialmente na generalidade discutida aqui. A versao interior foi pro-
vada no apéndice de BRAGA, FIGALLI, e MOREIRA! (2018). Aqui, ndés usamos ideias
similares e mostramos a prova do caso de fronteira com todos os detalhes. Utilizaremos

aqui funcoes afins sempre em R".

Lema 6.1 (Regularidade interior C'* pelo controle uniforme da expansao de
Taylor). Seja u definida em B, ew : [0,d,] — [0,00) um mddulo de continuidade(e entdo
w € M). Considere ainda 0 < ro < min{r/2,d,}. Assuma que, para todo xg € B,y exista

uma funcgao afim Py, tal que
|u(x) — Py (2)] < Tl — xo|w(|z — x0]) Vo € B, tal que |z — xo| < rg. (111)

Entao, u € C*(B,,/s) com a sequinte estimativa

[vu]co,w(ETO/S) S ET (112)
Ademais, se w € M™T e
sup |VPyloo <T (113)
IOGET/Q

entdo u € C1(B, 5) € vale a sequinte estimativa:

[VU]CO,w(ET/Q) S (1 + )ET (114)

w(ro/4)
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Em ambas as estimativas acima, E > 0 ¢ uma constante dimensional.

Demonstracao. Veja que implica que u é diferenciavel em qualquer ponto de m
Sejam entao g, yy € Er/g com o # yo. Desse modo, definamos dy := |z — yo| tal que
2dy < ro/2ezy:= (ro+w0)/2 € FT/Q. Das definigoes, temos que |zo—xo| = |20—yo| = d/2.
Entéo, teremos que By, /2(20) C Bay (o) N Bay(yo) C By Por m temos que

1= Pall (g, o) S 1 Pellimin S T (115)
dg (20
(§
4= Pall (g, ) 5 1 Pl S Tl (116)
dg Z
2

Agora, podemos usar o fato de que P,, — P,, é uma funcgao afim, e, portanto,
harmonica. Pela estimativa do gradiente para funcoes harmonicas, existe uma constante
dimensional C' > 0 tal que:
2C

|Vu<'r0) - Vu(yo)| = |Pfﬂo - Pyo‘ < d_o“Pfo - PyOHLOO(EdO/Q(ZO))

‘|u—ng0

i (Bay)) S ACTw(do) = 4CTw (|20 — o)),

(117)
onde na peniltima inequagao ndés somamos e . Dai, vejamos que se xq, 4y € FTO /8
com xy # Yo, entdo eles estardo na condigdo de 2dy < ry/2, logo, a estimativa m
nos da Agora, para mostrarmos que vale m tomemos xg,yy € ET/Q tais que
do = |xo — yo| > ro/4 > 0. Usando que 113}

|L°°(§d0(zo)) + ‘|U — Py,

(Vu(zo) — Vu(yo)| VP — VP, < 2T

w(lzo—wl)  wllzo—wol) ~ w(ro/4) (118)

Como sabemos,

[VU]COM(E) _ sup |VU<J]) B Vu(y)l )

vy By w(lz —yl)
Ty, lr—y[<dw

Entao, somando e [I17], chegando a:

[Vu(zo) — Vu(yo)| _ o B
w(|o — yol) §4CT+w(ro/4) §T(4C+2)<1+

1
w(r0/4)>

E entao a estimativa segue para E = 4C + 2.
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]

Observagao 6.1. Seja Z,(x) = p -z, para algum 0 # p € R e considere a € R"1.
Entao, vale que:
||Zu||L<>o(B.+(a 0))
| = . :

Lema 6.2 (Regularidade C'* de fronteira pelo controle uniforme da expansao
de Taylor). Seja u definido em B} e w : [0,d,] — [0,00) tal que w € M e 0 < 1y <

min{r/2,d,}. Suponha que, para todo xzq € E;/Q exista uma funcgdo afim Py, tal que
lu(z) — Py (7)) < T|x — xolw(|z — 20|) Vz € B tal que |x — x| < ro. (119)
Seja A: B, = R" adnica fungao A(z) = (Ai(x), -, Ap(z)) = (Ae(2), An(z)) tal que

PCL‘O (.I) = A(Qfo)(.ﬁlﬁ - Z’Q) + U(l’o) Vr € R”.

—/

Entdo, Ay, A, € C™¥(B, 1) ¢

[A] < FT. (120)

Co% (B, /s)
Além disso, se w € M™, entao

—/

" 1
Sup Dy, Poo| T = An € C™(B,j) e [Anleos,,,) = FT<1 * w(r /4))‘
JTOGBT/2 0

(121)

1
w(?"o/4)>'
(122)

max sup |Dg, P | <T = A € C’O""(E;/Q) e [AT]COM(E’T/Q) < FT<1+

7:6{17... 7n—l} CEOGEIT/Q

Em particular,

1
sup |A|w < T <= sup |VP,|<T = [A]COvW(PL/Q) < FT(l + e /4)> (123)
Elr-/2 5506?;-/2 0
Como consequéncia disso:
|Aloo < T = ||A]] < F<1+ ! )+1 T (124)
sup |Als < o ) < :
Bl O Brr2) w(ro/4)

Em todas as estimativas acima F > 0 é uma constante dimensional.

Observacao 6.2. Como na observacao [1.1, no lema acima, o campo A pode ser

pensado como o gradiente de u ao longo de BL..
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Demonstra¢ao. Comegaremos introduzindo algumas notagoes. Denotaremos = = (2, z,)
com ' € R"!. Para cada =y = (z§,0) = (zo, (z0)n) € By, escrevemos, para todo
€ R 1

P (2') i= Py (27,0) = Ay(z0) (2" — ) + u(wo)

/
0

Desse modo, temos, para todo x € R"
Py (2) = Ay(xo) (2’ — xp) + An(xo) Ty + u(xg) = Pry(2',0) + Ap(x0) 2y (125)
Definamos ainda as seguintes fungoes:
v(z) :=u(z) — P, (2',0) Vre B,

o(z) :=u(2',0) Vz € Bl

Comegaremos pelas estimativas das derivadas tangentes. Observemos entao que ({119

implica que, para todo xy € B/ /o temos

lo(x) = Py ()| < Tz — xolw(|z — x0)| V€ B, tal que |z —xq| <1 (126)

Disso, ¢ ¢ diferenciavel em qualquer zg € B,z € V() = V Py = Ay(x9) = (Dy, Pug, -+, Duy Pay)-

Assim, ((126)) junto com o lema anterior [6.1] implicam
I:At]c'o,w(giﬂo/g) — [V()O:ICO’W(E’/1‘0/8) S .Fjj—'7 (127)

Além disso, a estimativa em ((122)) também segue disso. Agora, veremos as estimativas na

derivada normal.

Observemos que (119 implica de ({125 que para todo x( € E; /2

lv(x) — Ay(xo)xn| < Tl — xolw(|z —x9) Va € B tal que |z — xo| < 7. (128)

Desse modo, se xq, 1o € E:ﬂ com g # Yo € 2dy = 2|xo—yo| < 70/2. Seja zo 1= (wo+yo)/2 €
-t —+ —+ —+

B, 5. Sabemos que |20 — | = [20—yo| = do/2. Logo, By, j5(20) C By,(x0)NBy,(y0) C B
Por ([128]), temos

||U - An(xo)anLoo(Ezo (20)) < ||U - An<x0>xn||Loo(§;O(xO)) < TdOw(d‘J)v (129)
2
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HU - An(yo)anLoo(E ) < HU - An(yo)anL"o(Ezo(yo)) < Tdow(do). (130)

+
dq (20
2

Agora, escrevendo Z(x) = (A (xo) — An(yo)) - x, e lembrando que 6.1/ chegamos

a
An(a) = Anlo)] < 2 (AnCar) = AnCyo))
n\ZLo n yO =~ do n\Lo n yO S LOO(EZO/Q(ZO))
2C
< d_0<HU - An(mo)x"HLw@}O(xo)) + v - An(yﬂ>$n||Loo(§d+0(yO))>
< 40Tw(dy) = 4CTw(|zo — yol). (131)

Observamos que se xg, Yo € E;O/g com Tg # Yo, entao 2dy := 2|xg — yo| < ro/2. Dai, segue
de (131)) que:

[A,] <4CT. (132)

Co% (B, /s)
. -/ ~ .
Agora, consideremos o caso onde zg,yo € B, 5 sao tais que dy := |xo — yo| > ro/4 > 0.

Entao, como assumimos ([121]), temos:

|An($0) - An(y0)| _ |Dan560 — Dﬂ?nPy0| < 2T
w(]zo — Yol) w(lzo —wol) w(re/4)

A conclusao em ([121)) segue das estimativas (131)) e (133]). Finalmente, (123) segue de
(121]) e (122), observando que A;(zo) = D,, P,, para todo i € {1,--- ,n} e isso finaliza a

prova do lema.

(133)
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