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RESUMO

Neste trabalho, nés aplicamos o modelo de rede de fusiveis através de simula¢des computacionais
para representar sistemas desordenados do tipo quenched, ou seja, sistemas que apresentam
variaveis aleatdrias que ndo dependem do tempo. Uma das aplicacdes desse modelo € simular
processos de fratura em materiais heterogéneos para entender como possiveis falhas se espalham
em estruturas construidas pelo homem ou encontradas na natureza. Tal conhecimento pode
ajudar a prevenir que tais falhas possam comprometer a estrutura e assim aumentar a sua vida
itil. E importante ressaltar que do ponto de vista tecnoldgico este estudo abrange muitas dreas
de pesquisa aplicada como, por exemplo, as ciéncias dos materiais, resisténcia dos materiais,
engenharia, fisica, etc. O modelo de rede de resistores apresenta uma analogia entre os sistemas
elétricos relacionado a lei de Ohm, I = GV, com as deformacdes elasticas de um material que
sdo descritas pela lei de Hooke, o0 = E'€, onde substitui-se a tensdo ¢ pela corrente elétrica I, o
modulo de elasticidade E pela condutancia elétrica G e a deformagao eléstica € pelo potencial
elétrico V. Nos, entdo, aplicamos esta analogia ao estudo de morfologia de fraturas em meios
desordenados. Este modelo computacional foi realizado em uma rede quadrada com uma corrente
global I, atravessando o sistema e atribuindo valores aleatérios de condutincia elétrica para cada
resistor de maneira que possamos calcular os potenciais, através da lei de Kirchhoff. Com isso,
definimos um critério de queima dos resistores retirando-o e repetindo 0 mesmo processo até
encontrar o agregado fraturado. Além disso, determinamos a dimensao fractal ¢, que mostra
como as falhas microscépicas se espalham pelo meio, e analisamos também a condutancia global

G, do sistema.

Palavras-chave: Rede de resistores. Sistemas desordenados. Dimensao fractal. Processos de

fratura.



ABSTRACT

In this work, we apply the fuse network model through computer simulations to represent
quenched disordered systems, i.e., systems that present random variables that do not depend on
time. One of the applications of this model is to simulate fracture processes in heterogeneous
materials in order to understand how possible failures spread in man-made structures or in those
found in nature. Such knowledge may help to prevent that such failures could compromise the
structure. From a technological point of view, such study cover many areas of applied research,
such as, materials sciences, materials strength, engineering, physics, etc. The resistor network
model presents an analogy between the electrical systems related to Ohm law, / = GV, with the
elastics deformations of a material that is descrided by Hooke’s law, o = E'€, where the voltage
o is replaced by the electric current /, the modulus of elasticity E by the electrical conductance
G and the elastic deformation € by the electric potential V. Thus, we apply this model to study
fracture morphology in disordered media. This computational model was realized in a square
lattice with a global current I, applied to the system and we assign random values of electrical
conductance to each resistor, in order to calculate the potentials at each node using Kirchhoff’s
law. With this, we defined a criterion for the damage of the resistors, removing them from
the lattice, and repeating the same process until we found the fractured aggregate. In addition,
we determine the fractal dimension ¢, which is related to microscopic flaws stread out on the

medium, how and we also analyze the global conductance G, of the system.

Keywords: Resistor network model. Disordered systems. Fractal dimension. Fracture proces-

SES.
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1 INTRODUCAO

Fraturas em meios materiais ocorrem em estruturas construidas pelo homem, como
armacoes metalicas, asfaltos, vidros, concretos, ceramicas, gessos e telhados, como também
na natureza, tal como solos secos e rochas. O estudo de fraturas tem atraido a atengdo da
comunidade cientifica hd muito tempo, devido a sua grande importancia no meio tecnoldgico e
constitui um ramo da ciéncia e engenharia dos materiais.

Do ponto de vista tecnoldgico tais estudos tem o intuito de prever possiveis falhas
no material, e assim determinar a vida util de um componente ou estrutura para que este possa
ser reparado. Infelizmente, falhas em materiais podem ocasionar acidentes ou catdstrofes, como
um dos exemplos mais iconicos podemos citar o naufragio do navio Titanic. Devido a colisdo a
um iceberg e ao alto teor de enxofre presente na composi¢ao quimica do ago, que ocasionou a
fragilizacdo do material pela baixa temperatura de operacao (LIMA, 2014).

Modelos simples de mecénica estatistica permitem uma compreensio mais pro-
funda do comportamento desses fendmenos em sistemas heterogéneos, mas algumas questdes
fundamentais permanecem sem solucdo. As propriedades estatisticas de fratura em meios desor-
denados representam um problema tedrico com importantes aplicacdes praticas. A presenga de
desordens naturalmente leva a distribui¢des estatisticas de tensdes de falha, acimulo de danos,
propagacdo de trinca, formas de rachadura e assim por diante. Um modelo que simula essas
propriedades € chamado de rede de resistores que ¢ um modelo computacional para representar a
morfologia de fraturas em sistemas desordenados do tipo quenched, i.e., quando os parametros
do sistema sdo varidveis aleatdrias que nao dependem do tempo. Uma das aplicagdes desse
modelo € na formacdo e evolucdo de trincas e na sua evolugdo até o sistema se tornar uma fratura
macroscopica que separa o material em duas ou mais partes.

Na literatura de fraturas podemos definir dois tipos de falha: a fratura ductil e a fragil.
Usando simulacdo computacional podemos estudar o comportamento desses fenomenos a fim de
melhorar as condicdes de operacdo dos componentes ou estruturas e prevenir algumas falhas
futuras. Além disso, a analise dos fractais formados na interface do agregado fraturado, que
atravessa a rede, pode ser compreendido como uma assinatura caracteristica da fratura.

Vamos estudar as caracteristicas morfoldgicas das fraturas, calcular suas dimensdes
fractais, estudar se essas dimensdes mudam com a desordem e como elas estdo relacionadas
com o tipo de fratura ductil ou frigil e calcular a condutancia global do sistema. No capitulo

2, vamos estudar as propriedades mecanicas dos materiais em relacdo aos processos de fratura.
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Ja no capitulo 3 vamos discutir a geometria fractal e suas definicdes. O modelo de rede de
resistores serd discutido no capitulo 4. No capitulo 5, discutimos os resultados do modelo de

rede de fusivel. Finalmente, no capitulo 6, serdo apresentadas as conclusdes.
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2 MECANICA DA FRATURA

A mecanica da fratura € a drea do conhecimento que € utilizada nas ciéncias e
engenharia dos materiais, que estuda o crescimento de trincas e a formacgao de falhas em materiais
utilizados nas industrias e laboratérios. Na figura 1, mostramos esse estudo em diferentes escalas.
Basicamente, o processo de falhas ocorre na seguinte sequéncia: acimulo de danos, iniciacao
das trincas, propagacdo das trincas e fratura do material. Na figura 2, podemos observar o
crescimento de uma trinca ao longo do tempo em um objeto metdlico.

A fratura € definida como sendo a separagdo macroscopica de duas ou mais partes de
um sdlido, apds sofrer uma tensdo suficientemente grande ou quando o dano é acumulado com o
tempo para tensdes pequenas (processo conhecido como fadiga). O valor dessa tensdo, tal como
a forma e outras caracteristicas da fissura resultante, depende das propriedades e da geometria do
material e da maneira como ela foi aplicada. A tensdo submetida pode ser de tragdo, compressao,

cisalhamento ou torcional.

2.1 Ductilidade, tenacidade e fragilidade.

Podemos classificar a fratura em material metdlico de vérias formas, dependendo de
como ele € tratado. No caso em que ha energia absorvida no decorrer do processo, hd dois tipos
de fragmentacdo, a tenaz, que esta ligada a um grande consumo de energia antes da fissdo do
meio, e a ruptura fragil, que esta relacionada a um pequeno consumo de energia.

Em relacdo ao estudo do micromecanismo de fratura em estruturas cristalinas,

Figura 1 — andlise esquemdtica do estudo de fraturas em diferentes escalas de comprimentos.

i . i H —
i PROCESS0S E CRITERIOS PLASTICIDADE i TESTE i APLICAGAO
FRATURA 1 DE FRATURA . 1 i
| | 1
: | = _t : NP
| <« (0] | S
|
s | |
|
: a ’ | L9 | cadantal,
1
| = ! e el
| i | ]
1 I 1 | 1 | i 1 1 1 1 1 | -
107" 10" 10 10 102 10 10? meTROS
CIENCIA DOS MATERIAIS ENGENHARIA

MECANICA APLICADA

[ ]

MECANICA DA FRATURA

Fonte: Herrmann (1990).
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Figura 2 — Corresponde ao crescimento da trinca num plano perpendicular a direcdo da tensdo
principal de tracdo.

«——direcdo do carregament0 ———

N =2.6x 104 7 x 104 8 x 104 9 x 104 105

Fonte: Milfont (2014).

podemos classificar dois tipos de ruptura: a fragil, que acontece por meio de clivagem, que € a
propriedade que os minerais se quebram seguindo planos relacionados a sua estrutura; e a ductil
que acontece geralmente por cisalhamento.

J4 na anélise de deformacao pldstica, onde o corpo ndo retorna ao seu estado original,
permanecendo deformado permanentemente, a fratura pode ser classificada como fratura ductil
mostrada na figura 3(a), que € a deformag@o plastica extensa caracterizada pela lenta propagacio
das trincas, junto com grande absorcdo de energia, relacionada também ao comportamento tenaz,
e fratura fragil, mostrada na figura 3(b), que ocorre com rapida propagacao das trincas e com
pequena quantidade de deformacao plastica e assim com pouco consumo de energia. Portanto,

podemos resumir os diferentes tipos de fraturas como na tabela 1 abaixo:

Tabela 1 — Classificagdo dos processos de fraturas.

| Comportamento descrito | Classificagdo da fratura |
Modo cristalografico cisalhamento | clivagem
Aparéncia da superficie de fratura fibrosa granular
Deformacao pléstica ductil fragil
Energia absorvida tenaz fragil

Fonte: o autor.
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Figura 3 — (a) Tipo de fratura ductil, na qual apresenta uma caracteristica na parte central com
um formato fibroso e irregular. (b) Tipo de fratura fragil que gera pouca deformagao
plastica macroscopica.

(a) (b)

Fonte: (CALLISTER, 2005a).

Neste trabalho, nds estudaremos materiais que sofrem deformacao pldstica. Materiais
classificados como ducteis podem fraturar de maneira fragil a temperaturas baixas, como foi o
caso dos navios Liberty desenvolvidos na metade da segunda guerra mundial, na qual foram
construidos cerca de 4694 navios, dos quais 1289 sofreram fratura fragil, sendo 233 catastréficos
e em 19 casos, os navios partiram-se a0 meio (KOBAYASHI; ONOVE, 1943). Na figura 4,
vemos um navio Liberty sendo fraturado de forma fragil. A fadiga, é um tipo de fratura frigil

que ocorre em materiais ducteis.

Figura 4 — Vista da fratura frigil entre a sec¢ao central do navio Liberty (estrutura
ductil).

Fonte: Callister (2005b).
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Figura 5 — Comportamento fragil e ductil de alguns materiais apés testes de tragao sob diferentes

condicoes.
Vidro: A a temperatura de 527°C B & temperatura ambiente
Polimero: C tracionado lentamente D tracionado rapidamente
Aco comum:  E a temperatura ambiente F & temperatura de -73°C

Fonte: Heck (2014).

Segundo Callister (CALLISTER, 2005c¢), a ductilidade representa o grau de defor-
macao que foi suportado durante o processo da fratura e depende da temperatura do material, da
taxa de deformacdo e do estado de tensdo. Na figura 5, podemos analisar fraturas em diferentes

materiais sob diferentes condicoes.

2.2 Propriedades mecanicas dos metais.

As propriedades mecanicas nos dao informagdes sobre o comportamento do material
sob efeito de cargas externas, ou seja, sobre a capacidade de resistir a esfor¢os sem fratura ou
muita deformagdo. Portanto hd uma necessidade de conhecer as propriedades do material e
como ele se comporta ao ser usado na industria, a fim de que a deformagao que o mesmo receba

nao sofra muita deformacao plastica, evitando a fratura pelo maior tempo possivel. A andlise
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mecanica de cada material estd relacionada a deformacdo de uma forga externa ou carga aplicada
ao meio. Algumas propriedades s@o mais importantes para fendmenos, como a resisténcia,
ductilidade, rigidez e a dureza (CALLISTER, 2005d).

O comportamento mecanico dos materiais sao testados e analisados em laboratdrios
e industrias, para assim determinar a sua resisténcia a varios regimes de pertubagdo, incluindo os
testes de ensaios de tensdes, a forma em que a carga € posta e o periodo que foi utilizado, tal
como as condi¢des ambientais (CALLISTER, 2005¢). O estudo das propriedades mecanicas dos
materiais deve garantir confiabilidade e seguranca e podem ser determinadas por meio de testes
experimentais. Para depois serem aplicadas em produ¢do de automdveis, avides, navios, dentre

outros, industriais.
2.2.1 Conceitos de tensdo e deformacao.

Quando um corpo rigido, sob o efeito de forgas, € deformado, e apds a retirada dessas
forcas o corpo volta ao seu estado inicial, chamamos esse tipo de regime de eldstico. Quando as
forcas excedem o limite eldstico, o corpo ndo volta ao seu estado natural e mantém-se deformado.
Podemos definir que cada forma de deformacao apresenta uma tensao diferente, relacionando
a intensidade das for¢as que geram a compressao, tor¢do, cisalhamento e tracdo de um corpo
s6lido, como no caso da figura 6.

Consideremos um corpo sélido continuo, homogéneo e coeso, isto €, todas as suas
porg¢des estdo interligadas, sem apresentar trincas ou separacoes. A tensdo através de ensaios de
tracdo (figura 6) o é caracterizada pela dilatacdo do corpo solido e é definida como um elemento
infinitesimal de forca dF que € aplicada perpendicular a drea de um elemento infinitesimal do

material, dAg, como na equagao

AF

= lim —. 2.1
° AAIOIEOAAO 21

A unidade o (SI) é Pa, onde 1 Pa =N/ m?. Podemos definir a deformacdo de acordo

com a expressao

€ = : (2.2)
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Figura 6 — Exemplos de ensaios sobre a atua¢do de uma determinada for¢a em um
material.

Tracao Compressao

Cisalhamento Torcao

Fonte: Autor.

onde Ly representa o comprimento antes do corpo sofrer alguma alteracdo e (L — Lgy) € o
alongamento da deformacao. Portanto, € é uma grandeza adimensional.

A tensdo em ensaios de compressao (figura 6) é caracterizada pela contracido do
corpo ao longo da direc¢do da forca aplicada. E, por convencao, a forca de compressao é negativa,
uma vez que Ly é maior que L e, por isso, a diferenca apresenta um sinal negativo. Podemos
classificar que a tensdo através de ensaios de tracao e compressao sdo chamadas de tensdo normal,
pois a for¢a por unidade de drea age perpendicularmente a area.

Os ensaios de tracdo em um material sd3o mais comuns, pois ele pode ser avaliado
para diversas propriedades mecéanicas dos materiais e sao mais faceis de serem realizados. Na
engenharia, a andlise experimental da maioria dos materiais sdo retiradas poucas informacdes
nos ensaios de compressao, mas quando estes estdo sujeito a grandes deformacdes plasticas os
ensaios de compressao tem um papel importante para se conhecer como o material se comporta
e na fabricacdo do mesmo e classifica-lo como ductil ou fragil (CALLISTER, 2005f).

A tensdo através de ensaios de cisalhamento (figura 6) esté relacionada a aplicacao
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da forca cisalhante, ou seja, forcas que agem tangente a drea, e sio denominadas como tensao de

cisalhamento 7 representada na seguinte equacao

AF

= lim —. 2.3
t AAIOIEOAA() 2.3)

2.2.2 Diagrama de tensdo e deformacdo através da deformacdo eldstica e pldstica.

Quando aplicamos uma forca a um material, como o ensaio mecanico mostrado
na figura 7, podemos ver uma regido de deformacao elastica, na cor amarela, e uma regido de
deformacio plastica, na cor vermelha. A diferenca entre as duas deformagdes é que o regime
elastico € caracterizada por uma reta e a deformacao pléstica € caracterizada por uma curva,

existe um ponto que separa a deformacao eldstica da pléstica que vamos discutir na figura 8.

Figura 7 — Gréfico de tensdo e deformacdo de um material.

Deformacao plastica

Tensao

Deformacao elastica

Deformacao

Fonte: Autor.
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Figura 8 — Diferentes tipos de pontos no grafico de tensdo vs deformacao em relagdo
ao processo de fratura do material.
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Fonte: Autor

A deformacgao elastica € caracterizada pela lei de Hook dada por 0 = E€, sendo o
a tensdo, £ o0 médulo de Young, € a deformagdo do material. Além disso, deformagdes elasticas
sdo reversiveis, isto é, dentro da regido de deformacao eldstica (representada pela cor amarela)
se removermos a for¢ca em que estamos aplicando ao longo deste teste o material volta a sua
configuracdo original. J4 durante o ensaio da deformacdo plastica, qualquer momento em que
interrompermos a for¢a, o material nunca retorna a posicao inicial, apresentando uma deformacgao
permanente. Na figura 8, vemos a atuagao de diferentes pontos no grafico.

O ponto A € o limite do regime linear, ou seja, € o valor de resisténcia que separa
deformagdo elastica de deformacéo plastica. Ja o ponto B é chamado de limite de escoamento
que se caracteriza por um aumento relativamente grande na deformacio, acompanhada por
uma pequena variagao na tensio, na qual acontece geralmente no inicio da fase plastica. Se
continuarmos aplicando a tensdo no material, vamos chegar ao ponto C, que € a resisténcia
maxima que o material vai suportar ao longo do teste. Continuando o ensaio apds a resisténcia
méxima no ponto C, o material apresenta um declinio nos valores de tensao, até chegar no
ponto D, que € a fratura ou ruptura do material. Vamos discutir o caso tensdo vs deformagao de
materiais frageis e ducteis na figura 9.

Na figura 9, vemos que na curva do tipo B, apresenta comportamento de um material

do tipo fragil, pois apresenta pouca deformacao pléstica até sofrer a ruptura, enquanto na curva B’
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Figura 9 — Diagrama de tensao vs deformag¢ao mostrando um comportamento do
tipo fragil na curva B e um comportamento ductil na curva B’.
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Fonte: (CALLISTER, 2005g)
o material € do tipo dictil, pois ha grande acumulo de deformacdo pléstica durante o processo.
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3 FRACTAL

3.1 Geometria fractal

A geometria euclidiana é o ramo da matematica que estuda a geometria de pontos,
retas, planos e objetos em trés dimensdes como esferas, cilindricos, dentre outros. Pesquisas
recentes revelam que métodos matemadticos euclidianos, hd muito estabelecidos e que procuram
representar a geometria da natureza, sdo incompletos e em determinadas situacdes inadequados.
Muitos objetos encontrados na natureza nao apresentam formatos de tridangulos, nem circulos,
nem esferas ou retangulos, por isso a geometria euclidiana ndo consegue explicar esses objetos
irregulares.

Existem diversos objetos irregulares encontrados na natureza, por exemplo, um
brécolis romanesco, mostrado na figura 10, que € uma variedade da espécie a que pertencem
também a couve-flor, o couve-de-Bruxelas e o repolho, que assume aparéncia de um sélido
irregular. Outro exemplo mostrado na figura 10 é o relampago, o qual ndo pode ser descrito
por uma reta. Para descrever esses fendmenos e formas irregulares encontrados na natureza foi
necessario o desenvolvimento matematico, a chamada matematica dos fractais.

O termo fractal, que tem origem do latim, significa ndo inteiro. E foi empregado pela
primeira vez no ano de 1975 pelo matematico francés Benoit Mandelbrot. Benoit Mandelbrot
desenvolveu a geometria fractal, que visa o estudo dos subconjuntos complexos de espacos
métricos (MANDELBROT, 2000). Um fractal € um objeto geométrico que apresenta trés carac-
teristicas fundamentais que diferenciam dos outros objetos: ele é autossimilar, pois apresenta
configuragdes idénticas em escalas diferentes; possui dimensao fractal e possui complexidade

infinita.

3.2 Dimensao fractal

Geralmente a dimensdo de um objeto é denotado por um niimero inteiro, mas existem
casos em que a dimensao do objeto ndo € inteira, que sdo chamadas de dimensao fractal. Por
exemplo, um sélido com poros, uma superficie com sali€ncia ou uma reta com muitas mudancas
de orientacdo, podem apresentar uma dimensao fraciondria.

Existem na literatura diversas abordagens para estimar a dimensao fractal de objetos

irregulares. No entanto, a maioria delas € descrita pelos conceitos de dimensao de Hausdorff-
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Figura 10 — (a) Um brdcolis romanesco. (b) Raio atingindo casa no em Sao José dos Campos-SP.
Ambeas as figuras sdo objetos irregulares encontrados na natureza.

(a) (b)
Fonte: Alexandre (2011) e Silva (2014)

Besicovitch que foi desenvolvida pelos matemaéticos alemaes Felix Hausdorff e Abram Samoi-
lovitch Besicovitch. Esse tipo de dimensao relaciona o tamanho e o espago ocupado de um
determinado objeto. Agora vamos considerar um fio de comprimento L e outro fio de compri-
mento U, sendo que L > . Colocando o fio u sobre o fio L até cobri-lo, encontramos um valor

pela seguinte expressdo
L . . :

N(up) = m para um fio (unidimensional), (3.1)
onde N(ut) é o nimero de divisdes de L em relacdo a . Fazendo a mesma analogia para
medir um quadrado de lado L e colocando vdrios quadrados pequenos de lado (& vamos ter uma
expresséo semelhante ao caso do fio, mas s6 que N() vai ser a drea do quadrado L

2
L
N(up) = <ﬁ) para um quadrado (bidimensional). (3.2)

Generalizando esse conceito, podemos ter uma relagdo dada pela seguinte férmula,

com ¢ sendo a dimensao do objeto

N(n) = (£> ¢, (3.3)
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e aplicando as propriedades logaritmicas nesta equacao e isolando ¢, temos

_ InN(u)
o = —lnﬁ , (3.4)

onde ¢ € a dimensdo fractal de Hausdorff. Caso o objeto seja regular, a dimensdo de ¢ € um valor
inteiro como definida na geometria euclidiana. Ja para um fractal a dimensao ¢ € fraciondria,
U é o tamanho da aresta do quadrado que € determinado por (U = %, com n sendo o ndmero de
divisdes em relagdo a L e N(i) o nimero de quadrados preenchidos no objeto fractal.

Além dos fractais serem autossimilares e apresentar uma dimensdo fraciondria,
eles também apresentam caracteristicas da extensdo infinita. Veja, por exemplo a figura 11,
onde consideramos a fronteira entre Brasil e Bolivia, o formato dessa fronteira € irregular, se
determinamos o comprimento dessa fronteira com uma dada unidade de medida e se reduzirmos
essa unidade, o comprimento da fronteira entre Brasil e Bolivia aumentara. Se a fronteira entre o
Brasil e Bolivia for medida com uma régua de tamanho igual a 3x, sua extensdo serd igual a 9x.
Continuando a medida, mas agora com uma régua de tamanho igual a x, ou seja, um terco da
primeira régua, a sua extensao serd igual a 11x. Com isso, podemos perceber que quanto menor
¢ o tamanho da régua, mais préximo o valor medido vai ficar do tamanho real da fronteira.

Alguns fractais podem ser construidos através de uma regra de recursividade, sendo

classificados como fractais deterministicos, ja outros sdo chamados de fractais aleatdrios ou

estocdsticos, pois sua constru¢cdo € dada de maneira aleatoria.

Figura 11 — (a) fronteira entre Brasil e a Bolivia. (b) Tamanho da régua 3x e a extensao da
fronteira € 9x. (c) Tamanho da régua x e a extensdo da fronteira é 11x.

Brasil

Bolivia Bolivia Bolivia

(a) (b) (c)

Fonte: Autor.
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3.3 Fractais deterministico

Fractais deterministicos apresentam uma autossimilaridade exata, ou seja, sao sub-
conjuntos gerados por transformacdes geométricas simples que ocorrem no préprio objeto, o
qual é formado por ele mesmo em tamanhos reduzidos. A constru¢do desse tipo de fractal ¢ dado
através de um objeto iniciador ou gerador, que apresenta uma regra geométrica padrao, e a partir
disso gera infinitas iteragdes.

Um exemplo de fractal deterministico € a construcio da curva de Koch mostrada
na figura 12, que apresenta um gerador que € uma reta de comprimento L. Assim, dividindo a
reta em 3 partes iguais, ou seja, U = % e com uma regra de recursividade de retirar o segmento
do meio e adicionar dois segmentos de retas com o tamanho % para assim formar um tridngulo
equildtero, mas sem base. A partir disso, temos ter 4 segmentos de retas com o mesmo tamanho
e cada segmento passard pela mesma operagdo geométrica que o da interagao anterior. Essa
operacdo € entdo aplicada m vezes, que chamamos de geracgdo.

Na figura 12 mostramos a curva de Koch em algumas geragdes. E podemos analisar
que o u (que é o comprimento de cada divisdao do objeto) € reduzido por um fator de 3 de uma

operacdo a outra, enquanto o nimero de segmentos N () aumenta por um fator de 4. Portanto,

podemos calcular a sua dimensao fractal da curva de Koch da seguinte forma
o = — = 1,26. (3.5)

Além da curva de Koch, existem outros tipos de fractais deterministicos como o

conjunto de Cantor representado na figura 13 e o conjunto de Mandelbrot na figura 14. O

conjunto de Cantor € construido através de uma regra similar aquela da curva de Koch, onde

dessa vez ndo acrescentamos segmentos a0 meio apods a sua retirada e gerando isso de forma

recursiva para infinitas interagdes, teremos um comprimento tendendo a 0, e diferente da curva

de Koch, N(u) é aumentado por um fator de 2, entdo sua dimensao fractal € denotada pela
expressao abaixo

¢ = % ~ 0.63. (3.6)

O conjunto de Mandelbrot na figura 14 é construido através de uma equacao de

recursividade z,, 11 = Zn® + ¢, com z sendo um ndmero complexo e ¢c uma constante complexa
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Figura 12 — Construc¢ao da curvas de Koch e generalizacdo para m iteracdes da curva, de cima
para baixo.
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Fonte: (FEDER, 1988)

e o valor zg € igual a 0. Se 0o médulo de |z| <=2 o niimero complexo ¢ faz parte do conjunto de

Mandelbrot.

3.4 Fractais aleatorios

Sao fractais que sdo gerados por processos estocdsticos ao invés de deterministico,
ou seja, ndo apresenta regra de recursividade para sua construcio. Os fractais aleatdrios possuem
medidas numéricas ou estatisticas que sdo preservadas em diferentes escalas. As definicdes
desses tipos de fractais geralmente relacionam em alguma forma de autossimilaridade estatistica.

Outro fractal deterministico representado na figura 15 € chamado de Tapete de

Sierpinski, onde seu padrdo de interacdo € denotado por um quadrado unitdrio, subdividindo
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Figura 13 — Construcao do conjunto de Cantor e generalizacao para m iteracdes da
curva, de cima para baixo.
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Fonte: (CHOVANEC, 2010)

Figura 14 — Representac¢do do Conjunto de Mandelbrot, caracterizando a autossimilaridade e a
sua complexidade infinita.
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Fonte: Autor.
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Figura 15 — Fractais deterministicos vs aleatorios. (a) Tapete de Sierpinski deterministico. (b)
Tapete de Sierpinski aleatdrio.

Fonte: (BEN-AVRAHAM; HAVLIN, 2000)

em 3x3, e assim retirando a subunidade central, de modo que a interacao se repita para cada
subunidade. Se colocarmos uma aleatoriedade de escolha para retirada de uma das 9 subunidades,
logo 0 meio vai se tornar aleatério e somente seguird um padrao de autossimilariedade quando
considerado a média de varias realizacgdes.

Na figura 15(a), a construgdo do tapete de Sierpinski € dado por um gerador de
tamanho L, com 4rea inicial L e usando a primeira iteraco, temos que o conjunto que pode
ser descrito como a unido de 8 subconjuntos em relacao a figura original e que a area de cada
subconjunto é %2 entdo a area é sempre reduzida por um fator de 3. Sendo assim, podemos

calcular sua dimensao fractal na seguinte forma
o = — =~ 1.89. (3.7)
n

J4 a figura 15(b) mostra um fractal aleatério e sua dimensdo fractal ¢ depende
do nimero de objetos preenchidos, M(L), que s@o os subconjuntos pretos, e do tamanho do

comprimento L do tapete de Sierpinski determinado pela seguinte lei de poténcia
M(L) ~ L9. (3.8)

Usando a férmula da equagao (3.7) e (3.8), e calculando a dimensdo fractal tanto no

meio deterministico quanto no meio aleatério do Tapete de Sierpinski, encontramos a mesma
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dimensao.

Outro tipo de fractal aleatorio é aquele obtido pelo modelo de percolagdo invasiva,
uma das linhas de pesquisa desse modelo € simular a retirada de 6leos em reservatorios petroli-
feros. Esse modelo representa o processo de escoamento bifdsico em meios porosos, onde um
fluido € deslocado por outro através de um meio poroso. Meios porosos sao estruturas sélidas
cheias de espacos preenchidos por um fluido, que sofre a acao de forgas capilares. Apds a inje¢ao
de um fluido invasor, o seu deslocamento é governado somente pelas forcas capilares relativas ao
tamanho dos poros préximos, desconectando assim o fluido defensor em vérios agregados pelo
meio, facilitando com que o fluido invasor atravesse o sistema, representado na figura 16.

Para simular o processo invasivo, analisamos o caso em que o fluido deslocado
se encontra sem aprisionamento (sem trapping), com isso o fluido deslocado apresenta uma
caracteristica de ser infinitamente compressivel. Este modelo de percolacdo invasiva foi realizado
através de uma rede quadrada LxL, em que cada sitio representa um poro do meio poroso,
onde atribuimos valores aleatorios a cada um desses sitios, entre O e 1, representando assim a
permissividade deste poro. Na figura 17, determinamos a dimensao fractal usando a equagao
(3.8) e calculamos para diferentes tamanho de rede L=64, 128, 256, 512 o valor de ¢ do agregado
percolante no sistema, assim obtemos o valor de ¢ = 1.888 + 0.0025.

Sistemas que apresentam parametros como varidveis aleatdrias, sdo denotados como
sistemas desordenados, como no caso do modelo de percolagdo invasiva, geralmente acabam
construindo fractais aleatérios. Existem outros tipos de fractais aleatorios que podem ser obtidos
por modelos computacionais como random walk, dindmica molecular e rede de resistores. No
capitulo 4, vamos estudar o modelo de rede de resistores aplicado na drea de fratura em meios

desordenados.
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Figura 16 — Interface fractal no momento em que o fluido invasor "envolve" a rede quadrada de
2048 x 2048 sitios.
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Fonte: Autor.

Figura 17 — O Tamanho do fluido invasor, no momento em que esse envolve a rede, representando

uma lei de poténcia com valores de M(L) para os tamanhos de rede L = 64, 128, 256,
512, 1024 e 2048.
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Fonte: Autor.
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4 MODELO DE REDE DE RESISTORES
4.1 Analogia entre sistemas elétricos e mecanicos.

No capitulo 2, revisamos a mecanica da fratura, as propriedades mecanicas, e a
aplicacdo da lei Hooke nos processos de fratura nos materiais. Um dos modelos mais simples
para simular esses processos de fratura € chamado de rede de resistores. Este modelo apresenta
analogia entre os sistemas mecanicos (Lei de Hooke: 0 = E¢€) e os sistemas elétricos (Lei
de Ohm: I = GV), onde a corrente elétrica I equivale a tensdo o, o potencial elétrico V &
equivalente a deformacao &, e a condutancia elétrica G equivale ao médulo de elasticidade E.

Para circuitos elétricos, se um resistor for colocado sob uma determinada tensao
que se aproxima do limite da poténcia nominal, ele gera mais calor do que o normal. Dessa
forma, a tensao forca mais passagem de corrente elétrica, e se essa quantidade de corrente pode
exceder o limite em que o resistor possa suportar, ele serd queimado, da mesma forma se um
determinado material receber uma certa quantidade de tens@o o, ele vai apresentar formacdes
de trincas. O principal objetivo dessa analogia é simplificar a notacdo tensorial presente na
descri¢ao matematica da deformacdes de sélidos, de forma que podemos aproximar deformagdes

em duas ou trés dimensdes usando apenas a lei de Hooke.

4.2 Modelo computacional

No modelo computacional, descrevemos uma rede quadrada de tamanho LxL, onde
as ligacdes de cada sitio representam resistores, os quais atribuimos valores aleatorios entre 0.1
e 1.0, representando a condutincia elétrica. NOs entdo aplicamos verticalmente uma corrente
global I, ao sistema, com condig¢des periddicas de contorno horizontais, que acaba percorrendo
a rede por completo. Para encontrarmos a tensdo elétrica em cada sitio, aplicamos a lei de
Kirchhoff em cada sitio, e sabendo que a 1? lei de Kirchhoff que define que soma algébrica
das correntes que passam em um né qualquer de um circuito € nula ), [; = 0. Dessa forma,

determinamos o seguinte conjunto de equagdes lineares,

4
Gij(Vi—V;) = 0, para i = 1,2,...N, “.1
=1

J
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onde G;; € a condutancia do resistor que liga os nds adjacentes, i e j. V; € o potencial no sitio i e
N = L? é o niimero total de nés na rede. Esse conjunto de equagdes lineares forma uma matriz
esparsa, onde a grande maioria dos elementos sdo nulos. E aplicamos o método dos gradientes
conjugados (PRESS er al., 1986-1992) (SENA, 2014), para determinar os potenciais elétricos

em cada no, assim a lei de Ohm pode ser expressa na seguinte forma matricial,

[ =

IR

V. (4.2)

Multiplicando os dois lados pela matriz inversa de G e sabendo que g_l G=1¢

igual a matriz identidade e isolando V, temos
V=Gl 4.3)

onde as matrizes G e [, apresentam uma grande quantidade de zeros e assim usando o método

dos gradientes conjugados podemos encontrar os valores da matriz dos potenciais elétricos.
Ap06s termos resolvido o sistema de equagdes lineares e encontrado a diferenca de

potencial em cada nd, podemos calcular a poténcia dissipada de cada resistor pela seguinte

equagdo
Pj = Gij(Vi—V;)?, (4.4)

onde P;; € a poténcia dissipada na liga¢do entre o né i € j. O critério de queima € definido pela
poténcia dissipada dos resistores, ou seja, aquele resistor que possui a maior poténcia dissipada,
dentre todos os resistores ndo queimados, € escolhido para ser queimado e ¢ retirado da rede.
Depois de queimado o primeiro resistor, as equagdes de Kirchhoff sdo resolvidas novamente,
com as mesmas condicdes de contorno, € um novo resistor € escolhido para ser queimado, e
assim por diante, a simulacdo termina quando a corrente global /, ndo atravessa mais o sistema
(MOREIRA et al., 2012), devido uma fratura como mostrado na figura 18.

Na figura 19, vemos como € a estrutura da rede quadrada de resistores LxL, onde
aplicamos uma corrente global I, na parte superior até a parte inferior da rede. Com isso,

podemos calcular a diferenca de potencial V, entre as duas placas da rede. Dessa forma, com



36

Figura 18 — (a) Distribui¢do aleatéria das condutancias elétricas na rede 4x4 quadrada. (b)
Determinamos a maior poténcia dissipada na rede entre os potenciais V7 e V1, sendo
exatamente o critério da queima. (c) Momento em que nao h4 mais passagem de

corrente no sistema.
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Figura 19 — Diferenca de potencial entre as duas placas superior e inferior com uma corrente
global.

Fonte: Autor.
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o valor da corrente global I, e a diferenca de potencial entre as placas, podemos determinar a
condutancia global G, do sistema representado na equagao (4.3),

G, = (4.5)

Iy
Vy
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5 RESULTADOS E DISCUSSAO

5.1 Fraturas em uma rede quadrada

Sistemas que apresentam desordem, sdo estudados em dreas de pesquisa da fisica, por
exemplo, os sistemas complexos que é uma drea de pesquisa que busca padrdes e comportamento
universais que ocorrem em diferentes classes de sistemas. Podemos apontar a desordem tipo
quenched, onde as varidveis aleatdrias ndo dependem do tempo. Uma das aplicacOes desse tipo
de desordem € na formacgdo de rochas porosas ou impurezas em estruturas materiais.

A desordem do tipo quenched é estudada no modelo de rede de resistores. Este
modelo € uma aproximagao elétrica das deformacdes eldsticas de um material, onde, desprezando
as componentes tensoriais da tensao, a lei de Hooke se compara com a lei de Ohm, como foi
definido no capitulo 4.

O objetivo desse trabalho € analisar o crescimento da trinca até a formacao da fratura
do sistema, determinar a dimensao fractal do cluster fraturado para diferentes tamanhos L da
rede e encontrar a condutancia global do sistema.

Na figura 20 e a figura 21 podemos ver a formacao de trincas até o sistema sofrer a
fratura, onde cada ligacdo representa uma condutancia aleatdria, e as cores em vermelho significa
que o resistor foi queimado e as cores em azuis € denotado como o cluster ou o caminho de
fratura do sistema que impede a passagem da corrente global de cima para baixo.

Nesse trabalho foram estudadas a morfologia das fraturas em rede quadradas de
tamanhos diferentes com L = 8,16,32,64,128,256. A fim de entender cada processo de fratura
desde a sua formacao até a suas estruturas finais e o comportamento de tais fendmenos a fim de
prever a melhor condic@o de operacado das partes das estruturas metalicas e prevenir possiveis

falhas.

5.2 Dimensao fractal do material fraturado

Para determinarmos a dimensao fractal do agregado fraturado que atravessa a rede
quadrada, identificamos o tamanho da rede M(L), representado pelo nimero de resistores
queimados no momento em que a simulacdo termina quando acontece a ruptura do sistema.
Assim obtemos M (L) para diversos valores com diferentes tamanhos L da rede. Como vimos no

capitulo 3, determinamos a dimensao fractal do sistema apds o rompimento e se comporta como
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Figura 20 — Uma rede quadrada de 32x32, com resistores queimados representandos pelas cores
vermelhas e azuis, sabendo que os resistores queimados de azul representa a fratura
do sistema.

Fonte: Autor.

uma lei de poténcia da seguinte forma

M(L) ~ L?. (5.1)

Na figura 22, calculamos a dimensao fractal para diferentes tamanhos de rede
quadrada L. Usando as propriedades de logaritmos, obtemos ¢ um valor de aproximadamente

1.1648, que no caso € o coeficiente da reta no grifico Log — Log:

5.3 Condutividade global do sistema.

No capitulo 4, vimos que a diferenca de potencial entre a placa superior e a placa
inferior € V, € que a corrente global € I, dessa forma calculamos a condutividade global G, do
sistema para diferentes tamanhos de rede L=8,16,32 e 64, e analisamos o grifico G, (S)vsLe

sabendo que a unidade no SI de condutancia elétrica € S,como mostrado na figura 23 e na figura
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Figura 21 — Uma rede quadrada de 64x64, com resistores queimados representandos pelas cores
vermelhas e azuis, sabendo que os resistores queimados de azul representa a fratura

Fonte: Autor.

do sistema.
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Figura 22 — A quantidade de resistores queimados no agregado fratura M(L) para os tamanhos
derede L = 8, 16, 64, 128 e 256, através da lei de poténcia.

Fonte: Autor.
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Figura 23 — Grafico da condutancia global do sistema em uma rede quadrada com tamanhos de
L=8,16,32 e 64. Aplicando uma corrente global I,=1A.

0.285 - A=-Be-05

0.280 -

0.275 1

0270 1
& L ]

0.265 -

Gy (5)

0.260 -

0.255 1

Fonte: Autor.
24, com duas correntes globais I = 1A e I = 3A respectivamente.

Figura 24 — Gréfico da condutancia global do sistema em uma rede quadrada com tamanhos de
L=8,16,32 e 64. Aplicando uma corrente global I,=3A.

0.105 -
A=-3e-05
0,100 -

0.095 -

0.090 1 ._-_-'. —— »

0.085 -

G, (5)

0.080 -

0.075 -

Fonte: Autor.

Onde A € o coeficiente angular da reta G, vs L, podemos analisar que o coeficiente



42

A, nos dois gréficos, estd muito préximo de zero, com isso podemos perceber que a conduténcia
global € independente do tamanho da rede quadrada L em 2 dimensdes. O valor de G, na figura

23 € 0.2721 £0.0023 e para a figura 24, G, = 0.09055 + 0.0009.
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6 CONCLUSAO

Realizamos simula¢des de um modelo computacional de rede de fusiveis através
de uma rede quadrada com tamanho LxL e determinamos as diferencas de potenciais em cada
nd por meio da lei de Kirchhoff, dessa forma queimamos os resistores de acordo com a maior
poténcia dissipada, com uma presenca de uma corrente global /,, para assim representar o
material sendo rompido. Determinamos a dimensao fractal do cluster fraturado para diferentes
dimensdes L da rede quadrada com os valores de L=8,16,64,128 e 256 e obtemos um valor de
aproximadamente 1.1648 e analisamos a condutincia global do sistema. Nossos resultados,
mostram que a condutancia independe do tamanho da rede de resistores, isto €, ela é sempre
constante, pois a condutincia ela depende do comprimento da passagem de corrente elétrica e da
area de secdo transversal, para um caso em 3D, neste trabalho foi aplicado o caso em 2D em
uma rede LxL, entdo a condutincia é constante com o tamanho da rede, G ~ L. Dessa forma,
nosso modelo torna-se uma Otima alternativa para simular o processo de morfologia de fraturas,
de modo a ser util para o cédlculo de outros aglomerados fraturados importantes tanto do ponto

de vista cientifico, quanto do ponto de vista tecnolégico.
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