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RESUMO

O presente trabalho tem por escopo apresentar uma proposta de como introduzir, no Ensino Mé-
dio, os conceitos fundamentais do Célculo de limite, derivada e integral. Diante do preconizado
pela Base Nacional Comum Curricular - Etapa Ensino Médio para o ensino da Matematica, o
estudo do Célculo nesse contexto revela-se uma ferramenta conveniente para a formacao do
jovem. Para atingir tal objetivo, a defini¢do de cada um desses conceitos é enunciada, con-
forme estudada nos cursos de Calculo Diferencial e Integral. Em seguida, exibem-se sugestdes
de abordagens, contidas em dissertacdes do Mestrado Profissional em Matematica em Rede
Nacional - PROFMAT, de como introduzir nocdes basicas desses conceitos no ensino médio.
Posteriormente, apresentam-se propostas para a introdu¢do de cada conceito nesse segmento. As
propostas apresentadas baseiam-se em abordagens que exigem apenas conhecimentos que ja sao
familiares ao aluno de ensino médio e que buscam atingir todo aluno que se encontra nesse nivel
escolar, com exce¢do da proposta de como introduzir o conceito de integral. Por se tratar de
uma abordagem um pouco mais sofisticada, esta volta-se para alunos com um reconhecido grau
de vivéncia e de amadurecimento com a argumentacao matemdtica. Finalmente, aprofunda-se
a discussdo acerca do cdlculo de dreas, mostrando que ndo € possivel calcular a area de todo

subconjunto do plano, considerando a no¢ao intuitiva sobre a drea de uma regido.

Palavras-chave: Cilculo Diferencial e Integral. Ensino Médio. Limite. Derivada. Integral.

Area.



ABSTRACT

The scope of the present paper is to present a proposal on how to introduce each of the fun-
damental concepts of Calculus of limit, derivative and integral in High School. Based on the
recommendations of the legislation to regulate the commom basic national curriculum (Base
Nacional Comum Curricular in Portuguese) for the teaching of Mathematics in High School,
the study of Calculus in this context proves to be a convenient tool for school education. To
accomplish this objective, we enunciate the definition of each of these concepts as studied in
the courses of Differential and Integral Calculus. Afterwards, we present, from dissertations
of the master’s PROFMAT (Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional in Por-
tuguese), some suggestions of approaches on how to introduce these basic concepts in High
School. Subsequently, we present some proposals for introducing each of these concepts in
this educational level. The proposals presented were based on approaches that only require
knowledge that is already familiar to High School students and that seeks to reach every student
at this level, except for the proposal on how to introduce the concept of integral. Since it was a
quite sophisticated approach, it focus on students with a recognized degree of experience and
maturity with mathematical argumentation. Finally, we deepen the discussion about the area
calculation, showing that it is not possible to calculate the area of every subset of the plane,

considering the intuitive notion of the area of a region.

Keywords: Differential and Integral Calculus. High School. Limit. Derivative. Integral. Area.
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1 INTRODUCAO

O Calculo Diferencial e Integral consiste em uma das ferramentas mais utilizadas
pelas ciéncias para solucionar a complexidade de problemas diversos. Dessa forma, o Calculo
¢é considerado um dos contetidos matematicos mais influentes no desenvolvimento cientifico e
tecnoldgico atual. De fato, Lopes (1999) afirma que

O Cdlculo Diferencial e Integral permite, nas mais variadas dreas do conheci-
mento, como Engenharia, Quimica, Fisica, Biologia, Economia, Computacao,
Ciéncias Sociais, Ciéncias da Terra, etc, a andlise sistemdtica de modelos que
permitem prever, calcular, otimizar, medir, analisar o desempenho e perfor-
mance de experiéncias, estimar, proceder andlises estatisticas e ainda desenvol-

ver padrdes de eficiéncia que beneficiam o desenvolvimento social, econdomico,
humanistico dos diversos paises do mundo (p. 125).

Seus principais conceitos, como derivada e integral, por exemplo, sdo definidos

a partir de uma Unica ideia: o conceito de limite. Limite €, pois, o conceito fundamental do
Célculo.

"Todo o Calculo nasce de uma unica ideia fundamental: o de usar uma linha

reta para servir de aproximacdo a uma linha que nao € tao reta. E dessa ideia

surgem outras duas, que sio a ideia de integral e derivada. Apesar dos nomes
técnicos, sao duas ideias muito simples"(MACHADO, 2015).

No entanto, o registro histdrico revela-nos que os conceitos modernos de derivada e
integral ganharam forma antes do conceito de limite. Na verdade, para que o conceito de limite
fosse estabelecido como € hoje, foram necessdrios muitos séculos. De acordo com Muniz Neto
(2015), no século XVII, a ideia do conceito de limite ainda era nebulosa, utilizada de maneira
informal e sem o rigor matematico necessario. Nesse periodo, os estudos de Isaac Newton
(1642-1727) e Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) aproximaram-se muito da ideia de limite,
contribuindo sobremaneira para o desenvolvimento do Calculo propriamente dito, a ponto de
a tradicao atribuir a esses matemdticos “um papel central na ‘inven¢do’ do Calculo, ainda que
o Célculo nao tenha comecado nem terminado com estes dois homens” (BARON BOS, apud
MORAES, 2013).

Finalmente, a formalizacdo do conceito de limite ocorreu no século XIX com os
matematicos Augustin Louis Cauchy (1789-1857) e Karl Theodor Whilhelm Weierstrass (1815-
1897).
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Sejam I C R um intervalo, xg € I e f : I — {xo} — R uma funcdo dada. Dizemos

que f tem limite L, quando x tende a xo, se, para cada € > 0 dado, existir um 6 > 0 tal que

xel e 0<|x—xg| <0 = |f(x)—L|<e.

Naturalmente, a definicio moderna de limite evidencia um elevado grau de rigor
matematico que se revela inapropriado para boa parte dos alunos do ensino médio. Sendo assim,
¢ interessante que o conceito de limite seja introduzido de forma mais intuitiva, evitando-se
formalizagdes e o rigor que o assunto requer, quando estudado no ensino superior, e buscando-se
explorar sua no¢do geométrica. Dessa forma, foge-se das técnicas usuais de modo a priorizar a
compreensdo do conceito.

Lopes (1999) destaca que

em todos os paises, educadores e matematicos buscam encontrar métodos que
visem facilitar o entendimento do Cdlculo por parte dos estudantes. Muito
se tem conseguido, mas € importante dizer que nenhuma férmula mégica foi
encontrada até hoje (p. 126).

Diante desse quadro, uma diversidade de indaga¢des acerca do estudo do Célculo no
ensino médio nos inquietam. E possivel estudar Cdlculo Diferencial e Integral no ensino médio?
O estudo do Calculo, nesse segmento, vai ao encontro do previsto, atualmente, na legislagao
que orienta as praticas pedagdgicas no Brasil? Como introduzir o conceito de limite para alunos
nessa fase da escolaridade? E os conceitos de derivada e integral?

Nesse sentido, a questdo que orienta a presente pesquisa € como podemos traba-
Ihar, de forma acessivel ao aluno do ensino médio, os conceitos fundamentais do Calculo.
Interessa-nos também conhecer sugestdes contidas em dissertacdes de alunos do Programa
de Pés-Graduagio em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT! de como introduzir esses
conceitos na educagdo bdésica.

Nosso objetivo principal é, pois, apresentar uma contribui¢do de como introduzir os

conceitos de limite, derivada e integral no ensino médio. Além disso, pretendemos, com o intuito

' O Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT é um programa de mestrado

semipresencial na drea de Matematica com oferta nacional que visa atender prioritariamente professores de
Matematica em exercicio na educacio bdsica, especialmente de escolas publicas, que busquem aprimoramento
em sua formagao profissional, com &nfase no dominio aprofundado de contetido matematico relevante para sua
docéncia. E formado por uma rede de Instituicdes de Ensino Superior, no contexto da Universidade Aberta do
Brasil/Coordenacdo de Aperfeicoamento Pessoal de Nivel Superior (CAPES), e coordenado pela Sociedade
Brasileira de Matemética (SBM), com apoio do Instituto Nacional de Matemadtica Pura e Aplicada (IMPA).
Disponivel em: <http://www.profmat-sbm.org.br/organizacao/apresentacao/>. Acesso em: 24 jun. 2019.
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de subsidiar o trabalho docente, discutir se é possivel calcular a drea de qualquer subconjunto do
plano, considerando a noc¢ao intuitiva que temos da drea de uma regiao.

O presente estudo justifica-se uma vez que pretende contribuir com uma pesquisa
que talvez possa ampliar as discussdes acerca da importincia do estudo do Célculo no ensino
médio. Sua relevancia reside na medida em que mostra, por meio de varias possibilidades, que o
Célculo consiste em um conhecimento acessivel ao aluno desse nivel de ensino.

De forma complementar, a pesquisa proposta configura-se como relevante, tendo em
vista que busca oferecer, de forma eminentemente objetiva, elementos ao professor da educacio
basica que deseja inserir no¢des de Célculo em sua pratica.

O texto estd organizado em quatro capitulos. O primeiro inicia com uma breve
discussdo acerca da pertinéncia do estudo do Célculo no ensino médio. Em seguida, analisamos
se o estudo desse conhecimento especifico dialoga com o preconizado pela Base Nacional
Comum Curricular - Etapa Ensino Médio no que tange ao ensino da Matematica.

O segundo, o terceiro e o quarto capitulos, que tratam acerca dos conceitos de limite,
derivada e integral no ensino médio, respectivamente, estdo estruturados de forma semelhante.
Inicialmente, enunciamos a defini¢do de cada conceito, conforme estudado nos cursos de Calculo
Diferencial e Integral. Posteriormente, exibimos algumas sugestdes de abordagens, contidas
em dissertacdes de mestrado de alunos do PROFMAT, de como introduzir cada conceito nessa
fase da escolaridade. Finalmente, a dltima parte do capitulo volta-se para a apresentacao de
uma proposta para a introducdo de cada conceito no ensino médio, por meio da exibi¢do de um
método que aplicamos para funcdes simples, isto €, fungdes cujos graficos, em sua maioria, sao
curvas suaves.

O quarto capitulo, por sua vez, encerra aprofundando a discussdo do cdlculo de 4reas,
discutindo se € possivel calcular a drea de qualquer subconjunto do plano, considerando a no¢ao

intuitiva que temos da drea de uma regido.
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2 O ESTUDO DO CALCULO NO ENSINO MEDIO

Nos ultimos anos, o estudo do Célculo Diferencial e Integral no ensino médio tem se
constituido em objeto de pesquisa de concludentes do PROFMAT. Os trabalhos desenvolvidos
nessa linha apontam, em sua maioria, no sentido de incluir esse conhecimento especifico nessa
fase da escolaridade.

Nao se trata, contudo, de introduzir os conceitos de Calculo da forma como sao
trabalhados na educagdo superior, mas sim nocdes bdsicas de seus conceitos fundamentais. Nessa
perspectiva, Junior (2014) afirma que

Nao propomos inserir Cdlculo Diferencial e Integral no Ensino Médio em sua
completude e sim ambientar os estudantes a interagirem de modo dindmico com
ideias que t€m o intuito de desenvolver aptiddes para uma melhor compreensio
dos conceitos abordados no estudo dos limites, derivadas e integral. Propomos
um estudo livre de formaliza¢des e muito mais pratico, algo que fuja das técnicas
e priorize a reflexdo dos conceitos por parte dos alunos, familiarizando-os com
novas simbologias e que desperte a curiosidade nas inimeras aplicagcdes dessa
disciplina (p. 2).

Ribeiro (2018), Rocha (2018), Lima (2017), Costa (2016) e Machado (2016) ilustram
esse rol de pesquisas acima mencionado. Nao obstante apresentarem enfoques diferenciados,
todos convergem para uma posi¢do a favor da introducdo dos conceitos de limite, derivada e
integral nesse nivel escolar.

Autores como Rezende (2003) e Avila (1991) também defendem essa proposta.
Segundo Rezende,

E incompreensivel que o Cdlculo, conhecimento tio importante para a constru-
¢d0 e evolugdo do préprio conhecimento matematico, ndo participe do ensino

de matemdtica. O Célculo é, metaforicamente falando, a espinha dorsal do
conhecimento matemdtico (2003, p. 13).

Avila, por sua vez, faz uma anélise que, mesmo quase trinta anos depois, ainda nos
parece bastante pertinente.
Seria muito mais proveitoso que todo o tempo que hoje se gasta, no 2° grau,
ensinando formalismo e longa terminologia sobre fun¢des, que todo esse tempo
fosse utilizado com o ensino das nog¢des basicas do Célculo e suas aplicagdes.

Entdo, ao longo desse desenvolvimento, o ensino das fungdes seria feito no
contexto apropriado, de maneira espontanea, progressiva e proveitosa (1991).

Machado (2015), ao comentar acerca do desempenho insatisfatério de alunos de

diferentes universidades na disciplina introdutéria de Calculo Diferencial e Integral, afirma
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que “o melhor jeito de corrigir esse problema é justamente no Ensino Médio, onde o estudante
conheceria as ideias mais importantes do calculo por meio tdo somente de fungdes simples,
especialmente as fungdes polinomiais.”

André (2008, apud REZENDE, 2003) € outro especialista que enfatiza a importancia
de estudar os conceitos fundamentais do Célculo no ensino médio.

Ao contrdrio do que se pensa em geral, pode-se afirmar que parte significativa
dos problemas de aprendizagem “do atual” ensino de Célculo estd “fora” dele
e € “anterior” inclusive ao seu tempo de execucdo. Nio se trata apenas da tdo
propalada “falta de base” dos estudantes, como afirma a grande maioria dos
nossos colegas professores. [...] Assim, ao invés de se fazer men¢do a uma
“falta de base” dos estudantes, o que se precisa fazer, de fato, € estabelecer os
conceitos basicos e necessdrios para aprender as ideias bdsicas do Célculo (p.
30).

Convém ressaltar que a producio académica do PROFMAT acerca dessa temética
desenvolveu-se, sobretudo, no periodo de vigéncia dos Parametros Curriculares Nacionais
(PCNs)'. No entanto, a homologac¢do da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) - Etapa
Ensino Médio, em dezembro de 2018, leva-nos a questionar a pertinéncia do ensino do Célculo
Diferencial e Integral no ensino médio, com o intuito de dimensionar a real contribui¢ao que

pode trazer para a formacdo dos jovens, diante das finalidades estabelecidas por esse documento

para o ensino da Matemadtica.

2.1 O Calculo e a BNCC - Etapa Nivel Médio

A Base Nacional Comum Curricular consiste em um documento normativo que
define o conjunto de aprendizagens essenciais que todos os alunos devem desenvolver ao longo
da educacdo bdsica. Trata-se de uma referéncia para a formulac¢io dos curriculos e das propostas
pedagdgicas das instituicdes escolares em todo o territério nacional.

Desde sua aprovagdo, em dezembro de 2017, educadores de todo o Brasil t€ém se
debrucado sobre a BNCC com o propésito de compreender sua implementagdo e avaliar os
impactos na educagdo bésica brasileira. A BNCC - Etapa Ensino Médio, por sua vez, aprovada
pelo Conselho Nacional de Educagdo no ano seguinte, também tem provocado o mesmo efeito na
comunidade educacional do pais, sobretudo por trazer grandes inovagdes para esse nivel escolar.

Na verdade, o estudo comparativo entre a BNCC e os PCNs tem ocupado um espaco

relevante nos debates sobre esse novo documento normativo. De forma mais especifica, o

' Trata-se de um documento orientador das préticas pedagégicas no Brasil, em vigor desde 15 de outubro de 1997.
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que estd no centro das discussdes € a andlise das semelhangas e das diferencas, em cada area
do conhecimento?, entre esses dois documentos, com foco principalmente nas mudancas que
deverdo ser implementadas. Por outro lado, uma vertente que tem sido explorada ainda de forma
incipiente € a reflexdo acerca das contribui¢des que a introdu¢do de conhecimentos especificos
no ensino médio pode trazer para o jovem, levando em consideragdo as finalidades constantes na
nova legislacao.

Por conseguinte, nosso objetivo € apontar elementos presentes na Base que permitam
discutir o papel que o Célculo pode desempenhar na consecugio dos objetivos do curriculo de
Matematica que venha a ser elaborado para essa fase da escolaridade, a partir das orientagdes
emanadas pela BNCC.

O primeiro elemento a ser considerado diz respeito a progressdo das aprendizagens
essenciais do ensino fundamental para o ensino médio. A BNCC - Etapa Ensino Médio estabelece

que, nesse nivel escolar,

na drea de Matematica e suas Tecnologias, os estudantes devem consolidar os
conhecimentos desenvolvidos na etapa anterior e agregar novos, ampliando o
leque de recursos para resolver problemas mais complexos, que exijam maior
reflexdo e abstracdo. Também devem construir uma visdo mais integrada da
Matematica, da Matematica com outras dreas do conhecimento e da aplicagdo
da Matematica a realidade (2018, p. 471).

Notadamente, a introducdo de nogdes bésicas do Calculo nesse segmento vai ao
encontro do preconizado pelo documento no que tange a aquisi¢do de novos conhecimentos que
favorecam a ampliagcdo da capacidade dos alunos de resolver problemas mais complexos. De
fato, Avila (1991) afirma que é possivel ensinar a disciplina de Calculo no ensino médio: "desde
que apresentado convenientemente, ao contrario de ser dificil, € muito gratificante pelas ideias
novas que traz e pelo poder e alcance de seus métodos."

No que diz respeito a visdo mais integrada da Matemadtica, sabemos que o cotidiano
escolar dos alunos gira em torno de diferentes disciplinas que sdo apresentadas de maneira que
evidenciam enfoques ainda pouco articulados entre si, tendo em vista que a organizaciao da
escola € marcadamente disciplinar. Esse cardter fragmentado do curriculo escolar contrapde-se
ao papel integrador que o Célculo desempenhou no desenvolvimento cientifico-tecnolégico. Na

verdade, sua natureza eminentemente interdisciplinar confunde-se com sua propria origem.

2 ABNCC - Etapa Ensino Médio estabelece quatro dreas do conhecimento, a saber: Linguagens e suas Tecnologias,

Matematica e suas Tecnologias, Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias e Ciéncias Humanas e Sociais
Aplicadas.
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O espaco ocupado pelo Cdlculo na expressdo matematica de tantas descobertas
cientificas e inovagdes tecnoldgicas nos tltimos trés séculos, em diferentes dreas
como a Fisica, a Quimica e a Economia, mostra seu papel integrador dentro das
ciéncias exatas. Mais do que isso, o Célculo representa uma parte significativa
do préprio desenvolvimento do método cientifico moderno (ORFALLI, 2018, p.
41).

Outro aspecto relevante, segundo a Base, € que o ensino médio deve, por meio da
articulacdo entre diferentes areas do conhecimento, possibilitar ao estudante compreender e
utilizar os conceitos e teorias que compoéem a base do conhecimento cientifico-tecnolégico, bem
como os procedimentos metodologicos e suas logicas.
De acordo com Avila (1991),
o Célculo vem desempenhando um papel de grande importancia em todo de-
senvolvimento cientifico-tecnolégico. Portanto, descarta-lo do ensino € grave,
porque deixa de lado uma componente significativa e certamente a mais rele-

vante da Matemadtica para a formacao do aluno num contexto de ensino moderno
e atual.

Ainda no que concerne ao papel do Célculo no desenvolvimento cientifico a partir
do século XVII, Kleiner (apud ORFALI, 2017) faz uma descri¢ao bastante representativa:
A invengdo (descoberta?) do cdlculo é uma das grandes realizacdes intelectuais
da civilizag@o. Por trés séculos, o Célculo tem servido como a principal ferra-
menta quantitativa para a investigacdo de problemas cientificos. Ele permitiu
expressar de forma precisa (matemadtica) conceitos fundamentais como movi-
mento, continuidade, variabilidade, e o infinito (em alguns de seus aspectos) -
nocdes que foram base para muitas especulagdes cientificas e filoséficas desde
os tempos antigos. A fisica e a tecnologia moderna seriam impossiveis sem
o célculo. As equacdes mais importantes da mecanica, da astronomia e das

ciéncias fisicas em geral sdo equacdes diferenciais ou integrais - produtos do
célculo do século XVII (p. 40).

Por essa razdo, quando pensamos na compreensdo e utilizacdo dos conceitos e teorias
que compoem a base do conhecimento cientifico-tecnolégico como uma das finalidades do ensino
médio no Brasil, parece-nos contraditdria a op¢ao de o Célculo ndo constar no programa desse
segmento. Perante a fun¢do que exerceu na descri¢cao de fendmenos cientifico-tecnolégicos,
trabalhar seus principais conceitos, mesmo em um nivel bastante introdutdrio, contribuiria muito
para a compreensdo desses fendmenos.

De forma complementar, convém, ainda, resgatar a discussao em torno de recentes
mudancas na Lei de Diretrizes e Bases da Educacdo Nacional (LDB), por meio da Lei n°

13.415/2017. Essas mudancas estabeleceram que o ensino médio serd composto pela BNCC e
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por itinerdrios formativos?, que deverdo ser organizados por meio da oferta de diferentes arranjos
curriculares, dentre eles a Matemaética e suas Tecnologias.

Esses itinerdrios formativos podem ser estruturados com foco em uma area do
conhecimento, na formacao técnica e profissional ou, também, na mobiliza¢do de competéncias e
habilidades de diferentes dreas. Na drea de Matematica e suas Tecnologias, eles devem contribuir
para o

aprofundamento de conhecimentos estruturantes para aplicagdo de diferentes
conceitos matemdticos em contextos sociais e de trabalho, estruturando arranjos
curriculares que permitam estudos em resolucao de problemas e anélises com-
plexas, funcionais e ndo-lineares, andlise de dados estatisticos e probabilidade,
geometria e topologia, robdtica, automacao, inteligéncia artificial, programacao,

jogos digitais, sistemas dindmicos, dentre outros, considerando o contexto local
e as possibilidades de oferta pelos sistemas de ensino (BNCC, 2018, p. 477).

Em que pese a BNCC ndo incluir formalmente o Célculo, ndo citando explicitamente
seus conceitos fundamentais nas competéncias especificas e habilidades da Matematica e suas
Tecnologias, é imperioso destacar que o documento admite a possibilidade da aplicacao de
diferentes conceitos matemdticos que permitam diversos estudos. O Calculo, notadamente,
encerra diferentes conceitos que podem enriquecer os itinerdrios formativos dessa drea do
conhecimento.

Podemos, também, vislumbrar a presenga dos conceitos fundamentais do Célculo
neste extrato da BNCC que versa sobre a finalidade da area de Matemadtica e suas Tecnologias:

Diante dessas consideracdes, a drea de Matematica e suas Tecnologias tem a
responsabilidade de aproveitar todo o potencial ja constituido por esses estu-
dantes no Ensino Fundamental, para promover acdes que ampliem o letramento
matemadtico iniciado na etapa anterior. Isso significa que novos conhecimentos
especificos devem estimular processos mais elaborados de reflexdo e de abs-
tracdo, que deem sustentacdo a modos de pensar que permitam aos estudantes

formular e resolver problemas em diversos contextos com mais autonomia e
recursos matematicos (2018, p. 528).

Com relacdo a organizagdo curricular, a BNCC aponta vdrias possibilidades para
o ensino da Matemdtica, sendo uma delas por unidades similares as propostas para o ensino
fundamental®. Dentre as habilidades elencadas pela Base para a unidade Nimeros e Algebra,
indicamos pelo menos uma em que nos parece bastante razodvel o estudo do limite e da derivada

como ferramentas para contribuirem para o seu desenvolvimento, a saber:

3 Os itinerdrios formativos sdo estratégicos para a flexibilizacdo da organizacio curricular do Ensino Médio.

4 Essas unidades podem ser, entre outras, Nimeros e Algebra, Geometria e Medidas e Probabilidade e Estatistica.
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(EM13MAT101) Interpretar criticamente situagdes econdomicas, sociais e fatos
relativos as Ciéncias da Natureza que envolvam a variacio de grandezas, pela
andlise dos gréficos das fungdes representadas e das taxas de variagdo, com ou
sem apoio de tecnologias digitais.

Na unidade de Geometria e Medidas, a integral também pode oferecer sua colabora-

(EM13MAT307) Empregar diferentes métodos para a obtencdo da medida da
drea de uma superficie (reconfigura¢des, aproximagao por cortes etc.) e deduzir
expressoes de célculo para aplica-las em situagdes reais (como o remanejamento
e a distribui¢cdo de plantagdes, entre outros), com ou sem apoio de tecnologias
digitais.
Diante do exposto, entendemos que o estudo de no¢des de Célculo no ensino médio
ndo se contrapde ao preconizado pela legislacido vigente no Brasil atualmente. Dessa maneira,
acreditamos que, se convenientemente trabalhado, o Calculo pode contribuir de forma signi-

ficativa para a formacdo dos jovens, constituindo-se, portanto, em um desafio possivel de ser

alcancado.
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3 INTRODUZINDO O CONCEITO DE LIMITE

Neste capitulo, nossa intencdo € apresentar uma proposta para a introducdo do
conceito de limite no ensino médio. Antes, primeiramente, trazemos a definicdo de limite,
conforme apresentada nos cursos de Calculo, seguida por sugestdes contidas nas dissertacdes de

alunos do PROFMAT de como introduzir esse conceito na educacao bdsica.

3.1 O conceito de limite no Calculo

Em seu livro de Calculo, Stewart (2014, p. 81), ap6s discutir o problema de encontrar
a tangente de uma curva e a velocidade de um objeto, apresenta, inicialmente, a seguinte defini¢cdo

de limite:

Defini¢cdo. Suponha que f(x) seja definido quando estd proximo ao niimero a. (Isso significa
que f é definido em algum intervalo aberto que contenha a, exceto possivelmente no proprio a.)
Entdo escrevemos
lim f(x) = L
e dizemos

“o limite de f(x), quando x tende a a, é igual a L”

se pudermos tornar os valores de f(x) arbitrariamente préoximos de L (tdo proximos de L quanto
quisermos), tornando x suficientemente proximo de a (por ambos os lados de a), mas ndo igual

ada.

Segundo ressalta o autor, os valores de f(x) tendem a L quando x tende a ¢. Em
outras palavras, os valores de f(x) tendem a ficar cada vez mais préximos do nimero L a medida
que x tende ao nimero a (por qualquer lado de a), mas x # a.

Stewart ainda observa que a frase “mas x # @”, na defini¢do de limite, indica que,
para se determinar o limite de f(x), quando x tende a g, ndo se considera x = a, pois f(x) ndo
precisa estar definida para x = a. O importante é como f estd definida préoximo de a.

Posteriormente, o autor destaca que a defini¢do intuitiva de limite, conforme apresen-

tada anteriormente, revela-se inadequada para alguns propdsitos, tendo em vista que frases como
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“x suficientemente préximo de a” e “f(x) arbitrariamente préximos de L” sdo vagas. Sendo

assim, Stewart aponta a necessidade de uma definicado mais precisa:

Definicdo. Seja f uma fungdo definida em algum intervalo aberto que contenha o niimero a,
exceto possivelmente no préprio a. Entdo dizemos que existe o limite de f(x) quando x tende a
aeeste é L, e escrevemos

lim f(x) =L

x—a

se para todo niimero € > 0 houver um niimero 8 > 0 tal que
se 0 < |x—a| < dentio|f(x)-L|<e.

Uma vez que |x — a| é a distdnciade xaae |f(x) — L| é adistAnciade f(x)aL,e
como € pode ser arbitrariamente pequeno, a defini¢do de limite pode ser expressa, em palavras,

da seguinte forma:

lim f(x) = L significa que a distdncia entre f(x) e L fica arbitrariamente pequena tomando-se a
xX—a

distdancia de x a a suficientemente pequena (mas ndo igual a 0).
Ou, de forma alternativa,

li_r>n f(x) = L significa que os valores de f(x) podem ser tornados tdo préximos de L quanto
X—da

desejarmos, tornando-se x suficientemente proximo de a (mas ndo igual a a).

3.2 O conceito de limite no ensino médio

A seguir, encontram-se sinteticamente descritas algumas sugestdes de abordagens de

como introduzir o conceito de limite no ensino médio.
3.2.1 Sugestdao 1

Machado (2016, p. 33) propde introduzir a no¢do de limite a partir do calculo do
valor da fung@o f(x) = 2x+ 3 para x = 2. Ora, f(2) =7, o que significa que o ponto (2,7)
pertence ao grafico de f(x). O autor sugere, em seguida, estudar os valores da fungdo f quando
x assume valores proximos de 2, porém diferentes de 2 (ver Figura 1 e Figura 2).

A observacao desses quadros permite concluir que, quanto mais o valor de x se

aproxima de 2, mais a imagem f(x) se aproxima de 7.
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Figura 1 — Valores de f(x) aproximando-se de 2 a esquerda

x 1.5 1.8 1.9 1,99 | 1,999
1) 6 6,6 6.8 698 | 6998

Fonte: Elaborada pela autora, com base no Quadro 3.1, de Machado (2016, p. 34).

Figura 2 — Valores de f(x) aproximando-se de 2 a direita

b
Lh

x 2.25 2,1 2,01 [ 2,001
fx) 7.5 72 7.02_| 7.002

Fonte: Elaborada pela autora, com base no Quadro 3.2, de Machado (2016, p. 34).

O autor destaca que, ainda que ndo se soubesse que f(2) =7, seria possivel descobrir
um provdvel resultado utilizando um nimero suficientemente proximo de 2. Ressalta também
que € facil ver que f tende a 7 quando x se aproxima de 2 e conclui que isso € o que significa
limite.

O autor salienta que, em linguagem matemadtica, esse exemplo fica escrito da forma:

lin% f(x) =7 elé-se: "O limite de f(x) quando x tende a 2 é igual a 7".
X—

¥—x—6
-3
Seu objetivo € levar os alunos a perceberem que lirr% f(x) =5, embora a func¢do ndo esteja
X—

Em seguida, o autor faz um estudo analogo, porém com a fungéo g(x) =

definida para x = 3.
Cabe ainda salientar que, em ambos os exemplos, Machado apresenta o grifico das

funcoes.
3.2.2 Sugestdo 2

Ribeiro (2018, p. 85) sugere uma abordagem que parte, inicialmente, de exemplos
para introduzir limite de uma perspectiva menos formal. Vale ressaltar que nos limitamos a exibir
e a discutir apenas exemplos que contemplem especificamente uma abordagem introdutéria do

conceito de limite.

Exemplo 1

: : 1
Considere a sequéncia (a) e ', com termo geral dado por a, = o neN.

Para maiores detalhes, ver RIBEIRO, H. C. Calculo: uso de recursos computacionais para inserir conceitos de
limites, derivadas e integrais no Ensino Médio. 2018. 98 f. Dissertacdo (Mestrado em Prossional em Matematica

1
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Discussido

: : . 1
A autora observa que, a medida que n cresce indefinidamente, o valor de o fica
cada vez menor, mais préximo de zero, e conclui que, conforme n aumenta, o valor da sequéncia
tende a zero. Ela destaca que, matematicamente, isso significa dizer que, quando » tende ao

infinito, o limite dessa sequéncia ¢ igual a zero, isto é, lim a, = 0.
n—seo

Exemplo 2

I
Considere a sequéncia (b,)nen %, com termo geral dado por b, =n(2n —1),n € N.
Discussao

Nesse exemplo, Ribeiro inicia considerando que n cresce ilimitadamente. O objetivo
da autora € alertar os alunos de que, por vezes, a intuicdo em relagdo a aproximacdes e a
percepg¢do do infinito pode conduzir a resultados equivocados. Nesse caso, em particular, se o
valor de b, ndo for explorado numericamente, é possivel que nao se perceba que esta sequéncia

converge para o valor de logaritmo de 2.

Exemplo 3
Considere o grdfico da fungdo f : R — R definida por f(x) = x+ 2 (ver Figura 3).

Discussao

A autora toma valores para x que se aproximam de 3 (sem atingi-lo), pela esquerda e
pela direita, e observa, por meio de uma tabela, que, 2 medida que x se aproxima de 3, f(x) se

aproxima de 5. Sua conclusdo é que o limite dessa fun¢do, quando x tende a 3, € igual a 5.

Uma vez trabalhados esses exemplos em sala, Ribeiro propde a utilizacio do software
Geogebra > para explorar a definicio formal de limite. A autora salienta que essa pratica deve ser
conduzida de forma a permitir ao aluno analisar e compreender o porqué da solu¢do apresentada

pelo computador e ndo consista apenas em uma fonte para a resposta procurada.

em Rede Nacional) - Universidade Tecnol6gica Federal do Parand, Curitiba, 2018.

Para maiores detalhes, ver RIBEIRO, H. C. Calculo: uso de recursos computacionais para inserir conceitos de
limites, derivadas e integrais no Ensino Médio. 2018. 98 f. Dissertacdo (Mestrado em Prossional em Matematica
em Rede Nacional) - Universidade Tecnoldgica Federal do Parand, Curitiba, 2018.

O GeoGebra € um software de matematica dindmica para todos os niveis de ensino que reine Geometria,
Algebra, Planilha de Célculo, Gréficos, Probabilidade, Estatistica e Célculos Simbélicos em um tnico pacote
facil de se usar. Disponivel em: <https://www.geogebra.org/about>. Acesso em: 2 out. 2019.
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Figura 3 — Gréfico da funcéo f(x) =x+2

-y

/2 K 0 1 2 3 4 5 13
1

-34

Fonte: Elaborada pela autora, baseada na Figura 59 de
Ribeiro (2018, p. 86).

3.2.3 Sugestdo 3

A pesquisa desenvolvida por Costa (2016, p. 26) também se utiliza da exemplificagdo
para motivar a ideia intuitiva de limite. Cabe salientar que, a semelhanca do discutido na
Sugestao 2, limitamo-nos a exibir e a discutir os exemplos voltados apenas para uma abordagem

introdutdria do conceito de limite.

Exemplo 1

Consideremos uma figura de forma quadrada e de drea igual a 1.

Vamos desenvolver as seguintes etapas:

a) preencher metade da figura;

b) preencher metade do que restou em branco;

c) preencher, novamente, metade do que restou em branco;

e continuar esse processo sucessiva e indefinidamente.
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. 1
Area preenchida = 5

Area preenchida = — +

N —
5 -
5w

Area preenchida = - +

| =
S
oo —
ool

Discussido

O autor observa que a drea hachurada vai preenchendo quase todo o quadrado inicial
e, portanto, a medida da 4rea vai se aproximando de 1 ou tendendo a 1. Nesse caso, afirma que o
limite desse processo, quando o nimero de partes preenchidas tende a um valor maior do que
qualquer valor imagindvel, € preencher a figura toda, ou seja, é obter uma area preenchida igual
a 1. Por fim, conclui que, quando dizemos que a drea preenchida tende a 1, significa que ela se

aproxima de 1, sem, no entanto, assumir esse valor.

Exemplo 2
Considere uma pessoa que observa o dngulo de elevagdo do topo de um prédio, do qual ela se

aproxima, em uma mesma dire¢do, conforme a figura.
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Figura 4 — Ideia intuitiva de limite

S

1-:-'...-'5...."-:..3..-"... A W——
A U 4 N

Fonte: Costa, 2016.

Discussao

Costa observa que, quando a distancia d dessa pessoa em relacdo ao prédio diminui
cada vez mais, aproximando-se de zero, o Angulo 6 se aproxima de 90°. A pessoa podera
aproximar-se o quanto quiser do prédio, porém nao pode ultrapassar sua parede. Assim, o prédio
€ o limite. Logo, quanto menor a distancia, maior € o angulo de elevacdo. Assim, podemos dizer

que “o angulo de elevacdo O tendeu ao limite 90° quando a distancia d se aproximou de zero”.

Exemplo 3
Um carro em movimento progressivo passa pela origem da trajetoria em t = 0 s, com uma
velocidade escalar constante de 6 m/s. A tabela (ver Figura 5) demonstra as posigcoes do objeto

ao longo do tempo.

Figura 5 — Posicdo (x, em m), em func¢do do tempo (t, em s)
t(s) | x(m)
0 0

&
12
18
24
a0

A | W] R e

Fonte: Costa, 2016.

Discussao

O conceito de limite, nesse exemplo, é explorado por meio de um gréfico que
representa as posi¢des do carro ao longo do tempo. A proposta é que, a partir de questionamentos
como “O que acontece com os valores de posi¢do, quando o tempo se aproxima de 4 5?7,

explore-se o conceito de limite.



27

No que diz respeito ao questionamento acima, o autor observa que os valores de
posicao para um tempo préoximo de 4 s sdo proximos de 24 m e, assim, quanto mais proximo de
4 s for o tempo, mais proximo ele estard da posi¢ao 24 m.

Assim, conclui que limx(¢) = 24.
1—4

Exemplo 4
Tendo um tanque cheio de dgua, ao abrir uma tampa no fundo do reservatorio, a dgua iniciard o
escoamento. Supondo que sua taxa inicial de vazdo seja de 4,0 L/s, o que acontece com esta

vazdo ao longo do tempo?

0.45

0,4
0.35

0.3 \
0.25 \

Vazao (L/s)

0.1 \
008 \'\‘\‘\
0 ~

0 2 4 6

*

10

coe

Tempo (s)

Discussao

Nesse exemplo, Costa observa que a vazao da dgua diminui, pois a vazao depende
diretamente da pressdo exercida pela altura da coluna de dgua do tanque e, com o escoamento da
dgua, a altura dessa coluna diminui. Por meio do gréfico, verificamos que a taxa de vazio (V, em
L/s) diminui em fun¢do do tempo (7, em s) até que todo o liquido contido no tanque se tenha

esvaido.

Exemplo 5
Considere o grdfico da fungdo y = x + 2.

Discussido
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Por meio da andlise do grafico (ver Figura 6), o autor observa quais sao os valores
que y assume quando x estd proximo de 2 e conclui que y assume valores proximos de 4. Afirma,
assim, que y tende a 4 quando x tende a 2 ou que o limite da fun¢do y € 4 quando x tende a 2, e

escreve simbolicamente com a notacao lin% y=4.
X—

Figura 6 — Limite da fun¢do y = x+ 2 quando x tende a 2

F
T y=x+2 Y /
4

1.7 3.7
1.0 3.9
1.99 3.99 3
1999 | 3.999
\
9 A /
2.001 | 4,001
1
2,01 401
2.1 1.1
>
2 X

2.3 13 I

Fonte: Costa, 2016.

Exemplo 6

24
Considere a fungdo y = i 5
x E—

Discussao

O objetivo desse exemplo é mostrar um fato mais interessante quando se tenta
determinar o limite de y para x tendendo a 2.

Costa ressalta que a fun¢do considerada ndo € definida para x = 2. Logo, ndo se pode
calcular o valor de y nesse ponto. Entretanto, o grafico da funcdo (ver Figura 7) permite-nos
observar que o valor de y, quando x se aproxima de 2, também se aproxima de 4, como no
exemplo anterior, pois as duas fungdes assumem os mesmos valores nos mesmos pontos, exceto

no ponto x = 2.
2

De fato, a fungdo y = * > pode ser simplificada e escrita na forma y = x+ 2,

dando origem a fun¢do y = x+ 2, x # 2, que € equivalente a fungao dada.

Nesse caso, tem-se igualmente lim y = 4.
x—2
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2

Figura 7 — Limite da fung¢do y = > quando x tende a 2

il
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Fonte: Costa, 2016.

Uma vez explorado o conceito de limite por meio de exemplos, o autor apresenta a

defini¢do de limite proposta por Giovanni (1992).

Considere o grdfico da fungdo f(x) (ver Figura 8).

Figura 8 — Defini¢do de limite

JLY
—— ‘f(x)

O limte }
de —Lt-—————— | |
féelL | \
| \
| [
| | \
| | \
| | \
| | \
| | \

X

a T ' i

Tendea a

Fonte: Costa, 2016.

Dizemos que o limite da funcdo f(x), quando x tende a a é igual ao niimero real L
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se, e somente se, os niimeros reais f(x), para os infinitos valores de x, permanecerem préximos
de L, sempre que x estiver muito proximo de a.

Indica-se lim f(x) = L.
X—a

Diante das abordagens que foram apresentadas, todas passiveis de vantagens e
desvantagens, a curiosidade acerca de outras possibilidades nos inquieta. Nesse sentido, apresen-

tamos, a seguir, uma proposta de como introduzir o conceito de limite no ensino médio.

3.3 Uma proposta para a introducao do conceito de limite no Ensino Médio

Iniciamos com uma indaga¢do simples e objetiva, cuja resposta sabemos que nao é

trivial:
“O que € limite?”

Naturalmente, o aluno de ensino médio tem uma noc¢ao do que vem a ser limite,
porém suas experiéncias prévias remetem-no a outros contextos que ndo o matemdtico. Dessa
forma, na tentativa de definir limite, ele poderd apresentar uma diversidade de respostas, que,
certamente, se baseardo em outros campos do conhecimento humano e que se aproximarao de
alguma das seguintes defini¢des constantes no diciondrio*:

1 linha que determina uma extensao espacial ou que separa duas extensdes; linha de demarcagao;
raia

2 momento, espaco de tempo que determina uma duracao ou que separa duas duragdes

3 fig. o que determina, marca os contornos de um dominio abstrato ou separa dois desses
dominios

4 fig. linha que marca o fim de uma extensdo (espacial ou temporal); confim, termo

5 fig. 0 que ndo pode ou nao deve ser ultrapassado

6 fig. falta de perfeicdo; insuficiéncia, defeito
Apresentamos, entdo, uma resposta, que serd trabalhada em seguida:

“Limite € o resultado de um processo de investigacio baseado em teoria das fungdes.”

4 Diciondrio Houaiss da Lingua Portuguesa, 2001.
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Em que pese o aluno ter certo conhecimento acerca de funcdo desde o 9° ano do
ensino fundamental >, tal resposta, em um primeiro momento, poderé causar estranheza para os
alunos, haja vista que podem julgar que ndo se aproxima do conceito que possuem do termo.

Diante do exposto, somos impelidos a levar o aluno a compreender essa "defini-
¢ao", buscando explicitar em qual sentido esse processo investigativo se dd. Nesse momento,
recorremos a argumentacao matemadtica.

Antes, porém, € imperioso salientar que o aluno de ensino médio esta familiarizado
com todos os conceitos matematicos que serdo aqui abordados, o que ratifica a viabilidade do
estudo do Calculo nesse nivel escolar, se convenientemente trabalhado.

Sejam f uma funcgdo real e xy um niimero real. Consideremos duas situacoes:

(1) xo pertence ao dominio da fungéo f (xo € Dom f).
Dessa forma, podemos escolher um ponto P = (xp, f(x9)), 0 que equivale a dizer

que o ponto P pertence ao grafico da funcao f.

Figura 9 — Ponto P pertence ao gréfico da fungio f/(x).

Yy

Fonte: Elaborada pela autora.

Nosso objetivo € investigar o comportamento dos pontos, no plano, da forma Q, =

(x, f(x)) (pontos que pertencem ao grafico de f), quando, na reta, x se aproxima de xy.

3> No 9° ano do ensino fundamental, o aluno estuda o conceito de fungio e, em seguida, fungio afim e fungio

quadratica.
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Figura 10 — Pontos do tipo Qy € Graf(f), com xy € Dom f.
Y

i §

i g ——

) -zl - Ty — a4 — 3 —iPy =i

S8y

Fonte: Elaborada pela autora.

(2) xp ndo pertence ao dominio da fungdo f (xo ¢ Dom f).
Neste caso, o ponto P ndo pertence ao grafico da fungdo f e, portanto, o grafico de f

tem um "furo"(ver Figura 11).

Sem perda de generalidade, suponhamos que xo ¢ Dom f, mas x € Dom f Vx # xy.
Queremos investigar como Q, se comporta quando x se aproxima de xq (ver Figura 11).

A andlise do gréfico permite-nos observar que f(x) se aproxima de um nimero L
quando x se aproxima de xo. Em outras palavras, isso significa que os pontos Q, = (x, f(x)) se
aproximam do ponto (xq,L).

Neste momento, podemos definir, para o aluno, que
L é o limite de f(x) quando x se aproxima © de xg

e escrever lim f(x) = L.
X—rX(

E importante destacar que, na situagdo (1), L = f(xg).

6 Pode-se mencionar que a terminologia matematica mais utilizada nesse caso é "quando x tende a xo".
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Figura 11 — Pontos do tipo Qy € Graf(f), com xo ¢ Dom f.

Y
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Qayfi 1 ! : ! : 5
z =z — 35:0 — Ty — I3 =iy il ;

Fonte: Elaborada pela autora.

Uma vez introduzido o conceito de limite, propomos a discussdo de alguns exemplos
com o intuito de apresentar uma sugestao de um método para calcular o limite de uma funcao.
Por se tratar de uma proposta para ser aplicada com estudantes de ensino médio, limitamo-nos a
trabalhar com fungdes afins, fun¢des quadraticas e fung¢des do tipo ﬁ, sendo p(x) uma fungdo

polinomial com, no maximo, grau 2, haja vista que consistem em fun¢des mais apropriadas para

se trabalhar com alunos desse segmento.

Exemplo 1
Seja a funcdo f : [0,2] — R definida por f(x) = x> — 5x+6.

Considere L = lirr% f(x). Determine o valor de L.
X—
Discussao

Determinar o valor de L significa determinar o valor de f(x) quando x se aproxima
de 1 (ver Figura 12).

Notemos que os pontos Oy = (x, f(x)) = (x,x*> — 5x + 6) aproximam-se do ponto
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Figura 12 — Pontos Q, € f(x) = x> — 5x +6.
A
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Fonte: Elaborada pela autora.

P = (1,L). Logo, quando x se aproxima de 1, temos que x> — 5x + 6 se aproxima de L. Isso
significa dizer que x> — 5x 4 6 assume valores distintos cada vez mais préximos de L 2 medida
que x se aproxima de 1.

Denotemos esses valores por L,. Como L, = x*> —5x+6, segue que x*> —5x+6—L, =

0 e, dai, vem que

S++25-24+4L, N S+V1+4L,
X = X=—————
2 2 ’

ou seja,
5++1+4+4L, 5—+/14+4L,
Xj=— Xp=—"—. (3.1)
2 2
Pela definicdo de L., temos que Ly — L. Assim,
5+\/1+4Lx_>5+\/1+4L o 5—\/1+4Lx_>5—\/1+4L
u
2 2 2 2
e, portanto, de (2.1), obtemos que
5++1+44L 5—+1+44L
¥ 2 XV AN x— 2V AR (3.2)

2 ou 2
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Mas, por outro lado, sabemos que
x— 1. (3.3)

Como x ndo pode se aproximar de dois valores distintos a0 mesmo tempo, conclui-

mos, de (2.2) e (2.3), que
S++v1+44L L o S5—+v1+4L !
—_— u _— = ].

2 2

Temos que:

S5++v1+44L
2

(1) =1 = VI+4L=-3 = 14+4L=9 = L=2.

1l = —vV1+44L=-3 = 14+4L=9 = L=2.

. 5—T+4L
==

Logo,

0 que mostra que

Exemplo 2
1
Seja a fungdo g : [0,2] — R definida por g(x) = Tor
X
Considere L = lin} g(x). Determine o valor de L.
X—r
Discussao

A semelhanga do que vimos no exemplo anterior, vamos determinar o valor do qual
g(x) se aproxima quando x se aproxima de 1, conforme ilustrado na Figura 13.

1
Notemos que os pontos Q, = (x,g(x)) = (x, F) aproximam-se do ponto P =
x

(1,L). Logo, quando x se aproxima de 1, temos que I se aproxima de L. Isso significa dizer
X

que I assume valores distintos cada vez mais préximos de L a medida que x se aproxima de
x
1.
1 1 ,
Denotemos esses valores por Ly. Como L, = ——, segue que — = 1 +x e, dai, vem
1+x L,
que

1
— 3.4
X L. (3.4)
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Figura 13 — Pontos Q, € Graf(g).

! r !
Ll — Ty — I3y — 1

Fonte: Elaborada pela autora.

1 1
Pela defini¢do de L,, temos que L, — L. Assim, = 11— A 1 e, portanto, de
‘X

(2.4), obtemos que

1
——1. 3.5
x— (3.5)
Mas, por outro lado, sabemos que
x — 1. (3.6)

1
De (2.5) e (2.6), podemos concluir que A 1 =1 e, portanto,

0 que mostra que

lim =—.
x—11+x 2

A discussao inicial, por meio da andlise do grafico da func¢ao, pode levar o aluno a
concluir que, como no Exemplo 1, temos que L = f(1), e, no Exemplo 2, temos que L = g(1),
isto é,

lim f(x) = f(1) e limg(x) = g(1),

x—1

entdo esse resultado é geral, ou seja, L = lim f(x) = f(xg), com xp € R, para toda fungdo.
X—rX0



Mostraremos que essa conclusio € falsa, apresentando um contraexemplo.

Seja h a funcdo definida por

onde g(x) é a fungdo definida no Exemplo 2, isto é,

h:[0,2] — R

1
Ty sex# 1
X —> 3
> = 1.
5 sex
Vamos mostrar que lim h(x) # h(1).
x—1
Discussao
} ) 1
Pelo exemplo anterior, sabemos que lim g(x) = —.
x—1 2

Como h(x) = g(x) Vx # 1, entdo
lim h(x) = lim g(0x) = >
im = lim =_.
x—1 a x%lgx 2

Mas, pela defini¢do de &, temos que
3
h(l) = —.
(=3
Logo, de (2.7) e (2.8), concluimos que
lim J(x) = 2
i X)=—
x—1 2

como queriamos mostrar.

37

(3.7)

(3.8)
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4 INTRODUZINDO O CONCEITO DE DERIVADA

Neste capitulo, apresentaremos uma proposta para a introdu¢do do conceito de
derivada no ensino médio. Mostraremos, primeiro, contudo, a defini¢ao de derivada, de acordo
com o estudado nos cursos de Célculo. E, em seguida, traremos sugestdes de abordagens, contidas

em dissertacdes do PROFMAT, de como introduzir esse conceito nessa fase da escolaridade.

4.1 O conceito de derivada no Calculo

Stewart (2014, p. 131) inicia o estudo da derivada com o problema de encontrar a

reta tangente a uma curva e o problema de encontrar a velocidade de um objeto.
4.1.1 Tangentes

Se uma curva C tiver uma equagdo y = f(x) e quisermos encontrar a reta tangente a C
em um ponto P(a, f(a)), consideramos um ponto préximo Q(x, f(x)), com x # a, e calculamos

a inclinagdo da reta secante @:

_ ) —f(a)
mpg = Y —a .

Figura 14 — Inclinagdo da reta secante I%

v Q(z, f(z))

{_

g L e e s === =

0 / x -

Fonte: Elaborada pela autora, baseada na figura 1 de Stewart
(2014, p. 131).

Fazemos, entdo, Q se aproximar de P ao longo da curva C ao obrigar x tender a a.
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Figura 15 — A reta tangente € a posi¢ao-limite da reta se-
cante quando Q tende a P.

Fonte: Elaborada pela autora, baseada na figura 1 de Stewart (2014, p.
131).

Se mpg tender a um nimero m, entdo definimos:

Definicdo. A reta tangente i curva 'y = f(x) em um ponto P(a, f(a)) € a reta passando por P

com a inclinacdo

desde que esse limite exista.

O autor ressalta que hd outra expressdo para a inclinacdo da reta tangente. Se

h =x—a, entdo x = a+ h e, assim, a inclina¢cdo da reta secante @ ¢ dada por

fla+h)—f(a)
- :

me =

(Stewart sugere que o leitor observe a Figura 16, onde o caso 4 > 0 € ilustrado e Q

estd a direita de P. No entanto, se & < 0, entdo Q estaria a esquerda de P.)

Quando x tende a a, h tende a 0, pois h = x — a. Assim, a expressdo para a inclinacao

da reta tangente na defini¢do anterior fica

m = lim
h—0

flat+h)—f(a)
- :
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Figura 16 — Caso h > 0. (Q esta a direita de P.)

Qa+h, fla+h))

Q fomoen

IS

+ e e N
=

0 /
Fonte: Elaborada pela autora, baseada na figura 3 de Stewart
(2014, p. 132).

4.1.2 Derivadas

Stewart ressalta que o limite do tipo acima encontra-se presente em varios ramos das

ciéncias. E, assim, define derivada.

2

Definigao. A derivada de uma fungd@o f em um niimero a, denotada por f'(a), é

)= i L0 = 1)

se o limite existir.

Se escrevermos x = a+ h, entdo h = x —a e h tende a O se, e somente se, x tende a a.

Consequentemente, uma maneira equivalente de enunciar a definicao de derivada é

) < i T 1@

X—a X—dad

Definimos a reta tangente a curva y = f(x) no ponto P(a, f(a)) como a reta que
passa em P e tem inclinagéo m. Como isso é o mesmo que a derivada f’(a), podemos agora

afirmar que

A reta tangente ay = f(x) em (a, f(a)) é a reta que passa em (a, f(a)), cuja inclinacdo € igual

a f'(a), a derivada de f em a.
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Dai, resulta que

y—fla)=f'(a)(x—a)

¢ a equagdo da reta tangente a curva y = f(x) no ponto (a, f(a)).

4.2 O conceito de derivada no ensino médio
4.2.1 Sugestdo 1

O trabalho de Ribeiro (2018) tem como objetivo auxiliar professores de Matemética
da Educacdo Badsica a introduzirem os conceitos basicos de Cdlculo Diferencial e Integral no
ensino médio, usando como ferramentas dois softwares livres, o Geogebra e 0 WxMaxima 1,

Sendo assim, a autora sugere introduzir o conceito de derivada de uma maneira
rapida, a fim de que o aluno possa ter uma no¢do do conteido abordado e de sua utilizacdo
quando do uso dos softwares.

Por meio do exemplo numérico a seguir, ela apresenta o conceito de reta tangente a

uma pardbola em um ponto determinado.

Exemplo

Tracar a reta tangente o curva dada pela fungdo f(x) = —x*> +4x+ 1, no ponto P = (1, f(1)).
Discussao

Para determinar a reta tangente a curva dada pela fungio f(x) = —x?4+4x+1, no
ponto P = (1, f(1)), precisamos de um ponto Q pertencente a curva. Tomando Q = (2, f(2)), a
inclinacdo da reta secante a curva que passa pelos pontos P e Q € dada pela variagdo em y sobre

a variacdo em x:
mpgp=——FH—7 = 1,

como podemos observar na Figura 17.

' O WxMaxima é um software livre disponivel para a realizacio de cdlculos matemdticos através da ma-

nipulacdo de expressdes simbdlicas e numéricas. Estas incluem diferenciacdo, integragdo, equagdes di-
ferenciais ordindrias, sistemas de equagdes lineares, vetores, matrizes, entre outros. Além disso, o Wx-
Maxima produz resultados de precisdo elevada e pode tracar grificos de fungdes em duas e trés dimen-
soes. Disponivel em:<http://w3.ufsm.br/petmatematica/images/minicursos/Apostilas/apostila-software-
wxmaxima.pdf>. Acesso em: 2 out. 2019.
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Figura 17 — Reta tangente a f(x) em P e secante a f(x) pas-
sando por

Fonte: Elaborada pela autora, com base na Figura 70 de Ribeiro (2018,
p- 93).

Vamos aproximar o ponto Q do ponto P para verificarmos o que acontece com a reta

3 3
secante (ver Figura 18). Seja Q' = <§, f <§) ) . A inclinacdo da reta secante a f(x) que passa
por PQ' é dada por
3
— | = f(1
me/ = 3 = E
——1
2

Fonte: Elaborada pela autora, com base na Figura 71 de Ribeiro (2018,
p- 94).
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Podemos aproximar Q de P o quanto quisermos. Assim, a inclina¢do da reta secante
ficard cada vez mais préxima da inclinacdo da reta tangente que passa por P. Com mais alguns
célculos, € possivel verificar que as inclinagdes das secantes estdo cada vez mais proximas do
numero 2. Logo, a inclinacéo da reta que passa por P e é tangente a f(x) é 2 e sua equagdo é
dada por 2x —y+2 = 0.

A 1deia € fazer com que os alunos percebam que, para descobrir a inclinacao da
reta tangente a curva, que passa por P, basta fazer com que o ponto Q deslize sobre a curva,
aproximando-se cada vez mais de P, ou seja, obrigando x a tender a a. Sendo assim, o mpg tende
a inclinag¢do m da reta tangente que passa por P.

Ap06s os alunos compreenderem a ideia intuitiva de derivada, a autora sugere apre-
sentar, de uma maneira breve, as defini¢cdes de derivada de uma fun¢@o em um ponto e a derivada

de uma funcao.

Definigdo. A reta tangente a curva representada pela fun¢do y = f(x) em um ponto P(a, f(a)) é

a reta passando por P com inclina¢do

desde que esse limite exista.

Figura 19 — Reta 7 tangente a y = f(x) em P

Fonte: Elaborada pela autora, com base na Figura 72 de Ribeiro (2018,
p- 95).
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O limite descrito acima é conhecido como derivada da funcio f no ponto a, represen-
tado por f’(a). Dizemos que, quando esse limite existe, f € derivdvel em a ou f € diferencidvel

cma.

Definigdo. A derivada de uma funcdo f(x) é denotada por f'(x), com x € D(f), tal que
fath) —fx)
h

f'(x) = lim

h—0

se esse limite existir.

Podemos afirmar que uma fung¢ao s6 € dita derivavel quando existe derivada em todo
seu dominio.

A autora também orienta sobre a possibilidade de apresentar a derivada como taxa de
variacdo instantinea, ou apenas taxa de variacdo. Sua sugestdo consiste em abordar, previamente,
a taxa de variagdo média, conhecida pelos estudantes como o quociente entre a variagao em y
pela variacdo em x, dada pela expressao

Ay _ fletAn)— f()
Ax Ax '

E, em seguida, explicar que, aplicando o limite na expressao da taxa de variacao

média, quando Ax tende a zero, obtemos:

)= tim TETA) ()

Ax—0 Ax

4.2.2 Sugestdo 2

Rocha (2016, p. 39) desenvolve, em sua dissertacdo, uma abordagem constituida por
atividades para introduzir, para alunos do primeiro ano do ensino médio, de forma simples e sem
o formalismo e o rigor ensinados nos cursos superiores, as no¢des de derivada. Sua sugestdao
consiste em apresentar roteiros de atividades que estimulam o aprendizado associado ao ensino
de fun¢des do primeiro e segundo graus. A autora salienta que os roteiros criados t€m como
objetivo despertar, de maneira intuitiva, por meio de exemplos do cotidiano, a no¢ao de derivada

e suas aplicacgoes.
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De forma mais concreta, a concep¢do de Rocha € utilizar o conceito de derivada
para explorar cinco propostas diferenciadas: taxa de variag¢do, crescimento e decrescimento das
fungdes do 1° grau, inclinagdo da reta tangente, maximos e minimos e velocidade instantinea.

A seguir, vamos apresentar a proposta da autora, que recorre ao conceito de derivada
como inclinagdo da reta tangente a curva do grafico de uma fun¢do do segundo grau. Convém
ressaltar, para comecar, que Rocha, durante sua exposicdo, emprega o termo derivadaZ, visto

que j4 introduziu sua definicao na primeira proposta, que € referente a taxa de variagao.

A atividade proposta pela autora, com relagdo a inclinac¢do da reta tangente, consiste
em estudar a taxa de variacdo (derivada) da funcio polinomial de grau 2. Para isso, Rocha analisa
o grifico das fungdes f(x) = x* e g(x) = 3x+ 4.

A autora destaca que a reta que representa o grafico da fung¢ao g(x) consiste em
uma reta secante a parabola, tendo em vista que intercepta o gréfico da fungdo f(x) nos pontos
P(4,16) e Q(—1,1). Observa também que, dados dois pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) pertencentes
acurvay = f(x), a inclinagdo m da reta secante a esta curva, que passa por esses dois pontos, é

) A ) ) )
dada por meio da razdo A_y’ denominada de taxa de variacdo, ou seja,
X

B>

A )~ fla)
Ay b—a

Dessa forma, a inclinacdo da reta secante a pardbola é dada por

16 -1
m=———=3.

4—(—1)
O proximo passo € verificar a inclinagdo da reta secante quando o ponto B se

aproxima do ponto A, "percorrendo"a pardbola pela fungdo f (ver Figura 21).

() A(~1,1) ¢ B(3,9) = i—i’: % _2,
(i) A(~1,1)e C(2,4) = Zizziéiigj::L
1-1

A
(iii) A(—=1,1) e D(1,1) = Z% =0.

1= (1)
A taxa de variacio das fungées f(x) = 10x e g(x) = 3x+ 8, que siio duas fun¢des polinomiais de 1° grau,
é constante e igual ao coeficiente angular das retas (graficos) dessas funcoes. Esta taxa de variacao
¢ também denominada derivada da funcio e é denotada por f’(x) e g’(x), respectivamente. Ou seja,
dizemos que a derivada de f(x) = 10x é igual a 10 e a derivada de g(x) = 3x+ 8 igual a 3. (ROCHA, 2016,
p. 44)

2



Figura 20 — Gréficos das fungdes
flx) =x*e g(x) =3x+4.

y

-4

Fonte: Elaborada pela autora, baseada na Fi-
gura 4.6 de Rocha (2016, p. 48).

A 0—1
v) A(—1,1) e E 2=~ _—_1.
(iv) A(—=1,1) e E(0,0) = A 0-(21)
A 0,81—1
(v)A(—~1,1)e F(-0,9;0,81) = X=-—""— =109,

Ay —0,9—(-1)

Ay, 0,998001 —1

N A(—1,1 —0,999;0,998001 Y-
(vi) A(—1,1) e G(—0,999;0,998001) => A = 0.599 (1)
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= —1,999.

Rocha observa que, tomando o ponto A(—1,1) fixo e considerando valores para

A, cada vez mais préximos de zero, a reta secante que passa pelos pontos (—1,1) e (—1+

Ay, f(—1+A,)) aproxima-se de uma reta limite, denominada de reta tangente a curva dada por

f(x) =x? no ponto (—1, 1), conforme ilustra a Figura 21.

A taxa de variacdo, ou a inclinacdo, das retas secantes que passam pelos pontos

(—1,1) e (—1+Ay, f(—14A)) é dada por
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Figura 21 — Grico da funcio f(x) = x°, retas secantes e reta tan-
gente.

,.
N
»

\
Fonte: Elaborada pela autora, baseada na Figura 4.7 de Rocha (2016, p. 49).

Ay fE1HA)—f(=1)  1=2A4A7 -1  A(=2+A))
Ax —1+Ax—<—l) Ax Ax

— 24A, .

A medida que A, se aproxima de zero, ou seja, a medida que a distancia entre os

) Ay ) .
pontos se aproxima de zero, a razdo Ax aproxima-se de 2. Esse valor € a inclinag¢do da reta

2

tangente ao gréfico da fungdo f(x) = x* no ponto (—1, 1), denominada de derivada da fungio

f(x) = x* no ponto x = —1 e representamos por f'(—1) = —2.

A semelhanca do exemplo anterior, a autora calcula a derivada da fungdo f(x) = x?
nos pontos x =2, x =3 ex =4.

Calculando a derivada no ponto x = 2, conclui-se que, quando A, se aproxima de
zero, a taxa de variagcdo i—i aproxima-se de 4. Logo, a derivada de f no ponto x =2 € igual a 4,
ou seja, f/(2) =4.

No ponto x = 3, quando A, se aproxima de zero, a taxa de variacao A—i aproxima-se
de 6. Logo, a derivada de f no ponto x = 3 é igual a 6, isto &, f/(3) = 6.

No caso da derivada no ponto x = 4, quando A, se aproxima de zero, a taxa de

A

variacao A_y aproxima-se de 8. Logo, f'(4) = 8, o que significa que a derivada de f no ponto
X
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x=4¢&igual a 8.
A autora salienta que a derivada ndo é constante e f’(x) é o dobro do valor de x.
No caso geral, considerando um nimero real fixado x = xq, a derivada de f no ponto

x = xq € dada por

Ay flro+A) —flxo)  (xo+A)?— (%)% Ad2xo+Ay)
- — = = = 2x0 + Ay
A, A, A, A,

Isto significa que, quando A, se aproxima de zero, a taxa de variagdo % aproxima-se
de 2x¢. Portanto, dado um nimero real x(, a derivada da func@o f no ponto x = xo € igual a 2xg
e denotamos por f/(xp) = 2xp.

A autora finaliza essa proposta mostrando que, dada a fun¢do quadratica f(x) =

ax? +bx +c, onde a, b e ¢ sdo niimeros reais, temos que f'(x) = 2ax + b.
4.2.3 Sugestdo 3

Machado (2016, p. 46) inicia sua abordagem supondo que a curva da Figura 22 seja
o grafico de uma certa fungdo f e considera P = (c, f(c)) e Q = (c+ Ax, f(c + Ax)) dois pontos
do gréfico de f.

Figura 22 — Ideia de derivada como declive
f

fle+ Ax)

Fonte: Elaborada pela autora, baseada na Figura 4.2 de Machado (2016,
p. 47).

A inclinacao (declive) da reta secante @ € dada pelo quociente

yo—yp _ fle+Ax)—f(c) _ fle+Ax)—f(c)

XQ —Xp c+Ax—c Ax ’
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conforme ja estudado, segundo Machado, no 1° ano do ensino médio, em fungdes lineares, e no
3° ano, em Geometria Analitica.

Esse quociente é também chamado de razdo incremental, ja que Ax é realmente
um incremento que damos a abscissa de P para obter a abscissa de Q. Consequentemente, a
ordenada f(c+ Ax) é obtida de f(c) mediante o incremento f(c+ Ax) — f(c).

Como queremos tragar a tangente em P, vamos manté-lo fixo, enquanto fazemos o
ponto Q aproximar-se de P, passando por sucessivas posi¢oes, Q1, Oz, O3 etc. Dessa forma, a
secante I@ assumird as posi¢des PQ1, PQ,, PQ3 etc, conforme mostra a Figura 23. Portanto,
esperamos que a razao incremental, que € o declive da secante, aproxime-se de um determinado
valor m, a medida que o ponto Q se aproxima de P. Logo, definimos a reta tangente a curva no
ponto P como sendo aquela que passa por P cujo declive ou coeficiente angular ou inclinacao é
m.

Figura 23 — Ideia de derivada como limite
/

Fonte: Elaborada pela autora, baseada na Figura 4.3 de Machado (2016,
p- 48.

Para que isso aconteca, o nimero Ax deve aproximar-se cada vez mais de zero na
razdo incremental, ou seja, Ax — 0. Dessa forma, podemos dizer que m € o limite da razdo
incremental com Ax tendendo a zero, ou seja, € a derivada da fungdo f no ponto c e € indicada

/ .
por f' e escrevemos:

m:f’(c) = lim f(C—l—A)C)—f(C)‘

Ax—0 Ax

O autor finaliza destacando que é fundamental que o professor crie, no Geogebra,
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uma animac¢do, mostrando exatamente o que foi exposto, a fim de que o aluno perceba, com

naturalidade, o conceito de limite na defini¢do de derivada.

4.3 Uma proposta para a introducao do conceito de derivada no ensino médio

No capitulo anterior, apresentamos uma proposta para a introdugdo do conceito de
limite no ensino médio. Nesta secdo, pretendemos, de forma andloga, apresentar uma proposta
para a introducao do conceito de derivada no ensino médio. Para isso, aplicaremos o conceito de
limite, invocando o entendimento da proposta do capitulo anterior.

Dada uma fungio f(x) e dado xop € Domf, nosso objetivo serd calcular o

lim M' 4.1)
X—X0 X — X0
Antes, contudo, € interessante entendermos o que a funcao JM representa.
X —X0

Dado um ponto fixo P = (xp, f(xg)) pertencente ao grafico da fungdo f(x), consi-
deremos o ponto Q = (x, f(x)) também pertencente ao grafico de f(x), conforme ilustrado na

Figura 24.

Figura 24 — Reta que passa pelos pontos P e Q pertencentes ao
gréfico da fungéo f(x).

Fonte: Elaborada pela autora.

Notemos que, do ponto de vista geométrico,

f(x) = f(x0)

X —X0
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€ o coeficiente angular (ou a inclina¢@o) da reta que passa pelos pontos P e Q.
A semelhanca do procedimento adotado no capitulo anterior, quando x se aproxima
de xp, temos que o ponto Q se aproxima do ponto (xg,L), sendo L o limite de f(x), quando x se

aproxima de xp, como pode ser observado na Figura 25.

Figura 25 — Comportamento do ponto Q e da reta que passa pelos
pontos P e Q, quando x se aproxima de xo.

Fonte: Elaborada pela autora.

Analisando, mais uma vez, sob o ponto de vista geométrico, observamos que, quando
x se aproxima de xq, a reta que passa pelos pontos P e Q assume posicoes distintas cada vez mais
proximas da reta tangente ao grafico da fungdo f(x) no ponto P. Consequentemente, o coeficiente
angular (ou a inclina¢do) da reta que passa pelos pontos P e Q assume valores distintos cada vez
mais préximos do coeficiente angular (ou a inclina¢do) m da reta tangente ao grafico da fungao
f(x) no ponto P.

Isso significa dizer que o coeficiente angular (ou a inclina¢do) m da reta tangente ao
grafico da fung@o f(x) no ponto P é o limite dos coeficientes angulares das retas que passam
pelos pontos P e Q, quando x se aproxima de xg.

Em termos matematicos, queremos dizer que

fim f® =) _
XXg X —XQ

Em resumo, nosso objetivo, conforme estabelecido em (3.1), consiste em calcular o

coeficiente angular (ou a inclinag@o) m da reta tangente ao grafico da fungdo f(x) no ponto P.
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Neste momento, podemos definir, para o aluno, que

o £ = (o)

X—X0 X — X0

¢ a derivada de f(x) no ponto P = (xo, f(x0)). Ou, de forma equivalente, € o coeficiente angular
(ou a inclinagdo) da reta tangente ao grafico da func@o f(x) no ponto P = (xo, f(xo))-
Uma vez definida a derivada, vamos discutir um exemplo em que aplicamos o que

propusemos no capitulo anterior.

Exemplo

1
Seja a funcdo g : [0,2] — R definida por g(x) = x
x

—g(1
Considere L = lim M Determine o valor de L.
x—1 X —
Discussao

. . .. . . ) x)—g(l) |
Inicialmente, € importante enfatizar que determinar o valor do hn} M é
xX— X —

1

1
Tx no ponto (1, 5)

determinar a inclinagdo da reta tangente a curva definida por g(x) =

Isso significa determinar o valor de m na equagao

1
y—izm(x—l).

(x) —g(1)
1

. . g .
Pelo que vimos, queremos determinar o valor do qual se aproxima

quando x se aproxima de 1.

Ora,
1 1 1—x
) —g() _Tqx 2 _20+9 _ |
x—1 x—1 x—1 2(14+x)
—g(1
Assim, queremos determinar o valor do qual g(x) —&(1) =— se aproxima
x—1 2(1+x)

quando x se aproxima de 1.

—g(1
Sabemos que os pontos Q, = (x, g(xi_—f()) = (x, —

2 +x)) se aproximam

aproxima-se de L. Isso significa

do ponto P = (1,L). Logo, x aproxima-se de 1 e 211

assume valores distintos cada vez mais préximos de L a medida que x se

dizer que — 20+

aproxima de 1.
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1 1
Denotemos esses valores por L,. Como L, = — 2 —|—x)’ segue que L_x =-—-2-—-2xe,
dai, vem que
! 1 4.2)
xX=— —1. .
2L,

1
Pela defini¢do de Ly, temos que L, — L, quando x — 1. Assim, T 1 —
‘X

1
51~ 1 e, portanto, de (3.2), obtemos que

1
1. 43
x L (4.3)

Mas, por outro lado, sabemos que
x — 1. 4.4)

1
De (3.3) e (3.4), podemos concluir que 5~ 1 =1 e, portanto,

L=—-,
4

0 que mostra que

x—1 x—1 __Z.

1
Com isso, podemos concluir que m = —1 ¢ a inclinacdo da reta tangente a curva
definida por g(x) = T no ponto (1, 5) e, portanto, a equagdo da reta tangente a curva
X
1
definida por g(x) = T no ponto ( 1, 5) ¢ dada por
1 1
= (x—1
ou seja,
_3—x
y - 4 *

1 1
Tx no ponto (1,5).

1
Logo, ~1 ¢ a derivada de g(x) =
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E importante destacar para o aluno que ndo € possivel calcular a derivada, no ponto
1 . .
1,= ), da funcdo exibida como contraexemplo no capitulo anterior 3.
2
Sabemos que, para que uma func¢do seja diferencidvel em um ponto xy de seu dominio,
€ necessario que ela seja continua em xy. Continuidade, porém, ndo consiste em um conceito com
o qual o aluno de ensino médio tenha familiaridade, além de ndo consistir em um conceito trivial

para ser trabalhado na educacao bésica. Nesse sentido, a fim de ndo imprimir um tratamento

mais rigoroso, ndo acreditamos ser necessario justificar a ndo diferenciabilidade da fungdo

emxg= 1.

Todavia, a critério do professor, e no intuito de dirimir eventuais dividas, é possivel
comentar que a continuidade de uma fungdo estd intimamente relacionada com a nao existéncia
de saltos, de buracos na func¢do. Dessa forma, o aluno podera ser capaz de ter uma ideia intuitiva

do que vem a ser uma fun¢do continua.

3 De fato,

h:[02] — R

, sex#1

)

3
3 sex=1

nao é continuaem x = 1.
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5 INTRODUZINDO O CONCEITO DE INTEGRAL

Este capitulo traz, inicialmente, a definicdo de integral, conforme apresentada nos
cursos de Calculo. Posteriormente, sdo discutidas sugestdes de alunos do PROFMAT de como
introduzir esse conceito no ensino médio. Na terceira parte, apresentamos uma proposta de como
introduzir integral nesse segmento. E, por fim, aprofundamos a discussao do calculo de areas,
analisando se € possivel calcular a drea de qualquer subconjunto do plano, considerando a no¢@o

intuitiva que temos da drea de uma regido.

5.1 O conceito de integral no Calculo

Stewart (2014, p. 326) introduz o conceito de integral tentando resolver o problema
da drea: determinar a drea da regido S que estd sob a curva y = f(x) da a até b. Isso significa que
S, ilustrada na Figura 26, estd limitada pelo grafico de uma fung@o continua f [onde f(x) > 0],

pelas retas verticais x = a e x = b e pelo eixo x.

Figura26 - S={(x,y)|a<x<b, 0<y < f(x)}

A
Y

Fonte: Elaborada pela autora, baseada na Figura 1 de Stewart (2014, p. 326).

O autor salienta que, inicialmente, devemos nos perguntar qual € o significado da
palavra drea, pois, no caso de regides com lados retos, trata-se de uma questao facil de ser
respondida. Entretanto, ndo € tdo facil encontrar a drea de uma regido com lados curvos. De fato,

para um retangulo, por exemplo, a drea € definida como o produto do comprimento e da largura.
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A drea de um tridngulo, por sua vez, é a metade da base vezes a altura. E, a drea de um poligono,
de uma maneira geral, pode ser encontrada dividindo-o em triangulos e, a seguir, somando-se as
areas dos tridngulos.

No que concerne as regides com lados curvos, temos uma ideia intuitiva de qual € a
area da regido. Mas parte do problema da drea € tornar precisa essa ideia intuitiva, dando uma
definicdo exata.

Para resolver o problema, em primeiro lugar, subdividimos S em » faixas Sy, S2, ...,

S, de igual largura.

Figura 27 — Subdivisdo da regido S em n faixas de igual largura

A
y
N
y= f(x) /
r=a 515253 S Snl z=0
0 a T T2 Ty .- Ti-1l Ti---Tp-1} :U>

Fonte: Elaborada pela autora, baseada na Figura 10 de Stewart (2014, p. 329).

A largura do intervalo [a,b] é b — a; assim, a largura de cada uma das n faixas é

Essas faixas dividem o intervalo [a,b] em n subintervalos

[x0,x1], [x1,%2], [x2,X3], «es [Xn—1,%n),

onde xo = a e x, = b. As extremidades direitas dos subintervalos sdo: x; = a+ Ax, xo = a+ 2Ax,

x3 = a—+ 3Ax etc.
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Vamos aproximar a i-ésima faixa S; por um retdngulo com largura Ax e altura f(x;),
que é o valor de f na extremidade direita. Entdo, a drea do i-ésimo retangulo é f(x;)Ax. O
que consideramos intuitivamente como a drea de S € aproximado pela soma das areas desses

retangulos, que é

Ry = f(x1)Ax+ f(x2)Ax + ... + f(xn)Ax

I
g
=
£

g

Figura 28 — A drea do i-ésimo retangulo é dada por f(x;)Ax.

Y

Ax

@i

0 a I T T3 by T - Tp—1 b T

Fonte: Elaborada pela autora, baseada na Figura 11 de Stewart (2014, p. 330).

Observemos que essa aproximagao torna-se cada vez melhor a medida que aumenta-
mos o nimero de faixas, isto é, quando n — oco. Portanto, podemos definir a drea A da regido S

da seguinte forma:

Definicdo. A drea A da regido S que estd sob o grdfico de um fungdo continua f é o limite da

soma das dreas dos retdngulos aproximantes:

A= lim R, :r}i_r)glo[f(xl)Ax—l—f(xz)Ax%—...+f(x,,)Ax],

n—soo

isto é,
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Em vez de usarmos as extremidades esquerda ou direita, Stewart destaca que pode-
mos tomar a altura do i-ésimo retdngulo como o valor de f em qualquer nimero x; no i-ésimo

subintervalo [x;_p,x;].

Figura 29 — Retangulos aproximantes quando os pontos amostrais ndo foram escolhidos como as
extremidades.

Y\

f(}n:)

B |

— . I
\\
R

1
I
1
1
I
I
1
1
I
1
1
1
1
I
[}
I
I
I
1
1
[}
I
I
1
1
I
1
:
2 T Iy Tead T i Ty 1T h

.'1’?1 i .'r:?; T z,
Fonte: Elaborada pela autora, baseada na Figura 13 de Stewart (2014, p. 331).
Chamamos os nimeros xj, x3, ..., X, de pontos amostrais.

A Figura 29 mostra os retangulos aproximantes quando os pontos amostrais nao

foram escolhidos como as extremidades. Logo, uma expressao mais geral para a area S €
A= Tim [f(¥)Ax + fo)Ax+ ...+ f(x,)Ax]
ou, ainda,
n
A= r}g{}ol;f(xi )Ax.

A esse limite, chamamos de integral definida.
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Definicdo. Se f é uma funcdo continua definida em a < x < b, dividimos o intervalo [a,D]
. . . . —a .
em n subintervalos de comprimentos iguais Ax = ——. Sejam xo(= a),x1,%2,...,x,(= b) as
n
extremidades desses subintervalos, e sejam x], X5, ..., X, pontos amostrais arbitrdrios nesses

subintervalos, de forma que x} esteja no i-ésimo subintervalo [x;_1,x;]. Entdo a integral definida

defdeaabé

desde que o limite exista e dé o mesmo valor para todas as possiveis escolhas de pontos amostrais.

Se ele existir, dizemos que f é integrdvel em [a,b].

O autor ressalta que o significado exato do limite que define integral € o seguinte:

Para todo nimero € > 0, existe um inteiro N tal que

b n
/ flx)dx— Zf(xi*)Ax <E€
a i=1
para todo inteiro n > N e toda escolha de x} em [x;_1,x;].

A soma

¢ denominada de soma de Riemann. Assim, a defini¢do diz que a integral definida de uma
funcdo integrdvel pode ser aproximada com qualquer grau de precisao desejado por uma soma
de Riemann.

Sabemos que, se f for positiva, entdo a soma de Riemann pode ser interpretada como
uma soma de areas de retangulos aproximantes (ver Figura 30).

Comparando as duas defini¢des, vemos que a integral definida

/abf(x)dx

pode ser interpretada como a drea sob a curva y = f(x) de a até b (ver Figura 31).

Se f assumir valores positivos e negativos, como na Figura 32, entdo a soma de
Riemann € a soma das areas dos retangulos que estdo acima do eixo x e do oposto das dreas dos
retangulos que estdo abaixo do eixo x.

Quando tomamos o limite dessas somas de Riemann, obtemos a situagado ilustrada

na Figura 33.



Figura 30 — Se f(x) > 0, a soma de Riemann Z f(x/)Ax é a soma das dreas de
retangulos.

vy

Fonte: Elaborada pela autora, baseada na Figura 1 de Stewart (2014, p. 338).

Figura 31 — Se f(x) > 0, a integral | ab f(x)dx é a drea sob a curvay = f(x) de
aaté b.

8y

Fonte: Elaborada pela autora, baseada na Figura 2 de Stewart (2014, p. 338).

60
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Figura 32 — Z f(x])Ax é uma aproximag@o para a drea resultante.

Y

y:f(:l;) 7

0 a i b T

Fonte: Elaborada pela autora, baseada na Figura 3 de Stewart (2014, p. 338).

Figura 33 — [ f f(x)dx é a drea resultante.

Yy

Fonte: Elaborada pela autora, baseada na Figura 4 de Stewart (2014, p. 338).

Uma integral definida pode ser interpretada como area resultante, isto €, a diferenca

das areas

/bf(x)dx:Al —Ay,

onde A € a drea da regido acima do eixo x e abaixo do grafico de f, e A, € a drea da regido

abaixo do eixo x e acima do grafico de f.

5.2 O conceito de integral no ensino médio
5.2.1 Sugestdao 1

Para introduzir a ideia inicial de integral no contexto escolar de alunos de ensino
médio, Ribeiro (2018, p. 97) propde abordar as integrais definidas por meio de um exemplo para

calcular a drea de um tridngulo. A autora justifica que se trata de uma figura geométrica plana de
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facil entendimento e os estudantes deste segmento ja estdo familiarizados com o célculo de sua

area.

Exemplo 1
Vamos calcular a drea do triangulo da figura a seguir usando aproximagdo por dreas de

retdngulos.

Figura 34 — Area do tridngulo por aproximagio

Fonte: Elaborada pela autora, baseada na Figura 73 de Ribeiro(2018, p. 97).

Discussido

Cada retingulo inserido no interior do tridingulo possui 1 unidade de base (1u). Suas
alturas sdo dadas em Progressdo Aritmética de razdo 1, com primeiro termo igual a 1 e o dltimo
igual a 7. Assim, temos 7 retangulos, e para calcular a drea aproximada do tridngulo, basta somar
suas areas, usando a férmula da soma dos n primeiros termos de uma P.A..

Obtemos o resultado 28 u? e a drea real do tridngulo € de 32 u?, sendo o erro de
apenas 4 u”. A intengiio é que os alunos percebam que, quanto maior o niimero de retingulos
inseridos no interior do tridngulo, mais préximo do valor real da drea serd o resultado.

O proposito desse exemplo € levar o aluno a compreender o processo que conduz ao
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conceito de integral para calcular dreas em figuras que ndo possuem férmulas definidas.

A autora propde, em seguida, fazer uso do software Geogebra para inserir o conceito
de integral definida, também como um limite especial, utilizando a soma de Riemann. Sua
justificativa para essa escolha baseia-se no recurso visual que ele oferece para auxiliar o aluno na
interpretagdo geométrica do resultado da integral. A autora destaca que, embora o aluno nao
entenda a parte algébrica por trds das resolucdes apresentadas pelo software, podera ter ideia do

processo de integragao.

Exemplo 2
Dada a regido S, representada na figura a seguir, delimitada pela funcdo f(x), pelo eixo das
abscissas e por duas retas x = a e x = b, utilize a Soma de Riemann para se aproximar do valor

real da drea de S. Qual sua conclusdo sobre a relacdo entre a Soma de Riemann e a drea real da

regido S?
Figura 35 — Gréfico da drea S
YA
S
A B _
z
Fonte: Elaborada pela autora, baseada na Figura 52 de Ribeiro
(2018, p. 74).
Discussao
Inicialmente, a autora sugere que o professor apresente, no Geogebra, a figura da
regido S.

Para encontrar a drea S, o professor deve solicitar aos alunos que aumentem o nimero
de retangulos inseridos na imagem (ver Figura 36).
Seguindo esse raciocinio, os estudantes perceberdo que, quanto maior o nimero de

retangulos inseridos, maior serd a precisdo da aproximacao da drea S (ver Figura 37).
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Figura 36 — Grafico da divisao de S em retangulos

n
2

Fonte: Elaborada pela autora, baseada na Figura 53 de Ribeiro
(2018, p. 74).

Figura 37 — Gréfico da divisdo de S em n retangulos

Fonte: Elaborada pela autora, baseada na Figura 54 de Ribeiro
(2018, p. 75).
O professor ainda pode definir que a drea foi dividida em n retdngulos, de altura
f(x;i*) e base Ax, e que, se o nimero de retdngulos tender ao infinito, o resultado da soma das
areas dos retangulos nos dard a drea S. Assim, a integral definida é o resultado do limite da soma

de Riemann, que pode ser escrito como
b n
| 10 dx= lim Y i
1=

Dessa forma, conseguimos fazer com que o aluno entenda, visualmente, o conceito de integral
definida.
Os exemplos apresentados em seguida trabalham com curvas conhecidas pelos

alunos. A autora justifica que se trata de uma oportunidade para valorizar seus conhecimentos
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adquiridos até entao.

Exemplo 3

Encontre a drea delimitada pelo grdfico de f(x) = —x%+9 e 0 eixo das abscissas.
Discussao

Por meio do Geogebra, o aluno calcula a drea, bem como visualiza a regido onde a

area foi calculada.

Exemplo 4
2

Encontre a drea delimitada pelos grdficos de f(x) = x e g(x) = % —2.

Discussao
A semelhanca do exemplo anterior, utiliza-se o Geogebra para o cdlculo da 4rea.
5.2.2 Sugestdo 2

Lima (2018, p. 133) afirma que, quando aborda, em sala de aula, o cdlculo de 4reas
sob o gréfico de uma fung¢do polinomial do primeiro grau, em determinado intervalo [a, b] dado,
os alunos conseguem, sem muita dificuldade, chegar a um resultado satisfatério. Usando somente
0s conceitos sobre o célculo de dreas que ja conhecem, estudantes observam que, como o grifico
de uma funcdo polinomial do primeiro grau é uma reta e identificam a regido do gréfico limitada
pela reta e pelo eixo OX como um tridngulo ou como a unido de um tridngulo com um retangulo,
a drea total € obtida por meio da soma das areas das duas figuras, ou até mesmo por meio do
célculo da drea de um trapézio (ver Figura 38).

Todavia, o autor salienta que grande parte dos alunos sente uma dificuldade enorme
no cdlculo da drea de uma regido que nao pode ser diretamente comparada a uma figura plana

2

conhecida, como, por exemplo, calcular a drea sob o gréfico da fun¢do f(x) = x° no intervalo

[0,4] (ver Figura 39).

Com recursos do Geogebra, o autor sugere que seja efetuada a soma por excesso e
por falta das dreas de quatro retangulos, de base 1 e altura conveniente, conforme indicado na
Figura 40, sendo o valor por excesso representado por a e por falta, por b.

Com isso, a intengdo € levar o aluno a perceber que a drea procurada esta limitada



Figura 38 — Area sob o grifico de uma fungio polinomial do primeiro grau

altura=h

4 |

altura do
triangulo

altura do
retangulo

base =b

Fonte: Elaborada pela autora, baseada na Figura 3.27 de Lima (2018, p. 134).

Figura 39 — Area sob o grifico da

fungdo f(x) = x? no in-
tervalo [0,4]
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Fonte: Elaborada pela autora, baseada na
Figura 3.28 de Lima (2018, p. 134).

base=b
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Figura 40 — Soma por excesso e por falta

164

14+

12

109

) -4 2 0 2 4 6 8

Fonte: Elaborada pela autora, baseada na Figura 3.32 de Lima (2018, p. 137).

pelos valores de a e de b, ou seja, a drea da regido abaixo da curva do grafico que queremos

calcular fica limitada pelos valores da Soma Superior (a) e da Soma Inferior (b):
Soma inferior (b) < Area procurada < Soma superior (a).

O préximo passo é mostrar que o aumento do nimero de retangulos resulta em uma
aproximacao cada vez maior da 4rea procurada e, em seguida, pensar sobre o que ocorreria se o
numero de intervalos tendesse a infinito. De fato, seja a drea S abaixo do gréfico da Figura 41,
limitada pelo intervalo [a,b]. Comec¢amos subdividindo-a em n faixas S;; Sy; ... ; S, de igual
largura. A largura do intervalo [a,b] é b —a e, assim, a largura de cada uma das n faixas é dada

por

Essas faixas dividem o intervalo [a,b] em n subintervalos [xo;x1]; [x1;x2]5 ...
[Xn—1;X4], onde xo = a e x, = b. Logo, teremos que as extremidades dos subintervalos sdo

X1 =a+Ax, x; =a—+2Ax, x3 = a+ 3Ax etc.



Figura 41 — Subdivisao em n faixas

1

A

Y
N
y = f(r) /
x=a |85|S|Ss o Ol =0
O a x1 T2 I3 . L] Xje-Tn—1 p £L‘>

Fonte: Elaborada pela autora, baseada na Figura 3.34 de Lima (2018, p. 138).

68

A drea de cada faixa, de largura Ax e altura igual ao valor da fun¢do f, é a drea do

i-ésimo retangulo, que serda dada por f(x;)Ax.

Figura 42 — Subintervalos

Y

Az
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Fonte: Elaborada pela autora, baseada na Figura 3.35 de Lima (2018, p. 139).
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Como a érea S estd sendo aproximada pela soma das dreas desses retangulos, pode-
mos escrever que, quando n — oo, a area S sob o grafico da fun¢do f € o limite da soma das

areas dos retangulos, isto €,

Area S = lim [f(x1)Ax+ f(x2)Ax 4 ... + f(x,) Ax].

n—yoo

Essa ideia, tratada de forma mais refinada, € denominada de Soma de Riemann.

O objetivo da proposta de Lima € levar o aluno a concluir que, aumentando o nimero
de retangulos, encontramos valores cada vez mais proximos da drea da regido limitada pelo
grafico da funcao f.

O autor sugere, entdo, uma aplicacdo em que busca explorar a ideia de aproximacao
da drea de uma regido definida, introduzindo de maneira superficial a ideia da Soma de Riemann,

sem preocupacdo com a formalizacdo.

Exemplo
Estimar a distancia percorrida por um carro durante um intervalo de tempo (segundos) dado

pela tabela abaixo.

Figura 43 — Cinemética

Tempo (s5) 0 5 10 15 20 25 30
Velocidade (m/s) | 75| 94 | 106 | 128 | 14,2 | 139 | 125

Fonte: Elaborada pela autora, baseada na Tabela 18 de Lima (2018, p. 140).

Discussio

Primeiramente, devemos lembrar que a distancia percorrida € igual ao produto da
velocidade pelo tempo. Tracando um grafico de velocidade por tempo, observamos que isso € o
mesmo que somar as areas dos retangulos, como representado na Figura 44.

Logo, a drea aproximada (por falta) serd igual a soma das dreas das distancias
percorridas em cada intervalo, isto €, 342 m. De forma andloga, a 4drea aproximada (por excesso)

serd igual a 367 m, o que mostra que a distancia estd entre 342 m e 367 m.

Em seguida, Lima propde a realizacio de algumas atividades, inicialmente, no papel

e, posteriormente, com o auxilio do software Geogebra, no intuito de os alunos perceberem o
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Figura 44 — Distancia percorrida

10

S
|
1

10 20 30

Fonte: Elaborada pela autora, baseada na Figura 3.36 de Lima (2018, p.
140).

seu refinamento gradual.

Atividade 1
O grdfico da velocidade de um carro freando é mostrado abaixo. Use-o para estimar a distancia

percorrida pelo carro enquanto os freios eram acionados (STEWART, 2009).

Figura 45 — Velocidade do carro freando

15

10

Fonte: Elaborada pela autora, baseada na Figura
3.37 de Lima (2018, p. 141).

Discussido

A atividade tem o intuito de mostrar a aplicac¢do dos resultados vistos em situagdes

familiares ao aluno, usando elementos da Fisica para descrever tal cendrio. Segundo o autor, se 0
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professor buscar relacionar os contetidos com situagdes reais, que exijam do aluno a reflexdo e o

raciocinio, a partir de contextos que facam sentido, os resultados serdo mais proveitosos.

Atividade 2
2

. ~ X . . . ~ ; .
Considere a fungdo f(x) = > Abaixo, foram feitas aproximacoes, por retangulos, da drea

abaixo da curva no intervalo dado (ALMEIDA, 2014).

Figura 46 — Aproximacao por falta e por excesso
16+ 1
16

12 -

10-

Fonte: Elaborada pela autora, baseada na Figura 3.37 de Lima (2018, p. 142).

Utilizando seus conhecimentos sobre o cdlculo da drea de retangulos, preencha as tabelas.

Logo, qual é o intervalo em que a drea real estaria definida?

Discussao

O objetivo dessa atividade € explorar a ideia de aproximacao das dreas das regides

definidas. A ideia intuitiva de integral (definida) foi trabalhada a partir da observacdo, de modo
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Figura 47 — Aproximacao por falta. Aproximacao por excesso.

Base | Altra | ;
b b= f(x) Area=h-h

Base | Altwra | ;. Retingulo 1
b | h=fi) | AT Rl

Retingulo 1 Retingulo 2
Rl R2

Retingulo 2 Retingulo 3
R2 R3

Retangulo 3 Retangulo 4
R3 R4

Fonte: Elaborada pela autora, baseada nas Tabelas 19 e 20 de Lima (2018, p. 142).

que os alunos possam perceber que, quanto maior o numero de retdngulos considerados, melhor

serd a aproximacdo para o valor da drea desejada.

Atividade 3
Considere a fungdo definida por f(x) = x* no intervalo [0,b] (BRITO, 2013).

a. Dividindo [0,b] em n intervalos, qual o comprimento de cada subintervalo?

. b 2b n—1)b n
b. Sabendo que a sequéncia xo = b, x; = —, X = —, ... , Xp—1 = (—) X, = — representa
n n n n

os pontos de subdivisdo do intervalo, preencha a tabela abaixo.

Figura 48 — Area dos retangulos

Altura dos Retinguloes | Area dos Retangulos | Altura dos Retingulos | Area dos Retangulos
Inferiores Inferiores Superiores Superiores

(n—1)b

n

Fonte: Elaborada pela autora, baseada na Tabela 21 de Lima (2018, p. 143).

c. Determine a expressdo da soma das dreas dos retangulos em cada caso.

Discussao

A sugestao do autor € fazer o aluno trabalhar com um pouco mais de simbologia e
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generalizag@o. Vale ressaltar que o aluno provavelmente terd mais dificuldade nessa atividade,
sendo necessdria a intervengao do professor para destacar, por exemplo, a mudanga no intervalo
de definicdo da funcao feita anteriormente, pois a altura de cada retangulo é calculada através
da imagem do valor inicial de cada parti¢io. E interessante lembrar também que, na segunda
parte da tabela, a altura de cada retangulo € calculada através da imagem do valor final de cada

partigdo.
5.2.3 Sugestdo 3

Machado (2016, p. 33) inicia seu capitulo sobre a nocao de integral destacando que
se trata de um conceito que surgiu a partir da necessidade de se calcularem areas de figuras
planas cujos contornos ndo sdo segmentos de reta.

Para introduzir o assunto, o autor considera o problema de calcular a drea A da regido

limitada pela fung@o f : [a,b] — R e o eixo das abscissas.

Figura 49 — Area sob o grifico da
funcdo f(x) no inter-
valo [a, D]

f(x)

Fonte: Elaborada pela autora, baseada na
Figura 5.1 de Machado (2016, p.
64).

Queremos descobrir a drea do espaco sombreado, porém ndo dispomos de nenhuma
féormula geométrica que nos ajude a encontrar a drea de uma figura curva. Machado comeca
aproximando a drea usando figuras cujas dreas ja possuem férmulas e ressaltando que o processo

de usar retangulos para aproximar uma area denomina-se Soma de Riemann.
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Para simplificar, o autor aproxima a area do espaco sombreado utilizando trés

retangulos.

Figura 50 — Aproximacdo da drea sombreada por soma a esquerda e a direita

(a) Soma a esquerda (b) Soma a direita

f(x) f(x)

Fonte: Elaborada pela autora, baseada na Figura 5.2 de Machado (2016, p. 65).

Na figura 50a, somamos a esquerda, pois o canto esquerdo superior do retdngulo toca
a curva. Cada retangulo possui a mesma medida da base e a altura de cada um € dada pela altura
da fun¢do da borda esquerda do retangulo. Analogamente, na figura 50b, somamos a direita.

Claramente, a drea que os retangulos abrangem na figura 50a é menor do que o que
ha abaixo da curva. Entretanto, na figura 50b, a drea que os retdngulos abrangem € bem maior
do que h4 abaixo da curva.

Machado sugere que o professor provoque os alunos no sentido de que consigam
deduzir que, para que a soma das dreas dos retangulos se ajuste muito mais a drea sombreada,
deve-se aumentar o nimero de retangulos.

Vale salientar que o autor indica o uso do Geogebra com o intuito de que os alunos
possam ter uma melhor visualizacio.

Pode-se definir também a soma média, cuja diferenca da soma a direita e da soma a
esquerda é a forma como se define a altura dos retangulos. Essa altura serd o valor da fun¢do no
ponto central do intervalo (ver Figura 51).

Também observamos que, a medida que aumentamos o nimero de retangulos, a

medida da base de cada um diminui. Os mateméticos do século XVII interpretavam a area sob



75

Figura 51 — Obtencao da d4rea
sombreada utilizando a
soma média

Yi
f(x)

T1 X2 b

Fonte: Elaborada pela autora, baseada na
Figura 5.3 de Machado (2016, p.
66).
um grafico como a soma de uma infinidade de retangulos verticais, ja que, em cada ponto x,
héd um retingulo de altura f(x) e base infinitamente pequena, indicada por dx, de sorte que a
area desse retangulo é dada pelo produto f(x)dx, que também é uma quantidade infinitamente
pequena.

Escrevemos matematicamente a referida drea A da seguinte maneira:
b
A= / f(x)dx.
a
5.3 Uma proposta para a introducio do conceito de integral no ensino médio

Nos capitulos predecessores, apresentamos uma proposta de como introduzir os
conceitos de limite e de derivada no ensino médio. Doravante, pretendemos desenvolver uma
proposta para a introduc¢ao do conceito de integral nesse nivel de ensino.

Primeiramente, uma questao relevante que merece ser considerada é que, diferen-
temente do produzido nos capitulos anteriores, acreditamos que essa proposta atende a alunos
do ensino médio com um perfil particular. Por exigir um nivel mais elevado de conhecimento

matemadtico, uma vez que se trata de uma abordagem com um pouco mais de sofisticacao,
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pensamos que se trata de uma proposta mais adequada para alunos que apresentem um maior
grau de vivéncia e de amadurecimento com a argumentagdo matematica. Nessa perspectiva,
nos referimos a alunos do 3° ano de turmas especiais' e/ou que trabalham Matemadtica em nivel
olimpico.

Para tanto, a titulo de motivacdo, abrimos a discuss@o com o seguinte questiona-

mento:

"Dada a regido abaixo, qual € o valor da drea A?"

Figura 52 — Qual € o valor da 4drea A?

Y

Fonte: Elaborada pela autora.

Acreditamos que o aluno de ensino médio facilmente perceberd que a regido consiste
em um tridngulo retangulo de base b igual a 1 e altura 4 também igual a 1. Logo, a drea A da

regido pode ser determinada por meio do calculo da drea de um tridngulo, isto é,

b-h 1
A= —_
2 2

Ou, de forma alternativa, o aluno pode afirmar que se trata da metade de um quadrado de lado 1.
Portanto,
2 o121
A = —— — = —
2 2 2
Independente do procedimento utilizado, notemos que encontrar a drea A significa

encontrar a drea da regido no plano que esta abaixo do grafico da funcio f(x) = x no intervalo

[0, 1] e limitada pelo eixo x.
1

Consistem em turmas voltadas exclusivamente para a preparacio para concursos como o do Instituto Militar de
Engenharia e o do Instituto Tecnolégico da Aerondutica. Contam com uma estrutura diferenciada de ensino,
sobretudo no que diz respeito a equipe de professores.
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Neste momento, langamos outra provocagio:

"Qual é o valor da drea A, considerando que f(x) = x>?"

Figura 53 — Qual é o valor da 4rea A, considerando
que f(x) = x2?

- f(z) =2°

Fonte: Elaborada pela autora.

Embora estejamos considerando uma funcdo com a qual o aluno de ensino médio
tenha grande familiaridade, esse questionamento encerra um elevado grau de complexidade,
tendo em vista que, até essa fase da escolaridade, o aluno estd familiarizado somente com o
célculo de édreas de figuras geométricas planas cujos lados sdo segmentos de retas. A unica
excecdo se da quando do calculo da drea do circulo ou de partes do circulo.

A titulo de embasamento, é importante compreender por que a curva considerada ndo
se trata de l de um circulo de raio igual a 1. Efetivamente, suponhamos que a curva fosse uma

4
parte de um circulo. Consequentemente, dado um ponto (x, f(x)) pertencente a curva, terfamos

que (x, f(x)) satisfaz a equagdo do circulo de raio 1, ou seja,
()P =1 = F+at=1. (5.1)

V2

Notadamente, o ponto - pertence ao circulo de raio 1, pois

[
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/3

2

[\
[

Substituindo o ponto na equacao (4.1), obtemos

2 4
2 2 2 4 3
2 2 4 16 4

o0 que nos mostra que x> 4 x* = 1 ndo representa a equacio de um circulo.

Prosseguindo com a discussdo, que tem por escopo determinar o valor da drea A,
vamos estima-la por meio do célculo, por excesso e por falta, da drea de retangulos, uma vez
que se trata da figura geométrica plana mais simples que podemos usar. Para tal, vamos tentar, a
partir de um ndmero finito de passos subsequentes, melhorar tanto a estimativa por falta quanto a
por excesso.

Primeiramente, vamos calcular o valor da drea A dispondo de apenas um retangulo.

Figura 54 — Calculando o valor da drea A, dispondo de
apenas um retangulo.

~

Fonte: Elaborada pela autora.

Observamos que, no caso do cdlculo por falta, temos um retangulo de base 1 e altura
igual a 0. Denotando por A; a estimativa, por falta, do valor da drea A com apenas um retangulo,

concluimos que
A =1-0=0. (5.2)

No caso do célculo por excesso, temos um retangulo de base 1 e altura também igual

a 1, o que equivale a um quadrado de lado 1. Denotando por A| a estimativa, por excesso, do
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valor da drea A com apenas um retangulo, segue que
Al=1-1=12=1. (5.3)
Por construcdo, sabemos que
A <A <A (5.4)

Substituindo, em (4.4), os valores encontrados para A, em (4.2), e para Aj, em (4.3),

obtemos que
0<A<I.

Vamos, agora, calcular o valor da drea A dispondo de dois retangulos. Sem perda de

generalidade, vamos considerar dois retangulos com bases iguais.

Figura 55 — Calculando, por falta, o valor da area A,
dispondo de dois retangulos com bases
iguais.

Fonte: Elaborada pela autora.

Conforme podemos verificar na figura, obtemos um total de quatro retangulos, sendo
o vermelho desnecessdrio para fins do calculo da estimativa do valor da drea A. Podemos, dessa

forma, desprezar sua drea, que € igual a

1w
| =
oo | W

Avermelho =
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Com relagéo a estimativa por falta, observamos que A, = R + R;. Calculando as

dreas dos retdngulos R; e R, obtemos

Ar=Ri+Ry=0-

A
| —

_|_

| =

Escrevendo A, em termos da fungdo f, obtemos

1 1\ 1
n=r0:5+5(3) 3

O célculo por excesso, por sua vez, leva-nos a Ay = Ry +R; e, dai, segue que

— — — 11 1 Iy 1 1
A2=R1+R2=Z-§+1-§:f(§>-§+f(1)-5.

Figura 56 — Calculando, por excesso, o valor da area
A, dispondo de dois retangulos com bases
iguais.

Fonte: Elaborada pela autora.

Convém lembrar que, por construcio, temos que

Ay <A<A, .

O préximo passo serd calcular o valor da drea A dispondo de trés retangulos. Mais
uma vez, sem perda de generalidade, vamos considerar trés retingulos com bases iguais (ver
Figura 57).

Dos noves retangulos formados na figura, verificamos que os vermelhos nao con-

tribuem nem para o cdlculo, por falta, da estimativa do valor da drea A nem tampouco para o



Figura 57 — Calculando o valor da drea A, dispondo de
trés retangulos com bases iguais.

Fonte: Elaborada pela autora.

célculo por excesso. Dessa forma, podemos desprezar suas areas, que correspondem a

31
Avermelh0:§'§+§‘§ 3

1 11 41 1 1\ 1 2\ 1
=R +Ry+R;=0-—+—-—+—-—= F(0)- = —].= ). 2
As=RitRyt R =0-345-3753=/0) 3+f(3) 3+f(3) 3
enquanto o cdlculo por excesso conduz-nos a
— — —  — 11 41 1 I\ 1 2\ 1 1
Az = RodRi=——dmedtle==f[=).-= )2 1= .
S R R R R f<3> 3+f<3) 3H/3

Novamente, por construgdo, temos que

A3 <A<A;z .

Uma vez compreendido o processo de estimativa do célculo do valor da drea A, por

meio do sucessivo aumento do nimero de retangulos em que a regido foi dividida, observamos

que ha um padrao.

Suponhamos, entdo, que, de maneira geral, dispomos de n retdngulos com bases

iguais, sendo n > 4, como pode ser visto na Figura 58.

E ficil ver que formamos n? retdngulos e que podemos desprezar, de cada linha de

retangulos a partir do eixo x, um retangulo vermelho a mais. Dessa maneira, verificamos que, de

fato, a drea desprezada continua aumentando.

81



82

Figura 58 — Calculando o valor da 4rea A, dispondo de n retangulos
com bases iguais, sendo n > 4.

(n—1)?/n®

(n—2)*/n

ey -

]
‘9[.:’1‘13 __I____I_____I____:
I 1 1 1 1
a/n?
1/m? P &
1 2 3. n-2n-1, 2
T T Tr T TE

Fonte: Elaborada pela autora.

Escrevendo A, e A, apenas em termos de f, seguindo esse padrio observado, obtemos

et er(3) () oa () - B ()4 - LB ()

() () Lor () b () oo
SACORRENCY

Convém ressaltar que, nas expressdes obtidas para A, e A, temos que n— 1 € N,

pois consideramos n > 4.

A semelhanca do que observamos anteriormente, temos, por constru¢do, que

Ap<A<A, .

Notemos que o procedimento utilizado para a estimativa do célculo, por falta e por

excesso, do valor da drea A nos conduz a seguinte relagao:

Al <A <A3< .. <A1 <A<A<A, <A1 <. <A3<Ay; <A
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e, assim, percebemos que o objeto geométrico construido no plano, em termos de area, esta
tentando se aproximar de A.

Isso nos orienta no sentido de buscar investigar se A, aproxima-se de um valor L
quando tomamos 7 suficientemente grande, mas também se A,, aproxima-se desse mesmo valor

L quando tomamos 7 suficientemente grande, ou seja,

se Ay, — L quando n — o

se A, — L quando n — oo .

ApOs a investigagdo, se concluirmos que A, € A,, se aproximam de um mesmo
namero L, entdo L = A.

Com efeito, suponhamos que L # A. Tomemos A < L.

Se A < L, entdo teriamos A, > A, para algum valor suficientemente grande de n,
pois A, vai para L. Porém, isso ndo € possivel, tendo em vista que, por construgao, A, esta se
aproximando de A com valores menores do que A.

De forma andloga, se A > L, entdo teriamos A, <A, para algum valor suficientemente
grande de n, pois A, vai para L. Isso é impossivel, considerando-se que, por construgio, A, estd
se aproximando de A com valores maiores do que A.

Na verdade, a investigagdo que estamos fazendo remete-nos ao conceito de limite
que vimos no Capitulo 2. Nosso objetivo é, pois, investigar duas funcdes, que deixaram de ser

na varidvel x e passaram a ser na varidvel n, com n € N, a saber:

FI:N—R e E:N—R.

Entendendo as funcoes F e F;

Nosso objetivo € entender o comportamento das funcdes Fi e F>.

Sabemos que
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Como f(x) = x?, entdo

1 n—1 5
Fi(n) = el Z i (5.5)
i=0
e
1 "= 1 5
Fz(n):;.z‘,(hul) : (5.6)
i=0
Diante do exposto, concluimos que, para entender F| e F;, precisamos entender os
n—1 n—1
somatorios Z i’e Z (i+ 1)2, respectivamente. De maneira geral, isso significa determinar o
i=0 i=0

objeto matematico da forma

n
Skn = Zik ,comk €N, 5.7

i=1

e, posteriormente, restringirmos apenas ao caso particular em que k = 2, ou seja,

n
Son=Yi%.
i=1

n
Determinando Sy, = ) i*, comk € N
i=1

Para determinar (4.7), é necessério evocarmos os conhecimentos de Recorréncia? e

de Bindmio de Newton?.

Em se tratando de um argumento que envolve recorréncia, sabemos que conse-
guiremos determinar um termo por intermédio de uma regra que permite calcular qualquer
termo em func¢do do(s) antecessor(es) imediato(s). Sendo assim, nossa estratégia ird requerer
o conhecimento do(s) primeiro(s) termo(s). Para isso, vamos comecar estudando o ndmero
( n4 1)k+1.

Vejamos.

k+1

Podemos definir o nimero (n+1)*"" em termos de S ,. De fato,

n+1 n
(n+ DM =St it — Skt = Y j - Y i
=1 i=1

n+1 n+1
Ora, podemos reescrever Z 71 como 1+ Z 1. Dai, segue que
j=1 =2
n+1 n
(n+ 1)k+1 — 1+ Z jk+l . Zik+1 — 1+ Z |:(l+ 1)k+1 _l'k+l:| . (58)
j=2 i=1 i=1

2 Vide Apéndice A.
3 Vide Apéndice B.
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Notemos que (i + 1)**! é um Bindmio de Newton e, portanto, pode ser expandido e
escrito como
k+1 k+1 )
(i+l)k+1: ( ) )ik+lj.
A

Substituindo em (4.8), obtemos

RN Lo S A WU
m+D* =1+ | Y (. )i i (5.9)
i=1 [j=0 \ J

Observemos que, para j = 0, temos que

k+1
( 7(: )ik+1_ik+1:0.

Logo, a expressao (4.9) pode ser reescrita como

Jer! = LRE (T g ) ot 1—
(n+ 1) =1+Y Z i 1+Z j Z
i=1

J

n
Mas, por (4.7), Z =i = Sk+1—jn» O que nos leva, entdo, a uma férmula para
i=1
obter todos os Sy , até k, desde que conhegamos seus antecessores:

k1 k41
(n4 1)1 = 1+Z( )Sk+1 jn - (5.10)

Visto que (n+ 1)k*! ¢ uma unidade mais a soma dos produtos de nimeros que sdo
combinagdes por Sy, $2.1, S3,15 Sans -vs Skn, €NLAO, sS€ conhecermos Sy, $2.5, S35 Saps oons
Sk—1,1, Obtemos Sk7,,4. Por conseguinte, quanto maior for o valor de k, mais valores de Sy , serdo
necessarios.

Nesse sentido, para entender S ,,, precisamos de Sy , e de So’nS.
Estudando Sy , parak=0,1e2.

Vimos, anteriormente, que Sy , = Zl comk € N,
i=1

Fazendo, entao, k = 0, obtemos

n n
Son=Y.i"=Y 1=n. (5.11)
i=1 i=1

4 Nesse caso, dizemos que Sk.» € uma recorréncia linear ndo homogénea de ordem k. Vide Apéndice A.
> Em particular, S> » € uma recorréncia linear ndo homogeénea de segunda ordem. Vide Apéndice A.
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Para k = 1, segue que

" (n+1)-n
Sin=Y,i= % (5.12)
i=1

Para k = 2, chegamos a expressao

n
Son=Y i
i=1

Pelo processo de recorréncia, com k = 2, temos

3
3
(n+1P=1+Y (J_)S”n =143-S0,+3-S1n+1-So (5.13)
j=1

Substituindo (4.11) e (4.12) em (4.13), obtemos

3 1 3 1
3~Sz7n:(n+1)3—$—n—l = (n+1) l(n+1)2—7”—1] = ’“ZL [2n* +4n+2—3n—2]
n+1. , nn+1)2n+1)
= 2 2] =
> [n + } )
€, portanto,
1)(2n+1
5,, = Mt )@t 1) (5.14)
’ 6
Determinando as funcoes | e F,
n
Como Z 2= S> », €ntdo segue que
i=1
_1 n_l_z_l n_l.z_l
Fl(n)_ﬁi;)z —’?-i;z =5 S2n1 (5.15)
e
1 n—1 ‘ 5 1 n - 1
Fz(n):$-2(1+l) :;-Zl =55 - (5.16)
i=1

i=0
Substituindo (4.14) em (4.15) e (4.16), respectivamente, chegamos as seguintes

expressoes para Fj e F;:

Fi(n) = —- = (5.17)

1 1)(2n+1 1)(2n+1
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Calculando lim Fi(n) e lim F(n)
n—oo n—oo

De acordo com (4.17), temos que

fm Fyn) = lim (n=Dnn—1) _ 1im1(”_1) (2) (2n—1)

n—soo N—voo 6n3 n—eo 6 n n n

1 1 1
= lim Fi(n) = lim—(l——> (2——) . (5.19)
n—soo n— 6 n n
Analogamente, podemos concluir que
. .1 1 1
lim Fp(n)=1lim - (1+—)(24+—-| . (5.20)
n—oo n—oo 6 n n

Considerando que o limite da soma € igual a soma dos limites e que o limite do
produto € igual ao produto dos limites, para determinar o valor de lim Fj(n) e de lim F>(n),
n—yoo n—oo

basta calcularmos

Iim - .
n—e n

1
Calculo do lim -
n—eo p

Utilizando a proposta apresentada no Capitulo 2 para a introdugdo do conceito de
limite no ensino médio, consideremos a funcéo definida por f(x) = )%, com k € N.

Considere L = )}glolo f(x). Queremos determinar o valor de L.

Em outras palavras, queremos determinar o valor do qual f(x) se aproxima quando
x assume valores maiores do que qualquer nimero real.

1
Notemos que os pontos Qy = (x, f(x)) = (x, —k) sdo tais que, quando x assume
x

valores suficientemente grandes, — aproxima-se de L. Isso significa dizer que — assume valores
X X

distintos cada vez mais préximos de L a medida que x assume valores suficientemente grandes.

1
Denotemos esses valores por Ly. Como Ly = —, segue que
X

k
X =

1
—. 5.21
L (5.21)

/1 1
Pela defini¢do de L,, temos que L, — L. Assim, | I — \k/; e, portanto, de
‘X

(4.21), obtemos que
ol 1
X — \/; (5.22)
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Mas, por outro lado, sabemos que
X — oo, (5.23)

o que significa dizer que x assume valores maiores do que qualquer nimero real.
. 1 .
De (4.22) e (4.23), podemos concluir que I assume valores suficientemente grandes
e, consequentemente, L assume valores suficientemente pequenos. Isso equivale a afirmar que L

se aproxima de 0, o que mostra que

1
lim — =0,comk € N. (5.24)

x—oo  xk
Com esse resultado, podemos concluir que

1
lim —=0. (5.25)

n—e n

Calculando o valor da area A

Substituindo (4.25) em (4.19) e (4.20), concluimos que

) o1 . 1 . 1 1 1
Jim £ (n) = L}Sﬂoa} L}Eﬁ, (“;)} [}E& (2—;” =6 1273

e, de forma andloga,

lim F(n) = [lim l] [lim (l—l—l)} [lim (24—1)1 = l
n—yoo n—eo G| | n—oo n n—>oo n 3

Como mencionamos anteriormente, se concluissemos que A, € A, se aproximam de
um mesmo nimero L, o que equivale a dizer que lim Fj(n) = Le lim F>(n) = L, entdo L = A.
n—yoo n—oo
Ora, sabemos que

1
lim F(n) = 3= lim F>(n).

n—oo n—o0

Logo,

A 1
=3
Diante do exposto, podemos definir a integral de f(x) no intervalo [0, 1| como o

lim Fj(n) ou como o lim F>(n).
n—oo n—oo
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Calculando a integral de uma fun¢iio em um intervalo qualquer [a,b], com a,b € R

A pergunta natural que surge é como proceder para calcular a integral de uma fung¢ao
em um intervalo [a,b], com a,b € R.

Na verdade, a resposta € trivial: vamos adotar um procedimento andlogo ao utilizado
no caso do intervalo [0, 1].

Antes, porém, cabe destacar que, como vimos anteriormente, o procedimento funci-
ona. Além disso, Fi(n) e F>(n) aproximam-se do mesmo valor. Basta, portanto, calcular apenas
um dos dois. Em particular, é suficiente calcular F>(n).

De acordo com o procedimento, o intervalo [a,b] deve ser dividido em n partes

. . . a C o ~ .
iguais, com medida cada uma. Tal parti¢do visa a formar » retangulos com base igual a

n
b—
4 . Dessa forma, podemos definir
n
X0 —a
b—a b—a
X1 =Xxp+ =a+
n n
b—a (b—a)
X2 =x1+ =a+?2
n
i (b—a)
xXi=a+1i-
n
(%)
Xp=a+n- =
n
e, portanto,

A=Y o (5F) = (59 B = (50 Lo (e (7))

Logo, a integral da func¢io f no intervalo [a,b], com a,b € R, serd dada por

lim F2 (n) s

n—oo

lim (b_“) ; f(a—H- (b_a))
e on )3 n

isto €,
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5.4 Calculando a area de subconjuntos do plano

Uma vez apresentado o conceito de integral enquanto ferramenta matemadtica que
permite o calculo da drea de figuras que possuem partes curvas, mas ndo sao circulos, parece-nos
razoavel pensar que o aluno de ensino médio pode imaginar que, por meio da integral, seja
possivel calcular a drea de qualquer subconjunto do plano.

Dessa forma, esta secdo tem por objetivo responder se, com a no¢do do conceito de
integral, € possivel calcular a drea de qualquer subconjunto do plano. E, assim, por conseguinte,
fundamentar o professor a fim de que ele esteja em condicdes de responder, com propriedade, ao

seguinte questionamento:

“E possivel calcular a drea de qualquer subconjunto do plano (R?) de tal sorte que ‘nogdes

intuitivas’ sejam preservadas?”

Em termos matemaéticos, estamos perguntando se existe uma fun¢do, denominada de

fungdo area,
A: P(R?) — [0,00),
onde Z2(IR?) é o conjunto das partes do R?, tal que as seguintes propriedades se verificam:
(P1) Se E1,E; C Z(R?) e E| C E», entio A(E1) < A(E>).
(P2) Se Q. é o quadrado de aresta 1, centrado na origem do plano cartesiano, entdao A(Q,) = 1.

(P3)Se EC Z(R*) e h € R?, entdo, se E+h:={x+h ; xcE},vale A(E+h) =A(E). O

conjunto E + A € a translagdo do conjunto E por A.

(P4) Para qualquer familia enumerével de conjuntos {E f}j oy © Z(R?) disjuntos, entdio

AlUE | =) AE).

jEM JEM
E relevante ressaltar que essas propriedades denotam as "nogdes intuitivas” acima
mencionadas. De fato, percebemos facilmente que todas elas sdo eminentemente intuitivas.
Com uma compreensdo mais precisa do questionamento inicial, afirmamos que
essa fungdo ndo existe. Na realidade, sabemos que temos uma no¢ao de area bem intuitiva,

€ que certamente ndo se restringe a essas quatro propriedades citadas. Assim, a resposta ao
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questionamento inicial, em outras palavras, nos diz que, considerando apenas essas quatro
propriedades como nossas "nog¢des intuitivas" de drea, ndo € possivel calcular a drea de todos os
subconjuntos do plano.

Vejamos a explicacdo. Para isso, precisaremos da defini¢do e do resultado que se

seguem.

Definicao. Uma relacao de equivaléncia ~ entre os elementos de um conjunto A € uma relacio
tal que, para todos a,b,c € A, valem as seguintes propriedades:
(i) reflexiva: a ~ a;
(ii) simétrica: a ~ b <= b ~ a;
(ii1) transitiva: Sea ~be b ~ ¢, entdo a ~ c.

Uma relacdo de equivaléncia permite classificar os elementos de A, uma vez que
ele fica subdividido de maneira natural em subconjuntos denominados classes de equivaléncias

formadas por elementos que estdo relacionados, ou seja, que sdo equivalentes entre si.

Axioma da Escolha. Dada uma familia {A4 } ., ndo vazia, de conjuntos ndo vazios e dois a dois

disjuntos, entdo existe um conjunto C contendo exatamente um elemento de cada Ay, V @ € J.

Em linhas gerais, nosso objetivo serd construir uma familia finita de conjuntos
disjuntos do plano. Observemos, porém, que a propriedade (P4) vale para qualquer quantidade
finita de conjuntos. Sendo assim, vamos construir uma familia infinita enumerével de conjuntos
disjuntos do plano, tendo em vista que, dessa familia, podemos extrair qualquer familia finita de

conjuntos disjuntos, como objetivamos.

Suponhamos que exista a fungdo A, com as propriedades (P1),(P2),(P3) e (P4).

Consideremos os seguintes conjuntos do plano:

0 =10,1] x [0,1], que, em termos geométricos, representa um quadrado

E =10,1) x [0,1] representa um quadrado menos uma aresta.
Afirmacdo 1. A(E) =A(Q) =A(Q,) = 1.

Prova
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Notemos que Q. € a translagcdo de Q por (—%, —%) . Dessa maneira, pela proprie-
dade (P3), temos que A(Q) = A(Q.).

Se E* ={(1,t) ; t €]0,1]}, que, em termos geométricos, representa a aresta que
faltade E, entdo Q = E |J E*, sendo E e E* conjuntos disjuntos. Assim, por (P4), temos que
1=A(Q)=A(E)+A(E").

Ora, queremos provar que A(E) = A(Q) = 1. Logo, a afirmacao serd verdadeira se
mostrarmos que A(E*) = 0.

Suponhamos, por contradi¢do, que A(E*) = L > 0. Entéo, consideremos o retdngulo

L L
R:{(x,y) ; 1—Z§x§1+z ) OS)’Sl}-

E facil ver que A(R) = g 1= %

Como E* C R, segue, de (P1), que L=A(E*) <A(R) = %, o que é um absurdo.
Logo, A(E*) = 0 e, portanto, segue a Afirmacéo 1.

Na prética, em termos de drea, isso significa que vamos trabalhar com o conjunto E,
mas € o mesmo que estarmos trabalhando com o conjunto Q.

Consideremos, agora, a seguinte relagdo de equivaléncia em [0, 1):
x~y & x—yeQ. (5.26)

Claramente, a equivaléncia (4.26) gera classes de equivaléncia {Ej }; _5.

Pelo Axioma da Escolha, podemos escolher um elemento de cada E;, com A € A, e
formar um novo conjunto com esses elementos escolhidos, o que implica que a cardinalidade do
conjunto intersecdo desse novo conjunto com cada E;, A € A, é igual a 1. Em termos préticos,
podemos construir o conjunto N C [0, 1) tal que a cardinalidade do conjunto N NEj é igual a
1, VA € A. Isso significa que o conjunto N construido possui exatamente um elemento de cada
classe de equivaléncia E3 ,A € A.

Conforme mencionado anteriormente, queremos construir uma familia infinita enu-
merdvel de conjuntos. Uma vez construido N C [0, 1), podemos construir, por translagdo, varios
outros diferentes entre si. Para isso, recorreremos aos nimeros racionais pertencentes ao intervalo
[0,1), ou seja, mediante a translacdo pelos nimeros racionais pertencentes ao intervalo [0,1),
podemos construir a familia infinita enumeravel de conjuntos que desejamos.

No entanto, precisamos garantir que todos esses conjuntos construidos por meio de
translacdes sejam, de fato, subconjuntos do intervalo [0, 1). Em termos concretos, consideremos

o conjunto N’, construido por meio da transla¢do do conjunto N por r/,com ' € Qe 0 < ¥/ < 1.
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Se N’ C [0,1), ndo hé o que fazer.

Suponhamos, entdo, que N’ ¢ [0, 1), isto é, [1,1+ )N’ #£ 0.

Notemos que | [1,1+7) |=1[0,7) | = 7. Assim, tomemos o intervalo [1,1+r)
e, utilizando um artificio conveniente, "encaixemos no espago ocupado" pelo intervalo [0,r).
Dessa forma, dado r(, € N’ tal que r;, € (1,14 '), teremos que r(, € [0,') e, portanto, r(, € [0,1).

Voltemos, agora, para a discussdo no plano (Rz).

Seja r € QN 0, 1). Definamos

N':={(x+nrt) ; xeNN[0,1—-7r), t€[0,1]}

N?:={(x+r—1,0) ; xée NN[1—r1), t€[0,1]},

isto é, em termos geométricos, N, é a translagio de (NN [0,1—r)) x [0,1] por (r,0) e N2, a
translagdo de (NN[1—r,1)) x [0, 1] por (r—1,0).
Definamos, entdo, que N, = N} | N?Z, sendo N e N? conjuntos disjuntos.

Observemos que, pela propriedade (P4), temos que
A(N,) = A(ND) +A(N?).
Ora, os conjuntos N e N? sdo translagdes de partes do conjunto N. Logo,
AN)=A(NN[0,1—=7r)) x[0,1]) +A((NN[1—=r1)) x[0,1]).

Como ((NN[0,1—7r))x[0,1]) e (NN [l —r,1)) x [0,1]), por construcdo, sdo disjun-
tos, segue, por (P4), que

A(N,) =A(NN[0,1) x [0,1]).
Mas, sabemos que N C [0, 1). Portanto,
A(N,) =A(Nx[0,1]),YreQn]o,1),

o que significa que todos os conjuntos N,, com r € QN [0, 1), possuem a mesma érea.

Temos, finalmente, a seguinte familia infinita e enumerédvel de conjuntos

{Nr}reqnion) - (5.27)
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E interessante observar que, se todos os conjuntos N,, com r € QN [0,1), fossem
dois a dois disjuntos, poderiamos aplicar sucessivamente a propriedade (P4) e, entdo, concluir
que a unido de todos retorna ao conjunto original E.

Esse raciocinio nos direciona, pois, a mais duas afirmagdes.
Afirmacao 2. Os conjuntos da familia {Nr}reQm[o ) sdo dois a dois disjuntos.
Prova

Suponhamos, por contradi¢do, que os conjuntos da familia {Nr}reQm[o,l) ndo sejam
dois a dois disjuntos.

Entdo existem r,s € QN [0, 1), com r # s, tais que N, NNy # 0.

Seja xg € N, NN;.

Sabemos que existem x, € N e ¢ € [0, 1] tais que
xo=(x,+r,t) ouxg=(x,+r—1,1).

Por outro lado, de forma anéloga, existem x; € N e ¢ € [0, 1] tais que
xo=(xs+s,1) ouxo=(xs+s—1,1).

Vamos analisar todas as possibilidades para xo.
1° caso: xo = (x,+r, t),parax, e Net € [0,1]

Se xop = (xs+s, 1), entdo x, +r = x; + 5. Dai, segue que x, —x; = s — r € Q. Logo,
Xr € Xg pertencem a mesma classe de equivaléncia, o que é um absurdo, pois a cardinalidade do
conjunto (NNE;) éigualal VA € A.

Se, por outro lado, xo = (xs+s— 1, t), entdo x, +r = x;+ s — 1 e, assim, x, — x; =
(s—1)—r € Q, o que significa que x, e x; pertencem a mesma classe de equivaléncia, que, como

vimos anteriormente, € uma contradi¢ao.

2° caso. xo = (x,+r—1,1),parax; € Ner € [0,1]
Se xo = (xs+s, 1), segue que x, +r— 1 = x;+ s, donde vem que x, —x; = s — (r —
1) € Q e, portanto, x, e x; pertencem a mesma classe de equivaléncia, o que € uma contradigdo.
De forma andloga, vemos que, se xo = (x;+s— 1, t), também chegamos a uma
contradicdo, pois x, —x; = s — r € (Q, 0 que significa que x, e x; pertencem a mesma classe de

equivaléncia.
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Diante do exposto, concluimos que a afirmacao é verdadeira, ou seja, 0s conjuntos

da familia {N;},cqn[o,1) sd0 dois a dois disjuntos.

Afirmacio 3. E = U N; , sendo os conjuntos da familia {N,},.qn,1) dois a dois disjun-

reQnio,1)
tos.

Prova

Desde que N, C E, V r € QNJ0, 1], temos que U N, CE.
reQn[o,1)
Seja agora zp € E. Entao,

20 = (xo ) )70)70ndex0 € [07 1) €yo € [07 1]

Sabemos que existe Ay € A tal que xy € E),. Por outro lado, existe Xp € N tal que
Xo € Ej,, tendo em vista que N possui um elemento de cada uma das classes de equivaléncia.

Como xq e X pertencem a mesma classe de equivaléncia, segue, dai, a existéncia de
ro € Q tal que xo — X9 = ry. Logo, xo = xp + ro.

Notemos que rg € (—1,1). Se rp > 0, entdo zo = (x0 , yo) € Ny,.

Se rg < 0, temos que xg = Xy + (1 +rp) — 1, 0 que equivale a dizer que zg € Njy,.

Em resumo, isso significa que, dado zp € E, entdo zg € N,, para algum r € QNJ0,1),

0 que mostra que a afirmacao é verdadeira.

Para concluir, vamos recorrer ao conceito de limite.
Seja {rj}j: , = QnN0,1) uma enumeragio de todos os nimeros racionais perten-

centes ao intervalo [0,1) e tome k € N.

Temos que:
k k k
1=AE)=A[ N, |=A|{UN, | =Y AN,) =) ANx[0,1]) =k-A(N x[0,1]).
j=1 j>1 j=1 J=1
Logo,
1
A(N x[0,1]) < %,Vk eN.
Assim,

0

A(N x [0,1])
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e, dai, segue que
A(Nrj) =0,VjeN.

Isto nos levaria a afirmar que, como UNU D E, entao
j>1

1=A(E) <A (O N,J.) — ¥ A(N,,) =0,
=1

j=1
Com essa relagcdo, chegamos a uma contradi¢ao.
Concluimos, que, de fato, nio existe a fungdo A : QZ(RZ) — [0,00), com as proprie-
dades (P1),(P2),(P3) e (P4). Em outras palavras, como afirmamos anteriormente, considerando
apenas as propriedades (P1),(P2),(P3) e (P4) como nossas "nog¢des intuitivas", ndo é possivel

calcular a drea de todos os subconjuntos do plano.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

O foco desta pesquisa foi como introduzir os conceitos de limite, derivada e integral
no ensino médio. Nao se tratou, contudo, de introduzir os conceitos de Calculo da forma como
sdo trabalhados na educacao superior, mas sim no¢des basicas de seus conceitos fundamentais.
Para isso, ndo apenas exibimos sugestdes contidas em dissertacdes de alunos do PROFMAT, mas
também apresentamos uma proposta de como introduzir cada um desses conceitos nessa fase da
escolaridade.

Uma breve andlise da Base Nacional Comum Curricular - Etapa Ensino Médio, que
consiste na legislacdo que orienta, atualmente, as préticas pedagdgicas no Brasil, mostrou que tal
proposta revela-se consistente diante do preconizado para o ensino da Matematica.

O Cdlculo, conhecimento tdo importante para a constru¢do e evolugao do préprio
conhecimento matematico, contribui para consolidar os conhecimentos desenvolvidos no ensino
fundamental e agregar novos, ampliando o cabedal de recursos e estimulando processos mais
elaborados de reflexdo e de abstracdo do aluno para resolver problemas mais complexos. Seu
carater integrador favorece a constru¢io de uma visao mais integrada da Matematica. Além de
enriquecer os itinerdrios formativos da drea de Matemadtica e suas Tecnologias, o Calculo consiste
ainda em uma ferramenta significativa no sentido de auxiliar na compreensao e na utilizacio de
conceitos e teorias que compdem a base do conhecimento cientifico-tecnolégico.

Entendemos que, no que concerne ao processo de ensino e aprendizagem, nao
existem regras fixas para a introdu¢do de um conhecimento especifico. O contexto podera
determinar, em grande parte, o tratamento que o professor dard a cada assunto. No entanto,
existem padrdes que costumam ser adotados.

No tocante as abordagens sugeridas nas dissertagdes de alunos do PROFMAT de
como introduzir os conceitos fundamentais do Célculo no ensino médio, apesar da sua diversi-
dade, nossos estudos indicam que o entendimento € de que sejam introduzidos sem o rigor € 0
formalismo que o ensino superior requer. Além disso, pode-se perceber também que todas as
sugestdoes demandam apenas conhecimentos especificos de Matematica que ja s@o familiares ao
aluno de ensino médio e almejam atingir todo aluno desse segmento, o que ratifica o fato de o
Célculo ser um conhecimento acessivel ao aluno desse nivel de ensino.

As propostas apresentadas seguiram essa mesma linha de pensamento, com excec¢ao
da proposta de como introduzir o conceito de integral. Por se tratar de uma abordagem um pouco

mais sofisticada, destinou-se a alunos com um reconhecido grau de vivéncia e de amadurecimento
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com a argumenta¢ao matemadtica.

Este trabalho ainda buscou contemplar uma dimensao especifica do saber docente.
Ao aprofundar a discussdo do célculo de dreas, mostrando que, considerando a nog¢do intuitiva
que temos da drea de uma regido, ndo € possivel calcular a drea de todo subconjunto do plano,
contribuimos para ampliar o dominio do professor sobre essa temdtica, a fim de permitir que se
tenha uma melhor atuacao.

Finalmente, vale ressaltar que esta pesquisa representa apenas uma amostra do que
as incursdes pelo campo do estudo de como introduzir os conceitos fundamentais do Célculo
Diferencial e Integral no Ensino Médio podem proporcionar ao trabalho do professor de educagao
bésica. No entanto, entendemos ser de nosso dever salientar que a temadtica problematizada
por esta pesquisa estd longe de se esgotar. Esperamos, com as discussdes e observacdes aqui
delineadas, suscitar no professor de educagdo bdsica a sua propria reflexdao e o desejo de

aprofundar tais questdes, como forma de qualificar sua pratica profissional.
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APENDICE A - RECORRENCIAS

Muitas sequéncias numéricas sio definidas por meio de recorréncias, ou seja, por
intermédio de uma regra que permite calcular qualquer termo em func¢do do(s) antecessor(es)
imediato(s).

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1. A sequéncia (x,) de nimeros naturais pares 2, 4, 6, 8, ... pode ser definida por

Xpt1 = Xn + 2.

Exemplo 2. Qualquer progressio aritmética (x,) de razdo r e primeiro termo a poder ser definida

por x,+1 =x,+r,(n>1), comx; =a.

Exemplo 3. Qualquer progressdo geométrica (x,) de razdo g e primeiro termo a poder ser

definida por x,, 11 = ¢ x,, com (n > 1), com x; = a.

Exemplo 4. A sequéncia de Fibonacci (F,), cujos termos sdo 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ..., e na qual
cada termo € a soma dos dois imediatamente anteriores, é definida por F,,;» = F,41 + F;, com

n>0eFl=F=1.

Observe que, nos Exemplos 1, 2 e 3, temos recorréncias nas quais cada termo é
expresso em funcdo do antecessor imediato. Nesse caso, dizemos que temos uma recorréncia
de primeira ordem. No Exemplo 4, por sua vez, temos uma recorréncia na qual cada termo é
expresso em funcdo dos dois antecessores imediatos. Denomina-se, portanto, recorréncia de

segunda ordem.

Observacao. Uma recorréncia, por si s, ndo define a sequéncia numérica. Para que a sequéncia

esteja bem definida, € necessario também o conhecimento do(s) primeiro(s) termo(s).
Recorréncias Lineares

Vimos que uma recorréncia de primeira ordem expressa x,, 1 em funcio de x,. Ela é

dita linear se essa funcao for do primeiro grau.

Exemplo 5. As recorréncias x,, 1 = 2x, — n*e Xp4+1 = 3, sdo lineares. Ja a recorréncia x, | = x%

ndo € linear.
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Recorréncias Homogéneas

Uma recorréncia é dita homogénea quando nio possui termos independentes de x;,.

Exemplo 6. As recorréncias x,, 11 = 2x, € X412 = —3x,+1 +4x, sdo homogéneas. A recorréncia

Xp+1 = X + 2" ndo é homogénea.
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APENDICE B - BINOMIO DE NEWTON

Considere a expressdo (1+X)", onde X é uma indeterminada e n é um nimero
natural. Note que o desenvolvimento dessa poténcia € um polindmio de grau n, em X, cujos

coeficientes a;,Vi € {0,1,2,...,n}, sdo nimeros naturais:
(1+X)"=ag+a1X +aX*+...4+a, 1 X" ' +a,X".
O coeficiente a;, Vi € {0,1,2,...,n}, serd denotado pelo simbolo

a; = (’7),%‘@ {0,1,2,...,n},
l

e serd chamado de niimero binomial.
Queremos determinar férmulas explicitas para esses nimeros binomiais.
Observe que ag € ay, isto €, respectivamente, os coeficientes do termo independente

de X e do termo em X", no desenvolvimento de (1+X)" sdo, respectivamente, 1 e 1. Assim,

()= ()=

Se i > n, definimos, de forma conveniente, que
(-
i
Lema 1. Relacdo de Stifel. Para todo n € N e todo i € NU{0}, tem-se que

() ()= ()

Para i > n, a relagdo acima é trivialmente verificada.

temos que

Demonstragdo.

Para 0 <i < n, as relagdes decorrem, imediatamente, das seguintes igualdades:
n+1 n n+1 Xt n+1 X" n+1 it
0 1 n n+1
— (1 +X)n+l

= (1+X)(1+X)"
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a0 () + (e (1 e ()]
= (6) 1)+ () xee [G )+ G ()

Lema 2. Para todos n,i € N, com 1 <i < n, tem-se que

l

i!(’?) —n(n—1)--(n—i+1).

Demonstragdo.
Vamos provar por indugdo sobre n.
A igualdade € trivialmente verificada paran = 1.

Suponha que as igualdades sejam vélidas para algum n € N e para todo i com

Pela relagao de Stifel, temos, para i < n, que

() -sew(2) ()

=in(n—1)--(n—i+2)+nn—-1)---(n—i+1)
=nn—1)---(n—i+2)(i+n—i+1)
=m+Dnn—-1)---(n+1—-i+1),

o que prova a igualdade paran+ 1 e para todoicom 1 <i <n.

Uma verificacdo direta mostra que a expressao também vale para i =n+ 1.

Portanto, a igualdade vale para todo n e paratodoicom 1 <i <n.

Segue-se, dai, que, para n,i € N, vale a seguinte formula para os coeficientes binomi-

ais:

i!

<n) n(n—1)---(n—1+1)

€, portanto,

(}) = s

Note que os termos acima tém sentido e sdo iguais quando i = 0.
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Da férmula acima, decorre, imediatamente, para todo n € N e para todo i com

0 <i < n, a seguinte igualdade fundamental:

0-(2)

Teorema. Bindmio de Newton. Sejam a e b niimeros reais e seja n € N. Tem-se que

(a+b)" =a"+ (rll)a”‘lb+ (§>a”‘2b2+---+ <ni 1>ab”_1 +b".

Demonstragdo.
Se b = 0, o resultado € dbvio.

Se b #£ 0, tomando X igual a ?—)] na expansdo de (1 +X)", segue que

(5 =aven () o5 e ()5

Multiplicando ambos os membros por b", tem-se

b <1+%>n = agh" +a <%) V' +a; (g)2b"+---+an_1 (g)n_lbuan (g)”b” =

= [b (1 + g)} =aph" +ayab" '+ ard®b" 4+ -+ ay_1d" b+ and”

- s (e (ot (o (2 s (e

Utilizando a igualdade (B.1), conclui-se que

(a+b>n :an+ <’I)an—lbn+ (Z)a”_2b2+~--+ (ni 1)abn—1 _+_bn’

como queriamos demonstrar.

I Estamos assumindo a existéncia do conjunto dos niimeros racionais. Em todo caso, s utilizaremos essa formula

quando b = 1.
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