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RESUMO

Este artigo descreve a aplica algumas das
principais no¢des formuladas por Efrain Fischbein
no ensino/aprendizagem de Matemadtico. O
mencionado psicélogo foi o fundador do grupo de
pesquisa internacional em Psicologia da Educagao
Matemdtica - PME. Com fortes influencias
piagetianas, ele concebeu um arcabouco tedrico
que proporciona uma interpretacdo, de modo sui
generis, para indmeros fendmenos de natureza
cognitiva. Uma de suas contribuicdes particulares
diz respeito a caracterizagdo do raciocinio
intuitivo e uma discussdo filoséfica e psicoldgica
de sua natureza. Com tal preocupacdo, destacam-
se alguns aspectos marcantes da manifestacdo de
categorias do raciocinio intuitivo (intui¢do
afirmativa, intuicdo conjectural e intuicdo
antecipatéria) no Aambito da resolucdo de
problemas de matemédtica, com uma preocupacio
marcante voltada a formacdo de professores de
matematica.
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ABSTRACT

This article describes some of the main concepts
formulated by Efrain Fischbein on teaching and
learning of Mathematics. The psychologist was
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the founder of the international research group in
Psychology of Mathematics Education — PME.
With strong influences from Piaget, he created a
theoretical ~ framework  that provides an
interpretation, in such a sui generis way, for
several phenomena of cognitive nature. One of his
particular contributions regards the
characterization of intuitive reasoning and a
discussion  about its  philosophical and
psychological nature. With this concern, it is
highlighted some important aspects of the
manifestation of the intuitive reasoning categories
(affirmative intuition, conjectural intuition and
anticipatory intuition) in the context of problem
solving in Mathematics, with a remarkable
concern focused on the training of Mathematics
teachers.

Keywords: Intuition; Thinking; Mathematics
Teachers.

1 A CONTRIBUICAO DE EFRAIN
FISCHBEIN

Nascido em Bucareste em janeiro de 1920,
conclui seu periodo formativo na Roménia.
Gradua-se na Universidade de Bucareste em 1947
e torna-se membro do Departamento Educacional
de Psicologia, de 1959 a 1975. Efrain Fischbein
apresenta um trabalho reconhecido e de relevo
perante a comunidade contemporanea
internacional de pesquisadores em Educagdo
Matemadtica.

Fischbein reconhece que a manifestacio de uma
consciéncia coletiva e uma sinergia no que diz
respeito ao esfor¢o pelo aperfeicoamento de acdes
de especialistas voltadas ao ensino/aprendizagem

em Matematica ndo € recente. Neste ambito,
salienta que

grandes matemdticos, como Felix Klein,
Henri Poincaré, foram altamente
interessados em educacdo matemdtica e
publicaram suas ideias em conexdo com a
diddtica da matemdtica (FISCHBEIN, 2000,
p. 47).

Participa como membro fundador do Grupo
Internacional de Psicologia em Educacio
Matemadtica (The Internacional Group of
Mathematics Education — PME®). Fischbein
publica sua tese de doutoramento intitulada The
Figural Concepts: the nature of geometric entities

> Fischbein explica que a criacio deste grupo fencionou a
organizag¢do dos esforgos do talento ativo de pessoas que estavam
atentas ao enorme alcance social da Educagdo Matemdtica (2000, p.
47).
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and their development in children em 1963. Nela,
sua preocupagdo com as faculdades intuitivas dos
aprendizes exigidas na aprendizagem e contato
inicial com alguns conceitos da Matemdtica &
flagrante.

Um elemento identificado na teorizacgio
desenvolvida por ele diz respeito ao papel e as
fontes de explicacdo da natureza do conhecimento
que obtemos por meio da faculdade psiquica que
nomeamos de intui¢do. Efrain Fischbein recorre
tanto ao campo da pesquisa em Psicologia
Cognitiva como ao terreno filoséfico para
estruturar e desenvolver suas argumentacdes e
divisar a proficuidade dos problemas que
possivelmente exigem respostas de ambas &reas
do saber cientifico.

De fato, encontramos em um dos seus trabalhos
uma recorrente discussao acerca da natureza de tal
faculdade. Neste sentido, ele explica

diferentes definicdes do termo ‘intuicdo’ tém
sido propostas, exprimindo como de hdbito
o ponto de vista do autor sobre a natureza
deste fenémeno. [...] Citamos apenas alguns
para recordar a diversidade de orientagées.
Mas de todos os autores, identificamos um
elemento comum. O termo intuicdo em sua
acepg¢do mais geral, significa conhecimento
imediato (FISCHBEIN, 1971, p. 264).

De modo incisivo, observamos em sua produgdo
académica, profundas implicacbes extraidas para
o ensino e a aprendizagem, com base na
compreensdo do papel ndo trivial desempenhado
pelo que nominamos de ‘intuicdo’. Com essa
preocupacdo, Fischbein (1969, p.291) expressa

na realidade, a aprendizagem ndo se reduz a
uma simples absorcdo de informagédes e a
formagdo de mecanismos mentais sobre
terrenos neutros. A aprendizagem implica
em um processo ativo de reconstrugcdo, com
meios intelectuais proprios, a partir de
dados fornecidos (FISCHBEIN, 1969,
p.291).

Percebemos com facilidade os pressupostos
piagetianos aplicados em seu discurso. De fato,
ele recorda que Jean Piaget (1896-1980)
apresenta uma das teorias mais consistentes a
respeito dos estddios mentais, resultado de uma
pesquisa de quase cinco décadas (FISCHBEIN,
1969, p. 263). E com suporte em algumas
posi¢des assumidas por Piaget, Fischbein sublinha
que

para contribuir a elaboragdo de estruturas
mentais, o ensino deve ser estrutural. O
ensino deve acentuar 0s  conceitos

fundamentais, sobre ideias diretrizes, sobre
técnicas essenciais de descoberta, de
organizagdo, de interpretagdo de fatos em
um dominio de conhecimentos
(FISCHBEIN, 1969, p. 295).

Com apoio nesse € noutros pressupostos,
Fischbein analisa o complexo e multifacetado
raciocinio 16gico-matemadtico. Nunca desconsidera
o modo peculiar e diferenciado na Matematica,
em relacdo as outras dreas do saber cientifico.
Analisa também o modo peculiar do surgimento,
evolugdo, abstracdo e da sistematizacao das ideias
matematicas.

De fato, Fischbein descreve que

a Matemdtica trata com objetos ideias e
operagées ideais, meios de verificacdo
ideias, um significado no qual é totalmente
determinado pela formalidade estabelecida
por definicoes e regras (FISCHEBEIN,
1987, p. 20).

Numa perspectiva histérico-filoséfica, ele se
recorda de que as indmeras mudancas e quebras
de paradigmas nesta ci€ncia foram consequéncia
da evolugdo das formas de cogni¢do humana, do
desenvolvimento da capacidade abstrativa e da
libertacdo, pelo menos em parte, do mundo
sensivel no sentido de geracdo de ideias. Nesse
passo, Fischbein (1987, p. 16) destaca que a
completa independéncia da matemdtica, como um
mundo  fechado de entidades formalmente
postuladas, mostrou-se impossivel.

Em todo caso, no quadro do seu ensino,
encontramos, sem muito esforco, professores que
parecem habitar numa realidade paralela a do
estudante real. Suas predilecdes, crengas,
concepgdes e habitos platdnicos e/ou formalistas
produzem um saber matemdtico de carater
universal e que elimina a dimensdo subjetiva, e
por que ndo dizer, dimensdo mundana do
conhecimento que ele professa. Este quadro de
ensino  proporciona  sérios  entraves  a
aprendizagem do estudante e ¢é analisado
cuidadosamente por Fischbein ao mencionar que

muito frequentemente, a crianga enfrenta
dificuldades em  sua  aprendizagem,
compreensdo e resolucdo de problemas
desafiadores porque suas estratégias de
raciocinio sdo controladas por modelos
tdcitos inadequados. O professor deve tentar
identificar tais modelos a auxiliar o
estudante para corrigir seus modelos
mentais ou adquirir outros mais adequados

neste caso (FISCHBEIN, 1987, p. 203).

Como identificar, todavia, modelos mentais
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inadequados que em geral apresentam intensa
base intuitiva se o mestre desconhecer os
significados e os modos de manifestacio do
raciocinio intuitivo? Como aproveitar o caréter
subjetivo dos modelos mentais provisorios
empregados pelo iniciante se o Unico raciocinio
reconhecido e recomendado pelo docente,
segundo a prdtica formalista, € o raciocinio
l6gico-matematico?

De fato, questdes desta natureza requerem
ampla argumentacdo e na secdo seguinte,
passaremos a discutir de modo pormenorizado a
no¢do de transmissdo diddtica e de outras que
sempre mantiveram a atencdo de Fischbein (1987;
1993; 1999; 2000; 2001) e de varios outros
colaboradores (FISCHBEIN, 1999; FISCHBEIN,
BARBAT & MINZAT, 1971; FISCHBEIN &
GAZIT, 1984;).

2 O ENSINO/APRENDIZAGEM DE
MATEMATICA NA PERSPECTIVA DE
FISCHBEIN

Efrain Fischbein delimita o campo de aplicacdo da
Psicologia Cognitiva em Matemadtica. E, ao
mencionar, por exemplo, um caso especifico do
ensino de fungdes, evidencia que a natureza dos
problemas psicoldgicos no caso de representagdes
algébricas e graficas de funcdes que ndo podem
ser definidos e analisados somente no respectivo
meio matemdtico-diddtico (FISCHBEIN, 2000, p.
57).

Ele e outros especialistas manifestam uma
recorrente preocupagdo com o0s processos de
transmissdo didatica. Neste sentido, Fischbein,
Barbat & Minzat (1971, p. 265) caracterizam os
conhecimentos em trés circunstincias especificas:

(a)as informagdes dadas em um quadro de
processo de ensino que encontram um terreno
intuitivo favoravel;

(b)um quadro em que as intuigdes sdo
contrariadas e o terreno nao € intuitivo e

(c)auséncia de uma atitude intuitiva prévia a
informacao ensinada.

Notamos que o fendmeno intuitivo é expresso no
centro do processo didatico descrito hd pouco. Por
outro lado, efetivar uma mediagdo, por parte do
professor, considerando-se a priori as trés
circunstancias ora descritas, urge que conhegamos
a natureza e o papel dos modelos de cogni¢cdo
intuitiva, embora essa tarefa exija enorme esforco,
uma vez que uma intui¢do € uma estrutura

cognitiva complexa e o seu papel e organiza
informacdo utilizdavel (e mesmo incompleta) de
modo aparentemente coerente, internamente
consistente, autoevidente (FISCHBEIN, 1987, p.
211).

A matemdtica, entretanto, € caracterizada pela sua
natureza formal e como um conhecimento
axiomaticamente organizado. Além disso, cada
declaracdo matemdtica ¢ aceita mediante os
paradigmas de uma prova completa. (op.cit 1987,
p. 211) E interessante notar os extremos
contemplados na visdo do saudoso Fischbein, ou
seja, a valorizacdo do conhecimento obtido por
meio da intuicdo de um lado e, por outro lado, a
consideragdo das caracteristicas intrinsecas do
saber matemdtico, sua natureza como campo
epistémico, e a constituicdo da circunstancia para
implementar um ensino estrutural. Neste ambito, o
fil6sofo alerta

na aprendizagem de Matemdtica de uma
maneira moderna (e ndo apenas conceitos
modernos de matemdtica) o aluno aprende
sobretudo a descobrir além de uma
variedade aparente, as relacoes
fundamentais e suas propriedades, seus
modos fundamentais de organiza¢do das
entidades matemdticas e sobretudo a
dindmica vivaz destas relagcées
(FISCHBEIN, 19609, p. 295).

Sem divida, no trecho final de suas colocacdes,
ele caracteriza uma visdo global peculiar ao
matemdtico profissional; mas apesar de que, na
maioria das vezes, o estudante ndo atinge tal grau
de visdo ampliada do saber descrita por Fischbein,
pelo menos, em parte, o estudante necessita
compreender a ‘beleza’ que envolve as relagdes
apontadas por ele.

Falar de ‘beleza’ se constitui sempre uma dificil
tarefa. Tal nocdo reside de modo latente no ensino
de Matemdtica, uma vez que identificar e
compreender a ‘beleza’ do saber matemdtico é
condicdo sine qua non para o mestre transmitir e
enriquecer a visdo do aluno. Uma das maneiras de
conduzir o aluno a identificar a ‘beleza’ ou a
‘estética’ do saber matemdtico  reside,
possivelmente, em explorarmos o terreno
intuitivo.

Com efeito, Fischbein alerta para o fato de que
parece absurdo falar de associatividade ou
comutatividade da adi¢do antes que a crianga
tenha tido a ocasido de adicionar, reunindo um
grupo de bolinhas ou carneiros (op.cit. 1969, p.
296). Destacamos o que ele orienta se emprega
para todos os niveis de escolaridade, e ndo apenas
nas séries iniciais.
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Deste modo, dificilmente um professor consegue
transmitir a ‘beleza’, e, assim, chamar a atencio
do aluno com respeito a determinado conteuddo,
apresentando-o ao conjunto de regras formais que
garantem sua consisténcia ou validade légica. O
que Fischbein aconselha, para uma compreensao
efetiva de regras aparentemente simpldrias como a
comutatividade e associatividade, diz respeito ao
estimulo adequado das faculdades intuitivas.

Por outro lado, tais faculdades mentais podem ser
mais ou menos promovidas na medida em que
possamos contar com um objeto matemadtico ou
um terreno conceitual propicio a este tipo de agdo
intencional do professor. Assim, para o item (a),
podemos identificar alguns conteidos que podem
proporcionar um forte apelo intuitivo para o
estudante.

Por exemplo, na figura 1, Fischbein, Tirosh &
Melamed explicam que, como uma consequéncia
de um conhecimento imediato, expresso por sua
obviedade, afirmamos em (I) que BC € mais longo
do que AB; entretanto, podemos ter algumas
ddvidas e incertezas quanto ao tragado do
segmento, o que nos conduz a uma sensagdo de
incerteza com respeito a tal propriedade.

Por outro lado, na figura 1-II, percebemos a
féormula que produz as raizes de uma equacdo
polinomial de grau dois. Fischbein, Tirosh &
Melamed (1981, p. 492) explicam que agqueles
que usaram cdlculos algébricos ndo possuem
duvidas quando a validade da formula. Além
disso, eles ficam completamente convencidos de
que a formula estd correta; todavia, ndo temos de
imediato o ‘feeling’ de que a férmula ¢
intuitivamente evidente. Eles concluem que
podemos permanecer altamente convencidos da
validade de wma afirmacdo sem  estar
intuitivamente satisfeitos com ela

, (1) »
c\ . hay/h? —dge

12 =
ru i

AT
S

Figura 1: Exemplos discutidos por Fischbein, Tirosh
& Melamed (1981, p. 492)

Nao ¢é aleatério o exemplo escolhido aqui no
campo da Algebra. De fato, a Histéria da
Matematica demonstra, de modo contundente,
exemplos emblematicos, neste sub-ramo do saber,
que se mostram inférteis, no que diz respeito a
apreensdo intuitiva. De fato, Fischbein (1987, p.

10) questiona o significado intuitivo de a’=1,
0,5

para ae ] —{0}, ouainda a”, a
Outro conceito discutido por ele é o de nimeros
complexos. O Filésofo diz que é bem conhecido
que raizes ‘imagindrias’ sdo obtidas quando
certas equagdes possuem representacdo como
jogos para matemdticos. O termo ‘imagindrio’
indica o fato de que tais raizes foram consideradas
desde um ponto de vista exterior ao racional. Eles
ndo sdo considerados como sendo niimeros
‘verdadeiros’, mas imagindrios. (op.cit 1987, p.
133).

Podemos mencionar o seguinte exemplo para
caracterizar os processos de transmissdo diddtica
para o item (c). Consideremos a listagem:
I 1 1 1

274787 16
Tirosh & Melamed (1981) perguntam se ela ndo
possui fim.

...... . Na sequéncia, Fischbein,

Considerando esse exemplo no campo de ensino
das progressoes geométricas, sabemos que O
ensino escolar trabalha com deficiéncia as nog¢des
de infinito, como uma consequéncia legitima de
uma falha da formacdo do professor neste campo
de fundamentos da Matemdtica.

Assim, o aluno depara uma situagdo envolvendo
um modelo matemdtico completamente inusitado
e, do ponto de vista intuitivo, complexo.
Reconhecidamente, a nocdo de infinito* causa
estranheza e proporciona algumas propriedades
inesperadas, que contrariam algumas de nossas
intui¢des constituidas a priori.

Fischbein discute o exemplo em que podemos
estabelecer uma correspondéncia um por um entre
dois segmentos AB e CD, a partir de um ponto M.
Assim, intuitivamente, podemos conjecturar que,
apesar de comprimentos distintos, tais segmentos
apresentam a mesma quantidade de elementos
(figura 2), o que contraria nossa intuicdo, quando
recorremos aos nossos sentidos.

* Couturat (1973, p. 212) explica que na Aritmética e na Algebra, o
infinito se apresenta como um simbolo de impossibilidade, como uma
solugdo absurda e falsa. Todavia sdo justamente os modelos da
Aritmética e da Algebra que sdo mais conhecidos dos estudantes.
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Figura 2: Fischbein (1987, p. 138)

Para Fischbein, observamos que as figuras
geométricas constituem uma entidade mental
construida por meio de um raciocinio geométrico.
Esse autor distingue uma figura de sua defini¢c@o
formal e de sua imagem mental, que se apoia em
uma percepcdo sensorial de uma representacio
particular fornecida.

Deste modo, com arrimo em suas consideragdes,
podemos conceber e comparar o percurso da
evolugdo do raciocinio de um aluno com um
professor. O primeiro, ao conhecer um assunto
pela primeira vez, ainda ndo apresenta
familiaridade suficientemente desenvolvida para
lidar com defini¢des formais deste contetdo.
Assim, se apoiard predominantemente num
raciocinio intuitivo.

Ao decorrer da evolucdo e no avanco sucessivo de
seus estddios mentais de aprendizagem, o
estudante, paulatinamente, generaliza, sistematiza
e sintetiza as ideias fundamentais envolvidas
naquele assunto. Deste modo, o sujeito avanca
para um raciocinio 16gico e matemaético.

Ja no caso do professor, toda aquela teoria ja lhe é
bastante familiar. Toda a base formal é conhecida
e repetida cotidianamente. Na hipdtese em que sua
preocupacdo ndo se restrinja ao aprendizado
formal, ele necessita desenvolver uma mediacio
intuitiva do saber. Para tanto, necessitara realizar
algumas transformacdes e adaptacdes necessdrias,
respeitadas as caracteristicas dos seus alunos.

Na figura 3, esquematizamos o esforco e o tipo de
atividade mental, com respeito a natureza dos
raciocinios, desenvolvida tanto pelo professor
quanto pelo aluno. Poderiamos simplificar e
interpretar o diagrama, parafraseando o fil6sofo
francé€s Ettienne Bonnot de Condillac (1715-
1780), dizendo que o aluno vai do ‘conhecido ao
desconhecido’. Enquanto isso, o professor
mobiliza seu raciocinio do ‘conhecido ao
conhecido’.

aluno

raciocinio P
- s raciocinio logico
Ao

Figura 3: Percurso realizado por aluno e professor.

Para concluir esta secdo, advertimos que uma
abordagem e adaptacdo metodolégica do
professor se processa na medida em que ele
conhece e reconhece a manifestacdo de um
raciocinio tipicamente intuitivo. De outro modo,
se ndo conhecemos as caracteristicas psicoldgicas
do fendmeno  intuitivo, dificilmente o
promoveremos de modo intencional no ensino.
Com essa preocupagdo em foco, passaremos a
descrever algumas das caracteristicas do
raciocinio intuitivo apontadas pelo nosso autor de
referéncia.

3 CARACTERISTICAS DA INTUICAO

Fischbein & Gazit (1984, p. 2) descrevem, de
modo conciso

o termo ‘intuicdo’ significa, basicamente,
uma avaliagdo global, sintética, ndo
explicitamente justificada ou predicdo. Tal
cognicdo global é sentida por um sujeito
como auto-evidente, auto-consistente, e
duramente questiondvel.

Notamos o poder de sintese na descri¢do de um
fendmeno reconhecidamente multifacetado e
singular. Deste  modo, acreditamos na
conveniéncia de nos determos em uma descri¢do
pormenorizada de certos termos mencionados no
excerto passado.

Neste sentido, Fischbein (1999) desenvolve um
discurso mais detalhado no artigo intitulado
Intuitions and Schemata of Mathematical
Reasoning. Nesse artigo, encontramos a
delineacio  do  significado de  algumas
caracteristicas dos processos de raciocinios
intuitivos. Assim, Fischbein explica que em tais
raciocinios, identificamos:

- cognigcbes autoevidentes significam que
intuicdes sdo aceitas sem que o individuo
manifeste a necessidade de uma checagem ou
prova a posteriori;

- convicgdo intrinseca diz respeito a uma
cognicdo intuitiva usualmente associada ao
sentimento de certeza, conviccao de seguranca;
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- que a intuicdo manifesta um ‘efeito coercitivo’
no sentido de afetar as estratégias de raciocinio do
individuo e sua selecdo de hipdteses e solucdes.
Isto significa que o individuo tende a rejeitar
interpretacdes alternativas, as quais contrariem
suas intuicoes privadas;

- por fim, uma caracteristica basilar entre um
raciocinio intuitivo e um raciocinio légico ¢é
descrita pelo autor como globalidade, isto é,
intui¢des sdo cogni¢des globais em oposicdo as
cogni¢des adquiridas por uma via de sequéncias
inferenciais e l6gicas ou analitico-inferencial.

A importancia do ‘cardter coecitivo’ de um
processo mental que resulta numa intuicio no
ensino € inquestiondvel. De fato, no ensino de
Matemdtica é frequente a posicdo autoritdria
assumida do professor em aceitar apenas as
estratégias  discutidas e, preferencialmente,
referendadas por ele em sala de aula. Assim, o
estudante aguarda as diretrizes explicitadas pelo
mestre e repete 0 mesmo receitudrio no dia da

prova ou e€xame.

Esse tipo de ritual caracteriza a reprodugdo de um
raciocinio privado do professor, e ndo,
necessariamente, desenvolvido pelo préprio aluno.
No ensino tradicional, tal habito improficuo do
estudante se caracteriza pelo pensamento
algoritmico. Tal pensamento é mencionado e
explicado por Otte (1991) como um conhecer sem

percepcao.

Discutiremos na préxima se¢do a contextualizacio
e as implicacdes desta forma de conhecer sem
significado. Por enquanto, nos deteremos nos
aspectos mais destacados da faculdade intuitiva.
Por exemplo, Fischbein (1987, p. 57) recorda que
a classificacdo piagetiana para tal faculdade
psiquica é bem mais complexa.

Além disso, Fischbein diz que Piaget mencionava
algumas dicotomias e diferenciava intuicdes
empiricas e intuicées operacionais. As primeiras
referiam-se “a avaliacdo fisica dos objetos ou
experiéncias psicologicas reais por meio da
introspeccdo”(p.  58). Jd as  intui¢oes
operacionais referiam-se a ac¢Oes relacionadas aos
objetos e fendmenos psicoldgicos.

A segunda diferenga realgada na teoria piagetiana
diz respeito a intui¢des acompanhadas de imagem
e intuicdes que ndo possuiam tal propriedade. No
primeiro caso, ainda segundo a Teoria
Psicogenética, podemos falar de intuicoes
geométricas. Fischbein destaca a imagem do
circulo (como uma figura geométrica) e o
conceito de circulo e declara que “ambos sdo

completamente congruentes, uma vez que ndo
existe nada a mais na figura do que é expresso
pelo conceito”. (op.cit 1987, p. 57)

Ele acentua a dificuldade em se compreender a
classificagdo piagetiana no que diz respeito a
generalidade atribuida ao termo “intui¢do”. De
fato, segundo a terminologia do Epistemdlogo
suico, esta atividade intelectual pode ser tanto
intuitiva como formal. Por outro lado, Fischbein
fornece uma classificacdo mais detalhada e que
apresenta menos dicotomias.

De acordo com sua classificagdo, podemos ter:
‘intuigdes afirmativas’, ‘intui¢cdes conjecturais’,
‘intuigdes antecipatorias’. As primeiras nomeadas
por ‘intuicdes afirmativas’ sdo “representagcoes ou
interpretacdes de vdrios fatos aceitos como
corretos, auto-evidentes e auto-consistentes”.
(op.cit 1987, p. 58) Por exemplo, quando dizemos
que “dois pontos determinam um linha reta” ou
que “o todo € maior do que as suas partes
constituintes”, manifestamos um conhecimento

baseado em intuicdes afirmativas.

Reparemos que na primeira sentenga declaramos
algo a respeito de um objeto que possui um
significado e uma defini¢do formal dentro de uma
teoria axiomdtica que conhecemos como
Geometria Plana. Por outro lado, na segunda
sentenca, apesar de descrever, conforme
Fischbein, uma intuicdo afirmativa, empregamo-
la num contexto ndo determinado e/ou preciso.

Outro exemplo pode ser mencionado quando
afirmamos que o “objeto mais pesado devera tocar
o chdo, em queda livre, mais rapido do que um
outro objeto mais leve”. Para formular tal
afirmacdo, ndo necessitamos precisamos ir a
escola, e muito menos estudar formalmente
nenhum conceito de Fisica Cldassica, entretanto,
quando Fischbein descreve as categorias
intuitivas, delimita  algumas delas em
determinados campos do conhecimento.

De fato, quando afirmamos que “por um ponto
fora de uma reta podemos tragar uma reta paralela
a primeira”, tal declaracdo, historicamente, &
conhecida como um dos postulados euclidianos.
Fischbein declara que a compreensdo desta
propriedade axiomadtica envolve algum tipo de
intuicdo afirmativa, todavia, para um sujeito
compreendé-la, necessita divisar alguns dos
condicionantes intrinsecos da Geometria Plana.

Explica ainda que uma intui¢@o do tipo afirmativa
pode ser descrita, para efeito de distin¢cdo, por
meio de um modelo inferencial. Por exemplo, a
partirde A= B e B=C, concluimos que A=C.
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Um exemplo deste tipo de ‘intuicdo inferencial’ é
fornecido por Poincaré (1920, p. 19), quando diz
que ‘“se numa reta o ponto C reside entre os
pontos A e B, e o ponto D se encontra entre A e
C, consequentemente, o ponto D estard também
entre A e B”. Vemos a descricdo da situagdo na
figura 4.

A

Figura 4: Exemplo de intuicdo inferencial discutida
por Poincaré (1920).

Note-se que, no caso de “intuicdo afirmativa”, o
sujeito afirma/declara algo a respeito de um fato
aceito como evidente. Por outro lado, “intuicoes
conjecturais expressam uma presuncdo sobre
eventos futuros, a respeito do curso de certo
fenomeno”. (FISCHBEIN, 1987, p. 60) Esse tipo
de intuicdo desempenha uma importincia
fundamental em todo tipo de atividade
profissional.

Uma classe de intuicdo que assume significado
importante em nossa discussido é nomeada por ele
de ‘intuicdoes conjecturais’. Esta categoria
representa “uma visdo preliminar, global que
antecede uma solucdo analitica e completamente
desenvolvida de um problema” (1987, p. 61). Sua
importancia diddtica reside no pressuposto de que
iniciamos uma boa aula de Matemadtica por meio
da colocacdo de um bom problema’. As barreiras
nem sempre explicitas aqui se manifestam quando
sentimos a dificuldade em conhecer e diferenciar
um bom problema de um outro menos
interessante.

Fischbein distingue uma intuicdo afirmativa de
uma intuicdo antecipatoria quando declara que

por meio de uma intuicdo afirmativa
aceitamos a autoevidéncia de determinada
nogdo [...] Uma intui¢do antecipatdria ndo
estabelece simplesmente um determinado
fato. Esta aparece como uma descoberta,
como uma solugdo de um problema e
subitamente como resultado de um esforco
da busca pela solucdo (op.cit 1987, p. 61).

Sublinha ainda que, quando falamos de uma

5 Vergnaud (1991, p. 80) referenda nossa asser¢io quando sustenta
que a historia nos ensina que é em resposta aos problemas prdticos
ou tedricos que temos o nascimento e o desenvolvimento dos
conhecimentos matemdticos.

‘intuigcdo antecipatoria’, nos referimos a uma fase
no processo sistemdtico de resolucdo de
problemas. Enquanto isso, a ‘intuicdo conjectural’
se relaciona a um momento ndo necessariamente
relacionado a atividade de busca para a solugdo
intrinseca de um problema. Note-se que,
considerando que falamos sobre processos
cognitivos mentais, as trés formas de intui¢do
descritas ha pouco nio ocorrem de modo isolado.

Na figura 5, identificamos o percurso de uma
‘intuigdo afirmativa’ que, em razao ao sentimento
de evidéncia experimentado por um solucionador
de problemas, ndao entende que determinada
propriedade necessite de uma demonstragdo ou
verificacdo mais formal. Na figura 5, notamos a
dire¢cdo em que ela se manifesta. J4 no caso da
intuicdo conjectural, uma vez manifesta, o
solucionador identifica uma situacdo que envolve
um problema e exige uma argumentacdo mais
detalhada, apesar de que o solucionador nao
necessariamente se encontra mergulhado num
esfor¢o para a sua resolucao de fato.

No caso da ‘intuicdo antecipatoria’, porém, o
solucionador se encontra na fase de aplicacdo
concreta de estratégias, emprego de férmulas,
elaboragdo de desenhos que auxiliam de modo
efetivo a identificacdo de uma solucdo.

modelo

5 — matemaitico
5 Inficao -
afirmativa -

N

VSituagio-problema

intuigio
anrecipatéria

fntuicio

) fntuicio
confecturaf .
confectaural

Figura 5: Interpretagdo das categorias intuitivas
(elaborag@o propria)

2

A ‘intuicdo conjectural’ € marcante na figura do
professor, uma vez que, ele deve ter a capacidade
de prever e antecipar as possibilidades de éxito ou
fracasso de qualquer argumentacdo apresentada
pelos estudantes. Por outro lado, no que diz
respeito ao estudante, ndo ¢ muito imediata a
identificacdo ticita de uma manifestacdo intuitiva,
pois elas ndo ocorrem de modo isolado, uma vez
que estamos falando sobre processos mentais. Em
todo caso, com suporte nas argumentagdes de
Fischbein, podemos descrever a possibilidade de
manifestacdo de uma intuicdo conjectural numa

fase eminentemente anterior a resolucdo do
problema e, em outra fase, destacadamente num
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momento a posteriori (figura 5). Note-se, porém,
que a intuicdo conjectural numa fase apds a
resolucdo efetiva do problema proporciona ao
estudante a identifica¢do de consequéncias futuras
daquele resultado particular obtido.

A linha divisdria entre estas categorias intuitivas é
bastante ténue e um professor experiente tem
maiores chances de realizar as identificagdes
necessarias. Em relagdo a tal fato, Fischbein
esclarece que “devemos considerar um continuum
a partir de uma intuicdo afirmativa para uma
intuicdo antecipatéria que passa através de uma
intuicdo conjectural”. (1987, p. 61) Em todos os
casos em que registramos a ocorréncia de alguma
delas, a situacdo contextual é decisiva no sentido
de condicionar/determinar a preponderdncia de
uma em relagdo a outra.

Em sua teoria, distingue ainda o tipo de intui¢do
segundo a sua fonte e origem. Assim, Fischbein
diferencia intuicées primdrias e intuicoes
secunddrias. As intuicoes primdrias referem-se a
“crencas cognitivas que se desenvolvem no
individuo de modo independente de uma instrucdo
sistemdtica como efeito de uma experiéncia
pessoal”. (1987, p. 64)

Ja na classe de intuicoes secunddrias,
identificamos o surgimento de intuicdes com
raizes e uma origem pouco natural. “Elas ndo sdo
produzidas por meio de uma experiéncia normal
do individuo”. (1987, p. 68) Ademais, em alguns
casos elas contrariam uma atitude ou crenca
habitual do individuo com respeito a alguma
questdo.

De fato, quando falamos que o todo é maior do
que suas partes constituintes, enfrentamos
dificuldades na tentativa de explicar o modelo
matematico de uma aplicagao o :l[1 — {Pares},
definida por o(n)=2-n, que afirmar que ‘o
conjunto dos nimeros naturais possui a mesma

quantidade de elementos do que o conjunto do
pares’.

Em outros casos, quando se veicula no ensino
formal o enunciado demonstrado relativo ao qual
a soma dos angulos internos de um tridngulo ¢é
sempre 180°, proporcionamos a frustragdo e
geramos conflitos cognitivos nos estudantes
quando recorremos a algum software como o
Cabrie Geometrie e exibimos um tridngulo com
uma soma dos angulos internos diferentes de 180°.
Numa faixa etdria mais baixa, Balacheff (1987, p.
149) lembra que “para alguns alunos a soma dos
dangulos de 180° em um tridngulo maior ndo pode
ser a mesma para um tridngulo menor”.

N

A B D E

Figura 6: Exemplo de Balacheff (1987)

Zaslavsky (2005, p. 2999) comenta algumas
situacdes-problema que envolvem conflitos
cognitivos inerentes ao uso do raciocinio intuitivo.
Ele explica que perplexidade, confusdo e diivida
sdo frequentemente associadas e evocadas com
conflitos cognitivos. Por exemplo, na figura 6
exibimos um tridngulo gerado por um software.
Em seguida € colocado o problema: para um dado
triangulo AABC, existe um ponto D no tridngulo
de modo que AABD , AACD e ABCD todos

possuem mesmas dreas?

=T 77}
MIB 128 A AR MOmN AVGL am AL PR o le]x)
5 =

nuw ADC = 2'"no 20.10
muw DCB = 7"»o 20.90
nmuw ADB = ="»020.87

FELLL ]

Figura 7: Situacdo-problema discutida por Zaslavsky
(2005, p. 303).

Na andlise da figura construida na tela do
computador no ambiente de Geometria Dindmica,
o aluno pode manifestar e formular algumas
conjecturas. Podemos observar que estas mesmas
sdo produzidas eminentemente a partir da
observagao/percepcdo das propriedades que
proporcionem uma maior aten¢do ao observador.
Neste momento, o sujeito formula intuicoes
conjecturais, verbalizando-as ou nio. Assim, para
que o professor consiga identificar as que
apresentam maiores condi¢des de €xito, torna-se
premente que ele estimule o aluno a relatar e
descrever sua opinido.

Mais adiante Zaslavsky fornece os seguintes
valores para as dreas: S,,,. =20,10;

S =20,90 e S,,,; =20,87. Essas

medicdes realizadas pelo computador sdo
formuladas com o apoio nas proprias
caracteristicas do programa empregado, que, ndo
estd livre de imperfeicoes. Uma situagdo-
problema como esta, de aparente contradi¢do entre
as figuras, que nos levam a pensar que os
tridngulos em questdo sdo iguais, e os valores
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numéricos fornecidos pelo computador
dessemelhantes, produzem conflitos cognitivos
nos estudantes e, deste modo, preparamos o
terreno para a evolucao das intuicdes.

Cabe recordar que Piaget considerava a
equilibracdo como um processo estimulado por
meio de um conflito ou desequilibrio.
(ZASLAVSKY, 2005, p. 2999) Neste caso, o
conhecimento intuitivo mobilizado pode alcancar
um estadio mental de equilibrio, na medida em
que o professor forneca ou sugira uma perspectiva
diferenciada de interpretar o problema. Em todo
caso, na condi¢do em que o mesmo observador
inicial fosse realizar a mesma tarefa no ambiente
axiomdtico usual das demonstragcbes em
Geometria, ele j4 manifestaria sua crenca afetada
no sentido de ndo manifestar a mesma certeza ou
acreditar no resultado sugerido pelo problema
inicial.

Outra situagdo tipica ocorre quando concebemos
um modelo intuitivo de ‘uma reta que toca uma
curva em apenas um ponto’. A nogdo de tangencia
pode ser adquirida ainda no ambiente escolar
(intui¢do secunddria), entretanto, apenas no locus
académico nos preocupamos com o cardter formal
de tangéncia local, principalmente nos primeiros
anos de estudo de Cialculo. De fato, se
prolongarmos a reta r em direcio ao lado
esquerdo, notamos que ela deixara de ser tangente
a curva descrita pelo grafico da figura 8, quando
observamos em toda a sua extensao.

¢

0 E f X

Figura 8: Retas tangentes ao grafico (FISCHBEIN,
1987, p. 18).
Por outro lado, localmente, a reta “r” € tangente a
curva na vizinhanca de um ponto no eixo Ox.
Aqui a interpretacdio da figura 8§, e,
consequentemente, a producdo de uma intuicdo
conjectural depende de modo {intimo do
conhecimento da definicdlo formal de reta

tangente.

Fischbein, como j4 mencionamos, em virtude da
larga influéncia recebida pelos trabalhos de
Piaget, analisa aspectos interessantes que apontam
a estreita ligacdo entre a sua perspectiva e as
formulacdes deste. Neste sentido, encontramos
num de seus artigos que “as intuicées sdo

baseadas em esquemas mentais” (FISCHBEIN &
GROSSMAN, 1997, p. 29). Em seguida
acrescentam que

esquema é sempre um sistema organizado de
interpretagbes sequéncias e procedimentos
conjuntos que expressam um nivel de
maturagcdo mental e uma quantidade
suficiente de experiéncia. Um esquema tanto
é estavel como flexivel (FISCHBEIN &
GROSSMAN, 1997, p. 30).

Assim, desde que os esquemas mentais
constituem, segundo Piaget, “os mecanismos
Jundamentais de  conceitualizagdo e da
manifestacdo de acées” (FISCHBEIN, 1978, p.
119), compreender os esquemas mentais que
explicam as acdes e os motivo da génese e
manifestacdo das acdes ou decisdes do estudante,
numa situagdo de resolucdo de problemas, exige
que entendamos as caracteristicas proeminentes
das intui¢Oes requeridas e acionadas por eles.

Para encerrar esta se¢do, destacamos as seguintes
reflexdes de Fischbein & Grossman (1997)

geralmente falando, intuicbes podem ser
pensadas como sendo baseadas em regras
estruturais que expressam tanto niveis de
maturagdo como niveis de treinamento. Se o
objetivo é influenciar intuicdes favordveis —
e isto é uma importante tarefa no processo
de ensino — temos que identificar a estrutura
esquemdtica e especifica de cada intuigcdo.
Encorajar o aprendiz a conjecturar, criar
situacoes desafiadoras. Outro modo é
colocar o estudante ante a conflitos
envolvendo crengas pessoais e solugoes
matematicamente aceitas (FISCHBEIN &
GROSSMAN, 1997, p. 43).

A orientagdo de Fischbein € clara no sentido de
conhecermos e controlarmos situagdes de

desequilibricdo/equilibracio entre crengas
intuitivas a priori e modelos matematicos formais
que encerram 0 potencial de

contrariar/contradizer, na medida do razoavel, tais
crencgas; entretanto, Fischbein alerta para o fato de
que muitos professores reagem negativamente
quando um estudante sugere uma solucdo ou
estratégia de solugdo antes de se tornar apto de
sustentar sua resposta de modo completo ou bem
organizada. (1999, p. 34) Uma vez apresentada
uma solu¢do ou estratégia por completo, no
entanto, o professor perde a oportunidade de lidar
diretamente com os raciocinios intuitivos de
cardter provisorio.

Na sequencia, apresentaremos algumas situacdes
especificas que podem funcionar como inspiragdo
em outras aplicacdes ou, em ultima andlise, uma
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adverténcia relativa a fatos aparentemente banais
e corriqueiros do ensino/aprendizagem, mas que
podem encerrar elementos dificeis de identificar e
compreender, até mesmo no caso de professores
com alguma experiéncia.

4 ALGUNS EXEMPLOS E APLICé(;()ES
DE SUA TEORIA E A FORMACAO DO
PROFESSOR

O ensino de Matemadtica padece de alguns males e
distorcdes que apresentam raizes profundas e sdo
consequéncias de condicionantes histéricos e
filos6ficos. Tais fatores, em sua origem,
pertencem ao préprio campo epist€émico do saber
matematico. O dpice de sua manifestacdo ocorre
quando reunimos professor e alunos em uma sala
de aula e notamos sua ocorréncia de forma velada
e dificilmente sdo detectados por profissionais
sem uma formagdo matemadtica especifica.

Assim, encontramos um ensino que privilegia
uma abordagem algoritmica e repetitiva. Um
ensino referenciado em crengas inadequadas
proporcionadas também pelos préprios livros
didéticos que negligenciam heuristicas preciosas.
Neste sentido, Lima (2001) alerta para o fato de
que

o modo de apresentacdo as vezes dd a
impressdo de ser intuitivo e experimental, as
vezes parece ser dedutivo, pois enuncia
alguns teoremas e até mesmo os demonstra,
embora nunca escreva a  palavra
“demonstracdo”, como se ela tivesse sido
banida no ensino de matemdtica. Essa
indefini¢do entre o heuristico e o logico
dificulta o acompanhamento da exposigcdo
(LIMA, 2001, p. 31).

Nao € incomum uma situagdo na qual o professor
se vale do cardter formal e rigoroso do saber
matemdtico e impde determinadas verdades
universais e inquestiondveis em sala de aula. De
fato, Fischein (1987, p. 68) lembra que
“aceitamos que a soma dos dngulos internos de
um tridngulo é 180° por intermédio da prova”.
Esta afirmag¢do torna-se preocupante quando
encontramos este hébito de aceitacdo, mediante
uma prova, de fatos e propriedades matemadticas.
Uma situacdo extrema ocorre em decorréncia da
“md qualidade dos livros do escolares” (LIMA,
2001), quando o aluno aceita, sem intuir e, até
mesmo, sem conhecer a prova ou a demonstragdo
do fato.

Em outros casos, identificamos a introducdo de
no¢des sem os  cuidados  necessdrios,

proporcionando a evolucdo de concepgdes
indesejadas. Quando mencionam a nog¢do de
conjunto, Fischbein & Baltsan (1999) esclarecem

na escola, o conceito de conjunto é usado em
vdrios contextos, geralmente, de modo
inconsistente. A maior dificuldade para os
estudantes é o fato de que o conceito de
conjunto é aceito em matemdtica como um
termo primitivo, conceito ndo definido, em
contraste com a definicdo formal que inicia
com um modelo intuitivo, a ideia de colecdo

de objetos (FISCHBEIN & BALTSAN, 1999,
p- D

Ademais, alguns tdpicos pertencentes ao curriculo
escolar, em razdo da sua natureza, impdem
dificuldades ao entendimento e, como resultado,
obrigam o professor a desenvolver e improvisar
determinadas argumentacdes e a exploracdo de
metéforas’ que, em uma perspectiva formal,
incorrem em contradicdes e inconsisténcias com
referéncia a um modelo matemético.

Richard (2004, p. 258) comenta um exemplo
ocorrente quando para o aluno de 15 e 16 anos, “a
primeira intuicdo pode ser equivocada, pois a
visualizacdo do desenho de uma espiral parece
percorrer um caminho indefinidamente em torno
de um ponto de chegada”. Uma das dificuldades
aqui reside na passagem ao infinito (figura 9).

Richard também discute o tratamento algébrico,
tradicionalmente dispensado para este tipo de
problema no ensino de séries geométricas. Assim,
quando mostramos ao aluno este tipo de
procedimento pela primeira vez, instituimos um
tipo de funcionamento do cdlculo analitico. (op.cit
p. 259) O entrave’ verificado no ensino é que, se
desenvolvendo prioritariamente os cdalculos, o
papel e a fungdo do desenho ou figura passam a
ser reduzidos ou eliminados completamente
(figura 9-11).

Esse reducionismo € explicado por Vergnaud
(1991, p. 79), quando comenta que a matemdtica
é um conhecimento e ndo uma linguagem [...]
Mesmo que possa ser constituida com base em
enunciados, textos e representagdes, sdo os

® Fischbein (2001, p. 312) explica que o termo metifora apresenta
uma defini¢d@o original no sentido de transferéncia de significado de
um conceito para outro. Além disso, analogias, paradigmas,
metdforas e diagramas, etc. sdo todos modelos mentais. Eles sdo
substitutos que podem nos auxiliar em vdrias classes de problemas.

’ Fischbein (2001, p. 314) aponta outros entraves no ensino quando
explica que adolescentes e adultos, mesmo quando estdo conscientes
da natureza abstrata dos objetos geométricos, continuam pensando
em termos de modelos figurais e esbocam conclusdes legitimados
nestes modelos particulares, porém, isto pode ocasionar conclusdes
incorretas.
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conceitos e teoremas que constituem o seu
conteiido.
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Figura 9: Richard (2004, p. 258)

O professor, ordinariamente, prefere tal
expediente que reduz a aplicagdo do saber a um
conjunto de regras, uma vez que, ao final dos
célculos, ele mesmo transmite a sensagdo de que
ndo houve necessidade de uma exploragdo da
figura (ilustracdo 9-I). Assim, no momento da
avaliacdo, o conhecimento que serd auferido pelo
mestre se restringe ao algoritmico-operacional,
referendado pela aplicagdo de um método formal
de resolugdo, uma vez que as intuicdes produzidas
e mobilizadas pelos estudantes, nem sempre
verbalizadas, ndo obtiveram o aproveitamento e a
andlise adequada. O poder coercitivo do
raciocinio intuitivo, como menciona Fischbein,
nao é experimentado de modo idiossincrésico pelo
estudante.

Tal atitude docente que prioriza o raciocinio
formal em detrimento do intuitivo nio pode ser
vista como casual e/ou isolada. Por vezes, ela é
consequéncia de um movimento de busca no
interior da prépria ciéncia. Neste ambito,
Fischbein (1999, p. 12) sublinha que uma
tendéncia basica nos tempos modernos ¢é a
tentativa de purificacdo de nosso conhecimento
do subjetivo, interpretacdes diretas e crengas sao
colocadas de lado a favor da objetividade e do
rigor.

Em outra situagdo, Fischbein (op.cit p. 24) discute
. . X X .
a seguinte equacao E+§ =5. Ele menciona a

técnica usual empregada, que consiste em
eliminar os denominadores comuns. Obtemos
assim: (1) 3x+2x=30;(12) 5x=30; (3) x=6.
Ele observa que, por transitividade, podemos
concluir que a equacdo (1) e (4) s@o equivalentes.
Destaca, todavia, que o conceito de ‘equivaléncia’
ndo é ensinado de modo explicito em nivel escolar
(op.cit p. 24). Note-se que o referido conceito
surge em séries iniciais da instrug¢do, nas quais o

aluno aprende, por exemplo:
12:2=6—>6=12:2, ou ainda observa
quel2:2=6 e 6=2%x3..12:2=2%3. Fischbein
questiona se fatos como este, triviais, para quem
conhece, e estranhos para quem se depara pela
primeira vez, sao intuitivos ou evidentes.

Respostas para suas colocagdes ndo permitem, em
virtude do que ja temos discutido, um carater
reducionista ou superficial. Seu delate requer um
profundo debrugamento e dedicacdo por parte do
professor. Afinal, Piaget dedica cerca de cinco
décadas  para  compreender  determinadas
operagdes e esquemas cognitivos de pensamento
mobilizados em torno da aquisicdo bdsica das
quatro operacoes.

Por outro lado, é sempre mais comodo para o
professor de Matemadtica usar o proprio método
axiomdtico como metodologia de ensino e
apresentacdo da  Matemdtica. Uma  das
consequéncias desta atitude € apontada por
Poincaré (1921) quando explica

um  matemdtico  usa  uma  regra.
Naturalmente ele inicia demonstrando tal
regra; e quando a demonstragdo estd clara
em sua memoria e o mesmo compreende
perfeitamente o seu significado, o mesmo
passa a empregd-la de um modo mecdnico

(POINCARE, 1921, p. 384).

Por outro lado, o risco que corremos no ensino € a
permissdo ou o incentivo, por parte do professor,
do emprego mecanico de rotinas algoritmicas.
Note-se que, “em principio, um algoritmo pode
ser aprendido por repeticdo, pela prdtica’.
(FISCHBEIN, 2000, p. 52) Entretanto, no
algoritmo da subtracdo, por exemplo, algumas
coisas podem ser mais complexas do que se
apresentam.

De fato, por tras do algoritmo da subtracdo, existe
um “modelo primitivo, concreto, com o qual, em
algumas instdncias, alguns de seus passos podem
conflitar com outros passos do mesmo algoritmo”
(FISCHBEIN, 2000, p. 53). O neglicenciamento
de questdes particulares e localizadas como esta
pode ndo comprometer a evolucdo cognitiva do
aluno num curto prazo; mas suas consequéncias
nefastas podem ser observadas a longo prazo.

Neste sentido, ndo é incomum identificarmos no
ambiente académico licenciandos de semestres
elevados que manifestam insegurancas e
incertezas em explicar, de modo convincente, ndo
apenas para si, mas também para terceiros, o
motivo das igualdades e quais dos itens (I), (IT) ou
(IIT) encerram verdades ou inconsisténcias. Quais
podem ser aceitos de modo intuitivo?

48 Conex. Ci. e Tecnol. Fortaleza/CE, v. 5, n. 1, p. 38-54, mar. 2011.



A CONTRIBUICAO DE EFRAIN FISCHBEIN PARA A EDUCACAO MATEMATICA E A FORMACAO DO PROFESSOR

Observamos que, neste caso, temos a
circunstancia caracterizada por Fischbein, Barbat
& Minzat (1971) que se coaduna ao item (b). De
fato, aos olhos de um aprendiz, ndo identificamos
em cardter imediato as relagdes intuitivas
estabelecidas; diferentemente, a mesma
dificuldade nao observamos no estudo da
Geometria, que ndo € outra coisa se nao uma
representacdo espontdnea do espagco
(VERGNAUD, 1991, p. 80), todavia, o
especialista sabe que a conceitualizacdo encontra
suas raizes e critérios na representacdo abstrata do
real.

(1) 8% =(2°) = (2)2 =(2) =2

() (-8) = (-2 ) = (-2) = (-2) = 2
(1) (-8): = (—8)% = ((-8)’ )é — (64)s =
= (26)é _(2)i=(2) =2

Por outro lado, ndo nos frustramos se oferecemos
a um académico a seguinte expressdao

llmx N xz—, pois, rapidamente, nos forneceria
a resposta obtida pelo emprego de uma técnica
algoritmica estabelecida ad hoc, que em nada
explica a natureza intuitiva deste objeto

matemdtico que chamamos de limite.

Para encerrar nossos exemplos, assumimos a
hiptese que em uma situagdo-problema
apresentarmos a figura 10-I, exibida para um
estudante sem  nenhum  treinamento e
conhecimento em Geometria Espacial. Em
seguida, se requisitarmos para ele completar a
referida figura, que resultado podemos esperar?
Note-se que ¢é relativamente facil encontrar nosso
sujeito, uma vez que, em muitas escolas de nosso
Estado, nao se ensina Geometria®.

arn

@

Figura 10: Descri¢do de uma figura espacial.

8 Apesar de ndo serem recentes, as conclusdes de Pavanello (1989, p.
180) explicam a situagdo de ensino hodierno quando afirma que a
Geometria ¢ praticamente excluida do curriculo escolar ou passa a
ser, em alguns casos restritos, de uma forma muito mais formal a
partir da matemdtica moderna.

Conex. Ci. e Tecnol. Fortaleza/CE, v.

Observamos aqui que o sujeito se apoiard em suas
imagens mentais vivenciadas no seu dia a dia com
base em objetos do mundo fisico. Por outro lado,
ao aluno com algum treinamento formal (intuicdes
secunddrias), esperamos que ele mesmo manifeste
uma percep¢do de linearidade, regularidade,
profundidade da figura 10-II. Esta ultima
propriedade merece ser comentada, afinal, apesar
de exibir um viés intuitivo, em geral, no ensino de
Geometria Espacial, as representagdes sao
exibidas no plano, como o cubo da figura 10-I,
transmitindo uma falsa impressdo de pertencerem
ao espaco tridimensional.

Em relacio a atividade solucionadora de
problemas como a situagdo passada, Fischbein
explica que

0 processo de solugcdo de problemas,
usualmente, passa por trés fases. No
primeiro, o solucionador investe seu esforco
mdximo nas tentativas de vdrias estratégias,
hesitacoes, recuperagcdo de esquemas e
modelos previamente adquiridos em outro
contexto. Este processo é mais ou menos
consciente por que as estratégias usadas sdo
relativamente  conscientes (FISCHBEIN,
1999, p. 34).

Subitamente, o solucionador passa a sentir a
sensacdo de que encontrou uma solucdo, todavia,
ele nem sempre possui todos os elementos para a
solugcdo, isto é, do ponto de vista formal e
analitico. Na segunda fase, observamos que

o solucionador tem em mente uma ideia
global de  uma  representagdo e
principalmente do tratamento da dire¢do
que deve escolher. [...]Esta é também uma
intuicdo, um  intuicdo  antecipatoria,
chamada as vezes de momento de

‘tluminacdao’ (FISCHBEIN, 1999, p. 34).

Nesta fase, todas as intuigdes mobilizadas sdo
fundadas numa sensacdo de convicgdo, um
sentimento de certeza, antes que a cadeia formal —
baseada numa solucdo analitica — tenha sido
estabelecida pelo solucionador, momento no qual
ocorre a preponderdncia do raciocinio légico-
formal.

4 CONSIDERACOES E
RECOMENDACOES FINAIS

Fischbein & Gazit (1984) advertem para o
argumento de que

no processo de ensino algumas atitudes
intuitivas devem ser ignoradas. Se estiverem
corretas, elas auxiliam o aprendiz adquirir e
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integrar os conceitos cientificos
correspondentes. Se ndo forem
objetivamente aceitas, deverdo ser

eliminadas e representagdes intuitivas
adequadas devem ser desenvolvidas no seu
lugar. Se o programa de professores ndo
atende tais tendéncias intuitivas, ele
continuard a enganar o aprendiz com
respeito a estruturas conceituais que tem
sido ensinadas (FISCHBEIN & GAZIT,
1984, p. 2).

As colocagdes de Fischbein & Gazit, apesar de
veiculadas em artigos de circulacdo cientifica na
década de 1980, preservam uma
contemporaneidade inquestiondvel. De fato, o
quadro atual do ensino de Matemdtica ainda é
marcado por problemas seculares que determinam
seu vigor em sala de aula nos dias atuais. De fato,
o ensino/aprendizagem de Matemadtica é ruim em
consequéncia, pelo menos em boa parte, da
qualidade de formacdo do professor e egressos das
IES.

Um ensino deficiente, consequéncia de uma
formagdo e um programa de preparacdo de
professores inadequado ou anacrdnico, provoca
atitudes e crengas nos futuros professores que se
perpetuam em sala de aula e influenciam de modo
marcante e determinante todo o periodo escolar.
Neste sentido, Fischbein (1999, p. 24) lembra que
em algumas ocasides o estudante manifesta o
sentimento de que provas e definicoes sdo
supérfluos.

Evitar esse ponto de vista adquirido pelo
estudante se constitui tarefa complexa e exige
vigilancia constante do formador de professores
de Matemdtica; todavia, o mencionado ponto de
vista limitado do conhecimento matemdtico no
que diz respeito as provas de demonstragdes
evolui na medida em que o estudante ndo alcanga
o significado da matemdtica como uma ciéncia
dedutiva, formal, rigorosa (1999, p. 24).

Reconhecemos a dificuldade em se trabalhar as
concepgdes do estudante no sentido de
compreender que o saber matematico € passivel
de limitagdes e contradi¢cdes. Tal entendimento
poderia valorizar uma atitude intuitiva de
apreensdo dos objetos conceituais proprios desta
ciéncia, todavia, uma media¢do do docente no
sentido exatamente contrdrio ao que relatamos ¢é
encontrado no processo de investigagdo do
matemadtico profissional, na medida em que
observamos

que um matemdtico continua o seu trabalho
em qualquer ramo, ele descobre novos
conceitos que sdo dignos de serem

introduzidos e desenvolvidos. Segundo, na
medida em que seu trabalho avanga, seus
conceitos sdo cada vez menos evocados da
experiéncia e, cada vez mais reconditos da
mente humana (KLINE, 1962, p. 661).

Uma atitude preventiva com a intengdo precipua
de evitar a eliminacdo paulatina da subjetividade,
das aprendizagens heuristicas e idiossincrésicas,
consubstancia-se com a  valorizacdo e,
consequentemente, a exploragdo das faculdades
intuitivas; embora sua exploracdo eficaz podera
ser alcancada na condi¢do em que estejamos
conscios do que se tratam e quais sdo suas
caracteristicas. E neste sentido, a teoria que
discutimos proporciona implicagdes auspiciosas.
Com efeito, é flagrante a preocupacdo de
Fischbein, quando menciona
falando geralmente, com respeito ao ensino
de matemdtica, é muito importante que o
professor compreenda a interagdo entre o
intuitivo e o formal, e o0s aspectos
procedurais dos processos de compreensdo,
recordagdo e solugdo de problemas

(FISCHBEIN, 1999, p. 28).

Muito embora na academia nao observemos esse
cuidado por parte de professores formadores, a
impressdo que adquirimos € a de que o que
importa é o ensino, uma vez que muitos ainda
acreditam que a aprendizagem € apenas uma
consequéncia imediata de uma exposi¢do
magistral e impecdvel por parte do professor, com
énfase no cardter 16gico-formal da teoria. Tal
modus operandi do profissional do ambiente
académico é explicado por Poincaré (1921, p.
213), quando adverte o fato de que “a intuicdo
ndo nos fornece o rigor, nem igualmente a
certeza; que deve ser reconhecida
paulatinamente”.

Realmente é preocupante uma ideia de formacdo
de professores que privilegia o raciocinio 16gico-
formal em detrimento do intuitivo, tendo em vista
que, como mencionou Poincaré, ndo alcancamos o
rigor por esta via. No outro extremo, o docente
atribui o rigor matemdtico como o principal alvo a
ser atingido. A crenga é a de que, aprendendo
todos os teoremas € suas respectivas
demonstragdes, a aprendizagem com significado
serd garantida. Fischbein & Mariotti (1997)
descrevem com elegincia tal crenca que atua de
modo decisivo no ensino/aprendizagem quando
relatam que

em matemdtica, como um conhecimento
tedrico, uma regra bdsica é executada por
meio do processo de defini¢do e validagdo.
Primeiro, todos os objetos com os quais
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lidamos, devem estar claramente definidos.
Entdo propriedades sobre tais objetos
devem ser consideradas como verdadeiras
somente no caso em que derivam de outras
afirmagées via argumentos com que a
comunidade cientifica aceita (FISCHBEIN
& MARIOTTI, 1997, p. 219).

Se analisamos, no entanto, o referido quadro
desde uma perspectiva mais ampla, evidenciamos
que na realidade o mecanismo funciona de um
modo muito mais complicado do que podemos
presumir. Neste sentido, recordamos o arcaismo
de algumas concepgdes do passado, quando
identificamos que “alguns filésofos, tais como
Platdo e Socrates, acreditavam que as verdades
eram plantadas em nossas mentes por Deus”
(KLINE, 1962, p. 662).

De modo pitoresco, encontramos sem muitas
dificuldades professores que agem e professam
seu discurso fundamentado em perspectivas
“reducionistas” e arcaicas da aprendizagem em
Matematica. Nao estamos falando aqui de
influéncias metafisicas ou esotéricas de outros
campos do conhecimento. Destacamos tdo
somente as influéncias internas (como as correntes
filoséficas do formalismo elou logicismo’) a
prépria Matemdtica que determinam e condiciona
a visdo, o hdbito e a concretizacdo do oficio de
que ser professor em sala de aula.

Por outro lado, para se efetivar um ensino livre ou
‘parcialmente’  distante = destas  concepgdes
anacrdnicas, torna-se imprescindivel conhecer
tanto as  tendéncias  atualizadas  sobre
ensino/aprendizagem de Matemadtica.

Numa ripida observagdo das teorizagdes que
propdem agdes voltadas ao ensino/aprendizagem
de Matematica, respeitando as caracteristicas
epistemoldgicas deste saber, identificamos, na
maioria dos casos, a influéncia da teoria
psicogenética elaborada por Jean Piaget.

O caso de Fischbein constitui um exemplo mais
atual, sublinhando, entretanto, que no inicio dos
seus estudos na década de 1980, ele recebeu
influencia de Gerard Vergnaud, criador da Teoria
dos Campos Conceituais. De fato, ao mencionar
as possiveis significacdes atribuidas a nogdo de
esquema cognitivo, que esti presente tanto em
Piaget como em Vergnaud, ele recorda que este

ultimo atribuiu uma profunda releitura da referida

® Grey (2008, p. 380) lembra que a precisdo da Matemdtica é devida
a uma combinagdo entre pensamento e sua linguagem, por meio da
qual seu pensamento é expresso. A corrente filosofica do formalismo
prioriza o papel da linguagem como um fator condicionador do
pensamento.

nocdo, ao descrever que um esquema “gera agdes
e deve conter regras. Um esquema ndo é um
esteredtipo e como uma Ssequencia de agoes
depende  de  pardmetros da  situacdo”
(FISCHBEIN & MARIOTTI, 1997, p. 29).

Na condicdo de um entendimento maior desta
nocdo e sua importancia na Psicologia Cognitiva,
sublinhamos ainda a ideia de que

um esquema € Sempre um Sistema
organizado de interpretacbes seqiienciais e
Jjuntamente procedurais para certo nivel de
maturagcdo e um suficiente volume de
experiéncia. Um esquema é tanto estdvel
como flexivel. Ele expressa um caminho de
pensamento, interpretacdo e solucdo. De
fato, o conceito formal de prova matemdtica
é um esquema mental, por que é expresso
pelo principio de que em matemdtica a
verdade de um enunciado ndo é estabelecido
pela confrontacdo com a realidade, porém
dedutivamente em conformidade das regras
légicas. Uma criangca de 8 anos de idade
ndo possui esquemas para compreender a
necessidade de verificagdo de um enunciado
aparentemente evidente (FISCHBEIN &
MARIOTTI, 1997, p. 30).

Apesar de sua extensdo, essa citacdo expressa a
profundidade e as ligagdes conceituais
estabelecidas entre os tedricos mencionados.
Notem-se os termos ‘maturagdo’ e ‘experiéncia’
destacados por Fischbein & Mariotti. Enquanto
isso, no caso do estudante, o professor deve
observar se o nivel maturacional permitird a
manifestacio de determinada intui¢do ou uma
reequilibracdo a partir de um conflito cognitivo
vivenciado pelo estudante ante a determinada
tarefa.

Decerto, a coordenacdo e o controle desses
elementos numa turma de 25 alunos sdo
impraticdveis. De fato, muitos dos elementos
discutidos até aqui sdo considerados de modo
mais sério, na condi¢do em que o ensino de
Matematica € tomado como uma atividade séria,
que exige ndo apenas um dominio especifico do
conteddo e de ‘teorias cognitivistas generalistas’,
e sim um olhar especifico e preciso, semelhante
ao que Piaget, Vergnaud e, na sequéncia,
Fischbein lancaram sobre a aprendizagem de
Matematica.

Certamente, na tarefa diddtico-pedagégica, o
professor enfrenta indmeras dificuldades, neste
sentido, Fischbein orienta neste sentido que

num primeiro olhar, notamos que seria
favordvel um processo de ensino no qual as
solugbes intuitivas coincidissem com as

Conex. Ci. e Tecnol. Fortaleza/CE, v. 5, n. 1, p. 38-54, mar. 2011. 51



A CONTRIBUICAO DE EFRAIN FISCHBEIN PARA A EDUCACAO MATEMATICA E A FORMACAO DO PROFESSOR

solucoes obtidas por meio de uma andlise
logica. Porém, a realidade diddtica é bem
diferente (FISCHBEIN, 1999, p. 21).

Como jd mencionamos, no ensino de Matematica
ocorre muitas vezes o reducionismo' da
percep¢do desta ciéncia como um dominio de
técnicas manipulatérias“, o que fortalece, com
relacio aos pequenos, a visdo de que a
Matematica é ‘abstrata’, como se tal peculiaridade
ndo fosse gozada por nenhum outro ramo do saber
cientifico. Neste sentido, vale recordar que muitos
especialistas ndo conseguiram uma formulacio
razodvel para o significado do termo ‘abstrato’,
como menciona, por exemplo, o matemadtico
agraciado com a medalha field, Jean Dieudonée ao
declarar que

muitos dos didlogos encontrados em Platdo
apresentam por tema a tentativa de
elucidagcdo de palavras como “abstrato”,
empregada na linguagem corrente sem que
a concebamos claramente o que ela designa

(DIEUDONE, 1987, p. 48).

Com referéncia especifica aos conteidos da
Geometria Plana, Morris Kline esclarece

a introdugcdo gradual a novos conceitos
matemdticos que mais e mais partem de
formas da experiéncia encontram seus
paralelos em geometria. Pensamos em
pontos, retas, linhas, tridngulos, e em
poucos outros conceitos elementares que
ndo sdo mais do que abstragées da
experiéncia, e que ndo sdo verdadeiros na
maioria das curvas que a geometria
considera (KLINE, 1962, p. 661).

De modo pitoresco, a falta de definicao e precisio
do vocabulo ‘abstragdo’, como o entendemos e o
empregamos, nao constitui rara excecdo. De fato,
vimos ao decorrer de nossa discussdo que Efrain
Fischbein surge como um dos educadores
matemdticos  que  denuncia  semelhantes
problemas, de ordem epistemoldgica, filosofica e,
principalmente, psicoldgica, com respeito ao
sentido/significado das expressdes ‘raciocinio
intuitivo’, ‘intuicdo matemdtica’, ‘evidéncia
matematica’, ‘autoevidéncia e ‘abstracio’.

Certamente, até mesmo para oOs matematicos

' Um dos reducionismos que apontamos no ensino de Matemitica é
o desenvolvimento de um ensino arbitririo baseado em verdades
inquestiondveis, entretanto, demonstragdes e provas devem
convencer e obter a aceitagdo ndo apenas dos matemdticos
(SWART, 1995, p. 43), mas também dos estudantes.

" Desavisados procuram enfraquecer este viés com énfase num outro
extremo, vulgarmente chamado de ‘lidico’. Este tipo de abordagem,
por vezes superficial, no ensino de matemadtica recebe criticas de
Fischbein ao explicar que a eficiéncia de modelos concretos depende
da natureza de sua relagdo com os conceitos correspondentes da
Matemdtica (1977, p. 162).

profissionais, algumas desses termos ou
terminologias findavam por ser empregadas, sem
passar uma assepsia epistémica adequada, como
se tal necessidade fosse um privilégio Unico da
Matemadtica; mas basta notar, ao longo da Histdria
da Matematica, que

por séculos os matemdticos tentaram
encontrar uma prova para o 5° postulado
euclidiano. O postulado parecia correto mas
ndo auto-evidente do suficientemente. O
problema bdsico com este postulado — em
qualquer modo de expressd-lo — é que o
mesmo admite, implicita ou explicitamente,
a possibilidade de infinitas retas (KLINE,

1987, p. 63).
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Figura 11: Kline (1962, p. 554)

Temos na figura 11 um exemplo cldssico no qual
as ideias psicoldgicas envolvidas e que descrevem
determinadas propriedades enganam o0s nossos
sentidos, nomeadamente, nossa visdo. O 5°
postulado' confundiu mateméticos de extrema
grandeza e profunda sabedoria, no sentido de ser
aceito intuitivamente ou nao.

Em todo caso, uma marca registrada na atividade
do matemadtico profissional diz respeito ao seu
empenho e dedicag¢do em relacdo a dois aspectos.
O primeiro, o intuitivo, que funciona como
propulsdo e start inicial das ideias que mobiliza.
O segundo diz respeito ao raciocinio légico
empregado para a formalizacdo e possibilidade do
estabelecimento de uma verdade inabaldvel.
Poincaré dizia que ndo podemos fugir dessa
situacdo, uma vez que

é impossivel compreender o trabalho de
qualquer matemdtico sem distinguir dois
diferentes tipos de mente. Uma se ocupa
com a logica; para ler os trabalhos [...]
A outra ¢é guiada pela intuicdo
(POINCARE, 1921, p. 210).

Mas quando falamos da matemética escolar, longe

12 A Histéria da Matematica aponta iniimeros matematicos que nio
aceitaram de imediato a verdade proporcionada por este postulado.
Neste contexto polémico cabem as colocagdes de Bunge (1996, p.
123) quando explica que o que € psicologicamente 6bvio ndo precisa
ser logicamente imediato.
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da academia, o professor de matemd4tica necessitar
conhecer tais demandas e alguns dos dilemas que
discutimos neste artigo? Nossa argumentagdo até

aqui

mostra-se ampla e tenciona fortalecer

justamente a necessidade da compreensdo destes
dilemas. E o desconhecimento de muitos dos
elementos que abordamos, explicam a qualidade
atual do ensino de matemadtica, que ndo pode ser
muito melhor do que o nivel dos professores que
nele atuam, e que se referenciam nos seus antigos
formadores.

REFERENCIAS

(1]

(2]

(3]

(4]

(5]

(6]

(7]

(8]

[9]

(10]

BALACHEFF, Nicolas. (1987). Processus
de preuve et situation de validation. In:
Educational Studies in Mathematics, v. 18,
pp- 147-176.

BUNGE, Mario. (1996). Intuiticién y
Razon, 1* édition, Buenos Aires:
Delbolsillo.

COUTURAT, Louis. (1973). L’infinit

Mathématiques. Paris: Librarie Scientifique
et Techinique.

DIEUDONNE, Jean. (1987). Pour I'honneur
de I"esprit humain. Paris: Hachette.

FISCHBEIN, E. (1969). Enseignement
Mathématique et Développement
Intellectuel. In:  Educational Studies in
Mathematics. v. 38, n. 11, p. 290-306.

FISCHBEIN, E.; BARBAT, I. & MINZAT,
1. (1971). Intuitions primaries et intuitions
secondaires dans 1 initiation aux probabilité.

In: Educational Studies in Mathematics. v.
4,n. 12, p. 264-280.

FISCHBEIN, Efrain. (1977). Image and
Concept in learning mathematics. In:
Educational Studies in Mathematics. v. 8, n.
4, p. 153-165.

FISCHBEIN, Efrain. (1978). Schemes
virtuels et  Schemes  actifs  dans
1"apprentissage des Sciences. In: Revue
Francaise de Pédagogie. N° 45, n. 15, p.
119-125.

FISCHBEIN, Efrain ; TIROSH, Dina. &
MELAMED, U. (1981). Is it possible to
mesure the intuitive acceptance of a
mathematical statement? In: Educational
Mathematics Studies, v. 3, n. 23, p. 491-
512.

FISCHBEIN, E. & GAZIT, A. (1984). Does

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

(18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

the Teaching of Probability improve
probabilistic intuitions. In: In: Educational
Studies in Mathematics. v. 15, n. 17, p. 1-
24.

FISCHBEIN, E. (1987). Intuition in science
and mathematics: an educational approach,
Netherlands: D. Reidel Public, Mathematics
Educational Library.

FISCHBEIN, Efrain. (1993). The Theory of
Figural Concepts. In: Educational Studies in
Mathematics. v. 24, n. 22, p. 139-162.

FISCHBEIN, E. & MARIOTTI, M. A.
(1997). Defining in Classroom Activities.
In: Educational Studies in Mathematics. v.
34, n. 32, p. 219-248.

FISCHBEIN, Efrain. & GROSSMAN, A.
(1997). Schemata and intuitions in
Combinatorial Reasoning. In: Educational
Studies in Mathematics. v. 34, n. 9, p. 27-
47.

FISCHBEIN, E. & BALTSAN, M. (1999).
The mathematical concept of set and the
‘collection’ model. In: Educational Studies
in Mathematics. v. 37, n. 10, p. 1-22.

FISCHBEIN, Efrain. (1999). Intuitions and
Schemata in Mathematical Reasoning. In:
Educational Studies in Mathematics. v 38, n.
11, p. 11-50.

FISCHBEIN, Efrain. (2000). Psychology
and Mathematics Education. In:
Mathematical, Thinking and Learning. New
York: Lawrence Erlbaum Associates, p. 47-
58.

FISCHBEIN, Efrain. (2001). Tacit models
and Infinity, In: Educational Mathematics
Studies, p. 309-329.

GREY. Jeremy. (2008). Plato’s
Oxord: Princenton University.

KLINE, Morris. (1962). Mathematics: a
cultural approach. New York: Addison
Wesley Publishing Company.

PAVANELLO, M. R. (1989). O abandono
do ensino de Geometria: uma visao histérica
(tese). Sao Paulo: Universidade Estadual de
Campinas.

POINCARE,  Henri.  (1921). The
foundations of the Sciences. New York: The
Science Press.

STEWART, Ian. (1995). Nature’s Number:
the Unreal Reality of Mathematics. New

Ghost.

Conex. Ci. e Tecnol. Fortaleza/CE, v. 5, n. 1, p. 38-54, mar. 2011. 53



A CONTRIBUICAO DE EFRAIN FISCHBEIN PARA A EDUCACAO MATEMATICA E A FORMACAO DO PROFESSOR

York: Basic Books.

[24] VERGNAUD, Gerard. (1991). Langage et
pensée dans I"apprentissage des
mathématiques. In: Revue Francaise de
Pédagogie, v. 98, n. 8, p. 79-86.

[25] ZASLAVSKY, O. (2005). Seizing the
opportunity to create uncertainty in learning
mathematics. In: Educational Studies in
Mathematics. v. 60, n. 5, p. 297-321

Conex. Ci. e Tecnol. Fortaleza/CE, v. 5, n. 1, p. 38-54, mar. 2011.



