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Resumo

Neste trabalho discutimos a utilizacio das provas matematicas
e demonstra¢des através de procedimentos construtivos e
l6gicos, no sentido de reforcar a compreensao do aluno e obter
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um aprendizado mais concreto e completo. Para isso,
estudamos diferentes tipos de demonstracdo, tais como
Demonstragdo Direta, Por Contraposicdo/Por Absurdo, Por
Contradicdo, Por Induc¢do e Exaustdo, bem como os beneficios
de suas aplicagdes durante as aulas de matematica e o uso de
processos construtivos no processo de ensino e aprendizagem.
Apresentamos alguns objetos matematicos, analisando
diferentes propostas de demonstracdes e construgdes
algoritmicas, que reforcam o experimento em sala de aula
como ferramenta de ensino. Nosso objetivo é discutir a
utilizacdo das provas e demonstracdes através de
procedimentos construtivos e légicos, no sentido de reforcar a
compreensdao do aluno no processo de aprendizagem na
educacdo basica. Ao realizar demonstragdes construtivas, os
alunos podem experimentar, fazer conjecturas e dar um
sentido ao conhecimento matematico antes de formaliza-lo.

Palavras-chave: ~Demonstragdes, Processos Construtivos,
Construgdes Algoritmicas, Algoritmos, Construgdes
Geométricas.

Introducdo

Atuando como professora de Matematica no ensino
fundamental e médio ha quase dez anos, percebi que muitas
das dificuldades apresentadas pelos alunos decorrem da
maneira excessivamente técnica como ela vem sendo ensinada.
H4, em nossas escolas, uma concep¢do de que a Matematica é
constituida apenas por um conjunto de técnicas. Como
consequéncia disso, o ensino de Matematica se volta para a
transmissdo mecanica dessas técnicas. O professor repassa os
conteudos, apelando apenas para o uso de regras, muitas vezes
sem justificativa, forcando o aluno a absorver esse
conhecimento pela mera repeticdo dessas regras.

Para levar a Matematica o mais préximo possivel da realidade
do aluno, o professor enfatiza aplica¢cdes e, muitas vezes, as
demonstracdes sdo deixadas de lado. Um dos objetivos da
demonstracdo é convencer os estudantes, através da razio e da
intuicdo, sobre a verdade de certas afirmacdes.
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Para o racionalista René Descartes (2001), as demonstragdes
comumente utilizadas estdo de acordo com esse método, onde
um teorema é comprovado a partir de diversas afirmacdes ja
consideradas verdadeiras, os axiomas.

Por outro lado, se a demonstragao for construida com o aluno,
em seu nivel de entendimento, a aprendizagem serd mais
eficaz. Vale ressaltar que nem sempre os contetidos
matematicos tém aplica¢des reais, mas ainda assim ndo deixam
de ter significado, e € muito importante que esse significado
seja evidenciado e se relacione com o senso comum.

A Matematica estudada nas escolas é geralmente a matematica
formalista, que consiste em uma ciéncia da deducdo formal,
dos axiomas para os teoremas. Os seus termos primitivos sao
indefinidos e as suas afirmacdes ndo tém conteido até a
interpretarmos. Sendo assim, esse “objeto de ensino” deveria
ser transmitido por quem pode oferecé-lo (professor) a quem
ndo o possui (aluno) sem risco de que o conhecimento se
modifique durante esse processo.

Segundo Lima (2013), a maioria dos professores considera os
conceitos matematicos como objetos prontos, ndo percebendo
que eles deveriam ser (re)construidos pelos alunos, de modo
que os facam superar os obstaculos epistemolégicos e
minimizar as dificuldades conceituais. E importante que o
professor conheca as etapas do conhecimento matematico,
bem como as necessidades mentais e sociais que levaram o
homem a produzir e utilizar esses conhecimentos, para que,
em sala de aula, seus alunos possam reconstrui-los a sua
maneira.

Alguns estudiosos como John Dewey (1859-1952) em seu livro
Psicologia do Ndmero (1895), vém difundindo uma reacdo
contra o formalismo (um ensino da matematica voltado para o
uso de exemplos). Para mudar essa realidade, deve haver uma
mudan¢a de postura do educador, que deve romper os pré-
conceitos a respeito da superestimagdo do conhecimento
matematico e, principalmente, resgatar o carater investigativo
da Matematica, fazendo com que suas ideias sejam exploradas
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e desenvolvidas pelo aluno a partir dos seus conhecimentos
prévios.

O sistema educativo, implantado com a Logse26 na década de
1990, apostava em estratégias como a de “aprender a
aprender” ou a de “aprender a pensar’, mas o sistema
continuou sendo o formal, com aplicacdo de conceitos e
demonstracgdes técnicas, por vezes sem fundamento concreto.
Se a intuicdo é usada no “fazer matematica”, por que ndo usa-la
em sala de aula, quando estamos ensinando matematica?

Em sala de aula, percebe-se que o “fazer” (diferente do
executar, do tarefeiro) torna a matematica mais natural. Sendo
assim, quando os conceitos sdo apresentados de forma
construtiva, utilizando o raciocinio e a dedugdo, o aluno
consegue adquirir um melhor aprendizado. “Construir a
Matematica”, com o objetivo de ensina-la, é uma necessidade,
ja que a falta de clareza com relacdo ao papel que ela deve
desempenhar no corpo de conhecimentos sistematizados pode
ser o principal responsavel pelas dificuldades cronicas de que
padece o seu ensino.

Diante do exposto acima, surgem o0s seguintes
questionamentos: Como melhorar o ensino da Matematica na
Educacdo Basica? Que importdncia tem o wuso de
demonstracdes nas aulas de Matematica? Os alunos do ensino
fundamental conseguem compreender os passos das
demonstracdes  apresentadas pelos  professores? A
demonstracdo tem algum significado para o aluno? De que
maneira o uso dessa ferramenta pode ser mais eficaz?

Sendo assim, este trabalho propde discutir a utilizacdo das
provas e demonstragcdes através de procedimentos
construtivos e légicos, no sentido de refor¢ar a compreensao
do aluno no processo de aprendizagem na educacio basica.

26 Ley Organica General del Sistema Educativo (Fonte: O Ensino da
Matemaica - Fundamentos Teodricos e Bases Pedagogicas, 2006)
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Demonstracoes e Construgcées

No trabalho Proofs and Refutations, Imre Lakatos (1976)
defende que a Matematica desenvolve-se a partir de um
problema (situagdo-problema) e de wuma conjectura
(possibilidade de resposta), com teoria a tomar forma. Para
Lakatos, demonstracdo ndo é um processo mecanico, que
conduz a verdade numa cadeia inquebravel das hipéteses as
conclusoes. Significa, antes, um conjunto de explicagdes,
justificacdes, elaboracdes que tornam a conjectura mais
plausivel e mais convincente, além de um processo de
desenvolvimento e descoberta.

A demonstragdo em matemdatica é uma das competéncias
indicadas nos Parametros Curriculares Nacionais (1999) para
o ensino fundamental e para o ensino médio como parte
integrante do curriculo da escola basica, embora nio haja, no
Brasil, pesquisas em nuimero suficiente sobre a compreensio
de seus mecanismos utilizados na formagdo dos conceitos
matematicos.

Demonstragdo é uma prova aceita pela comunidade (no nosso
caso, matematica), fundamentada em procedimentos, métodos
ou explicacbes apresentadas numa sequéncia de enunciados,
organizados conforme regras determinadas. Ou seja, a
demonstragdo ndo é um processo intuitivo procurando uma
“imediatice” cognitiva.

As demonstra¢des empregam légica. Uma afirmagdo s6 deixa
de ser considerada uma conjectura apds ter uma
demonstracdo usando deducdo da logica formal. No entanto,
no ensino da matematica, muitas vezes realizamos
demonstracgdes pelo uso de uma logica considerada informal,
por incluir alguma quantidade de linguagem natural, o que
pode causar ambiguidades. Apesar do processo logico, o
professor tem que ter a no¢do do nivel de conhecimento do
aluno ou estagio de desenvolvimento, para que o
entendimento da demonstragao seja alcang¢ado.

0 processo de validagdo por meio de provas e demonstracgoes
transformou a natureza do saber matematico em uma
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abordagem racional argumentativa que foi capaz de superar
obstaculos postos pela limitacdo dos instrumentos de
verificacdo e pela preservacdo das tradi¢des. A demonstracio,
sobretudo, é uma abordagem racional sobre o conhecimento
humano e a verdade.

Nas demonstracdes axiomaticas usuais, sdo apresentadas
regras de inferéncia, que sdo restricdes sintaticas que uma
prova deve obedecer, num sistema matematico formal, com
estruturas especificadas. Essas demonstracées podem ser do
tipo: Demonstracdo Direta, Por Contraposi¢do/ Por Absurdo,
Por Contradigdo, Por Indugdo e Exaustdo. Mesmo formalizando
0 que esta sendo estudado, o uso desse tipo de prova, para os
alunos do ensino basico, ndo permite a ampliacio do seu
aprendizado, na perspectiva de habilidades e competéncias
para esse nivel (Lima, 2013).

No construtivismo, iniciado por Brouwer em 1908, ndo é a
experiéncia, nem a légica, que determina a aceitabilidade das
ideias, mas sim a intuicdo. Ele defende que o pensamento
matematico é, portanto, um processo de constru¢do mental,
que prossegue um numero finito de passos e é independente
da experiéncia (que pode muito bem ser considerada como a
“repeticdo”, tdo usada nas aulas de Matematica).

Demonstragdo por algoritmo ou por construgdo é aquela que
s6 garante a existéncia de certo objeto matematico através da
sua construgdo. Ja uma demonstragdo construtiva fornece um
algoritmo para se obter o objeto matematico em questdo, sem
apelar para processos infinitos.

Diferentemente do método de ensino que privilegia a
transmissdo de conhecimento e em que a avaliacdo deste
conhecimento é dada pela habilidade do aluno em reproduzi-
lo, a demonstragao construtiva tem como principio construir o
conhecimento a partir de percepg¢des e agdes do estudante,
constantemente mediadas por estruturas mentais ja
construidas e/ou que vio se construindo ao longo do processo.
A aprendizagem matematica, neste contexto, depende das
acdes que caracterizam o “fazer matematica”: experimentar,
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interpretar, visualizar, induzir, conjecturar, abstrair,
generalizar e, enfim, demonstrar.

Uso de demonstragdes e construgées algoritmicas no ensino
da Matemdtica

Para ilustrar melhor o que o trabalho defende, vamos mostrar
dois exemplos matematicos onde a construcdo algoritmica
pode ser utilizada e quais suas vantagens em relacdo ao
processo axiomatico.

A Geometria Analitica estuda a geometria por meio de
coordenadas cartesianas e 4lgebra, onde é utilizado o
raciocinio dedutivo, a partir de axiomas e teoremas da
geometria euclidiana, para a obtencdo de proposicoes
verdadeiras. O estudo de parabolas, por exemplo, parte de
dedugdes algébricas para se chegar a sua equagdo e assim
estudar seus elementos.

Usando a construcdo algoritmica, podemos construir o
conceito de parabola, passo a passo com o aluno, utilizando
conhecimentos geométricos prévios, de acordo com seu nivel
intelectual. No exemplo a seguir, temos a construcdo da
parabola usando o programa Geogebra, que nos permite fazer
construgdes mais eficazes do que com régua e compasso.

Sejam a reta r que passa pelos pontos A e B e o ponto F,
respectivamente, a diretriz e o foco da parabola. Utilizando sua
definicdo, marcamos, um ponto C na reta r e tracamos por ele
uma reta s, perpendicular a diretriz r, onde marcaremos o
ponto P. Agora, precisamos definir em que posi¢cdo o ponto P
deve estar na reta s, de modo que sua d(P,C) = d(P,F). Para isso,
tracamos um triangulo de vértices P, C e F isdsceles, que
garante a congruéncia dos lados PC e PF. Tragamos a mediatriz
do segmento FC, a intersecdo dessa mediatriz com aretas é o
ponto P. Como estamos buscando todos os pontos onde a
distancia ao foco é a mesma distancia a diretriz, estamos entio
buscando todos os tridngulos is6sceles que possuem o ponto P,
o foco F e um ponto da reta r como vértices. Ao deslocarmos o
ponto C, pela reta r, encontramos a parabola. Notemos que, por
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causa da representagdo numérica do software a parabola nio é
continua, ou seja, ndo se trata realmente de uma parabola, mas
apenas uma representacao.

Figura 1. Parabola construida no Geogebra.

Através da construgdo algoritmica o aluno pode compreender
melhor a definicio da cOnica, além de experimentar os
conceitos geométricos sem precisar utilizar a algebra, no
primeiro momento. E claro que o uso das coordenadas se faz
necessario, principalmente na resolucdo de problemas de
Geometria Analitica, mas passar pelo processo de construgio é
importante para o desenvolvimento do raciocinio e o
entendimento concreto da parabola. Além disso, a
experimentacdo nessa constru¢io permite responder
perguntas como: O que aconteceria se o foco se aproximasse
ou se afastasse da reta? O que aconteceria aos pontos se a reta
diretriz mudasse de dire¢cao? Entre outras.

0 que se deve levar em consideracdo é onde o aluno tem mais
chance de aprendizado? Na deducdo algébrica da equagio da
pardabola ou na sua construgdo? No processo acima, o
aprendizado é construido, partindo do experimento do aluno.
No caso, usamos o software Geogebra, mas poderia ter sido
feito também utilizando régua e compasso.

Outros tipos de demonstra¢cdes podem provar que existem
pontos que formam essa parabola a partir da sua definigio,
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mas ndo mostra como encontra-los e como construi-la. Dessa
forma, a construcdo algoritmica se faz necessaria antes da
demonstracgdo algébrica, como uma introduc¢do para o uso do
calculo algébrico, ndo menos importante.

Outro caso estudado foi o Algoritmo da Divisdo Euclidiana, que
diz: Sejam a e b dois niimeros inteiros com b > 0. Existem dois
unicos numeros inteiros tais que: a = bq + r. Existem diversos
tipos de demonstracdes que podem ser utilizados nesse caso,
como por Contradigio:

Consideremos a > b e, enquanto fizer sentido nos nimeros
naturais, os nimeros:

aa-ba-2b,...,a-n-b,...

Pelo Principio da Boa Ordenagio (também conhecido por
Principio da Boa Ordem ou Principio do Menor Inteiro, afirma
que todo subconjunto ndo vazio do conjunto dos numeros
inteiros possui um menor elemento), o conjunto S formado
pelos elementos acima tem um menor elemento r = a - g.b. Se
b/a (b divide a), entdo r = 0 e nada mais temos a provar. Se, por
outro lado, se b ndo divide a, entdo r # b, e, portanto basta
mostrar que nio pode ocorrer r > b. De fato, se isto ocorresse,
existiria um numero natural ¢ < r, tal que r = ¢ + b.
Consequentemente, sendo r = c + b = a - q.b, terfamos: ¢ = a -
(g + 1).b € S, com ¢ < r, contradi¢io com o fato de r ser o
menor elemento de S. Portanto, temos que a = bq +r, comr <
b, 0 que prova a existéncia de g e r.

Esse tipo de demonstracdo ndo permite que um aluno do
ensino basico entenda completamente o algoritmo da divisao,
antes de formaliza-lo é preciso que ele compreenda a divisio
como o processo de “quantas vezes uma quantidade cabe
dentro de outra”. O algoritmo que apresentaremos a seguir
utiliza esse conceito.

Vamos considerar a divisdo de a por b. Sendo a > b, entdo
diminuimos b de a, repetidas vezes, até ndo ser mais possivel.
Fazendo algumas tentativas, encontramos o maior valor g, tal
que b.q < a. Assim: a = b.q + . Se r < g, a divisdo esta concluida,
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se ndo, repetimos o processo da subtra¢do. Como a diferenca
diminui, depois de a - b repeti¢cdes, o processo se exaure.

S6 apos ter trabalhado bastante o algoritmo das divisdes
sucessivas é que o aluno pode adquirir uma base suficiente
para que seja introduzido o algoritmo tradicional da divisao,
visando obter éxito no aprendizado deste. Neste processo, o
aluno pode fazer os experimentos necessarios a fim de
melhorar a compreensdo e adquirir maior seguranga no
desenvolvimento de todos os passos do algoritmo.

Consideracgoées Finais

O bloqueio e o fracasso que muitos alunos apresentam em
Matemadtica é preocupante, principalmente para nés que a
lecionamos. Fazer com que o aluno seja capaz de ndo somente
resolver questdes, mas de entender todo o processo no
conhecimento matematico deve ser um objetivo do professor.

Uma aula onde o aluno possa fazer experimentos e construcoes
a partir dos conceitos matematicos pode leva-lo ao éxito no
processo de aprendizagem e da-lo um novo sentido a disciplina
de Matematica, buscando resultados positivos. As
demonstracdes e construcoes desenvolvem um importante
papel no ensino da Matematica, mas cabe ao professor e aos
seus conhecimentos prévios fazer com que esse trabalho dé
certo, mediando e argumentando com a turma afim de
alcangarem esses objetivos.

Segundo Borges Neto (2013), uma aula onde o aluno possa
fazer experimentos e construcées a partir dos conceitos
matematicos pode leva-lo ao éxito no processo de
aprendizagem e da-lo um novo sentido a disciplina de
Matematica, buscando resultados positivos.

A demonstragio matematica tem o seu papel, mas é preciso
ressaltar que o aluno passe pela experiéncia de construcdo
antes dessa demonstragdo. E na construgio, no experimento
que o aluno desenvolve o pensar matematico. E o professor
que, através de um discurso questionador, incentivara os
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alunos a seguir os passos algoritmicos, justificar, explicar, e
fundamentar as proposicdes matematicas.
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