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INICIANDO...

Saber operagdes numéricas ¢ base para desenvolver uma
matematica bem estruturada. Por exemplo:

Sabemos que —1 = (1), pois (-1).(-1).(-1) =—1.

Podemos reescrever (—1)? como (—1)%?, haja vista 3 = 6/2.

De a"° ser interpretada como a raiz de ordem “c” de “a” elevado
a “b”, segue-se que (—1)%? é a raiz quadrada de “menus um” elevado
a sexta poténcia.

Como (—1)¢ = 1, ficamos com a raiz quadrada de um.

Ora, raiz quadrada de um € um, dai, —1 =1?

Em simbolos:

~1=(-1) grfl

i

& Ol

Logo, como 1 #—1, segue-se que ha um erro. Onde?
Desta feita, este material objetiva utilizar de forma coerente
operagdes envolvendo limites, derivadas e integrais.

Resumindo...

Como ha um erro na “justificativa” de —1 = 1, segue-se que é
necessario compreender as operagdes numéricas atreladas. Mesmo
artificio vale para aplicagdes: como garantir que o célculo esta certo
ou que erro cometido foi prejudicial ao todo do problema.

Deste modo, apresentamos esse livro como suporte (material
de apoio): contém algumas aplicacdes seguidas das discussoes dos
principais erros observados, analisados por um matematico e por
uma psicopedagoga.

Para tanto, recomendamos a leitura do artigo a seguir:






UMA INTRODUCAO AO
CALCULO PARA ALUNOS
DE ENGENHARIAS:
novas estratégias e velhos erros

Introducio

Varios livros didéticos de Calculo Diferencial e Integral com
uma variavel, como Stewart (2010) e Thomas (2009) entre outros,
seguem a seguinte sequéncia didatica: Introdugdo ao Calculo (ou
revisio de fungoes), Limites; Derivadas (regras e aplicagdes) e
Integrais (indefinidas, definidas, regras e aplicagdes). Por qual motivo?

Poucos pesquisadores respondem de maneira satisfatoria o
questionamento anterior. A resposta mais frequentemente indicada
¢ 0 amadurecimento dos contetidos. Com efeito, algumas aplicagdes
das integrais incluem o comprimento de arco que envolve
derivagdo. Vale ressaltar que muitas integrais sdo concebidas como
antiderivadas. Uma derivada ¢ um tipo particular de limite. Assim,
segue-se a sequéncia.

Por sua vez, observa-se na resolugdo de provas de alguns
discentes que podem errar questdes de derivagdo e, no entanto,
acertar de maneira consciente questdes de integragdo. E por causa
do dito amadurecimento ou é mero acaso? Assim sendo, este
trabalho objetiva analisar, mesmo que de maneira sucinta, s¢ a
modificacio na forma de apresentagdo de conteudos na disciplina
de Ciélculo Diferencial e Integral com uma variavel implica em uma
ndo aprendizagem dos mesmos.

A experiéncia realizada e atividades propostas

A forma de investigagdo foi a resolugdo escrita de avaliagdes
realizadas durante um ano letivo. Com efeito, a disciplina que sofreu
a modificagio € anual na Universidade Federal do Ceara. E conhecida
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como Calculo Fundamental e tem carga horaria de 128 h/aula. Os
encontros eram realizados duas vezes por semana com duas horas
aula cada um.

A turma observada durante o ano de 2012 foi de alunos da
Engenharia Quimica, com um total de 82 discentes matriculados.
Nao obstante os encontros em sala de aula, foi criada uma pagina
no facebook para uma maior interagdo entre os estudantes. Alguns
discentes também recorriam a aulas de exercicios com monitores
em horarios extras a sala de aula.

Sendo avaliagdes escritas, conforme Cury (2007), tornou-
se necessdria uma visdo geral de cada prova para caracterizar os
tipos de solugdes em totalmente corretas, parcialmente corretas
ou incorretas. Como pequeno diferencial nesse trabalho, além de
analisar cada prova individualmente, comparava-a com as demais
provas do grupo.

Com efeito, segundo McDonald (2003), cometem-se menos
erros em corregdes de provas se todas as provas forem corrigidas em
sequéncia de questdes. Isto &, corrigir a primeira questio de todas as
provas, depois a segunda questdo e assim sucessivamente. Em seus
estudos, ele observou variagdo de até um ponto por questio, em uma
escala de zero a dez, quando as corregdes eram comparadas.

Entendendo: um professor aplica uma prova. Corrige todas as
questdes da prova do aluno 01, depois todas do aluno 02 e assim
sucessivamente. Todavia, o docente ndo registra as corre¢des da
prova na prova, faz apenas anotagdes em um gabarito a parte. Apos
08 dias, 0 mesmo docente vai corrigir as mesmas provas, sendo
questdao por questdo conforme pardgrafo anterior. Apos corregio,
compara com gabarito.

Assim sendo, as corre¢des das avaliagbes com a turma da
Engenharia Quimica seguiram a ideia proposta por McDonald
(2003). Nao obstante, as resolugdes tiveram, a partir das propostas de
Cury (2007), até cinco caracterizagdes: Completamente satisfatorias
(mais de 96% da questdo); Bem satisfatorias (de 76% a 95% da
questdo); Satisfatorias (de 51% a 75% da questdo); Parcialmente
satisfatorias (de 26% a 50% da questdo) e Insatisfatérias (menos de
25% da questdo).
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Como saber a porcentagem de uma questio? A partir das eta-
pas ou partes que compde uma resolugio correta de cada questéo.
Repare no uso do artigo indefinido wma. Por conseguinte, uma
mesma questdo pode ter para alunos distintos a caracterizago Par-
cialmente satisfatéria ou Completamente satisfatéria dependendo
da ideia apresentada em dada resolucdio. No proximo topico serio
apresentados alguns exemplos.

Todavia, por se tratar de um relato, os resultados obtidos
com a turma de observagdo das estratégias serdo comparados com
resultados de outras turmas de mesmo curso e mesma disciplina nos
moldes tradicionais. Vale ressaltar: resultados atrelados aos tipos de
erros e ndo as notas médias obtidas pelas turmas,

Percurso metodolégico

As primeiras aulas contemplaram aplicacdes de integrais defi-
nidas sem, no entanto, especificar que os problemas envolviam tais
contetdos. A ideia inicial foi calcular a 4rea compreendida entre os
eixosx e y eacurvay =9 —x2 O método dos trapézios foi utilizado.

Em seguida utilizou-se a ideia de dividir em partes iguais o
intervalo [0, 3] (aqui h4 uma sequencia do exemplo apresentado no
paréagrafo anterior, em sala, vérios outros exemplos foram refeitos).
Sempre questionando o corpo discente o que ocorria com o aumento
na quantidade de intervalos e consequente tamanho de cada um.
Calculo de trabalho e centro de massa também foram inseridos, com
resolucdo aproximada.

Foi preparada a nogdo de limite. O & ¢ 0 & foram apresentados
focando também o significado de cada letra, respectivamente, erro
cometido (no eixo dos y) diante de um desvio na variaglio no eixo
dos x. Vale ressaltar que pequenas atividades concretas, tais como
um discente vendado e usando uma bengala longa percorrendo um
dado percurso para tentar vivenciar ¢ e 8.

Fornecida a ideia formal (defini¢fio de limites com respectivas
operagdes), novamente foram utilizadas aplicagdes. Por exemplo,
se no movimento harménico simples (logo, ha movimentos que nio
sao harmonicos ou ndo sdo simples, argumentaram alguns discentes
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com base nas palavras utilizadas), v(t) = sen(t) representa a veloci-
dade, entdo para uma pequena variagio do tempo caimos no limite
fundamental da trigonometria.

Com efeito, lim  [v(t) — v(0))/[t — 0] = lim , [sent — sen0]/t
=lim  (sent/t). Ou seja, dentro de um contexto sio apresentados os
limites mais utilizados. Vale ressaltar que as palavras fazem sentido.
Isto ¢, ¢ limite fundamental da trigonometria porque os demais li-
mites que envolvem fungdes trigonométricas e resultam em 0/0 sio
resolvidos direta ou indiretamente por ele (comparar com a relagdo
fundamental da trigonometria).

Apos o contetdo regras de derivagdo, onde cada regra era
argumentada e debatida de maneira formal. Em seguida, foram
apresentadas as regras de L’Hopital. Observou-se que muitos
discentes faziam uso indiscriminadamente.

Por se tratar de um relato, apresentam-se algumas questdes
com as respectivas categorias de analise dos erros. A descricdo de
cada uma delas ¢ uma forma de interpretar a atuaco do discente na
resolu¢do da questdo, tentando compreender os possiveis motivos
dos erros. Ndo sera abordada a pontuacgio de cada questao.

Primeira questdo para analisar, prova com 78 discentes
participantes, tem o enunciado abaixo (32 acertaram a questdo):

Texto de Apoio: Uma maneira de calcular aproximadamen-
te a area de uma regido compreendida abaixo da fungdo continua
y = f(x), acima do eixo dos x e limitada lateralmente pelas retas
X =aex =b €dividir o intervalo [a, b] em n partes iguais e confec-
cionar trapézios. Sendo Ax = (b—a)/n, a = X,» b =X entdo, sabemos
que pelo referido método, a area é cerca de:

(Ax/2) x {f(x,) + 2.[f(x ) + ... + fix, )]+ fix,)}.

Aplicagdo: Qual a area aproximada da regido limitada no pri-
meiro quadrante abaixo da curvay =4 — x2, Use n = 5.
Principais erros observados:

a) O contetdo do texto de apoio foi abordado durante duas
aulas consecutivas. Foi apresentado na prova com o in-
tuito de auxiliar discentes. Todavia, alguns discentes nio
fizeram a questdo argumentando nio entender o enunciado.
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b)

c)

Com efeito, em prova nio € permitida consulta ao docen-
te, sendo indicado aos discentes que ler e interpretar cada
questdo faz parte da avaliagio. Erro de compreensdo do
enunciado. 15 alunos ndo a fizeram.

Uso indevido da expressdo. Nio identificaram os
x, . Com efeito, pelo contexto discentes deveriam obter
X, = X, + Ax, X, = X, + Ax, X, = x, + Ax, reorganizando,
deveriam chegar em x. = x, + i.Ax. Fizeram o calculo
como sendo um utnico trapézio: [f(0) + f(2)] x 5/2. Erro
consiste em forgar a formula, isto é, por causa da pa-
lavra trapézio, desconsideraram formula dada, tentando
ganhar alguma pontua¢do da questdo. Oito alunos se-
guiram essa linha de raciocinio.

Uso indevido da expressdo. Alguns identificaram os x..
Com efeito, pelo contexto chegaram em x, = x, + i.Ax.
Erro: somaram os f(x,), esquecendo que os intermedia-
rios sdo multiplicados por dois. Outros de maneira coe-
rente chagaram em {f(x ) + 2.[f(x ) + ... +f(x_ )] +1f(x )}.
Esqueceram de multiplicar por (Ax/2). Erro menos gro-
tesco. Falta de aten¢do! 23 discentes se enquadram nes-
sa observagdo.

Segunda questdo para analisar, mesma prova com 78 discentes
participantes, tem o enunciado abaixo (27 acertaram a questao):

Texto de Apoio: Quando uma particula esta se movendo com
uma fungdo deslocamento s(x) a velocidade instantanea ¢ dada por
lim . [s(x +h) - s(x)]/h.

h=>0

Aplicagdo: A fungdo s(x) = cos(2mx + /3) representa o deslo-
camento de uma particula. Qual sua velocidade instantdnea?
Principais erros observados:

a)

O contetdo do texto de apoio foi abordado durante as
aulas. Foi apresentado na prova com o intuito de auxiliar
discentes. Todavia, alguns discentes ndo fizeram a ques-
tdo argumentando ndo entender o enunciado. Com efei-
to, em prova nio é permitida consulta ao docente, sendo
indicado aos discentes que ler e interpretar cada questio
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b)

faz parte da avaliagdo. Erro de compreensédo do enuncia-
do. 22 alunos ndo a fizeram. Vale ressaltar que os 15 da
questdo anterior aqui se enquadram.

Aplicacdo da regra de L’Hopital, pois argumentaram ser
um limite com a forma indeterminada 0/0. Todavia, ndo
derivaram coerentemente a fungo s(x) — esqueceram da
regra da fungdo composta. Erro na aplica¢do das regras
de derivagdo. 17 discentes cometeram o referido erro.
Desenvolveram a fungdo, usando o cosseno da soma:
cos(2nx + m/3) = cos(2mx).cos(n/3) - sen(2mx).sen(w/3),
substituiram os valores dos seno e do cosseno de n/3. To-
davia, apés usarem o fato de que o limite de uma soma
¢ a soma dos limites, ndo concluiram os célculos. Erro
consiste em ndo saber usar as consequéncias do limite
Jundamental da trigonometria. 12 discentes direta ou in-
diretamente se enquadram nesse tipo de erro.

Terceira questdo para analisar, segunda prova com 72 discentes
participantes, tem o enunciado abaixo (24 acertaram a questdo):

Texto de Apoio: Dizemos que uma fun¢do continua em um
intervalo (¢, d) tem um minimo local em m se sua derivada f” ¢ ne-
gativa em (¢, m) e positiva em (m, d). Por sua vez, se sua derivada
f> € positiva em (c, m) e negativa em (m, d), entdo tem um mAaximo
local. Sabemos que, pelo teste da derivada segunda, se f’(m)=0¢
£’(m) existe, e é diferente de zero, entdo teremos minimo local em
m se f’(m) > 0 e maximo local em m se £7’(m) < 0.

Aplicagdo: Dentre todos os tridngulos inscritos em uma
semicircunferéncia, qual o de menor area?

Principais erros observados:

a)

O conteudo do texto de apoio foi abordado durante as
aulas. Foi apresentado, inclusive, problema parecido; re-
tangulo inscrito em semicircunferéncia. Alguns discentes
resolveram o problema considerando retdngulo em vez
de tridngulo. Todavia, erraram ou na confecgdo da funcéo
ou na derivagdo. Erro de interpretacdo do enunciado. 12
discentes observados.
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b)  Erro associado a confec¢do da fun¢do drea.Ndo usaram o
fato de um tridngulo inscrito em uma semicircunferéncia
ser retingulo. Fizeram como um tridngulo sendo is6sce-
les. Erro relacionado com a falta de conhecimentos pré-
vios, no caso, triangulo inscrito em uma semicircunfe-
réncia ser retangulo. 13 discentes o cometeram.

¢) Usaram o fato de um tridngulo inscrito em uma semicir-
cunferéncia ser retdngulo. Por sua vez, erraram na deri-
vada da fun¢@o drea. Erro associado as regras de deriva-
¢do. Nove alunos cometeram.

d) Fizeram tudo coerentemente, exceto verificar que o va-
lor encontrado minimiza a area. Erro cometido por 14
discentes.

Quarta questdo para analisar, segunda prova com 0s mesmos
72 discentes participantes, tem o enunciado abaixo (41 acertaram
a questdo):

Texto de Apoio: Seja C uma constante. Sabemos que Jcosxdx =
senx + C porque ao derivarmos senx + C obtemos o cosx. Também
sabemos que Jdx/(1 + x2) = arctgx + C pelo mesmo motivo. Quando
ha uma funcdo composta, fazemos uma mudanca de variavel. Por
exemplo, Jexdx = e™/a + C,coma#0.

Idem para J(ax + b)"dx = (ax + bt Yam+1)+C,sen#-le
[dx/(ax + b) = (1/a).Infax + b| + C.

Aplicagio:

Uma particula tem uma velocidade v(x) = —msen(nx + m/4).
Qual a fung¢do deslocamento? Dado que s(1/4) = 0.

Principais erros observados:

a) Ma compreensdo do enunciado ocasionando a nio reso-
lugdo do problema. Erro cometido por seis discentes.

b)  Erro associado a integragdo sem considerar que ha com-
posicdo na funcio. Erro de integracdo. 16 discentes co-
meleram.

c) Integraram coerentemente, mas nfo fizeram uso da in-
formacio s(1/4) = 0. Todos desconsideraram a constante.
Erro de compreensdo do que seja uma integral indefini-
da. Nove discentes se enquadram nesse erro.
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Conclusdes e sugestoes

Todas as provas objeto de estudo consistiam de texto base
com intuito de fornecer informagdo aos discentes dos contetdos
que deveriam ser utilizados em determinada situagdo. Ou seja, ler
¢ interpretar cada questdo faz parte da avaliagio. Mesmo usando
as sugestoes de McDonald (2003), ndo foi percebida uma grande
diferenga de notas nas duas observagdes em cada prova.

Em relagdo a mudanga no contetdo, isto €, antecipar assuntos
como método dos trapézios para calculo de areas, se comparado com
outras turmas anteriores, observou-se que as dificuldades de compre-
ensdo das férmulas sdo equivalentes. Idem para aplicagdes das regras
de I’Hopital. Usam indiscriminadamente sem observar o quando usar.

Se os erros observados sdo parecidos, por qual motivo mo-
dificar a sequéncia didatica? Este questionamento, apresentado no
inicio deste trabalho, tem um aspecto positivo: as aplicacdes ou 0s
motivos do desenvolver determinados contetidos sio argumentados
de maneira participativa.

Fica, como consideragéo final, a necessidade de refazer a mu-
danga didatica com outras turmas de engenharias para ter mais sub-
sidios para melhor analisar os erros. Nio obstante, observar turmas
de Cilculo Avangado, que € a disciplina seguinte ao Célculo Funda-
mental, para tentar perceber se de fato ocorreu uma aprendizagem,
independentemente da sequéncia seguida.
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1* PARTE

LIMITES

Felicidade comeca com FE. Onde depositamos a nossa?

Imagine que um trecho de uma montanha russa seja aproxima-
do pela fungdo f(t) = sen(t), onde t € o tempo e f{t) € a distdncia
percorrida. A velocidade, entre dois instantes consecutivos t, ¢ t, €:
.f(’z)“f(ft) 2

=1
Se At =t, — t entéo f(tz)_f(t') 2 f(m'”')_f(tl). Se At =0

t,—t, At
temos que f(Ar+4)=/(4) = O Melhorando a escrita, se il
At 0
entdo f(t,) = sen(0) = 0 ¢ temos: senAt - 0
A
Paremos momentaneamente com esta fungio.
2
Complete as tabelas dadas em relacgo a funcdo flx) = 2x —5x+3
x—1

Note que x ndo pode ser igual a um sendo zera o denominador. Todavia,
x = 1 também zera o numerador, E 0/0 ¢ forma indeterminada.

E o que sdo formas indeterminadas? Sdo expressdes que po-
dem assumir quaisquer valores. Por exemplo, sabemos que 12/4 =3
porque 12 =4 x 3. Bem, se 0/0 = n, segue-se que o zero do numera-
dor sera o produto do zero do denominador pelo n. Assim, 0 = 0.n.
Todavia, qualquer nimero multiplicado por zero da... ZERO!

Assim, vamos considerar valores proximos de um para as ta-
belas dadas. Entretanto, se x # 1, segue-se que ou x < | ou que
x > 1. Logo, vamos nos aproximar por ambos os lados.
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Valores préximbé de 1, sendo menores que este.
X 0,5 0.9 0,95 0,99
F(x) :

Para facilitar, a expressdo 2x? — 5x + 3 pode ser reescrita como
(x = 1)(2x — 3)... (escrever em func¢do das raizes!)

Valores préximos de 1, sendo maiores que este.
X 15 451 1,05 1,01
Fix)

Perceba que:

Se x = 0,5, entdo a diferenga 1 — x serd igual a “0,5”.
Se x = 0.9, entdo a diferenca 1 — x sera igual a “0,1”.
Se x = 0,95, entdo a diferenga 1 — x sera igual a “0,05”.
Se x = 0,99, entdo a diferenca 1 — x serd igual a “0,01”.

Também...

Se x = 1,5, entdo a diferenga 1 — x serd igual a “— 0,5”.
Se x = 1,1, entdo a diferen¢a 1 — x sera igual a “~ 0,1
Se x = 1,05, entdio a diferenca 1 — x serd igual a “~0,05”.
Se x = 1,01, entdo a diferenga 1 — x sera igual a “— 0,017

Vamos recordar a fungdo modulo. A interpretagiio geométrica
dela € a distancia da origem até x. Assim sendo, é conveniente rees-
g ()

crever: f(x)=
-x, x<0

Traduzindo... a importincia do mddulo € deixar tudo positivo
(O que se entende por este fudo? Reflita).

Note que:

. |1-x|=0,5sex=1,50usex=0,5.

. [1-x|=0,1sex=1,1 ousex=0,9.

. |1-x|=0,05sex=1,050usex=0,95.

. |1-x|=0,01sex=1,01o0usex=0,99.
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“IH

Conclusdo: quanto mais proximo x estiver de “17, mais proxi-
mo de “0”esta | 1 —x|.

Além disso, percebe-se que f(x) estd muito proximo de “~ 17 a
medida que x estd proximo de “17.

Seguindo ideia anterior... |-3 — f(x)| estd muito proximo de “0”
a medida que X se aproxima de “1”.
2x* —5x+3 2,

x—1

Leia: “limite da fungdo ... quando x se aproxima de ‘1° € igual

‘_I 29

Em termos de simbolos: lim =l

a
Obs.: s6 existe o limite no ponto se existirem e forem iguais
os limites laterais. Limites laterais? Sim, € o ato de aproximar-se de
x = a por valores pela direita (ou maiores que a) ou pela esquerda
(ou menores que a).
Em simbolos:

Limite pela direita: lim_ . f(x)

Limite pela esquerda: lim _ _ f(x)

Traduzindo... estamos tdo préoximos do valor indicado que,
se substituirmos a variavel pelo valor indicado o erro entre o valor
aproximado e o valor real praticamente ¢ zero. Logo, basta substituir
a variavel pelo valor indicado.

Exemplos:
a)  lim_,(3x+4)=3-2+4=10
. x—25.000 x*—25
lim _,———=—=lim_,———=
: x—=3 0 0
1jm“_)5 ():__W—+5) = [im\_qs(x_k 5)=10
‘ x—5 :
! u'+6u+9 0 w4+ 6u+9
b) llI’I'}"_V3 o hmu—)-—_} S
2u+6 0 2u+6
2
shmp sl te e Gt 0

u—-3 = lmir—>—3
2u+3) =0
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Agora ¢ sua vez:

) lim _,_(1+senx)

X7

d) lim _, (1-senv)

Solugdo:

Basta trocar a varidvel pelo valor a qual tende. Logo,
(@) | +senn=1+0=1e(b) I pois sen(0) = 0.

Interessante...

Assim como podemos ter pessoas com mesmo peso e alturas
distintas, segue-se que podemos ter funcées distintas com mesmo
valor no cdlculo de um limite.

Foi o que ocorreu com as fun¢des da questdo anterior.
Considere, dada a expressdo do item (a), u = x — n, a diferen-
¢a entre a variavel e o valor a qual ela tende. Por conseguinte,
1 + senx = 1 + sen(u + n) = 1 + (sen(u)cos(n) + sen(m)cos(u)) =
I —sen(u), que é a expressdo do item (b), se trocarmos u por v.

Isto ocorre com outras fungoes. Seja fix) = 2x + 3. Se x — 4,
entdo f(x) — 11. g(u) = 2u + 11 tende para 11 quando u — 0. Com
efeito, a fungdo g(u) é obtida por meio da relagdo u = x — 4. Mais
adiante faremos uso desta ideia.

Definiciio de continuidade:

Dizemos que uma fun¢do ¢ continua em x = a quando:
lim,_,, f(x)=f(a).E ¢ continua em um intervalo quando ¢é continua
em todos os pontos desse.

1)  Encontre os valores das constantes a e/ou b, para que a
fungdo dada seja continua em (—0, + o0):
iy {a%—x sex<—1I;
x*+2sex=-1
X—disex=-0.
b)  h(x)=Jax*+bse -2<x<2;

b—xsex=>2
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Resposta:

Facamos o item (b).

Sex — =2, entdo o limite pela esquerda fica — 2 — a.
Se x — -2%, entdo o limite pela direita fica 4a + b.
Assim, da+b=—a-2.

Se x — 2, entdo o limite pela esquerda fica 4a + b.
Se x — 2%, entdo o limite pela direita fica b — 2.
Assim, da +b=5bh—2,

Dai,a =-1/2e b = 5/2.

2)  Apopulagdo (em milhares) de uma coldnia de bactérias,
t minutos apos a introdugdo de uma toxina é dada pela

PG
—8t+72, 25

Explique por que a populagdo deve ser de 10000 bactérias em
algum momento entre t=1et=7.

funcdo: ()= {

Resp.: Porque é continua a fungdo, basta fazert — 5 e depois
t—>5

ERRO:Um dos principais erros observados nesta aplicagio é
o fato de ndo considerar f(t) = 10. Com efeito, unidades de milhares.

Nos exercicios abaixo, verifique se a fun¢do dada é continua
no valor indicado:
—-lse x<0

3) h(x)z{ ci=i0:

lse x20’

x*—4
—— —iselan
4) m(x)=4 x-2 ,e=12;

3 se e=1

Respostas:
Devemos verificar se lim__ f(x)= f(a).

Na questdo 3)
Quando x — 0" temos que f(x) — —1, pois é constante a funcdo.
Quando x — 0" temos que f{x) — 1, pois é constante a fun¢do.
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Sendo diferentes os limites laterais, ndo existe o limite no pon-
to. Por conseguinte, a funcdo ndo é continua em x = (.

ERRO: Discentes confundem o “se” com o “que”. Isto ¢, ten-
tam verificar o que ndo estd coerente.

Na questao 4)

lim,_, et lim__, G=2)(x+2)
=0 : =2
lim, (x+2)=4# f(2)=3

Logo, ndo é continua em x = 2. Caso a fungdo fosse redefinida
emx = 2, para f(x) = 4, entdo seria continua neste valor.

ERRO: Niao lembrar dos produtos notaveis, no caso, o
quadrado da diferen¢a: a> — b*> = (a — b)(a + b)

Limites infinitos e no infinito

Considere a fungdo y = 1/x. Com x diferente de zero. Ela tem
grande importdncia porque qualquer polindémio pode ser reescrito
em termos dela.

Por exemplo: p(x) = x* + 3x* + 2x.

Vamos colocar em evidéncia o x3. Isto €, dividir o membro direi-
to da igualdade por x* (e multiplicar por ele mesmo, desde que x # 0).

Assim, ‘

3

s e 2 S
p(x):x (—3+—3'+—3)=I(1+—+—2)
X X X X

= P43 20
X X

Vamos completar as tabelas:
Quando x decresce indefinidamente, isto €, x — —o0

X 101 40100 {01900 _1 (100000
Y=1/
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Quando x cresce indefinidamente, isto é, x — «©

e = 1010 10100 TDT.QUD : = 10100.000

Y =1/

Quando x se aproxima de zero por valores menores que zero,

isto é, x — 0-
X _10-10 _ﬂ}-wv _10—1.9()0 _10—?0!1900.

Y =1/

Quando x se aproxima de zero por valores maiores que zero,

isto é, x — 0*
X 1[}-!0 _10‘-1_90 1{}4‘000 10-100,000
Y =1/x
Percebemos que...
: 1 ! 1
[ ===y e
X X
; 1
lim =%
= x
: |
lim y =0
X X

Algumas consideracdes sobre o “infinito”:

w, n>0
Ww-p=
-, n<0
ey =0
)=
0, n<0
wtn=0

Por qué? Discuta com seus colegas... antes, compare com a se-
guinte ideia: se alguém ndo vive 130 anos, vivera 130 + 10? 130 x 10?

130'9?
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. : k
Resultado importante: (*) lim_ _, — =0 se a constante k for
diferente de zero e n > 0. %

Exemplos resolvidos...: %

1-x
MR e T e X
R
x2
1
"l-i*_;' - -
e =t =i
5 5)
LR i B : =L_=—°O
A2t —D ()
Dicas:

(1) Quando x —» —c ou X — <0, basta dividir tudo pelo x*, onde
n ¢ o maior expoente de x (ou da variavel que aparece).

(2) Quando x — a-, lembrarque x <a > x —a <.

(3) Idemcasox —a’.

3) Para que valores de a e b tem-se:
2x+1

T
e

Jirms
Solugdo:
Primeiramente, vamos supor a # 0. Por qué? Para garantir

que o grau do denominador seja 2.

Assim sendo, vamos dividir numerador e denominador por x°.

2x+1
2
liln X300 —’>2x—+1 = Iim\:ax ~_—2x—_ =
S ax +bx+3 ; ax” +bx+3
=2
D]
: DA L o oy o
lim_ e 0
e
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Como é dito no enunciado que o limite é igual a ‘I, segue-se
que supor a # 0 ndo é verdadeiro. Logo, a = 0.
Mesmo raciocinio... supor b # ().

2x+1 o d

hm,\-aoc- Xt = Iim"‘%m b—):-:a - limx._mo ;:
bx+3 X T

5t x

SN
higsnil)

Resp.:a=0eb=2.

ERRO: Nio considerar a hipétese. Ou seja: (1) a variavel ten-
de para “infinito” ¢ a fungéo é um quociente de polindmios. Logo,
resposta € (2) zero se grau do denominador for maior que grau do
numerador, (3) # infinito se grau do denominador for menor que
grau do numerador e (4) serd uma constante ndo nula se forem
iguais. (5) “1” ¢ constante ndo nula, logo graus iguais...

4)  Um importante resultado sobre limites é o teorema do
confronto, ou do sanduiche. A ideia basica é que, em um
intervalo,

Se f(x) <g(x) <h(x) e lim_,, f(x)=L=lim__A(x)
Entdo lim_, g(x)=L

Mesmo que esta fungdo g(x) ndo seja uma fungdo usual ou
conhecida.

Use este resultado para calcular lim_, g(x) sabendo que,
para todo x > 1, (x — 1 < (x% - 1)g(x) < (x + 1)

Solugdo:
Comox > 1 — x*>1 — x*— 1> 0. Assim, vamos dividir
ambos os membros da desigualdade por x2 — 1.
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Assim,

(x— 1) (x+1)

x’ SEWS -1
(xf])(x— 1) B« (x+1D(x+1)
(x+1D(x-=1) (x+D(x-1)

x—1 +

x+1 Sk —1

Seja f(x) a fun¢do a esquerda e h(x) a fungao a direita de g(x).

Note que lim _  f(x)=lim_,_ h(x)=1. Chegamos neste
resultado dividindo tanto o numerador quanto o denominador de
cada uma das funcdes por x e utilizando o resultado (*). Logo, o
limite procurado é 1.

ERRO: Ma compreensdo do enunciado!

Limites de funcdes trigonométricas

Observou-se que os limites que envolvem fungdes trigonomé-
senx _ |

tricas passam pelo: lim_,
' x

Tal limite € considerado o limite fundamental da trigonome-

tria. Pesquise o motivo deste resultado.

Exemplos:
senx
: gx O, / @
a)  lim +£=hm — s D
X

x>0 x=0"

: senx 1@ | sepx 1 W ]
il pesas i =1--=1
R COSK r 5 rNcesTy 1

b g 1—cosx© . l-cosx 1+cosx©
) lim_, == =ilim % e =

5E 7% 1+cosx

: I—cos*x @D sen’x ®
lim_,————=Ilim_,————=
x~(1+cosx) x (1+cosx)

lim (senx)z_ 1 (i)lz 1D
S 1+cosx 20

x—>0
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Entendendo as “passagens’:

Ja que da 0/0, escrever a tg(x) como a razdo entre sen(x) e cos(x).
Foi utilizada a divisdo de fragdes.

Organizamos expressao para aparecer sen(x)/x.

Quando x — 0 temos que cos(x) — 1.

De sen’x + cos?x = 1, temos que sen’x = 1 — cos’x =

(1 — cosx)(1 + cosx), pois a*> — b*>= (a — b)(a + b).

Ideia anterior.

Substituicdo prevista em (5).

Fizemos aparecer sen(x)/x

Idem (4).
Exercicios:
1)  Usando as ideias dos exemplos, calcule:
a) m %
x=0" fg(X)

By Clim., l-cosx

X
Resp.:

a) “1”. Com efeito, tg(x) = sen(x)/cos(x)
Dai, x/tg(x) = x/[sen(x)/cos(x)]
Organizando pela divisdo de fragdes...

ERRO: limite ¢ valido para x/sen(x). Infelizmente, ha discen-
tes que s6 seguem uma linha de raciocinio.

b) Ja que temos um limite o qual da 0/0 e envolve fungdo
trigonométrica, segue-se que devemos fazer aparecer
sen(x)/x — eis a principal causa de ERRO. Operar limite
trigonométrico sem uso do limite fundamental...
Darelagdo fundamental datrigonometria, sen’x +cosx=1,
segue-sequesen’x=1—cos’x. pelosprodutosnotaveis,jaque
1 = 12, temos: sen’x = (1 — cosx)(1 + cosx)

. l—cosx l+cosx .. sen’x
lim % =lim———
d 1+cosx x>0 x(1+cosx)

. Senx senx 0
lim =1 = ()

=0 x l+cosx  1+1
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2)

Fazendo a mudanga u = x — a, onde ‘a’ é o valor a qual
tende o limite, resolva os itens (b) e (¢) conforme o exem-
plo (a). Repare que em cada caso temos 0/0:

; 1—senx T b
lim S = S = ut ——
.\'—)5 X 2 2

sen(x) = sen(u + %)
sen(a+b) = sen(a)cos(b) + sen(b)cos(a) =

sen(u + %) = sen(u) cos(%) + sen(g) cos(u) = cos(u)

s 1—senx —fithl 1 —cos(u) B 1=l _0
LT i sl it
2 2

()RR : : )
Observacio: — ¢ forma indeterminada. Assim sendo, se no

calculo de limites olg)ter tal expressdo, vocé deve retirar um ou am-
bos os zeros. Como? Bem...

Se fungdo do tipo p(x)/q(x), SEM envolver trigonométricas,
dividir numerador e denominador por x — a, onde “a” € o valor o
qual a variavel x esta tendendo.

Se fungdo do tipo p(x)/q(x), COM fungdes trigonomeétricas,

Senu

usar o limite fundamental da trigonometria: lim, ,——=1.
U

Alguns resultados uteis:

m? —n?=(m—n)(m + n)
m’ —n’ = (m —n)(m* + mn + n?)

' cosu—1
llmu—)O T 0
u
: l—cosu 1
lgives, Ly e
u 2

Obs.: Se a variavel ndo tender para zero mude de varia-
vel... em vez de “x — a” faga “u — 0 considerando “u =
x—a”, que equivale a “x =u +a”
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lim 2 L9 S =
==gq(x) |b,
Oegsisr<

comp(x)=ax"+..+aeqx)=b x"+..+b,

lim . (1+ E)" =¢
%

O namero de EULER:

: ! 1 ;
Definimos ¢ = lim, __(I1+—)" sendo n um niimero natural.
H

Este resultado pode ser estendido para qualquer niimero real x.

T 5 J 1E e
Uma das utilidades do nimero e, ¢ = lim_,, (1+—)", € are-
55

lagdo com a Matematica Financeira. Isto é, M = C(1 + i)" representa
o montante M apds n periodos que um capital C, investido a uma
taxa i, relativa a este periodo n (se o periodo é mensal, a taxa ¢ men-
sal, se o periodo € didrio, a taxa ¢ diaria, etc.).
Quando a capitalizagdo ¢ continua, temos M = C.e™. Para che-
gar neste valor, procede-se da seguinte maneira, sendo n anual e 1
taxa anual.
»  Sen formensal, o novo periodo é multiplicado por 12 e a
taxa correspondente ¢ dividida por 12.
. Passando a considerar n diario, o novo n serd n x 12 x 30,
¢ a taxa, que esta dividida por 12, i/12, fica dividida por
30, ou seja, /(12 x 30).
. Passando a considerar valores a cada minuto, a cada se-
gundo, etc. temos M = C(1+ é)"" !
Calcule o limite quando k tende para o infinito da fungao M e
verifique que M = C.e™

Sugestio:

Uma forma “genérica” do numero ‘e’ é obtida mudando de
varidvel. Seja y = 1/x. Assim, x — Foo implica que y — 0. Por con-
seguinte,
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1+ ) = lim, %0(1+y)‘

\4)+CC

Logo, em C(1+ E)”k sendo que k — o, seja y = i/k.

Ddi, lim,_,, C(”'jg)"k =C.lim_,_(l +i)"*’ -

L _I in
Clim _,(1+y) ' = C.[:[im,‘,%o(l +y)"’] =Gec

Exercicios: Determine:
. 1
a) hm,HO(1+u)4 resp.:

b) (1+= ) resp.: €

4\“—)30

C) h x—rx (Eﬂ) resp.. 8‘

Sugestao: em (x + 1)/(x — 1), divida numerador e denominador

DOF X...

Para fixar... i (1 +—) =

Xx—>+c0

Com efeito, sendou = k/x, temos x = k/u e x — oo implica em

u—0.

£
By et ) =lim_,,(1+u)"

X—>+o0

i
=lim,_ [(1+u)"]f =&

u—0

Lembrar, que 1 — 3/x, por exemplo, pode ser reescrito como
I + (=3)/x — que ¢ ERRO frequente!

Aplicacdo: Durante uma epidemia de dengue, o nimero de
pessoas que adoeceram, num certo bairro, apos t dias ¢ dado por

(- 100000
1+19.900¢ "
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Determine a quantidade méxima de individuos atingidos pela
doenga.

Resp.: 100.000

e hndln(G)——c0
Limites importantes: =~ *¢
lim, ,, In(x) =+

Para percebé-los, complete as tabelas, lembrando que In(x) =
log*, (logaritmo de x na base €), bem como In(e¥) =k

Primeiro para x —

e el 325 e?_SGO e25.000.000
Ln(x) Ln(e')=1
Agora, faga para x — 0"
X o o5 g5 5000000
Ln(x)

h
: 3 gli=
Um resultado importante: lim,

= —1, com efeito, se
u=¢"— 1, temos e"=u+ 1, de onde h =In(u + 1).
Note que h — 0 implica u — 0 também (por qué?).

Dai,
L el w @ R
1m, ,—— —=1m, ,, ln(u+1) =1m, ln(u+1) =
U
lim, ,, ’1——{=)
—-In(u+1)
U
5 1 ) 1 1
llmr.‘—-)()

= i :T:1
In(l+2)* Inlim_,(+u) e






2*PARTE

DERIVADAS

Desejo a cada um de vocés a matemdtica da vida, a qual
consiste em somar otimas amizades, diminuindo as mds
preocupagoes, multiplicando os bons momentos vividos

com amigos e familiares, dividindo amor e compreensao.

DEUS seja a poténcia no coragdo de cada um de nos.

Defini¢io:

Regras de derivacio:

1) Se f(x) =cx" entdo f’(x) = cn-x"~!
Ex.: f(x) =2x3 > f ‘(x) = 2-3x3-! = 6x2

2)  Se f(x) = g(h(x)), entdo f’(x) = g’(h(x))-h(x).
Ex.: f(x) = (ax + b)", neste caso, a fun¢io de “dentro” ou
h(x) é ax + b e a de “fora” ou g(x) € u” (a de fora é obtida
‘pondo a mao’ sobre o que estd dentro dos parénteses).
Assim, g(u) = u"— g’(u) = nu" ! e g’(h(x)) = n[h(x)]" '
=n(ax + b)" . E quem € h’(x)? Bem, vamos lembrar a
defini¢do de derivada...

h(x+1)=h(x) _

h'(x)=lim,

[a(x+1)+b]—[ax+b]

7
7 ax+at+b—ax—>b
:hmt—>0
t
G at :
=lm_ — =lim ja—a
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Por fim, g’(h(x)) = an(ax + b)"-!
Ex. numérico: [(8x + 11)°]’=8.9.( 8x + 11)°~'=72(8x + 9)8

3) Se f(x) = senx, entdo f ’(x) = cosx

4)  Se f(x) = cosx, entdo f ’(x) = - senx

5) Sef(x) = tgx, entdo £ ’(X) = sec’x

6) Se f(x) = cotgx, entdo f ’(x) = - cosec’x

7)  Se f(x) = secx, entdo f ’(x) = secx-tgx

8) Se f(x) = cosecx, entdo f ’(x) = - cosecx-cotgx

9) Se f(x) = Inx, entdo f’(x) =1/x

10) Se f(x) = g(x) £ h(x), entdo f’(x) = g’(x) £ h’(x)

11) Se f(x) = g(x)-h(x), entdo f’(x) = g’(x)-h(x) + g(x)-h’(x)

12) Se f(x) = g(x)/h(x), entdo f’(x) = [g’(x)-h(x) - g(x)-h’(x)]/
[hG)J?

Deduzindo algumas das regras de derivag@o:

***Derivada do produto: f(x) = g(x).h(x)
S+u)—f(x) D

u
g(x+u)h(x+u)—g(x)h(x) i’

u—0

llInu—>0

lim

u
gx +wh(x+u) +[g()h(x +u) — g(X)h(x +u)] - g(x)h(x) ¥
—0 7 T
(x+u)h(x+u)—g(x)h(x+u) e g(xX)h(x+u)—g(x)h(x) ] t)
u u
= = )
B0,y D) o2

lim

lim, [

1imu—)0 [

g'(x).h(x)+ g(x).h'(x)
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***Derivada de f(x) = sen(x)

T () lim sep{xFh) Soe) L)
—0 i = =

h—0 h

lim,

sen(x)cos(h) + sen(h)cos(x) —sen(x)
h—0 h

@) -
=lim, ,[sen(x) CO8l +c

lim

sen(h),

0s(x) ]

sen(x).0+cos(x).1 = cos(x)

***Derivada de f(x) = ¢*

— @) xth % (2)
I T 0 T (”}’2 i, o °

h—0 h—0 ]’l

i xeh—l_
m, € T—e

X

***Derivada de f(x) = In(x)
Gl o In(x + /) —In(x) ©
- - = lim -~

h—0
h

lim,

(2)
lim, %m(x i

X
1

3) 1@ 0l
Im. . %ln(l + i h)=lim, , In(1 + -J;h)h Sl 1/

EXERCICIOS (com respostas mais adiante...)

1) Derive, apds obter as funcdes:

a) Considere um circulo de raio igual a x cm, se um qua-
drado esta inscrito neste circulo, determine a area A do
quadrado em fun¢do de x. Faca um esbogo do seu grafico.
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b)

2)

a)
b)
<)
d)
¢)

3)

a)
b)

4)

Dado um pedago de papeldo quadrado com 12 cm de
lado, tira-se de cada canto do papeldo, quadrados com x
cm de lados e os bordos sdao dobrados de modo que forme
uma caixa sem tampa. Determine o volume V da caixa
em fungio de x, indicando o dominio e a imagem.

Uma das aplicagdes das derivadas € a obtencao da equa-
¢do de retas tangentes a determinadas curvas em um
ponto. Obter a equagdo da reta tangente a cada uma das
curvas abaixo no ponto P indicado:
y=x2+2x+1,P(1, 4)

y=x/(x*>+1), P(0, 0)

V2 hxE =i ER(:0)

x2-y2=1,P(-1,0)

Vi tg(li—x2)  emix =il

y=Inx*+1),emx= 1

Obs.:

Derivacéo implicita:

Se f(x) = [g(x)]"> £"(x) = n[g(x)]"~".g’(x)

Assim, se y = f(x), entdo (y3)’ = 3y~y’.

Vocé usara esta ideia nos itens (c) e (d).

Em Economia, a fun¢do custo marginal € a derivada da
fun¢do custo total associada a producao de um bem, e na
qual x representa a quantidade produzida. Determinar a
fungdo custo marginal em relagdo as seguintes funcgdes
custo total (CT):

CT=2x+100

CT=(4x+24)"2+30

Uma particula move-se ao longo de uma reta de acordo
com a equacgdo de movimento, s = 5 — 4cos?t, onde s me-
tros ¢ a distancia orientada da particula desde a origem
em t segundos. Se v (m/s) e a (m/s?) sdo, respectivamen-
te, a velocidade e a aceleracdo da particula, encontre v e
a. Lembre-se: v = ds/dt e a = dv/dt.
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Respostas:
(entender e refazer organizando ideias formalmente)

1°. Questao

a)

Ao inscrever um quadrado em uma circunferéncia, a
diagonal do quadrado sera o didmetro da circunferén-
cia. Assim, se k indicar o lado do quadrado, sua diago-
nal serd k+/2 . E o diAmetro ¢ 2x. Como queremos a
4rea, A=k2 Ora, k\2 =2x — 2k2 =4x> - k?=2x?—>
A=2x>> A =4x.

ERRO: Confundir “inscricdo” com “circunscri¢ao” de

figuras.

b) Emrelagdo ao volume, 0 <x < 6, pois nao faz sentido me-
dida negativa (para esta aplicagdo!). Dai, como o volume
de uma caixa é o produto das medidas (largura x altura x
comprimento), temos V = x.(12 — 2x).(12 — 2x) = 144x —
48x? + 4x3. Portanto, V’ sera igual a 144 — 96x + 12x2.
ERRO: N3o determinar o dominio de maneira satisfatoria.

2%, Questio
A equacio da reta tangente em (xp, yp) é dada por
yEyY =4 )2

a) y'=2x+2.Dai,f’(1)=4>y-4=4(x-1)>y=4x.

b) y=[x)’.x+1])—xEZ+1)J/x2+1)P=
[1.(x*2+ 1) —x.(2x)]/(x*> + 1)? por conseguinte,
y=(1-x3/(x>+1)2Dai, f’(0)=1->y-0=1(x-0)
> y=X.

¢) X+y)’'=(l)y > 2x+2yy =0—>y =-x/y. Note que

ndo existe y’ quando y for0. A interpretacdo geométrica é
uma reta perpendicular ao eixo x. No caso, x = 1.
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d &2-y)’'=(1) > 2x-2yy =0—>y =x/y. Note que
ndo existe y’ quando y for0. A interpretacdo geométrica é
uma reta perpendicular ao eixo x. No caso, x =—1.

e) y = sec(l — x?).(-2x), lembrar da regra da cadeia.
Em x = 1, temos que o valor da derivada serd
£(1) = sec’(1 — 1?).(-2.1) = sec*0).(-2) = 2. Pois, como
sec(0) = 1/cos(0), temos que sec(0)=1/1 =1. E quem é o yp?
Ora, sendo x = 1, f(1) = tg(1 — 1?) = tg(0) = 0. Por conse-
guinte,y—0=2(x—1) > y=2x-2.

f) y’ =2x/(x*+ 1). Nao esquecer que (Inu)’ = (1/u).u’=u’/u.
f’(1) = 1. Para o calculo do Yy f(1) = In(1 + 12) = In2.
Assim,y—In2=1(x-1) > y=x-1+In2.

3% Questio

a) (CI)y=2

b) (CT) = [(4x + 24)"?]" + (30)’ = (1/2).(4x + 24) *“.(4)
=2.(4x +24) "

4. Questao

A velocidade é: s’ = (5 — 4cos’t)’ =—4.2.(cost).sent = —4sen(2t),
sendo usado o fato que sen(2t) = 2.sent.cost. E a aceleragdo é
v’ = (—4).cos(2t).2 = —8cos(2t).

Atengdo: (cos*x)’ = (cosx.cosx)’ = (cosx)’.(cosx) + (cosx).
(cosx)’ =2.(cosx)’.cosx = - 2senx.cosx = —sen(2x)

Ou, considere f(x) = cos?’x = (cosx)?

Perceba que f(x) = g(h(x)),

Onde g( ) = ( )? (ou g(u) = v sendo “u” variavel de apoio).

E h(x) = cosx.

Como f’(x) = g’(h(x)).h’(x)

Segue-se que g’(u) = 2u — g’(h(x)) = 2h(x) = 2cosx.

Sendo h’(x) = -senx,

(cos?x) = —2cosx.senx
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Extremos (ou aplicacdes de maximos e minimos)

Quando queremos um valor de maximo estamos interessados
no valor x = ¢ tal que f’(c) = 0 e £”’(c) < 0. Sera de minimo quando
f’(c)=0ef’(c)>0.

Observagdo: Podemos ter pontos criticos tais que ndo exista
7(x). Tais casos ndo serdo aqui abordados, pois o intuito € a aplicagéo.

A func¢@o da derivada primeira € estar associada ao crescimen-
to (intervalos onde f’(x) > 0) ou decrescimento (intervalos onde
£°(x) < 0) de uma fung@o.

A derivada segunda esté relacionada com a concavidade: para
cima “U” (f”’(x) > 0) ou para baixo “N” (f”’(x) <0).

Atividades:

1) Com uma folha de papeldo quadrada de lado 15 cm,
cortando-se partes quadradas nos cantos e dobrando-as,
deseja-se construir uma caixa aberta, do tipo de uma cai-
xa de sapatos. O volume maximo que pode ter uma caixa
assim construida ¢ um valor...

2) A fungdoy = A sen(kx), com A > 0, e sua derivada segun-
da y” satisfazem identicamente a igualdade y” + 4y = 0.
O valor da derivada primeira y’, parax =0, é 12. Calcular
as constantes A ¢ k.

3) Uma caixa d"agua tem o formato de um cone circular reto
invertido com 120 cm de didmetro e 150 cm de altura.
Uma torneira enche essa caixa a razdo de 1000r mm?*/seg.
Determinando a taxa de variag¢@o da altura no instante em
que a agua esta a 90 cm de altura, obtemos um valor...

4)  Um refrigerante é vendido em latas cilindricas de volume
400ml. Calcular o raio da base de modo que o material
gasto na embalagem seja o minimo possivel.

5) A altura de um cone circular reto é¢ 15 cm e aumenta na
razdo de 0,2 cm/min. O raio da base ¢ 10 cm. Qual a taxa
de variagdo do volume quando a altura for de 20 cm?
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RESPOSTAS

1% Questao

O volume, de dominio 0 <x < 7,5, pois ndo faz sentido medida
negativa (para esta aplicacio!). Dai, como o volume de uma caixa
¢ o produto das medidas (largura x altura x comprimento), temos
V=x.(15-2x).(15 —2x) = 225x — 60x> + 4x>. Portanto, V’ serd igual
a225—120x + 12x2.

Queremos x tal que v’ = 0. Dai

L BEND —dac ~(-120)+ J(=120)> —4(12)(225) {

2a 2(12)
120460 [7.5
24 o5

Logo, x = 2,5 (pois 7,5 ndo pertence ao dominio da fun¢do)
ERRO: Trabalhar com valor fora do dominio.

2% Questio

Temos que y’ = A.cos(kx).k = Ak.cos(kx). De y’(0) = 12,
segue-se que 12 = Ak.cos(0). De onde Ak = 12.

Como A > 0, segue-se que k > 0. E quem ¢ k? Usar a outrahi-
potese. Dado que y” + 4y = 0 — —Ak®sen(kx) + 4Asen(kx) = 0 —
Asen(kx)(4—k?)=0. Dado que k> 0,k*=4, de onde k=2. Dai,A=6.

ERRO: Nao usar todas as hipoteses.

3% Questao
Uma relag¢do que sera utilizada nesta e em outras questoes é:

5 T Rdado

H Hdado ‘
ComoR, . =60eH, = 150,segue-se que R =2H/5.
2
O volume do cone é: ZRH ;
3
25
AR ”(T) i _AnH’

Para este caso, V =
3 75
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Derivar ambas as variaveis em relagdo ao tempo.

— dnH’
g -

)':I.V':%GHZ-H':

T =ﬂ£(90)2H':>H':Lcm/seg
25 1296

ERRO: Derivacio implicita, sendo ambas as variaveis
funcées do tempo (taxa relacionada). A “esséncia” é derivar
ambos os membros da igualdade normalmente, acrescentando
a respectiva derivada.

4%, Questao

V = nR?H = 400. A 4rea total € 2A, _ + A, . Dai, A= 2nR*
+ 2nRH. Como queremos o raio, isolar H na expressdo do volume.
Assim, H = 400/nR2.

Organizando, a area sera 2nR? + 2nR(400/nR?) =

2nR? + 800.R"!. Dai, queremos R tal que A’ = 0.

Assim, A’=4nR - 800.R*=0 >R = ,200 4
T
ERRO: Férmulas de drea e volume.

5% Questio

Dado H’= 0,2 cm/min. Como R, =10 e H, , = 15, segue-se
que R = 2H/3. Queremos V’. Derivar ambas as variaveis em relagdo
ao tempo.

4 3
V) =( nH 4r

Y=l g
77

V':%”(zof(o,z): V':%cnf/min

ERRO: Mesmo da 3%
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EXERCICIOS - PROBLEMAS DE OTIMIZACAO
Os ERROS estio inclusos nas argumentacdes das respostas.

)

2)

3)

4)

5)

Determine a altura do cone de maior volume que pode ser
gerado pela rotagdo de um tridangulo retangulo de hipote-
nusa igual a 2 cm em torno de um dos catetos.

Se a velocidade de uma onda de comprimento L, em
aguas profundas, ¢ dada por:

JE s
v=M, |=+—

BeE
Onde M e B sdo constantes positivas, qual é o compri-
mento de onda que minimiza a velocidade?

A taxa aerdbica de uma pessoa com x anos de idade ¢
dada por:
110(In x -
A= O(lnx-2)
X

Sendo x > 11. Em que idade a pessoa tem capacidade
aerobica maxima?

Para se fazer uma circunferéncia e um quadrado cortou-
se um fio de arame, com 100cm de comprimento, em dois
bocados.

2llr | 4x

X
De que maneira deve ser cortado o fio de modo que a area
total (circulo+quadrado) seja minima?

Dentre os retangulos de perimetro dado, qual o de maior
area?
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RESPOSTAS

1% Questio

Sejam x e y os catetos, sendo x o raio e y a altura quando obte-
mos o cone via rotagdo em torno do cateto de lado y. Logo, x*> + y*> = 4.
O volume do cone serd x?y/3.

Organizando, V = (4 — y?)y/3 = (1/3)(4y — y*) —> V’ = (1/3).
(4 —3y?). Queremos y tal que V' = 0.

23

De onde concluimos que y = =

2%, Questao

1 -l
= M LB e o i s
B 2B B
1 )
M -(—-BL
(B )
1 e
2(—L+BL)?
(B )
v’:Ozé—BL'Z:O:L:B

3% Questao

A'(x)=110-

(Inx-2)"x—(nx-2)-(x)' _
X2 =
Ox—(nx-2)-1

T =
X X

A =0=3-Ihx-0=lmed—x—c =21
Obs.: Ndo confundir Inx — 2 com In(x — 2).

4, Questao

A, ., = T™R? + x*. Pelo comprimento, 100 = 2xR + 4x. Vamos
isolar x.x = 25 — tR/2.

Dai, A = nR? +x* = nR? + (25 — nR/2)*. Queremos R tal que

A’= 0. Desta feita, derivando temos
A’=27R +2(25 - tR/2).(-n/2) =2nR - 1 (25 —wR/2) =0
Portanto, R = 50/(4 + 1) que vale aproximadamente 7 (sete).
E x fica em torne de 11,5.
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5% Questio

Seja 2p o perimetro do retangulo. Dai, 2p = 2x + 2y (sendo x
e y os lados do retangulo). Ou seja, p=x+y—>y=p—-x e A=Xxy
= x(p — x) = xp — x> Queremos x tal que A’ = 0. Por conseguinte,
X =p/2.

REGRAS DE I’HOSPITAL

Se no calculo de limites aparecer 0/0 ou oo/, “basta” derivar
numerador e denominador simultaneamente:
i O
g(x) g'@
Caso particular... 0 x . Neste caso, lembrar que 4 x 5 = 20.
Também temos que 4 : (1/5) = 20. Ou seja, 1/(1/5) = 5. Isto &,
ab = a/(1/b).

1) Usando L’Hopital, calcule:

3 %
a) lim s
—>-lx" +4x+3
=
X—>®0 e =
¢)  “Jime™

d) lim(x+e")”

2) Ums circuito elétrico tem resisténcia de R ohms, uma in-
dutancia de L henrys e uma forga eletromotriz de E volts.
Considere E, R e L positivos. Se I amperes é a corrente
no circuito t segundos apds este ter sido ligado, entdo

B =
= E(] —e¢ ") calculando o limite de I quando R tende

para ZERO pela direita, obtemos...
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l+n+n’

B @ lcule lim @ ——————
1+2+3+..+n

n—0

1%. Questio

ERRO: Confundir regra com a regra do quociente.

Item (a)
2
e el 2
xo-lx* +4x+3 >-12x+4
Item (b)
¥
. 1 x . 1
lim——=lim—-=lim——=0
X% o x—® 3o x>0 3xe
Item (c)
Iy ==t = Iiny—senrilnx—
x—>0"
: : i1
lim(In y) = lim senx.In x = lim
x—>0" x—0" 0 il
senx
1
L" Hopital ;
= lim(l = lim =
er(I)l( L y) x—0" —COS X
sen’x
s | dnsentx . Senx- -~ Seny 0
el : =] =
x0f X 2(—eos) o0 T (—COSk) =D

= In(lim y)=0= lim y=¢’ =1
x—>0* x—>0"
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Item (d)

lim(x+e")* = y=(x+e') = Iy =In(x+e’) =
Ly In(x+e")

X

1+e"
X
X 50)

1 L'Hopital
— Iing(ln W)= lirr01 —-In(x+e') = lim
X—=> =0 x

x—0

= lim(in y) = In(lim y) =2 = lim y = ¢’

22 Questio

ERRO: Exceto R, demais letras a direita sdo constantes.
: ‘ E i L'Hopital

hmRHOJ:hmR_WE(l—e o=

E- (—e‘R’/L )-(=t/L)

L
R—0 1

lim =FEt/L

3% Questio
Note que temos a soma dos termos de uma Progressdo

Aritmética: 1 +2 + ... + n= (1 + n).n/2 = (n> + n)/2

lim l+n+n’ iy l+n+n’ Ll
)31 4w e n2+n
e
o 2pel Ve )
lim_ . lim, e 2
=
2

Matemdtica = matema (raciocinio) + dtica (atividade)
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Funcées Hiperbolicas

Motivagdo:
Se um campo eletrostatico E agir em um dielétrico polar liqui-
do ou gasoso, o momento de dipolo resultante P por unidade de vo-
0% =5
3 e +e 1 ;
lume é P(E)=—F——5- — - O que acontece quando E se aproxima
=g
de zero (positivamente)?

Definicao:
1. Seno Hiperbdlico: senh(x) =

X =X

gi=r
2

X + —X
2. Cosseno Hiperbdlico: cosh (x)= s

Pela “motivagdo”, temos a razdo entre o cosh(x) e o senh(x) —
basta dividir numerador e denominador por 2. Podemos definir como
“cotangente hiperbdlica” — idem as definigdes das trigonométricas.

APLIACACOES:
1° QUESTAO

Apés determinar dominio de cada fun¢do, encontre as
derivadas de:

a) arccosx b) arccotgx
¢) argcoshx (ou cosh’'x) d) argsechx
SOL:

Item A

Se y = arccosx, entdo cosy = x e seu dominio€ 0 <x<m
Derivando implicitamente em relagdo a variavel x, temos:
—seny.y’ = 1

Por conseguinte, y =—
seny
Todavia, a relagdo entre y e x é cosy = x.
Ora, da relag@o fundamental da trigonometria, sen?y + cos?y =
1, temos que
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seny=\/l—cos2y =1-x2

Lembrar que a raiz negativa ndo estamos usando por ocasido

do dominio.

; 1 1
Assim sendo, ¥y =— ==
seny ="

Item B

Para y = arccotgx. Segue-se que cotgy =x. Com 0 <x<m

Derivando implicitamente em relagdo a varidvel x, temos:
—cosec?y.y’ =1

Da relagdo fundamental da trigonometria, sen?y + cos?y = 1,
temos que, ao dividir ambos os membros da igualdade por sen’y, a
relacdo: 1 + cotg’y = cosec?y

Assim, y =— He
cosecy 1-Fx

2

Item C

Sendo y = argcoshx segue-se que coshy =x. Seu dominio é x > 1

Derivando implicitamente em relagdo a variavel x, temos:
senhy.y’ = 1

Ora, a relagdo que ha entre senhy e coshy €: cosh?y — senh?y =
1 (basta elevar ao quadrado cada fun¢do e fazer a diferenca!)
1 1

senhy 2 \/coshzy—l z Jx2-1

Desta feita, y =

Item D

Dado que y = argsechx, segue-se que sechy = x.

Dominio: 0 <x < 1.

Derivando implicitamente em rela¢@o a variavel x, temos: se-
chy.tghy.y’ =1

De cosh®x — senh?x = 1, temos, ao dividir ambos os membros
da igualdade por cosh?x: 1 — tgh®x = sech?x

1 1 1

y — = T e
sechy.tghy sechy.\/ 1-sech’x xJ1-x?
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ERRO: Inobservancia das defini¢cdes. Ressalta-se também di-
Sculdades nas operagdes... com feito, ha necessidade de um “ciclo”
no uso das relagdes trigonométricas (que sdo atreladas a um circulo
trigonométrico. Ciclo = fechado!)

2°. QUESTAO
Se uma onda de comprimento L se move a velocidade v em um
corpo de dgua com profundidade d, entdo

= &tgh —2ﬂd)
2r L
em que g ¢ a aceleragdo da gravidade. Por qual motivo em

> ’ L
dguas profundas temos a aproximagdo: v = izg—
T

SOL.:
Aguas profundas... interpretar como d — o« (ERRO frequente
¢ esquecer esse detalhe!). Vamos, por conseguinte, calcular:

lim rgh(ad)

Onde “a” é uma constante positiva.

Ora, tal limite equivale a:

ad =od ad

hm tgh(ad) = hm e

dgx e e
Nas “manipulagdes” de tghx, trocamos ‘x’ por ‘ad’
Reorganizando, usando o fato de a® = 1/a®, temos:

ead__ 1
eaa’ _efad . ead
hm —= lim
= o 4 e 4% o
Cict
e

Realizando a soma de fragdes:

2ad
i 1 e -1
= ad
lim € =lim=%
gy d—o e +1
ead ead
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Simplificando,
eZad__l

i eT i &2

el e
e+ e
ead

Agora, como temos uma indeterminacdo (infinito/infinito),

usaremos L Hopital

R 204
ek =17 . 4. 2ok
lim === lim =1
di e ol d>» 2qe

Logo, segue-se resultado.

3% QUESTAO
senhx

Calcule lim
X—>00 e
SOL.:
Inicialmente, organizar a expressao
e =
- SEHRX - .
lim =lim ——%—

X—>® e X—>®0 e

Reorganizando, usando o fato de a® = 1/a®, bem como realizan-

do diferenca de fragdes temos:

k =) 2x
e —e” e7h=1

lim—2— = lim —2£

X—® e X—>00 e

Pela divisdo de fragdes:
e -1
: 5 i 2x _1
lim—2¢ = {im ¢
X—®© ex x> Do
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L’Hopital

L'Hop

Je il ]

im——=—
w02 2™ D






32.PARTE

INTEGRACAO

Apesar das dificuldades da vida,
Acredite no valor que vocé tem.
Somos amados por DEUS

Relembrando algumas regras de integracio...
considerando integral como antfiderivada

[/ )% g()lde = [ £ () + [ gx)dx
l 3 M n+-—1

J.(ax+b)"dx= e n+l ;a#0
—-In|ax+b|, n=-1
a

j sen(kx)dx = —%cos(kx)dx +C;k#0
[ coshox)ds = i—sen(kx)dx +Cik#0

fe’“dxz%e'“ +C:k#0

Pela derivada de arctg(x)...

I i :larctg(£)+C,a¢0
x2+a* a a

Pela derivada de argtgh(x)...

largtgh(ij +C,

I e e & a#0
a@-x> | 1 x+a

—1n +C

2a |x—a
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Alguns exercicios resolvidos

1>. QUESTAO

A velocidade de uma particula em M.H.S. ¢ dada por
v(t) = 4m.cos(nt + 1/6).

Qual ¢ a equacdo horaria, s(t), dado que s(0) = 2?

SOLUCAO:

V=ds/dt.cds=v.dt.:s=] 4m.cos(mt + w/6)dt =

47 Jcos(nt + n/6)dt = 4m. (1/m).sen(nt + 1/6) + C =
4sen(nt + 1/6) + C.: s(0) =2 .: 2 =4sen(n/6) + C .. C=0.

2* QUESTAO

Calcule:

j OF +——)dt
t]

-

a

~—

1 Jx
b) e LS
J.[\/;"'x 3 J Ix
: jsenxdx
cos?x
! 1
d — 4+t +- |dt
) j(z Ji J
SOLUCAO: e
a) J.(9t2+t—3/2)dt:9.t_+ +C:3t3_2t~1/2+c
3 (-1/2)
3 1 5
= 2 2 2 1 5
= 5% 1 = 5
b w2 o ages o Rla s 90 (R
) I( 3) 375 15

o
2 2
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€) oy x=(cosx)’ S u=CosF=

senxdx ¢ (—du) N
cos’ x '[ -[ &

du = —senxdx = J.

=1
:—u—+C:l+C=

(=D u cos x

+C=secx+C

3/2 3/2;

+1nt+C:%e”+ +Int+C

1 2 Dk
d) |(e' #2224t Ndr==¢+
) [G )t =

!
2

MAIS EXERCICIOS RESOLVIDOS.
ENTRETANTO, RECOMENDAMOS REFAZER EXRCICIOS
ATE AQUI VISTOS PARA UM MELHOR ENTENDIMENTO.

PRINCIPAIS ERROS — REGRAS DE INTEGRACAO
01.[(3x2—2x-4)dx;

SOLUCAO:

Usaremos o fato da integral da soma (e/ou diferenga) ser a
soma (e/ou diferenc¢a) das integrais.

Assim, [3x2dx — [2xdx — Jdx

Agora, usaremos o seguinte resultado: [c.f(x)dx = c. [f(x)dx,
onde ¢ € constante.

Por conseguinte, 3/x%dx — 2[xdx - Jdx.

Dado que [x"dx =x"*!/(n+ 1)+ C, sen =1,

Temos: 3.x%/3 —2.x%/2 —x + C (todas as co—stantes juntas ainda
formam constante...)

Resp.:x®*—x2-x+C
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02. J-(xz-i/;z_—l)dx;

SOLUCAO:
Fazendo uso das argumentagdes até aqui apresentadas, temos,
ndo esquecendo que x".xP = x""P:

J-(xz.xz'3 —l)dx = I(xx *—Ddx =

8/3+1
b2 3 i

~x+C==x""-x+C
%+1 11

03. j (2x—3)" dx;

SOLUCAO:
Ja que [(ax + b))’ =p(ax + b)P~l.a=ap(ax + b)> !
Segue-se que =, onde a, b e p sdo niimeros reais e “a” diferente
de zero.
Com efeito, se u = ax + b. derivando ambos os membros da
igualdade em relagdo a variavel x, temos:
1 (ax+b)""

+C, se p#-1
a p+l

[(ax+by dr=

l.lnlax+b|+C, se p=-1
a

.du = adx, dai, fup(du/a) = (1/a). Jurdu ... (integral conhecida!
Retornar, apds integrar, para variavel x).

20
Assim, I(2x—3)'9dx = % % +

04. Jx\/1—2x2 dx;

SOLUCAO:
A ideia ¢ imaginar a funcio “de dentro” da composi¢do como
nova variavel.
Seja v =1 — 2x* .: dv = —4xdx, ou, de maneira equivalente,
xdx = —dv/4
3/2

i 1 v
= 2 - 1—2 n1/2 - 125 ey
Jxle 2x° dx J( x2)"" xdx Iv (—dv/4) 2 3/2+C

Como a variavel de partida € x... retornar para ela:

C
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Assim: —(1 2%%)2/6 +C

= -[ 4x+4

SOLUCAO:
Notemos que x> —4x +4 = (x — 2)2
Dai, [(x — 2)2dx = C + 1/(2 — x)

06. I(x +DVx-1dx;

SOLUCAO:
Inicialmente, desenvolver a soma:

J‘x\/lederJ\[de

A integral a direita do “+” ndo oferece resisténcia, com efeito,
¢ so escrever (x — 1)1

Para a da esquerda... Sejau=x — 1 a expressdo “de dentro” da
composi¢ao.

Derivando, du=dxex=u+ 1.

Assim, Jx(x — 1)"2dx = [(u + 1)u'?du = Ju¥2du + [u'?du...

07J~ x dx

R 1 +x°
SOL.:
Sejau=1+ x> Dai, derivando em relagdo a varidvel x, temos:
du = 3x2dx. Assim,

x> xPelx (H ——l)du /3 1 ‘1 23 -1/3
I (1+xH" _I u'? = EI "l _1 (-[ = J. )
Resolvendo as integrais e retornando para a varidvel x, temos:
1+x3)*  (1+x3)*?
5 2

+C

l—cos”x
SOLUCAO:
Notemos que a integral equivale a [dx/sen*x = [cosec?xdx =
—cotgx + C
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,

09. j sen x
1-sen? x

SOLUCAO:

Reescrevendo, temos: [senxdx/cos*x

Opgoes:

. Seja v = cosx. Dai, dv = —senxdx. Por conseguinte, [—dv/
v2=-Jv2dv=v!+C=secx +C

. Reescrever:
J- senx 1

—dx= J. tgx.secxdx = secx + C
COSX COSX

16 Isenx/—

SOLUCAO:

Nao esquecer! Visualizar a composi¢do e tentar considerar
uma varidvel de apoio (mudanga de variavel).

Assim sendo, sejam = Jx =x"2 Por conseguinte, dm = %2.x"2dx.
Ou, de maneira equivalente, 2dm = dx/x'?.

Desta feita, a integral fica: Isen(m).2dm = 2.(-cosm) + C =
—2cos(x'?) + C

n.y_ié;_;
xVx* -3
SOLUCAO:
Ou recordamos as derivadas das fung¢des trigonométricas in-
versas para esta integral ou vamos recordar a técnica de integragio
conhecida como substitui¢io trigonométrica:
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Integrando Faga Pois

.(au)? = b2tgx
Na*u? +b? .au = b.gx e J

.a%u? + b? = b?secX

.(au)? = b%sec
Ja*u —b? .au = b.secx (au)

%P - b? = b2.tgx

.(au)? = b%sen*
Vb - a*u? .au = b.senx

.b? - a%? = b%.cos*x

Né&o esquecendo que

.du = (b/a).sec?x.dx

.du = (b/a).secx.tgx.dx

.du = (b/a).sec®.dx

Assim, seja X = V3 de onde dz = \/Esecz.tgz.a’z

Por conseguinte, \/x?> -3 = \/§.th

Fazendo as devidas substitui¢des na integral, temos:

J- VBsecz. tgzdz 1

Bsecz gz BT C—farcsec[\/gj+c

12]\/7_’

SOLUCAO:

Notemos que e** = (e*)>. Assim, seja u = e*, por conseguinte,
du = e*dx

Desta feita, e>* — 1 =u?>— 1.

Logo,

dx d .
J‘\/e:"'\—l :J‘e"_'jej_ —Iu\/“ =] —arcsec(e' )+C

Lembremos que k = k.1 = k.(u/u), desde que u ndo seja igual
a zero. Assim, multiplicamos tanto o numerador quanto o denomi-

nador por e*.

= J‘xﬂn)c‘

SOLUCAO:

Dado que (Inx)’ = 1/x, fazendo u = Inx, com du = dx/x, temos:

[du/u = Infu| + C = In|Inx| + C




62

dx;

4. | g
e

SOLUCAO:
Consideremos v = x2. Assim, dv = 2xdx e temos [edv =

—<'+C=—*+C

coshe™
15 [——ax
SOLUCAO:
Conforme observamos, ha composi¢do. Assim, seja v =¢™*

Por conseguinte, dv = —e™*dx = —dx/e*.
Logo, ficamos com: [coshv(-dv) = —senh(v) + C = —senh(e™) + C

16 J'i_
xsenh? ¢nx’

SOLUCAO:

Consideremos v = Inx (pois esta “dentro” da composi¢ao).
Dai, dv = dx/x.

Assim, Jdv/senh?v = Jcosech?vdv = -cotgh(v) + C =—cotgh(Inx) + C...
Neste caso, podemos até desenvolver um pouco mais!

1. 2 /n’x
J.x(1+€nx) ’

SOLUCAO:
Aparecendo Inx no integrando e x no denominador... fazemos

z = Inx e dz = dx/x.

2
Assim a integral fica: I Lr dz.
142z
Estratégias:
. Dividir polindmios.
. Mexer com a expressdo: notemos que 2 —z>=1+(1—-2%)=
1+(1-2)(1+2).
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2z 1+(1—z)(l+z) Lkl
l+z 1+z 1tz

+1-z

Comparemos o resultado obtido em cada uma das estratégias...
¢ 0 mesmo!

Assim, a integral resultaem In|1 +z| +z—-2z%/2+ C=

In|1 + Inx| + Inx — (Inx)%/2 + C

dx

SOLUCAO:

Como had raiz quadrada e raiz sexta e 0 m.m.c. entre “2” e “6”
¢ “6”, seja x = z% Por conseguinte, dx = 6z°dz.

Dai,

62°dz I 62z°dz i J- z%dz

Id(zé)-‘ +Jz— 22+1

_6J-[ 1+Z o jdz- ( Z+arctgz)+C

Sz

Lembrando que fizemos divisao de polindmios, ou, de maneira
equivalente, reescrevemos o numerador como z>+ 1 — 1.

Voltando para a variavel x... 6(arctg9/; - f/;) +C

APLICACOES:

1°. QUESTAO

A Lei de Newton para o resfriamento de um objeto diz que a
taxa de a qual um corpo perde calor € proporcional a diferenca entre
a temperatura (T) e a temperatura do meio ambiente (T ). Isto €,

dr

— =k(T —
dt ( m)

Sendo k constante de proporcionalidade.

Quando um bolo ¢ removido de um forno, sua temperatura ¢ me-
dida como 300°C. Apos 3 minutos, ¢ 200°C. Se a temperatura ambiente
¢ de 30°C, ap6s quanto tempo a temperatura do bolo sera de 40°C?
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Solucio:

Resolvendo a equagdo temos:

I it -—"—T-:jkdz

T-T, T-1,

Entendendo:

* [nicialmente, isolamos as variaveis.

* Em seguida, integramos ambos os membros da igualdade.

Assim: In| T—T | = kt + C ou, equivalentemente,

Isto é, usamos a defini¢do: Ina =b — a = ¢’

Podemos desenvolver um pouco mais: "¢ = et .e¢

Agora, é s6 substituir valores:

I =30

Para t = 0, T = 300 (lembrar: qual sua idade no ano de seu
nascimento?)

Parat=3,T=200
Et=40—>T=7?

2°. QUESTAO

Suponha que a gramas de um elemento quimico A sejam com-
binadas com b grama de um elemento quimico B. se existirem M
partes de A e N partes de B formadas no composto, e X(t) é o niime-

ro de gramas do elemento quimico C formado, entdo...

ax

—=k(a-X)(B-X)

Onde oo =a(M +N)/M e B =b(M + N)/N ¢ k é constante.

Um composto C ¢ formado quando dois elementos quimicos
A e B sdo combinados. Para cada grama de A, 4 gramas de B sdo
utilizados. Em 10 minutos, 30 gramas de C s3o formados. Se inicial-
mente ha 50 gramas de A e 32 gramas de B, determine a quantidade

de C em um tempo t.

Solucio:

Temos: = kdt . Supondo o # f, pois se forem iguais,

dx
(cc =x)(B —x)
Jja sabemos resolver.
A integral da direita da igualdade ndo oferece resisténcia.
Surge uma pergunta: é possivel separar o produto como uma

soma, porque, isoladamente, cada integral é conhecida?
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1 -_p . 4
x-a)(x-B) x-a x-f
Onde p e q sdo constantes. Por qué? Pois, se fossem polinomios
com grau maior ou igual a um, poderiamos dividir e, ao usar a iden-
tidade de polinémios, seus coeficientes seriam identicamente nulos.
Ah! De (a—b) = -(b — a), reescrevemos:
(a—x)(b—-x)=[-(x—a)][-(x—b)] = (x—a)(x—b)... 50 para

Jacilitar uso de sinais.

Sim, com efeito, podemos usar: (

1 _p(x-B)+q(x-a)
(x-a)x=p)  (x—a)x—p)
Denominadores sdo idénticos, logo, numeradores também de-
vem ser:

I = (ptq)x + (-pf—q0)
Lembrar que 0X + 1 = 1.

Pela soma de fragoes:

Assim,

Coeficientes de “x”: 0 =p +q (eql)

Coeficientes de “x"” (ou termos independentes):
=-pf—qe  (eq2)

De (eql): p = —q

Substituindo em (eq2): 1 = —(—q)f —qa—> 1 = q(ff —

Por fim, q:ﬁiaep:—ﬁia

1 1
_B-a
X

Assim, J' e
a

M AL _J‘ e
(x— a)(x B) -B

Passando para fora da integral a constante e usando resulta-
dos dos logaritmos, a saber: InA — InB = InA/B, temos:

I L dx = 1 .lnx_ﬁ|
(x-a)x-B)  p-a  |x-a

Agora é so igualar e resolver o problema.
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3% QUESTAO

Experimentos mostraram que a taxa a qual um elemento ra-
dioativo decai (medindo o nimero de nucleos que se transformaram
por unidade de tempo) é proporcional ao numero y(t) de nicleos ra-
dioativos presentes no instante t. A constante de proporcionalidade
¢ chamada de constante de decaimento.

a) Escreva e resolva uma equagdo diferencial que descreva
o decaimento radioativo, considerando a condi¢@o inicial
y(0) =y,

b) Meia vida de um elemento radioativo é o tempo necessa-
rio para que metade dos niicleos radioativos inicialmente
presentes em uma amostra tenha decaido. As pessoas que
fazem datac@o por carbono 14 usam um valor de 5.700
anos para sua meia vida Determine a idade de uma amos-
tra em que 10% dos nucleos radioativos originais presen-
tes ja decairam.

Solucio:

Pelo enunciado:

@,

dt dt
(no caso, é negativa porque esta diminuindo a quantidade...).

Isolando varidveis e resolvendo, chegamos em (compare
com primeira aplicagdo): InJy| = kt + C —» y = e¢*.e. Para t = 0...
¥y =elet 1y, =€~

Para item (b):

Meia-vida: y = 2.y, ..y =y, €= oy, =y, e

Dai, é com vocés... (com efeito: 5700k = Inl/2 = - In2...)

ky, sendo k constante de proporcionalidade

4*, QUESTAO

Astronomos usam uma técnica chamada estereografia estelar
para determinar a densidade de estrelas em um aglomerado estelar a
partir da densidade (bidimensional) observada, que pode ser anali-
sada a partir de fotografia. Suponha que em um aglomerado esférico
de raio R a densidade de estrelas dependa somente da distancia x do
centro do aglomerado. Se a densidade estelar aparente for dada por
y(a), onde “a” ¢ a distancia planar observada do centro do aglomera-
do e f(x) ¢ a densidade real, entdo pode ser mostrado que:
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)= [ s ()

Ache a densidade aparente se a densidade real for f(x) = (R —x)%2.

Solucio:
ERRO: NAO CONSIDERAR INTEGRAL IMPRORIA

Queremos: I LB
aN .X = a
impropria. Com efelto, o dominio tem que satisfazer: x*>—a*> (. Ou
seja, x < —a (desconsiderado!) ou x > a
Desta feita:

dx. Notem que é uma integral

x(R x)

e

Inicialmente, resolver a integral indefinida.

Estratégias: ou desenvolver o produto notavel e, em seguida,
usar o fato de que a integral da soma é a soma das integrais, ou subs-
titui¢do trigonométrica. Lembrando que, por ser integral definida, as
constantes em cada caso serdo desconsideradas (Por qué?)

Neste segundo caso, seja x = a.sect.

Dai, x> — a’? = a’sec’t — a’ = a’(sec’t — 1) = a’.1g’t.
E, dx = a.sect.tgt.dt

Por conseguinte,

—x)2 _ 2
J-x(R X) 2 J-a.sect.(R a.sect) .

Vxt—a? a.gt

Simplificando e desenvolvendo, temos:
af sec 2t.(R2 —2asect+a’ .seczt) dt

a.sect.tgt.dt

Usando o fato de que a integral da soma é a soma das inte-
grais, e, para melhor compreensdo , isolando cada integral a ser

calculada, temos:
Caso I: aR? [sec? tdt = aR? - 1gt

Caso II: —2a2.J‘sec tdt = —Zaz.%.(sect.tgt +In |sect + tgt’)
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Caso III: a3._[ sec?t.sec’tdt = a3.j(1 +1g°t).sectdt

Neste caso, usamos o fato de uma das sec’t ser 1 + tgt, pelo
motivo de conhecermos a derivada de tgt.

; 1g%
Dai, a?(|sec?tdt+ |(tgt)>.sec?tdt | = a’.| tgt +2—
(f Jign ) (g 3 )

Fizemos a seguinte substituicdo “mental” u = tgt .: du =
sec’tdlt, ficando com a integral de u’...

Agora, retornar para variavel x:

Como x = a.sect, temos sect. = x/a e, de sec’t = 1 + 1g’t, temos,
considerando a raiz positiva (por qué?):

2 fs2 . 2
tgt =+/sect—1= /x_z_ o L.
a a

Logo, cada caso fica:

Caso I: aRz.ﬁ =R2\x*—a?

a
xA/x?—a? x+\/x2—a2|
Caso II: —a2. +In
az a
Caso III:
2 2 k
X" —a
2 2 a 2 2
X" —a x*—a
a’. J 1+ =a’~Ax*—a*| 1+
a 3 3a?

Optamos por ndo desenvolver mais, antes de aplicar limites de
integragdo, por crermos que fica mais facil a visualizagdo de alguns
“cortes”!
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De jg(x)dx=h(R)—h(b),comh'(x):g(x)’ bem como, fa-

zendo b aproximar-se de a por valores maiores que a, isto é
“b— a”” temos que b>— a’ — (. Nao esquecendo que Inl = (. Por

conseguinte,
R++R*—a?

SR
\/Rz—a2.(R2 —R+d +R—3ij—az.ln
a

‘ Ou seja, reorganizando:
2% 2 [p2_ 2
\/Rz_—az.[‘lR 3R+2a J—az.ln R+~R?*—-a

a

3

As aplicagées servem para introduzir as Equagdes Diferen-
ciais. Faremos uma breve introdugdo




=
P

B ="1| 1 .-".: -

ER T . N

= B
.
-
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-
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4* PARTE

INTRODUCAO AS EQUACOES
DIFERENCIAIS ORDINARIAS

Definicéio:

Uma equagdo que contenha as derivadas de uma ou mais vari-
aveis dependentes, em relagdo a uma ou mais variaveis independen-
tes, € dita ser uma Equacéio Diferencial.

Definicéo I1:
A ordem de uma EDO corresponde a ordem da mais alta

derivada da equacao.
Exemplos:
As equagdes exemplificadas sdo de primeira ordem

2 3
Uma equagdo de segunda ordem: ey = 5(@] =7.
dx? dx

5%
Note que aparece o expoente “3”... mas ele esta atrelado a de-
rivada primeira.

Em simbolos, podemos EXPRESSAR uma equagdo diferencial
ordinaria de ordem k com uma variavel independente pela forma geral:

F&,y,y,..,y9)=0
Obs.: Uma EDO ¢ dita LINEAR se F for linearemy, y’. ..., y®
Traduzindo... podemos escrever a equagio do tipo:
k
a, (x)%+...+al (x)j—i+a0 (x)y=g(x)

Onde a,(x) € uma funcio.
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Definicao III:
Solugdo de uma EDO — qualquer func¢éo h, definida em um

intervalo I e possuindo ao menos k derivadas continuas em I, que
quando substituidas em uma EDO de ordem k reduz a equacdo a
uma identidade, ¢ dita ser solu¢do da equagio no intervalo.

Obs.: O intervalo tem que estar bem definido.

Exemplos:
1) Y =xe* solugdo daequacioy” -2y +y=0.

2) (Deflexdo de vigas) Da fisica, podemos encontrar a se-
guinte equacdo diferencial (um caso bem particular)

" 7
ﬂ — 1+(Qj
dx? dx

Uma solugdo desta equagdo € y = cosh(x).

Definicéo IV:
. d

UmaEDO de primeira ordem da forma 4, (x) ;,i-/ ta - 00
¢ dita uma equacio linear na variavel dependente y.

dy

— I Plu)y Ofx

Ly p()r=0(x)

Obs.: quando g(x) = 0, a equacdo ¢ dita ser homogénea.

Forma padrdo. Dividindo-se ambos os membros por a (x) a
equagdo fica:

Solu¢do da EDO linear.
Como estamos em um curso introdutorio, em vez de fornecer
uma “férmula pronta”, vamos argumentar sua construgao.

Vamos “pensar” por etapas:

ETAPA 1

Se Q(x) = 0, entdo ficamos com dy/dx = —P(x)y.

Separando as variaveis, dy/y = —P(x)dx.

Por conseguinte, integrando ambos os membros da igualdade,
Injy| = -JP(x)dx + cte.
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Ou seja, (de onde saiu este C?)
ETAPA 2

Se P(x) = 0, entdo dy/dx = Q(x).
Organizando, dy = Q(x)dx.

Dai, y = JQ(x)dx + cte

ETAPA 3

Juntar as ideias... ou melhor, as etapas anteriores. Com efeito,
lembram da defini¢io de solug¢do de EDO (vide aula anterior!).

Tentativas e erros...

~[P(x)ax

Se y=e IQ(x)dx sera que esta ¢ uma solugio?

Testar, isto é, derivar e substituir na equagdo:
. - P(x)dx '
% :[e J jQ(x)dx}

Pela derivada do produto,

. :{efp(x)dx] Jo(x) Yot Y J

Nao esquecendo que = =
:] J.Q dx+e X.Q(x)
Notamos que NAO SERVE...

ETAPA4
Fazendo uma “inspecdo” notamos que uma escolha mais
apropriada é:

e'[P(x)dx J‘ IP x) x d_x+ C

Sera? Testar.

Mas, qual a motivagdo? Conforme etapa anterior, apareceu a ex-
ponencial no lado esquerdo da igualdade. Caso ha tivéssemos no lado
direito da igualdade, a expressdo seria simplificada. E por qual motivo
temos o sinal trocado no expoente? (Pensem um pouco mais...)
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Testando,
eJ.P(x)zl\‘P(x)‘y i eIP(.r)zi\' ‘y' = eJ.P(x)d.\'Q(x)

Lembrando, a esquerda da igualdade tinhamos um produto.
Logo, derivada do produto (se estdo com dificuldades, recomendo
rever regras de derivagdo e integragdo).

Simplificando, chegamos na equacio linear.

Aplicagdes:
1) Resolver a equacdoy’+y=x
2) Sendo x > 0, determine solugio geral de x.y’— 4y = x%e*

Definicdo V:
Uma EDO de primeira ordem ¢ dita ser de Bernoulli quando

pode ser escrita na forma
dy
—+P(x)y =01 x}y’
— T P(x)y=0(x)y

Repare que paran =0 oun = 1 ja sabemos resolver (ou nao?)

E como resolver nos outros casos?

J4 sabemos que para resolver algumas integrais uma estraté-
gia ¢é fazer mudanca de variavel. Desta feita, seja u=y'-", com n
diferente de 0 e 1. Por qué? Conforme historiadores da matematica,
tentativas e erros consolidaram a estratégia a ser utilizada.

Mas, prestem aten¢ao aos expoentes de y... sdo “n” e “1”...

Com efeito, derivando ambos os membros da equagdou=y!' "

em relagdo a variavel x, temos:
d; S d

bt (l—n).y(1 i
dx dx

Organizando a escrita:

arn. 1 du

dx A-n)y™ “dx
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Substituindo na equagao

%+P(x)y — Q(x)y"

Temos:

y" du :
= PO
- EGpeg
Multiplicando ambos os membros da igualdade pelo inverso do
coeficiente de du/dx e fazendo a substitui¢do u =y ' " chegamos em:

du+1—n.P(x)y= l;ﬂn.Q(x)y"

g y}?

s P()=(1-n)0()
%nL(l—n)P(x)u =(1—n)Q(x)
Exemplos:

X 2Xy Xy

Yo=axly + xyle

Soluc¢do:

EDO’S EXATAS

Definiciio VI:

UmaEDO de primeira ordem do tipo M (x, y)+ N(x,y)f;)i =0
X

¢ dita EXATA se existir uma funcdo u(x, y) tal que

0 0
M(x,y)=5§eN(x,y):a—i.

Quando saber que uma EDO ¢ exata? Enunciarei parcialmente

um teorema cujo enunciado completo e respectiva demonstracdo de-
. d

vem ser debatidos: M (x,y)+ N(x,y)gji =0

b

O oM B ATase

Xy - G)
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E como resolver?

Pensar “ao contrario”!

De u_= M(x,y), vamos integrar ambos os membros da igualda-
de em relagao a variavel x. Assim, u = [M(x,y)dx + g(y).

Por que apareceu g(y)? Porque ao derivar em relagio a varia-
vel x, y “se comporta” como constante.

Agora, derivar em relagdo a y a igualdade u = [M(x,y)dx +
g(y), lembrando da hipdtese... u =N(x,y).

Vamos aos exemplos para fixar melhor a ideia!

3) 2x y 43x dy s
y3 y'  dx
4 ) ey =0

Obs.: Como resolver M(x, y) + N(X, y).y’ = 0 se ndo for exata?

Definicao VII:
Uma f: A € R? > R ¢ homogénea de grau n se para todo k real

f(kx, ky) = kf(x, y) para qualquer (x, y) € A.

Exemplos:

F(x, y) = x* + 3xy + y? € de grau “2”. Com efeito, F(kx, ky) =
(kx)* + 3.(kx)(ky) + (ky)* = k*(x* + 3xy + y?)

F(x, y) = sen(xy) NAO é homogénea. Pois, sen(kxky) =
sen(k?xy) # k?sen(xy).

Considere que M e N sejam homogéneas com mesmo grau,
na equacio diferencial

M(x, y) + N(x, y).y’=0

Assim, y’ = -M(X,y)/N(x.y).

Obs.: Tem um resultado das fungdes homogéneas que argu-
menta o seguinte: Se f(x, y) ¢ homogénea de grau n. Considere
(x, y) no dominio da funcdo e x n3onulo. Seja k = 1/x. Assim,

f[l,-y—}f(lx,lyj:—l;f(x,y)
25 X X %
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Com base nessa observagao:

M(x.y) M Z)
n 2 X

&y M(x,y)
dx N(x,y)

Nzl g
D F

Ou seja, a equagdo estd dependendo do quociente y/x. Sim, e

dai? — vocé pode indagar!
Ora, podemos fazer uma mudanga de variaveis... vide exemplos:

Ex7 - Resolver x* + 3xy + y? — x2y’ = (.
Ex8 - Obter a solugdo geral de x?’y —y>.y’=0

Resolva:
a) ot 2xe™
b) §+scos(r):%sen(21)

Determine a soluggo de:
a) Y+xy=x}y
‘,b) Y - y’.cosx = y?cosx(1 - senx)

Extraclasse

Venﬁque se a EDO é: (i) exata, (ii) homogénea, e (ii)
encontre a solugéo geral, sendo ou ndo exata:
a) X+d4y+2xy =0
b) Xe+y'+(2xy+y)y'=0

Definicio VIII:
Uma equagdo diferencial do tipo ay” + by’ + cy = 0, com

a # 0, ¢ dita ser homogénea.
Inicialmente a, b e ¢ sdo constantes.

Obs.: Em se tratando das solugdes, tem um teorema o qual
aborda o principio da superposi¢do das equagdes homogéneas (tra-
taremos o caso de segunda ordem). Consiste em:
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. Considere y, ey, solugdes em um intervalo I. Entdo y =
k,y,(x) + k,y,(x) € também solug¢do no intervalo, sendo k,
e k, constantes.

Qual a motiva¢do do teorema?

No Célculo, muitas vezes a diferenciacdo é denotada por D.
Por exemplo: dy/dx = Dy.

D ¢ denominado operador diferencial, pois ele transforma
uma fun¢do diferencial em outra fun¢do. Por exemplo:

D(x® — senx) = 3x — cOsX.

E dai?

Facilidade de nota¢ao: i(ﬂj = i;);

= B =T e e
'y dx \ dx () .
eral, —==D"y.
= dx” -
Da Algebra Linear, o operador diferencial ¢ uma transforma-
¢do linear. Isto &,

L {af(x)+ bg(x)} = aL(f(x))+ bL(g(x))

Como resolver?

Comparando com az? + bz + ¢ = 0, pois € parecida (guardadas
as devidas proporgdes...), serd que € possivel exibir ou realizar uma
mudanca de variavel que faca aparecer a expressao do segundo grau?

Deve ser uma mudanga que depois possamos realizar uma
simplificagdo. Trigonométricas sdo interessantes, mas a exponencial
¢ bem mais! Com efeito, se y = e* notamos que:

. V=

. Yol =i el

Substituindo e simplificando, encontramos az*> + bz + ¢ = 0
(faca as contas!)
Seja A = b* — 4ac. Temos trés casos, sendo z, € z, as raizes:

Z,X

A >0 .: duas raizes reais e distintas. Logo y = k,e™ + k,e™

e x ’ . . . — Zix Z1X
A =0 .: raizes reais e iguais. Logo y = ke™" + k,xe”
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ZrX

A < 0 .: raizes complexas. Logo y =ke™ +k,e
optar por escrever na forma trigonométrica (vide exemplos)

Justificando o caso das raizes iguais.

< Asgim, oy = zke™ + k(e +x.ze™) — lembre-se,

— nota,

derivada de um produto. Organizando, fica:
y =e™(zk +k, +k,x.z)

oy =z (zk +k thowz Yy k, 7

=z,.e" (z,k, + 2k, +k,.x.2,)

Substituindo as derivadas (lembrando que o caso particular
y”’ =0 ja sabemos resolver... ou ndo?) em ay”’ + by’ +cy =0
Fica:
az & (z,k; + 2k, + k,.x.2) ) a+ be™ (z,k, + k, + k,.x.2)) + c(k,e™ + k,xe™) =0

Repare que, simplificando, ficamos com:
az(zk, + 2k, + k,.x.z, )+ b(z.k, + k, + ky x.2) + ck, + ck,x =0

Organizando em fung¢do de cada constante...
k[a(z,? + bz tcl+k[2az +ax(z }* + b+ bxz +cx]=0

Como a(z,)* + bz, + ¢ = 0 (por qual motivo?) entdo, reorgani-
zando o que “sobrou”:

k [2az, + ax(z,)* + b + bxz, + cx]

k{2az +b+x[a(@ )+ bz +cly=0.

Assim, ficamos s6 com 2az, + b = 0 (Por qué?).
Concluimos... com efeito, z, = -b/2a representa...

Exemplos:

1) Resolver4y” +4y’+ 17y =0

2) Na Fisica, problemas como quedas de corpos com re-
sisténcia do ar ou deslizamento de correntes, geram
equacdes diferenciais de segunda ordem. Resolver a
equacdo y” + k%y = 0, sendo k real, deixando-a na for-
ma trigonométrica.
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OBS.: Rapida inspec¢do... solugdes sdo ki e — ki (comprovem!)

Sabemos da disciplina de nimeros complexos que a férmula
de Euler fornece:

€= cosb + isenf

Sendo a + ib nimero complexo, segue-se que
y o kle(a-Hb)x + kze(u—lb)x

Pelas propriedades das poténcias, e pode ser posto “em evi-
déncia” (por qué?)

Assim,

e =cos (bx) + isen(bx)

E, e = cos(—bx) + isen(-bx) = cos(bx) — isen(bx)

Usando o fato de cos(—t) = cost e sem(—t) = —sent (lembram?)
Em busca de solugdes, podemos somar e depois subtrair am-

bos os membros da igualdade. Temos (facam as contas):
eibx +e—ibx ibx _e—ibx
cos(bx) = Tt isen(bx)=

Lembram as fun¢des hiperbolicas...
Fazendo fechamento das ideias:

e kle(a+ib)x ot kze(a—ib)x i eax (k]eibx +kze—ib.\')

y = e[k, cos(bx) + k,sen(bx)]

Finalmente, resolvendo nosso problema,a=0eb =k...

OBS2.: Para resolver uma equacdo diferencial linear ndo ho-
mogénea (de segunda ordem) do tipo ay” + by’ + ¢y = g(x) temos
que analisar cada caso particular de g(x). Todavia, temos dois pro-
cedimentos a seguir para o caso da solucéo geral (em um intervalo):

1. Determinar uma fung¢do complementar Yc (resolver

como se fosse homogénea)

2.  Determinar qualquer solucdo particular Yp. A solugao ge-

ralsera Y =Yp + Yc
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Cada exemplo a seguir apresenta uma dica a ser utilizada. Nao
estamos “esgotando” todas as estratégias... lembrem-se: estamos em
um curso introdutério voltado para licenciatura!

Exémpio - ~ Encontre a‘solu‘géogeral de
G(x) ¢ POLINOMIO Y- 12y=2E-3x+4

A ideia inicial é resolver equagdo homogénea.

Ouseja, y'+y' — 12y = 0.

Fazendo y = e* seque-se que k*+ k—12=0 e as raizes séo k=3 e k=-4
Por conseguinte, Yc = ¢, e+ ¢, e*

Segundo procedimento...

Como g(x) é um polinémio do segundo grau, vamos considerar
uma solugédo particular que esteja também nessa forma.
Ou seja, Yp=Ax?+ Bx + C.

Nosso foco é a determinagdo de cada constante A, B e C.
Desta feita,

Yp=2Ax+B

Y’p=2A

Substituindo na equagéo diferencial, trocar y por Yp, y’ por
Y'p e y” por Y'p, e usar polinémios idénticos:

(2A) + (2Ax + B) — 12(Ax*+ Bx + C) = 2x*- 3x + 4
(-12A)x%+ (2A - 12B)x + (2A+ B- 12C) = 2x*— 3x + 4

Grau 2" —>-12A=2.:A=-1/6
Grau“1”—> 2A-12B=-3.:B=2/9
Grau“0"—> 2A+B-12C=4.: C=-37/108

Logo, solugéo geral é (derive e verifique!):

Y=ce ™ +ce” ——+——-—
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Agora é sua vez: y”’ —4y = x*

Exemplo 2 -
G(X) E TRIGONOMETRICA DO
TIPO SEN(KX) OU COS(KX)

Passo inicial: solugdo da equacdo homogénea.

Encontre a solugéo geral de
y” -y’ + 12y = cos(2x)

Fazendo y = e* seque-se que k?- k + 12 =0 e as raizes sdo k =

AT VAT
Dai, Ye=Ce * +Cp ?

1+i/47
2

Nota... escreva na forma trigonométrica...
1
Yo=e? [61 cos(l/—»;'_lx}rczsen(gxﬂ

Passo Il: Como g(x) é uma fungéo trigonométrica, considerar uma solugdo
particular que esteja também nessa forma. Todavia, como derivacédo

de cosseno gera seno (a menos de um sinal) e derivagéao de seno gera
cosseno, somos estimulados a imaginar Yp = Msen(2x) + Ncos(2x).
Nosso foco é a determinagdo de cada constante M e N.

Desta feita,

Y'p = 2Mcos(2x) — 2Nsen(2x)

Y’p = -4Msen(2x) — 4Ncos(2x)

Substituindo na equagéo diferencial, isto é, trocar y
por Yp, y'por Y’p e y” por Y’p, temos:

[Msen(2x) + Ncos(2x)] — [2Mcos(2x) — 2Nsen(2x)] + 12[-4Msen(2x) — 4Ncos(2x)]

= c0s(2x)
DETALHE! Entenda como “identidade”

Como assim? Queremos comparar coeficientes tanto de sen(2x)
quanto de cos(2x) em cada membro da igualdade.

A esquerda: (-47M + 2N)sen(2x) + (=2M - 46N)cos(2x)

A direita: cos(2x) = 0.sen(2x) + 1.cos(2x)

Desta feita:
“coeficiente de sen(2x)” — -47M + 2N = 0
“coeficiente de cos(2x)” — —2M + 46N = 1

Resolvendo...
Finalizando... y = Yp + Yc
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Agora é sua vez: y”’ — 4y’ = 12sen(7x)
Exemplo 3 e R oA
GX) y + 5y’ - 6y = &*

Fica para vocés o Yc

Desta vez... para Yp imaginar a propria exponencial ndo convém.
Por qué? Porque ela ja € escolha natural para homogéneas.
Com efeito, se Yp = ke*

Temos:

Yp=Y'p=Yp

Substituindo, ke* + 5 ke* — 6 ke* = e* .: Ok = 1 (absurdo!)

E agora?

Como g(x) é uma fungéo exponencial, podemos atrelar
uma polinomial. Com efeito, se Yp = kxe* temos:

Y'p = kxe* + ke*

Y’p = kxe* + 2ke*

(Davidas? Fagam as contas... Lembrem-se derivada de um produto!)

Substituindo na equacao diferencial, isto &, trocar y
por Yp, y' por Y'p e y” por Y’p, temos:

(kxe* + 2ke¥) + 5(kxe* + ke*) — 6 kxe* = e
Organizando: 7ke*= e
O que vocés perceberam?

DETALHE! Entenda como “identidade”

Assim, k=1/7
Finalizando...y=Yp + Yc
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Agora € sua vez: 4y” —y = e*

Exemplo 4 G(X) E produto -
de EXPONENCIAL 5:‘;‘,’,“:’; ?f"s'“?:e?e’a'
com POLINOMIAL F s

Fica novamente para vocés o Yc (Ndo é a mesma do exemplo 3!)

Para Yp imaginar kx?ex. Vamos testar?

Motivo: no exemplo anterior, quando tinhamos apenas a exponencial a
solucéo obtida foi o produto da exponencial por um polinémio de grau um.
Ora, como agora temos um polindmio de grau um, testar um de grau dois.
Temos:

Yp = kx%ex

Y’p = 2kxex + kx%ex = kex(2x + x?)

Y”p = kex(2x + x3)+ kex(2 + 2x) = kex(x® + 4x + 2)

(Davidas? Fagam as contas... Lembrem—se derivada de um produto!)

Substituindo na equagao diferencial, isto &, trocar y
por Yp, y' por Y’p e y” por Y’p, temos:

kex(x? + 4x + 2) + 5 kex(2x + x?) + 6 kx®ex = xex

(lembrar — como se fosse identidade!)

Organizando: '

12kx%ex + 14kxex + 2kex= Ox%ex + xex + Oex

Equivale a 12kx? + 14kx + 2k idéntico a Ox? + x + 0.

O que vocés perceberam? Chegamos em um absurdo! (k = 1/14 e k = 07??)

E agora?
Bem, pensar em equagdo completa do segundo grau.

Seja Yp = (kx? + bx + c)ex temos:
Y’p = (kx? + bx + c)ex + (2kx + b)ex = ex[k x* + (b + 2k)x + c]
Y7 = exfk X2 + (b + 2k)x + ¢] + ex(2kx + b + 2K)

Substituindo na equagao diferencial, isto &, trocar y por Yp, y’ por Y’p e y” por Y’p, temos:

exfkx2+ (b +4k)x + c + b + 2k] + 5 ex{k x® + (b + 2k)x + c] + 6(k® + bx + C)ex = xex

Organizando os polinémios (idénticos)
grau‘2"— 12k=0.:k=0
grau“1"—>12b+10k=1..b=1/12
grau‘0"—>12c+b+2k=0..c=-1/144

continua...
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continuagao...
Exemplo 4 G(X) E produto -
de EXPONENCIAL S e
com POLINOMIAL ey
Assim, Yp =e* (i —i)
12 144

Finalizando...y=Yp + Yc

DETALHE...

Como o coeficiente de x? resultou em 0, sera que testar
Yp = (px + g)ex — resulta na mesma solugéo?

Dai,

Y'p = ex(px +q) + pex = ex(px + p +q)

Y'p=ex(px +p +q) + exp = ex(px +q + 2p)

Substituindo:
ex(px +q+2p) + 5ex(px + p +q) + 6(px + g)ex=xex

Organizando e comparando graus...
grau“”" —>12p=1.p=112
grau ‘0" > 7p+12q=0..q=-7/144

Deu diferente...
Sera?
Qual nosso foco?

Detalhe, resolver a seguinte integral: [tgx.sec2xdx por dois métodos:
1. Fazer u = tgx
2. Fazer v = secx.

Sao diferentes os resultados?

No primeiro caso, se u = tgx .: du = sec®dx

Dal, J tgx.secxdx = Judu= u?/2+C= tg?x/2+C

No segundo caso, se v = secx .: dv = secx.tgx.dx /2

2
Assim, jtgx.sec’xdx E J'secx.tgx.secxdx = jvdv = e L

+D

Séo diferentes?
Como sec’ = 1 + tg’x...
Concluir.

Novamente: foco nas argumentacdes!
O que vocés perceberam em cada caso?
Agora é sua vez: y” — 2y’ + 5y = xe*
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SISTEMA DE EQUACOES DIFERENCIAIS

A figura abaixo indica a seguinte situagdo: Em certa industria,
dois tanques estdo conectados. No instante de tempo t = 0 (inicio
de observagdo), o Tanque [ tem 10 litros de agua pura e o Tanque
2 possui 20 litros de uma mistura com 15 kg de sal. Agua pura é
constantemente bombeada para dentro do Tanque 1 a uma taxa de
10 litros por minuto, as misturas salinas sdo trocadas entre os dois
tanques, conforme figura, e a mistura escoa do Tanque 2 a uma taxa
de 10 litros por minuto. Encontre a quantidade de sal em cada tan-
que no instante de tempo 7.

10 £/min 6 ¢/min

Agua

/1 10 ¢/min
Mistura

Fonte: http://www.dm.ufscar.br/profs/waldeck/sourceforge/pngtest.php

Solucgao:

Percebam que a quantidade de liquido que entra em cada tan-
que ¢ igual a quantidade que sai, 16 I/min, por conseguinte o volume
de mistura em cada tanque permanece constante. Entdo o Tanque 1
contém sempre 10 litros de mistura e o Tanque 2 contém sempre 20
litros de mistura.

Agora sejam X(t) quantidade de sal no Tanque 1 no instante 7 e
Y (t) quantidade de sal no Tanque 2 no instante 7. As taxas de varia-
¢do instantanea da quantidade de sal em cada tanque sdo respectiva-
mente X’ = dx/dt e y’ = dy/dt

Note que cada uma dessas taxas deve ser igual a diferenca en-
tre a taxa a qual o sal esta entrando menos a taxa a qual o sal esta

saindo do respectivo tanque.

**%* No Tanque 1, a taxa a qual o sal esta entrando € igual a

(6%in)'(%k‘%j = %k%in
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Ao passo que a taxa a qual o sal esta saindo € igual a

(16 /7ain) ( : kg/ng?ng/nin

Por conseguinte, em kg/min,
_3y &
=5

*** No Tanque 2, a taxa a qual o sal est4 entrando é igual a
I ikg/ s S_ng/
(16/min)'[10 L) "l At

Enquanto que a taxa a qual o sal estd saindo € igual a (16 =10 + 6)

( %nm) ( - k‘yjj?yk%in

Portanto, em kg/min,
8x 4y

Sies D

Como foram dados x(0) = 0 kg e y(0) = 15 kg, segue que as
quantidades desejadas podem ser obtidas resolvendo-se o seguinte
Problema de Valor Inicial (PVI):

o
510

2
S

Tal sistema pode ser resolvido usando autovalores... entretan-
to, optaremos por equacdes diferenciais.

Como assim? Autovalores?
Reparem que podemos gerar o sistema:

x (-8/5 3/10)(x
PP RS RS
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Sendo U o vetor (a matriz coluna) das variaveis e A a matriz

dos coeficientes temos: U’ = AU. A qual muito recorda a equagdo
diferencial u’ = au... u=u e

Derivando a primeira equac¢io (em rela¢io a varidavel t):
d*x 8dx 3 dy

d* S5dt 10 dt

Em rela¢do a segunda equacio, y’ = dy/dt = (8x — 4y)/5

Substituindo,

d?x 8idr: = 3tdyiadix Sder 3 (8x—4yj
+——> i

dr? 5 dt Edt dr? 5dt 10

Organizando,
dix Sid: 12 6

G
dr? S¥dt w25 = 25

Como estamos escrevendo em fun¢do de x a equacdo, isolar y

e 5 3B

10= =5

Ou seja,

_10x'+16x

e

Substituindo,

d’x _ 8dx Ex_i[IOx'+l6xj

dr? Stdr {25525 3

Dai,

dex 8adx 12 qax: =32 dx10dr 4
== &= = =

e e
dr? o7 A e A 1 S

Simplificando: 5x” + 12x’+ 4x =0

Caimos em equacdo homogénea... cuja solugao é:
e— C1 e—zx_,_ C2 e—0,4t

10x +16x

Por conseguinte, de y = 2
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Temos:

pe %[10 (-2Ce™ -0,4C,e** ) +16(Ce™ +C,e ¥ )]

Enfim,
y= 3( —4Ce™" +12C,e ")

Com base nas informagdes, sabemos encontrar as constantes...
J=0->C+C =0
Y(0)= 15—)—4C +12C =45 (de3x15)

Percebemos que ficou “longa” a solug@o do sistema

Lembrando que, por enquanto, ndo faremos uso dos autovalo-
res (e autovetores) da Algebra Linear nem da estratégia das Trans-
Jformadas de Laplace por se tratar de um curso introdutorio.

Entretanto, lembrando que x’ = Dx (recordar aulas passadas),
x2i=—Dex

Sabemos que a derivada de uma soma é a soma das derivadas
bem como a derivada de uma constante € zero.

Reescrevendo o sistema:

L
5 0
i 4y
5. =15
Usando notagio do diferencial:
8x 3y - 8x 3y
X =——+—= , __—16
85 410_> 85 4
S5 Se i
Equivale a:
Dx+8x 3y
S e 10
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Para “eliminar” y multiplicar a primeira equagéo por “D + 4/5”
e a segunda equagdo por “3/10” — “coeficientes” de y. Estamos re-
solvendo sistema de EDOs como se fosse um sistema de equagdes
algébricas — em seguida, somar equagdes:

(o322

ATENCAO! E EDO...
Desenvolvendo,

[D2+%D+%)x=0

Que equivale a:
D2x+£Dx+ix =0
5 5

O que percebem?
Equivale a 5x” + 12x’ + 4x =0

Agora ¢ a sua vez... resolva o sistema usando as duas ideias

x =5x+3y
apresentadas: §
Y =3% 5y

Exemplo 2
Um modelo para a populag@o de duas espécies de animais que
interagem ¢:
dx

E:ax(b—x)

2 =)

dt

Onde a, b e ¢ sdo constantes. Resolva para x e y em termos de t.

Solugao:

Antes de tentar resolver, quais estratégias utilizar?

Reparem que a primeira equacdo independe de y. Sera que po-
demos resolver?

Vamos tentar!
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dx
—zax(b—x)—) = adt
dt x(b—x)

Integrando ambos os membros da igualdade:

I i = adt—)lln =at+k
x(b-x) b —-Xx
Sl Ltk _ bt
b—x
Quem ¢ A? Reflitam...
X abt abt bheab’
=he™ —»x=(b-x)he™ > x= -
b—x 1+ he™
Assim,
dy bhe™ dy bhe™
—— G —C) =) —=¢ =
dt 1+ he® y 1+ he*
Integrando,
abt abt
J‘Q = J.C bhe bt = Cbhj . abt
v 1+ he” 1+ he®

Lembrando... mudanga de variaveis. Se u = 1 + he®! segue-se
que du = hba.e®'dt...
Por fim,

In|y|= cbh.L lnll + he™ | + cte
abh

Lembrando que cte pode ser InS, com S constante.
Ajeitando,

+InS =In[T+ he™ o IS

lnly‘:glnyhrhe”h’

Usando: A.InB = InBA
1n|y| = lns-‘l-i—heﬂhr el

Usando: InA + InB = In(AB)
Concluam...
Sera que o exemplo 2 pode ser resolvido via operador D?
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O proximo exemplo mostra uma aplicacdo. Nao sera resolvido
por enquanto. Alguém pode questionar: se ndo faz parte do objetivo,
por qual motivo apresentar? Uma resposta €: desafiar nossos limites

Exemplo 3:

O modelo de presa-predador de Lotka-Volterra ¢ um mode-
lo de importancia histérica na modelagem matematica de sistemas
ecologicos. Mark Kot (2001), em seu livro Elements of Mathema-
ticalEcology, descreve que o modelo surgiu em meados da década
de 1920 quando Umberto D"Ancona, bioldgo marinho italiano, de-
senvolveu uma analise estatistica com dados sobre peixes vendidos
nos mercados de Trieste, Fiume e Veneza entre 1910 e 1923. A pesca
havia sido suspensa em parte do Mar Adridtico durante a Primeira
Guerra Mundial, de 1914 a 1918, e Umberto D" Ancona mostrou que
houve aumento da frequéncia relativa de certas espécies e redugdo
da frequéncia relativa de outras espécies .

Os dados mostravam que a frequéncia de predadores, como
tubardes, aumentou durante os anos de guerra e posteriormente di-
minuira com o aumento da pesca. A abundancia relativa das presas,
por outro lado, seguira um padrdo inverso. Umberto D"Ancona es-
tava noivo de LuisaVolterra, uma ecologista, filha de VitoVolterra,
um famoso matematico. D Ancona propds, entdo, a questdo a Vi-
toVolterra, que escreveu um par simples de equagdes diferenciais
para descrever o sistema. Se definirmos N(#) como o numero (ou
densidade) de presas e P(z) e numero (ou densidade) de predadores,
0 sistema proposto por VitoVolterra apresenta a seguinte formulacao

2 (t ) _ 1N —eN(OP(D)

fl%’l = bN(t)P(t) - mP(t)

onde 7, ¢, b e m sdo constantes positivas.

Como nos explica Kot, o termo »N(?) implica que as presas
crescerdo de modo exponencial na auséncia de predadores. Por sua
vez, o segundo termo da primeira equacdo, -cN(?)P(t), esta relacio-
nado a redugdo das presas por acdo dos predadores. Na segunda
equagdo, o termo bN(?)P(¢) indica que a perda de presas leva a pro-
ducédo de novos predadores, e —mP(?) indica que a populagao de pre-

e o e i e e e R R R e e e o
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d—N =3N— NP
Aplicaciio: resolver o sistema dlj
— =2NP-5P
dt

Solucio Parcial:

Transformadas de Laplace é uma das melhores ferramentas.
Mais adiante veremos como proceder.

Vamos apenas manipular.

Derivar primeira equagao:

N”’=3N’—(N’P+ NP’) — ndo esquecer da derivada do produto!

N”= (3 -P)N’+NP’= (3 — P)N’+ N(2NP — 5P) — da segunda
equagdo, usando P’

N> =P(-N’+ 2N? — 5N) + 3N’ = 3N’ + (-N’ + 2N? - 5N).3N
— N’)/N — substituindo P da primeira equagao.

Organizando:
7
e (2N2—5N——)( —id—N)
al: dt N dt
2 2
dN:3d—N+6N2 2d—~15N SiA—[—3d—N—idN
dr? dt dt dt dr N di>
2
(1+i i N—3i]\—[~6N2—15N
dr? dt

Extraclasse — Resolver os sistemas:
=3x+5
a0 {x x+5y

y =5x+3y
b) {x' =I3senx
1 =)

Saibam que a grande alegria da vida esta
na alegria de viver a cada dia...
Principalmente sabendo que DEUS ama voceé.
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