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RESUMO

O principal objetivo deste trabalho é provar o teorema de Grothendieck que caracteriza os
fibrados em P'. O teorema diz que se E ¢ um fibrado em P!, entao o feixe associado £ ¢ do
tipo O(a1) & ... ® O(a,), onde a; € Z e essa decomposicao é tnica. Usaremos o caminhos
trilhado em TEIXIDOR| (Massachusetts 2002)). Para isso, visitamos alguns resultados de
feixes coerentes e de cohomologia do espaco projetivo.No primeiro capitulo, introduzimos
resultados de Algebra Comutativa que serdo usados no decorrer do texto e provamos um
lema de Grothendieck que nos ajuda, no capitulo seguinte, a provar um teorema de fini-
tude para feixes coerentes.No segundo, desenvolvemos a parte inicial da teoria de feixes
coerentes e mostramos que numa variedade completa sobre um corpo k, o espaco vetorial
das secoes globais de um feixe coerente tem dimensao finita.Na terceira parte, falamos
sobre a cohomologia de feixes com o objetivo de estudar a cohomologia do espago proje-
tivo, via cohomologia de Cech. Em particular, para feixes do tipo O(n), n € Z e feixes
coerentes, quando Ox (1) é um feixe invertivel muito amplo.No dltimo capitulo, mostra-
mos que todo fibrado corresponde a um feixe localmente livre, introduzimos os funtores e

e Ezt e provamos o teorema principal.

Palavras-chave: Feixes. Fibrados. Cohomologia do espago projetivo. Teorema de
Grothendieck.



ABSTRACT

This work’s main objective is to prove a theorem by Grothendieck which characterizes
vector bundles over P!. The theorem states that if £ is a vector bundle over P!, than the
associated sheaf & is of type O(a1) ® O(as)...® O(a,), with a; € Z and this decomposition
is unique.We will follow the road used by [TEIXIDOR| (Massachusetts 2002). In order to
be able to do that, we’ll visit some results on coherent sheaves and cohomology of the
projective space. On the first chapter, some commutative algebra results are introduced
and used as we move foward to prove a lemma by Grothendieck which heps us to prove
a theorem about finiteness of coherent sheaves. On the second, we develop the initial
part of coherent sheaves theory and show that on a complete variaty over a field k, the
space of global sections of a coherent sheaf has finite dimension. On the third part we
talk about sheaf cohomology aiming to study the cohomology of the projective space via
Cech cohomology. In particular, for sheaves of type O(n), n € Z and coherent sheaves
when Ox (1) is a very ample sheaf. In the last chapter we show that every vector bundle
corresponds to a locally free sheaf, we introduce the functor e and Fxt and prove the

main theorem.

Keywords: Sheaves. Vector Bundles. Cohomology of the projective space. Grothendi-

eck’s theorem.
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1 INTRODUCAO

Dominar os conceitos iniciais de algebra comutativa é o primeiro obstaculo
a ser conquistado no estudo de geometria algébrica. Por esse motivo comecamos esse
trabalho cobrindo muitos dos principais resultados béasicos sobre anéis comutativos com
unidade. Tal caminho, apesar de trabalhoso, é natural e talvez inevitavel.

Temos como objetivo dar uma caracterizacao para fibrados sobre P'. Mais
precisamente, seja £ um fribrado sobre P!, obtemos um feixe localmente livre associado

que denotamos por £ e provaremos que
EZ0(a)® ... »O(a)

e que essa decomposi¢ao ¢ inica, a menos da ordem dos a;.

Como muitos resultados de classificacao, a abordagem utilizada sera a coho-
molbgica, o que nos coloca na posicao de expor essa teoria de maneira sucinta, correndo
o risco de dificultar a leitura do texto. Caso sinta necessidade, convidamos o leitor a
acompanhar essa parte via uma referéncia mais robusta, como HARTSHORNE (c1977.
496p.). Também devemos alertar que usaremos a dualidade de Serre sem adiciona-la no

texto. Essa escolha foi feita para evitar que sua complexidade mudasse o foco do trabalho.
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2 UM POUCO DE ALGEBRA COMUTATIVA E O LEMA DA LIBERDADE
GENERICA DE GROTHENDIECK

Para nos, A e R serao sempre anéis, M serda sempre um A- modulo e todos os anéis

mencionados serao comutativos com unidade. A maior parte do que segue sera feito nos
moldes de ATIYAH]| (c1969. 128p.).

2.1 Anéis de Fracgoes e Localizacao de Anéis

Definicao 2.1. Seja S C A um subconjunto. Diremos que S € um conjunto multiplicativo

Se.
1es

e
a, be S=abe S

Definicao 2.2. Seja S C A um conjunto multiplicativo. Defina uma relagcao em A x S
pondo (a,s) ~ (b,t) se existe u € S tal que uat = ubs. E claro que isso define uma
relacio de equivaléncia. Denote por ST'A o conjunto dessas classes de equivaléncia e por

¢ a classe (a, s).

z%_a_b e b_ tatsh

s't

Defina as operagoes p ° 42 -
E facil ver que, definido assim, S~'A serd um anel comutativo com unidade, chamado de
anel de fragcoes de A com respeito a S.

Note que S™YA nasce munido de um homomorfismo de anéis

pg: A— STIA, a»—>%

De modo andlogo podemos definir S™1M.

Exemplo 2.1. Sejam A um dominio e K seu corpo de fracoes. Note que K = S™'A,
onde S = A —{0}.

Exemplo 2.2. Seja P C A um ideal primo. Note que S = A — P é multiplicativo e
denote ST'A = Ap (ST'M = Mp). Chamamos Ap (Mp) de localizagio de A em P
(M em P).

Exemplo 2.3. Seja S = {1, f, f2, 3, ..., [", ...}, entdo denotamos S~'A=A; (S'M =
My). Chamamos Ay (My) de localizagio de A em f (M em f).

Teorema 2.1. Seja S C A conjunto multiplicativo. Entio S™*A € o exemplo universal
de uma A- dlgebra em que todos os elementos de S se tornam unidades. De fato, dado
um mapa de anéis p : A — A’ entao P(S) C U(A) se, e somente se, existe um mapa de

anéis p: STPA — A’ tal que po pg =1
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Demonstrag¢ao. Primeiro suponha que p existe. Seja s € S. Entao ¢(s) = p(s/1). Por-

tanto, 1(s)p(1/s) = p(s/1.1/s) = 1. Logo, (S) C U(A").
Agora, note que p é determinada por ¢ do seguinte modo:

p(x/s) = pla/1)p(1/s) = ¥(x)y(s) ™.

Reciprocamente, suponha 1(S) C U(A’). Faga p(z/s) = (s)"'(x). Note

que p esta bem definida, pois, se /s = y/t, entao existe u € S tal que xtu = ysu. Logo,

Como 9 (u) é unidade, entao v(x)(t) = ¥ (y)1(s). Multiplicando por ¥ (t) "1+ (s)~* nos
dois lados, temos ¥(z)(s)™! = ¥(y)w(t) .
Y =pops. O

Logo, p esta bem definida. E claro que

Teorema 2.2. Sejam S C A conjunto multiplicativo e M um A- mddulo. Entao S~ M

¢ o exemplo universal de um S™YA- mddulo munido de um mapa A- linear de M.

Demonstracao. A prova é similar & anterior: Dado um mapa A- linear ¢) : M — N, onde
N éum S~'A- modulo, é facil provar que 1 se fatora unicamente via o mapa S~ A- linear
p:ST'M — N definido por p(m/s) = 1/s.1p(m). O

Teorema 2.3. Eriste uma correspondéncia biunivoca entre os ideais primos de S™'A e
0s ideais primos de A que nao intersectam S.
Proposigao 2.1. Sejam S C A e T' C S™*A conjuntos multiplicativos. Se T = pg*(T")
e SCT. Entao

TS 1TA) =T14

Demonstragao. Vamos mostrar que 7"~ *(S7!A) possui a propriedade universal de T~ A.
E claro que prpg(T) C U(T'"'(S71A)). Agora, seja ¢ : A — A’ um mapa que satisfaz
Y(T) = U(A"). Mostraremos que 1 se fatora unicamente via 7""1 (S~ A).

Como ¥(S) C U(A’), entdo ¢ se fatora via p : S71A — A’. Note que, dado
reT’, r=ua/s temos /1 = s/.r € T', pois S C T. Assim, x € T. Portanto, p(r) =
P(z).p(1/s) € U(A"). Entao p se fatora via p' : T""1(S71A) — A’, onde ¢ = p' o (o 0 ps)

e p/ é unica (pois p é tnica). Logo, pela propriedade universal, o resultado segue. ]

Corolario 2.1. Sejam S, T C A conjuntos multiplicativos tais que S CT. Se T = ¢g(T),

entao

T'A=T"YS1A) =TS 'A)

Demonstragao. De modo similar ao que foi feito acima, prova-se que 7"~} (S71A) = T~1A.

Como T~ (S7'A) é o exemplo universal de uma S~'A- dlgebra em que os elementos de
T viram unidades, temos T~1(S7'A) = T""1(S~1A). O
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Proposicao 2.2. Sejam S, T C A conjuntos multiplicativos tais que S C T. Se T' =
ws(T), entao
T'M=T"*S"'M)=T"1S"'M)

Demonstragdo. Vamos mostrar que ambos T *(S™'M) e T~'(S~'M) possuem a pro-
priedade universal de 7M. Seja ¢ : M — N um mapa A- linear, onde N é um 7' A-
moédulo. Entao, a multiplicacao pug : N — N é bijetiva para todo s € T, e assim, para
todo s € S. Como a estrutura de S7'A é tnica, 1 fatora via um S~!A- homomorfismo
p:STIM — N.
De maneira similar, p fatora, via um mapa 7'~ * A- linear tinico p’ : T-1(S~1M) —

N. Logo, ¥ = p' o pr 0 S. Também temos que p fatora via o mapa 7"~ (S~1A)- linear
Py T (STIM) — N e ) = py o pp o pg com p) tnica. O

Proposigao 2.3. Seja S C A conjunto multiplicativo e X uma varidvel. Entdao (S™'A)[X] =
STHALX]).

Demonstragao. Mostraremos que (S7'A)[X] e ST!(A[X]) possuem a mesma propriedade
universal: um mapa ¢ : A — A’ se fatora unicamente pelos dois se satisfizer ¢(S) C U(A’)
e se existe € A’ tal que teremos necessariamente X +— .

Primeiro, se ¥(S) C U(A’), entao existe um tnico mapa A- linear S~'A — A’
e, pela propriedade universal de anéis de polinémios, uma tinica (S~'A)[X] — A’ tal que
X = .

Por outro lado, pela propriedade universal de anéis de polimomios, existe tnica
A[X] — A’ tal que X — z e como 9(S) C U(4’), temos tnica S~(A[X]) — A’. Logo, o

resultado segue. ]

Teorema 2.4. Seja v : M — N um homomorfismo de mddulos (ou de anéis). Entdo as
sequintes condigoes sao equivalentes:

1. b : M — N € sobrejetiva (ou injetiva)

2. ¥p: Mp — Np € sobrejetiva (ou injetiva) para todo primo P

3. U : My — Ny € sobrejetiva (ou injetiva) para todo mazimal m

Demonstra¢ao. 1 = 2 = 3 sao triviais. Assuma 3 e suponha M # 0. Seja 0 # z € M
tal que I = Ann(x) # 0. Logo, existe m C A ideal maximal tal que m D . Assim,
z/1 € My =0 implica a € A —m tal que a € I. O que é um absurdo. n

2.2 Produto Tensorial

Definicao 2.1. Sejam M e N A-mdodulos. Seu produto tensorial, denotado por M &4 N
ou apenas M@N, é construido como o quociente do modulo livre A2M*N) pelo submddulo

gerado pelos sequintes elementos, onde (m,n) representa o elemento bdsico cldssico e(mn)-

(m+m',n)— (m,n) —(m';n) e (myn+n)—(m,n)—(m,n),
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(xm,n) —x(m,n) e (m,xzn)—x(m,n),

para todos m,m' € M, n,n € N exe€ A
Teorema 2.5. Sejam M e N A- mddulos. Entio B : M x N — M ®@ N ¢é o exemplo
universal de um mapa bilinear com dominio M x N; de fato, 5 induz, nao apenas uma

bijecdo, mas o isomorfismo de mddulos
0: Homa(M ® N, P) — Bila(M x N, P)

Proposigao 2.4. Seja M um A- modulo. Entdo A @4 M = M

Demonstragao. Defina 5 : Ax M — M, 5(x,m) = xm que é claramente bilinear. Vamos
mostrar que [ satisfaz a propriedade universal. Dado um mapa bilinear oo : A x M — P,
defina v : M — P, y(m) = a(1,m). Entdo a bilinearidade de a nos da a linearidade de

~. Temos também a = v o 3, pois
a(z,m) = za(l,m) = zy(m) = y(zm) = 7 o B(z,m).
Além disso, a sobrejetividade de S nos da que € tnica. Logo, pela propriedade universal,

o resultado vale. O

Proposicao 2.5. Sejam A um dominio, I C A um ideal nao nulo e K = Frac(A).
Entao, ] @4 K = K

Demonstragao. Defina §: I x K — K, onde 3(z,y) = xy que é claramente bilinear. Dado
um mapa bilinear o : [ x K — P, tome 0 # z € [ e defina o mapa A- linear v: K — P

pondo v(y) = a(z,y/z). Logo, a = 7o 3, pois
alz,y) = a(rz,y/2) = alz,vy/2) = y(xy) = v o B(x,y).

Como [ é sobrejetiva, v é tnica e, pela propriedade universal, o resultado vale. O

Proposigao 2.6. Seja B uma A- dlgebra e Xy, ..., X,, varidveis. Entao existe um isomor-
fismo de B- dlgebras
B® A[Xy,...,X,| = B[X1, ..., X))]

Proposigao 2.7. Sejam M e N A- maodulos e S C A conjunto multiplicativo. Entao
STHM @4 N)=(S"'"M)@, N=5S"M®¢14,S'N=S"'"M®,S'N

Demonstracao. O
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2.3 Dependéncia Inteira e o Lema da Normalizacao de Noether

Definicao 2.2. Seja B uma A- dlgebra. Um elemento b € B € dito inteiro sobre A se

existe um inteiro positivo n e elementos a; € A tais que
D+ a" 1+ .. +a, =0.

B ¢ dito inteiro sobre A se todo elemento de B satisfizer a equagao de dependéncia inteira.
Proposicao 2.8. Sejam B uma A- dlgebra, n um inteiro positivo e b € B. FEntao as
sequintes condigoes sao equivalentes:

1. b satisfaz uma equacao de dependéncia inteira de grau n;

2. Alx] é gerado como A- mddulo por 1,z ..., z";

3. Alzx] esta contido em um subanel C C B tal que C' é um A- mddulo finitamente

gerado.

Demonstra¢ao. 1 = 2: Seja p(X) um polinémio de grau n tal que p(x) = 0. Para

qualquer m, seja M, C A[x] o submédulo gerado por 1, z, ..., 2™. Para m > n, temos que

m m—n

™ =2 "p(x) € My,—1, ouseja, x™inM,,_;. Entao, por indugao, temos que M, = Alz].
2 = 3: Basta tomar C' = A[z].
3 = 1: Primeiro note que C' é faithful, pois tM = 0 = z.1 = 0. Agora, tome
fe : M — M a multiplicagdo por um elemento x € A. Assim, obtemos um polindémio

p(x) tal que p(x)M = 0, ou seja, p(z) = 0. O
Corolario 2.2. Sejam B uma A- dlgebra e C' uma B- dlgebra. Se ¢ € C' € inteiro sobre
B e B € inteiro sobre A, entao c € inteiro sobre A.

Demonstracao. Basta usar o item 2 da proposi¢ao acima. ]

Teorema 2.6. Seja B uma A- dlgebra. Entdo as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
1. B € uma A- dlgebra finitamente gerada e € inteiro sobre A;
2. B = Alxy,...,x,], com todos os x; inteiros sobre A;

3. B € um A- modulo finitamente gerado.

Demonstracdo. 1 = 2: E 6bvio.
2 = 3: Basta notar que A[x;] C B é um A- modulo finitamente gerado. Como
B ¢ Alx,]- modulo finitamente gerado, entao o resultado segue.

3 = 1: Segue da proposicao anterior. O

Lema 2.1. Sejam A C B extensdo inteira de dominios. Entao B € corpo se, e somente

se, A também for.

Demonstra¢ao. Suponha que B é um corpo. Entdo z € A = 1/x € B. Assim,

(/)" +a; (/)" '+ ... +a,=0= 1/ = —(a1 + agz + ... + a, 2" ') € A.
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Portanto A é um corpo.

Seja y € B. Logo existe y" + a1y™ ! + ... + a, = 0. Segue que
y(y" a4 an1)l) —a, = 1.

Portanto B ¢ um corpo. O

Definicao 2.3. Sejam B uma A- dlgebra, P C A e Q) C B ideias primos. Dizemos que
Q estd sobre P se () contrai para P.
Teorema 2.7. Sejam A C B extensao inteira de anéis, P C A, Q C Q' C B ideais
primos e J C B um ideal.

1. Se Q1 estd sobre P, entao ()1 € maximal se, e somente se, P também o €.

2. (Incomparabilidade)Se Q1 e Qs estao sobre P, entdo Q1 = Qs.

3. (Lying Over) Existe um ideal primo QQ C B que contrai para P.

4. (Going Up) Se JN A C P, entao em (3) podemos tomar Q contendo J.
Lema 2.2. (Normalizagao de Noether) Provaremos abaizo uma versao um pouco mais
geral da famosa normalizag¢ao de Noether. Sequir o que foi feito em [ KLEIMAN, (c20135.
439p.).
Sejam k um corpo, A = klxy, ..., x| uma k- dlgebra finitamente gerada, e I, C ... C I, uma
cadeta de ideais de A. Entao existem elementos algebricamente independentes ty, ...,t; € A
tais que

1. k[ty,....,ts] = A € uma extensao inteira e

2. parai=1,..,r, existe um h; tal que I; Nk[ty, ..., ts] = (t1, ..., tp,)

Se k € infinito, entao os t; podem ser tomados como combinagoes k- lineares dos x;.

Demonstragao. Seja A" = k[X4, ..., X,,] o anel de polinémios e ¢ : A” — A o mapa de k-
algebras tal que o(X;) = ;. Faca I = Kerg e I = ¢ '(I;). E suficiente provar o lema
para A" e [ C ... C I}, pois, se t; € A" e h] satisfazem as condigoes, entao t; = ¢( ;Jrhf))
e h; = hl — h{ satisfazem para A e I[;. Portanto, reduzimos ao caso em que 0s x; sao
algebricamente independentes.

Raciocinaremos por indugao em 7.

Primeiro, assuma r = 1 e [; = t; A, para algum t; # 0. Note que t; ¢ K,
pois I; é um ideal proprio. Suponha que temos to,...,t, € A tal que z; é inteiro sobre
P :=klty,ta, ..., t,] e Plz1] = A. Entado, o Teorema 3.3 nos da que a condigao 1 é satisfeita.

Além disso, pela teoria de base transcendente, os elementos tq,...,t, serao
algebricamente independentes. Agora tome x € [; N P. Entdo z = t2’, onde 2’ €
ANFrac(P). Também temos AN Frac(P) = P, pois P é normal. Portanto, ;NP = t, P.
Logo, vale também a condicao 2.

Para achar t,, ..., t,,, iremos escolher [; e fazer t; = xz—a:ll Segue que P[z;] = A.

Agora suponha t; = Y- agyait..xlr, agy €k e (j) = (ji,.jn). Lembre que t; ¢ k, e
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veja que @ satisfaz a equagao:
Z a(j)x{1 (t2 + xlf)j”..,(tn + xlln)]n -1

Faga e(j) = j1 +1loja+ ... +1njn. Tome I > maz{j;} e l; =1'. Entao, os e(j) sao distintos.
Seja e(j') = max{e(j) / ay # 0}. Entao e(j') > 0 e a equagao acima pode ser escrita do
seguinte modo:
a(j/)xi(j/) + Z pex] =0
e<e(j’)

onde p., € P. Portanto x; é inteiro sobre P, como desejado.

Suponha k infinito. Iremos reordenar os x;. Escolha a; € k e faca t; :=
x; —a;xq. Segue que Plx1] = A. Agora considere t| = Hy+ ...+ Hy, onde H; é homogéneo
de gra i em xy,...,x, e Hy # 0. Entdo d > 0, sempre que t; ¢ k. Como k é infinito,
podemos reordenar os x; e tomar a; € k, onde Hy(1,as,...,a,) # 0. Entdo Hy(1, as, ..., a,)
é o coeficiente de ¢ em Hy(1,ty + asxy, ..., t, +a,z1). Assim, teremos a seguinte equacio

de dependéncia inteira para z;:
Hd(xl,tg + asTq, ---,tn + anxl) + ...+ H()(l’l, t2 + agsTq, 7tn + aan) + tl =0

Agora, suponha r = 1 e que I; ¢é arbitrario. Podemos assumir que I; # 0.
Raciocinaremos por indugéo em n. O caso n = 1 segue do primeiro caso, pois k[z;] ¢ DIP.
Seja t; € A elemento nao nulo. O primeiro caso nos da que existem elementos us, ..., U,
tais que t1, us, ...u, sao algebricamente independentes e satisfazem as condigoes 1 e 2 com
respeito a A e a t1A. Por inducdo, existem t, ..., t,, que satisfazem 1 e 2 com respeito a
klug, ..., up) € a Iy 0 klug, ..., uy)].

Faca P := k[ty,...,t,]. Como A é um kl[t;, us, ..., u,]- médulo finitamente ge-
rado, e k[ty,usg, ..., u,] € um P- modulo finitamente gerado, entdo A serd um P- modulo
finitamente gerado. Entao vale a condicao 1, ou seja, tq,...,t, sao algebricamente inde-

pendentes. Além disso, teremos
L0V K[ty oo tn] = (tay oy tn)

para algum h. Mas t; € I;. Entdao I1 NP D (ty,ta, ..., t,)

Por outro lado, dado x € I N P. Seja x = Z?:o fiti, onde f; € k[t ..., tn).
Como t; € I, teremos fy € I} N klty, ..., t,] = (ta,...,t,). Logo, x € (t1,ta,...,t,). Segue
que Iy NP = (ty,ts, ..., t,). Portanto, a condigao 2 vale para r = 1.

Finalmente, suponha que o Lema vale para r — 1. Sejam uq,...,u, € A ele-
mentos algebricamente independentes que satisfazem as condi¢oes 1 e 2 para a sequéncia

Iy C...CI,_1, efaga h := h,_;. Assim, teremos que existe tj1, ..., b, que satisfazem 1 e
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2 para k[upi1, ..., up| € para I, N k[upsq, ..., upy]. Entdo, para algum h,., temos

]'r’ ﬂ k[th+1, ,tn] — <th+1, ‘“7th7«>

Faca t; := w;, para 1 < ¢ < h. Tome P := k[ty,...,t,]. Entdo, por transitividade,
teremos que A é um P- modulo finitamente gerado. Portanto vale a condicao 1 e os t;
sao algebricamente independentes sobre k.

Fixe i tal que 1 <7 <r etomem := h;. Entao t,....t,, € I;. Dadoz € NP,
sejax = fti'...tym, onde fuy € kltmy1, ..., ty). Entao, fo € L;NE[ty11, ..., 1,]. Teremos
que essa intersegao sera igual a (0). Com efeito, se i < r—1, teremos I; N k[t i1, .., Up| =
(0). Se i =1, entdao I; N kltmi1, ..., tn] = (tmi1,-.,ta) = (0). Logo, foy = 0. Portanto
x € (ty,...,ty,), ou seja, I; N P C (ti,...,t,,). Portanto vale a igualdade e a condigao 2 é

satisfeita. O

2.4 Dimensao

Definigao 2.4. A dimensao (de Krull) de um anel A € definida como o supremo dos

comprimentos das cadeias ascendentes de ideais primos de A:
dim(A) = sup{ r | ewiste uma cadeia de ideais primos Py G ... G P. em A}.
Proposicao 2.9. Seja B/A uma extensdo inteira de anéis. Entao
dim(A) = dim(B).

Demonstragao. Seja Py ;Cé ;Cé P, uma cadeia de primos em A. Comecando de Py, pelo
Lying Over e pelo Going Up, temos Qo & ... & Q.. Logo, dim(A) < dim(B). Dada uma

cadeia de primos em B, a Incomparabilidade garante a outra desigualdade. O

Teorema 2.8. Sejam k um corpo, R uma k- dlgebra finitamente gerada que também é
dominio, K = Frac(R) e d = tr.deg.K. Seja Py G ... & P. uma cadeia de primos de

R. Entao r < d, com igualdade se, e somente se, a cadeia nao puder ser aumentada.

Demonstragao. O resultado segue como consequéncia do Teorema 3.5 e do Lema da Nor-

malizagao de Noether. O

Corolario 2.3. Sejam k um corpo e R uma k- dlgebra finitamente gerada. Entao,

dim(R) = tr.degg(Frac(R)).
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2.5 Anéis e Mo6dulos Noetherianos e Primos Associados

Definigao 2.5. Um anel A ¢é dito Noetheriano se satisfizer uma das sequintes (e portanto
todas) condigdes equivalentes:

1. Todo ideal de A € finitamente gerado;

2. Todo conjunto nao vazio de ideais de A possui elemento maximal;

3. Toda cadeia ascendente de ideais de A € estaciondria.
Dizemos que um maodulo é Noetheriano se seus submaddulos satisfizerem as mesmas con-
digoes.
Proposigao 2.10. Seja A um anel Noetheriano, entao um A- modulo M é Noetheriano
se, e somente se, for finitamente gerado.
Definigao 2.6. Sejam A um anel e M um A- maodulo. Um ideal primo P C A € dito
associado a M se existe m € M, nao nulo, tal que P = Ann(m). O conjunto dos primos
associados de M € denotado por Ass(M) ou Assp(M)
Lema 2.3. Sejam P C A ideal primo e M um A- mddulo. Entao P € Ass(M) se, e

somente se, existe uma inje¢cio A/P — M.

Demonstra¢ao. Suponha que P = Ann(m), onde m € M. Defina o mapa ¢ : A — M,
pondo z — xm. Esse mapa induz a injecao desejada.

Reciprocamente, suponha que existe a injecao A/P < M, e seja m a imagem da unidade.
Entao P = Ann(m), ou seja, P € Ass(M). O

Proposigao 2.11. Sejam A um anel Noetheriano e M um A- mddulo. Entao M = 0

se, e somente se, Ass(M) =10

Demonstracio. E claro que se M = 0, entdo Ass(M) = ().

Reciprocamente, suponha M # 0 e seja ¥ o conjunto dos aniquiladores de elementos nao
nulos de M. Como A é Noetheriano, teremos que X possui elemento maximal J. Afirmo
que J é um ideal primo, ou seja, J € Ass(M). Com efeito, temos que J = Ann(m),
onde m # 0. Logo, 1 ¢ J. Agora tome a,b € A tais que ab € J, mas b ¢ J. Entao,
abm = 0, mas bm # 0. Assim, J C Ann(bm). Logo, por maximalidade, J = Ann(bm).
Mas a € Ann(bm) = J, portanto J é primo. Segue que J € Ass(M) # 0. O

Teorema 2.9. Sejam A um anel Noetheriano e M um A- mddulo finitamente gerado.

Entao existe uma cadera de submodulos
O=MycMcCc..CM, .CM,=M

onde M;/M;_y ~ A/P; para algum ideal primo P;.

Demonstrac¢ao. No caso em que M = 0, nao ha o que fazer.
Pela Proposi¢ao 5.1, M serd Noetheriano. Seja ¥ o conjunto dos submodulos de M

que realizam a condicao acima. Teremos que ¥ # (), pois a Proposicao 5.3 nos da que
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Ass(M) # 0, portanto, pelo Lema 5.2, teremos L C M tal que L ~ A/P, para algum
primo P. Logo, existe a cadeia 0 C N, ou seja, N € ¥. Como M é Noetheriano, Y possui
um elemento maximal N. Suponha M /N # 0. Entao, denovo pela Proposigao 5.3, existe
N'/N C M/N isomorfo a A/Q, para algum primo Q. Entdo N & N’, o que contradiz a
maximalidade de N. Portanto N = M. Logo tal cadeia existe. O

2.6 Sequéncias Exatas Separaveis

Definicao 2.7. Dizemos que uma sequéncia exata curta
0> M3NE P50

é separdvel (ou que ela cinde) se existe um isomorfismo ¢ : N — M@ P tal que poa = iy

€ BZWPOQO

Proposicao 2.12. Considere a sequéncia exata curta M SN —6» P. Entao as sequintes
condicoes sao equivalentes:

1. A sequéncia € separdvel

2. Existe uma retragao p: N — M de «.

3. Emiste uma se¢ao o : P — N de (.
Definicao 2.8. Um mddulo P € dito projetivo se, dado qualquer homomorfismo sobrejetivo
B: M — N, todo homomorfismo a: P — N se levanta, ou seja, existird v : P — M tal
que o= oy
Exemplo 2.4. Todo modulo livre é projetivo.
Com efeito, dados 3 : M — N e a: A®* — N, sejam ny = aley). Para cada X, tome
my € M tal que f(my) = ny e defina y(ey) = my. Estendendo por linearidade, temos
v AP — M tal que o= Bon.
Corolario 2.4. Se0 - M — N — P — 0 ¢ uma sequéncia exata curta onde M e P sdo

maodulos livres, entao N € um mdodulo livre.

2.7 Lema da Liberdade Genérica de Grothendieck

O resultado a seguir tem importantes aplicacoes em geometria algébrica. A abordagem a
seguir é resumida em [EISENBUD] (¢1995. 785p.).

Lema 2.4. Sejam A dominio Noetheriano, B uma A- dlgebra finitamente gerada e M
um B- modulo finitamente gerado. Entao existe f € A tal que My é um Agp- modulo

livre.

Demonstracao. Seja K = Frac(A). Raciocinaremos por indugao em d = dim(K ®4 B).

Inicialmente, suponha K ®4 B = 0 (Seria o caso em que d = —1). Como
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0=K®4B=S"1'"A®,4B=5"1(A®4B)=S"'B. Entao existe f € A — {0} = S tal
que f.1p = 0. Logo, f.M = 0. Portanto M; = 0 é um moddulo livre.

Agora suponha que dim(K ®4 B) = d e que o resultado vale para toda A-
algebra finitamente gerada C' tal que dim(K ®4 C) < d e todo C- moédulo finitamente
gerado N. Note que K ®4 B é uma K- algebra finitamente gerada, pois se B = Alty, ..., t,],

entao

A, ..., T.],  S™YAlt,...t,])
J )= S-1J

K®sB=S"'B=S"At,...t]) =5

. Sil(A)[tl,...,tT] o K[Tl,...,TT} o , ,
R L . (]

Assim, pelo Lema da Normalizacao de Noether, existem zi,...,xq4 € K ®4 B algebrica-

mente independentes tais que K[xy,...,x4] < K ®4 B é uma extensao inteira, ou seja,
K ®aB ¢ Klx,...,x4)- modulo finitamente gerado.

Afirmagao 1: Existe g € A tal que M, é Aylxy,..., z4]- modulo finitamente
gerado.

Com efeito, primeiro note que a menos de multiplicarmos por um elemento
de A, podemos supor z; € B, Vi. De fato, z; € K ®4 B = S7Y(Alty,....t,]). Assim,
Ea—’tl, ar € A e s; € S=A—{0}. Entao, s;z; € B. Além disso, {x;} algebricamente

:U' =
1 Si

intependente = {s;x;} algebricamente independente = Kz, ..., 4] ~ K|[si1x1, ..., SaZal.
Portanto podemos supor que z; € B.

Como a extensao K[z, ...,xq] = K ®4 B = K[t!,...,t,] ¢ inteira, entao cada
t, é zero de um polinémio moénico em K[xy, ..., x4].
Seja Y 7y h;iZ) € Klay, ..., xz4][Z] tal que Y77, hj(t;)’ = 0. Eliminando denominadores,
temos 7 | h(t;)) = 0, onde R € Alxy, ..., x4]. Seja ¢; o coeficiente lider de > " h}Z7.
Logo, cada t; possui um polinémio ¢; em Alxy, ..., z4][Z] tal que ¢; é o coeficiente lider de
@i e @;i(t}) = 0. Portanto, fazendo g = [[;_, ¢;, teremos que By sera inteiro (e portanto
finitamente gerado) sobre A,[z1, ..., 4] (pois agora os polinomios da dependéncia inteira
serdo monicos!). Como M, é moédulo finitamente gerado sobre B, entdo M, sera moédulo
finitamente gerado sobre A [z, ..., z4). O que prova a Afirmagao.

Temos que A Noetheriano = A, ~ %
Como M, é um Ay|xy, ..., x4)- médulo finitamente gerado, pelo teorema 5.4, existe uma

Noetheriano = A,[z1, ..., z4] Noeth.

cadeia
0)=M,Cc M, C..CM, ,CM =M,

tal que M;/M;_; ~ B'/Q;, onde B’ = Ay[z1,...,xq] € @; é um ideal primo de B'.
Afirmacao 2: Se @; # (0), entdo dim(K ®4 g) <d.
De fato,
B’ Aglzy, ...y 4]

K®A52571A®A g 0,

=57 (A (At
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Alzrq, ...,z Alxy,...,x
:S—l(A) R4 [ 1Pi d] — K ®y4 [ 1Pi d]

Alezaly < dim(Alzy, ..., 24]), pois

P; é o ideal primo que corresponde ao ();, e porisso é nao nulo.

Como Alzy,...,x4) ¢ dominio, entao dim(

Faca 2 Alxy, ..., 2], Se tivermos dim(K[xy, ..., z4]) = dim (K7}, ...,7}]), onde

~ ~ o STYHA)[],...2)
K[wl,...,xd] = 57—11%,

tes sobre K. Logo, os z; também serdo sobre A, o que implica em dim(

[£1,...,zq] __
SoLetdl =

teremos que os ;' serdo algebricamente independen-
A[zl,...,wd]) —
P

dim(A[xq, ..., z4]) 0 que é um absurdo. Portanto a afirmagao é verdadeira.

Assim, quando @Q; # (0), pela indugdo, teremos que existe f; € A tal que
(B'/Q;)y, € livre sobre Ay, Se (); = (0), ja temos que B'/Q); = B’ ¢ livre sobre A, (a base
¢ o conjunto dos monomios). Nesse caso, tome f; = g.

Tome f = ][] fi, denovo pelo teorema 5.4, teremos que existe uma cadeia
(O) = NO C Nl C ... C Nn—l C Nn = Mf, onde Nz = (Ml)f LOgO7 cada Ni/Ni—l é Af
livre.

Baseado nessa cadeia, podemos construir as sequéncias exatas
0— N, — Ni-i—l — Ni+1/Ni — 0.

Segue do Corolério 6.2 que todos os N; serao Ay livres. Portanto, My ¢ Af livre. [
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3 FEIXES COERENTES

Nesta secao, escolhemos uma abordagem um pouco mais didatica do que a normalmente
apresentada em |HARTSHORNE| (¢1977. 496p.). O que é feito aqui pode ser encontrado
em [ITAKA (c2011. 357p.).

Para nos, (X,0) (ou simplesmente X) serd sempre um esquema.

3.1 Feixes Quase- Coerentes

Definicao 3.1. Seja F um feixe sobre X. Dizemos que F é um feize de O- maodulos
(ou apenas um O- mddulo) se, para cada aberto U € X, tivermos que F(U) é um OU)-
modulo.

Definigao 3.2. Sejam X = SpecA e M wum A- mddulo. Definimos o feixe associado

a M, que denotaremos por M, do sequinte modo:

Para um aberto principal Xy C X, onde f € A fazemos

M(Xy) = My
Teremos como consequéncia que

M(X)=M
Para um aberto qualquer U C X, fazemos

M(U) = lim My
Xycu

Para ver que M é de fato um feize, note que, quando X, C Xy, teremos (g) C /(g) C
(f), ou seja, existem k >0 e a € A tais que g¢* = af. Assim, podemos definir a

aplicacao de restricao
m a”

F) T oghr

Veja que M(Xf) nao depende de Xy, ou seja, se Xy = X,, entdo M(Xf) =
M(Xg). Com efeito, temos que \/m = \/@ Assim, f™ = ag e ¢" = bf. Defina
F: M; — My x/fP — xbP/g"" e G : My, — My; x/gP — xa?/f™. Se xz/fP = y/f*,
entio existe f' tal que f'(f*x — fPy) = 0. Assim, g™ (bPg™*x — b*g"Py) = 0, ou seja,
xbP [g"P = yb* /g"*. Portanto, F estd bem definida. Analogamente, G estd bem definida.
E claro que FoG = Id e GoF. Também é claro que F' e G sdo homomorfismos. Portanto,
My = M,.

m

p:Mp— My p(



23

Dados V C U abertos, como ]TJ/(Z/{) = @M(Xf), entdo os mapas p definem
Xycu
uma aplica¢ao

o M(U) =1im M(X;) — lim M(X,) = M(V),

Xy u XgC V

Também temos que, para todo P € SpecA, vale (M)p = Mp, ou seja, o talo no
ponto P é isomorfo a localizacao do modulo M no primo P. Com efeito, mostraremos que
Mp possui a propriedade universal do limite direto. Primeiro defina: f < g < X5 D X,.
Assim, pg - My — My, x/f" — xb" /g™, onde g™ = bf. Note que f.g > f,g. Defina
v My — Mp, z/f — x/f pois P € X; < f & P. E claro que vy 0 piyy = vy, Yf < g.

Seja B anel tal que existem oy : My — B tais que af = a0 i, Vf < g.

Defina o : Mp — B, x/s — ag(x/s). Mostraremos que « estd bem definida.
Seja y/t = x/s, ou seja, s'(ys — xt) = 0. Como ts > t,s, teremos que existe r,d € N
ec,d e A tal que (st)” = cs e (st)” = dt. Note que i515(x/s) = xc/(st)" e ps(y/t) =
yd/(ts)™. Logo,

s't'((st)"yd — (st)"zc) = §'t'(csyd — dtxe) = t'eds' (ys — tx) =0

Logo, s st(x/8) = puees(y/t). Assim, as(x/s) = s 0 s 15(1/8) = s 0 pusps(y/t) = au(y/t).
Portanto, « estd bem definida. E claro que Qf = oy,
Seja  : Mp — B tal que oy = [ ovs. Logo, f(z/s) = [ ouvs(a)s) =

as(a/s) = as. Logo, o € unica e assim, Mp possui a propriedade universal. Portanto,

hﬂpexf M(Xy) ~ Mp.

Mostraremos agora que, se SpecA = X = U1 Xy, € uma cobertura de X tal que
dados i,j € I, p;ij(si) = p;ij(sj), entao existe inico s € M(X), cuja imagem em M(Xfi)
€ s;, Yi. Com efeito, X quasi- compacto nos dd U Xy,. Sejam si = a;/f]" € My, e
j = ai/ff" € My,. Como X fif; C Xy, e Xfif; C Xy,, entdo temos (fif;)™ = difi e
(fif;)™ =d;f;. Também temos

p: My — My, xffi — diz/(fif;)"™

Por hipdtese, temos que di, x/(f;f;)™ = d. x/(fif;)™

Seja N = max{n;,m;,m;}. Assim, s; = x;/f" = ]]VV_"i = ¢;/fN;. Note que
(et VDY = eif¥J(ff)Y. Como X = UXy, entio (fi, . fu) = (FN, s EN).
Logo, S>hifN = 1.. Agora tome s; = Y c;h;. Como as imagens de se¢oes globais s sio

do tipo s/1, temos:

s/1= ZczhszN/f]N = Zczhz<flf])N/(fzf]>N + thjf]N/f]N
i
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=D chil )Y/ + et £ = ¢/ £ =5,
i#]
Unicidade: Sejat € M; t/1 = s, Vj. Dado P € SpecA = UXy,, existe Xy contendo P.
Dat, s/1 —t/1=0¢€ M. Entao s —t/1=0¢& Mp,VP € SpecA. Portanto, s —t = 0.
Concluimos que M é um feize.
Definicao 3.3. Um O- modulo F € dito quase-coerente em x € X se existe um aberto

U e X e uma sequéncia exata

O&J) —>Oz(f) — Fly —0

Onde I e J sao conjuntos de indices.
Teorema 3.1. Seja X = SpecA e F um O- modulo. Entao as sequintes condi¢oe sao
equivalentes:
1. F € quase-coerente.
2. Ezistem gi,...,gs € A tais que X =J X, e Flx, =~ ﬁ}(;)
3. Para todo f € A, temos que:
(a) Set € F(X) ¢ tal quet|x, =0, entdo f"t =0, para algum n > 0
(b) Para todo s € F(Xy), eviste n tal que f"s € da forma t|x,, para algum
te F(X)
4. F =~ M, para algum A- mdodulo M.

Demonstragao. (1) = (2) : Dado x € X, existe um aberto que satisfaz a condi¢ao de
quase- coeréncia. Como todo aberto é uniao de abertos principais, entao existe g € A tal

que
()) 2 ~)

¢ exata para algum J e algum /. Dai, temos a sequécia exata

A(g‘]) R AEII) —» Cokerg — 0

VP € X,, temos que (AE,J))p 4 (Aél))p — (Cokerg)p — 0 é exata. Logo, AE;]) 4 Ag) —
(Cokerg)p — 0 ¢é exata. Assim, Og‘(]g) 2 (’)g — Coker® também sera. Portanto,

e~ e~

Flx, ~ Coker® ~ Coker¢ ~ F(X,). Como X é quase- compacto, entao podemos tomar
uma quantidade finita de g¢’s.

(2) = (3) : Suponha t|x, = 0. Entao,

e~

tlxy,, € F(Xjg) = Flx,, (Xpg) = F(Xg ) (Xy) = F(Xy,) 1
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Logo, pela definigao de localizagao de um moédulo, existe [ > 0 tal que f'¢| x,, = 0. Mas
os g; sao finitos, entao podemos tomar [ independente dos i’'s. Como F ¢ um feixe e os
X,, cobrem X, temos que f't =0

Agora, seja s € F(Xy). Considere o diagrama abaixo:

F(Xg.)
/ N\
F(X) — F(Xpg) = F(Xg) s
N\ v
F(Xy)
Assim, S|ng¢ = sjé, onde s; € F(X,,). Logo, como a quantidade de g; ¢é finita, existe

r > 0, que nao delloende de 7, tal que f”s]ngi = % Como F ¢ um feixe e os X, cobrem
X, temos que existe t € F(X) tal que t[x, = s;. Pela comutatividade do diagrama,
temos que t|x, = f"s.

(3) = (4) : Vf € A, temos o mapa de restricio F(X) — F(Xy). Pela
propriedade universal de My, temos o homomorfismo p; : F(X); — F(X;). Como py
comuta com as restri¢oes, teremos um mapa p : f(\)-(/) — F. As condigoes (a) e (b) nos
dao que py ¢ um isomorfismo para todo f € A. Portanto, p ¢ um isomorfismo.

(4) = (1) : E evidente. O

3.2 Definicao e Propriedades

Definicao 3.4. Seja F um O- modulo. Dizemos que F € um feixe coerente se:

1. Para todo v € X, existe aberto U C X contendo x tal que para algum inteiro

m >0 existe um mapa O — Fly
2. Para todo abertoV e todo mapa 0 : OF — Fly, Ker(8) satisfaz a condigao 1.
Todo modulo coerente é um modulo quase- coerente, pois F coerente nos dd,
pela condigao 1
o L Flu

E pela condicao 2,

Oy — Kerf — O} — Fly =0

Que nos dd a sequéncia exata da condi¢ao de quase- coeréncia.
Proposigao 3.1. Sejam A um anel Noetheriano, X = SpecA e M um A- modulo finita-

mente gerado. Entao M serd um feixe coerente.
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Demonstragao. Seja v € X. Tome um aberto Xy aberto contendo .
Como A é Noetheriano, entao Ay ~ A[X]/(1 — fX) tambem o é. Veja também que M
finitamente gerado implica em My ser finitamente gerado. Logo, temos uma sobrejegao

AT — My para algum m > 0. Assim, para todo P € X, temos (A})p — (My)p. Mas
PeXye f¢dP= (AV)p=Ap e (Ms)p~ Mp

Ou seja, temos a sobrejecao AL — Mp para todo P € X;. Portanto, temos a sobrejegao
O;(nf - M|Xf

Para verificar a condicao 2, ¢ suficiente olhar para uma aplicacao
0: 0%, — M|x,. Como A & Noetheriano, teremos que Ker(f) sera finitamente gerado.

Agora basta repetir o que foi feito para a condigao 1. O

Teorema 3.2. Sejam A um anel Noetheriano, X = SpecA e F um O- maddulo. Entao

F € coerente se, e somente se, F =~ ]\N/[, para algum A- modulo finitamente gerado M .

Demonstracao. Suponha que F ¢é coerente. Logo, existe uma cobertura X = UXy,, onde
F(Xy,) é finitamente gerado. Como todo feixe coerente é um feixe quase- coerente, entao,
pelo Teorema 1.1, teremos F =~ M, para algum A- modulo M. Sejam m,; € M tais
que {}Z’ﬂj} gera My = F(Xy,). E facil ver que {2} também gera My,. Dado
qualquer ideal maximal m C A, temos que {

mi,j

i } gera My, pois (Mfi)m =~ My, para
todo f; ¢ m. Assim, definindo A®%9} — M, pondo e;; — m;;, temos Ag{i’j} = M,

Vm C A. Logo, A%t} — M & sobrejecdo. Portanto, M & finitamente gerado.

A reciproca ja foi feita na Proposicao 2.1.
0

Teorema 3.3. Seja 0 - F — G — H — 0 uma sequéncia exata de O- maodulos. Se dois

dos feixes F, G, H sao coerentes, entao todos sao.

Demonstracao. Suponha G e H coerentes. Dado x € X, existe um aberto U C X tal

que 0 : O]} — G|y ¢ uma sobreje¢ao. Considere o diagrama:
Om
3o
a B
O - F — G —» H — 0
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Como H ¢é coerente, entdo existe n > 0 tal que O}, - Ker(S o0)|y. Assim, temos

elKer(BOQ)

O" —» Ker(Bo8) = a(F)> F

Portanto, F satisfaz a condicao 1 de feixe coerente.

Seja vy : O" — F um mapa qualquer (restrito a um aberto qualquer). Assim,

Kery — O

Iy
F S G

Como G ¢ coerente, existe s > 0 tal que O° — Ker(aovy) = Kery (restrito

ao aberto escolhido). Portanto, F, satisfaz a condigao 2, ou seja, F é coerente.

Agora, suponha F e G coerentes. Logo, dado x € X, existem k >0 e um
aberto U € X tal que O — G|y — H|y. Portanto, H satisfaz a condigao 1.
Seja 6 : O™ — H um mapa qualquer (restrito a um aberto qualquer). Como

todo modulo livre ¢ um modulo projetivo (Exemplo 4), entdo podemos levantar 6, ou seja,

g
existe p: O™ — G tal que S 1s comuta.
ok 4
Como F é coerente, seja v : O™ — F (restrito a um aberto contido no aberto tomado

anteriormente). Assim, podemos construir o seguinte diagrama comutativo:

Ker(y+p) — Kerf

{ {

0O — O — O"gpO" — O — 0
Iy { 1o

o — F = g 2w — 0

Segue do Lema da Serpente que Ker(vy + p) - Kerp é sobrejetiva. Logo, a
coeréncia de G nos déa que existe r > 0 e um mapa, tal que O" — Ker(vy + p) - Kerf

(em um aberto contido no aberto a que restringimos ). Portanto H é coerente.

Finalmente, suponha F e H coerentes. Assim, dado um ponto em X, existem
um aberto, m,n > 0 e mapas tal que, O™ - F e O" — H (restritos ao aberto). Pelo

mesmo motivo do caso anterior, podemos levantar a segunda aplicagao, ou seja, existe



28

um mapa O" — G tal que comuta. Dai, podemos construir o

AN
X +— Q

O?’L

seguinte diagrama comutativo:

O — O — OO — O — 0
{ { {

O — F — g — H — 0

Segue do Lema da Serpente que O™ @& O™ — G é sobrejetiva. Logo, G satisfaz
a condicao 1.
Agora, seja 0 : O° — G um mapa qualquer (restrito a um aberto qualquer).

Considere o seguinte diagrama:

Kero
YO
Ker(foo) — OF°
la—to o do
0 — F g L x — oo

Note que o retangulo comuta, pois o(Ker(f8 o o)) C a(F). Logo, todo o

diagrama comuta. Assim, como Kero C Ker(foo) e « é injetiva, entao
Kero = Ker(o|ker(gor)) = Ker(ao atoo)=Ker(atoo).

Agora, afirmo que: Sejam £ e P, O- modulos que satisfazem a condi¢ao 1 e 2, respec-
tivamente. Entao Ker(L — P) satisfaz a condi¢ao 1, para qualquer mapa £ — P. Com

efeito, seja k > 0 tal que p: OF — L. Dai, temos o seguinte diagrama comutativo:

Ker(nou) — Kern

{ 1

OF 5 ¢

¢ n
P

Como P satisfaz a condicao 2, entao existe s > 0 tal que
O* — Ker(nopu) — Kern.

O que prova a afirmacao.
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Mas, (a7t o) : Ker(8oo) — F, entao Ker(a ! o) = Ker(o) satisfaz a

condicao 1. Portanto, G satisfaz a condigao 2 e sera coerente. O

Corolario 3.1. Sejam F e G O- mddulos coerentes. Entao:
1. Im@, Kerf e Coker sao coerentes para todo mapa 6 : F — G
2. F &G € coerente e vale a reciproca.
3. F®oG e Homo(F,G) sao coerentes.
Lema 3.1. Seja f : X — Y um morfismo finito de esquemas Noetherianos. Se F ¢é

coerente sobre X, entao f,JF € coerente sobre Y .

3.3 Finitude em Feixes Coerentes

Nesta secao iremos seguir as linhas de SHAFAREVICH) (c1994. 270p.) para provar que,
em certas condicoes, os espagos de secoes de um feixe coerente é um espaco vetorial de
dimensao finita.

Proposicao 3.2. Sejam X um esquema Noetheriano reduzido irredutivel e F um feixe
coerente sobre X. FEntdao, existe um aberto denso W tal que Flw ~ O", para algum

n > 0.

Demonstracao. Como X é irredutivel, todo aberto seré denso e irredutivel. Logo, pode-

mos reduzir ao caso em que X = SpecA, onde N'(A) = 0. Entao
X = SpecA = V(N (A)) = V(0) irredutivel = (0) primo, ou seja, A é dominio.

A coeréncia de F nos da que F =~ M , para algum modulo finitamente gerado
M.
Entao, pelo Lema da Liberdade Genérica de Grothendieck, existe f € A tal

que A} ~ My = M(Xy) = F(X;), ou seja, Flx, ~ Ok, O

Definicao 3.5. Seja F um O- modulo. O suporte de F € o conjunto
suppF ={zx € X | F, # 0}.

Proposicao 3.3. Seja F um feize coerente. Entao suppF € um conjunto fechado de X .

Demonstrag¢ao. Mostraremos que se F, = 0, entao existe um aberto U, contendo z, tal
que Fly = 0. Como F, = (F|y),, para qualquer aberto V C X contendo p, entdo tome
U = SpecA aberto afim contendo p. Como F é coerente, entao Fly; = M, para algum

A- mo6dulo finitamente gerado M. Afirmo que

Flu =0, onde U' = U —V(Ann(M)).
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Com efeito,

M,#0 < pe V(Ann(M)), pois M é finitamente gerado.

Logo, M, =0, Vp € U', ou seja, Fly =0. O

Proposigao 3.4. Sejam X um esquema Noetheriano reduzido irredutivel e F um feixe
coerente sobre X. Entao, existem um feize coerente G contendo um subfeixe livre O e

um mapa ¢ : F — G tais que os feires Kerp e G/O" possuem suporte distinto de X.

Demonstragao. Pela Proposi¢ao 3.1, temos que existe um aberto denso W tal que F|y é

v, para algum r > 0. Dado um aberto ¢ C X, defina

G(U) = furw © Phiaw (FU)) + plian (0" (U))

Sejam U D V. Considere os diagramas:

U

FU) " Funw) M orunw)

u U u
oy 7t \vamw,f ipvmw,or
P

FV) "M% Frwvaw) MY orvnaw)

<<

orU) " oruUnw)
A A

%
o'y 2 orvnw)

Logo, faz sentido definirmos g4 ; := (5 or. Assim, é facil ver que G é um feixe de

O- modulos, com a operacao
ar = plirwola)z, ondea € OU) e z € O"UNW).

Agora, mostraremos que G é coerente. Para isso, assumiremos que X =
SpecA e W = X, para algum g € A e usaremos a condi¢ao 3 do Teorema 1.1. Como
F e O sao coerentes, temos que F ~ M e O ~ N, onde M e N sao A- modulos
finitamente gerados. E claro que G(X) = fy, o px,(F(X)) + px, (O7(X)) ¢ finitamente

. X .
gerado. Seja f € A et € G(X) tal que p§g7g(t) = 0. Como p§gjg(t) = px;,or(t), entao
b'n

X :
, teremos py o () = gy onde (fg9)* = bg (pois X;, C X,)

n

set:gT

bg = (fg)k = b= ff¢*"1 pois estamos num dominio.
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Também temos que (fg),w =0« (fg)°b'n = 0, para algum s > 0.
Tome N = rk + s. Assim,
frk:fsn frk:grk—rgsfsn br(fg)sn

gr grk—l—s grk+s

Logo, a primeira parte da condi¢ao 3 do Teorema 1.1 é satisfeita.
. X X ,
Seja. u € G(Xy) = [fx,, o pxj, (F(Xy)) + px}, (O7(Xy)).
Como Xy, C Xy, entdo af = (fg)', a€ A e 1 >0. Logo, a = f'"'g". Assim,

a'm asn _ flrfrglrm flsfsglsn
= P Gray) * G = P g )+ g
Suponha s > r, entao N l
o [ (fg)'m, n
fiu= fxfg(W) + 1

m n N n
Afirmo que prg(fxg( )+ 1) :fog(fT)"‘T
X, ~
De fato, prg = prg,O” entao

N N
p§f,g<fXg(me)+71L)—prg,Or fr, (2 )0, o (5)

N N
X Jom n Jom
= fog OpngJ_-(—) + T = fog(T

n
1 T

1

Como (fXg(fNTm) + %) € G(X), entao a segunda parte da condi¢ao 3 do Teorema 1.1 &
satisfeita. Portanto, G é coerente.

Afirmo que a aplicagao de restrigao pZmW’OT ¢ uma inclusdo. E suficiente
provar para um aberto afim U = SpecA. Considere o aberto principal Xy C U NWW. Se
re K €TPZmW,0m entao existe n > 0; f"z = 0. Como X é irredutivel, entdao A nao possui
divisores de zero. Logo, x = 0. Portanto, K erpZmW’O,. = 0. Assim, pZmW’O,« nos permite
identificar O" com um subfeixe de G.

Defina a aplicacao ¢ : F — G, pondo ¢y = funw © pZmW,J-"

Se U C W, entao

GU) = fu o piaw 7 (FU)) = fu(FU) = O"U) = piiryy.0-(O"U))

Portanto, f;; ¢ um isomorfismo ¢ G(U) = O"(U). Ou seja, kerg e G/O" sdo nulos em W.

Logo, seus suportes estao contidos em X — W. O

Definicao 3.6. Como suppF € um conjunto fechado de X, entao podemos definir o feixe
F em suppF pela condicio F(U) = F(U), onde U N suppF =U

Proposicao 3.5. Seja X um esquema Noetheriano e F um feixe coerente com suporte
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Y # X. Entao existe uma cadeia de subfeizes
F=FDODF D...0F,=0

tal que os quocientes ?i/?iﬂ sao Oy - mddulos coerentes.

Demonstracao. Seja Iy o feixe de ideais associado ao subesquema reduzido Y. Note que
se tivermos Zy.F = 0, entdo F sera um feixe coerente de Oy- moédulos. Com efeito, a
igualdade nos da que todos os O(U)- modulos F(U) serdao modulos sobre O(U) /Iy (U) =
Oy (U). Assim, se F = M em algum aberto afim U = SpecA, entao Iy.M =0, e M sera
um A/Iy- médulo. Isso nos da que F = M.

Na verdade, mostraremos que existe k > 0, tal que Zt.F = 0.

Seja U = SpecA o aberto afim tal que Fly, = ]\7, onde M é um A- modulo
finitamente gerado. Seja Iy o ideal associado ao subconjunto Y NU. Se f € Iy, entao
X; CU-UNY. Segue que, F|X; = 0, ou seja, My = 0. Logo, f*™m = 0,Ym € M.
Como M é finitamente gerado, existe s > 0 tal que f*M = 0. Como Iy é um ideal
finitamente gerado, entdao Il,.M = 0, para algum [ > 0. Agora basta tomarmos uma
cobertura finita de abertos afins de X, que teremos Z¥.F = 0, para algum k > 0.

Agora, faca F; = Ii, i € {0,1,....,k}. E claro que o suporte de cada F; esta
contido em Y. Como Zy.(F;/F;11) = 0, entdo os F;/F41 serdo feixes coerentes de Oy-

modulos. O

Proposicao 3.6. Sejam F um feixe coerente, X esquema Noetheriano reduzido, e seja
X = X, sua decomposi¢ao em compontentes irredutiveis. Entao existem JF; coerentes
sobre X e wm mapa ¢ : F — ©F,; tais que suppF; C X;, os feizes F; sio coerentes em
X; e supp(Kerp) C ;,; Xi N X

Demonstracao. Faca F; = F/(Zx,.F), e sejam ; : F — F; a proje¢ao natural e ¢ = @¢;.
Temos que suppF; C X; e que cada F; é um Oyx,- modulo coerente, pois Zy,.F; = 0.
Considere o aberto U; = X; — Ui;ﬁj X;NX;.

Em U; noés temos Zx, = O, quando j # i e Iy, = 0, onde Fjfy, = 0, para j # i e
Fi
Kerg&\uui =0. O

u; = Flu,- Assim, temos p; = 0, para j # i e ¢ = ¢; ¢ um isomorfismo. Portanto,

Definicao 3.7. Para nos, uma variedade sobre um corpo k serd um esquema reduzido do
tipo finito sobre k.

Definicao 3.8. Uma variedade X € dita completa se a projecao w: X XY —'Y for uma
aplicagao fechada para toda variedade Y .

Teorema 3.4. Se X ¢ uma variedade completa sobre um corpo k e F € um feize coerente,

entio o k- espago vetorial F(X) possui dimensao finita.

Demonstra¢ao. Raciocinaremos por indugao na dimensao de X. Se dim X = 0, entao X

possui uma quantidade finita de pontos e F(X) sera, por defini¢ao, um k- espago vetorial
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de dimensao finita.

Suponha que o resultado vale para toda variedade completa de dimensao menor
que a de X.

Afirmo que o teorema vale para todo feixe F coerente sobre X tal que suppF C
Y, onde Y ; X é uma subvariedade fechada de X (ou seja, basta que tenhamos suppF #
X, pois o suporte é um conjunto fechado).

De fato, por definicdo, o feixe F em Y ¢é tal que F(X) = F(Y). Note que F

nao é necessariamente coerente. Mas, pela Proposicao 3.4, existe uma cadeia
F=FgDF1D..0Fn=0
tal que os quocientes F;/F;41 sdo coerentes sobre Y. Das sequéncias
0— Fip1 — Fi— Fi/Fiyr — 0

concluimos que dim F(X) = dim F(Y) < co. Logo, vale a afirmacdo.

Agora reduziremos o problema ao caso irredutivel. Seja X = |JX; sua de-
composi¢ao em compontentes irredutiveis. Pela Proposi¢ao 3.5, existe um homomor-
fismo ¢ : F — @F;. Logo, basta provar que (&F;)(X) tem dimensao finita, pois
suppKery C ;; Xi N X;. Mas (6F)(X) = ®Fi(X;). Como cada feixe F; serd co-
erente sobre X;, entao basta provarmos para o caso de X irredutivel.

Seja G, o feixe coerente que existe gragas & Proposicao 3.3. Como X é uma va-
riedade completa, entdo O(X) = k. Logo, dim O"(X) = r. Mas o supp(G/O") # X, entdo
dim(G/O") < c0. Segue que dim G(X) < oco. Por outro lado, o homomorfismo ¢ : F — G
dado pela Proposigao 3.3 é tal que kery # X, ou seja, dimG(X) < oo e dim Kerp(X) <
oo. Portanto dim F(X) < oo O
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4 COHOMOLOGIA DO ESPACO PROJETIVO

4.1 Feixes O(n)

Definicao 4.1. Um feize de modulos F € dito localmente livre de posto r se existe uma
cobertura \JU; = X tal que Fly, ~ Op.. Ser =1, entdo dizemos que F ¢ um feire
invertivel.

Lema 4.1. Sejam & um feixze localmente livre de posto r e & um subfeixe de posto r'.
Entao existe um subfeixe & localmente livre de posto ', contendo &', tal que E/Ef’ €
localmente livre.

Definicao 4.2. Seja S um anel graduado. Defina ProjS como o conjunto de todos os
ideais primos homogéneos de S que nao contém Sy = PBy~054. Se I é um ideal homogéneo,
defina V(I) = {P € ProjS | P D I}. Logo, podemos definir uma topologia em ProjsS,
pois V(IJ) = V(I)UV(J) e V(3 L) = NV(I;). Defina Sppy = TS, onde T € o
congunto multiplicativo dos elementos homogéneos que nao estao contidos em P. De
maneira andloga ao que foi feito para esquemas afins, podemos construir o feixe de anéis
S, que nos dard o esquema (ProjS,S). O talo serd isomorfo a Spy. Os abertos D, (f) =
{P € ProjS | f ¢ P} (com f homogéneo) cobrem ProjS e (D4 (f),O|p, () = SpecS(y
Definigao 4.3. Seja S um anel graduado. Defina o anel graduado S(n) do sequinte modo:
S(n)q = Spya. Andlogamente, podemos definir o mddulo M(n).

Definicao 4.4. Seja S um anel graduado e X = ProjS. Para qualquer n € Z, defina
Ox(n) = Tn/) O feize Ox (1) € chamado de feize tautoldgico. Para qualquer feive de
Ox- mddulos F, defina F(n) :=F @ Ox(n).

Proposicao 4.1. Seja S um anel graduado tal que S € gerado por S; como uma Sy-
dlgebra. Se X = ProjS, entao valem:

1. O feize Ox(n) € invertivel;

2. Para todo S- médulo graduado M, teremos M (n) = m Em particular, Ox(n)®
Ox(m) ~ Ox(n+m);

3. Sejam T outro anel graduado gerado por Ty como Ty- dlgebra e ¢ : S — T um
homomorfismo que preserva grau. Se U CY = ProjT e f : U — X € o morfismo
induzido por ¢. Entao f*(Ox(n)) ~ Oy (n)luv e fu(Oy(n)|ly) =~ (f:Ov)(n).

Definigao 4.5. Sejam S um anel graduado, X = ProjS e F um Ox- modulo. Definimos
o mddulo graduado associado a F como I'.(F) = @,,c, T'(X, F(n)).

Proposigao 4.2. Sejam A anel, S = Alxy,...,x,], r > 1 e X = ProjS. EntaoT',(Ox) ~
S.
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Lema 4.2. Sejam X um esquema, L um feize invertivel e f € L(X). Considere o aberto
X(f)={ze X | fo ¢ m, L.} e sejaF um feize quase- coerente. Entio:
1. Suponha que X € quase- compacto e que s € F(X) € tal que s|x(py = 0. Entao, para
algumn >0, f"s =0, onde consideramos f"s como uma secao global de F @ LZ".
2. Suponha também que X possui uma cobertura finita de abertos afins U; tal que Ly,
€ livre e U; N U; € quase- compacto para todo i,j. Dada uma se¢io t € F(X(f)),
temos que, para algum n > 0, a se¢io f"t € T'(X(f),F @ LZ") se estende a uma
secao global de F @ L&,

Demonstragao. Seja (U; = SpecA) uma cobertura finita de abertos afins de X tal que
Lly, g Ox. Como F é quase- coerente, entdao Fly, =~ M , para algum A- médulo M.
Entdo podemos considerar s € M e g =1 f € A. E facil ver que X(f) N U; = X,. Como

s|x(p = 0, entao g"s = 0, para algum n > 0. Usando o isomorfismo

id x & F @ L5 ~ F,

concluimos que f"s € T'(U;, F @ LZ") é zero. Como essa afirmagao independe de v, a
menos de tomar um n grande o suficiente, podemos supor que fs = 0 em I'( X, F @ L®™).

Para provar 2, usamos o mesmo raciocinio feito no Teorema 1.1 do capitulo
2. O

Definicao 4.6. Se X € um esquema sobre A, um feixe invertivel L é dito muito amplo
com respeito a A, se existe uma imersao i : X — P para algum r, tal que i*(O(1)) ~ L.
Dizemos que j : X — Z € uma imersao se der um isomorfismo de X com um subesquema
aberto de um subesquema fechado de Z.

Definicao 4.7. Dizemos que um feixe de Ox- mddulos F € gerado por secoes globais se
existe uma familia de segoes globais {s;}icr, $i € F(X) tal que, para cada v € X, temos
que Fu = ({5])

Teorema 4.1. Sejam X um esquema projetivo sobre um anel Noetheriano A, O(1) um
feixze invertivel muito amplo e F um feixe coerente. Entao existe um inteiro ng tal que,

para todo n > ng, F(n) pode ser gerado por uma quantidade finita de se¢oes globais.

Demonstragao. Seja i : X — P’ uma imersao de X sobre um espago projetivo sobre
A tal que i*(O(1)) ~ Ox(1). Pelo Lema 2.5 do capitulo 2, i, F ¢é coerente. Também
temos, pela Proposi¢ao 1.2, do capitulo 3, que i.(F(n)) = (i.F)(n) e que F(n) é gerado
por segoes globais se, e somente se, i, (n) também for. Assim, reduzimos ao caso em
que X =P = ProjA[zy,...,z,;]. Agora, cubra X coom os abertos D (x;), i = 1,...,7.
Como F ¢ coerente, para cada i, existem modulos finitamente gerados M; sobre B; =
Alzy/xi, .. wp/2;] tais que Flp, (2, = ]\Z Para cada ¢, tome um conjunto finito de
geradores s;; € M;. Pelo Lema 1.4, existe n > 0 tal que z}'s;; se estende a uma segao

global t;; de F(n). Assim, podemos tomar n independente de i, j. Portanto, as se¢des
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ti; € I'(X, F(n)) geram o feixe F(n). O

Corolario 4.1. Seja X projetivo sobre o anel Noetheriano A. Entao qualquer feize coe-

rente F pode ser escrito como quociente de um feize do tipo O(ny) @ ... ® O(ny).

Demonstrag¢ao. Como existe n € Z,; F(n) é gerado por uma quantidade finita de se¢oes
globais, temos uma sobrejecio @1, Ox — F(n). Tensorizando com Ox(—n), obtemos
uma sobrejecio @Y, Ox(—n) — F. O

4.2 Cohomologia de Feixes

Definigao 4.8. Um A- mddulo M ¢ dito injetivo se o functor Hom(—, M) for ezato.
Uma resolucdo injetiva de M é um complexo I*, junto com um mapa € : M — I° tais que
a sequeéncia 0 — M — I° — ... € exata.

Proposicao 4.3. A categoria dos A- modulos possui injetivos suficientes, i.e., todo A-
modulo € isomorfo a um submddulo de um A- modulo injetivo. Em particular, todo A-
mddulo possui uma resolugao injetiva.

Proposigao 4.4. Seja (X, Ox) um espago anelado. Entao a categoria dos Ox- mddulos
possui injetivos suficientes.

Definicao 4.9. Dado um Ox- modulo F, escolha uma resolugao injetiva T* para F.
Agora considere o complexo que teremos ao aplicarmos o funtor I'(X,—) a resolugdo
injetiva escolhida. Defina H'(X, F) := h'(I'(X,Z%))

Proposicao 4.5. Dada uma sequencia exata 0 — F — G — H — 0, existe um mapa
6 H(X,H) — HTY(X,F), Vi >0 tal que obtemos a sequéncia ezata longa

o HU(X,F) = HI(X,G) — HI(X,H) 5 HYY(X,F) = ...

Definicao 4.10. O feize F € dito flasque se para toda inclusao V- C U, o mapa de
restrigao F(U) — F(V') € sobrejetivo.

Proposigao 4.6. Se F ¢ um feize flasque, entio H (X, F) =0, Vi > 0.

Proposicao 4.7. Seja X um espago topoldgico Noetheriano e (F,) um sistema direto de
feixzes abelianos. Entao, para todo i > 0, existe um isomorfismo natural liﬂH"(X7 Fa) =
H{(X, lig]:a).

Corolario 4.2. O funtor H'(X, —) preserva soma direta Vi > 0.

Lema 4.3. Sejam Y C X um fechado e F um feixe de grupos abelianos em Y. Entao
H{(Y,F)=H(X,j.F), onde j: Y — X € ainclusdo e j,JF € a extensao de F por zero.
Teorema 4.2. Seja X um espaco topologico de dimensdo r. Entdao para todo feize de
grupos abelianos F e todo i > n, temos H' (X, F) = 0.

Proposigao 4.8. Sejam A um anel Noetheriano, M um A- mddulo injetivo e X = SpecA.
Entao o feixe M ¢ flasque.
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Proposicao 4.9. Sejam A um anel Noetheriano e X = SpecA. Entao, para todo feixe
quase coerente F, teremos H'(X, F) =0, Vi > 0.

Demonstra¢ao. Dado F, seja M = F(X). Agora, seja 0 — M — [* uma resolugao
injetiva de M. Dai, temos uma sequencia exata de feixes

0— M —I*. Mas F = M e, pela Proposicao anterior, cada I* é flasque.

Ao aplicarmos o funtor das secoes globais, retornaremos para a sequéncia exata inicial.
Portanto, H*(X, F) = M e H'(X,F) =0, Vi > 0. m

4.3 Cohomologia de Cech

Definigao 4.11. Sejam X um espago topoldgico e sk = (U;);er uma cobertura de abertos
de X e F wm feize de grupos abelianos em X. Defina o complexo C-(3, F) de grupos

abelianos do sequinte modo: para cada p > 0, faca

L F) = [ FUi..s,)-

10<...<ip

Onde Uj,,...
elementos .. ;, € F(Us,.i,), para cada (i + 1)- upla iy < ... < i, de elementos de I.

= Uy, N...NU,. Logo, um elemento o € CP(L, F) ¢ determinado por

77’17

Definimos o mapa de cobordo d : CP — CP*! fazendo

p+1

k
dai()v--'vip = Z(_]‘) Oéi(),...’zk,...,ip_‘_1|Ui0 ,,,,, ipt1”

k=0

Aqui, i significa que omitimos iy. Como oy ¢ um elemento de F (U,

,...,ik,...,ip+1 Zo,...,ik,...ip)7

restringimos a Uy, i, - E fdcil ver que d* = 0.
Definicao 4.12. Sejam X um espago topologico e 34 uma cobertura de X por abertos. Para
qualquer feixe de grupos abelianos F sobre X, definimos o p- ésimo grupo de cohomologia

de Cech de F, com respeito @ cobertura i1, como sendo
HP (8, F) = h?(C* (4, F)).

Lema 4.4. H°(4, F) ~ F(X).
Demonstragio. Temos que HO(Y, F) = ker(d : C°(U, F) — C' (4, F)). Se a € C° ¢

dado por a; € F(U;), entdo para cara i < j, do;; = o; — ;. Logo, dae = 0 nos da que
Ui)iel' A

boa defini¢ao, assim como a sobrejetividade, seguem dos axiomas de feixe. O

®ilvinu; = ajluinu;. Assim, basta definir a aplicagao I'(X, F) — Kerd, v~ (y

Teorema 4.3. Sejam X um esquema Noetheriano separdvel, 44 uma cobertura afim de X
e F um feive quase- coerente. Entio, para todo p >0, H(U, F) ~ HP(X, F).
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4.4 Cohomologia do Espaco Projetivo

Teorema 4.4. Sejam A um anel Noetheriano, S = Alxy,...,z,| e X = ProjS = P,
onde r > 1. Entao:
1. 0 mapa natural S — T'\(Ox) = @,,c; H*(X,Ox(n)) € um isomorfismo de S- mo-
dulos graduados;
2. H(X,0x(n)) =0, para 0 <i<r, e todon € Z;
3. H'(X,Ox(—r —1)) ~ A;

4. o mapa natural
H°(X,0x(n)) x H(X,0x(-n—r—1)) — H"(X,0x(—r—1)) ~ A

€ uma correspondéncia perfeita de A- mddulos livres finitamente gerados.

Demonstragdao. Considere o feixe quase-coerente F := P, ., Ox(n). Como cohomologia
comuta com soma direta, entao a cohomologia de F sera a soma direta das cohomologias
dos feixes O(n).

Para cada i =0, ..., 7, seja U; = Dy (x;). Assim, iremos calcular a cohomologia
de Cech de F com respeito a cobertura 84 = (U;). Para qualquer conjunto de indices
oy = Diy(@ig..xi,). Logo, F(Us,..i,) =~ Si

Além disso, a graduacao do feixe F corresponde & graduacao de S

10, ..., Ip, faca U; ..ip» localizacao de S no

elemento y,...7;,.
sobre o isomorfismo. Entdo, o complexo de Cech de F & dado por:

C* &L F) ] Sey = [ Srigiry = = Sy

Como H(X,F) = D,,;, H(X,Ox(n)), entéao pelo Lema 3.1, vale 1.
Agora considere H"(X, F) = Cokerd ™!, onde

r—1 .
d . Hleoz;k:czr — Sxio...xir
k

.. como um A- moédulo livre, cuja base é xi‘;xiz, li € Z. A imagem

Pensaremos em Srz-o...x
de d"! serd o submodulo livre gerado pelos elementos dessa base em que existe i €
{0,...,7}; I; > 0. Entao, H" (X, F) sera um modulo livre com base {xigxi: | l; <0, Vi}.
Além disso, os graus sao determinados por Y [;. Como 951_0133;, 1 ¢ o0 tinico monémio de
grau —r — 1, entdao H" (X, Ox(—r —n)) ¢ um A- mo6dulo livre de posto 1, o que prova 3.

Para provar 4, primeiro note que se n < 0, entao (1) implica H°(X, Ox(n)) =
0, e H9(X,0Ox(—n —r —1)) =0, pois —n —r — 1 > —r — 1 e nao ha mondémios em
H"(X,0x(—n—r—1)) C H"(X,F) = ({z°..a¥ | I; <0, Vi}) com esse grau. Logo, para
n < 0, vale 4. Suponha n > 0. Assim, H(X,Ox(n)) = ({a]°..a]" | m; >0e Y m; =

10
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n}). A correspondéncia natural ¢ dada por

(xzoxfr)(xﬁgxi:) = x;ZOHO...xZLOHT,

onde Y l; = —n —r — 1 e o lado direto zera se algum m; + I; > 0.

Finalmente, para provar 2, raciocinaremos por indu¢ao em r. Se r = 1, nao ha
o que fazer.Seja r > 1. Se localizarmos o complexo C*(, F) no elemento z,, teremos um
complexo de Cech do feixe Flu,,, com respeito a cobertura {U;NU, | i=1,...,r}. Como
as cohomologias sao isomorfas, temos, pelo Teorema 3.3, que H'(X, F|y, ) =0, Vi > 0.
Assim, H' (X, F),, =0, Vi > 0. Em outras palavras, os elementos de H (X, F), Vi > 0,
sao aniquilados por alguma poténcia de x,.

Agora mostraremos que para 0 < i < r, a multiplicacao por z, induz uma
bijegao de H'(X,F) em si mesmo. E portanto, H'(X,F) = 0. Com efeito, considere a

sequéncia exata de S- modulos graudados:

0—S(—1) %S — /()
que nos di a sequéncia exata de feixes

0= Ox(-1) - Ox — Oy

onde H é o hiperplano x,, = 0. Como a soma direta é um funtor exato, teremos a sequéncia

exata

00— F(-1) > F — Fy
onde Frr = P, c;, On(n). Dai teremos uma sequéncia exata longa
o= HY(X, F(—00)) = H'(X,F) — H'(X, Fy) — ...

Mas H'(X, F(—1)) = H(X,F)(-1) e H(X,F(-1)) — HY(X,F) é a multiplicagdo por
Ty

Como H & isomorfo a P, " e, pelo Lema 2.6, H'(X, Fy) = H'(H,®,,c;, Ou(n)),
podemos aplicar a hipotese de indugao em Fy, ou seja, H (X, Fg) =0, para0 < i < r—1.

Além disso, se i = 0, temos a sequéncia exata
0— H°(X,F(-1)) = H X, F) = H'(X, Fr),
pois H°(X, Fg) = S/(z,). Por outro lado, afirmo que a sequéncia abaixo exata
0— HY(X, Fy) % H'(X,F(~1)) B H'(X,F) =0

De fato, como H" (X, F) = ({zb . | 1; <0, Vi}, é claro que z, & sobrejetiva. Também

20"
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temos que Ker(z,) = ({z.al |l <0, I, =1el; <0, i = 0,....,r —1}. Mas

io

H Y X, Fy) = ({xigmi:: | I; < 0, Vi} e § é a divisao por z,. Entdo a sequéncia é
exata. Em particular, § é injetiva. Como H*(X,Fy) = 0, para 0 < i < r — 1, entao z,
serad bijecao para 0 < ¢ < r. Portanto, vale 2.

O

Teorema 4.5. Sejam X um esquema projetivo sobre um anel Noetheriano A, e Ox(1)
um feixze invertivel muito amplo em X sobre SpecA. Se F é um feize coerente sobre X,
entao:
1. para cada i >0, H(X,F) é um A- mddulo finitamente gerado;
2. existe um inteiro ng, que depende de F, tal que para cada v > 0 e cada n > nyg,
HY (X, F(n)) =0.

Demonstra¢ao. Como Ox (1) é um feixe sobre X muito amplo com respeito a SpecA,
entao existe uma imersao ¢ : X — P’ de esquemas sobre A, para algum r, tal que
Ox(1) = i*Opr(1). Se F & coerente sobre X, entdo, pelo Lema 2.5 do capitulo 2, i, F ¢
coerente sobre [P, e a cohomologia sera a mesma. Portanto, reduzimos ao caso em que
X =P.

Suponha X = P",. Note que 1 e 2 valem para qualquer feixe do tipo Ox(q). De
fato, para 0 < i < r, Teorema 4.1-2 nos da que o médulo sera nulo. Se ¢ > r, a nulidade
¢ garantida pelo Teorema 2.4. Se i = 0, entdo o Teorema 4.1-1 garante o resultado. E
claro que o mesmo vale para somas diretas finitas de feixes desse tipo.

Para provar o teorema para feixes coerentes quaisquer, raciocinaremos por
indugao descendente em 7. Pelo Corolario 1.6, temos que F é o quociente de um feixe do

tipo £ = @f\il Ox(¢;). Logo, temos uma sequéncia exata
0-R—-F—=E—=0
Portanto, R é um feixe coerente. Dai, temos uma sequéncia exata de A- moédulos
= HY(X,E) = H(X,F) = H™(X,R) — ...

H™1(X,R)) é finitamente gerado por hipotese de indugio e H*(X,E)) ¢ finitamente
gerado pelo comentario feito acima. Como A é Noetheriano, entao H'(X,F)) também
sera finitamente gerado. Portanto vale 1.

Para provar 2, usamos a sequéncia exata inicial para obter a sequéncia exata

o= HY(X,E)) — H(X, F(n)) = H(X,R(n)) — ...



41

Agora, para n > 0 o modulo da esquerda sera nulo, pois £ = @f\;l Ox(g;). O modulo
da direita também se anulara, por hipotese de indugao. Basta repitirmos o processo para

cada 0 <7 < r. Logo, o resultado segue.

]
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5 TEOREMA DE GROTHENDIECK

5.1 Fibrados

Definicao 5.1. Seja X uma variedade. Um fibrado vetorial de posto n sobre X € uma
variedade E e um morfismo f : E — X tal que existem uma cobertura |JU; = E e
isomorfismos ; : f~HU;) = U; x A", onde para quaisquer i e j, temos ¢ = 1; o Yt =
(Id, ¢i;), onde ¢;; € GL(n)

Definicao 5.2. Uma segcao de um fibrado m : EE — X sobre um aberto U C X € um mapa
s:U— FE, tal que mos = Idy. SeU = X, entao a se¢ao € dita global.

Teorema 5.1. FExiste uma correspondéncia biunivoca entre Fibrados Vetoriais e Feizes

Localmente Livres de posto finito.

Demonstragao. Dado um fibrado 7 : £ — X, defina o feixe £ do seguinte modo: E(U)
serd o conjunto das segoes de E sobre U. Logo, £ possui um estrutura natural de O-
modulo. Além disso, se V' C U, podemos definir o mapa E(U) — £(V') levando um secao
em sua restricao. E facil ver que £ sera um feixe.

Mostraremos agora que o feixe £ é localmente livre. Seja {U;} a cobertura de

X tal que ¢~ 1(U;) — U; x A”. Considere as segoes candnicas
x; Uy = U; X Ar, p = (p, (0, ey 1, ,O))

onde 1 estd na i- ésima entrada. Entao, cada secao s pode ser escrita como s = fix; +
.. + frx,, onde f; € O(U;)". Portanto,

EU;) = OW)", s (fiyeen fr)

nos da um isomorfismo.

Reciprocamente, dado um feixe localmente livre £, podemos definir um fibrado

vetorial da seguinte maneira
E={(pt)|peX, te&/MyE}

Onde M, ¢ o anel maximal do anel local O,. O mapa 7 : £ — X ¢é a projecao na primeira
coordenada.

Seja {U;} a cobertura que satisfaz £(U;) ~ O(U;)". Como estamos sobre um
corpo algebricamente fechado K, O,/ M, ~ K. Logo, £,/ M,&, ~ A".

Seja U;; == U; N Uj. As transi¢oes em E£(U;;) nos dao matrizes A;; : O(U;;)" —
O(U;;)". Entéo, nessa intersegao temos p;o0p; " = (Id, ¢;;), onde (¢;;), € A;j modulo M,,.

Como as A;; sao isomorfismos, entao (¢;;), € GL(r)
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Dado um mapa de feixes localmente livres, teremos, ao reduzirmos a modulo
p em cada fibra, um mapa de fibrados. Reciprocamente, dado um mapa entre fibrados
E — FE’ e uma secao s : X — E, a composicao X — FE’ também serd uma secao.
Portanto, os feixes localmente livres £ e &', ao restringirmos a abertos, obtemos um

morfismo £(U) — &'(U) compativel com as restri¢oes. O

Definicao 5.3. Sejam X um esquema projetivo sobre um corpo k e F um feixe coerente

sobre X. Defina a caracteristica de Fuler de F como
(e}

X(F)=> (~1)dim; H(X, F).

q=0

Definicao 5.4. O grau de um fibrado vetorial E de posto r € definido como grau de seu

feixze localmente livre associado. O grau de um feixze localmente livre £ € definido como
deg(&) = X (&) —rX(0O).

5.2 Extensoes

Definigao 5.5. Uma extensao de um mddulo M" por um mddulo M’ é uma sequéncia
exata
0— M — M— M — 0.

Duas sequéncias desse tipo sao ditas equivalentes se existe um isomorfismo ¢ : M — N

tal que os diagramas a sequir comutam

0O — M — M — M' — 0

\1d de L1d

0O — M — N — M' — 0

Denotamos por e(M", M') o conjunto das extensoes de M" por M' mddulo essa
equivaléncia.

Podemos definir o funtor covariante eM” = e(M",=)): dado um mapa ¢ :
M! — M}, defina eM” do sequinte modo. Dada uma extensao 0 — M) 5 My — M =0,
defina uma extensao de M" por M} fazendo My = My x My /{(1p(m}),i(m})) | m} € M])}.

Assim

0 — M -5 My — M' — 0
ly { i\

0O — M), — My, — M' — 0
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De modo similar, definimos um funtor contravariante e(—, M'): dado um mapa
v M — MY, defina epp 2 e(MY, M) — e(M], M) do sequinte modo. Dada uma
extensio 0 — M' — My > MY — 0, defina a extensio de M} por M' fazendo M, =
{(mg,m]) € My x M |y(mf]) =m(my) }. Assim,

0O — M — My — M/ — 0

1 S b

0 — M — My, — My — 0.

Definicao 5.6. Sejam P, uma resolugdo projetiva de M ed,, : Hom(P,—1, N) — Hom(P,, N).
Defina o modulo Ext™(M,N) = Kerd,/Imd,, . Alternativamente, sejam I, uma resolu-
¢ao injetiva de N e d! : Hom(M,I,) - Hom(M, I,,.1), podemos definir Ext"(M,N) =
Kerd!_/Imd!. Essas defini¢oes nao dependem das resolugoes escolhidas. Temos também

que, dada uma sequéncia exata de modulos
0T —-T—=T"—=0

obtemos duas sequéncias exatas longas

0 — Hom(M,T") — Hom(M,T) — Hom(M,T") — Exzt'(M,T") — Ext'(M,T) —
Ext'(M,T") — Ext*(M,T") — ...

e

0 — Hom(T",N) — Hom(T,N) — Hom(T',N) — Ext'(T",N) — Ext'(T,N) —
Ext\ (T, N) — Ext*(T",N) — ...
Teorema 5.2. Os elementos de Ext'(M", M') correspondem biunivocamente aos elemen-

tos de e(M", M'") médulo a relagio de equivaléncia definida.

Demonstra¢ao. Considere uma extensao de M” por M' 0 —- M — M — M" — 0 e
seja I/ uma resolucao injetiva de M’. Assim, usando a definigao de modulos injetivos,

podemos construir o diagrama comutativo

O — M — M — M — 0

brd 1 > 1

0O — M — I, — I — I

Entao, ¢ determina um elemento de Ezt'(M", M').
Reciprocamente, dado um elemento de Ext'(M”, M"), temos um mapa corres-

pondente M"” — I] tal que a composicao M"” — I{ — I}, ¢ nula. Logo, podemos construir
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o diagrama comutativo

0O — M — M — M' — 0

bra i > \

0 — M — I % I — I

para M = {(ig,m") € 1) x M" | dy(iy) = ¢(m”)}. Entao, a primeira linha é exata. O

Lema 5.1. O elemento 0 € Ext'(M", M") corresponde a extensao soma direta 0 — M’ —
MeM' — M"—0.

Demonstra¢ao. O elemento 0 corresponde ao mapa nulo M’ — I;, onde I, é uma reso-

lucao injetiva de M”. Para construir a extensao correspondente, devemos tomar M =
{(io,m/,) ‘ do(lg) = O} = {(io,m//) ’ ?:0 € M’} =M D M ]

Definicao 5.7. Dados dois feizes de O- mddulos F e G, podemos definir os funtores
Ext'(—,G) e Ext'(F,—). Basta tomarmos a resolugdo injetiva de G.

Proposigao 5.1. Se E” € localmente livre, entao
Ext' (E"E')~ H'((E")* ® E').

Demonstragao. Para quaisquer feixes E' e E”, podemos definir o mapa natural (E”)* ®
E' = Hom(E",0) ® E' — Hom(E",E’). Como E” é um feixe localmente livre, entdo
temos um isomorfismo. Entao, o funtor derivado das fungoes globais HO((E")* @ —)

coincide com o funtor derivado Hom(E", —). O

5.3 Divisores

Definicao 5.8. Um divisor primo de Y € um subesquema inteiro fechado de codimensao
1. Um divisor de Weil é um elemento do grupo livre DiwX gerado pelos divisores primos.
Se D =>"nY; en; >0, Vi, dizemos que D é um divisor efetivo. Sejam f uma fun¢ao
racional nao nula e vy a fun¢ao de valoragao. Defina (f) = > vy.(f)Y:. Dizemos que
um divisor € principal se D = (f). Dizemos que dois divisores D e D' sdo linearmente
equivalentes se D — D' = (f), para alguma fun¢io racional f. Denotaremos por CIX o
quociente de DivX por essa equivaléncia.
Proposicao 5.2. Seja X = P}, para algum corpo k. Seja H o hiperplano definido por
zo = 0. Entao valem:

1. se D € qualquer divisor de grau d, entao D ~ dH ;

2. para qualquer f € K* deg(f) =0;

3. a funcao grau nos dd um isomorfismo deg : ClX — Z.
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Demonstragao. Seja klxo, ..., z,] o anel de coordenadas homogéneas de X. Se g ¢ um
elemento homogéneo de grau d, entao podemos fatora-lo em polinémios irredutiveis g =
g1t...g" . Entao g; determina uma hipersuperficie Y; de grau d; = degg;, ¢ podemos definir
o divisor de g como (g) = > n;Y;. Entao, deg(g) = d. Como uma fun¢ao racionag f é
quociente g/h de polinémios homogéneos de mesmo grau, temos que (f) = (g) — (h).
Portanto, deg(f) = 0.

Se D é um divisor qualquer de grau d, entao D = Dy — Dy, onde D; é um
divisor efetivo de grau d; e d; — dy = d. Mas, Dy = (g1) e Dy = (g2), pois os primos de
gi@, que teremos D—dH = (f).
O item 3 segue dos itens 1 e 2. O

altura 1 em S sdo principais. Assim, basta tomarmos f = -

Defini¢ao 5.9. Seja S(U) = {s € Ox | s/1 € (Ox), nao € divisor de zeroV x € X}.
Os anéis S(U)'Ox(U) formam um pré-feize. Denotaremos por K a feizificacio desse
pré-feize.

Seja H um feixe de anéis. Denotamos por H* o feixe de elementos invertiveis
dos aneis de H.
Definigao 5.10. Um divisor de Cartier é uma se¢ao global do feize K*/O*. Assim,
um divisor de Cartier pode ser caracterizado por pares (U, f;), onde U; é um aberto e
fi € K*U;) e fi/f; € O(U; NU;). Um divisor de Cartier é principal se estiver na
imagem de I'(X,K*) — T'(X, K*/O*). Um divisor de Cartier € dito efetivo, se tivermos
todos f; € T'(U;, Oy,)
Proposicao 5.3. Seja X é um esquema Noetheriano, inteiro e separdvel em que todos os
anéis locais sao DFU. Entao DivX ¢é isomorfo ao grupo dos divisores de Cartier. Além
disso, hd uma correspondéncia entre divisores principais.
Definicao 5.11. Seja X um espaco anelado. Definimos PicX como o grupo de feizes
invertiveis modulo isomorfismo, onde a operacao € .

Proposicao 5.4. Se X € um esquema inteiro, separdvel e localmente fatorial, entao
ClX ~ PicX.

Demonstracao. A aplicacao que dé esse isomorfismo é definida do seguinte modo. Dado
um divisor de Cartier D = {(U;, f;)}, defina £(D) como o submoédulo de K gerado por
f7 1 em U;. Essa aplicacdo induz um homomorfismo entre os grupos CaCLX — PicX.

)

O

Corolario 5.1. Se X = P}, para algum corpo k. Entao todo feixe invertivel em X €

isomorfo a O(l), para algum | € 7.

Demonstracao. Pelas proposigoes anteriores, temos que PicX ~ Z. Além disso, CIX é
gerado pelo hiperplano que corresponde ao feixe invertivel Ox(1). Portanto PicX é um
grupo livre gerado por Ox(1), e qualquer feixe invertivel £ sera isomorfo a Ox (1), para
algum [ € Z. O
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Teorema 5.3. Fxiste uma correspondéncia entre divisores de Cartier e feixes invertiveis.

Demonstrag¢ao. A cobertura (U;), que satisfaz a condi¢ao de liberdade, sera a mesma que
representa o divisor de Cartier {(U;, f;)}.
m

Definig¢ao 5.12. Sejam C uma curva e D =Y npP um divisor efetivo. Defina um feize
no suporte de D pondo Fp = k™. Defina o feixe skyscraper Cp por extensao de F mos
zeros fora de D, ou seja, se T = {P}pesuppp €1 : T — X € uma inclusdo, definiremos
Cp = i.(F).

Lema 5.2. Um fibrado em retas L corresponde a um divisor efetivo D, se e somente se,

L possui uma segao. Nesse caso, existe uma sequéncia exata
0—-0—=L—Cp—0,

e denotamos L = O(D).

Demonstrac¢ao. Suponha que L corresponde a um divisor efetivo D. Tome a representagao
{(Us, f;)} de L como um divisor de Cartier tal que f; possui zeros em U; N D, mas nao
possui polos em U;. Logo, L(U;) ~ O(U;), onde L ¢é o feixe invertivel associado a L.
Defina o mapa O(U;) — L(U;), pondo 1 — f; € O(U;) ~ L(U;). Como f;/f; é invertivel
em O(U; NUj), teremos um mapa global O — L. Logo, L possui uma segao.

O mapa ¢ injetivo, pois, por defini¢ao, f; nao é divisor de zero em O(U;). Se
U; NsuppD = (), entao f; sera invertivel, e teremos um isomorfismo. Por construcao, o
Cokernel em um ponto P em D tem dimensao np. Portanto, £/O = Cp.

Reciprocamente, suponha que L possui uma se¢ao e seja (U;) a cobertura

trivializante do fibrado. Localmente, a se¢ao nos da

onde f; é uma funcao regular em U;. Logo, essas sao as representacoes locais da secao,
e portanto, as fungdes de transicao serao f;/fi. Segue que L corresponde a um divisor

efetivo. O]

Lema 5.3. Dado £ um feixe localmente livre de posto r, existe uma sequéncia exata
0L E—E =0,

onde L € um feixze invertivel e &' é um feize localmente livre de posto r — 1.

Demonstrag¢ao. Primeiro, mostraremos que se O(D) é um fibrado de grau positivo, entao
E(D) = £ ® O(D) possui uma se¢ao. Se £ possui uma segao, é trivial. Caso contrario,

escolha um divisor efetivo D tal que rdegD > dim(H'(£)). Ao tensorizarmos a sequéncia



48

exata do lema anterior e tomarmos as cohomologias, teremos
0— H°E) — H°(E(D)) — H(Ep) — HY(E)

onde &p = £E ® Cp . Como Ep é um feixe skyscraper com suporte em D com fibras de
dimensao r, temos que seu espaco de se¢oes tem dimensao rdegD. Assim, o ultimo mapa
da sequéncia nao pode ser injetivo. Logo, a afirmagao vale.

Obtemos assim, um mapa nao nulo O — £(D), que nos d4 um mapa nao nulo
O(—D) — & cuja imagem ¢é um feixe localmente livre de posto 1. Se o Cokernel nao for
localmente livre, usando o lema 3.1, podemos obter um subfeixe de £ localmente livre,

contendo a imagem e com o Cokernel localmente livre. O]

5.4 Teorema de Grothendieck

Teorema 5.4. Teorema de Grothendieck: Todo fibrado em P € da forma O(a1) & ... &

O(a,), a; > ... > a,. E a decomposi¢io € unica.

Demonstracao. Raciocinaremos por indugao em r. O caso r = 1 ja foi feito na secao
de Divisores. Assuma o resultado para todo fibrado de posto menor que r e seja E um

fibrado de posto r. O lema acima nos déa fibrados £’ ¢ E”, de postos 1 e r — 1, tais que
028 —=>E=E"—0

é exata. Escolha F’ para ser o subfibrado de FE de grau maximo. Da hipotese de indugao,
temos
0— O(a;) > & — O(az) ® ...  O(a,) — 0.

Como FE corresponde a um elemento em Ext!'(E” E') = H'((E")*®E') = @ H' (O(a; —
a;)), vamos provar que esse espago vetorial é zero e, por consequéncia do Lema 4.1, a
sequéncia cinde.

Pela dualidade de Serre, temos que dim(H'O(a)) = dim(H°(—2 — a)) e o
altimo é zero se, e somente se, —2 — a < 0.

Como O(ay) € o subfibrado de grau maximo, entdo E(—a —d) = 0, Vd > 0,
pois E(—a —d) = Hom(O(a + d), E) e H (Hom(O(a + d), E) # 0 nos daria um mapa
injetivo de O(a + d) em FE, contradizendo a maximalidade de a;. A sequéncia exata

anterior nos da a sequéncia exata
0—)0(—1) —>5(—1—a1) —>(9(a2—a1—1)@...@(’)(ar—a1—1) —0

Como dim(H'(O(—1)) = 0, entdo dim(H*(O(ag —a; — 1) & ... ® O(a, — a; — 1))) = 0.
Portanto, a; —a; — 1 < 0. Logo, a; —a; — 2 < 0.
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Unicidade: Suponha que O(a;) & ... & O(a,) ~ O(by) & ... ® O(b,) e que (ay,...,a,) #

(b1,...,b,). Ordene-os de modo que a; = b;,Vi € {1,....k — 1}, a; # bj, a;j > aj41 €

bj > bj11, Vj € {k,...,r}. Se ay > by, teremos no membro da esquerda

HY(E(—ax)) = H(O(a1 — ay)) @ ... & H(O(ax_1 — ax)) ® H°(O)® outros termos

E no membro da direita,

HY(E(—ay)) = H°(O(a1—ay))®... H*(O(ay_; —ag)). Absurdo. Logo temos a unicidade.
[

6 CONCLUSAO

Na primeira parte trabalhamos com algebra comutativa e provamos um lema
que mais na frente ajudou a conectar a teoria de algebra com a teoria de feixes. Esse
resultado em feixes se torna apenas parcial quando obtemos um resultado mais forte sobre
todos os grupos de cohomologia de um esquema projetivo na terceira parte do texto. Um
proximo passo natural seria estudar até onde tais propriedades se preservam, em outras
palavras, para quais esquemas X sobre k e quais feixes F continuamos tendo que H*(X, F)
é um espaco vetorial de dimensao finita sobre k.

Também provamos uma caracterizacao para fibrados sobre P!. Tal reultado
nao vale para um P" qualquer. Utilizamos teoria de cohomologia do P", o que aparente-
mente nos dé ferramentas para atacar o caso mais geral, mas, como pode ser observado
no texto, fizemos uso da dualidade de Serre e Riemann-Roch, o que acarretaria em casos
mais complexos quando trabalhamos num espago projetivo de dimensao maior. Tal difi-
culdade indica que um proximo passo natural seria estudar a caracterizagao de fibrados

sobre curvas especificas, pois desse modo evitariamos os problemas técnicos supracitados.
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