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RESUMO

Redes e fluxos sdo utilizados na modelagem de problemas de diversos dominios como: rotea-
mento, circuitos elétricos, redes de computadores até a generalizacdao de problemas de caminhos
em digrafos.

No conceito de fluxos arco-disjuntos, introduzido por (BANG-JENSEN; BESSY, 2014), ndo
estamos interessados apenas em encontrar um fluxo vidvel em uma rede, mas sim multiplos
fluxos vidveis que sejam arco-disjuntos entre si. Essa generalizacdo permitiu a modelagem de
novos problemas utilizando os conceitos familiares de fluxo, desde problemas polinomiais, como
aquele de decidir se um multigrafo direcionado possui k ramifica¢des arco-disjuntas, a problemas
N &P-completos, como o problema de decidir sobre a existéncia de caminhos arco-disjuntos
entre vértices pré-determinados.

Neste trabalho, realizamos um estudo sobre fluxos arco-disjuntos com enfoque em fluxos
ramificados, que sdo fluxos que possuem um vértice fonte que envia fluxo para todos os demais
vértices, de modo que cada um dos demais retenha uma unidade de fluxo. Tendo como parametro
a funcdo de capacidade da rede, estudamos também a complexidade do problema de encontrar
fluxos ramificados arco-disjuntos. A partir de resultados de (EDMONDS, 1973) e (BANG-
JENSEN et al., 2016), propomos uma conjectura que caracteriza (ainda com base na fungao
de capacidade) as redes que possuem multiplos fluxos ramificados arco-disjuntos € mostramos

alguns casos em que ela € valida.

Palavras-chave: Fluxo em redes. Fluxos arco-disjuntos. Digrafos. Teoria dos grafos.



ABSTRACT

Network flows constitute a very useful tool for modeling problems of different areas such as:
routing, electrical circuits, computer networks and even path problems on digraphs.

The arc-disjoint flows problem was introduced by (BANG-JENSEN; BESSY, 2014) and it is a
generalization of the classical flow problem in which we are interested in deciding whether a
network admits multiple arc-disjoint feasible flows. On this generalized version, is possible to
model new problems using flow tools, from polynomial ones, such as the problem of finding
multiple arc-disjoint out-branchings, to .4 &?-complete ones, such as the problem of deciding
whether exists arc-disjoint paths between prescribed pairs of vertices.

In this work, we study the arc-disjoint flow problem with focus on branching flows, which are
flows where a vertex sends a unit of flow to all the other vertices. Considering the network
capacity function as parameter we studied the complexity of finding two arc-disjoint branching
flows. Based on results of (EDMONDS, 1973) and (BANG-JENSEN et al., 2016) we proposed
a conjecture to characterize (also based on the capacity function) the networks which admit

multiple arc-disjoint branching flows and we also showed some cases where it holds.

Keywords: Network flows. Arc-disjoint flows. Digraphs. Graph Theory.



Figural -
Figura2 —
Figura3 -
Figura4 -
Figura5 —

Figura6 —

Figura7 —

Figura 8 —

Figura 9
Figura 10 —

Figura 11 —

Figura 12 —

Figura 13 —

Figura 14 —

LISTA DE FIGURAS

Exemplo de digrafo D. . . . . . . . ... Lo 13
Exemplo de multidigrafo D. . . . . . . . .. ... oo 14
Digrafo D e subdigrafos He H'. . . . . . . . . ... .. ... ....... 16
Um grafo direcionado H. . . . . . . . . ... .. ... .. .. .. .. ... 17

Digrafo D e seu digrafo representativo CF (D). As areas em cinza demarcam

as componentes fortesde D. . . . . . . .. ..o 18
Uma rede 4" = (V,A,l,u) com fluxo x. Ao lado de cada arco vw estd a
representacdo (I(vw),u(vw))|x(vw) e o niimero dentro de cada vértice é o
balanco deste vértice segundo o fluxo x. Os arcos com fluxo positivo estio
destacados em negrito. . . . . . . . . ... ..o 24
Exemplo de ramificacdo em um digrafo D com raiz s. Os arcos da ramificagdo

estdo destacados em negrito e a raiz s também foi destacada. . . . . . . .. 35
Rede ./ = (V,A,u = 2) e fluxo s-ramificado com valor indicado ao lado de
cadaarco. . . . ... 36
Exemplo de construgdo de .4 quando C; = (v * Vo *Vv3). . . . . . .. ... 39
Exemplo de constru¢@o dos caminhos PV, PZV , Pf e Pf quando {x7,x2,x3,x} C

XF. Os arcos de PIV sdo os de menor espessura, ja os de PF  estdo destacados

em negrito. Os arcos em forma de mola e tracejados sdo, respectivamente, os

arcos de P2F e P2V . Os vértices em X' estdo com a borda em negrito. . . .. 40
Exemplo de constru¢do de .4 quando C; = (vi*va*v3). . . . . . . . ... 42
Exemplo de constru¢do da demonstragdo original do Teorema 17. O tnico

arco de X; para W; representa todos os possiveis arcos de X; para W;. De
maneira similar, o Unico arco de X, para ¢ representa os arcos Xyt € x¢t. . . . 43
Distribuicao de complexidade do problema segundo a capacidade. Cada
ponto 2 < A < n—1 do seguimento de reta define um valor de capacidade

para o qual é considerado o problema de decidir sobre a existéncia de 2 fluxos
ramificados arco-disjuntos em redes do tipo .4 = (V,A,u = 1), onde k é
constante e n é o nimero de vérticesdarede. . . ... ... ... ... .. 44
[lustragdo dos conjuntos W,Y,Z. Os arcos marcados com um “x” indicam

onde ndo pode haverarcos. . . . . . . ... ... oo 47



2.1
2.2
2.2.1
2.2.2

3.1
3.2
3.2.1
3.2.2
3.2.3
3.3
34

4.1
4.2

5.1
5.2
5.3
54

SUMARIO

INTRODUCAO . . . ottt et e e e ettt e e e et 10
CONCEITOSBASICOS . . . . .ttt it it i e e i 13
Definicoes e Terminologia . . . . . . . . . ... ... ... ..... ... 13
Problemas de decisao e classes de problemas . . . . . ... ... ..... 19
Problemas Tratdveis com Parametro Fixo (TPF) . . . ... ... ... .. 21
Hipotese de Tempo Exponencial (HTE) . . . . . ... .. ... ...... 21
REDESEFLUXOS . ... . ittt ittt ittt 23
Definicoesenotacao . . . . . . . ... ... L 23
Reducio entre diferentes modelosdefluxo . . . . . . ... ... ... .. 24
Eliminacgao dos limites inferiores . . . . . . . . . . ... ... ....... 24
Fluxos com exatamente uma fonte e um sumidouro . . . . . . . . .. ... 25
Circulacoes . . . . . . . . . . . . e 26
Decomposicdodefluxo . . . . . . . ... oL 27
O problema de fluxomaximo . . . . ... ... ... ... ........ 28
FLUXOS ARCO-DISJUNTOS . ... ...ttt 31
Fluxos arco-disjuntos em redes de capacidade no maximo2 . . . . . . . 31
(s,t)-fluxos arco-disjuntos em redes aciclicas . . . . . ... ... ... .. 33
RAMIFICACOES E FLUXOS RAMIFICADOS . ............ 35
Fluxos ramificados: complexidade com base na funcao de capacidade . . 36
O casodacapacidade u=f(n) . ... ..... ... ... . ...... 38
Uma condicao necessdria e suficiente . . . . . . .. . ... ... ... .. 44
Fluxos ramificados em redes sem arcos paralelos . . . . ... ... ... 48
CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS . .. ............ 49

REFERENCIAS . . it ittt e e e e e e e e e e e e e e e e 51



10
1 INTRODUCAO

Uma rede A = (V,A,l,u) é definida por um digrafo D = (V,A) e pelas funcoes
de limite inferior | : A — 7 e capacidade u : A — 7 tais que [(vw) < u(vw), para todo arco
vw € A Um fluxo em .4 é uma fungdo x : A — Z. Se x € um fluxo que respeita o limite
inferior e a capacidade dos arcos, ou seja, se [(vw) < x(vw) < u(vw) para todo arco vw € A,
dizemos que x € vidvel. O balango de um vértice v € V, com respeito ao fluxo x, € dado por
by(v) =Y ieax(vt) — Y cax(sv). O vetor formado pelos balancos de todos os vértices da rede
€ o balanco do fluxo. Podemos utilizar o balanco de um fluxo para verificar propriedades
ao seu respeito, por exemplo, verificar se tal fluxo € uma circulagcdo, que € um fluxo onde
todos os vértices tem balanco zero. Alternativamente, podemos considerar o balango como um
parametro a ser satisfeito e, neste caso, estaremos interessados em encontrar fluxos com esse
balanco pré-determinado. Na verdade, o problema classico de fluxo consiste em, dados uma
rede A4 = (V,A,l,u) e um vetor de balango b, decidir se existe um fluxo vidvel x em .4 tal
que by(v) = b(v) para todo v € V. Como estamos interessados apenas em fluxos vidveis, vamos
omitir o termo vidvel.

Fluxos sdo amplamente estudados, pois permitem, com certa elegancia e simpli-
cidade, a modelagem de problemas em diversas dreas de estudo, como transporte, logistica e
telecomunicagdes. Além disso, tanto a versao cldssica quanto outras versdes, como fluxo de
custo minimo e fluxo maximo, sdo problemas polinomiais. Por isso, no campo tedrico, fluxos
em redes também sdo utilizados para resolver polinomialmente diversos problemas em grafos e
digrafos. Uma longa lista de resultados em fluxos € apresentada em (AHUIJA, 1993).

Existem alguns problemas, que por lidarem com caminhos e ciclos em digrafos, se
assemelham aos problemas tipicos de fluxo, mas que nao podem ser modelados como fluxo em
sua forma tradicional. Um exemplo cléssico é o problema de k-caminhos arco-disjuntos, onde
recebemos como entrada um digrafo D = (V,A) e os vértices 51,52, . .., Sk, 11,12, . . ., I} € qUeremos
decidir se existem k caminhos arco-disjuntos Py, ..., P, tais que P; é um (s;,;)-caminho, para todo
i € [k]. O problema de k-caminhos arco-disjuntos foi provado ser .4 &?-completo por Fortune et
al. (1980) para k > 2. Com o objetivo de obter uma estrutura mais geral e abranger esses casos,
Bang-Jensen e Bessy (2014) introduziram o problema de fluxos arco-disjuntos. Formalmente,
esse problema consiste em, dados uma rede .4 = (V,A,l = 0,u) e dois vetores de balanco b; e
by, decidir se existem fluxos arco-disjuntos x e y em .4/, tais que, b, = by e by = b,. Dois fluxos

xey,em .4, sdo arco-disjuntos se x(vw) - y(vw) = 0, para todo arco vw € A. Isso implica dizer
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que os caminhos induzidos pelos arcos com valor positivo em x sdo arco-disjuntos dos caminhos
induzidos pelos arcos positivos em y. A priori, o problema foi definido considerando apenas
dois fluxos arco-disjuntos. Contudo, para modelar o problema de k-caminhos arco-disjuntos
como um problema de fluxos arco-disjuntos € necessario considerar k fluxos arco-disjuntos entre
si.

Outro problema que pode ser modelado com fluxos arco-disjuntos € de encontrar
uma quantidade k de s-ramifica¢Oes arco-disjuntas em um digrafo, que foi provado ser polinomial
em (LOVASZ, 1976). Uma s-ramificacdo em um digrafo D é uma drvore geradora na qual existe
um caminho direcionado da raiz s para todos os demais vértices de D.

O estudo de ramificagOes € relevante do ponto de vista pratico e tedrico devido as
suas inimeras aplicacdes. Por exemplo, considere uma rede de sensores que possui um nd
central s que precisa enviar mensagens para os demais nés da rede. Considerando o digrafo D
em que os vértices sao os nds da rede e os arcos sdo os links de comunicacao, podemos utilizar
uma s-ramificagdo em D para selecionar quais links serdo utilizados para rotear as mensagens.
Essa estrutura pode ndo ser muito segura para esse tipo de aplicacdo, visto que a falha em
um arco pode desconectar muitos vértices. Neste sentido, em (BANG-JENSEN; YEO, 2015;
BANG-JENSEN et al., 2016) sao apresentados alguns parametros que podem ser usados para
medir a qualidade de uma ramificagdo.

Um fluxo s-ramificado em uma rede 4" = (V,A,l = 0,u) é um fluxo x em que
by(s) =|V|—1e by(v) = —1, para todo v # s. Bang-Jensen e Bessy (2014) mostraram que um
digrafo D = (V,A), com n vértices, possui k s-ramificagdes arco-disjuntas se, e somente se, a
rede A4 = (V,A,l =0,u =n— 1) admite k fluxos s-ramificados arco-disjuntos, onde u =n — 1
significa que todos os arcos tem capacidade n — 1. Quando consideramos redes em que a funcdo
de capacidade € estritamente menor que n — 1, ndo hd uma equivaléncia entre ramificagdes e
fluxos ramificados. Porém, essas redes fornecem um modelo mais adequado para aplicagdes
como a rede de sensores mencionada anteriormente. Muitas vezes, ndo € possivel ou ideal que
uma grande de mensagens seja enviada pelo mesmo arco, por isso € interessante considerar casos
em que u = A, para valores pequenos de A.

Bang-Jensen et al. (2016) mostraram que determinar a existéncia de dois fluxos
s-ramificados arco-disjuntos é .4 Z?-completo em redes com funcdo de capacidade u = k, para
um valor fixo k > 2. Neste trabalho, mostramos, com base na Hipdtese de Tempo Exponencial

(HTE), que ndo existe algoritmo polinomial para encontrar estes dois fluxos quando u = f(n).
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Um resultado de (EDMONDS, 1973) d4 uma condi¢do que caracteriza quais sao os
digrafos que admitem k ramificagdes arco-disjuntas enraizadas em um vértice s. Estendemos a
condic¢do dada por Edmonds (1973) para incluir a nogdo de capacidade, e conjecturamos que a
condicdo resultante é necessaria e suficiente para caracterizar as redes A4 = (V,A,I=0,u = 1)
que admitem k fluxos s-ramificados arco disjuntos. Além de propor essa conjectura, mostramos
também alguns casos em que ela é valida.

Neste trabalho, também introduzimos uma versdo mais restrita do problema de
encontrar fluxos ramificados arco-disjuntos, onde consideramos apenas redes que ndo possuem
arcos paralelos. Apresentamos algumas consideracdes iniciais acerca do problema restrito e
mostramos trés condi¢des necessarias para o caso em que u = 2.

O restante do trabalho estd dividido da seguinte maneira: no Capitulo 2 apresentamos
alguns conceitos bésicos de digrafos, nocdes de complexidade e classes de problema. O Capitulo
3 € dedicado a alguns conceitos e resultados relacionados ao problema cldssico de fluxo e no
Capitulo 4 listamos os principais resultados de fluxos arco-disjuntos que foram obtidos tao logo
o problema foi introduzido em (BANG-JENSEN; BESSY, 2014). No Capitulo 5 formalizamos,
revisamos os resultados de (BANG-JENSEN; BESSY, 2014; BANG-JENSEN et al., 2016) e
apresentamos as nossas contribui¢des a respeito do problema de fluxos ramificados arco-disjuntos.

No Capitulo 6 apresentamos as consideracdes finais acerca deste trabalho.
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2 CONCEITOS BASICOS

Neste capitulo, apresentamos alguns conceitos que serdo utilizados ao longo do texto.
Adotamos a terminologia bésica contida em (BANG-JENSEN; GUTIN, 2008), porém, algumas
defini¢cdes e conceitos foram adaptados aos problemas que serdo abordados posteriormente. Aqui,
assumimos que o leitor possui algum conhecimento prévio de teoria dos conjuntos, teoria dos
grafos e algoritmos. As proposi¢des e lemas que trazem a indicagdo “Exercicio” sao resultados
que foram propostos como exercicio em (BANG-JENSEN; GUTIN, 2008). As demonstracdes

aqui apresentadas para esses casos Sa0 n0ssas.

2.1 Definicoes e Terminologia

Um grafo direcionado (ou simplesmente digrafo) D € definido por um conjunto
nao vazio e finito V (D), cujos elementos sd@o chamados de vértices, e um conjunto finito de
arcos A(D), que sdo pares ordenados de vértices distintos do conjunto V(D). Usamos a nota¢do
D = (V,A), quando queremos explicitar que V e A sdo, respectivamente, os conjuntos de vértices
e arcos do digrafo D. A ordem de um digrafo D € dada pela cardinalidade do seu conjunto de
vértices, ou seja, se |V (D)| = n dizemos que D é de ordem n. Por exemplo, o digrafo representado

na Figura 1 é de ordem 4 e com V(D) = {a,b,c,d} e A(D) = {(a,b),(b,c),(c,d),(d,a),(d,c)}.

Figura 1 — Exemplo de digrafo D.

Dado um arco (u,v), dizemos que os vértices u e v sdo os extremos (ou extremidades)
deste arco e nomeamos u de calda e v de cabega de (u,v). Os extremos de um arco sdo ditos
adjacentes, ou seja, u € adjacente a v e vice-versa . Dizemos ainda que o arco (u,v) sai de u e

entra em v. Por simplicidade, utilizamos uv para denotar o arco (u,v).

' Alguns autores utilizam a expressdo “u é adjacente a v para indicar a existéncia do arco (u,v) no digrafo,

aqui esta mesma expressdo implica a existéncia de (u,v) ou (v,u) (ou ambos), como é convencionado em
(BANG-JENSEN; GUTIN, 2008).
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Sejam X e Y subconjuntos de vértices de um digrafo D. Definimos
(X, Y)p={uweAD):ucX,veyr},

isto é, (X,Y)p é o conjunto de arcos cuja a calda estd em X e a cabecaem Y.

Por defini¢do, € possivel que existam em um digrafo D dois arcos distintos que
possuem as mesmas extremidades, como os arcos cd e dc no digrafo da Figura 1. Por outro lado,
nio é permitido que dois arcos distintos tenham cabeca e calda iguais 2, pois nio é permitida
a repeti¢do de elementos em A(D). Se permitirmos que A(D) seja um multiconjunto, entdo
dizemos que D é um multigrafo direcionado (ou multidigrafo). Em multidigrafos, arcos idénticos
sdo ditos paralelos e utilizamos p(u,v) para denotar o nimero de arcos paralelos uv. Em
particular, se u(u,v) = 0, entdo ndo existe arco uv em D. No exemplo da Figura 2 temos que

t(a,b) =3 e pu(b,a) = 0. Observe que todo digrafo é um multidigrafo.

c
a b

Figura 2 — Exemplo de multidigrafo D.

Para as proximas defini¢des, considere D = (V,A) como sendo um multidigrafo. Seja
v um vértice de D. Denominamos vizinhanga de saida de v o conjunto Ny (v) ={u € V :vu € A}
e de maneira similar N, (v) = {w € V : wv € A} € a vizinhanga de entrada de v. Os vértices
em N;) (v) sdo vizinhos de saida e os que estdo em Ny, (v) sdo vizinhos de entrada de v. A
unido das vizinhangas de entrada e saida forma a vizinhanga de v em D, denotada por Np(v).
Observe que a vizinhanga de v € o conjunto dos seus vértices adjacentes. Dizemos que s € um
vértice universal se ele é vizinho de entrada de entrada de todos os demais vértices, ou seja,
Nj (s) =V —s. No multidigrafo apresentado na Figura 2, temos: N} (b) = {c,d}, Ny, (b) = {a,c}
e Np(b) ={a,c,d}. Nesse exemplo ndo hd vértice universal.

Podemos estender os conceitos de vizinhanga para um subconjunto de vértices W da
seguinte maneira:

N5 W) = | Ny (w) = W2 Ny (W) = | Ny (w) —W.
weWw weW

2 Essa defini¢do também nio permite loops, que sio arcos cuja cabega e calda sio iguais. Omitimos esse conceito

pois nos problemas que serdo apresentados aqui os loops, caso existam, podem ser desconsiderados.
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Dessa forma, os vértices em N;) (W) sdo aqueles que ndo estdo em W e sdo vizinhos de safda de
algum vértice em W. E de maneira similar, N}, (W) sdo os vizinhos de entrada dos vértices de W,
mas que ndo estdo em W. Considerando ainda o multigrafo da Figura 2 temos: N} ({b,c}) = {d},
N ({a.c}) = (b}, Nj ({a.b}) = {e,d}. Np ({e.d}) = {b} e Np ({b,d}) = {a,c}.

Para um conjunto W C V, o seu grau de saida é denotado por dj} (W) e é dado
pelo nimero de arcos com calda em W e cabega em V — W, ou seja, djy (W) = |(W,V —W)p|.
Analogamente, o grau de entrada de W é dado por dj, (W) = |(V —W,W)p|. Quando W possui
um dnico vértice v, usamos apenas d;; (v) e dy, (v). Em particular, o grau de saida de um vértice
v é o nimero de arcos dos quais v ¢ calda. Na Figura 2 temos: dj,({a,c}) =4, dj}(b) =
2, d;,({a,c}) =1 e d,(b) =4. No caso em que D ¢ um digrafo (quando nio possui arcos
paralelos), os graus de entrada e saida de um vértice sdo respectivamente os tamanhos de suas
vizinhancgas de entrada e saida.

Habitualmente omitimos o subscrito dos simbolos de parametros (grau, vizinhanca e
outros) quando estd claro a qual digrafo eles se referem.

Como todo arco possui uma calda (e uma cabeca), cada um contribui com uma
unidade no grau de saida (e de entrada) de um vértice, por isso temos: Y.,cy(p) d+(v) =
Yiev(pyd (v) = |A(D)], para todo multidigrafo D.

Um vértice v de um multigrafo direcionado D € uma fonte quando ndo possui vizinhos
de entrada (d, (v) = 0) e, quando ndo possui vizinhos de saida (d/, (v) = 0), ele é um sumidouro.
Na Figura 2 o vértice a é fonte, enquanto d ¢ sumidouro.

Um digrafo H é subdigrafo de um digrafo D se V(H) CV(D), A(H) C A(D) e os
extremos de todo arco de A(H ) estdo em V(H ). Neste caso, dizemos que D é superdigrafo de
H.SeV(H)=V(D), dizemos que H é subdigrafo gerador de D. Na Figura 3, H é subdigrafo
gerador de D. Se todo arco em A(D) que possui ambos extremos em V (H) também estd em
A(H), dizemos que H € induzido por V(H) (escrevemos H = D[V (H)|) e chamamos H de
subdigrado induzido de D. Na Figura 3, temos que H' é subgrafo induzido de D. Em particular,
H' = D[{u,w,y}], ja H ndo é induzido por {u,v,w,y}, pois (w,y) ¢ A(H). Dado um subconjunto
de arcos A’ C A, o subdigrafo arco-induzido por A’ é o digrafo D[A'] = (V' A’), onde V' é
o conjunto de vértices de V que sdo extremos de pelo menos um arco de A’. Por exemplo,
na Figura 3, temos que H' é o subdigrafo arco-induzido por {(u,w),(w,y),(y,u)}, ou seja,
D[{(u,w), (w,y), (v,u)}] = H'.

Para um conjunto de vértices S C V, usamos abreviadamente D — S para denotar o
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v w Vv w w
D H H

Figura 3 — Digrafo D e subdigrafos H e H'.

subdigrafo induzido D[V — S|, ou seja, o subdigrafo de D que ndo possui os vértices de S nem os
arcos que possuem algum extremo em S. Jd para um conjunto de arcos A’ C A, D — A’ denota o
subdigrafo D' = (V,A — A’), isto é, o subdigrafo de D obtido pela eliminagéo dos arcos em A’.

Os conceitos anteriores podem ser estendidos para multidigrafos. Basta observar
que neste caso A(D) é um multiconjunto e portanto A(H) também o serd. Para evitar que
a terminologia fique muito carregada, também utilizamos o termo subdigrafo quando nos
referimos a ‘pedagos’ de um multidigrafo.

Para as préximas defini¢cdes, considere D como sendo um multigrafo direcionado
(multidigrafo). Um passeio em D é uma sequéncia alternada W =vy,ay,v2,a2,..., V1,051, Vi,
onde para i € k], j € [k — 1] temos que v; € V(D), aj € A(D) e aj = (vj,vj+1). Dizemos que
W é um passeio de v| para v, ou ainda que é um (vy,vy)-passeio. Um passeio W € fechado
quando v; = v, caso contrdrio dizemos que W é aberto. Usamos V(W) e A(W) para denotar
os respectivos conjuntos de vértices e arcos de W ({v;:i€ [k]} e {a;j: je[k—1]}). Se W ¢
aberto, entdo dizemos que v; € o seu vértice inicial, que v; € o seu vértice final e ambos sao seus
extremos. O tamanho de um passeio € dado pelo numero de arcos que possui. Quando os arcos
de W podem ser inferidos pelo contexto ou ndo sdo relevantes, denotamos W simplesmente por
Vi, V2...,Vk.

Uma trilha é um passeio no qual nao ha repeticdo de arcos. Se os vértices de W sdo
distintos, entdo W € um caminho. Se os vértices vi,vy,...,Vr_1 sdo distintos, vi = v e k > 3,
entdo W € um ciclo. Como ciclos e caminhos sdo casos particulares de passeios, seus tamanhos
também séo dados pelo nimero de arcos. Utilizaremos (v, w)-caminho para denotar um caminho
de v para w. Para ilustrar esses conceitos, considere a Figura 4. A sequéncia vy, v;,v3,Vs,Vg, V3, V]
(arcos estdo implicitos) é um (vy,v;)-passeio fechado. A sequéncia vs,vs,vg,v4,Vv2,v3 € um ciclo
de tamanho 5 e v4,vs,vg,Vv3,v] € um (v4,v])-caminho de tamanho 4. Observe que estes exemplos
também sio trilhas.

Para um caminho ou um ciclo W = v,vy,...,vx (vy = v| caso W seja um ciclo)

usamos a seguinte notagdo: W[v;,v;| = vi,vit1,...,vj—1,v}. Se v; # v;, dizemos que Wv;,v;] é
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Figura 4 — Um grafo direcionado H.

segmento de caminho de W.

Proposicao 1 (Bang-Jensen e Gutin (2008)). Seja D um digrafo e seja v,w um par de vértices
distintos de D. Se D possui um (v,w)-passeio W, entdo D possui um (v,w)-caminho P tal que
A(P) CA(W). Se D possui um (v,v)-passeio fechado W, entdo D também possui um ciclo C tal
que A(C) CA(W)eveV(C).

Um passeio W é um passeio hamiltoniano (ou de Hamilton) se V(W) = V(D).
Quando sabemos que W é um caminho (ou um ciclo) dizemos especificamente que W é um
caminho (ou ciclo) hamiltoniano. Um digrafo D € hamiltoniano quando possui um ciclo
hamiltoniano. Se D possui um caminho hamiltoniano dizemos que D & rotedvel. O digrafo H
da Figura 4 é rotedvel, pois vs, v, v4,v2,v3,v] é um (vs,v])-caminho de Hamilton. Uma trilha
W =vi,vy,...,v é uma trilha euleriana (ou de Euler) se A(W) =A(D), V(W) =V (D) ev| = vy.
Um multigrafo direcionado D € euleriano se possui uma trilha de Euler.

Em um digrafo D, um vértice w é alcangdvel a partir de um vértice v se D possui um
(v,w)-passeio. Em particular, um vértice é alcangével a partir dele mesmo. Pela Proposicao 1,
w € alcangdvel a partir de v se, e somente se, existe um (v, w)-caminho em D. Um digrafo D é
fortemente conexo (ou simplesmente forte) se, para todo par de vértices distintos v, w, existe um
(v,w)-passeio e um (w,v)-passeio em D. Ou seja, D é fortemente conexo se todo vértice de D é
alcancével a partir de todos os demais. Definimos um digrafo com um tnico vértice como sendo

fortemente conexo.

Proposicao 2 (Exercicio). Um digrafo D é fortemente conexo se, e somente se D contém um

passeio hamiltoniano fechado.

Demonstracdo. (=) Seja D um digrafo fortemente conexo e W passeio fechado com o maior
nimero de vértices em D. Assumindo que W nao € hamiltoniano, temos que existe um vértice
y € V(D) que ndo estd em W. Como D é fortemente conexo sabemos que existe um (x,y) passeio

P e um (y,x) passeio Q em D, onde x € V(W). No entanto, se adicionarmos P e Q (que formam
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um passeio fechado) a W obtemos um passeio fechado com pelo menos um vértice a mais que
W. Contradi¢do. Logo, W é hamiltoniano.

(<=) Seja W um passeio hamiltoniano fechado em D e x,y um par de vértices
qualquer. Uma vez que W € hamiltoniano, se partirmos de x e seguirmos os arcos (e vértices)
de W eventualmente alcancaremos y e W[x,y| é um (x,y)-passeio. Analogamente, como W é
fechado continuamos o percurso em W partir de y alcangamos x e encontramos um (Y, x)-passeio.

Como x,y € um par de vértices qualquer entdo D € fortemente conexo. 0

Para as proximas defini¢des, considere um digrafo forte D = (V,A). O conjunto
S C V(D) é um separador se D — S nao é forte. Dizemos que D é k-fortemente conexo (ou
k-forte) se ndo possui um separador com menos que k vértices e |V| > k+ 1. Para um par s, de
vértices distintos, o conjunto S C V é um (s, t)-separador se D — S ndo possui (s,¢)-caminhos.
Um conjunto de arcos X C A € um corte quando D — A ndo € forte. Se todo corte de D tem pelo
menos k arcos dizemos que D é k-fortemente arco-conexo (ou k-arco-forte).

Uma componente forte de um digrafo D € um subdigrafo maximal induzido de D que
¢ forte. Se Dy,D»,...,D; sdo todas as componentes fortes de D, entdo V(D;)U---UV(D;) =
V(D) (lembrando que um digrafo com um tnico vértice ¢ forte). Além disso, V(D;)NV(D;) =0
para todo i # j, pois do contrdrio todos os vértices em V(D;) UV (D;) seriam alcancéveis
dois a dois e deveriam estar na mesma componente forte. Chamamos V(D) U---UV(D;) de
decomposicdo forte de D. O digrafo representativo das componentes fortes de D denotado por
CF (D) é definido como V(CF (D)) = {v;:i € [t|} e A(CF (D)) ={vivj: (V(D;),V(D;))p # 0},
isto &, existe um arco v;v; em A(CF (D)) quando existe um arco wz em A(D), onde w € D; e

z € D;. Na Figura 5, temos um exemplo de digrafo representativo.
D3

D
Vi V2

Dy
D, V4
D CF (D)

Figura 5 — Digrafo D e seu digrafo representativo CF (D). As dreas em cinza demarcam
as componentes fortes de D.

O grafo subjacente UG (D) de um multidigrafo D = (V,A) é o grafo simples G =

(V,E) em que E = {{v,w} : vw € A ouwv € A}. Dizemos que D é uma drvore se o seu grafo
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subjacente UG(D) é uma érvore.

2.2 Problemas de decisao e classes de problemas

Considere um par de fungdes f(n) e g(n). Dizemos que f(n) = O(g(n)) se existem
constantes ¢ e ng tais que 0 < f(n) < cg(n), para todo n > ny. Similarmente, se existem
constantes ¢ e ng tais que, para todo n > ng, vale 0 < cg(n) < f(n) dizemos que f(n) = Q(g(n)).
Quando f(n) = O(g(n)), dizemos que g é limite superior de f e, quando f(n) = Q(g(n)), g
€ limite inferior de f. Se g é ao mesmo tempo limite superior e inferior de f, utilizamos
f(n) =0(g(n)) para indicar que g e f sao de mesma ordem.

Um dos principais critérios que € utilizado na andlise de um algoritmo € a sua
complexidade de tempo, que aqui chamaremos apenas de complexidade. Essa medida deve
refletir de alguma maneira o tempo de execugdo do algoritmo em um computador. Como néo é
possivel universalizar o tempo de execucdo de um algoritmo (devido as diferencas de velocidades
entre os computadores), calculamos a complexidade de tempo de um algoritmo contando o
nimero de operacdes bdsicas (tais como somas, produtos, atribuicdes efc) que sdo realizadas
sobre uma entrada de tamanho n. Em outras palavras, para um algoritmo .27, encontramos uma
fungdo de complexidade f que computa o nimero de “passos” que & executa quando recebe
uma entrada de tamanho n. Um algoritmo %/ com fun¢do de complexidade f € de ordem (ou de
complexidade) O(g(n)) se f(n) = O(g(n)).

Em geral, os algoritmos que serdo abordados aqui recebem como entrada multidigra-
fos (ver Secao 2.1) e o seu tamanho é medido pelo nimero de vértices e arcos, que tipicamente
denotamos por n e m, respectivamente. Um algoritmo de complexidade O(p(n,m)), onde p é
um polindmio em n e m, é dito polinomial.

Um problema de decisdo ¢ um problema que requer uma resposta do tipo ‘sim’ ou
‘nao’ como solugdo. Nesse sentido, um problema consiste em uma familia de instancias. Por
exemplo, considere o problema de niimeros pares, que consiste em: dado um inteiro x decidir se
x € par ou ndo, ou ainda, decidir se x pertence a ‘familia’ dos ndmeros pares. Neste exemplo,
todo inteiro z € uma instdncia para o problema e em particular z é uma instancia ‘sim’ se z € par
e uma instdncia ‘ndo’ caso contrario. Dizemos que um algoritmo .7 resolve um problema de
decisdo .7 se, para toda instancia x de ., ./ produz uma resposta no conjunto { ‘sim’,‘nao’ }
e, além disso, &7 responde ‘sim’ para a instincia x se, e somente se, x ¢ uma instancia ‘sim’

de .. A partir dessa nog@o, podemos classificar os problemas de acordo a complexidade dos
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algoritmos que os resolvem (caso existam).

Um problema de decisdo . pertence a classe & se, e somente se, existe um
algoritmo polinomial <7 que o resolve. Uma vez que .o/ € polinomial, segue que ele produz uma
resposta em no maximo p(|x|) passos, onde |x| é o tamanho da entrada e p é um polindmio fixo.

Um problema de decisdo . pertence a classe .4 se, para toda instincia ‘sim’ de
<, existe um verificador, chamado de certificado, com tamanho polinomial (no tamanho da
instancia) e que pode ser utilizado, por um algoritmo polinomial, para checar que aquela é de fato
uma instancia ‘sim’. O certificado depende da instancia em questdo, mas ele precisa ter a mesma
estrutura para todas as instancias do problema. Para exemplificar, considere o problema de
particionamento numérico, que consiste em: dado um conjunto de inteiros N = {ay,as,...,a,}
tal que };c(, a; = 2K, para algum inteiro K, decidir se € possivel particionar o conjunto N em
duas partes de modo que a soma dos elementos de cada parte seja K. Observe que isso equivale a
determinar a existéncia de um subconjunto J C N que satisfaz }., cja; = Y.,.en—yai = K. Nesse
caso, uma instancia desse problema é um conjunto de inteiros N cuja soma dos elementos € 2K.
Um subconjunto J C N cuja soma dos elementos seja K é um possivel certificado que pode ser
gerado caso N seja uma instancia ‘sim’. Para verificar esse certificado basta somar os elementos
de J e, ao constatar que a soma € K, provamos N € de fato uma instancia ‘sim’.

Observe que, se um problema .¥ estd em &, ele também estd em .4/ &, pois
podemos usar qualquer instancia ‘sim’ de . como certificado, entregando-a como entrada de
algum algoritmo polinomial que resolve .. O contrario, porém, pode ndo ser verdade, pois,
a menos que & = .4 &, existem problemas que estdo em /"2 mas ndo estao em <. Uma
boa parte dos resultados de complexidade se baseiam na hipdtese & # A& e, embora muitos
pesquisadores tenham se dedicado a prova-la ou refutd-la, essa conjectura permanece em aberto
até hoje.

Dado um par de problemas de decisdo ., .7, dizemos que . se reduz polinomial-
mente a .7 (denotado por . <4 7) se existe um algoritmo polinomial .2/ que converte uma
instancia x de .’ em uma instincia <7 (x) de .7, de modo que <7 (x) tem a mesma resposta que
x. Ou seja, x ¢ uma instancia ‘sim’ de . se, e somente se, 7 (x) é uma instincia ‘sim’ de .7
(observe que isso implica que se x € instincia ‘ndo’, o7 (x) também € instincia ‘ndo’ e vice-versa).
Neste caso, podemos dizer que .’ ndo é mais dificil que 7.

Um problema .7 é A Z-dificil, se todos os problemas da classe .4/ & se reduzem

polinomialmente a .7. Se um problema é .4 &?-dificil e estd na classe .4, entdo este problema
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é N ZP-completo. Existem muitos problemas de decisdo, inclusive problemas em digrafos, para
0s quais ndo existem algoritmos polinomiais conhecidos. Alguns desses problemas estao na
classe A P€, que € a classe dos problemas que sdo .4 &-completo. Note que, para mostrar
que um dado problema é .4 &?-dificil, é necessario provar que todos os demais problemas da
classe ./ & podem ser polinomialmente reduzidos a ele. Felizmente, redugdes polinomiais sdo
fechadas sob a composi¢do, ou seja, dados os problemas ., 7 e % ,se . <p T e T <p U,
temos que . < » % . Levando em conta essa observacao, para provar que um problema % é
N P-dificil, podemos mostrar que algum problema .4 &?-completo se reduz polinomialmente
a 7%/ . Porém, para que seja possivel utilizar esse “atalho”, é preciso que antes algum problema
tenha sido estabelecido na classe .4/ &%’ Isso foi feito por (COOK, 1971). Para mostrar que
um problema estd na classe ./ Z% sdo necessdrias duas etapas: mostrar que esse problema esta

em ./ & e que o mesmo é ./ Z-dificil.
2.2.1 Problemas Tratdveis com Pardmetro Fixo (TPF)

Um problema & para o qual existe algoritmo de ordem O(f(k)n), onde k é um
parametro da entrada, f é uma funcdo computavel, n é o tamanho da entrada e ¢ € uma contante
€ um problema tratdvel com parametro fixo (ou TPF) no parametro k. Observe que quando

fixamos o valor de k, obtemos um algoritmo polinomial para Z.
2.2.2 Hipotese de Tempo Exponencial (HTE)

O 3-SAT € um problema ./ &-completo que é muito utilizado em redugdes polino-
miais quando queremos mostrar que um novo problema estd em .4 2% . O 3-SAT € um caso
especial do SAT (Problema de Satisfabilidade). Para formalizar esses problemas precisamos
antes introduzir alguns conceitos.

Uma varidvel booleana x € uma varidvel que pode assumir os valores 0 e 1. A soma
de varidveis booleanas x| +x; + - - - +x; € definida como sendo 1 se pelo menos uma varidvel x;
tem valor 1 e caso contrério a soma € 0. A negacgdo x de uma varidvel booleana x € a varidvel
que assume o valor 1 — x, ou seja, assume o valor oposto a x. Seja X um conjunto de varidveis
booleanas. Para todo x € X existem dois literais, sobre x, a saber, X e o proprio x. Uma cldusula
sobre um conjunto de varidveis X € uma soma de literais sobre varidveis de X. O tamanho de
uma cldusula € dado pelo numero de literais que contém. Por exemplo, se u,v,w sdo variaveis

booleanas com valores 0, 1,0 respectivamente, entdo C = (u+ v+ w) é uma cldusula de tamanho
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3 com valor 1 e literais u, v e w. Uma atribuicdo de valores ao conjunto de varidveis X € chamada
de atribuicdo verdade.

O Problema de Satisfabilidade (SAT) consiste em, dados X = {x1,x2,...,x} um
conjunto de varidveis booleanas e C1,(3,...,C, uma colecdo de cldusulas sobre X, decidir se
existe uma atribuicdo verdade T ao conjunto X tal que toda cldusula assuma valor 1. Isto é
equivalente a responder se a expressdo booleana . = C| xCy * - - - * C, pode assumir valor 1.
Quando isso € possivel, dizemos que .7 € satistativel. Caso contrério, .# € insatisfativel. Aqui
“x’ representa o produto booleano, ou seja, 1 x1 =1e 1x0=0x1=0x0=0. O problema SAT
foi o primeiro problema que foi provado ser .4 #?-completo (COOK, 1971).

Para exemplificar essas defini¢des, sejam X = {x1,xp,x3,x4}, C1 = (x1 +x2 +x4),
Cy = (X1 + X2 +%4) e C3 = (X + %3+ X4). Observe que .# = C| * C, x C3 é satisfativel, pois pela
atribuicao verdade x; = 0,x, = 0,x3 = 0,x4 = 1 temos que .% assume valor 1.

No exemplo anterior, todas as cldusulas tem tamanho 3, o que caracteriza uma
instancia do 3-SAT. Ou seja, o problema 3-SAT € um caso especial do SAT em que todas as
clausulas tem exatamente 3 literais. Apesar dessa restri¢do, o 3-SAT também é NP-completo.

Para alguns resultados que serdo apresentados nos proximos capitulos, precisaremos
de uma hip6tese mais forte a cerca da complexidade do 3-SAT.

Hipdtese de Tempo Exponencial (HTE): Existe um real positivo s tal que o 3-SAT
ndo pode ser resolvido por um algoritmo de ordem O(2**(n+m)), onde n e m sdo, respectiva-
mente, os nimeros de variaveis e clausulas (IMPAGLIAZZO et al., 2001).

Basicamente, se a HTE for verdadeira, ndo existe algoritmo que resolva o problema 3-
SAT com complexidade subexponencial no nimero de varidveis. Além disso, como consequéncia
de um lema conhecido como Sparsification Lemma (IMPAGLIAZZO et al., 2001), sabemos que
o numero de cldusulas é compardvel ao nimero de varidveis. Isso nos permite dizer que, sob a
HTE, o 3-SAT também ndo pode ser resolvido em tempo subexponencial quando consideramos

o ndamero de clausulas.

Lema 1 (IMPAGLIAZZO et al., 2001)). Se a HTE ¢ verdadeira, entdo existe um real positivo s
tal que o 3-SAT ndo pode ser resolvido por um algoritmo de ordem O(2*"(n+m)), onde n e m

sdo, respectivamente, os niimeros de varidveis e cldusulas.

E importante observar que a HTE também implica na inexisténcia de um algoritmo

polinomial para o 3-SAT, ou seja, se HTE for verdadeira, temos que & # A .
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3 REDES E FLUXOS

Este capitulo é dedicado ao problema de fluxo cladssico e apresenta alguns dos
principais conceitos e resultados desse problema. Como no capitulo anterior, também adotamos
(BANG-JENSEN; GUTIN, 2008) como texto base e por isso alguns lemas trazem a indicag@o

“Exercicio”.

3.1 Definicoes e notacao

Uma rede é um grafo direcionado D = (V,A) associado as fungdes de limite inferior

l:A— Z4 e capacidade u : A — 7, de forma que a seguinte desigualdade seja satisfeita:
0 <I(vw) <u(vw), Yvw € A.

Em alguns casos, adicionalmente, temos uma fungdo b : V — Z, que atribui um valor inteiro a
cada vértice e que chamamos de vetor de balango. A respeito do vetor de balango admitimos
que:
Y b(v)=o. (3.1)
vev
Utilizamos a notagdo ./ = (V,A,l,u,b) para identificar a rede formada pelo digrafo
D = (V,A) e pelos parAmetros [, u e b. Caso o vetor de balango néo seja especificado, omitimos
o b da notagdo. Quando consideramos uma rede .4 = (V,A,l,u,b), eventualmente podemos nos
restringir ao digrafo D = (V,A), que é obtido pela omissdo dos demais pardmetros de .4".
Um fluxo narede A" = (V,A,l,u,b) é uma fungdo x : A — Z.. O balang¢o do fluxo

x € dado pela fung¢do b, : V — Z, definida como segue:

by(v) =Y x(w)— ) x(zv)WweV. (3.2)
VWEA ZvEA

Ou seja, by(v) é a diferenca entre o fluxo nos arcos que saem de v e o fluxo nos arcos que entram
em v. Dizemos que um vértice v é fonte em um fluxo x se b,(v) > 0. Por outro lado, se b(v) < 0,

dizemos que v é sumidouro. Finalmente, se b,(v) = 0, entdo v é balanceado.
Um fluxo x narede A = (V,A,l,u,b) é vidvel se [(vw) < x(vw) < u(vw) para todo
arco vw € A e by (v) = b(v) para todo vértice v € V. Caso o vetor de balango ndo seja especificado,
basta que x satisfaca a primeira restri¢do. Decidir se uma rede admite um fluxo vidvel é o que

chamamos de problema de fluxo cldssico. A Figura 6 ilustra esses conceitos.
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0.2)1 (1L,2)1

Figura 6 — Uma rede A4 = (V,A,l,u) com fluxo x. Ao lado de cada arco vw estd a
representacdo (I(vw),u(vw))|x(vw) e o nimero dentro de cada vértice é o
balancgo deste vértice segundo o fluxo x. Os arcos com fluxo positivo estao
destacados em negrito.

Dois fluxos x e y em uma mesma rede .4 = (V,A,l = 0,u,b) sdo arco-disjuntos, se
x(vw) -y(vw) = 0 para todo arco vw € A, isto é, cada arco sé possui valor positivo em no méximo

um dos fluxos.

3.2 Reducio entre diferentes modelos de fluxo

Nesta secao, veremos que € possivel restringir consideravelmente as defini¢des de
rede sem perder capacidade de modelagem. Dessa forma, podemos considerar e demonstrar

resultados sobre esses modelos de fluxo mais simples sem perder generalidade.
3.2.1 Eliminagdo dos limites inferiores

Iniciamos mostrando que podemos considerar apenas redes com a fun¢do de limite

inferior [ = 0.

Lema 2 (Exercicio). Seja A = (V,A,l,u,b) uma rede.

a) Suponha que para o arco vw € A temos I(vw) > 0. Seja entdo N a rede obtida a partir
das seguintes modificagdes em N : b(v) :=b(v) —l(vw), b(w) :=b(w) +1(vw), u(vw) :=
u(vw) —Il(vw) e l(vw) := 0. Entdo, todo fluxo vidvel x em A" possui um fluxo correspon-
dente x' em N que também é vidvel, e vice-versa.

b) Existe uma rede Nj—, que possui todos os limites inferiores iguais a zero, na qual, para

todo fluxo vidvel x em N, existe um fluxo vidvel x' equivalente em V", e vice versa.

Demonstracdo. (a) Sejam 4, 4" e x conforme o enunciado. Construimos x” a partir de x da
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seguinte maneira: x’(yz) = x(yz) para todo arco yz € A\ {vw} e ¥'(vw) = x(vw) —I[(vw). Dessa
forma, o balango do vértice v no fluxo x’ serd decrementado de /(vw) unidades, ao passo que o
balan¢o de w é incrementado de /(vw) unidades em rela¢do ao fluxo x. Essa alteragdo também
ndo viola a capacidade do arco vw em 4", logo x’ é vidvel em .#”/. Construimos x a partir de x’
fazendo x(vw) = x’(vw) +[(vw) e mantendo o mesmo fluxo nos demais arcos.

Como podemos eliminar os limites inferiores um arco por vez, (b) segue de sucessivas

aplicacoes de (a). 0

E importante observar que podemos construir . #j—y em tempo O(n 4+ m), pois reali-

zamos um nimero constante de operagdes para cada arco com limite superior positivo.
3.2.2 Fluxos com exatamente uma fonte e um sumidouro

Sejam s, dois vértices distintos de uma rede .4 = (V,A,l = 0,u). Um (s,1)-fluxo é

um fluxo x tal que para algum k € Z_, tem-se:

(
k sev=ys
by(vV)=1 —k sev=t
0 caso contrario.

Na defini¢do acima, dizemos que |x| = k é o valor do fluxo x.

Seja A" = (V,A,l = 0,u) uma rede com vértices destacados s e ¢, ¢ seja k 0 maior
valor tal que .#” possui um (s,7)-fluxo vidvel x de valor k. Dizemos que x é um (s,7)-fluxo
mdximo em .4 . Se os vértices s e t s30, respectivamente, a tnica fonte e o tnico sumidouro da
rede, dizemos que x é um fluxo mdximo de .#". Encontrar um (s,)-fluxo maximo em uma rede é
o problema conhecido como problema de fluxo mdximo. Esse problema pode ser resolvido em
tempo polinomial e serd abordado na Secdo 3.4.

No resultado a seguir, veremos que podemos ‘reduzir’ multiplas fontes a uma s6
criando um vértice fonte especial e o conectando com as antigas fontes. Realizando um processo
similar com os sumidouros, obtemos uma rede equivalente que possui apenas uma fonte e um

sumidouro.

Lema 3 (Exercicio). Seja A = (V,A,l = 0,u,b) uma rede. Considere os conjuntos de vértices
P={veV:b(v)>0}eQ={veV:b(v)<0}. Definimos um inteiro M =Y. ,cpb(p) (que é o

mesmo que —Y ,cob(q)) e uma rede Ny = (VU {s,t},A",l' = 0,u',b") da seguinte maneira:
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(a) A =AU{sp:peP}U{qt:q€ 0},
(b) ui; = ujj para todo ij € A, uy, = b(p) para todo p € P e uy, = —b(q) para todo q € Q,
(c) b'(v)=0paratodoveV,b(s)=Meb'(t)=—M.

Entdo, todo fluxo vidvel x em N corresponde a um fluxo vidvel x' em Ny, e vice versa.

Demonstragdo. Dado um fluxo vidvel x em .4/, construimos x” da seguinte maneira: x'(ij) =
x(ij), para todo arco ij € A; X'(sp) = b(p), para todo p € P; e X'(qt) = b(q), para todo g € Q.
Observe que, no fluxo x/, os vértices em P tem balango zero, assim como os vértices em Q.
Dessa forma, os tnicos vértices com balango ndo nulo sdo s e ¢, e ainda, by (s) = Y ,cpb(p) =M
e by(t) =Y, c0b(q) = —M. Com isso, temos que x' & um fluxo vidvel em .45 Para construir x

a partir de x’ realizamos 0 processo inverso. 0

Observe que, no lema anterior, caso exista um fluxo vidvel x' com |x’ | =M, este
serd um fluxo maximo em .#5;. Por isso, o Lema 3 relaciona o problema de decidir se uma rede

possui um fluxo vidvel ao problema de fluxo maximo.
3.2.3 Circulacies

Uma circulagdo é um fluxo x em que b,(v) = 0 para todo v € V. Até agora, vimos
que, como consequéncia dos Lemas 2 e 3, todo modelo geral de fluxo possui um modelo
equivalente em uma rede com / = 0 e com apenas uma fonte e um sumidouro. Com base
nesses lemas, o proximo resultado mostra que qualquer modelo geral de fluxo também pode ser
construido utilizando, as aparentemente mais restritas, circulagdes. Vale ressaltar que, neste caso,

ndo podemos excluir completamente os limites inferiores.

Lema 4 (Exercicio). Seja A = (V,A,l = 0,u,b) uma rede na qual b(v) = 0, para todo v €
V\{s,t}, b(s) =M e b(t) = —M, para vértices distintos s,t € V. Seja N * = (V,AU{ts},I',u') a
rede que é obtida, a partir de N, pela adi¢do do arco ts com l'(ts) = u' (ts) = M, sem alteracdo
do limite inferior e da capacidade nos arcos originais de N, e sem impor restri¢oes no balanco
de N*. Entdo, todo (s,t)-fluxo vidvel x em N corresponde a uma circulagdo vidvel X' em N *,

e vice versa.

Demonstragdo. Sejam x um (s,7)-fluxo vidvel em .4 e x' um fluxo em .4#* dado por: X/ (ts) =M
e x'(vw) = x(vw), para todo arco vw € A. Em x, temos que by(s) = M e by(t) = —M. Logo, o

balango desses vértices em x’ € zero, pois temos M unidades de fluxo saindo de ¢ e entrando em
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s através do arco rs. Além disso, temos que by (v) = by(v) = 0 paratodo v € V' \ {s,t}, visto que
ndo houve alteracio de fluxo nos arcos em torno desses vértices. Logo x’ é uma circulacio, e
€ viavel pois respeita o limite inferior e capacidade de todos os arcos. Para provar o contrario,
basta construirmos o (s,)-fluxo vidvel a partir de uma circula¢do vidvel X’ em .4"* pela simples

remogao do arco ts. [

3.3 Decomposicao de fluxo

Nesta secdo, veremos que todo fluxo em uma rede pode ser decomposto em um
pequeno ndmero de ‘fluxos elementares’ na mesma rede. Ao longo desta se¢do, consideramos
uma rede A4 = (V,A,l =0,u) com n vértices e m arcos. Note que D = (V,A) é o digrafo base
de ./, e por caminho ou ciclo em .#" queremos dizer caminho ou ciclo em D.

Um fluxo caminho sobre um caminho P em .4 é um fluxo fp tal que, para algum
inteiro k, fp(vw) =k, se vw é um arco de P, e fp(vw) = 0, caso contrério. Isto &, se consideramos
o subgrafo arco-induzido pelos arcos com valor positivo em f),, obtemos o caminho P. Definimos
um fluxo ciclo fc de maneira andloga para um ciclo C em .4". A soma de dois fluxos x e y, que
denotamos por [x+ ], é o fluxo resultante da soma dos valores de x e y em cada arco, ou seja,
[x+y](vw) =x(vw) +y(vw), Yvw € A.

Nos problemas que serdo abordados nos préximos capitulos, supomos que nao
existem fluxos ciclos. Isto significa que, dados um fluxo x e um ciclo C em .4, o valor de x é
nulo em pelo menos um arco de C. Observe que a adi¢do ou subtracdo de um fluxo ciclo f¢ ndo
altera o balango dos vértice em V(C). Fazemos tal suposi¢do para considerar apenas a parte do

fluxo que € relevante para o seu balango, e podemos fazé-la devido ao resultado do Teorema 1.

Teorema 1 (Ford e Fulkerson (1962)). Todo fluxo x em A pode ser representado pela soma de
fluxos caminhos fp, fp,, ..., fp, € fluxos ciclos fc,, fc,,-- -, fcﬁ de modo que:
(a) Todo caminho P; conecta um vértice fonte a um vértice sumidouro, para todo i € [¢t].

(b) a+B<n+mef <m.

Demonstragcdo. Seja x um fluxo ndo nulo em 4. Primeiro suponha que b,(vy) > 0, para algum
vo € V. Uma vez que by(vo) > 0, segue de (3.2) que existe algum arco que sai de vg, digamos vovy,
tal que x(vovy) > 0. Se by(v1) < 0, encontramos um caminho de vy para o sumidouro v;. Caso
contrdrio, temos que by (v) > 0 e como x(vgvy) > 0, sabemos por (3.2) que deve existir algum

arco vivy com by(v1v2) > 0. Repetindo esse processo, ou encontramos um um caminho P de v
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para um vértice sumidouro v, ou alcangamos algum vértice que ja foi examinado anteriormente
(ja que D € finito). No dltimo caso, encontramos um ciclo C = v;,V,41,...,Vp_1,Vp,V,. Observe
que durante as etapas, examinamos apenas arcos com valor positivo em x, logo x € positivo nos
arcos de P ou de C. O préximo passo € modificar o fluxo x:
(i) Se foi encontrado um caminho P de vq para vg, entdo definimos:
6 = min{x(vivit1) : viviy1 €A(P)} > 0e p =min{by(vo), —b(vx), 6} > 0. Tomamos fp
como um fluxo caminho de valor u sobre P. Agora, atualizamos x subtraindo y unidades
de fluxo nos arcos de P.

(ii) Do contrério, encontramos um ciclo C. Nesse caso, temos que i = min{x(vjv;+1) : vivi+1 €
A(C)} > 0. Tomamos fr com um fluxo ciclo de valor u em torno C. Decrementamos
unidades de x nos arcos de C.

Se, ap0s as alteragdes acima, nao hd nenhum arco com valor positivo em x, termi-
namos. Se ndo for o caso, repetimos o processo acima. Caso antes de x se tornar nulo (x = 0),
todos os vértices ficarem balanceados com respeito ao x atual (by(v) = 0), escolhemos um vy tal
que exista um arco vov; com fluxo positivo, e partir desse ponto apenas ciclos serdo extraidos
pela rotina acima.

Como em cada itera¢do, ou um vértice se torna balanceado com respeito ao x atual,
ou um arco perde todo o seu fluxo, o ndmero total de iteracdes € no maximo »n + m. Temos entdao
que (a) e a primeira parte de (b) seguem da descri¢do acima. A segunda parte de (b) segue do

fato de que a cada fluxo ciclo extraido, pelo menos um arco perde todo o seu fluxo. [

Com base na demostracado anterior € possivel construir um algoritmo polinomial
para encontrar uma decomposi¢do em fluxos. Utilizando busca em profundidade para encontrar
o préximo fluxo a ser extraido, esse algoritmo tem complexidade O(m?).

O seguinte corolério é um resultado imediato do Teorema 1.
Corolario 1 (FORD; FULKERSON, 1962)). Dada uma rede ./, toda circulacdo em N pode

ser decomposta em no mdximo m fluxos ciclos.

3.4 O problema de fluxo maximo

Nesta se¢do, vamos considerar uma rede .4 = (V,A,l = 0,u) com n vértices e m
arcos, onde D € o digrafo base de .#". No problema de fluxo maximo, dado um par de vértices

s,t de .4, estamos interessados em descobrir qual a maior quantidade de fluxo que podemos
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enviar de s para r em ./ Isto € o mesmo que determinar o maior valor k tal que .4~ admite um
(s,1)-fluxo vidvel x com |x| = k.

Como resultado dos Lemas 2 e 3, podemos converter o problema de encontrar um
fluxo vidvel em uma rede qualquer no problema de encontrar um fluxo méximo em uma rede
com todos os limites inferiores iguais a zero e com apenas uma fonte s € um sumidouro z. Isso
implica que podemos utilizar algoritmos do problema de fluxo maximo em outros problemas de
fluxo. Além disso, o problema de fluxo mdximo também possui uma relagao interessante com
cortes em redes.

Um (s,¢)-corte € um conjunto de arcos na forma (S,S)p, onde s € S, € §, SUS =V
e SNS = 0. Observe que se removermos os arcos de um (s,)-corte, também eliminamos todos os
possiveis (s,t)-caminhos do digrafo. Usamos u(S, S) para denotar a capacidade de um (s,t)-corte
(S,S)p que é dada pela soma das capacidades dos arcos com calda em S e cabe¢a em S. Um
(s,t)-corte (S,S)p é minimo se u(S,S) < u(S',S), para todo (s,t)-corte (S',5')p. O problema
de determinar a capacidade do corte minimo de uma rede estd diretamente relacionado com o
problema de fluxo mdximo, como mostra resultado a seguir, que € conhecido como teorema do

fluxo maximo e corte minimo.

Teorema 2 (Ford e Fulkerson (1962)). Seja A" = (V,A,l = 0,u) uma rede com fonte s e su-
midouro t. Entdo, para todo (s,t)-fluxo vidvel x em A, as duas assertivas a seguir sao
equivalentes:

(a) O fluxo x é um (s,t)-fluxo mdximo.

(b) Existe um (s,t)-corte minimo (S,S)p tal que |x| = u(S,§).

Ao definir redes no inicio deste capitulo, declaramos os parametros /,u € b como
func¢des inteiras (ou inteiras positivas). Também estabelecemos um fluxo como uma funcéo
inteira. Essa restri¢cdo ndo foi simplesmente arbitraria, mas em decorréncia das capacidades
terem sido declaradas inteiras. Para um propdsito mais geral, podemos considerar redes com
funcdes de limite inferior e capacidade em R e, consequentemente, fluxos ndo necessariamente
inteiros. Vale ressaltar que todos os resultados que foram apresentados neste capitulo também
se aplicam para redes e fluxos ndo inteiros. Do ponto de vista pratico, em muitas aplicagdes
apenas fluxos inteiros fazem sentido. Um resultado de (FORD; FULKERSON, 1962) mostra
que podemos considerar apenas fluxos inteiros, desde que todas as capacidades também sejam

inteiras.
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Teorema 3 (Ford e Fulkerson (1962)). Seja A = (V,A,l = 0,u) uma rede com fonte s e sumi-
douro t. Se todas as capacidades sdo inteiras, entdo existe um (s,t)-fluxo mdximo em N que é

inteiro.

A partir da prova dada por (FORD; FULKERSON, 1962) para o teorema do fluxo
maximo e corte minimo, € possivel criar um método para encontrar o fluxo maximo. Esse
método é conhecido como algoritmo Ford-Fulkerson e tem complexidade O(m|x*|)!, onde x*
¢ um (s,¢)-fluxo maximo. Como a complexidade do algoritmo Ford-Fulkerson depende do
valor do fluxo madximo, ndo podemos dizer que ele € polinomial em n e m (ver Secdo 2.2).
Posteriormente, surgiram vdarios algoritmos polinomiais para o problema de fluxo maximo, por
exemplo, (EDMONDS; KARP, 1972) sugere algumas modificacdes no método de (FORD;
FULKERSON, 1962) que resultam em um algoritmo de complexidade O(m?). Durante varios
anos a pergunta: “existe um algoritmo de complexidade O(nm) para o problema de fluxo
maximo?” ficou sem resposta e foi tema de pesquisas. A questdo foi respondida positivamente

por (ORLIN, 2013), que desenvolveu um algoritmo com complexidade O(nm).

I Este resultado & restrito 4 redes com todas as capacidades inteiras.
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4 FLUXOS ARCO-DISJUNTOS

O problema de decidir se uma rede admite dois fluxos arco-disjuntos, foi introduzido
em Bang-Jensen e Bessy (2014). E possivel analisar a complexidade desse problema sob
diferentes cendrios. Por exemplo, podemos considerar redes com uma funcao de capacidade
especifica, redes sobre uma classe particular de digrafos, ou ainda, combinar essas restri¢oes.
Com relacdo aos fluxos, podemos nos restringir a buscar fluxos com balangos distintos ou
idénticos, e, neste Ultimo caso, podemos ainda considerar um balanco genérico ou especifico.
Neste capitulo, apresentamos alguns dos principais resultados de complexidade acerca desse
problema. Para todo caso, a menos que o contrario seja especificado, quando nos referimos a uma
rede .4 = (V,A,u), o seu digrafo base D = (V,A) pode admitir arcos paralelos e consideraremos
apenas fluxos vidveis. Também omitimos a func¢do de limite inferior de .4", porque sempre

consideramos [/ = 0, ja que esta restricao nao reduz generalidade da rede (ver Secao 3.2).

4.1 Fluxos arco-disjuntos em redes de capacidade no maximo 2

Redes de capacidade unitdria sdo do tipo .4 = (V,A,u = 1), ou seja, redes em que
todos os arcos tem capacidade 1. Este tipo de rede € muito utilizada em problemas que lidam
com caminhos. De fato, o digrafo D = (V,A) possui um (s,7)-caminho se, e somente se, ./~
possui um (s,7)-fluxo de valor 1.

Mesmo em redes de capacidade unitdria, decidir sobre a existéncia de fluxos arco-
disjuntos x e y € dificil, pois o problema de 2-caminhos arco-disjuntos é um caso especial.
Lembrando que, no problema de 2-caminhos arco-disjuntos, recebemos como entrada um digrafo
D e dois pares de vértices (s1,71) e (s2,f2), e queremos decidir se existem (s1,¢), (s2,f2)-

caminhos arco-disjuntos em D.

Teorema 4 (Bang-Jensen e Bessy (2014)). E AN P-completo decidir se uma rede de capacidade

unitdria possui dois fluxos arco-disjuntos x e y, cada qual com um balan¢o pré-determinado.

Demonstragcdo. Reduzimos o problema de 2-caminhos arco-disjuntos a este problema. Construi-
mos uma rede .4 = (V,A,u = 1), dando capacidade 1 a todos os arcos de D. O resultado segue
entdo do fato de que D possui os (51,1 ), (s2,72)-caminhos arco-disjuntos se, e somente se, ./
possui fluxos arco-disjuntos x e y, onde x é um (sy,¢;)-fluxo e y é um (s3,#,)-fluxo, ambos de

valor 1. O]
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Observe que, no resultado anterior, os fluxos x e y possuem balangos diferentes. Se
buscamos por dois fluxos arco-disjuntos com o mesmo balango, o problema se torna polinomial

(em redes de capacidade unitdria).

Teorema 5 (Bang-Jensen e Bessy (2014)). Sejam A" = (V,A,u = 1) uma rede de capacidade
unitdria e um vetor de balanco b # 0. Entdo, existem dois fluxos arco-disjuntos x e y em N,
ambos com balanco b, se, e somente se, existe um fluxo z em AN com balanco b, = 2b. Além

disso, existe um algoritmo polinomial para decidir sobre a existéncia de x e y.

O resultado anterior pode ser generalizado para k fluxos arco-disjuntos com mesmo

balanco.

Teorema 6 (Bang-Jensen e Bessy (2014)). Sejam A" = (V,A,u = 1) uma rede de capacidade
unitdria, um vetor de balanco b # 0 e um inteiro k. Entdo, existem k fluxos arco-disjuntos
em N, todos com balanco b, se, e somente se, existe um fluxo z em N com balanco b, = kb.

Consequentemente, a existéncia desses fluxos pode ser verificada em tempo polinomial.

De acordo com esses resultados, decidir sobre a existéncia de fluxos arco-disjuntos
com mesmo balanco € polinomial (se ¥ = 1) limitando-se ao problema encontrar um fluxo

vidvel. No entanto, se permitimos apenas um arco com capacidade 2, o problema se torna

N P-completo.

Teorema 7 (Bang-Jensen e Bessy (2014)). E A P-completo decidir quando uma rede N =
(V,A,u,b) com u(vw) € {1,2}, Yvw € A e pelo menos um arco com capacidade 2, possui dois

fluxos arco-disjuntos vidveis.

Considere agora o caso em que queremos encontrar (s,#)-fluxos arco-disjuntos com a
mesma fonte s € 0 mesmo sumidouro ¢. Para fluxos de valor 2, em redes de capacidade unitéria, o
resultado segue do Teorema 6. Se permitirmos apenas um arco com capacidade 2 ainda podemos
encontrar os (s,)-fluxos em tempo polinomial, porém, se relaxarmos um pouco mais a condi¢do

e permitirmos dois arcos com capacidade 2, o problema se torna ./ &?-completo.

Teorema 8 (Bang-Jensen e Bessy (2014)). E .4 Z-completo decidir se uma rede N = (V,A, u)
comu(vw) € {1,2}, Vvw € A e pelo menos dois arcos com capacidade 2, possui dois (s,t)-fluxos

arco-disjuntos de valor 2, para dois vértices s,t de N .
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4.2 (s,1)-fluxos arco-disjuntos em redes aciclicas

O problema de k-caminhos arco-disjuntos € polinomial em digrafos aciclicos. Moti-
vados por esse fato, Bang-Jensen e Bessy (2014) estudaram fluxos arco-disjuntos nessa classe
de digrafos. O primeiro resultado que eles obtiveram, entretanto, foi que o problema continua

N P-completo se o valor dos fluxos nao for fixo.

Teorema 9 (Bang-Jensen e Bessy (2014)). Dados uma rede aciclica A = (V,A,u) e um niimero
natural k, é NP-completo decidir se existem dois (s,t)-fluxos arco-disjuntos em AN, ambos de

valor k.

Demonstragcdo. Considere uma instancia do problema de particionamento numérico: um con-
junto de inteiros N = {ay,as,...,a,} cuja soma Y,c,ja; = 2K, na qual queremos saber se
existe um subconjunto J C [r] tal que Y ;c;a; = K. A partir dela, construimos uma rede
N ({s,t,v1,v2,...,v,},A,u), adicionando arcos para formar os caminhos s, v;,?, para todo i € [r],
com capacidade u(sv;) = u(vjt) = a;. Agora, observe que .4~ admite dois (s,7)-fluxos arco-
disjuntos, ambos de valor K se, e somente se, existe um subconjunto J tal que ), jerdj = K.
Entdo o resultado segue do fato de o problema de particionamento numérico ser .4 &?-completo,

que pode ser visto em (GAREY; JOHNSON, 1979, p. 223). O]

Limitando a 2 a capacidade e o valor dos fluxos, Bang-Jensen e Bessy (2014)
obtiveram um resultado polinomial. Com essa restricao, eles conseguiram generalizar um
algoritmo proposto por Shiloach e Perl (1978) para o problema de 2-caminhos disjuntos, em
digrafos aciclicos. No problema de 2-caminhos disjuntos, os caminhos que procuramos nio sao
apenas arco-disjuntos, mas também disjuntos em vértices. Como resultado, a generaliza¢ao do
algoritmo também encontra fluxos disjuntos em vértices. Dois fluxos x e y sdo disjuntos em
vértices se os subdigrafos arco-induzidos D[A,| e D|A,| ndo possuem vértices em comum, onde

A, e Ay sdo, respectivamente, os conjuntos de arcos com fluxo positivo em x e em y.

Teorema 10 (BANG-JENSEN; BESSY, 2014)). Existe um algoritmo polinomial que decide
quando uma rede aciclica N = (V,A,u), com u(vw) € {1,2} para todo vw € A, admite dois
fluxos disjuntos em vértices x| e x», tais que, para i = 1,2, x; € um (s;,t;)-fluxo de valor 2 e

S1,52,11,1p sdo vértices distintos previamente estabelecidos.

Observe que, uma vez que o resultado anterior se trata de fluxos disjuntos em

vértices, necessariamente os vértices s1,s2,# € f sdo todos distintos e, além disso, by, # by,.



34

Ou seja, temos um resultado polinomial, em redes com u € {1,2}, para fluxos com balancos
diferentes. Além disso, esse resultado pode ser estendido para fluxos arco-disjuntos (mas nao
necessariamente disjuntos em vértices), pois o algoritmo incluido na prova do Teorema 10 pode
ser modificado para tal e, essa versdo modificada, permite que s; = 52 ou t] = f5.

Os resultados discutidos ao longo desse capitulo estao resumidos na Tabela 1.

Fluxos Vetor de balanco b Capacidade © Complexidade

X,y b, #b, u=1 N P-completo
X,y b=b,=b, u=1 Polinomial
X1,...,Xx fluxos com balango b by ...by, =b u=1 Polynomial
X,y b=b.,=b, uij € {1,2}* N P-completo
x,y (s,7)-fluxos de valor 2 b(s)=2,b(t)=—-2eb(v) =0, parav ¢ {s,t} uij € {1,2}** | A P-completo
x,y (s,1)-fluxos*** de valor k b(s) =k,b(t) =—keb(v) =0, parav ¢ {s,¢} qualquer A P-completo
x1,%2 (8i,4;)-fluxos*** de valor 2 | b;(s;) = 2,b;(t;) = —2 e bj(v) =0, parav & {s;,;} | w;; € {1,2} Polinomial
x1,X2 (8i,¢;)-fluxos de valor 2 bi(si) = 2,bi(t;) = —2 e b;(v) =0, para v & {s;,5;} | u; € {1,2} Polinomial
x,y (s,1)-fluxos de valor 2 b(s) =2,b(t)=—-2eb(v)=0,parav ¢ {s,1} uij € {1,2} Polinomial

Tabela 1 — Tabela de complexidade: os resultados destacados em cinza sdo restritos a
digrafos aciclicos; *requer ao menos um arco com capacidade 2; **requer ao

menos dois arcos de capacidade 2; ***fluxos disjuntos em vértice.
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5 RAMIFICACOES E FLUXOS RAMIFICADOS

Uma ramificagdo em um digrafo D é um subdigrafo gerador de D que é uma arvore
enraizada, ou seja, uma arvore com um vértice especial, chamado de raiz, que possui grau
de entrada zero, enquanto todos os demais vértices possuem grau de entrada um'. Uma s-
ramifica¢do é uma ramificacdo cuja a raiz € o vértice s (ver exemplo da Figura 7). Observe que

em uma s-ramificacdo, todos os vértices sao alcancdveis a partir de s.

Figura 7 — Exemplo de ramificacdo em um digrafo D com raiz s. Os arcos da ramificacio
estdo destacados em negrito e a raiz s também foi destacada.
Fonte: Adaptado de (BANG-JENSEN; BESSY, 2014).

Um fluxo s-ramificado em uma rede 4" = (V,A,u) é um fluxo x no qual by(s) =n—1
e by(v) = —1 paratodov € V —s, em que n é o nimero de vértices de .#". No restante do capitulo
sempre adotaremos n como sendo o nimero de vértices da rede em questio.

Ainda em (BANG-JENSEN; BESSY, 2014) sao apresentados alguns resultados
acerca do problema de decidir se existem 2 fluxos s-ramificados arco-disjuntos em uma rede /4.
Bang-Jensen et al. (2016) se aprofundaram nesse problema, analisando sua complexidade de
acordo com a func¢ao de capacidade. Como veremos a seguir, obtivemos aqui dois resultados:
resolvemos uma questdo de complexidade em aberto e, usando a nossa prova, obtivemos uma

prova alternativa para um resultado de complexidade de (BANG-JENSEN et al., 2016).

I Alguns autores utilizam o termo arborescéncia, mas sem exigir que seja um subdigrafo gerador.
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5.1 Fluxos ramificados: complexidade com base na funcao de capacidade

Dado um fluxo x em uma rede .4 = (V,A,u), denotamos por D, o subdigrafo
gerador de D que contém apenas os arcos com valor positivo em x. Formalmente, D, = (V,Ay),
onde A, = {ww € A : x(vw) > 0}. E importante observar que se x é um fluxo s-ramificado,
ndo necessariamente D, € uma s-ramificacdo (ver Figura 8), pois pode haver algum vértice
v com dgx(v) > 1, ou ainda, D, pode conter alguns ciclos, pois ciclos ndo afetam o balancgo.
No entanto, podemos sempre obter um subdigrafo gerador de D, que é uma s-ramificagao.
Como podemos eliminar os ciclos fazendo uma decomposi¢do de fluxo (Teorema 1), vamos
desconsiderd-los. Entdo, para transformar D, em uma s-ramifica¢do, podemos iterativamente
remover um arco que entra em algum vértice com grau de entrada maior que 1. No exemplo da
Figura 8, se removermos um dos arcos que entram no vértice v, obtemos uma ramificacdo. Por
outro lado, dada uma s-ramifica¢do Ry em D, talvez nao exista um fluxo s-ramificado em 4", tal
que A(R;) = Ay, isso significa que, devido as restri¢des de capacidade, nem sempre é possivel

construir um fluxo ramificado a partir de uma ramificacgao.

°
Figura 8 — Rede .#" = (V,A,u = 2) e fluxo s-ramificado com valor indicado ao lado de
cada arco.

Em um fluxo ramificado x, o valor de x em um arco qualquer é no maximo n — 1.
Logo, em uma rede em que todos os arcos tem capacidade n — 1, basicamente a funcdo de
capacidade ndo impde nenhuma restricao sobre x. Uma consequéncia desse fato € que, em redes

desse tipo, uma ramifica¢iao pode ser convertida em um fluxo ramificado.

Lema 5 (Bang-Jensen e Bessy (2014)). Um multigrafo direcionado D = (V,A) possui uma

s-ramificagdo Ry se, e somente se, a rede N = (V,A,u = |V|— 1) admite um fluxo s-ramificado.

Edmonds (1973) caracterizou os digrafos que possuem ¢ ramificagdes arco-disjuntas

enraizadas em um dado vértice.

Teorema 11 (Edmonds (1973)). Um multigrafo direcionado D = (V,A) com vértice especial s

possui { s-ramificagcées arco-disjuntas se, e somente se,

dp,(X) >4, paratodo® #X CV —s.
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Combinando esse resultado com o Lema 5, também podemos estender essa carac-
terizacdo para redes cuja funcdo de capacidade é u =n — 1. Além disso, utilizando a prova

algoritmica dada por (LOVASZ, 1976) para o Teorema 11, obtém-se o seguinte resultado.

Teorema 12 (Bang-Jensen e Bessy (2014)). Uma rede N = (V,A,u = |V| — 1) admite ¢ fluxos

s-ramificados arco-disjuntos x1,x,...,Xy se, e somente se,
dp,(X) >4, paratodo® #X CV —s.

Além disso, existe um algoritmo polinomial para construir os fluxos x1,x3, ...,xs, quando estes

existirem.

Como mencionado anteriormente, em um fluxo ramificado ndo ha necessidade de
que um arco tenha valor maior que n — 1, por isso, a fun¢do de capacidade s6 impde restri¢des
ao fluxo quando € menor que n — 1. Quando buscamos apenas dois fluxos, € possivel restringir a

capacidade, reduzindo-a por um fator constante k, sem que o problema deixe de ser polinomial.

Teorema 13 (Bang-Jensen et al. (2016)). Dado um inteiro positivo k, existe um algoritmo que
recebe como entrada uma rede N = (V,A,u = n—k) e um vértice especial s e decide em tempo

polinomial se N admite dois fluxos s-ramificados arco-disjuntos.

O Teorema 5 mostra que € polinomial decidir se uma rede com capacidades unitdrias
(u = 1) possui dois fluxos arco-disjuntos com o mesmo balango. Note que, em particular, o

resultado vale para fluxos ramificados. Por outro lado, o seguinte teorema foi provado:

Teorema 14 (Bang-Jensen e Bessy (2014)). E A Z2-completo decidir se uma rede .V = (V,A,u),
com uy, € {1,2} Yvw € A e pelo menos um arco com capacidade 2, admite dois fluxos s-

ramificados arco-disjuntos.

O Teorema 14 € utilizado para provar que se aumentarmos a capacidade em no

maximo uma constante, o problema continua .4/ &?-completo.

Teorema 15 (Bang-Jensen et al. (2016)). Para todo inteiro k > 2 fixo, é N Z?-completo decidir

se uma rede N = (V,A,u = k) possui dois fluxos s-ramificados arco-disjuntos.

Vale ressaltar que nos Teoremas 13 e 15 a constante k representa um valor fixado
previamente e que nao pode depender de n, por exemplo, ndo podemos definir 2k = n, pois,

nesse caso, os Teoremas 13 e 15 estariam em contradicao.



38
5.2 O caso da capacidade u = f(n)

Pelos resultados anteriores, observamos que, aparentemente, o problema de encontrar
fluxos ramificados arco-disjuntos se torna mais facil a8 medida que aumentamos a capacidade.
Estendemos resultados obtidos em (BANG-JENSEN et al., 2016) para mostrar que, como
consequéncia da Hipotese de Tempo Exponencial (ETH) (IMPAGLIAZZO et al., 2001), o
problema considerado também ¢€ dificil se fixarmos a capacidade em qualquer valor entre

1+€ & /2, onde n é o niimero de vértices e € é um real positivo. A ETH é uma conjectura

log(n)
que afirma nao existir algoritmo para resolver o problema 3-SAT que seja sub-exponencial no
nimero de varidveis (ver Se¢do 2.2.2).

Na demonstracdo a seguir, que € inspirada em uma prova de (BANG-JENSEN et al.,
2016), recebemos uma fungdo f e uma instancia do 3-SAT .7, construimos uma rede a partir de
Z e inserimos nessa rede um “mecanismo” que nos permite aumentar o seu tamanho sem alterar
a sua estrutura basica. Desse modo, ajustamos o tamanho da rede n de maneira que f(n) seja um

valor conveniente e fazemos u = f(n). Nessa constru¢do, também utilizamos uma estrela, que é

uma ramificacdo em que todo vértice € vizinho de saida da raiz.

Teorema 16. Seja € > 0 arbitrdrio e seja f : 7. — 7 uma fungdo tal que log(n)'*¢ < f(n) <n/2,
para todo n > ng, onde ng é uma constante positiva. Além disso, suponha que existe outra
constante C* tal que, para todo ¢ > C*, existe um n satisfazendo f(n) = c.

Dadas essas condicoes, seja N = (V,A,u = f(n)) uma rede com n vértices e um
vértice especial s € V. Entdo, assumindo vdlida a ETH, ndo existe algoritmo polinomial (em n)

para decidir se N possui dois fluxos arco-disjuntos s-ramificados.

Demonstragdo. Seja .% uma instincia do 3-SAT formada pelas varidveis vq, vy, ..., v, e clausulas
Cy,Cy,...,Cp. Vamos construir uma rede .4 = (V,A,u = f(n)), tal que .4 possui dois fluxos
s-ramificados e arco-disjuntos se, e somente se, .% € satisfativel (ver Figura 9).

Sejam X1, Xp,...,Xp e Wi,W,,...,Wy_1 conjuntos de vértices de tamanho dois (X; =
{xi, %}, Vie{l,2,... .0} eW;= {w},w?},Vj €{1,2,...,£—1}). Seja Q um conjunto de vértices
independentes com g vértices (o valor de g serd determinado posteriormente). Seja M uma estrela,
com m vértices e com dois arcos paralelos da raiz ¢’ para os demais m — 1 vértices. Adicionando

ainda m vértices correspondentes as cldusulas de .% e dois vértices especiais s e ¢, temos que 0
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Figura 9 — Exemplo de construcéo de 4" quando C| = (vy * 7 *v3).

conjunto de vértices de .4 serd dado por:

l {—1
V= {s,t,cl,cz,...,cm}UUXiU UW,UQUV(M).

i=1 i=1

Em seguida, considere a adi¢@o de dois arcos paralelos de s para cada um dos vértices
de Q e de X1, todos os arcos possiveis de X; para W; e de W; para X;, |, paratodoi=1,2,...,/—1.
Adicionamos também, os arcos de x,%,1¢" e st’. Por dltimo, para cada cldusula C; de .7,
J=1,2,...,m, adicionamos dois arcos paralelos de x; para cj, se C; contém o literal v; e dois
arcos paralelos de &; para c¢;, se C; contém o literal v;, para todoi=1,2,... /.

Dessa forma, temos que |V | =n = 4¢+ 2m+ g e vamos determinar o valor de ¢ de
maneira que f(n) = f(4¢+2m+ q) = 2+ m. Note que, pelas propriedades de f, g ndo pode
ser negativo, pois f(n) <n/2, e se 2{+m > C*, existe ¢ > 2(2¢ +m) tal que f(c) = 20+ m.
Entdo, como podemos admitir que ¢ e m sao suficientemente grandes, podemos escolher g > 0
satisfazendo f(4¢+2m+q) =20+ m.

Suponha primeiro o caso em que .4 possui dois fluxos z; e zo s-ramificados que
sejam arco-disjuntos. Note que o grau de entrada dos vértices em V — {s,c1,¢2,...,cn} € dois.
Entdo, dos arcos que entram nesses vértices, um € utilizado por z; e o outro por z;. Além
disso, como os vértices em {cy,ca,...,cn} possuem grau de saida zero, o grau de entrada desses
vértices € um em D, e em D,. Logo, temos que D,, € uma ramificacdo, ou seja, para todo vértice
u € V existe um tnico (s, u)-caminho em D, para i = 1,2. Suponha, sem perda de generalidade,
que tt' € A, o que implica z; (tt') = m. Seja PF" o (s,¢')-caminho em D,,. Observe que tt' é o

tiltimo arco desse caminho, e que |P'| = 2/4- 2. Logo, o fluxo no primeiro arco de P¥' é maior
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ou igual a 2+ m. Como 2¢+m = f(n), essa é exatamente a quantidade de fluxo enviada por
s pelo primeiro arco de P¥'. Observe entdo que nenhum dos vértices em P pode enviar fluxo
para os vértices em {cy,c,...,cn}, pOis, caso contrério, ndo chegaria fluxo suficiente em #’.
Adicionalmente, note que PF" intercepta exatamente um vértice de cada X;, parai=1,2,...,/.
Isso significa que, em zj, os vértices de cldusula recebem fluxo apenas de vértices que ndo estdo
em PP, Isso implica que podemos atribuir v; =0, se x; € V(PF') e v; =1, se ; € V(PF'), para todo
i=1,2,...,£. Como cada vértice em {cy,c2,...,c,} recebe fluxo de algum vértice que ndo estd
em PI', temos que cada cldusula de .% possui pelo menos um literal com valor 1. Logo, .% é
satisfativel.

Suponha agora que .% ¢ satisfativel e seja T uma atribuicio verdade de .#. Seja XV
0 conjunto que contém os vértices x;, caso v; =1 pela atribuicdo 7, e X; caso contrdrio, para todo
i=1,2,...,0 Seja X" =J_, X; — XV. Defina P (resp. P}') como sendo o (s,)-caminho que
passa por todos os vértices em X (resp. X") e por todos os vértices w}, para j=1,2,....0—1.
Note que |V (PF)| = |V(PY)| = 2¢+ 1. Similarmente, P!’ (resp. P') é o caminho direcionado
que inicia em s e passa por todos os vértices em X" (resp. XI') e pelos vértices w?. Os caminhos
PIV e Pf também possuem o mesmo nimero de vértices, a saber, 2¢. Observe que podemos
escolher o primeiro arco de cada um dos caminhos Plv , P; , Pf e PI', de modo que os quatro sejam

arco-disjuntos entre si (ver Figura 10). Vamos construir dois fluxos arco-disjuntos s-ramificados

Figura 10— Exemplo de constru¢io dos caminhos PV,PV,Pf e P{ quando
{x1,x2,x3,x0} C XF. Os arcos de P1V sdo os de menor espessura, ja os de
PlF , estdo destacados em negrito. Os arcos em forma de mola e tracejados sdo,
respectivamente, os arcos de PI' e P). Os vértices em X¥ estdo com a borda
em negrito.

em ./ da seguinte maneira: Em z;, enviamos 2/ + m unidades de fluxo pelo primeiro arco de
Pf . Como cada vértice do caminho consome uma unidade de fluxo, o vértice ¢ € alcancado
com m+ 1 unidades. Além disso, enviamos m unidades para o vértice ¢’ utilizando o arco ¢7'.

Em z,, enviamos 2/ — 1 unidades de fluxo para distribuir entre os vértices de P2F e m unidades
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pelo arco st’. Além disso, enviamos 2¢ +m — 1 pelo primeiro arco de PIV em z1, e 20 4+ m pelo
primeiro arco de P2V em z,. Note que, considerando a atribuicao 7', cada um dos m vértices em
{c1,¢2,...,cm} € vizinho de pelo menos um vértice de Pl-V, parai = 1,2, e dessa forma podemos
distribuir o fluxo ao longo de Pl.V para alcangar esses vértices. Enviamos ainda, em ambos 0s
fluxos, 1 unidade de fluxo para cada vértice em Q, visto que estes sdo vizinhos de saida de s.
Como P!, Py ,Pf' e PI' sdo arco-disjuntos e os vértices em {cy,c2,...,cn} UQUV (M) —{t'}
possuem arcos paralelos, nenhum arco precisa ser utilizado por z; € z; a0 mesmo tempo, ou seja,
Z1 € 2o sdo arco-disjuntos.

Suponha, por contradi¢do, que existe um algoritmo polinomial para decidir se uma
rede ./ com n vértices e com vértice especial s possui dois fluxos arco-disjuntos s-ramificados,
e que a complexidade desse algoritmo é O(n°), para alguma constante c¢. Pela redug@o, tal
algoritmo resolve o 3-SAT.

Como (log(n))'*€ < f(n), temos que log(n) < f(n)'/(1+€) e podemos obter um

algoritmo para resolver o 3-SAT com complexidade:

1/1+¢)) (1/1+€)

O(nf) = 0(2¢(ogm)) = O(ZC(f(”)( ) = 0(2c2t+m) ).

No pior caso, todas as cldusulas sdo formadas por varidveis distintas, ou seja, £ < 3m. En-
. . L, . 1/1 .
tdo, a complexidade é no maximo 0(2C7m( / +'S)). Como 1/(1+¢€) < 1, temos um algoritmo

subexponencial (no numero de cldusulas) para o 3-SAT, o que contradiz o Lema 1. 0

Adaptando a demonstracio do Teorema 16, obtemos uma prova com uma construgao
diferente daquela dada por Bang-Jensen et al. (2016) para o caso em que a fun¢do de capacidade

tem valor complementar ao teorema anterior, ou seja, para o casoemque u =n— f (n)

Teorema 17 (Bang-Jensen et al. (2016)). Seja € > 0 arbitrdrio e seja f : 7 — 7 uma fun¢do
tal que log(n)H'e < f(n) < n/2, para todo n > ny, onde ng é uma constante positiva. Além
disso, suponha que existe outra constante C* tal que, para todo ¢ > C*, existe um n satisfazendo
f(n)=c.

Dadas essas condicoes, seja V' = (V,A,u=n— f(n)) uma rede com n vértices e
um vértice especial s € V. Entdo, assumindo vdlida a ETH, ndo existe algoritmo polinomial (em

n) para decidir se N possui dois fluxos arco-disjuntos s-ramificados.

Demonstracdo. Dada uma instancia do 3-SAT .% = C| xCp x - - - * Cy,, cOm variaveis vi,va, ..., vy,

construimos .#” adicionando os conjuntos {s,#,c1,¢2,...,Cm}, X1, Xp € Wi,.... Wy_1 € 08
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arcos entre esses vértices exatamente como no Teorema 16. Também como no caso anterior,
adicionamos uma estrela com arcos paralelos e raiz ¢/, que aqui serd chamada de Q. Além
disso, adicionamos os arcos st’ e t'. O niimero de vértices em Q' é dado por ¢’, de modo que,
f(n) = f(40+m+q') = 20+ m. Para concluir a construgio, damos a cada arco 2¢+ ¢’ de

capacidade, que € igual a n — f(n). Na Figura 11, temos uma ilustracdo da construgdo de ..

o, o SO S

Figura 11 — Exemplo de constru¢do de .4 quando C; = (v * v x v3).

O restante da prova também € similar ao caso anterior, observando que, para enviar
¢ unidades de fluxo pelo arco tt’, é necessario que o fluxo no primeiro arco do caminho tenha

valor 20+¢' =n— f(n). O

A diferenca essencial entre a nossa demonstragdo para o Teorema 17 e a demons-
tragdo original estd na constru¢do de .#”/. Porém, encontramos um erro na constru¢do de
(BANG-JENSEN et al., 2016), ilustrada na Figura 12, que torna a prova original incorreta. O
problema esta na segunda parte da demonstragdo. Com o objetivo de mostrar que “se .% € satis-
fativel, entdo .4 admite dois fluxos s-ramificados arco-disjuntos”, os autores definem X" como
sendo o conjunto dos vértices associados a literais com valoragdo 0, segundo uma atribuicao
que satisfaz .7, e definem P; e P, como (s,7)-caminhos que interceptam todos os vértices de
X". Sem perda de generalidade, suponha que vy = 1. Neste caso, X, € V(P;), X € V(P,) e 0s
dois caminhos necessariamente compartilham o arco ;¢ (ver Figura 12), ou seja, P, e P> ndo sdo
arco-disjuntos e, dessa forma, os dois fluxos s-ramificados que sio construidos a partir de P, e P;

também ndo sdo arco-disjuntos. E importante reforcar que esse problema na demonstracdo nao é
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apenas uma falha na argumentac@o, mas sim na constru¢io de /", ou seja, existem instancias
do 3-SAT que sio satisfativeis, mas que as redes construidas a partir delas, com qualquer f que
respeite as restricoes do Teorema 17, ndo admitem dois fluxos s-ramificados arco-disjuntos. Uma

dessas instancias é, por exemplo, . = (x] +x; +x1) * (x2 +x2 +x2).

Q
— — (1)
@)
I’Vl ‘;’VQ VV@ - -
Xl .X2 X3 X,fl Xﬁ

Figura 12 — Exemplo de constru¢do da demonstragdo original do Teorema 17. O tnico
arco de X; para W; representa todos os possiveis arcos de X; para W;. De
maneira similar, o Unico arco de X, para ¢ representa 0s arcos Xt € xyt.

Fonte: (BANG-JENSEN et al., 2016)

Os dois ultimos resultados (Teoremas 16 e 17) possuem um ponto de interse¢do, que
¢ quando f(n) = n/2. Nesse caso, as duas construgdes resultam na mesma rede, pois teremos
g =0e ¢ =m. Entdo na primeira construgio teremos que o conjunto Q = ( e na segunda
Q' = M. Vale ressaltar ainda que o niimero de vértices que adicionamos quando f(n) =n/2
€ polinomial, em ¢ e m, ou seja, nesse caso o problema é .4 &?-completo e a HTE aqui nao é
necessdria.

Na Figura 13 apresentamos uma sintese dos resultados de complexidade apresentados
até aqui. Os segmentos continuos sdo resultados de (BANG-JENSEN; BESSY, 2014; BANG-
JENSEN et al., 2016), o segmento curvo marca a nossa contribuicdo, e os segmentos tracejados
indicam os valores de capacidade para os quais a complexidade do problema ainda ndo foi
provada. Observe que os intervalos em que o problema € “Dificil” utilizam hipéteses de
complexidade diferentes e que para valores de capacidade maiores ou iguais a n, o problema

continua “Facil”, pois ndo impde novas restri¢des.
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2 k log(n)'*¢ n/2 n—log(n)'™®  n—k n-—1
Dificil ? Dificil ? Facil

Figura 13 — Distribui¢do de complexidade do problema segundo a capacidade. Cada ponto
2 <A <n—1do seguimento de reta define um valor de capacidade para o qual
€ considerado o problema de decidir sobre a existéncia de 2 fluxos ramificados
arco-disjuntos em redes do tipo .4 = (V,A,u = A), onde k é constante e n é o
ndmero de vértices da rede.

5.3 Uma condicio necessaria e suficiente

No Teorema 11, temos uma caracterizagdo, dada por (EDMONDS, 1973), dos

multidigrafos que admitem ¢ s-ramifica¢des arco-disjuntas, sendo estes os que satisfazem:
dp,(X) >4, V0#X CV —s. (5.1)

A condicao (5.1) € a mesma usada por (BANG-JENSEN; BESSY, 2014) para caracterizar as
redes do tipo .4 (V,A,u = n— 1) que possuem ¢ fluxos s-ramificados arco-disjuntos (Teorema
12). Podemos observar que para um conjunto X C V — s, serdo necessdrios pelo menos ¢ arcos
entrando em X, um para cada fluxo e, curiosamente, mas nao tdo simples de observar, essa
quantidade também € suficiente. Isso nos leva a questionar se é possivel generalizar a condi¢ao
(5.1) de modo que funcione para qualquer valor de capacidade A, isto é, caracterizar as redes
com fungdo de capacidade u = A que possuem ¢ fluxos s-ramificados. Por um lado, sabemos o

seguinte:

Proposicao 3. Se uma rede N = (V,A,u = A) admite { fluxos s-ramificados arco-disjuntos,
entdo:

_ |X]
Demonstragdo. De modo geral, em um fluxo s-ramificado, sabemos que, para um conjunto de
vértices X C V — s, valem as seguintes condi¢des: se |X| < A, um tnico arco tem capacidade
suficiente para conduzir o fluxo necessério a X de forma que cada vértice de X possa reter uma
unidade. Porém, se |X| > A, serdo necessarios pelo menos {%-‘ arcos para tanto. Adicional-

mente, se temos ¢ fluxos s-ramificados arco-disjuntos, o nimero de arcos entrando em X serd

[X]
pelo menos /¢ [TW . [
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Por outro lado, combinando a Proposi¢do 3 com o resultado original (A =n— 1) em
que o nimero de arcos necessarios também € suficiente, conjecturamos que 0 mesmo acontece

com a condi¢do 5.2.

Conjectura 1. Seja AV = (V,A,u = L) uma rede com n vértices e um vértice especial s. Entdo,
paratodo 1 < A <n—1, A admite { fluxos s-ramificados arco-disjuntos se, somente se,

d,;(x)zzm—w NOAXCV—s. (5.2)

Pela Proposi¢ao 3, sabemos que a condi¢do (5.2) é necessdria para a existéncia de £
fluxos s-ramificados arco-disjuntos e, adicionalmente, sabemos que (5.2) também € suficiente
quando A = n— 1, pois, neste caso, a conjectura acima se torna equivalente ao Teorema 12. A
seguir, provamos que a Conjectura 1 é vdlida para qualquer valor de A nos casos em que D é um
multicaminho, onde um multicaminho é um multidigrafo D = (V,A) que admite uma ordenagéo
Vi, V2,...,v, dos seus vértices, de maneira todo arco de D € do tipo v;v;;| e existe pelo menos
um arco v;vjy1, para todo i € [n — 1]. Utilizamos p(v;,v;y1) para denotar o nimero de arcos

entre v;v;; 1. Podemos também dizer que D é um multicaminho se toda ramificacdo de D é um

caminho.
Lema 6. Seja D = ({vy,v2,...,vn},A) um multicaminho. Entdo, para A € [n— 1], a rede
N = {vi,v2,...,vn},A;u = L) admite { fluxos v-ramificados se, e somente se,
=) > 0| X vorx cy
D = T y — Vz,...,Vn}.

Demonstragdo. (=) Proposicao 3.

(<) Seja D = ({vi,v2,...,vu},A) um multicaminho, e sejam £ > 1 e A € [n—
1] inteiros. Suponha que D satisfaz (5.2). Vamos construir ¢ fluxos s-ramificados na rede
N (V,A,u= 1), onde s = v;. Com exce¢io de v,, todos os demais vértices de D possuem
exatamente um vizinho de saida, portanto, para todo 2 <i < n— 1, o vértice v; deve receber
n— i+ 1 unidades de fluxo do vértice v;_| e enviar n — i unidades para v;;|. Por (5.2), observe
que, para todo 1 <i<n—1,temos W(v;,vit1) >4 {%W Entdo, para todo i € [n — 1], separamos
(%W arcos v;v;y distintos para o fluxo x; e fazemos x]'(Vi,VH_]) =Aem L%J deles e, se for o
caso, fazemos x;(v;,vi1) = r no arco sobressalente, onde r € o resto da divisao inteira de n — i

por A, para todo j € [¢]. O
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Uma abordagem da Conjectura 1, outra que prové-la para subclasses de multidigrafos,
¢ prova-la para valores fixos ou intervalos de A e £. No que segue, veremos a demonstragio da
Conjectura 1 para A = |n/2] e ¢ = 1. Para simplificar a demonstrac@o deste caso, generalizamos
o conceito de fluxo ramificado. Dados uma rede .#" = (V,A,u), um vértice s € V e um conjunto

de vértices Z C V tal que s € Z, definimos um fluxo (s,Z)-ramo como sendo um fluxo x tal que:

Z|—1 sev=s
by(v) =4 —1 seveZ—{s}

0 seveV—Z.

\
Além disso, vamos restringir que apenas os vértices em Z recebam fluxo, ou seja, para todo

weV —Z, temos: Y,,.cax(vw) = 0. Observe que se Z =V, entdo x é um fluxo ramificado.

Lema 7. Uma rede NV = (V,A,u = |n/2]) com n vértices e um vértice especial s admite um

fluxo s-ramificado se, somente se,

dyy (X) > [@W NVO£XCV—s. (5.3)

Demonstragdo. (=) Suponha que .#” admite um fluxo s-ramificado x. Note que {w—‘ é1se
|X| <n/2e2se|X|>n/2. Como em x cada vértice de V — s recebe pelo menos uma unidade
de fluxo, necessariamente d;, (U) > 1 paratodo U CV —s. Se |U| > n/2, entdo o total de fluxo
que entra em U também é maior que n/2 e nao pode entrar por um tnico arco, logo, d, (U) > 2
e (5.3) € verificada.

(<) Agora, assuma que (5.3) ¢é satisfeita. Seja Z C V o maior conjunto para o
qual .4 admite um fluxo z que é um (s,Z)-ramo. Assumindo, por contradi¢do, que Z # V,
seja W =V —Z o conjunto dos vértices que ndo sao “alcancados” por z. Por (5.3), temos
que dp, (W) > 1, entdo existe um vértice w € W que € vizinho de saida de um vértice v € Z.
Sabemos entdo que todo (s,v)-caminho, em D, passa por algum arco saturado pq, ou seja,
z2(pq) = u(pq) = |n/2], do contrério, poderiamos enviar uma unidade de fluxo a mais para o
vértice v e repassd-la para w pelo arco vw e esse fluxo modificado seria um (s,ZU {w})-ramo
com mais vértices que z, um absurdo.

Considere primeiro o caso em que existe um arco tnico saturado em z, € seja pg esse
arco. Seja Y C Z — p o conjunto dos vértices que sdo alcancaveis por g no fluxo z, ou melhor,

o conjunto dos vértices y tais que existe um (g,y)-caminho em D,. Observe que v € Y e que
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todo (s, W)-caminho? P passa por pg, sendo poderiamos enviar uma unidade de fluxo por P e
alcangar um novo vértice em W, o que também seria absurdo. Isso implica que |Y| = |n/2],
pois g precisa “dissipar” todas as |n/2| unidades de fluxo que recebe de p. Além disso, temos
que (Z—Y,W)p =0, pois do contrario também seria possivel alcangar um novo vértice em
W,e (Z-Y,Y)p =1 (devido a existéncia de pq). Na Figura 14 est4 ilustrada a disposi¢do dos
conjuntos W,Y e Z. Como |Y U{w}| > |n/2], deve existir um arco além de pg que entra em
Y U{w}, porém esse arco ndo pode vir de Z — Y, logo esse arco vem de algum vértice w' # w
em W. Considerando agora Y U{w,w'}, o mesmo argumento pode ser aplicado repetidamente,
até a obtencdo do conjunto Y UW. Temos entdo duas possibilidades: ou existe um arco que entra
em W vindo de Z —Y, que observamos ndo ser possivel, ou d,, (Y UW) < 2, o que por (5.3) é

absurdo ja que |Y UW| > n/2. Logo, Z =V e z é na verdade um fluxo s-ramificado.

S.

Figura 14 — Ilustracdo dos conjuntos W.,Y,Z. Os arcos marcados com um “x” indicam onde
nao pode haver arcos.

Agora, considere o caso em que existe mais de um arco saturado. Observe que existe
no maximo um arco saturado que sai de s, pois do contrério z seria um fluxo ramificado. Entao,
deve existir um caminho que sai de s e passa por todos os arcos saturados. Tomamos pg como
sendo o dltimo arco desse caminho e a partir desse ponto a argumentacao € a mesma do caso

anterior.

2 Abuso de notacdo para indicar um caminho de s para qualquer vértice em W.
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5.4 Fluxos ramificados em redes sem arcos paralelos

Como mencionamos no inicio do Capitulo 4, todos os resultados de (BANG-
JENSEN; BESSY, 2014; BANG-JENSEN et al., 2016) consideram redes com arcos paralelos.
Por se tratar de uma restricdo do problema, os casos que sdo polinomiais no problema origi-
nal permanecem polinomiais, se proibirmos os arcos paralelos, mas podemos fazer algumas
consideragdes quanto aos demais casos.

Redes de capacidade unitdrias ndo admitem dois fluxos ramificados arco-disjuntos se
proibirmos os arcos paralelos, pois existem no maximo n — 1 arcos saindo da raiz (e de qualquer
outro vértice) e ndo € possivel enviar 2n — 2 unidades de fluxo por eles.

O caso u = 2 em redes sem arcos paralelos € um pouco mais interessante. No lema a

seguir, temos algumas condi¢des necessdrias para este caso.

Lema 8. Seja A = (V,A,u) uma rede sem arcos paralelos e com um vértice especial s. Entdo,
se N admite dois fluxos arco-disjuntos s-ramificados x e y entdo:

a) s é um vértice universal;

b) O niimero de vértices de N € impar;

¢) d*(v) > 1 para todo vértice v.

Demonstragdo. O total de fluxo envido por s somando x e y € 2n — 2. Uma vez que cada arco s6
carrega no maximo duas unidades de fluxo, sdo necessarios n — 1 arcos saindo de s e logo, como
ndo existem arcos paralelos, s € universal (a). Se n € par, ndo € possivel dividir igualmente os
n— 1 arcos que saem de s entre x e y, logo n € impar (b). Como cada vértice v recebe (em x ou y)
duas unidades de fluxo diretamente de s, uma dessas unidades devera ser repassada pra outro

vértice, ou seja, existe um arco vw € A e, por isso, d (v) >1(c). O]

Mesmo com todas essas condicdes necessdrias faceis de checar, o problema per-
manece .4 Z?-completo, pois na redu¢ao do Teorema 14 apresentada em (BANG-JENSEN;
BESSY, 2014) nao sdo adicionados arcos paralelos. Além disso, a reducdo também funciona
se todos os arcos tiverem capacidade 2. O mesmo ndo acontece nos casos u =k, u = f(n) e

u=n— f(n) e estes estdo em aberto quando proibimos os arcos paralelos.
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6 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Neste capitulo, resumiremos os resultados apresentados neste documento e descreve-
remos algumas questdes em aberto acerca dos problemas apresentados ao longo deste trabalho,
que serdo alvo de uma pesquisa futura.

No que diz respeito a complexidade do problema de decidir se uma rede ./ =
(V,A,u), com n vértices, admite dois fluxos s-ramificados arco-disjuntos, provamos, com base na
HTE, que ndo existe algoritmo polinomial para este problema quando u = f(n), obtivemos uma
nova prova, que mostra 0 mesmo, para quando u = n — f(n), uma vez que a prova original desse
caso estava incorreta, onde f é uma fungdo inteira entre log! "¢ (n) e n/2. Estes resultados foram
publicados em (MAIA et al., 2018) e apresentados no III Encontro de Teoria da Computagdo
(ETC) e no VIII Latin American Workshop on Cliques in Graphs.

Ainda sobre a complexidade, existem valores de capacidade nos quais a complexi-
dade do problema ndo foi estabelecida (ver Figura 13). Por exemplo, ndo existem resultados para
os casos u = log(n) ou u = n—log(n). Nesses casos, se aplicarmos as redu¢des dos Teoremas
16 e 17, obtemos instancias exponenciais que fogem do escopo da HTE. Entdo, uma possivel
maneira para explorar esses casos seria buscar por hipdteses de complexidade mais fortes que a
HTE.

Na situacdo em que u = n — k, a prova do Teorema 13 de (BANG-JENSEN et al.,
2016) fornece um algoritmo de complexidade O(n(g (k) )), que é polinomial quando o valor de k
¢ fixo, onde g € uma funcdo computédvel. No entanto, resta saber se esse problema ¢ TPF com
relacdo ao parAmetro k, ou seja, se existe um algoritmo de ordem O(h(k) - n¢) para o problema,
onde /& é uma fungcdo computdvel e ¢ € uma constante.

Do ponto de vista estrutural, a Conjectura 1, formulada aqui, segue em aberto. A se-
melhanca dos estudos de complexidade, poderiamos tentar estabelecer a conjectura considerando
capacidades fixas pequenas ou proximas a n. Outra possibilidade seria considerar um nimero
fixo de fluxos. Por exemplo, no Lema 7, vimos que a Conjectura 1 é vélida para um fluxo (¢ = 1)
em redes com u = |n/2|. Talvez seja possivel generalizar a demostra¢do desse lema para que
funcione para outras funcdes de capacidade. Pode-se também continuar com a abordagem feita
no Lema 6 de provar a conjectura para classes restritas de multidigrafos.

Finalmente, na Secdo 5.4 introduzimos uma versao mais restrita do problema de
encontrar fluxos ramificados arco-disjuntos, em que as redes que nao possuem arcos paralelos.

Considerando essa restricdo, seria interessante saber se existem mais instancias polinomiais
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para o problema restrito, além daquelas que ja sdo polinomiais no problema geral (em que sdo
permitidos arcos paralelos), ou seja, pode se tentar estabelecer uma régua de complexidade, mais

uma vez, semelhante a da Figura 13 para esse problema restrito.
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