UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA
CENTRO DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM
MATEMATICA

LUIZ ANTONIO CAETANO MONTE

ESPECTRO ESSENCIAL DE UMA CLASSE DE
VARIEDADES RIEMANNIANAS

Fortaleza

2012



LUIZ ANTONIO CAETANO MONTE

ESPECTRO ESSENCIAL DE UMA CLASSE DE
VARIEDADES RIEMANNIANAS

Tese submetida a Coordenagao do Curso
de Pos-Graduagao em Matematica, da
Universidade Federal do Ceara, como re-
quisito parcial para obtencao do grau de
Doutor em Matemadtica. Area de concen-

tracao: Analise.

Orientador:

Prof. Dr. José Fabio B. Montenegro.

Fortaleza

2012



Dados Internacionais de Catalogaciio na Publicagio
Universidade Federal do Ceara
Biblioteca do Curso de Matemdtica

M767e Monte, Luiz Antonio Caetano
Espectro essencial de uma classe de variedades riemannianas / Luiz Anténio Caetano Monte. —
2012,
60f. :enc.;31 cm

Tese(doutorado) — Universidade Federal do Ceard, Centro de Ciéncias, Departamento de
Matemitica, Programa de Pés-Graduacio em Matematica, Fortaleza, 2012.

Area de Concentragao: Andlise

Orientagao: Prof. Dr. José Fabio Bezerra Montenegro.

1. Anilise. 2. Banach, Espacos de. 1. Titulo.

CDhD 515




A Deus e meus familiares.

Aos meus avds Luiz, Eliete e Benilza (in memorian,).



AGRADECIMENTOS

Em primeiro lugar agradeco a Deus e Pai de Nosso Senhor e Salvador Jesus
Cristo que tornou tudo isso possivel, por ter me sustentado nos momentos
mais dificeis e me fez acreditar que tudo se pode naquele que nos fortalece,
pois a honra e a gléria é para Ele. Aos meus pais, José Arnaldo Souza Monte,
Maria Neide Caetano Monte e minha irma Patricia Caetano Monte que tanto

me incentivaram.

Agradeco ao meu orientador, Prof. Dr. José Fabio Bezerra Montenegro,

pela orientagao, apoio e paciéncia.

Agradeco aos meus amigos que me ajudaram direta e indiretamente no de-
correr do curso dentre os quais posso citar Davi Lustosa, Weslley Marinho(o
irmao), Fabiana, Paulo Ricardo, Diego Marques, Cicero Fagner, José Naza-
reno, Ernani Ribeiro, Joao Francisco, Cristiane Magalhaes, Luigi(o baiano),
Ana Paula, Clodomir Neto, Paulo ftalo, Loester S&, Flavio (cantina), Paulo
César, Isaias Pereira, Luisao, Carlos Henrique, Flavio Franca, Junio Damiao,
Adriano Medeiros, Cicero Tiarlos, Rondinelli Marcolino, José Wilson, Michel
Pinho, Renivaldo Sodré, Francisco de Assis, Disson Soares, Francisco Eraldo,
Denise, Juliana, Cléber Tito e Cinthia, Edno dos Santos e aos outros amigos,

meus cordiais agradecimento.

Agradeco aos professores que aceitaram participar da banca, Ernani Ri-

beiro, Eduardo Teixeira, Dethang Zhou e Paolo Piccione.



Aos professores José Othon, Jonathan Floriano, Gleydson Chaves, Sil-
vano, Cleon , Liquesio, Antonio Caminha, Fernanda Camargo, Jorge Hebert,
Robério Rogério, Alexandre Fernandes, Gervasio Gurgel, Abdénago Barros,

Afonso, agradeco pelo incentivo que foi dado durante todo o periodo.

Gostaria de agradecer também aos funcionarios da UFC, Andréa Dantas,
Tavares, Marcio, e aos demais.

Ao Capes pela ajuda financeira.



Resumo

Neste trabalho, provaremos alguns resultados sobre espectro essencial de
uma classe de variedades Riemannianas, nao necessariamente completas, com
condicoes de curvatura na vizinhanca de um raio. Sobre essas condi¢oes ob-
temos que o espectro essencial do operador de Laplace contém um intervalo.
Como aplicagao, obteremos o espectro do operador de Laplace de regioes
ilimitadas dos espacos formas, tais como a horobola do espacgo hiperbolico e
cones do espago Euclidiano. Construiremos também um exemplo que indica
a necessidade das condicoes globais sobre o supremo das curvaturas secci-

onais fora de uma bola para que a variedade nao tenha espectro essencial.

Palavras-Chaves : Espectro essencial, operador Laplaciano, cones Euclidi-

anos, horobola do espaco hiperbdlico, curvatura média das esferas geodésicas.



Abstract

In this thesis we consider a family of Riemannian manifolds, not necessa-
rily complete, with curvature conditions in a neighborhood of a ray. Under
these conditions we obtain that the essential spectrum of the Laplace operator
contains an interval. The results presented in this thesis allow to determine
the spectrum of the Laplace operator on unlimited regions of space forms,
such as horoball in hyperbolic space and cones in Euclidean space. Also
construct an example that shows the need of global conditions on the su-
preme sectional curvature outside a ball, so that the variety has no essential

spectrum.

Keywords: Essential spectrum, Laplacian operator, Euclidean cones, horo-

bola of hyperbolic space, mean curvature of geodesic spheres.
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INTRODUCAO 7

Iremos considerar M uma variedade Riemanniana de dimensao n. O ope-
rador de Laplace A : C§°(M) — C§°(M), definido como Au = div(grad u),
é um operador eliptico de segunda ordem e tem uma tnica extensao A auto
adjunta ilimitada em L*(M). Sendo —A positivo e simétrico, o espectro é o
conjunto dos A > 0 tal que A + Al nao tem inverso limitado. Algumas vezes
diremos espectro de M para nos referir ao espectro de —A. Definimos o es-
pectro essencial g.5s(—A) como conjunto dos A do espectro que sao pontos de
acumulagao do espectro ou autovalores de multiplicidade infinita. E bem sa-
bido que, se M é uma variedade Riemanniana de dimensao n, simplesmente
conexa, completa com curvatura constante —c < 0, entao o seu espectro
essencial coincide com o espectro, sendo este o intervalo [(n — 1)%c/4, o).
Além disso, o principio de decomposi¢do em [6] diz que o espectro essen-
cial é invariante sob pertubacoes em compactos da métrica de M, e assim
uma funcao da geometria dos fins da variedade. Portanto, torna-se natural a
busca de condicoes geométricas, dos fins da variedade, que ird determinar o
espectro essencial do Laplaciano. Em 1981, Harold Donnelly, em [4], estudou
o espectro essencial de variedades que a curvatura se aproxima de uma cons-
tante —c < 0 no infinito, mostrando que o espectro essencial é o intervalo
[(n—1)%c/4,00) se M é simplesmente conexa e curvada negativamente ou M
é uma superficie com grupo fundamental finitamente gerado com condigao
adicional de decaimento K +c¢ — 0, onde K ¢é a curvatura de Gauss. Quando
a variedade tem uma alma e a aplicacao exponencial é um difeomorfismo, em
1992 Escobar e Freire [7] provaram que o espectro do Laplaciano é [0, 00),
usando que a curvatura seccional é nao-negativa e satisfaz algumas condi¢oes

adicionais. Em [3], Detang Zhou provou que essas condig¢oes adicionais po-
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dem ser removidas. Em 1994, Li [11], provou o.ss(—A) = [0,00) se M tem
curvatura Ricci ndo negativa e possui um pélo. Chen e Lu [13], mostraram
o mesmo que Li quando a curvatura seccional radial é nao negativa. Entre
outros resultados, em [5], Donnelly provou que o espectro essencial é [0, 00)
para variedades com curvatura de Ricci nao negativa e crescimento do volume
Euclidiano. Em 1997, Kumura [8, Teorema 1.2] apresentou o seguinte resul-
tado: se r é a fungao de distancia a um ponto, entdo o..(—A) = [¢?/4,00)
desde que

lim sup |[Ar —¢| =0 (1)

n—=00 r>p
Kumura mostrou também que este resultado generaliza quase todos mencio-
nados anteriormente. Em 1997, J. Wang em [10] provou que, se a curvatura
de Ricci de uma variedade M satisfaz Ric(M) > —d/r?, onde r é a distancia
a um ponto fixo e 4 é um nimero positivo dependendo apenas da dimensao,
entdo o LP espectro essencial de M é [0,00) para todo p € [1,4+00]. Em
2011, Zhigin Lu e Detang Zhou [14] provaram que o LP espectro essencial
do Laplaciano é [0,400) para uma variedade Riemanniana completa, nao

compacta que satisfaz o seguinte condigao

lim inf Ricp(x) = 0.
Tr—00

Os trabalhos anteriormente mencionados, nos fornecem o espectro essencial
de algumas variedades a partir de hipoteses globais de curvaturas. Geral-
mente é feita uma construcao de uma sequéncia de funcgoes radiais suaves
que possuem suportes em anéis disjuntos e que satisfazem o item (ii) do

seguinte lema classico:

Lema 0.1 Seja A um operador auto-adjunto atuando no espaco de Hilbert
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H e seja A € R. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
i) A€ oess(A)

ii) Para todo € > 0, existe um subespaco L. C Dom(A) de dim(L.) = oo tal

que ||Au — Aul| < €l|ul| para todo u em L.

Dessa forma, considerando o subespaco gerado pelas fungoes, segue-se o item
(i), ou seja, obtém-se a inclusdo de intervalos no espectro essencial os quais A
pertence. J& a inclusdo contraria usa-se a desigualdade de Cheeger, veja [8].
Das condigoes sobre as curvaturas, obtém-se estimativas para o Laplaciano
da funcao distancia, em alguns casos usa-se teoremas de comparagao, que
sao fundamentais para o célculo.

Apresentaremos agora os resultados obtidos. Nestes exigiremos apenas
condigoes sobre a curvatura média das esferas geodésias e também sobre a
métrica da variedade numa vizinhanca particular de um raio com um sistema

de coordenadas geodésicas. O primeiro resultado é o seguinte:

Teorema 0.0.1 Seja M wuma variedade Riemanniana de dimensao n. Su-

ponha que, em coordenadas esféricas geodésicas, a métrica possa ser escrita
_ d 2 2
gur = dr® + ¢ (rw)ggn—

em Cy(N) = {rw ; distgn1(w,N) < coe™}, onde ggn1 = ds*+sin’s ggn—2 e
s € a fungao distancia em S*™' a N € S"~1. Além disso, a funcao ¢ satisfaz
as sequintes condigoes

Uy (rw)

G

s (rw)
Y(rw)

= ¢ > 0 uniformemente sobre Co(N) e c > a

' < ¢ for all rw € C,(N)
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Entao [(n — 1)%¢*/4,00) C 0ess(—A).

Para a demostragao, construiremos uma sequéncia infinita de fungoes suaves,
que dependem das funcoes distancia da variedade e da esfera n — 1 dimen-
sional a um ponto e que possuem suportes em troncos de cones disjuntos
na vizinhanga C,(N). Essas fungoes satisfazem a condicao (ii) do Lema 0.1
para o operador Laplaciano e qualquer A > (n — 1)%¢?/4. Sendo o espectro
essencial um conjunto fechado, garantimos que (n — 1)?c?/4 € o.4(—A) .
Conseguimos também obter através de uma condigao sobre a curvatura
seccional na vizinhanca C,(N) a inclus@o de intervalos no espectro essencial.
Usando teoremas de comparagao, essas condi¢oes reduzem-se a hipdtese (i)
do Teorema 0.0.1, garantindo assim a mesma conclusao. O préximo resultado

é o seguinte

Corolario 0.1 Seja M uma variedade Riemanniana com as condig¢oes do
Teorema 0.0.1. Além disso, a curvatura seccional e a func¢ao 1 satisfazem

as sequintes condigoes

i) lim K(rw) = —c < 0 uniformemente sobre Co(N), \/c > a

r—400
w—N

M‘ < ¢ for all rw € Cy(N)

Y(rw)
Entao [(n —1)%c/4,00) C 0ess(—A).

i)

Obteremos como aplicacao do teorema 0.0.1, o espectro essencial da horo-
bola do H". Sendo uma variedade nao-completa, os resultados dos autores
anteriormente mencionados nao podem ser aplicados. A idéia é mostrar que

a horobola contém um conjunto do tipo C,(N) ji que a métrica induzida de
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H", sendo um modelo, satisfaz todas as condigoes necessarias, dessa forma
o espectro essencial da horobola contém um intervalo. E pela desigualdade
de Cheeger em C,(N), a inclusdo contraria. Isso mostra exatamente que a
horobola e o H"” tem o mesmo espectro. Estes resultados serao apresentados
na se¢ao 3.2 do capitulo 3.

Fixamos um ponto p € M e definimos K (r) = sup{ K (z, 7)|d(p, x) > r},
onde K (x,m) é a curvatura seccional de um plano 2-dimensional 7= em T, M.

Entao, o seguinte teorema foi provado em [6].

Teorema 0.0.2 (H.Donnelly e P.Li) Seja M uma variedade Riemanni-
ana completa e suponha que K(r) — —oo quando r — co. Assim, o espectro
essencial de A € vazio, desde que uma das sequintes condigoes sejam satis-

feitas:
(1) M ¢é simplesmente conexa e curvada negativamente

(11) M ¢é bidimensional e seu grupo fundamental € finitamente gerado.

Esse resultado diz que o espectro essencial de uma variedade é vazio, se a cur-
vatura seccional tende para menos infinito, quando r cresce indefinidamente
em todas as diregoes. Dessa forma, somos capazes de construir um exemplo
de uma variedade Riemanniana de dimensao dois com curvatura negativa
satisfazendo

o 0

Tli)rgo K(T7 0)(57 %)

para todo 6 # 0 e de tal forma que o espectro essencial desta variedade

= —00

contém o intervalo [1/4, 00). Este exemplo indica que sao necessérias condigoes
globais da geometria, como no Teorema 0.0.2, para que o espectro essencial

da variedade seja vazio.
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O préximo resultado obtido é o seguinte:

Teorema 0.0.3 Seja M uma variedade Riemanniana de dimensao n. Su-
ponha que, em coordenadas esféricas geodésicas, a métrica pode ser escrita
assim

gu = dr? + ?(rw) ggn
em Co(N) = {rw ; distgn—1(w,N) < ¢z}, onde ggn—1 = ds* + sin% ggn-—2 € s
¢ a funcao distancia em S*1 a N € S"7t. Além disso, a fungdo v satisfaz
as sequintes condigoes

i) lim Pr(rw)

r—o0 1(rw)

=0 para cada w tal que rw € Cy(N)

ii) lim ¢ (rw) = +o0 para cada w tal que rw € Cy(N)
r—00

iii) ‘%XZ))‘ < % para todo rw € Cy(N) para algum v > 1.

Entao oess(—A) = [0, 00).

Através desse resultado, obteremos o espectro essencial de cones Euclidianos
ja que sao conjuntos do tipo Cy(N) e tendo a métrica induzida do R™, todas
as condicoes sao satisfeitas. Onde concluimos que os cones e o R™ tem o
mesmo espectro. Com as mesmas condi¢oes do Teorema 0.0.3, substituindo
o limite em (i) por desigualdades envolvendo outros invariantes geométricos
obteremos a mesma conclusao, basta usarmos teoremas de comparacao para
reduzirmos essas desigualdades a hipétese (i) do Teorema 0.0.1. Os resultados

sao os seguintes

Corolario 0.2 Seja M uma variedade Riemanniana com as condig¢oes do
Teorema 0.0.3. Além disso, a curvatura seccional radial e a fungao i satis-

fazem as sequintes condigoes



INTRODUCAO 13

i) Kyea(rw) >0 para cada w tal que rw € Cy(N)

ii) lim ¢ (rw) = 400 para cada w tal que rw € Cy(N)
T—00

iii) ‘%‘ < % para todo rw € Co(N) para algum ~v > 1.

Entdo oes5(—A) = [0,00).

Corolario 0.3 Seja M wuma variedade Riemanniana com as condig¢oes do
Teorema 0.0.3. Além disso, a curvatura de Ricci e a funcdo v satisfazem as

sequintes condigcoes
i) Ricy(rw) > 0 para cada w tal que rw € Cy(N)

ii) lim ¢ (rw) = 400 para cada w tal que rw € Cy(N)
r—00

iii) ‘%(”") ‘ a

) < — bara todo rw € Co(N) para algum v > 1.

Entao oess(—A) = [0,00).



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Teoria Espectral

Um operador linear em um espaco de Hilbert H é um par constituido por um
subespaco denso linear Dom(A) de H juntamente com uma aplicagao linear
A : Dom(A) — H. O operador adjunto A* é determinado pela condigao de
que (Au,v) = (u, A*v) para todo u € Dom(A) e v € Dom(A*). O dominio de
A* é definido como o conjunto de todos os v para o qual existe w € H tal que
(Au,v) = (u,w), para todos os u € Dom(A). Dizemos que A é auto-adjunto
se A = A*. O espectro de um operador linear A, o(A), é definida como
segue. Dizemos que um numero complexo z nao estd no o(A) se o operador
(z — A) aplica Dom(A) injetivamente sobre H , e o inverso (z — A)~! ¢
limitado. O espectro de qualquer operador auto-adjunto é real e nao vazio.
Um nuimero complexo é dito ser um valor proprio de um tal operador A, se

existe um v € Dom(A) nao nulo tal que Au = Au. E inteiramente possivel

que nenhum ponto do espectro de A seja um autovalor. O espectro discreto

14
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04(A) é definido como o conjunto de todos os autovalores A de multiplicidade
finita que sao pontos isolados do espectro. O espectro essencial é o conjunto
Oess(A) = o0(A)/o4(A). A caracterizacao do espectro essencial é dada no
seguinte lema, que é uma consequéncia do teorema espectral [2, Lema 8.4.1,

p.167].

Lema 1.1 Seja A um operador auto-adjunto atuando no espaco de Hilbert

H e seja A € R. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
i) A€ oess(A)

ii) Para todo € > 0, eziste um subespaco L. C Dom(A) de dim(L.) = oo tal

que ||Au — Au|| < e||u|| para todo v em L..

1.2 Coordenadas esféricas geodésicas

Seja M uma variedade n-dimensional , um sistema de coordenadas M é uma
aplicacao suave injetiva ¢ : 0 — M de um conjunto aberto €2 em R", com
posto maximo. Seja M uma variedade Riemanniana de dimensaon e p € M.

Para cada vetor w € T,M, seja v, a unica geodésica satisfazendo

Yw(0) =p . 7,(0)=w
e defina
d(w) = sup{r > 0 : distp(p, (1)) =7}

Considere o maior subconjunto aberto D, = {rw : 0 < r < d(w),w €

S*~'} de T,M tal que para qualquer w € D, a geodésica v, (r) = exp,(rw)
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minimiza a distancia de p a 7,(r) para todo r € [0, d(w)). Dado um sistema
de coordenadas w : Q — S"!, um sistema de coordenadas em M ¢é definido
por p(r,u) = exp,(rw(u)), 0 < r < d(w(u)).

Fixamos um vetor w € T,M, |w| = 1 e denote por w*

o complemento
ortogonal {Rw} em T,M e seja 7, : T,M — Texpp(m,)M a transporte paralelo
ao longo 7,. Definir o caminho de transformacoes lineares A(r,w) : wt —
wt por

Alr,w)€ = (r,)7'Y (1),

sendo Y (r) o campo de Jacobi ao longo de v, determinado pela condi¢ao ini-
cial Y'(0) =0, (V,;,Y)(0) = €. No conjunto exp,(D,) a métrica Riemanniana

de M pode ser expressa da seguinte forma
ds*(exp,(rw)) = dr* + |A(r, w)dw]?.

Denotaremos

O(rw) = det A(rw).

A medida Riemanniana de M pode ser expressa em coordenadas geodésicas
por

dv = 60 drdw

e o operador de Laplace aplicado a uma fungao radial u = u(r) tem a seguinte

forma
P oo
orz 0 or’

onde ¢ = 90/9r. Em particular, quando gp; = dr? + ¢?(rw)gg.—1 temos

Au

dv = " Vdrdw
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0%u V' Ou

Além disso a fungao ¢ (rw) na métrica gy satisfaz as seguintes condigoes

Au

$(0) = 0,¢,(0) = 0 e ¢(rw) > 0.

Para mais detalhes, veja referéncia [13].

Em particular, a curvatura média das esferas geodésicas de M é dada por

Uy (rw) _ 1
Yrw) n-—1

Ar.

1.2.1 Modelos Riemannianos

Uma variedade Riemanniana (M, g) de dimensional n é chamada de modelo

Riemanniano se as duas seguintes condigoes sao satisfeitas:

1. Existe uma carta ® : M — B, , onde B,, = {z € R"; |z| < ro} é a

bola de raio 1 € (0, +o0] (em particular, se 1y = oo entao B,, = R").
2. A métrica g em coordenadas esféricas (rw) na carta acima, tem a forma
g=dr* +9*(r)gsn1,

onde ¥(r) é uma fungao suave em (0,79) e gsn-1 ¢ a métrica candnica

em S*1 .



Capitulo 2

Teoremas principais

2.1 Espectro Essencial de variedades

Apresentaremos um resultado onde consideramos uma familia de variedades
Riemannianas, nao necessariamente completas, com condi¢oes de curvatura
apenas em uma vizinhanca de um raio, mas nao uniformemente sobre M.
Com estas condigoes obtemos que o espectro essencial do Laplaciano contém

um intervalo. Mais precisamente, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.1.1 Seja M uma variedade Riemanniana de dimensao n. Su-
ponha que, em coordenadas esféricas geodésicas, a métrica possa ser escrita
como
. d 2 2
gu = dr® + Y7 (rw)ggn—
em Cy(N) = {rw ; distgn-1(w,N) < coe™}, onde gsn—1 = ds*+sin’s ggn—2 e

s € a funcdo distancia em S*! a N € S"71. Além disso, a funcao 1) satisfaz

18
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as sequintes condig¢oes

i) lim Gr(rw) = ¢ > 0 uniformemente sobre C,(N) e ¢ > a
v Y(rw)
. ws(?”ZU)'
ii < ¢ para todo rw € Cy(N
! oty | < )

Entao [(n —1)2c¢*/4,00) C 0uss(—A).

Observamos que mudando a métrica ou a toplogia de M fora do conjunto
C,(N), o intervalo [(n —1)?c?/4, c0) permanece contido no espectro essencial
de M. Na verdade, nés provamos que [(n — 1)2¢?/4,00) estd contido no
espectro de C,(N). O préximo resultado, se trata do caso em que ¢ = 0
na hipétese (i) do teorema anterior, que necessita de uma outra condigao

geométrica. O resultado é o seguinte

Teorema 2.1.2 Seja M uma variedade Riemanniana de dimensao n. Su-

ponha que, em coordenadas esféricas geodésicas, a métrica pode ser escrita
2 2
gy = dr® 4+ = (rw) gsn—1

em Co(N) = {rw ; distgn-1(w,N) < co}, onde gsn-1 = ds* + sin’s ggn2 € s
¢ a funcdo distancia em S"1 a N € S*~t. Além disso, a fungdo 1 satisfaz
0 sequinte

i) lim Pr(rw)

r—o0 1(rw)

=0 para cada w tal que distgn-1(w, N) < co

ii) lim ¢ (rw) = +00 para cada w tal que distga—1(w, N) < ¢z

7—00

iii) ‘%‘ < % para todo rw € Co(N) para algum v > 1.

Entao oes5(—A) = [0,00).
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2.2 Demonstracao do Teorema 2.1.1

Primeiro vamos estudar o comportamento da fun¢ao ¢ no conjunto C,(N).

Vamos provar que, para qualquer n > 0 existe um r, > 0 tal que

Cy e ™" L p(rw) < Cy eltnr (2.1)
e
1 Y(rw) 3
- K < — X
2\2/1(7"]\/)\2 (2:2)

para todo r > 1, e rw € Co(N), onde C; e Cy s@o constantes positivas.

De fato, pelo limite no item (i), para qualquer n > 0, existe ry tal que

U, (rw)
c—n< <c+n
Y(rw)
para todo r > g e rw € C,(N). Integrando a desigualdade acima de ry a 7,
obtemos
(e=n)(r—ro) < w('l"U)) < (e4n)(r—ro) 2.3

para todo r > rg e rw € Cy(N). Pela continuidade e positividade da fungao
w w(row),

inf Y(row) >0

wesn—1
e por (2.3)

0 < Cy el <ap(rw) < Cyeletnr

para todo r > 1 e rw € C,(N), onde

C, = jgf lw(r0w>e—(6—n)ro and Cp= sup w(Tow)e_(C+n)TO.
weS" weSn—l

Para provar (2.2) , considere « : [0, s] — S"~! a geodésica tal que a(0) = N,

a(s) =wed (t) =0/0s. Seja \(t) = ¥(ra(t)), pelo Teorema do valor médio,
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existe to € (0, s) tal que
A(s) = A0) = N(to) s = s gu(ra(ty)) (grady, ra'(ty))
Y(rw) —Y(rN) = s gu(ra(ty)) <wT% 4+ 22 5 + 1 gradgn—2 1), 7 —

Y(rw) —Y(rN) =rsis(ra(ty)).

Pela hipédtese (ii) temos que

[Y(rw) = (rN)| < crr sy (ra(t)),

o que implica

‘w(W) _ ‘ < crrsy(ra(to))
¥(rN) ¢(rN)

Desde que distgn—1((tg), N) < s = distgn-1(w, N) < ¢1e~*", podemos usar
(2.1) para obter

(rw) reletmre—ar B r
‘%ZJ(TN) —l<C ele=mr ¢ clamr 0
quando r — 400 e 0 <7 < a/2. Entao, existe r,, > ry para o qual obtemos
1) _3
2 " ¢Y(rN) T2

para todo 7 > 1, e rw € Co(N).

Para a prova do teorema, vamos construir para qualquer A > (n—1)%c?/4
e € > 0, uma sequéncia de fungoes (uy) C C§°(M) com suportes disjuntos

suppu; N suppuy = (), para todo j # k, tal que

1A, + M|z < €llugllzz, k=1,2,.... (2.4)
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Pelo lema 1.1 e do fato que o..(—A) é fechado temos que [(n—1)%c?/4,00) C
0ess(—A). Na verdade cada fungao uy, terd suporte em C,(N). Agora vamos

definir
u(rw) = f(r)g(s) (2.5)

onde s = distgn-1(w, N). A fungao f é definida por

f(r)y = f(r,k,p) = F(r)h(r,k,p) (2.6)

onde

F(r)= v(r)_1/2 cos(fr), (2.7)

com 3=+ /A—(n—1)22/4e
v(r) = /07‘ " (T N)dr, (2.8)
além disso h é dado pela seguinte expressao
h(r) = h(r,k,p) = H 2(r = riyp) /[ (Phap = 7%)) 5 (2.9)

onde h é uma fungao corte centrada em 7449, com r, = (2k + 1)7/(20)
sendo o zero da funcao cos(fr), e H € Ci°(R) é uma fungao que satisfaz as

seguintes condicoes

H=1on[-1/2,1/2]
H =0onR\[-1,1]
0<H<1onR.

A funcao g ¢é definida por

g(s) = g(s,k,p) = H(s/y,p) cos(ms/0x.p) (2.10)
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onde 0y, = co e” k4. Agora vamos provar que existe ky > 0 e py > 0 tal que
as fungoes u, = f(r, k,p)g(s, k,p) definida em (2.5) satisfaz a desigualdade
(2.4) para todo k > kg e p = p(k) > po.

A fungao v(r) definida em (2.8) satisfaz
V() =¢"H(rN) e v'(r) = (n— DY (N ) (rN).
Por (2.1) temos, ¥(rN) = Me*™" para todo r >, e ¢ >n > 0. Entdo

. / T -
lim v (r) = Tlim v(r) = +o0,

o que implica juntamente com (i) o seguinte

v'(r) V" (r)

Ur(rN)

Tlirglo o(r) = rlggo o) =(n—-1) rlggo o) =(n—1)ec (2.11)
Logo existe um r, > r, tal que
J— / J—
(n=le v() 3n=De 5, (2.12)

2 () 2 ;

A funca@o f(r) definida em (2.7) satisfaz a seguinte igualdade

AF + \F = A(r)F + B(rw)F' (2.13)
onde )
:

Bru) = (n- ) ru) -

Note que, por (2.11) e hipétese (i) concluimos que

lim A(r) =0 e lim B(rw)=0 (2.14)
oo waN
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uniformemente em C,(N). Por (2.13) a funcéo f definida em (2.6) satisfaz
Af+Af=A(r)Fh+ B(r,w)F'h+2F' W + F Ah . (2.15)

A partir da defini¢do de h em (2.9) temos as seguintes estimativas

6 2
! ! "
|W'| < —sup|H'| xn e |R"| < 6727

H" . 2.16
s suplH'| o (216)

O Laplaciano da fungao g = ¢g(s), definida em (2.10) , é dado por

Ag _ (n_ 3)¢sg/+ (TL — 2) COt(S) / 1

e N g+ Eg”. (2.17)

Observe que a partir da defini¢cao de g em (2.10) temos as seguintes desigual-

dades

C
ARS 5 XBOwL) (2.18)
’p
e
C
9"| < 5 X B(5.p) (2.19)
7p

onde C' é uma constante que independe de k e p, e Xp(s,,) : St=1 & R
é a fungao caracteristica de B(dy,) = {w € S"Y; distgn-1(w, N) < g}

Finalmente, a fungao u = ug(rw) = f(r, k,p) g(s, k, p) satisfaz
Au = (Af)g + f(Ag).
Daf por (2.15) e (2.17) concluimos

Au+ X u = AFgh+ BF'gh + 2F'gh' + FgAh+

+ (TL :Z}?)djsfg,_"

(n — 2) cot(s) 1

0 fg + e fq" (2.20)
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Por (2.14) , dado § > 0, existe 9 > 7, tal que
[A(r)] <6 e [B(rw)| <6

para todo r > 19 e rw € C,(N). Pela desigualdade (2.16) existe 7, > r( tal
que

| E" g W2 <0 |lxn F gll2 and ||F g Ahlly < [xn F gll2

para todo r > 7, dai segue-se por (2.20) que

, b .
18w+ Ml < 6 (e Folls + lhon ' glls) + C Hw—f

Vamos precisar de usar o seguinte lema técnico:

2

cot(s)
02

para todo r = 1, e rw € C,(N).

+C fg"

fq (2.21)

1/}2

Lema 2.2.1 Para as funcoes F', f, g e u definidas anteriormente, temos as

sequintes desiqualdades
(@) [IxnFgll2 < Cllull2

(b) lIxn F gll2 < C |ull

b ., C . -
©) Hw—f 2<%{é€£w] Jull
),

(d)

C
57 {mf |¢|} ]2

C —2
< g [mf w] Jll

2
2 6k:p Ch.p

(e) Hwifg
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onde Cyp, = {rw; 1y <1 < 7rjpsap, w € B(dgp)} e C € uma constante positiva

independente de k e p.

Prova do Lema: Observe que da definicao de f, temos que

||u||§:/B(6 )92(8)/ k+4pf(r)21/)”_1(rw) dr dw

Tk

_ /B o / o250 2 E ) e

Sk,p) k ’U(T)
e, i) ()
> /B((sk,p)f(S)/er cos?(Br) SN : o) dr dw

e ainda
2 Thar 2 -1
hafali= [ o PR e drdu
B(6k,p) Tk
P (rw)

Tk+4p
< 2 s/ cos?(Br) ———2 dr dw.
/B oo () s

e, i) ()
< /3(51671))92(5)/% cos?(Br) ) : o) dr dw

Deduzimos das estimativas (2.12) e (2.2) que

n—1ec /1\"" Tk+3p
ull3 > % (5) /( 92(5)/ cos?(Br) dr dw (2.22)
B(dk,p T

) k+p

3(n—1)c (3\"" Th+dp
IxnF gll5 < % (5) /( )gz(s)/ cos?(Br) dr dw.
B(dk,p r

k

Além disso,

Tk+4p rk+3p
/ cos?(Br) dr = 2/ cos?(Br) dr.

Tk T‘k+p

Das duas ultimas desigualdades segue-se

X F glls < V2 3" [[ul]2. (2.23)
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Para a segunda desigualdade, utilizando integragao por partes

/ Ry ) dr = — / "R ) ARy ¢ (rw) dr

k Tk

através da igualdade (2.13) obtemos

P ol = [ g0 FNF -G B e

B(dk,p) Tk

<[ g6 [ DA B I F g o d
( r

B 6k,p) k
dos limites em (2.14), tomamos |A(r)] < 1 e |B(r,w)| < 1, e pelo fato de

2|F F'| < F? + (F")?, obtemos que

I F gll? < / o / Tl /2P 4 1/2(F) 0 (rw)dr du

p) k

<f L0 / T2 E 12

< (A +1/2)IxnF g3+ 1/2]xn F' gll3),
logo
Ixn F'gll3 < (A +1) [Ixn F gl

e da desigualdade (2.23) obtemos
Ixn 7 glla < V2A+1V23"2 [|ul),.

Agora mostraremos o item (c), perceba que

_ Thtar 77Z)2 n—1 d d
= dk r) " dr dw.
B((Skp Tk

Em virtude da estimativa (2.18), defini¢ao de infimo e hipétese (ii) garantimos

T

2

que

Ys

w9
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Note que

7“Ic+4p Tk+4p 2ﬂn—l
/ / )"t dr dw = / / cos?(Br)h(r) dr dw
B(§k D ék p) Tk v

Tk+4p 'n,—l /
/ / cos? BT - (rw) YUY g dw.
B(6k.p) ¢ (rN) v

Pelas estimativas (2.12) e (2.2) deduzimos

Tk+4p Tk+4p
/ / V" dr dw < C’/ / cos*(Br) drdw.  (2.25)
B(S1.p) B(Sk.p)

Por outro lado
Sk.p
/ dw = / / sin""2 s ds dé¢
B(ék,p) 8"72 0

sendo d¢ a medida canonica de S"? e da existéncia de um sy > 0 tal que

sin s
<

<

Y

N | —
| W

S

para todo 0 < s < s, podemos tomar 0 < d;, < 5o tal que

Sk.p
/ dw < 0/ / s"2dsdg = C oyt
B(6k.p) sn-2 Jo ’
além disso
Ok,p/2 Ok,p/2
/ cos? <7r_s) sin" 2sds > C’/ cos? <7r_s) s"2ds
0 5k,p 0 5k,p

O,p/2 61171 /2
’ s _ k _ _
cos’ [ — ) s" 2ds = —2L cos’s s" 2ds = Cop L
(5 7-‘-?7,71 P
0 k.p 0

entao concluimos que

Ok.p/2 TS
/ dw < C/ / cos® (—) sin" "2 s ds d€.
B(0k,p) sn—2Jo Ok,p

onde
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Pela defini¢ao da funcao Gs, ,, segue-se que

§k p/2
/ / / Gék 0082 (E) sin"2sds d§
6k: p Sn 2 6k7p
5 p
/ / COS2 (LS) sin"2sds d&
Sn— 2 5]4;71)

—/ 9°(s) dw, (2.26)
B(dk,p)

combinando (2.25) e (2.26) obtemos que

Tk+4p Tk44p
/ / 2(r)"dr dw < C/ g2(s)/ cos?(Br) dr dw, (2.27)
B(dg,p) /T B(8k,p) Tk

usando (2.22) , obtemos

Tk+4p
/ / £y dr dw < Clull% (2.28)
B(0k,p) Y Tk

Comparando (2.28) com (2.24) verificamos que

B

0 que prova o item (c). Agora iremos mostrar o item (d), utilizando um

—4
< [mf wr] 2 (2.20)

— £2
2 5kp

procedimento semelhante tal como na desigualdade (2.24) temos que

cot s
e

Observamos que

Sk.p
/ cot’s dw :/ \/detg/ sin" s ds d¢
B((Sk’p) Sn—2 0

1 —4 v
fag — [mf W‘} / / cot?s cos?(Br) drdw  (2.30)
B(dk.)

2
2 5kp Cr.p

Ok.,p
< C/ \/detg/ s"ds d¢
sn—2 0



CAPITULO 2. TEOREMAS PRINCIPAIS 30

Co | y/det€dE (2.31)

S§n—2

Okp
/ s) dw / v/ deté / G (s) cos® (E) sin"2s ds d¢
B(6k ,,) sn—2 Ok,p

Ok.p/2 TS
> / \/detg/ cos? (—) sin"2s ds d¢
Sn—2 5k D
Sk p/2
> C/ \/ deté / (
Sn—2

Além disso, pelo teorema da mudanca de varidvel temos que

Ok p/2 5”*1 /2
’ s _ k _ _
/ cos? (—) s 2 s = / cos?s s"2ds = Co, 1
5 ,/Tnfl
0 k,p 0

portanto, podemos usar em (2.32) para concluir que

/ g*(s) dw > Cég_lfx/detf dg,
B(dk,p)

Sn—2

) "2ds dE. (2.32)

Ok.p

ademais, comparando com (2.31) deduzimos que

/ cot? s ds dw < Cékp/ g*(s) dw
B(ak,p) B(dk,p)

desta forma, a partir de (2.30) garantimos que

2

t Tk+4p

co (25)fg/ < o0 {mf W]} / / ) cos*(Br) dr dw.

w 2 51”) Cr,p B(0k,p)Y Tk

Da desigualdade (2.22) concluimos
cot(s) . I _ C T. B
< — . .
G| < mewl] g (2.33)

o que prova o item (d).
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Para o ultimo item, usando (2.19) e o mesmo raciocinio da desigualdade

(2.24) temos

2 Tk+4p
fq’ g—{mf w] / / " dr dw.
‘W Oy vl B(6r.,) )
por (2.28), concluimos
1 " ? C |: :| - 2
— < — |inf . 2.34
’ 02 fyg S Inf [l el (2.34)

assim finalizamos o lema.
O
Continuando a demonstragao do teorema, considere p = |k/m| (O maior
inteiro menor ou igual que k/m, onde m € N), entdo, pela definicdo de
Thktap Obtemos 14, < (144/m)r, + M, juntamente com a definicao de oy p,

desigualdade (2.1) e com os itens c), d) e e) do lema 2.2.1 temos

1 Cc—
H \ —2a7“k+4 (Cle( n) ) 4||U||2
62a(1+4/m)r
<O
U g < b (el
w2 g ) ~ e_2ark+4p 1 2
4a(1+4/m)r
<C€4(C—n|\qu
€
En ] ep—
,QZ)Z = 672(L7‘k+4p 1 2
4a(1+4/m)rk
< HUHQ

64(C nr
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Dado € > 0, existe n > 0 e m € N onde ¢ —n > a(l +4/m) tal que

(I8 cot(s) 1
‘ ¥ ¥? Y2

e juntamente com o lema 2.2.1 , deduzimos de (2.21) que

fdq fg fq

< efull2
2

Y

2

)
2

|Au + Aulls < €|ul|s- (2.35)
Considere o subespaco gerado
G = [[u(ko, po, -), u(ko + 4po, o, -), u(ko + 8po, po, -), - - - |]
onde supp(u(ko + 2'po, po, -)) (N supp(u(ko + 2'po, po, .)) = 0, para i # j, logo
[Au+ Aullz < €full;
para todo u € G. Pelo lema 1.1 | A € g.,(—A), para o qual concluimos que
[(n —1)%¢%/4,00) C 0os(—A), (2.36)

o que finaliza a prova do nosso primeiro Teorema.

0J
2.3 Demonstracao do Teorema 2.1.2
Vamos provar que existe ro > 0 tal que
L wlrw) 3 (2.37)
2 T Y(rN) T2

para todo r > ry e rw € Cy(N). Considere p : [0, s] — S*! a geodésica tal
que u(0) = N, u(s) = w e p/'(t) = 9/0s. Se v(t) = (ru(t)), pelo teorema

do valor médio, existe to € (0, s) tal que

v(s) = v(0) = v'(to) s = s gur (rpu(to)) (grady, v/ (fo))
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V(rw) —¢(rN) = s gu(ru(to)) <’¢r§ + % % + % gradga—2 1, %)
e
U(rw) —Y(rN) = rsis(ru(to)). (2.38)

Da hipétese (iii) temos que

Uo7, 8) _a

¢(T7 7—’ S) N ’,”"Y

para cada r, £ tal que (r,7,§) € Co(N). Além disso, integrando com respeito

a 7 de 0 a s, obtemos

¢(Ta S,f) < ’I,b(T’, O,f)ecls/ﬂ — ¢(TN)6018/T7

Assim de (2.38), da hipdtese (iii) e da desigualdade anterior obtemos

c15e15/M b (rN)
ry

[Y(rw) —¢(rN)| <

sendo s < ¢y, temos

C] Co 60102/M¢(7’N)
rYy

[Y(rw) —¢(rN)| <

Y(rw) _ acenre”

?

(2.39)

para todo r > ry e rw € Cy(N).

Para A > 0, tome « > 0 tal que A > ("7?%2 e considere a métrica

gare = dr® + ¢ (rw)?gsn
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em Cy(N), onde v*(rw) = e*"(rw). Pela hipdtese (i), a funcdo ¢*(rw)

o W) )
J i = (e ) =

satisfaz

para cada w tal que distgn-1(w, N) < cs.
Dado ¢ > 0, construiremos uma sequéncia (u{) de maneira analoga a
(2. 5) que satisfaz a desigualdade (2.4), onde fg é a mesma de (2.6) com
/ YN, = (2k + 1)7/2V X e g(s) = H(s/cy) cos(ms/cy)
e g satisfazendo (2.17) e

supp g = B(cy) = {w € "' ; distgn1(w, N) < c2} .
Similarmente a (2.20) temos que
Agu® +Au® = AL (r)F*gh+ By(rw)(F*) gh+2(F*) gh' + F*gAh

(n = 3)y¢ (n — 2) cot(s)

1
+ o9 + foq + 9"(2.40
() T ! 9240
onde )
107 1 (v, (n—1)%a?
Aa(T) = —55 —+ 4_1 (E) + T
e
[0} /
Bo(rw) = (n— 1)%(%) - Z—Z
Analogamente a (2.11) temos
!/ "
lim 220 i %) ), (2.41)
r—00 Uy (7‘) r—o0 V), (7’)
o que implica
lim A,(r) =0 and lim B,(rw)=0 (2.42)

T—00 =00
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para cada w tal que distgn—1(w, N) < cs.

Entao, similarmente a (2.21) , dado § > 0 existe 7y tal que

[Aau® + Au|[r2rey < OlXaE"gllr2(aay + 6| xn (%) gll L2(are)

wOé

*CH@M I°d

fOé /"

[

L2(Me)

35

o eotls) s
@2 | e
(2.43)

para todo r > 19 e rw € Cy(N). Para o que segue provaremos o seguinte

lema

Lema 2.3.1 Para as funcoes F'“, f¢, g e u® definidas anteriormente, temos

as sequintes desigualdades
(@) [Ixn F*gll2 < Cflul2
(b) [Ixn () gll2 < C'flul2

2
(©) H | Crk”[infwa@ el
Ck’p

cot(s)

(p=)?

—2
(d) foqf [mf M e

—2
© [t c[g;yw@ el

2

onde Cyp = {rw; e <r < rp4ap, w € B(ca)} e C uma constante positiva

independente de k e p.
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Demonstragao Os itens de (a) e (b) sdo provados de forma semelhante aos
itens (a) e (b) do lema 2.2.1. Provaremos o item (c), os outros itens segue-se

de forma semelhante.

Note que
wa a .t _ . Tk+4p (w?)Q o s e
H (wa) f LQ(M‘I) /B(czlg | /Tk (wa)(; f (’I") (w ) T aw

Pela hipétese (iii) e fato de énf || < %], temos
k,p

[

eyl 9

2 [‘“f W‘] P ey dr du

LQ(MQ) B(cz) Tk

< S wel] 1
T »
Sendo f*(r) = va 1/2 cos(fBr)h(r) e vl (r) = *(rN)"!, entao

1 [ o) LS g
g HL2 Me) B ’9| cos” (Br)h*(r)~—"—drdw
c2) r

k Va

Tk+dp oz n—1
/02|g|2/r cos?(f3r) a((:%))n_ -vz dr dw.

Pela estimativa (2.39) e limite (2.41) segue-se

« Tk+4p
H Vs g O {mf |1/10‘] / lg |2/ cos?(Br) dr dw.
(e)? L2(Me) Chp B(c2) o
(2.44)

fa /

Além disso temos que

||ua||2 _ 9 Tk+3p 9 wn—l d d
T2(Ma) = g (s) cos”(fr)—— dr dw

k+p U(T)

Tk+4p a n—1 /
/ lg' |2/ cos?(Br) yelrw)™ — Yo g du.
Bl(ca) Yo (rN)t v,

Tk
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Pela estimativa (2.39) e limite (2.41) obtemos

Tk+3p
U] 72 (arey = C’a/ gz(s)/ cos?(Br) dr dw. (2.45)
B(cz) Th+p
Sendo
| wepde<e [ g
B(c2) B(c2)
e

Tktdp Tk+3p
/ cos?(Br) dr = 2/ cos?(Br) dr.
Tk Tk+p

podemos combinar essas duas ultimas expressoes com (2.44) e (2.45), o que

obtemos

2

fd

k,p

[

O que finaliza a demonstracao do lema.

C _4
<Gt e (240
L2(M«) k

O
Continuando a demonstracao do teorema, usaremos na desigualdade (2.43)

o lema 2.3.1 e hipdtese (ii) para deduzirmos que dado € > 0 existe rq tal que
[ Au® 4+ M| L2 (arey < (/M) [[u®|| L2 (arey (2.47)

para todo r = 19 e rw € Cy(N).
Definindo as fungdes uy = p~tug € C(M) onde p(r,a) = e~ (n-Dar/2,

note que [[ug| 2y = ||ug||L2(arey. Entretanto

Aquf = [Auk + (eglw — 1> frAg—(n—1)? (% + %w—) Uk:| p(r)

onde fi, = p(r,a)"tf. Por outro lado
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= HAuk—l—(%—l) frAg—(n—1) < —1—3%) U +Auy,

usando desigualdade triangular e hipétese (i) na desigualdade (2.47) temos

L*(M)

[ Aug+A w20 < (/M) [|ull2ary + Cll fe Agllz2(ary

o2
+C (—4 +6> [l p2ar) - (2.48)
Note que || fx Agllzeary) = I £ Agllz2(arey, mas

Tk+4p
||f;€l AgHLQ(MO‘) = /( )/ fa(,r.)2(Ag)2<wa)n—l dr dw
B(c2)J g

/ /Tk+4pcos (Br) h2( )(Ag)Q—(w?n_l dr dw

«

Tk+dp 77Zja(rw)nfl ’U/
cos?(Br)(Ag)?————— - 2 dr dw.
/B(cz)/r ) ¢a(rN)n—l Va

Usando a estimativa (2.39) e limite (2.41) concluimos que

Tk+4p
| fr Agll e )<Ca/ / cos?(Br)(Ag)? dr dw.

Além disso, por (2.17) e hipdtese (iii), sendo r > ry e suppg = suppg’ =
supp g" = B(cq), segue-se que

(n — 3)¢s
Ag)? dw < -
/B(CQ)< g dw < /B(cg) { Y3

<<1nf7w|> /( {

C
St / g dv.

! (n_2>|60t(3)| / 1 " 2
l9'| + e \g|+ﬁlg\dw

(n—3)a
o

2
1]+ — 2)[cot(s)]lg’ +rg"|} duw
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Assim

Ca Tk+4p
| fi Agll 2y < W /B( )9(8)2/ COSQ(BT’) dr dw.
Ck;’p c2 Tk

Usando a desigualdade (2.45) temos que
C

A <———u ,
Crp
pela hipédtese (ii), segue-se
[ fx Agllz2any < Cellurl|rzan-
Portanto, tomando a < €, obtemos por (2.48) que
HAuk + )‘ukHLQ(M) <e ||uk||L2(M), k= 1, 2, .. (249)
0 que nos permite usar o lema 1.1 e concluir que

Oess(—A) = [0, 00)

o que finaliza a prova do teorema 2.1.2.



Capitulo 3

Outros resultados e aplicacoes

Nesse capitulo, mostraremos a existéncia de espectro essencial para varieda-
des com condicoes geométricas na vizinhancga de um raio e alguns exemplos.
Os préximos resultados garantem a existéncia do espectro essencial para clas-
ses de variedades com condicoes de curvatura numa vizinhanga de um raio, e
através de teoremas de comparagao, tais resultados reduzem-se aos Teoremas

2.1.1e21.2.

3.1 Consequéncias dos Teoremas 2.1.1 e 2.1.2

Corolario 3.1 Seja M wuma variedade Riemanniana com as condig¢oes do

Teorema 2.1.1. Além disso, a funcao v satisfaz as sequintes condigoes

i) lim K(rw) = —c < 0 uniformemente sobre Co(N), \/c > a

T—r—+00
w—N

i) | L)
P(rw)
Entao [(n — 1)%c/4,00) C 0ess(—A).

' < ¢ for all rw € C,(N)

40
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Demonstragao: Temos que v/det gy = 0(rw) = (rw)* !, assim

Wy (rw)
Y(rw)

Pela hipétese (i), dado € > 0 existe ry tal que

0, (rw)
0(rw)

=(n—1)

—c—e< K(rw) < —c+e

para todo r > 19 e rw € Cy(N). Usando o Lema 6.1 em [4] obtemos

0, (rw)
0(rw)

(n—1)Ve—e€< <(n—1)vec+e

para 19 < r < o com o suficientemente grande e rw € C,(N). Dessa forma

garantimos que

)
2w TV

w—N

uniformemente sobre C,(N). Portanto, podemos usar o Teorema 2.1.1 para

concluir a prova do resultado.

O

Corolario 3.2 Seja M wuma variedade Riemanniana com as condig¢oes do
Teorema 2.1.2. Além disso, a curvatura seccional radial e a funcao i satis-

fazem as sequintes condigoes
i) Kiua(rw) >0 para cada w tal que rw € Cy(N)

ii) rlirgo Y(rw) = +o00 para cada w tal que rw € Cy(N)

iii) ‘

%((rw))‘ < % para todo rw € Co(N) para algum > 1.
rw r

Entao oes5(—A) = [0,00).
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Demonstracao: Temos que

Yy (1)
Y(rw)

é continua e ¢ é suave satisfazendo ¥(0) = 0, ¢,(0) = 1 e ¢¥(rw) > 0 em

Krad(rw) = -

Co(N), pelo lema 1 em [13] garantimos que

Vow| =3

oor
para cada w tal que rw € Co(N) e r > 0. Portanto

g (rw)
A8 )

para cada w tal que rw € Cy(N), assim pelo Teorema 2.1.2 segue-se o resul-

=0

tado.
O

Corolario 3.3 Seja M uma variedade Riemanniana com as condi¢oes do
Teorema 2.1.2. Além disso, a curvatura de Ricci e a func¢ao i satisfazem as

sequintes condicoes
i) Ricy(rw) > 0 para cada w tal que rw € Cy(N)

ii) lim ¢ (rw) = 400 para cada w tal que rw € Cy(N)
T—00

iii) ‘%((:g))‘ < % para todo rw € Cy(N) para algum v > 1.

Entdo o.s5(—A) = [0,00).

Demonstragao: Para a hipdtese (i), utilizamos o Lema em [11] para obter-

mos a seguinte desigualdade
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em Cy(NN), por outro lado

W (rw)

Ar=(n—-1) o)’

portanto
lim Pr(rw) =
r—00 w(rw)

para cada w tal que rw € Cy(N), assim pelo Teorema 2.1.2 segue-se o resul-

tado.

3.2 Espectro essencial da horobola em H" e
de cones em R"

Iremos agora determinar espectro essencial de uma horobola do H"(—1) e de

um cone do R™.
Corolario 3.2.1 O espectro essencial de uma horobola é 0o mesmo do H"(—1).

Demonstragao: Em coordenadas esféricas geodésicas a métrica do H"(—1)
¢é dada por
g = dr? + sinh®*rggn

e a horobola é o conjunto
¥ = {rw; sin*se” < (1 + coss)’} (3.1)
onde s = distgn—1(w, N) com N € S"! fixo. Note que o conjunto

Cij2(N) = {rw; se”/? <1}
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esta contido em ¥, pois
sins <s e 1< (14 coss)?

Sendo gs; = dr? + sinh*rgs.—1 a métrica induzida de H"(—1), ¢ (rw) = sinhr
satisfaz as hip6teses do teorema 2.1.1, dai concluimos que [1/4, 00) C 0es5(2).
Pelo Lema( Desigualdade de Cheeger) em [8] obtemos a inclusao contraria,
0 que mostra o coroldrio.

Apresentaremos uma demonstragao que a horobola é o conjunto 3.1. Por
simplicidade de notacao faremos a demonstracao para o H?(—1).

Considere o espago Hiperbélico H? = {(z,y) € R* y > 0} com métrica
(da? + dy?)

y?

A Horobola ¥ = {(z,y) € H* 22 + (y — R)* < R?} tem o seu bordo intercep-
tado pelo semi-circulo de centro (xg,0) e raio \/x3 + 4R? | com zy < 0, 0 qual

¢ uma geodésica de H?, que passa pelos pontos Q(0,2R) e P <_2ZOR2 2R ) _

z3+R2 7 22+ R?

A curva do semi-circulo é dada por

a(t) = (\/x3 + 4R2sint + g, \/ 23 + 4R? cost)

Seja w(ty) o vetor tangente da curva «(t) no ponto () formando um angulo
s com o vetor N comecando em () e apontando para o centro da horobola.

O comprimento da curva « de () a P é dada por

t1 t1
r= / |/ (t)|dt = / sectdt = In
to to

por outro lado

sect] + tant;
secty + tantg

T

sect; +tant; 1+sint; cos tg

secty+tant,  cost; 1 4 sin
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Sendo a(t;) = P e a(ty) = @, obtemos

i —l‘g - 3ZE0R2 2R3
sint; = cost; =

RN S N S

int —Xy " 2R
sint) = ———, costy = ————
’ Va3 + 4R? ’ Vi + AR?
portanto
. (22 + R*)\/x3 +4R? — 2} — 320 R? 2R
e = .
2R3 \/$%+4R2 — Xg

Da inclinacao da reta tangente a a no ponto () implica

CoSS tan(s + 7r) —Zo
— = —tan(s + =) = —
sins 2 2R

logo

eT‘

_ 1+43coss+3cos% +cos’s (14 coss)?

sin?s (1 + cos s) ~ sin’s

portanto obtemos a equacao da horoesfera
sin’se” = (1 4 cos 5)?
Corolario 3.2.2 Os cones do R™ tém o mesmo espectro de R™.

Demonstracao: O R” tem a métrica em coordenadas esféricas geodésicas

dada por gr» = dr? 4+ r?gsn—1 € um cone é o conjunto
C={rw:rel0,+0),distgn-1(w, N) < c}

onde N é uma diregao fixa em S"~!. Como a funcao ¥ (rw) = r satisfaz as
hipéteses do teorema 2.1.2 e C' é um conjunto do tipo Cy(/N), assim obtemos

que Oess(c) - [0, OO)
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3.3 Um exemplo e mais uma aplicacao

O préximo exemplo é uma consequéncia do Teorema 2.1.1. O Teorema 0.0.2
diz que para uma variedade ter espectro essencial vazio é suficiente que em
todas as direcoes a curvatura seccional deve divergir uniformemente para
menos infinito. Exibiremos um exemplo que indica a necessidade que em
todas as direcoes a curvatura seccional deva divergir para menos infinito

uniformemente afim de que o espectro essencial seja vazio.

Exemplo 3.3.1 Considere R? = {(rcosf,rsinf) ; r >0, 6 € [0,27]} com
métrica dada por g = dr?* + 2(r,0)gs, s w(r,0) = re” 9O onde g(h) =
sin?(8/2). Calculando as derivadas de v

Y, = % + (2rg(0) + DY e ., = b ¥ +2g(0)Y + (2rg(0) + 1),

r r2

entao deduzimos
,sin%(6/2)

(6/2)?

L +2r(6/2)

r

e
v

No conjunto C(a) = {(rcos@,rsinf) ; |0] < e *} temos que

Ur

L1 <Cre?r =0
i

K(r,60) = —27 (r.0) = —6g(6) — % — (2rg(6) + 1)?

quando r — 400, além disso

e
v

K(T’, O) = (Tv 0) ——1

K(r,0) > —oco; 06#0
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quando r — +o00. Claramente

\%( 9)‘ =iy (6) = r*(6/2)°

em C(a), entretanto pelo Teorema 2.1.2, o espectro essencial de R?* com tal

métrica contém o intervalo [1/4, +00).

Corolario 3.3.1 O espectro essencial do grdfico de uma func¢ao radial com-

pleta € o intervalo [0, +00).

Demonstracao: Os graficos de fungoes radiais suaves sao variedades Rie-
mannianas. Se f : R” — R é suave e radial, f(z) = f(r) onde r = |z|, entéo
a métrica g induzida sobre M = {(rw, f(r)) € R""/r >0, w € S" '} de
R""! tem a forma

g = dt® +r*(t)gsn—

onde t(r) = [; /14 f'(7)%dr e r(t) é a funcdo inversa de ¢(r). Entretanto,

0<7r'(t)= ! <1
L+ f(r())?

Sendo f inteira, r(t) — +o00 quando t — 400, logo

i "8
t—o0 r(t)

por [8, Theorem 1.2], segue-se que oess(M) = [0, 00).

Observamos que cones no grafico de uma funcgao radial
C={(rw, f(r)) € R"™/r >0, distgn1(w, N) < ¢}

possuem espectro igual ao do grafico pelo Teorema 2.1.2.
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3.4 Apéndice

Apresentaremos agora uma demonstracao diferente para o Teorema 1.2 em
8], obtido por Hironori Kumura. Usaremos um método intrinseco diferente
de Hironori Kumura que trabalhou extrinsicamente. Essa demonstracao foi
obtida no inicio do trabalho da minha tese por José Fabio Bezerra Montene-

gro e por mim, depois percebemos que o resultado ja havia sido demonstrado.

Teorema 3.4.1 Seja M uma variedade Riemanniana completa com um polo

e de dimensao n > 2 tal que

lim & (r, w)
r—o0 O(r, w)

— Ve (3.2)

para alguma constante ¢ > 0 e para cada w € S*™1, onde 0 € o elemento de
volume de M e 0 = 00/0r. Entdo o espectro essencial do Laplaciano é o

intervalo [c/4,00).

Demonstracao: Primeiro vamos considerar ¢ > 0. Seja

v(r) = /07" /Sn1 0(r, w)dwdr

o volume da bola geodésica de raio r > 0. Temos que

V() = /Sn_IH(r,w)dw and "(r) = /Sn_lé'(r,w)dw

Note que

7 0
v"(r):/ —-de:/ <——\/E> 6 dw + +/c 0 dw
S§n—1 0 S§n—1 0
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logo
9/
) - Ve vl < [ |G- ve| odu
Sn—1
Por (3.2), dado € > 0 existe 79 > 0 tal que para r > rq
V() — Ve V()] < ev'(r)
V" (r)
— <
o) Vs
Pela regra de L’Hospital
/
lim v(r) =./c
50 0(r)
entao
" " /
i U)oy V) 0)

e o) v () o(r)

Para cada A > ¢/4, considere a fungao
fa(r) = v(r) Y2 cos(Br),
sendo B = /X — ¢/4. Temos

Afx+ A= alr)fr+b(r,w) fy

onde
(r) = 1" 1 2_5
W=y T\ A
e
[T
b _ 7 7
<T7w) 9 v

Note que por (3.2), (3.3) e (3.4) temos

lim a(r) = lim b(r,w) = 0.
r—00 T—00

49

(3.6)

(3.7)

Agora suponha que H € C{°(R) é uma fungao de corte que satisfaz as se-

guintes condicoes
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H=1on[-1/2,1/2],

H =0onR\[-1,1],

0<HLL
Definimos h(k,p,r) = H (2(r — ri2p)/(Tk+4p — 7%)) como sendo uma fungao
corte centrada em 7y49,, onde ry = (2k + 1)7/(25) é zero da fungao cos(fr),
com suporte supp h = [y, ritap)-

Agora definimos a funcao radial
ga(k,p, 1) = fa(r) h(k,p,r) € Cg°(M). (3-8)
Por (3.6), segue-se
Agy + Mgy = a(r) fuh + b(r,w) fyh + 2f30 + [AAR . (3.9)

A fim de estimar a norma L? de Agy + \gy, observamos que

2

1672p?

|n'| < %SU})|H’| Xh and || < sup|H"| xn (3.10)

onde y;, ¢ a func@o caracteristica do conjunto supph = [ry, rii4p). Para o
limite em (3.7) existe ky > 0 tal que |a(r)| < §/2 e |b(r,w)| < 6/2 para todo
r > rg,. Entao de (3.9)

0 :
1895 +Agallz < S (IR fllz 1A f3llz) + 20 /37 l2 + L3 Ablle. (3.11)

Por (3.10) existe py € N tal que para p > po, 2||f1 |2 < (6/2)]|xn f3]]2 and
Il fx Ahll2 < (6/2)]|xn frll2- Dessa forma obtemos que

1Agx + Agall2 < 6 (Ixn fallz + lxa fall2) (3.12)

para todo p > pg e r > r,.

Vamos precisar usar o lema técnico:
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Lema 3.4.1 Para as fungdes fr e g definidas em (3.5) e (3.8), temos as
desigualdades
Ixn fallz < Cillga(k,p, )2

Ixn fillz < Collga(k, p, ) |l2

onde C7 e Cy sao constantes positivas independente k e p.

Proof of Lemma: E suficiente para mostrar que estas desigualdades valem
para todos k > ko, para algum ko > 0. Veja que

Tk+4p 9
o= [ ot S dwar

Tk4+3p 2
2/ ! M O(r, w)dw dr

i v(r)  Jen

= /THSpcosQ(ﬁr) v(r) dr.

k+p U(T)

Por (3.3), existe k; > 0 suficientemente grande tal que

) o 37\% (3.13)

para r > rj . Entao

Tk+3p
a3 2 Y [ cost(ar) ar. (3.14)

Tk+p

Tk+4p ‘9
Paflg= [ [ cost(an M5

_ / Tk+4pcos2(ﬁ7’)vl<r)) dr

X v(r

Além disso

dw dr
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por (3.13) obtemos

3\/c [TEter
Ixnfalls < T\/_/ cos?(fBr) dr. (3.15)

k

Mas
Tk+4p Tk+3p
/ cos?(Br) dr = 2/ cos?(Br) dr,

Tk Tk+p

entretanto por (3.14) e (3.15)

Ixnfalla < V6 [lgall2 (3.16)

para todo p, e k > ky.
Para a outra desigualdade, usando integragao por partes

/rk+4p () 0(r, w)dwdr = — /rka Hr) Afa(r) 0(r, w)dwdr.
r Sn—1 r Sn—1

k k

Por (3.6) obtemos

Pafild= [ [ A = a)h = b £ 00 w)dudr

Tk Sn—1

Através de (3.7), existe ko > k; de tal forma que |a(r)], |b(r,w)| < 1 para

todo r > 1,

Tk+4p Tk+4p
L2 < (A+ 1) / 12 6(r, w)drdw + / / Al L4180 w)dewdr
r Sn—l L n—1

k

3 Tk44p 1 Tk+44p
<A+ 5)/ fx0(r, w)dwdr + 5/ / (f)20(r, w)dwdr
T ity

k Tk S§n—1
< )\ § 2 1 112
> ( + 2)”th>\|‘2 + 2”th>\”2

logo
Ixn i3 < 200+ 3/2) Ixafall2



CAPITULO 3. OUTROS RESULTADOS E APLICACOES 53

e atraves de (3.16)

Ixefills < 12(A +3/2) llgall3

para todo p > 0 e k > k.

Continuando a prova do Teorema, usando a estimativa (3.12) e o lema
3.4.1
[1Agx + Agall2 < C6 [|gall2 (3.17)

para todo p > pg e k > kq. Dado € > 0 de tal forma que Cd < € e o subespaco

gerado

Le = [[917927 <y Giy H

onde g; = ga(ko + 2'po, o, .), i € N. Temos supp(g;) (\supp(g;) = @, para
i # j epor (3.17)
1Ag + Agll2 < €lgll2

para todo g € L. e A > ¢/4. Entéao pelo lema 1.1 , A\ € g.4(M). Além disso,

o espectro essencial ¢ um conjunto fechado, de modo que
[c/4, +00) C 0ess(M).

Para mostrar que esses conjuntos sdo na verdade os mesmos, note que
por (3.2), temos que, para qualquer n > 1, existe r, > 0 de tal forma que
0'(r,w) _ e
_ > —_
O(r,w) =
para todo r > r,. Perceba que Ar = 0(r,w) '¢'(r,w). Seja D um dominio
compacto em M — B(r,). Integrando Ar sobre D e usando a desigualdade
isoperimétrica em [12], obtemos Area(dD) > (c¢/4n*)Vol(D) em , onde 0D

é o bordo de D. Pelo Lema( Desigualdade de Cheeger) em [8], o espectro do
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Laplaciano de M — B(r,,) ¢ limitado inferiormente por ¢/4n?, e pelo principio
de decomposigao em [4], concluimos que o espectro essencial do Laplaciano
de M ¢ limitado inferiormente por ¢/4n? para todo n > 1. Tomando o limite
quando 7 tende para um, isso mostra a inclusao oposta.

Agora vamos tratar o caso ¢ = 0. Queremos provar que gess(M) = [0, 00).
Para isso, dado A > 0, € > 0 , tomamos a > 0 satisfazendo

042

a,a” <e and T < A (3.18)
Seja M, = M com a métrica
G = dr? + |/ "D A(r, w)dw|?,
Entao o elemento de volume de M, é dado por
0o (r, w)drdw = 0(r,w)e"*drdw.
Note que
0 (r,w) B o' (r,w)
Qa(ﬂ w) B 0(T7 w)

quando r — 400, para cada w € S*~!. Entao pela primeira parte da prova

e (3.18)

+a—a«a (3.19)

A € Opss(M,) = [a? /4, 00)
e existe uma sequéncia de fungdes radiais uy € C5°(M,,) satisfazendo
1) [lukllr2aa) =1

ii) supp(ug) [ supp(u;) = 0 para todo k # j e klim inf[supp(uy)] = +oo
—00

/

iii) 5(7‘, w)’ < 1 para cada w € S"1, r € supp(ug) e k > 1
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) €
iv) ([ Ak + Mgl 2, < 5

Definimos vg(r) de tal forma que wug(r) = wa(r)ve(r), onde wy(r) =
e~"/2. Perceba que ||vg||r2(ar) = |Jugllz2(ar.) = 1. Temos que

A, (Wavk) + AMwavr = VA p, (Wa) + 2WL 05 + WaApr, Uk + AWa vy

s [£-5(544)

AMavk = CKU]/f + AMUk

por outro lado

e sendo w!, = (—a/2)w,, obtemos

a? A
A, (Wavk) + Awavy, = — Walk = 55 Wal + W A pvr + AW vy
substituindo em iv)
o’ €
H [——vk - ——wavk + Ay + )\vk] < -
A
2 0/
H_a_vk_g_vk_|_Aka+)\Uk < E

usando desigualdade triangular

Oé2

e}
| Anrvk 4+ Avg| z2(an) — Z||Uk||L2(M) - §||(9//9)Uk||L2(M) <

AN

por iii), (3.18) e sendo |Jvg||z2(ar) = 1 temos

2
«
||AMUk+/\Uk||L2(M) < —I—Z—I—

| e

< e

1

Entao, temos que o subespago gerado

LE = [[Ul, V2, ..vy Vg, H C CSO(M>
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satisfaz o seguinte
dim(L.) = +o00 e [[Apv + M|z < €]|v] L2

para todo v € L. Logo, pelo Lema 1.1 temos A € gess(M). Como A > 0 é

qualquer e sendo o espectro essencial um conjunto fechado, concluimos que
[0,00) C 0ess(M)

A inclusao contraria sendo verdadeira, segue-se o resultado.
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