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Resumo

Estabelecemos alguns resultados relativos ao problema de Cauchy-Peano em espagos
de Banach, ao Problema do Quociente Separavel e a Teoria de Aproximacao de Pontos
Fixos. Provaremos que um espaco de Banach E contém um quociente separavel nao-trivial,
se e sO se seu dual admite um referencial transfinito de Schauder na topologia fraca*.
Depois, estudaremos um tipo de genericidade algébrica para a forma fraca do Teorema de
Peano em espacgos que possuem um subespaco complementado com uma base de Schauder
incondicional. Além disso, introduziremos e estudaremos uma nocao de aproximacao fraca
de solucoes para o problema de Cauchy-Peano nao-autéonomo em espagos de Banach.
Seré provado que a auséncia de {;-isomorfismos no espaco de Banach em questao equivale
a existéncia de tais solugoes. Também, estudaremos algumas relagoes entre sistemas
biortogonais, topologias vetoriais, e a propriedade da aproximacao fraca de pontos fixos
em espacos abstratos. Por fim, estabeleceremos alguns resultados 6timos de aproximacao

de pontos fixos em espacos localmente convexos.

Palavras-chave: Problema de Cauchy-Peano. Aproximacao de Pontos Fixos. Problema
do Quociente Separéavel. {;-Isomorfismos. Espagos de Banach. Espacos Localmente

Convexos. Topologias Vetoriais.



Abstract

We establish some results concerning the Cauchy-Peano problem in Banach spaces,
the Separable Quotient Problem and the Approximate Fixed Point Theory. We prove
that a Banach space E contains a nontrivial separable quotient iff it’s dual admits a
weak*-transfinite Schauder frame. Next, we study a kind of algebraic genericity for
the weak form of Peano’s theorem in Banach spaces having complemented subspaces
with unconditional Schauder Basis. Moreover, we introduce and study a notion of
weak-approximate solutions for the non-autonomous Cauchy-Peano problem in Banach
spaces. It’s proved that the absence of {;-isomorphs inside the space is equivalent to the
existence of weak-approximate solutions for the problem. Also, we establish some new
results concerning the approximate fixed point theory. Firstly, we study some relationships
between biorthogonal systems, linear topologies and the weak-approximate fixed point
property. After, we establish some optimal approximate fixed point results in locally

convex spaces.

Keywords: Cauchy-Peano Problem. Fixed Point Approximation. Separable Quotient

Problem. {;-Isomorphs. Banach spaces. Locally convex spaces. Linear topologies.
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Introducao

O presente trabalho possui dois objetivos centrais. O primeiro deles consiste na
apresentacao de novas relacoes entre a Forma Fraca do Teorema de Peano e aspectos
estruturais dos espagos de Banach. A esse respeito, trés problemas sao estudados. O
primeiro versa sobre a relacao entre a Forma Fraca do Teorema de Peano e a existéncia
de quocientes separaveis em espacos de Banach. Dentre outras coisas, apresentamos uma
(aparentemente nova) contribuigdo para o famoso problema do quociente separavel. O
segundo problema versa sobre a grandeza algébrica do conjunto dos campos continuos,
em certos espacos de Banach, para os quais a Forma Fraca do Teorema de Peano nao ¢é
valida. O terceiro problema aborda uma nocao de aproximacao fraca de solugoes para o
problema de Cauchy-Peano, bem como questoes de existéncia. Estreitamente relacionado
ao terceiro problema acima, o segundo proposito desta tese é fornecer um estudo e novas
contribui¢oes para a Teoria de Aproximacao de Pontos Fixos. Abordaremos resultados
relacionados tanto com aproximacao fraca como com aproximacao forte de pontos fixos.
Ademais, vislumbraremos aplicacoes destes no tocante a existéncia de aproximagoes fracas
de solugbes para o problema de Cauchy-Peano. Os resultados apresentados nesta tese
foram descritos nos artigos [10], [11] e [13], os quais constituem o corpo e a alma deste
trabalho.

Esta tese estd dividida em cinco capitulos. O Capitulo 1 fornece alguns preliminares
sobre espagcos topologicos e espagos localmente convexos, com o objetivo de facilitar a
leitura deste trabalho, tornando-o mais didético e auto-suficiente.

O segundo capitulo possui dois objetivos. O primeiro deles consiste no estudo de
um tipo de genericidade de solugoes relativa a Forma Fraca do Teorema de Peano para
campos autéonomos em espacos de Banach. Vamos ser mais precisos. Seja (C(E), Tyc)
o espago localmente convexo de todos os campos vetoriais continuos sobre o espago de
Banach E, munido com a topologia linear T,,. da convergéncia uniforme sobre conjuntos
limitados e seja K(E) o subconjunto de C(E) formado pelos campos vetoriais f: E —

E para os quais a equacao u’ = f(u) nao tem solucao em qualquer intervalo aberto.



Queremos saber se X(E) U{0} contém algum espaco vetorial infinito-dimensional que seja
Tuc-fechado em C(E). Mostraremos que a resposta é sim, no caso em que E contém um
subespago complementado com uma base de Schauder incondicional. O segundo objetivo
do capitulo é estabelecer uma (aparentemente nova) caracterizacao de espagos de Banach
com quocientes separaveis. Mostraremos que um espaco de Banach E admite um quociente
separavel nao-trivial se, e somente se, E* possui um referencial transfinito de Schauder na
topologia fraca*. Como consequéncia imediata deste resultado e de um resultado recente
de Hajek e Johanis [37] , concluiremos que se E* possui um referencial transfinito de
Schauder na topologia fraca*, entao existe um campo vetorial continuo f: E — E tal que
u’ = f(u) ndo possui solucoes em qualquer ponto. A partir dai conjectura-se a validade
desta conclusao em um espago de Banach de dimensao infinita arbitrério.

O objetivo do capitulo 3 é o estudo de algumas relacoes entre sistemas biortogonais,
topologias vetoriais, e a propriedade da aproximagao fraca de pontos fixos (w-AFPP,
em resumo) em espagos abstratos. Primeiro, provaremos que a topologia Tspc (veja
a Observagao 1.2.1 no Capitulo 1) em um espago vetorial com dimensao enumeravel é
a unica topologia localmente convexa de Hausdorff completa que goza da w-AFPP. Em
seguida, apresentaremos um critério que permite a conclusao da nao-validade da w-AFPP
em um espago localmente convexo infinito dimensional. Tal critério esta relacionado
com {;-sequéncias e com sistemas biortogonais fortemente equicontinuos. O préximo
resultado principal do capitulo nos fala sobre a existéncia de topologias vetoriais mais finas
e compativeis com sistemas biortogonais fortemente equicontinuos, em espacgos vetoriais
topologicos de Hausdorff que possuem um sistema biortogonal equicontinuo. Em seguida,
apresentaremos alguns resultados de existéncia de sistemas biortogonais equicontinuos em
espacos vetoriais topologicos metrizaveis que possuem uma certa propriedade relacionada
a existéncia de F-normas. Com relacao ao pentultimo resultado do capitulo, trata-se de um
problema inverso relativo a w-AFPP. Ele diz que todo espago vetorial infinito-dimensional
admite uma topologia vetorial que possui certas propriedades, dentre elas a w-AFPP. Por
fim, apresentamos uma caracterizacao da w-AFPP em F-espacos com bases absolutas.

No capitulo 4, apresentaremos alguns resultados sobre aproximacao forte de pontos
fixos em espagos localmente convexos, sendo que alguns deles tem carater 6timo. Em [57]
¢ provado que um subconjunto convexo C de um espago normado ¢ totalmente limitado
se, e sO se, toda autoaplicacao Lipschitz de C tem uma sequéncia que aproxima pontos
fixos. Uma generalizacao da parte "somente se'"deste teorema é feita por um resultado
de [62] o qual, em particular, diz que toda autoaplicagdo continua de um subconjunto
convexo de um espaco localmente convexo, cuja imagem ¢é totalmente limitada, possui
uma rede que aproxima pontos fixos. Em um dos principais resultados do capitulo,

estenderemos o resultado de [62] mencionado acima para aplicagdes sequencialmente



continuas. Provaremos que toda aplicacio sequencialmente continua f: C — C, onde C
¢ um subconjunto convexo de um espaco localmente convexo, cuja imagem ¢é totalmente
limitada, possui uma rede que aproxima pontos fixos. Este teorema tem carater 6timo,
em um certo sentido. Isto é justificado por dois resultados que serao demonstrados no
capitulo. O primeiro deles estende a "parte se"do resultado de [57] mencionado acima,
para espacos localmente convexos e diz que, todo subconjunto nao-vazio, convexo, limitado
e nao totalmente limitado de um espaco localmente convexo, admite uma autoaplicacao
uniformemente continua sem redes que aproximem pontos fixos. O segundo afirma que
existem um espago localmente convexo Hausdorff X equipado com sua topologia fraca, um
subconjunto convexo, fracamente compacto e nao vazio K C X e uma fung¢ao fracamente
sequencialmente continua f: K — K sem sequéncias que aproximem pontos fixos. Com
base neste ultimo resultado, nos perguntamos o que podemos exigir de f para obtermos
um resultado favoravel, isto é, a existéncia de uma sequéncia que aproxime pontos fixos
para f. Uma resposta é fornecida pelo capitulo: f afim! E neste caso, a existéncia de
uma sequéncia que aproxime pontos fixos para f é o melhor que se pode obter. De fato,
mostraremos que existem um espaco localmente convexo Hausdorff X, equipado com sua
topologia fraca, um subconjunto convexo, compacto e nao vazio K C X e uma fungao
sequencialmente continua e afim f: K — K sem pontos fixos. Ainda falando de aplicagoes
afins, apresentaremos, no Capitulo 4, um outro resultado. No Teorema 1 de [3], os autores
mostram que, se C é um subconjunto nao-vazio e fracamente compacto de um espago
localmente convexo metrizavel X, entao toda autoaplicacao fracamente sequencialmente
continua de C tem um ponto fixo. Mostraremos que a condi¢cao de metrizabilidade pode
ser retirada quando C é sequencialmente compacto e f é afim.

No capitulo 5, consideraremos o problema de Cauchy-Peano nao-auténomo

u =f(t,u), tel e u(ty)=u ek

onde E é um espaco de Banach de dimensao infinita, I = [0,T] e f: [0,T] x E — E &
um campo vetorial de Caracthéodory que cumpre uma certa condicao de crescimento.
Iremos introduzir uma nocao de aproximacao fraca de solugoes para este problema.
Entao, forneceremos uma caracterizacao da existéncia de uma aproximacao fraca de
solugoes para esse problema em termos da auséncia de {;-inclusoes no espaco de Banach
E. Mais precisamente, provaremos o seguinte resultado: o problema de Cauchy-Peano
nao-autoénomo acima possui uma aproximacao fraca de solugoes se, e s6 se, E nao contém
um subespaco isomorfico a £;. Um fato importante a ser mencionado é que a teoria de
aproximacao de pontos fixos tera um papel fundamental na demonstracao deste resultado.
Mais precisamente, utilizaremos um resultado de aproximagao fraca de pontos fixos,

provado por Barroso, Kalenda e Lin em seu trabalho |9], para demonstrar o resultado



principal do Capitulo 5.



Capitulo

Preliminares

Contetido
1.1 Espagos Vetoriais Topolégicos . . . . . . . . . . . . ... 5
1.2 Espagos Localmente Convexos . . . . . . . . . . . . ... 9
1.3  Teoremas de Brouwer, Schauder-Tychonoff e Cauty . . . . . . . . .. ... .. 11
1.4 Sistemas Biortogonais . . . . . . . . .. Lo 14
1.5  Espacos Barrelados e o Teorema do Grafico Fechado . . . . . . . . . . .. ... 15

1.1 Espacos Vetoriais Topologicos

Iniciemos esta secao recordando algumas nogoes bésicas de topologia geral.

Definicao 1.1.1. Seja X um conjunto qualquer nao-vazio. Uma topologia em X € uma

familia T de subconjuntos de X com as sequintes propriedades:

i. 9,XeT.
1. {Aq: x €A} CT = Upen Aa € 7.
. Al An e TN, AL e T.

Um conjunto X munido com uma topologia J serd chamado de espago topologico e

seré denotado por (X, 7). Os elementos de T sdao chamados de abertos de (X, 7).

Definicao 1.1.2. (X, T) € dito ser de Hausdorff se dados quaisquer x,y € X, com x # Yy,
existem abertos disjuntos U,V € T tais quex € U ey € V.



Um ingrediente crucial na construgao de topologias ¢ a nocao de base para uma
topologia. Uma familia B de subconjuntos de um conjunto X é denominada base para

uma topologia quando:
i. Para todo x € X , existe A € B tal que x € A.
ii. Dados A,Be Bex e ANB existe Ce B tal quex € CC ANB.

Definicao 1.1.3. Seja B uma base para uma topologia em X. A topologia Tg induzida
por B € definida da sequinte forma: U C X € aberto se para cada x € U existe A € B tal
que x € A C U.

Vale o seguinte resultado, cuja demonstragao pode ser encontrada em textos cléssicos

de topologia geral.
Proposicao 1.1.1. T3 € a colegao de todas as unioes de elementos de B.

Da Proposicao 1.1.1 surge a razao na qual os elementos de B sao chamados de abertos
bésicos. A seguir recordaremos a nocao de conjuntos compactos. Iniciamos com os
conceitos de cobertura e subcobertura de um conjunto. Sejam X um espago topologico e
A um subconjunto de X. Uma cobertura de A é uma familia A = (A, )xer de subconjuntos
de X tal que A C (J, Ax. Seja A = (Ax)aer uma cobertura de A. Uma subcobertura de

A ¢ uma subfamilia A" = (A,/)y/c1, L' C L, que ainda ¢ uma cobertura de A.

Definigao 1.1.4 (Compacidade). Um subconjunto C de um espago topoldgico (X,T) é

compacto quando toda cobertura de C por abertos de X, possui uma subcobertura finita.

A seguinte proposicao fornece uma bésica, porém importante, caracterizacao de
espacos compactos e é de grande utilidade na demonstracao de teoremas de pontos fixos

como o de Schauder-Tychonoff, o qual sera visto na proxima secao.

-

Proposicao 1.1.2 (Propriedade da Intersegao Finita). Um conjunto C C (X,T) €
compacto se, e somente se satisfaz a sequinte condicao: Se uma familia {Fy: @ € A}
de subconjuntos fechados de C € tal que qualquer subfamilia finita (Fq,,...,Fa,) tem

intersegao nao- vazia, entao (\yop Fo # 9.

Demonstracao. Vamos provar somente a suficiéncia. Suponha por contradicao que
Nucpr Fo = 0. Entao, C = C\ 0 = C\ Nyenr Fa = Ugen(C\ Fy). Como C é compacto,
existem o, ..., &, tais que C = (C\ Fy,) U+ U (C\ Fy,). Assim, ﬂ?:] Fo, = 0. Mas isto

¢ uma contradicao. O

Definigao 1.1.5 (Continuidade). Uma aplicagao f: (X, T) — (Y, 8), do espago topoldgico
(X, T) no espaco topoldgico (Y, 8), € dita ser continua quando f~'(U) € T para todo U € §.



Definigao 1.1.6 (Topologia Vetorial). Dado um espago vetorial real X, uma topologia T

em X € denominada topologia vetorial quando ela satisfaz as sequintes condigoes:

1. A operacao adi¢ao € continua, isto € , a aplicacio A : X x X — X, dada por

A(x,y) =x+y € continua.

1. A operacao produto por escalar é continua ou seja, a aplicacao P : R x X — X

dada por P(a, x) = a.x € continua.

Definigao 1.1.7 (Espago Vetorial Topologico). Um espago vetorial X munido com uma
topologia vetorial T é denominado espago vetorial topoldgico (escreveremos EVT) e é

representado por (X, T).
1.1.1 Algumas Propriedades dos Espacos Vetoriais Topolégicos

Vamos enunciar, sem demonstracao, algumas propriedades dos espagos vetoriais

topologicos.

(a) Se X ¢ um EVT e U é uma base de vizinhangas em 0, entao U, ={V+x: Ve U} é
uma base de vizinhancas em x. Isto significa que todo EV'T possui uma estrutura

uniforme compativel com sua topologia e estrutura vetoriais.
(b) Se X é um EVT, entdo existe uma base de vizinhangas U de 0 tal que:

bl) O tnico ponto comum aos elementos V € U é 0.

b2) Se U,V € U, entao existe W € U tal que W C UNV.

b4) Se U € U, entao existe V € U tal que V+V C U.

(b1)
(b2)
(b3) SeVele|r| <1, entao rU C U.
(b4)
(b3)

O ponto central de cada U € U é 0.

(¢) Todo subespago vetorial de um EVT (X,;T) torna-se um EVT com a topologia
induzida de (X, 7).

(d) Seja (X,T) um EVT e sejam Y,Z C X.

1) Se Y é aberto e v # 0, entao rY ¢é aberto.

2) Se Y ou Z é aberto, entao Y + Z é aberto.

4

O interior de um conjunto convexo é convexo ou vazio.

5

(1)
(2)
(3) Se Y é aberto, o mesmo acontece com a envoltoria convexa de Y.
(4)
(5) Se Y é fechado e Z é compacto, entao Y + Z é fechado.



Antes de apresentar mais uma propriedade dos espacgos vetoriais topoldgicos, vamos

enunciar algumas defini¢oes.

Definigao 1.1.8 (F-seminorma). Seja X um espago vetorial topoldgico. Uma F-seminorma

em X € uma fungao || - ||: X — [0, 00) que possui as sequintes propriedades:
(1) [x+yl < Xl + llyll para todo x,y € X.

(i) |loex|| < ||x|| para todo x € R, [a] <1 ex € X.

(111) ||oex|| — O quando & — 0 em R, sempre que x estd fizado em X.

Definicao 1.1.9 (F-norma). Se além das propriedades acima tivermos que ||x| = 0
implica x = 0, entao || - || é chamada um F-norma. Neste caso, (X,| - ||) € chamado

um espacgo F-normado.

Vamos apresentar mais uma definigao.

-

Definigao 1.1.10. Seja (X,|| - ||) wm espa¢o F-normado. Um conjunto C C X ¢

denominado norma- limitado se sup{||x||: x € C} < 0.

Em relacao a F-seminormas, o resultado que nos interessa ¢ o seguinte teorema, cuja

prova pode ser encontrada, por exemplo, em [81].

Teorema 1.1.1. Seja X um espaco vetorial topologico. Uma topologia vetorial sobre X
sempre pode ser induzida por uma familia de F-seminormas sobre X. Reciprocamente,
se F € uma familia de F-seminormas em X, entao F determina uma topologia vetorial T

sobre X.



1.2 Espacos Localmente Convexos
|

Em toda esta secao X serd um espaco vetorial sobre os reais.
Definicao 1.2.1. Uma aplicacao p: X — R, € chamada de seminorma quando:
. p(x+vy) <p(x)+ply), para todo x,y € X.

p(A.x) = [Alp(x), para todo N € R, x € X.

Definicao 1.2.2. Se além das duas condigoes acima, uma seminorma satisfaz p(x) =

0= x=0, entao p é chamada de norma.

Agora vamos relembrar algumas nogoes sobre espagos localmente convexos. Seja F =
{pa: @ € A} uma familia de seminormas em X. Considere a familia B formada pelos
conjuntos: V(xX;Puyy--+) Pary €) =1y € X: pyy(y —%x) < €,1 = 1,...,n}. Um exercicio
bésico consiste em mostrar B forma uma base para uma topologia em X. Observe que os

abertos basicos da topologia Jg sao conjuntos convexos. Isso motiva a seguinte defini¢ao.

Definigao 1.2.3 (Espago Localmente Convexo). Uma topologia T em X € dita ser uma
topologia localmente convexa, se ela possui uma base de vizinhancas convexas da origem.
Um espago topologico (X, T), em que T € uma topologia localmente convexa, € denominado

espaco localmente convexo.
A seguinte proposicao é bem conhecida:

Proposicao 1.2.1. Se T é uma topologia localmente convexa em X, entao (X,T) € um
espago vetorial topologico. Além disso, uma topologia T em X € localmente convexa se, e

somente se, ela € gerada por uma familia de seminormas em X.
Um exemplo classico de espaco localmente convexo é o seguinte:

Exemplo 1.2.1. Seja (X, || - ||) um espa¢o normado. O dual de X, denotado por X*,
€ o conjunto X* = {f: X = R : [ € linear e continua}. Para cada f € X*, defina uma
seminorma ps: X — Ry pondo p¢(x) = [f(x)|. Considere a familia B dada pelos conjuntos
da forma

V(x; 1y fry€) = {y € Xt [fi(y —x)| < e,Vi=1,...,n},

onde f; € X* para todo i = 1,...,n. Conforme vimos acima, a familia B é uma base
para uma topologia localmente convexa em X. Esta coincide com a topologia fraca de X.

Assim, a topologia fraca de X € localmente conveza.



A seguir apresentaremos uma proposi¢ao que fornece uma caracterizagao de topologias
localmente convexas de Hausdorff em termos da propriedade da separacao de pontos. Por

simplicidade de notagao, tornemos antes precisa essa no¢ao de separagao de pontos.

Definicao 1.2.4. Seja X um espago vetorial. Dizemos que uma familia de seminormas
F em X separa pontos de X quando F satisfaz a sequinte condigao: p(x) = 0 para todo

peF=x=0.

Proposicao 1.2.2. Um espaco localmente convexo (X,T) é Hausdorff se, e somente se,

qualquer familia de seminormas que gera T separa pontos de X.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar somente a necessidade. Seja F uma familia de seminormas
que gera T e sejam x,y € X com x # Y. Assim, existe p € F tal que p(x —y) > 0.
Considere as vizinhangas Vi = V(x;p,e) ={z € X: p(z—x) < e}e Vo, = V(y;p,e) ={w €
X: p(w—y) < e}. Suponha que exista Q € ViNV,. Entao p(x—y) < p(x—Q)+p(Q—y) <
2e. Absurdo para € << 1. Assim, X é Hausdorff. O

Observagao 1.2.1. Todo espaco vetorial X admite uma topologia localmente convexa
mazximal, a saber, a topologia gerada por todas as seminormas em X. Esta topologia serd
indicada pelo simbolo Tsrc. Em inglés, esta topologia é denominada "strongest locally

convex topology on X".
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1.3 Teoremas de Brouwer, Schauder-Tychonoff e Cauty

O classico Teorema de Brouwer data de 1912 e afirma que se C C R™ é um conjunto
fechado, limitado e convexo entao toda aplicagao continua f: C — C admite um ponto fixo.
Um generalizacao desse resultado em espacos de Banach é devido a Banach. O seguinte
teorema ¢é a conhecida generalizacao do teorema de Brouwer em espacos localmente

convexos (devido a Tychonoff).

Teorema 1.3.1 (Schauder-Tychonoff). Seja (X,T) um espago wvetorial topoldgico
localmente convexo de Hausdorff. Suponha que C C X seja nao-vazio, compacto e convezo.

Entao toda aplicacao continua f: C — C admite ao menos um ponto fixo.

Diz-se que um espaco vetorial topologico (X, T) possui a propriedade do ponto fixo
se dado um subconjunto compacto convexo C C X, toda aplicacao continua f: C — C
admite um ponto fixo. A famosa conjectura de Schauder foi resolvida em 2001 por R.

Cauty [19]. Mais precisamente, Cauty provou a seguinte generalizagdo do Teorema 1.3.1:

Teorema 1.3.2 (Cauty). Todo espaco wvetorial topoldgico de Hausdorff possui a
propriedade do ponto fixo.

Nesta secao, apresentaremos somente uma demonstracao do Teorema de
Schauder-Tychonoff.

Prova do Teorema de Schauder-Tychonoff. Seja F = {ps: «x € A} uma familia de
seminormas que gera a topologia de X. Como X é localmente convexo e Hausdorff,
sabemos que py(x) = 0 para todo «x € A & x = 0. Portanto, devido a Propriedade
da Intersecao Finita para conjuntos compactos e ao fato que T é Hausdorff, é suficiente

mostrarmos que

() Fa # 0,

xeN

em que para cada @ € A, F, = {x € C: pu(f(x) —x) = O}. Observemos que cada

Fy é fechado em C, pois py e f ambas sao continuas. Escolha de forma arbitraria uma

quantidade finita de indices oy, ..., &y, € mostremos que () Fo, # 0. Defina || - || : X —
R, por [[x]| = >, pa; (x). Observe que || - || define uma seminorma continua em X tal
que ||x|| =0 & pq,(x) = 0 para todo i = 1,...,n. Se mostrarmos que existe x € C tal
que ||f(x) — x| = 0, ent@o teremos que x € ()i, Fs,. Fixe € > 0 e considere os abertos
relativos Be = {x € C: |x|| < €}. Por compacidade, existem pontos xf, x5, ..., Xy € C
tais que C = U]:':(f) B.(x§). Seja M. = co” (x§, xS, ..., XN(e))s O fecho da envoltoria convexa

dos pontos Xj, X3, ..., Xy ) na topologia J. A idéia agora é projetar o conjunto C sobre
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M. via projecao de Schauder. A Projecao de Schauder é a aplicagao P.: C — M, dada

por
N(e)

=) A{(x)
i=1

onde as fungoes Af: C — [0, 1] s@o continuas tal que Zi(f) Af(x) =1, V¥x e C.

Observacao 1.3.1. As funcoes Af: C — [0, 1] sdo construidas da segumte forma. Para
cada x € C, defina 0f(x) = max{0, e — [[x —x{||}. Veja que x € Be(x{) & [[x —x{[| < e &
05 (x) = e — ||[x — x{||. Portanto, Z;\i(] ;(x) #0, Vx € C. Defina Af(x) pondo:

67 (x)

AS = -
)= SR ge

Isto encerra nossa observagao.

Voltemos a demonstragao. Note que Me C C, pois x§, X3, ..., x5, € C e, além disso,
C é convexo e fechado. Como um subconjunto fechado de um compacto, M. é compacto.
Portanto, M, é compacto, convexo e finito-dimensional (no sentido de estar contido num
espago finito-dimensional). Pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, a aplica¢do P, o
f: Me — M, possui um ponto fixo. Ou seja, existe x. € M C C tal que xe = P(f(x¢)).

Entao,

Xe — f(xe) - Pe(f(xe - f Xe Z 7\6 xe f(xe) - Z }\f(f(xe))(xf - f(xe))
Segue que
N(e)
Ixe — flxe) < 3 AS(f(xe))Ix — F(x)l| < €, para todo € > O.
i=1

Como C é compacto, o conjunto {x.: € > 0} possui uma sub-rede convergente. Assim,
existem x € C e (xc,) C {xe: € > 0} tais que X, Tix quando €, — 0. Como f é
continua, segue que f(x., ) 7, f(x) quando €, — 0. Portanto, ||[x — f(x)|| = 0. Isso

conclui a prova. (]

Corolario 1.3.1. Seja X um espaco vetorial topoldgico localmente convexo e Hausdorff,

seja C # @ um subconjunto convexro e fechado de X , e seja f: C — C uma aplicagdo

continua tal que f(C) é relativamente compacto (isto é, f(C) € compacto) em X. Entao f

possui pelo menos um ponto fizo.
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Demonstracio. Seja co(f(C)) a envoltéria convexa do conjunto f(C) e seja K = co(f(C)).
Afirmamos que f(K) C K. De fato, como f(C) C C e C é convexo, segue que co(f(C)) C C.
E como C é fechado, segue que K = co(f(C)) ¢ C. Assim, f(K) C f(C) C co(f(C)) C K.
Como X é localmente convexo e f(C) é relativamente compacto, segue que co(f(C)) é
relativamente compacto. Assim, K é compacto. Note também que K é convexo, ja que
é o fecho de um conjunto convexo. Segue entao, do teorema de Schauder-Tychonoff, que

f: K — K possui pelo menos um ponto fixo. O
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1.4 Sistemas Biortogonais
|

Sejam (X, T) um espago vetorial topologico de Hausdorff com topologia T, e X* seu dual
topolodgico. Seja I' um conjunto de indices. Nesta secao, recordaremos algumas nogoes
basicas da anélise functional como sistemas biortogonais, bases, bases de Schauder, etc.
Recomendamos ao leitor interessado a bibliografia [38] sobre uma rica e atual exposigao

do tema no ambito dos espacos de Banach.

Definigao 1.4.1. Um sistema{xq; X} Jaer, formado por uma familia de vetores {Xqfaer C X
e por uma familia de funcionais lineares {xytacr C X*, € dito ser um sistema biortogonal

em X se:

(1) x%(xp) = dup para quaisquer o, 3 € T, onde d4p € 0 O de Kronecker.
Se, além disso, tivermos

(II) X C span{xy: o € T'}
entao o sistema € dito ser um sistema biortogonal fundamental para X.

Se em vez de (II), tivermos X = span{xy: & € '} entao {x«; X% }uer € chamada uma base
de Hamel para X. O sistema (xq;X%)«er € dito ser limitado (equicontinuo) se o conjunto

{xa: x €T} ({x: &« €T}) é limitado (equicontinuo) em X (em X*).

Definicao 1.4.2. Uma sequéncia (x,) € dita ser uma base para X se cada elemento x € X
. . o0 A . -
pode ser unicamente escrito como X = ) -, QnXn para alguma sequéncia (ay) de nimeros

Teats.

Isso define naturalmente funcionais lineares a,: X — R tais que a,(x) = a,. Quando
tais funcionais sdo continuos, dizemos que (x,) é uma base de Schauder (enumerével) para

X. Neste caso, tais funcionais sao denominados coeficientes funcionais associados a (x,).

Definigao 1.4.3. Um sistema biortogonal {xn; X! nen € chamado uma base de Schauder
para X se (xn) define uma base Schauder para X com coeficientes funcionais dados por
(x}). Uma sequéncia (xn) em X é dita ser uma sequéncia bdsica (basica de Hamel) se é

uma base de Schauder (Hamel-Schauder) para o fecho de seu span linear (span linear).

Definigoes similares para bases de Schauder transfinitas podem ser encontradas em [38].
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1.5 Espacos Barrelados e o Teorema do Grafico Fechado

Nesta secao apresentaremos sem prova uma versao do conhecido teorema do gréfico
fechado para espagos barrelados. Seja (X, T) um espago de Hausdorff localmente convexo.
Recordemos que um barrel em X é qualquer conjunto fechado, convexo, balanceado e
absorvente em X. Além disso, dizemos que X é um espaco barrelado se todo barrel em
X é uma vizinhanca do 0 na topologia T. Uma aplicacao linear S: X — Y entre espagos
vetoriais topologicos e dita fechada quando seu gréfico é fechado em X x Y (cf. |44, pg.
92]). O seguinte resultado pode ser econtrado em [18, Teorema 4.1.10] (veja também [44,

Teorema 8, pg. 221]).

Teorema 1.5.1 (Teorema do Grafico Fechado para Espagos Barrelados). Sejam X um
espaco barrelado, Y um espaco de Fréchet e S: X — Y wuma aplicacao linear com grdfico

fechado em X x Y. Entao, S é continua.

15



1.6 Somas Transfinitas
[ ]

Seja & um numero ordinal. Este ntumero pode ser identificado com o segmento [0, &)
de todos os ntimeros ordinais maiores ou iguais do que 0 e menores do que &. O conjunto
[0, &) pode ser munido com uma topologia O, denominada topologia da ordem do segmento

[0, &), a qual é definida a seguir:

Defini¢ao 1.6.1. (Topologia da Ordem) Seja & um nimero ordinal. A topologia do
segmento [0, &) gerada pela familia de todos os conjuntos {x € [0,&): x < «} e {x €
[0,&): x > B}, onde «, B € [0,&] ¢ denominada topologia da ordem do segmento [0,&) e

serd denotada por O.

Uma base da topologia O do segmento [0, &) é dada pela familia de todos os conjuntos
(a, B], onde 0 < ax < B < &.

Na definicao seguinte, X denota um espaco de Banach.

Definicao 1.6.2. Sejam & um nimero ordinal e {x,y}izo ={xy: 0 <y < &} uma sequéncia

transfinita de vetores de X. Ponha x = f,zoxy para a soma da série de elementos
£

v=0
continua S: [1,&] — X, onde [1,&] estd equipado com a topologia da ordem, tal que

{xy: 0 <vy < &} . Dizemos que a série x = X, € convergente se existe uma fungao

S(1)=x0, S(&)=x S(y+1)=S(y)+xy, paratodo vy <E.
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Capitulo

A Forma Fraca do Teorema de Peano e

(Genericidade Algébrica

Contetido
2.1 Introdugao . . . . . . . Lo 17
2.2 Sistemas Biortogonais {;-fundamentais . . . . . . .. ..o 0000 oL L 22
2.3 Espagos de Banach com Quociente Separavel . . . . . . . . . . ... ... ... 24
2.4 Prova do Teorema 2.1.2 . . . . . . . ..o 28
2.5 Prova do Teorema 2.1.3 . . . . . . . . ..o 31

2.1 Introducao

Ao longo deste capitulo, E ou X denotarao espacos de Banach de dimensao infinita.

O Teorema de Peano afirma que se f é um campo continuo de vetores em um espaco
de Banach de dimensao finita, em R™ por exemplo, entao o problema de valor inicial (ou,
problema de Cauchy-Peano) u’(t) = f(u(t)), u(to) = uo admite ao menos uma solugao.
Uma questao natural versa sobre a validade desse resultado em espacos de dimensao
infinita. Infelizmente, essa questao em sua forma mais geral tem uma resposta negativa.
Isto foi constatado pela primeira vez em 1950 por Dieudonné através do trabalho [24], no
qual é apresentado um contra-exemplo para o Teorema de Peano no espaco ¢y, espago das
sequéncias de ntimeros reais que convergem para 0. Entre os anos cinquenta e meados da
década de setenta, outros pesquisadores forneceram valiosas contribuicoes relacionadas a
questao da nao-validade do Teorema de Peano em espacos de dimensao infinita. Faremos
aqui apenas uma breve descri¢ao a respeito do desenvolvimento desse topico. Por exemplo,

em [20] foi provado que se E é qualquer espago de Banach nao-reflexivo entao o Teorema de
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Cauchy-Peano também nao é verdadeiro. Outros contra-exemplos foram estabelecidos em
vérias classes de espagos de Banach. Finalmente, em 1974, a questao foi completamente
resolvida por Godunov em seu trabalho [30]. Nele, Godunov mostra que o Teorema de
Cauchy-Peano é verdadeiro em um espaco de Banach E se, e s6 se, E tem dimensao
finita. Algumas generalizagoes para o resultado de Godunov foram apresentadas nos
contextos dos espagos localmente convexos e dos espagos de Fréchet ndo-normaéveis (veja,
por exemplo, os trabalhos [5], [59] e [74]).

Atualmente existe uma nova linha de pesquisa nessa area, que tem como objetivo
estudar relacoes entre os aspectos estruturais e geométricos dos espagos de Banach e
a forma fraca do Teorema de Peano. A Forma Fraca do Teorema de Peano diz que
se E é um espago de Banach de dimensao finita e f: R x E — E é continua, entao
u’ = f(t,u) tem solu¢do em algum intervalo aberto. Em [75], Shkarin provou que se E é
um espaco de Banach que possui um subespaco complementado com uma base de Schauder
incondicional, entao a Forma Fraca do Teorema de Peano nao é valida em E. Em outras
palavras, existem campos vetoriais continuos f: E — E para os quais a equacao u’ = f(u)
nao tem solugdo em qualquer intervalo aberto. Em [37], Hajek e Johanis generalizaram
este resultado, mostrando que a Forma Fraca do Teorema de Peano nao ¢ valida em
qualquer espago de Banach E que possua um quociente separével de dimensao infinita.

Mais geralmente, eles provaram o seguinte resultado:

Teorema 2.1.1. Seja E um espaco de Banach que possui um subespago complementado
com um quociente separdvel nao-trivial. Entao, existe um campo continuo f: £ — E tal

que a equacao autonoma x' = f(x) nao tem solu¢ao em qualquer ponto.

A hipétese sobre o quociente separavel no Teorema 2.1.1 remete a um dos mais antigos,

e ainda insoluveis, problemas em Anélise Funcional. A saber, o seguinte:

Problema do Quociente Separavel. Em todo espago de Banach E existe um
subespacgo fechado M tal que o quociente E/M é um espaco de Banach separavel de

dimensao infinita?

No caso afirmativo, dizemos que E admite um quociente separével nao-trivial. Hajek

e Johanis [37] também propuseram o seguinte problema (em aberto):

Problema. Dado um espago de Banach E qualquer, existe um campo continuo f: E — E

tal que a a equacao u’ = f(u) nao tem solucdo em qualquer ponto?

O primeiro objetivo deste capitulo consiste em estudar e analisar um tipo de
genericidade de solugoes relativo a Forma Fraca do Teorema de Peano para campos
autonomos em espacos de Banach. A fim de tornar evidente o objeto de estudo e com o

intuito de fixacao de idéias, iremos inicialmente estabelecer algumas definicoes.
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Seja (C(E), Tyue) o espaco localmente convexo de todos os campos vetoriais continuos
sobre E, munido com a topologia linear T,. da convergéncia uniforme sobre conjuntos
limitados. Denote por X(E) o subconjunto de C(E) formado pelos campos vetoriais
f: E — E para os quais a equacao u’ = f(u) nao tem solugcdo em qualquer instante.
E interessante observar que, a priori, ndo ha garantia alguma que K(E) seja um espaco
vetorial. A questao central na qual dedicaremos grande parte do nosso interesse é:
K(E) U{0} contém algum espago vetorial de dimensdo infinita que seja T.-fechado em

C(E)? Este questionamento sugere-nos a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.1.1. Dizemos que uma propriedade (P) € algebricamente genérica para X(E)
se K(E) U{0} contém um espaco vetorial L de dimensao infinita e Ty.- fechado, tal que

(P) wale para todos os campos nao nulos de L.

Antes de enunciar um dos principais resultados deste capitulo, iremos relembrar os

conceitos de subespaco complementado e de base incondicional.

Definicao 2.1.2. Um subespaco F de um espaco de Banach E € dito ser complementado
em B se existe uma projecao linear de E sobre F (i.e., P: E — F linear e sobrejetiva tal

que P(x) = x, Vx € F) limitada.

Definigao 2.1.3. Uma série Y_x, em um espaco de Banach E € incondicionalmente
convergente se ) €nXn converge para quaisquer escolhas de sinais €, = £1. Além disso,
uma sequéncia basica (x,) € dita incondicional se para cada x € spani{x,: n € N}, sua

expansao x = Y_AnX, converge incondicionalmente.
O resultado principal deste capitulo é o seguinte:

Teorema 2.1.2. Seja E um espaco de Banach e suponha que E contém um subespaco
complementado com uma base de Schauder incondicional. Entao a propriedade da nao

validade da Forma Fraca do Teorema de Peano € algebricamente genérica para K(E).

A prova deste teorema consiste na utilizacao de um método conhecido que pode ser
encontrado, por exemplo, em [14]|. Tal metodologia é padrao e é denominada Técnica do
Vetor Mae. Utilizando esta técnica, faremos uma manipulacao de um certo elemento de
X(E), o chamado vetor mae, com o objetivo de construir um operador injetivo e continuo
T: ¢ — C(E). Continuando com a utilizacao desta técnica padrao, mostraremos que
T(6) e C X(E) U{0}. Para o nosso teorema, o vetor mae é fornecido por um resultado
de Shkarin, provado em [75] ( veja o Lema 2.4.1). Convém mencionar que o Teorema 2.1.2
generaliza o Teorema 2.1 de [14] e que apesar de os dois teoremas utilizarem a mesma
técnica, os detalhes da prova do Teorema 2.1.2 sao realizados de uma maneira diferente.

O segundo objetivo do capitulo é estabelecer uma (aparentemente nova) caracterizagao

de espacos de Banach com quocientes separaveis. Tal caracterizagao remete a uma noc¢ao
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generalizada de sequéncias basicas de Schauder relativamente a topologia o(E*, E) (veja
[45, Definigao II.1]).

-

Definicao 2.1.4. Seja & um ndmero ordinal. Uma sequéncia transfinita (fo)ace C E* €

dita ser um referencial transfinito de Schauder na topologia fraca* se:

(i) Para cada y* € span” {fy: o« < &}, existe uma sequéncia transfinita de escalares
(aa(Y))ace € ool&) tal que y* =} _; aa(y*)fa, com a convergéncia desta série

na topologia fraca* o(E*, E), isto é, para cada x € E temos

x—E

lim ( Z a,fy,x) = (y*,x).
=0

(71) (fo)ace admite uma sequéncia transfinita (ey)q<s de vetores biortogonais em E.

Vamos entao enunciar o segundo resultado principal deste capitulo.

Teorema 2.1.3. Um espago de Banach E admite um quociente separdvel nao-trivial se,

e somente se, E* possui um referencial transfinito de Schauder na topologia fraca*.

O Teorema 2.1.3 foi provado primeiramente por Johnson e Rosenthal em [45], no
contexto das sequéncias béasicas fraca*. Neste contexto, o Teorema 2.1.3 é também
consequéncia do Teorema 3 do artigo [78|, de Sliwa. A prova do Teorema 2.1.3 sera
dada na Secao 2.5, e é baseada em técnicas de espacos barrelados. Também discutiremos
algumas consequéncias do Teorema 2.1.3 e revisitaremos alguns resultados conhecidos.

Voltando a questao da anélise de relagoes entre aspectos estruturais e geométricos de
espacos de Banach e a forma fraca do Teorema de Peano, como consequéncia imediata
do Teorema 2.1.3 acima enunciado e do Teorema 8 de Hajek e Johanis [37], obtemos o

seguinte interessante resultado.

Corolario 2.1.1. Suponha que E* possui um referencial transfinito de Schauder na
topologia fraca*. Entao existe um campo vetorial continuo f: E — E tal que u' = f(u)

nao possui solucao em qualquer ponto.

Este corolario ¢ uma resposta parcial para o problema proposto por Hajek e Johanis
em [37], o qual foi descrito acima. Em outras palavras, este corolario ¢ uma resposta
parcial para a seguinte conjectura sobre EDQO’s em espacos de Banach, proposta por
Héajek e Johanis em [37].

Conjectura 2.1.1. Seja E um espaco de Banach de dimensao infinita. Entao existe um

campo vetorial continuo f: E — E tal que u = f(u) nao possui solucao em qualquer ponto.
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O capitulo 2 esta estruturado da seguinte forma: Na Secao 2.2, faremos os devidos
preliminares abordando nogoes e resultados basicos acerca da teoria de espagos de Banach
com énfase em sistemas biortogonais, bases de Schauder, sequéncias bésicas e espagos
barrelados. Na segao 2.3, faremos uma exposicao do classico (e ainda aberto) Problema
do Quociente Separavel em espagos de Banach. Em seguida, apresentaremos algumas das
importantes contribuicoes para o problema. Na mesma se¢ao, também provaremos um
lema auxiliar (Lema 2.3.5) que nos servira de suporte para a demonstragao do Teorema
2.1.3. Além do carater auxiliar, destacamos sua utilidade em uma nova demonstracao de
varios resultados conhecidos sobre o tema.

Finalmente, nas segdes 2.4 e 2.5 demonstraremos os Teoremas 2.1.2 e 2.1.3

respectivamente.
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2.2 Sistemas {;-fundamentais
[ ]

Antes de definir sistemas biortogonais {;-fundamentais, fagamos um breve comentario
sobre somas indexadas por um conjunto arbitrario. Se I' ¢ um conjunto qualquer de indices

e a, € R, é dado para cada « € I', definimos

Z a, = sup { Z Ay rcre ﬁnito}.
ael

xel

Se Z a, < +00, entao o conjunto {oc el ay> 1/n} é finito, para todon € N. Assim,
xel

{ocerz aa;«éO}:g{aEF: aa21/n}

¢ finito ou enumeréavel.

Definigao 2.2.1. Um sistema biortogonal {x«; X} aer C X X X* € dito ser {;-fundamental

se o espago vetorial

{xex: Y il < oo}

xerl

for denso em X com relacao a topologia original 7.

Observacgao 2.2.1. Note que todo sistema biortogonal fundamental € €, -fundamental. De

fato, basta notar que

span{xy: x € I'} C {x e X: Z x5 () || xa|| < oo}.

xerl

A motivacido para os sistemas biortogonais {;-fundamentais vem do trabalho de Sliwa
[78], concernente ao problema do quociente separavel em espagos de Banach. La, o autor
aborda o conceito de sequéncias fortemente normais no dual de um espag¢o de Banach X
e relaciona a existéncia de uma tal sequéncia com a existéncia de um quociente separavel

nao-trivial em X. Discutiremos isso a seguir com mais detalhes.

Seja X um espago de Banach e seja S(X*) ={f € X*: ||f||x- = 1}.

Definicao 2.2.2. Uma sequéncia (fn) C S(X*) € dita ser:

(i) normal em X* se limy 0o fn(x) = 0 para todo x € X.

(ii) fortemente normal em X* se o subespago {x € X: > >° | [f(x)] < oo} € denso em X.

Claramente, toda sequéncia fortemente normal em X* é normal. Em [78], o autor
usou a nocao de sequéncias fortemente normais para caracterizar espacos de Banach com

quocientes separaveis. Daremos uma maior énfase sobre isso na proxima segao.
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Encerramos esta secao com o seguinte resultado auxiliar. Ele versa sobre os conhecidos

espagos de Schur, e a demonstragao é elementar.

Proposicao 2.2.1. Seja X um subespago nao necessariamente fechado de um espaco de
Banach E. Suponha que X seja um espago de Schur (isto é, toda sequéncia fracamente

convergente em X, converge fortemente). Entio X é Schur.

Demonstracio. Seja () C X uma sequéncia fracamente nula. Entdo para cada inteiro
k > 1 podemos achar uma sequéncia (v¥); C X tal que |[[vF —uy|| — 0 quando i — oo.

Assim, para todo k, existe vi € {vf: i € N} tal que [[v} —wu| < 1/k. Isto e o Coroléario

k

2.5 em [28] implicam que (v§ ) € uma sequéncia fracamente (e assim fortemente) nula em

X. Portanto ||uy|| — 0 quando k — oo. O
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2.3 Espacgos de Banach com Quociente Separavel
|

Conforme ja mencionado, o Problema do Quociente Separével questiona se todo espago
de Banach E possui um quociente separavel. Mais especificamente, se sempre existe um
subpsaco fechado de dimensao infinita M C E tal que o quociente E/M é linearmente
isomorfo a um espaco de Banach separavel. Doravante, faremos uma breve exposicao
sobre o problema, bem como de algumas das notéveis contribuigoes. Ao longo desta
segao, E serd um espago de Banach com norma || - || e E* o correspondente espaco dual.
Inicialmente, convém observar que E/M ¢é isomorfo a um espago separavel se, e somente
se, existe um espaco de Banach separavel X e uma aplicacao linear, continua e sobrejetiva
T: E — X. Esse problema foi formulado essencialmente por Banach e Pelczynski, e
permanece em aberto até os dias de hoje. Existem muitos casos especiais de espacos de
Banach que possuem quocientes separaveis nao-triviais. Por exemplo, espacos separaveis
ou reflexivos gozam dessa propriedade. Convém destacar os seguintes resultados que estao

entre as mais importantes e recentes contribui¢oes para o problema.

Teorema 2.3.1 (Johnson and Rosenthal [45]). Todo espago de Banach cujo dual contém
um subespaco de dimensao infinita com dual separdvel possui um quociente separdvel

nao-trivial.

Teorema 2.3.2 (Hagler and Johnson [36]). Todo espaco de Banach cujo dual contém

uma sequéncia basica incondicional possui um quociente separdvel nao-trivial.

Teorema 2.3.3 (Argyros, Dodos and Kanellopoulos [6]). Todo espago de Banach dual

possut um quociente separduvel.

O leitor interessado em mais detalhes sobre o problema podera consultar o artigo
survey de Mujica [60], bem como as referéncias contidas la para outras contribui¢oes do
género. No recente artigo [78], Stiwa caracterizou espagos de Banach admitindo quocientes
separaveis, como aqueles cujo dual possui o(E*, E)-sequéncias basicas; equivalentemente,
admitindo sequéncias fortemente normais. Mais precisamente, inspirado primordialmente
pelas técnicas de Johnson e Rosenthal desenvolvidas em [45], ele provou o seguinte

resultado.

Teorema 2.3.4. (Stiwa) Para um espago de Banach E, as sequintes afirmag¢oes sao

equivalentes:
(i) & possui um infinito-dimensional quociente separdvel.

(ii) E* possui uma sequéncia fortemente normal.
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(iii) (E*, o(E*,E)) possui uma o(E*, E)-sequéncia bdsica.

Recordemos de [78], mais uma vez, que uma sequéncia normalizada (x}) C E* é dita
ser fortemente normal se o espaco vetorial {x e E: Y 27 Ixi(x)] < oo} ¢ norma-denso
em E. Stiwa também forneceu uma demonstracao direta que o dual de todo espaco de
Banach WCG (weakly compactly generated, em inglés) admite uma tal sequéncia.

O principal resultado desta secao é o teorema seguinte, que serd uma das principais

ferramentas na prova do Teorema 2.1.3.

Teorema 2.3.5. Se E x E* possui um sistema biortogonal {;-fundamental {xq; X} }aer,

entao B possui um quociente separdvel nao-trivial.

Demonstragao. Denote por ||-|| a norma de E. Podemos supor, sem perda de generalidade,
que ' = N. Dai, {x € E: 3 7, [x:(x)||[xn]| < oo} & denso em E. Denotemos por Z
este espaco. Suponha, por contradicao, que E nao contém qualquer quociente separavel
nao-trivial. Por [60, Teorema 4.1, p. 317|, &; nao é isomorfico a um subespago de E. Além
disso, pela Proposi¢ao 4.6.5 em [18], todo subespago proprio denso de E é barrelado.

Podemos assumir que Z é um subespaco proprio de E, e assim, Z sera barrelado. Nosso

objetivo é mostrar que a aplicagao linear S: (Z,|| - ||) — (&, ]| - |l¢;) dada por S(x) =
(x5 (x)]|%n]|)nen € continua. Para isto, suponha primeiro que w, — w em (Z, || - [|) e
S(ug) — vem (€1, - |l¢). Escreva v = (v,). Seja m € N fixado arbitrariamente.

Tomando o limite quando k — oo na desigualdade

[e o]
i () [Xoml | = Vinl < e (W) x| = vl = (1S (wic) = v][e,,
n=1
obtemos a igualdade x} (u)||Xm| = V. Como m é arbitrério, isto por sua vez implica

que S(u) = (x5 (W)||xnl]) = (vn) = v. Isto mostra que S tem grafico fechado em (Z, || -

1) % (€1, - []e;). Assim, S é uma aplicagao linear fechada e entao, pelo Teorema 1.5.1, é
continua.
Seja agora X: = span{x,: n € N}. Claramente {x,} ¢ uma base de Hamel para X e

{x:} s@o os correspondentes coeficientes funcionais. Em particular, temos

Il < D ha(llxall <00, Vx=) xi(x)xn € X, (2.1)
n=1

n=1

Sabemos que {(I") tem a propriedade de Schur ( isto é, toda sequéncia fracamente
convergente em {;(I"), converge fortemente). Dai, segue diretamente da continuidade de S

e de (2.1) que (X,|| - ||) tem a propriedade de Schur. Pela Proposi¢ao 2.2.1, X" também

tem a propriedade de Schur. Em vista do cléassico {;-teorema de Rosenthal (veja [69]), o

25



espaco (X, || - ||) e entdo E contém um subespaco isomorfico a €;. Esta contradicio prova

o resultado. O

Finalizamos esta secao observando algumas consequéncias do Teorema 2.3.5, dentre

as quais varios resultados conhecidos sobre quocientes separaveis.

Corolario 2.3.1. Todo espago de Banach com um sistema biortogonal fundamental possui

um quociente separdvel nao-trivial.

Vale a pena mencionar que existe uma abundéancia de espacos de Banach que admitem
sistemas biortogonais fundamentais, incluindo (. (I"), WLD, WCD ou WCG-espacos, e
outros espagos (cf. [83]).

Proposicao 2.3.1. Seja E um espagco de Banach cujo dual contém um subespaco com

dual separdvel. Entao E* tem uma sequéncia bdsica fraca*.

Demonstracao. Seja Y um subespaco de E* com dual separével Y*. Entao existe uma
sequéncia normalizada (uf) C Y C E* que é uma sequéncia fracamente nula. Como Y*
*

¢ separavel, segue por um resultado de Johnson-Rosenthal [45, Teorema I11.3], que (uf)

contém uma subsequéncia bésica (shrinking) fraca* . O

Observacgao 2.3.1. Observe que E* tem um subespaco com dual separdavel quando E* €
Asplund, contém um subespaco reflexivo ou uma copia isomorfica de co. A Proposi¢ao
2.3.1 é uma resposta parcial bem conhecida para a SQP, veja [45, Observagao I11.5].
Parece ser quase a melhor possivel, desde que € sabido (veja [60, Teorema 4.2]) que se E*

tem um subespaco isomorfico a &y, entao E tem um quociente isomorfico a ¢y ou {s.

O seguinte resultado produz informagao quantitativa sobre espagos cujos duais

possuem uma sequéncia béasica incondicional.

Proposicao 2.3.2. Seja E um espago de Banach cujo dual possui uma sequéncia bdsica

incondicional. Entao uma das sequintes afirmagoes € vdlida:
(i) B contém um subespago isomorfico a ;.
(ii) E* contém um subespago com dual separdvel ou uma cdpia isomorfica de €.

Demonstragao. Isto segue de um resultado classico de James |28, Corolario 6.36]. De fato,
seja (u,) uma sequéncia basica incondicional em E*. Seja R: = span{u,: n € N}. Entao
ou R é reflexivo, contém um subespaco isomoérfico a €4 ou contém um subespaco isomorfico
a cp. Suponha que (i) nao é valido. Entao, por um resultado de Bessaga-Petczyniski |36,
Teorema 4|, E* nao contém uma copia isomorfica de ¢y. Entao, ou E* contém um espago

reflexivo separavel cujo dual é separavel ou contém uma copia isomoérfica de €. 1
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A seguinte consequéncia direta da Proposicao 2.3.2 foi originalmente provada por

Hagler and Johnson [36]. Uma prova alternativa foi dada em [6].

Corolario 2.3.2. Se E* tem uma sequéncia bdsica incondicional, entao E possui um

quociente separdvel nao-trivial.

Convém mencionar que Argyros, Dodos e Kanellopoulos mostraram em [6] que o bidual
de um espaco de Banach separével com dual nao-separavel admite uma sequéncia basica
incondicional. Usando este fato e resultados acima, estamos também habilitados a oferecer

uma prova ligeiramente diferente do seguinte resultado provado primeiramente em |[6]:
Corolario 2.3.3. E* tem um quociente separdvel nao-trivial.

Demonstracao. Se E* tem a propriedade de Radon-Nikodym, entao E é Asplund. Assim
E* possui um sistema biortogonal fundamental (cf. [83, Theorem 7.13]. Pelo Teorema
2.3.5, E* tem um quociente separavel. Suponha agora que E* nao tem a propriedade de
Radon-Nikodym. Logo, E** contém uma sequéncia bésica incondicional. Pelo Corolério

2.3.2, E* tem um quociente separavel nao-trivial. O

Observacgao 2.3.2. Note que se E pode ser aplicado sobrejetivamente em um espaco de
Banach dual, por uma aplicagao linear continua, entao, pelo Coroldrio 2.3.3, seque que E
tem um quociente separavel nao-trivial.

A exposicao prévia nos permite formular o seguinte problema .

Problema. O Teorema 2.1.3 continuaria verdadeiro se a condicao (ii) da Defini¢ao 2.1.4

fosse retirada?
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2.4 Prova do Teorema 2.1.2

Conforme ja mencionamos na introducao deste capitulo, esta prova utiliza um método
padrao conhecido como Técnica do Vetor Mae. Vamos entao provar o Teorema 2.1.2.
Por hipoétese, E possui um subespago complementado X com uma base de Schauder
incondicional {en, ;}7° ;. Como X é complementado, existe uma proje¢ao linear limitada
P: E — X. Decomponha N como N = U N;, onde cada N; tem cardinalidade |N;| = co e

i>1
Ni NNj; = @ se 1 # j. Por convencao, escrevemos Ny = N. Seja X; = span{e,: n € Ni}.

Defina, para cada i € N, a i-ésima projecao m;: X — X; por

m(x) =) (el )n(x)en, x € X, (2.2)
n=1
onde (ef Jn(x) = er(x) sen € Nie (e} )n(x) =0sen ¢ N;. Como{e,: n € Ni} & uma base
de Schauder incondicional para X;, segue que 7;(x) estd bem definido e sup;ey ||| < oo.
Também, note que X; = m(X). Convém mencionar que esta construcao feita acima é
padrao e pode ser encontrada, por exemplo, em [16].
Uma ferramenta fundamental para esta demonstracao é o seguinte resultado de

Shkarin, cuja prova pode ser encontrada no Corolario 1.5 de [75].

Lema 2.4.1. (Shkarin) Seja Y um espago de Banach com um subespa¢o complementado
que possui uma base incondicional. Entao, para cada « € (0,1) e € > 0 fizados, existe

f: Y =Y tal que
(i) |[f(y)|| <2, para todoy €Y.
(i) ||f(x) —f(y)|| < €||x —y||* para todo x,y €Y.
(iii) A equagio u' = f(u) nao tem solu¢iao em qualquer intervalo da reta real.

Agora fixe o € (0,1). Segue, do Lema 2.4.1, que para cada 1 € N existe um campo
vetorial fi: X; — X; satisfazendo as condicoes (i), (il) e (ii1) acima. Seja h;: E — E um

campo vetorial continuo dado por
hi(X) = fi(T[i(PX)), x € E.

Para cada (a,) € {;, defina o campo vetorial f(,,): E — E por
[e0]

flan(x) =) ahi(x), x€eE

i=1
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Um célculo simples mostra que f,,) = 0 se, e s6 se (a,) = 0. Além disso, é facil ver que
1flan (%) = flan W < Cllx —ylI*,  ¥x,y € E,

onde

&
¢ = (supImliPh) i@l
ieN
Assim, é valida a seguinte proposi¢ao.

Proposicao 2.4.1. A aplicacao linear T: &y — C(E) dada por

T((an)) = flan (2.3)

esta bem definida, € injetiva e continua.

Segue entao, da Proposicao 2.4.1, que T(£;) é algebricamente isomorfo a £;.

Afirmacao 1. T(¢) C KX(E) U{0}.
De fato, seja (a,) € £\ {0}. Entdo a,, # 0 para algum inteiro m > 1. Suponha, por
contradi¢ao, que T((a,)) € K(E). Entao existe um intervalo aberto I C R tal que a EDO

u'(t) = o, (u(t)) (2.4)

tem uma solugao wem I. Defina a funcao vetorial v: I — X, por v(t) = (t,oP)(u(t/an)).

Vamos mostrar que
V(1) = fn(v(t), Vtel

De fato, seja w(t) = P(u(t/an)). Entao v(t) = m,(w(t)), e assim
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Assim, v/(t) = f,,(v(t)) para todo t € I. Mas isto contradiz o fato de que para o campo
fm, a Forma Fraca do Teorema de Peano nao vale em X,,. Esta provada a Afirmacao 1.

Agora vamos provar que a inclusao dada pela Afirmacao 1 pode ser mais refinada.

Afirmacio 2. T(G) ¢ K(E) U0l
—

De fato, se h € T({;)" entdo existe um sequéncia x, = (aX)®

n)nzl

€ {; tal que
> akf (7, (Px))}2, Tyc-converge para h em Be. Do Lema de Shkarin sabemos que

fi(0) # 0. Dai um calculo simples mostra que
a® — mPh(0)/f(0) para todo i.
Seja a; = m;Ph(0)/fi(0). Segue que
mPh(x) = a;fi(7Px) para todo x € E.
Portanto, se (por contradi¢ao) u/(t) = h(u(t)) em algum instante t entao fixado um

inteiro i > 1, v(t) = mP(u(t/a;)) satisfaz v'(t) = fi(v(t)). Isto contradiz o lema de

Shkarin e encerra a prova do teorema.
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2.5 Prova do Teorema 2.1.3

Se E tem um quociente separavel nao-trivial, entao por |78, Teorema 3|, E* contém uma
sequéncia basica fraca*. Reciprocamente, suponha que (fy)q<¢ € um referencial transfinito

de Schauder na topologia fraca* em E*. Sejam X e Y os seguintes espacos vetoriais:

X = span{e(x: o< 6},

Y =span™ {fy: o < &}

Denote por X" e Y| os aniquiladores de X e Y, respectivamente. Em virtude da Definicao
2.1.4, & facil ver que X' N'Y = {0}. Como (X + YL)T = (X U YL)T = X" NY, segue de
uma aplicacao classica do teorema de Hahn-Banach, que X + Y, é norma-denso em E.
Seja Z = {x € E: Y o, Ifa(x)l]ex]| < 00}. Como X+ Y, C Z segue que Z ¢ denso em
E. Assim, {ey; falace € um sistema biortogonal {;-fundamental para E. O resultado segue

entao do Teorema 2.3.5. O
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Capitulo

Aproximacao Fraca de Pontos Fixos

Contetido
3.1 Introdugdo . . . . . . L. 32
3.2 A w-AFPP em Espagos de Dimensao Enumeravel . . . . . . . . . . . ... .. 35
3.3 Alguns critérios de falha para a w-AFPP . . . . . . ... .. ... 37
3.4 Existéncia de Sistemas Biortogonais (s)-Equicontinuos . . . . . . . . . . . . .. 40
3.5 Existéncia de Sistemas Biortogonais Equicontinuos . . . . . . . . . . . ... .. 43
3.6 Um Problema Inverso Relativo a w-AFPP . . . . . . . ... . ... ... ... 46
3.7 Sobre a w-AFPP em F-espagos com Bases Absolutas . . . . . . . . . ... ... 50

3.1 Introducao

Seja E um espago de Banach e considere o problema de Cauchy-Peano

u =f(t,u), tel, u(ty)=uyckE, (3.1)

onde I C R é um intervalo aberto e f: I x E — E é um campo continuo. Sob condigoes
razoaveis em f, pode-se mostrar que solugoes para a equacao (3.1) correspondem a solugoes
da seguinte equacao integral

t

u(t) =ug +J f(s,u(s))ds

to

que em particular, sao pontos fixos do operador F(u)(t) = uﬁ-ﬁo f(s,u(s))ds. Conforme
visto no capitulo anterior, nem sempre a equacao (3.1) possui solucgao.

Uma questao natural que pode ser formulada é se existe uma sequéncia de fungoes
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vetoriais (u,) tal que

uﬂ—J (s, un(s))ds — 1o — 0,

to
ou equivalentemente, u, — F(u,) — 0 em C(I, E).

O objetivo deste e do proximo capitulo é realizar um estudo sobre a existéncia de
aproximacgoes de pontos fixos. Especificamente, este capitulo é dedicado & aproximacao
fraca de pontos fixos. A seguir providenciaremos alguns preliminares necesséarios ao estudo
proposto acima.

Dizemos que um espaco vetorial topologico (X, T) possui a propriedade da aproximacao
forte de pontos fixos (s-AFPP) se sempre que C C X for limitado, fechado e convexo e
f: C — C for uma aplicacdo continua, entdo existe uma sequéncia (x,) C C tal que
Xn — f(xn) — 0 com respeito a topologia T. Mais geralmente, diremos que X possui a
propriedade da aproximacao fraca de pontos fixos (W-AFPP) se for possivel obter uma
sequéncia (x,) em C tal que a convergéncia acima ocorra com relacao a topologia fraca
de X. A motivacao primaria para essas nocoes vem da cléassica propriedade do ponto fixo
estabelecida por Brouwer (ver [26]) em espagos de dimensao finita, e neste contexto essas
nocgoes sao equivalentes. Uma segunda, e mais importante motivacao para o estudo da
w-AFPP (bem como da s-AFPP) vém do seguinte resultado:

Teorema 3.1.1 ( [57]). Seja (X, || - ||) um espago normado. Suponha que C C X é uma
subconjunto convexo e nao-compacto. Entao, existe uma aplicacao Lipschitz f: C — C tal
que

inf [x = f(x)[| > 0.

Mediante esse resultado, um questionamento natural é o seguinte: Sob que
circunstéancias, existe uma sequéncia (x,) C C tal que x, — f(x,) — 0 (ou, — 0) em
X?

A nogao de w-AFPP foi introduzida em [7] a partir do questionamento acima. La
alguns resultados iniciais foram delineados, e desde entao varios outros avangos tem sido
obtidos (cf. [7-9,46]). A seguir, daremos um breve panorama dos resultados obtidos
até o presente momento. Primeiramente, foi provado em |[7], que todo subconjunto
convexo e fracamente compacto de um espaco de Banach, possui a w-AFPP. Depois, foi
mostrado, em [8], que os espagos de Apslund também possuem a w-AFPP. Recentemente,
Kalenda em [46] deu um caracterizacao da w-AFPP em espagos de Banach, generalizando
os resultados prévios: Um espago de Banach tem a w-AFPP se, e s6 se, ele nao
contém uma copia isomorfa de €;. A abordagem de Kalenda é baseada em uma fina
analise sobre a relagao entre aspectos estruturais/topologicos de espagos de Banach e

a propriedade de Fréchet-Uryshon de certos conjuntos munidos com a topologia fraca.
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Em [9], esta abordagem foi ampliada para incluir o estudo da w-AFPP em espagos
abstratos, principalmente em espacos localmente convexos e metrizaveis. O papel central
é desempenhado pelas {;-sequéncias. Em particular, o seguinte resultado foi demonstrado
em [9] .

Teorema 3.1.2. Sejam X um espago de Banach, C C X um conjunto convezxo limitado e
F: C — C wma aplicacdo demicontinua. Suponha que C ndo contém uma copia isomorfica

de {;. Entao, existe uma sequéncia (u,) em C tal que w, — F(u,) — 0 em X.

Observacgao 3.1.1. O Teorema 3.1.2 serd utilizado para provar o principal resultado do
Capitulo 5.

Um dos dois principais objetivos deste capitulo ¢ estudar algumas relagoes entre
sistemas biortogonais, topologias vetoriais e a w-AFPP. Inicialmente, provaremos que
a topologia Tspc (veja a Observagao 1.2.1 no Capitulo 1) em um espago vetorial
com dimensao infinita-enumerével é a tnica topologia localmente convexa de Hausdorff
completa que goza da w-AFPP. Para provar isto, utilizaremos um resultado de Kalton [47]
que, entre outras coisas, trata de aspectos estruturais de espacos localmente convexos
de dimensao enumeravel. Depois, apresentaremos um simples critério para que um
espaco localmente convexo de dimensao infinita possua uma {;-sequéncia, sendo tal
critério relacionado com sistemas biortogonais fortemente equicontinuos. Em seguida,
serao estabelecidos dois resultados sobre a existéncia de tais sistemas. O primeiro se
refere a existéncia de topologias vetoriais mais finas tendo como condicao prescrita
a existéncia de sistemas biortogonais fortemente equicontinuos, sendo a existéncia de
sistemas biortogonais equicontinuos uma condicao suficiente para isso. O segundo
trata da existéncia de sistemas biortogonais equicontinuos. Esses resultados mostram
a importancia de estudar relagdes entre sistemas biortogonais e a w-AFPP. Seguindo
este pensamento, também abordaremos o problema inverso de provar a existéncia de
boas topologias vetoriais que gozem da w-AFPP. Provaremos que todo espaco vetorial
de dimensao infinita admite uma topologia vetorial Hausdorff, nao-localmente convexa,

completa e ndo-metrizavel, a qual possui a w-AFPP.
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3.2 A w-AFPP em Espacos de Dimensao Enumeravel

Iniciamos com a seguinte proposicao.

Proposicao 3.2.1. Seja (X,T) um espaco de Hausdorff, localmente convero,
sequencialmente completo e com dimensao infinito-enumerdvel. Suponha que C € um
subconjunto ndao-vazio, convexo e limitado de X. Entdao toda aplicacio f: C — C que €

T-to-weak sequencialmente continua possui uma sequéncia que T-aproxima pontos fixos.

Demonstracao. De fato, segue do Teorema 1.4 em [47] que C estd contido em um

subespago finito-dimensional de X. Assim, o resultado segue do Teorema 2.1 em [9],

o qual acarreta que 0 € {x — f(x): x € C} G(X’X*), onde o(X, X*) denota a topologia fraca
de X. O

E claro que existem topologias sequencialmente nao-completas com a W-AFPP e sem

a w-AFPP. Surge entao a seguinte questao.

Questao 3.2.1. Sob que condicoes um espaco localmente convexo com dimensao

infinito-enumerdvel e com a w-AFPP ¢ sequencialmente completo ¢

Nosso primeiro resultado principal (Teorema 3.2.1 abaixo) é uma tentativa de obter
respostas para esta questdao. Sua prova é baseada em um resultado ( Teorema 3.2.2
abaixo), que afirma ser a topologia Tspc (veja a Observacao 1.2.1 no Capitulo 1) a
tnica topologia localmente convexa Hausdorff completa sobre X. Seja co 0 espaco das
sequéncias eventualmente nulas de escalares. Os esforcos para responder a Questao 3.2.1

acima devem levar-nos a uma resposta para a seguinte questao.

Questao 3.2.2. Quais sao as topologias vetoriais Hausdorff sequencialmente completas

sobre ¢ ?

Teorema 3.2.1. Seja X um espaco vetorial com dimensdo infinito-enumerdvel. Entdo
a topologia Tsrc (veja a Observagio 1.2.1 no Capitulo 1) sobre X é a unica topologia

Hausdorff, localmente convexa e completa com a w-AFPP.

Demonstracao. A prova do teorema é uma consequéncia da Proposicao 3.2.1 e do seguinte

resultado geral.

Teorema 3.2.2. Seja X um espaco vetorial com dimensao infinito-enumerdvel. Entao a

topologia Tsc € a unica topologia localmente convera Hausdorff completa sobre X.

Observacao 3.2.1. Em particular, a topologia Tspc € a unica topologia localmente

convera Hausdorff completa sobre um espago vetorial com dimensao infinito-enumerdvel
a gozar da w-AFPP.
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Antes de provar o Teorema 3.2.2, precisamos do seguinte lema.

Lema 3.2.1. Seja X um espago localmente convexo Hausdorff e sequencialmente completo.
Se X tem dimensao infinito-enumerdvel, entao toda aplicagao linear de X em qualquer

espago vetorial topologico é continua.

Demonstracao. Seja T uma aplicagao linear de X sobre um espaco vetorial topologico L.
Para mostrar que T é continua, é suficiente mostrar que, se (xy) é uma rede convergindo
para zero, entao T(x,) converge para zero. Pelo Teorema 1.4 — (i) em [47], obtemos
que (xy) esta contida em um subespaco finito-dimensional N de X. Por outro lado, pelo

Teorema 3.4 em [71], segue que T’N é continua. Portanto, T(x,) converge para zero. [

Agora, vamos provar o Teorema 3.2.2. Suponha que T é uma topologia localmente
convexa Hausdorff completa sobre X. Sejam E um espago de Banach arbitrarioe T: X — E
uma aplicacao linear fechada. Segue do Lema 3.2.1 que T é continua. Assim, pelo Teorema
8 em [44], X é barrelado. Por outro lado, o resultado da péagina 97 de [?], relativo
a unicidade de topologias completas barreladas em espacos com dimensao enumeravel,

acarreta que T é a topologia Tgr,c. Isto encerra a demonstracao. O

Agora, vamos apresentar uma outra consequéncia do Teorema 3.2.2. Seja (e;) uma

*

base de Hamel infinito-enumeravel para X, e sejam (e

) os correspondentes coeficientes

funcionais. Seja (0, 1]V o conjunto de todas as sequéncias (wj;) tais que 0 < w; < 1, para
todo 1 € N. Seja ¢: (0,1] — (0,00) uma funcao continua tal que lim;_,o @(t) > 0. Para

cada w € (0,1]N, defina a norma || - ||, sobre X por

HXH(,U :Zm) XEX.

i=1
Vamos denotar por T(X, (0, 1]V) a topologia localmente convexa induzida pela familia
o w e (O,]]N}.

Segue de [12] que T(X, (0,1]Y) é completa e Hausdorff. De posse do Teorema 3.2.2,

obtemos o seguinte resultado.

Corolario 3.2.1. Seja X um espago vetorial com dimensao infinito-enumerdvel. Entao

T(X, (0, 1Y) coincide com a topologia Tsrc de X.
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3.3 Alguns Critérios de Falha para a w-AFPP

As {;-sequéncias, definidas abaixo, desempenham um papel fundamental na analise da

validade da w-AFPP em certos espagos.

Definicao 3.3.1. Um espaco vetorial topologico X € dito ter uma €;-sequéncia se existe

uma sequéncia (x,) C X tal que a aplicagdo linear candnica Ty: 1§ — X dada por
o0
To ((tn)) = Ztix'u (ta) €8
i=1

¢ um isomorfismo sobre sua imagem, onde {§ denota o subespago de €&; formado pelas

sequéncias eventualmente nulas.

O seguinte resultado, cuja prova esta contida na demonstragao do Teorema 3.3 de [9],
nos fornece uma interacao entre aspectos estruturais de espagos abstratos e a w-AFPP,

como ja ocorre com espacos de Banach.

Teorema 3.3.1. Sejam X um espaco localmente convexo de Hausdorff e C C X um

subconjunto nao-vazio, limitado, convezo e fechado. Entao, valem as sequintes afirmagoes:

(i) Se C tem a w-AFPP hereditaria (isto é, se cada subconjunto nao-vazio, convero e

fechado de C tem a w-AFPP), entao C nao contém {;-sequéncias.

(ii) Se X € metrizavel, entao C tem a w-AFPP hereditdria se, e sé se, C nao contém

£ -sequéncias.
Antes de apresentar nosso préximo resultado, precisamos de uma definicao.

Definicao 3.3.2. Dizemos que uma sequéncia (f,) C X* € (s)-equicontinua quando o

conjunto
{Z Efi:me N, & € {—1, 1}} .
i=1

€ equicontinuo em X*.  De modo andlogo, podemos definir sistemas biortogonais

(s)-equicontinuos como aqueles cujos coeficientes funcionais sao (s)-equicontinuos.
Apresentamos agora a

Proposicao 3.3.1. Seja X um espaco infinito-dimensional e localmente convexo. Suponha
que X possui um sistema biortogonal enumerdvel e limitado, cujos coeficientes funcionais

sao (s)-equicontinuos. Entao X possui uma £;- sequéncia e nao vale a w-AFPP em X.
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Demonstracao. Seja {Un, U ey um sistema biortogonal limitado em X x X* tal que os
coeficientes funcionais associados, (1), sd@o todos s-equicontinuos. Agora, vamos fazer

uma afirmacao.

Afirmagao 3.3.1. A aplicagio linear canonica Ty: £ — X dada por

Z aily, ) € 2

¢ um isomorfismo sobre sua imagem Y = Ty(£9).

Vamos provar esta afirmacao. E claro que Ty é continua. Note que se p é uma seminorma

continua em X, temos que
(Z aluq) < sup p(u)(ay
i=1

Seja S: Y — § a inversa de Ty, a qual é dada por

x) =S (Zur(xm) D= (ui(x), xeV
i=1

Dado € > 0 segue, da hipdtese de equicontinuidade sobre (u}), que existe uma vizinhanga
U de 0 em Y tal que

<e Vm, (&) e{-T1,1L

Z gy (x

sup
xeu

Segue entao que ||So(x)||¢, < € para todo x € U, e assim Sy é continua, o que encerra a

prova da Afirmacao 3.3.1.

Segue da afirmacao anterior que (w,) é uma {;-sequéncia para X. Portanto, pelo Teorema
3.3.1, X nao possui a w-AFPP. O

Proposicao 3.3.2. Seja X um F-espaco com uma sequéncia bdsica (w,). Suponha que

(un) € equivalente a base canénica de &y. Entao X nao possui a w-AFPP.

Demonstragao. Seja (e;) a base canonica de {;. Pelo Teorema 2 de [4], existe um
isomorfismo T: {; — span(w,) tal que T(e;) = u; para cada i. Denote por C o conjunto
convexo T(By, ), onde By, ¢ a bola unitaria de {;. Segue, da Proposi¢do 4 em [44],
que C é limitado. Também, como a inversa S de T aplica sequéncias de Cauchy em
sequéncias de Cauchy, segue que C é fechado. Segue, do Teorema 2 em [57|, que existe

uma aplicagao continua f: By, — By,, a qual é desprovida de sequéncias que aproximem
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pontos fixos fortemente. Segue entao, do Teorema de Schur, que f nao possui sequéncias
que aproximem pontos fixos fracamente. Logo, a aplicacdo continua f: C — C dada
por f(T(x)) := T(f(x)) ndo possui sequéncias que aproximem pontos fixos fracamente.

Portanto, X nao possui a w-AFPP. O
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3.4 Existéncia de Sistemas Biortogonais

(s)-Equicontinuos

Vimos, na se¢ao anterior, que a existéncia de sistemas biortogonais (s)-equicontinuos
implica na nao-validade da w-AFPP. O principal resultado desta segao versa sobre a
existéncia de topologias vetoriais mais finas que sao compativeis com tais sistemas. Esse
resultado nos d4, para uma grande classe de sistemas biortogonais, uma interacao entre
as nocgoes de equicontinuidade e equicontinuidade forte. A prova deste resultado decorre

de refinamentos das idéias de Peck e Porta [64].

Teorema 3.4.1. Sejam (X, T) um espaco vetorial topoldgico de Hausdorff e y um nimero
ordinal. Suponha que {ey;falacy € um sistema biortogonal para X tal que {fy}oaey €
T-equicontinua. FEntao para cada sequéncia 1 < & < --- < 7y, ewiste uma topologia

vetorial Hausdorff T, sobre X que € mais fina do que T e tal que (fy,) € (s)-equicontinuo.

Demonstracao. Seja U(T) uma 0-base de vizinhancas para T em X. Fixe uma sequéncia
o < &y < --- < 7vy. Seguindo as idéias de [64], defina para cada n € N U {0} e cada

sequéncia (&;) em {—1, 1} a aplicagao linear Ty g,)): X — X por

n

k
Tiny e (X) =x— Z ( E»ifoci(x)) (Exew, — Ext1€m,,), X E€X
1

k=1 \i=
Por definigao, pomos T z,)) = I, o operador identidade de X. Para cada U € U(T) e para
cada escolha finita de numeros Ny, ..., N, € NU{0}, denotamos por y(U;Nj,...,N,) o

conjunto

un N T | N0 (N Tnwen (W)
(Eel—1,1" (E)el=T,18

Note que, se B € [0,v) é tal que eg & {ex: & € {o: k = 1,...,N,}}, entdo para A > 0

suficientemente pequeno, teremos

Aeﬁ eun ﬂ T(Ni,(ai))(U) , Vi=1,...,n.

(&)1,
Segue que y(U;Ny,...,Ny) # {0}. Por outro lado, é facil ver que a familia U(t,) de
todos os conjuntos y(U;Nj,...,N;) forma uma base de vizinhangas para 0 em uma

topologia vetorial Hausdorff que denotaremos por ,. E claro que T < T,. Em particular,

como {fy}acy ¢ uma familia de funcionais lineares T-continuos em X, segue que os fy;’s sao
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T,-continuos. Agora, vamos mostrar que {f,} ¢ fortemente equicontinua w.r.t. a topologia

T,. Para isto, vamos provar a seguinte :

Afirmacao 3.4.1. Para cada € > 0 existe Uy € U(T) com a sequinte propriedade: Para

cada inteiro N > 1, cada sequéncia de ordinais &,...,xn < Y e cada sequéncia de
escalares (A, ...,AN), vale o sequinte
N
Z?\ieai ¢ Uy — Uy se algum Ay | > 2e. (3.2)
i=1

Vamos provar esta afirmacao. Suponha que a afirmacao é falsa. Entao, existe €y >
0 tal que para todo U € U(T), podemos achar um inteiro Ny > 1, ntumeros ordinais
X < o < XNy < Y e escalares (AYNY tais que para algum i € {1,..., Ny},
temos que !A%I > 2ep mas Y Y Alew.y, € U—U Por simplicidade, escreveremos
Xu = Zz\g A}lea(i’u). Como {f;} é T-equicontinua, existe uma T-vizinhanca Uy de 0 em X
tal que [f(z)| < €o, para todo z € Uy a para todo o« < y. Tome U € U(T) suficientemente
pequeno tal que U —U C Uy. Entao, xy € Uy, e assim [fg(xy)| < € para todo B < .
Porém, sabemos que |f‘x(iﬁ,u) (xu)| = IA%I > 2¢,. Mas isto é uma contradicao, e assim a

afirmacao esta provada.

Agora, sejam € > 0 e N € N fixados. Para a O-vizinhanca U() € U(1) dada pela afirmagao

anterior, denote por y(€;N) a O-vizinhanca em (X, T,) dada por
Uon | () Tinen(Upe)
(&)el-1,1}
Se z € y(€e;N), entao z € Uy N Tinye,)) (Ugey) para todo (&;) € {—1,1}. Assim,
N K
Z (Z &if“i(x)> (Exes, — Ext1€n ) =X —2z paraalgum x € Upye). (3.3)
k=1 \i=1

1

Fazendo Li(x) = ZL] &ifa, (x), podemos escrever o lado esquerdo de (3.3) como

Mz

N
Li(x)(Exew, — Exr1€a.,) = Li(x)&1eq, + Z(Lk(x) — L (x)&en, — In(X)Ent1€an -
=2

k=1

Segue de (3.2) que

N
D Eifq(x)|<2e VNEN, V(&) e{-1,15. (3.4)
i=1
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Um calculo direto mostra que

N N
Z Evjf(Xj (Z) - Z EvijCj (X)'
j=1 j=1

Entao, usando (3.4), concluimos a prova do Teorema.

0

O préximo corolario é uma consequéncia imediata do teorema anterior e da Proposi¢ao
2 —(b) de Domanski [25].

Corolario 3.4.1. Seja (X, T) um espago vetorial topoldgico metrizavel. Suponha que (X, )
€ uma sequéncia bdsica reqular cujas projecoes candnicas sao equicontinuas. Entao os

coeficientes funcionais associados a (xn) sao (s)-equicontinuos w.r.t. em uma topologia
vetorial de Hausdorff mais fina.
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3.5 Existéncia de Sistemas Biortogonais Equicontinuos
|

Fornecer vinculos entre sistemas biortogonais equicontinuos e (s)-equicontinuos pode
ser util para obter informacoes sobre a existéncia de sistemas biortogonais equicontinuos.
Nosso proximo resultado principal d4 uma contribuigao para uma grande classe de espacos

metrizaveis X satisfazendo a seguinte condigao:

(x) Existe uma F-norma || - || que gera a topologia de X e tal que ||ayxk|| — 0, sempre
que (ay) ¢ uma sequéncia nula de escalares e (x;) € uma sequéncia de vetores em X

tal que 0 < infyen [[xk|| < supyepy [[xx]| < oo.

Note que os espacos localmente limitados gozam da propriedade ().

Teorema 3.5.1. Seja (X,T) um espaco vetorial topoldgico metrizdvel gozando da
propriedade (x). Suponha que X contém uma sequéncia bdsica. Entao X contém uma

sequéncia bdsica reqular cujos coeficientes funcionais sao equicontinuos.

Demonstragao. Seguiremos a construgao de Singer em |77], pagina 154. Suponha que (u,,)
¢ uma sequéncia basica, e seja (uf) a sequéncia dos coeficientes funcionais associados. Seja
|| - || uma F-norma mondétona que gera a topologia de X e que possui a propriedade (x).
Seja Uy = {X € X: ||x]| < 1}. Afirmamos que se E = span(u,), o span linear fechado
de (un) em X, entdo [[u)[[e = sup,cy,qe Un(z)] < oo para todo n € N. Para provar
isto, tome uma sequéncia (8,) de numeros positivos tal que u’(U,) seja limitado em
R, onde U,, = {x € X: ||x]| < 6.} NE. Sem perda de generalidade, vamos assumir que
U, C{x € E: [ul(x)| < 1} e que &, < 1 para todon. Dadosn > 1ex € X com ||x|| > &y,
podemos escolher A™(x) € (0, 1) tal que ||A™(x)x|| = 8,/2. Seja A™(x) =1 para [|x| < &,.

Note que para todo x € X e todon > 1, temos

i

Assim, [uf (x)] < 8, +1/A"(x) para todo x € E. Por outro lado, a propriedade (*) mostra

A™M(x)x
A () [[A™ (x)x ]| + 1

B

que infs <y <1 A™M(x) > 0. Isto prova a afirmagao. Agora, seja (by) C {; uma sequéncia
de ntimeros positivos dada por b, = 1/2™(||ul|[¢ + 1). Escreva a; = 1/by e ¢y = 1/by,
para todo n > 2. Entao, defina um sistema biortogonal (e,;f,) em E x E* da seguinte

maneira;:

_ _ n+1
e =ay, ey=(—1)"au +cou,
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fi=buj+ > (b, fu=bu;, n>2.
j=2

E claro que , como Uy é absorvente, f; estd bem definida e é continua. Além disso, é
facil ver que |fy] < 2 em Uy N E. Em particular, {f,,} é equicontinua. Afirmamos agora
que (en) ¢ uma base de Schauder para E. De fato, seja x € E e vamos mostrar que
x =) 2, fu(x)en. Como Uy é absorvente, podemos escolher A, > 0 tal que A,x € U,.
Seguindo [77], obtemos

N N o)
Z fn(}\xx)en = Zuio\xx)u«n + ( Z (_1 )jb]'u;(}\xx)) auy.

n=1 n=1 j=N-+1
Assim,
N N o) a
% 1
D faldeden — ) un(Aun | < (Z 5) W,
n=1 n=1 j=N+2

para todo N € N. Logo,

AX = Z fr(Acx)en.
n=1

Segue entao que (e,) é uma base de Schauder para o span linear fechado de (u,) em X.

Como [uj(en)| = a; para todo n, segue que (e,) é regular. O

Antes de apresentar os proximos resultados, vamos seguir a terminologia de [47, 58|,
denotando por w o espaco vetorial RY munido com a topologia produto, e por ¢ o
subespago de w formado pelas sequéncias com suporte finito. A prova do teorema anterior

nos da os dois seguintes interessantes escolios.

Teorema 3.5.2. Suponha que X é um espago vetorial topologico metrizdvel gozando
da propriedade (x), o qual possui um sistema biortogonal. Entao X possui um sistema

brortogonal equicontinuo.

Teorema 3.5.3. Seja (X,T) um espaco localmente convexo metrizavel. Suponha que
X nao contém uma copia isomorfica de @. FEntao X possui um sistema biortogonal

equicontinuo.

Demonstracao. Seja (X, T) um espago localmente convexo e metrizavel. Como a topologia
fraca induzida por (X,T)* ndo ¢é metrizavel, podemos escolher um conjunto circled
limitado, fechado e B C X que nao esteja contido em um subespaco finito-dimensional de

X. Por outro lado, como X nao contém uma copia isormofica de @, segue que X admite
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uma norma continua, digamos |- | (Veja o Teorema 4 em [58]). Usando indutivamente o
Teorema de Hahn-Banach( Veja a prova da proposi¢ao 1.1 em [47]), podemos achar um
sistema biortogonal (Xxn, X )Jnen para (X,|-]) x (X,|-])* com x, € B para todo n. Sendo
Uy = {x € X: [x| < 1}, temos que ||x}|| = sup,cy, [|x}(z)]| < oo, paran =1,2,... Usando
exatamente os mesmos argumentos do Teorema 3.5.1, obtemos um sistema biortogonal

regular equicontinuo (ey,;f,)nen para (X, T). O
Como aplicacao dos Teoremas 3.4.1 e 3.5.3, obtemos o seguinte corolario.

Corolario 3.5.1. Todo espaco localmente convexo metrizdvel sem uma copia isomorfica
de @ nao possui a w-AFPP com respeito a uma topologia Hausdorff localmente conveza

mais fina.
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3.6 Um Problema Inverso Relativo a w-AFPP

Sob a perspectiva da Proposi¢ao 3.3.1 é natural perguntar se uma topologia vetorial
completa suporta uma base de Hamel Schauder limitada. Podemos verificar que uma
tal topologia nao pode ser localmente convexa. Nessa linha, apresentamos o seguinte

resultado.

Teorema 3.6.1. Todo espaco vetorial infinito-dimensional admite uma topologia vetorial
Hausdorff, completa, nao-localmente convexra e nao-metrizdvel, a qual possui uma base de
Hamel Schauder limitada e goza da w-AFPP.

Demonstracao. O seguinte Lema é devido ao Professor S. Shkarin.

Lema 3.6.1. Seja (t,) uma sequéncia de nimeros reais positivos. Entao existe uma

fungao concava crescente @: [0,00) — [0,00) tal que @(0) =0 e ) . . @(tn) = 00.

Este lema é o maior ingrediente na prova da existéncia de topologias vetoriais completas
e nao metrizaveis tendo uma base de Hamel Shauder limitada. De fato, seja X um espago
vetorial infinito-dimensional qualquer, e seja H = {ei}icj uma base de Hamel para X.
Denote por {ef}icj os correspondentes funcionais coordenadas. Para cada F-seminorma
continua p sobre o corpo K subjacente, consideremos em X uma F-seminorma || - ||,

definida por

Ix[lo =) plef(x)), xeX.

icJ
Agora, vamos considerar sobre X a topologia vetorial T gerada pela colecao de todas as
F-seminormas || - ||,. Note que cada funcional e é T-continuo. De fato, tome py(t) = [t
para t € K. Entao || - ||p, ¢ a norma usual de {;, em relacdo a qual, cada e} é continuo.
Como a topologia T é mais forte do que a definida por || - [|,,, segue que todos os e} sao

T- continuos.
Afirmacao 3.6.1. H é um subconjunto limitado de (X, T).

Para provar esta afirmacao, seja U qualquer T-vizinhanca de 0 em X. Entao, existem

F-seminormas continuas p1, p2,..., Pn sobre K e € > 0 tais que

n
ﬂ{x e Xt |x|lp; < efC U
i=1
Defina uma F-seminorma p em K por p = p; 4+ p2 + -+ - + pn. Entao o conjunto V =

{x € Xt ||x]|, < €} esta contido em U. Como p é continua, existe A > 0 tal que p(A) < €.
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Entao ||Aeil|, para todo i € J. Logo, AH C V C U, isto ¢, H ¢é absorvido por U, e assim,
¢ limitado. Portanto, {ei}ic; ¢ uma base de Hamel Schauder limitada para (X,T). Esta

provada a afirmacao.

Nosso objetivo agora é mostrar que T é completa. Seja {Xs}, uma rede de Cauchy em
(X, 7). Entao, para cada i € | existem os limites lim, ef(xs). As duas afirmagdes abaixo

nos ajudarao a provar que x, ¢ T-convergente em X.

Afirmagao 3.6.2. O conjunto {i € J: limg|e] (xq)| # O} € finito.

Suponha que esta afirmacao ¢é falsa. Entao existem indices a;, a;,... em J, distintos dois
a dois, tais que os niimeros b, = lim, e} ()| sao positivos para todo n € N. Aplicando
o Lema 3.6.1 para t, = by, obtemos uma func¢ao céncava crescente @: [0,00) — [0, c0)
tal que @(0) =0 e )  @(by) = co. Entao, é facil ver que, p(t) = @([t]) define uma

F-norma continua sobre o corpo K. Além disso, se N € N, temos

N N
D olle, (xo)l) =D ples (xo)) < lIxollp
n=1 n=1

e tomando o limite em o, obtemos

M =

@(bn) < Tim [[Xq]l,.
1

=
Il

Como N ¢ arbitrario, segue que ) . @(b,) < oco. Esta contradi¢do conclui a prova da

afirmacao.

Afirmacgao 3.6.3. limy;x, = X, onde x = Ziel(lim(7 el (xq))e;.

Suponha que a afirmacao é falsa. Entao, existe uma F-seminorma continua p sobre K tal
que

M = lim ||xs — x|, > O.

Por simplicidade, fagamos Yy, = x; —x. Como {ys}, ¢ Cauchy, existe um indice oy tal que

lye — ytroHp < M/2,

para todo o > 0p. Consideremos agora a projecao P de X sobre span{ei: i € suppye,}

dada por

iEsuppyo,
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onde suppx denota o suporte de um vetor x € X, isto ¢, o conjunto {i € J: ef(x) # O}
Seja I o operador identidade de X. Um célculo simples mostra que as duas seguintes

igualdades valem para cada x € X:
(i) suppP(x) Nsupp(I—P)(x) =2.

(i) suppye, Nsupp(I—P)(x) = 2.

Usando (i) e (ii), prova-se que

1Yo — Yoo llo = IP(Ye) = Yool + I(T=P)(yo)llo

o que por sua vez implica que ||(I—P)(y,)||, < M/2 para todo 0 > 0p. Porém, por outro
lado, sabemos que limg e} (ys) = 0 e suppys, € finito. Logo, limy P(ys) = 0. Usando (i)

e (iil) novamente, obtemos

M = lim ||y, |lp = lim [ (I = P)(ys + Pyollp = lim [ (T = P)(ysllp < M/2
uma contradi¢ao. Portanto, devemos ter M = 0, o que encerra a prova da afirmacao.
Afirmagao 3.6.4. T nao é metrizdvel.

Para provar esta afirmacao, basta tomar qualquer sequéncia (p,) de F-normas sobre o
corpo K e mostrar que existe uma T-vizinhanca de 0, que nao contenha um conjunto da

forma

xeX:|Ix]lo, + -+ IX][on <€}

onde m é um inteiro positivo e ¢ > 0. Note que, podemos tomar uma sequéncia de
numeros positivos (c,) tal que a série Zn CnpPn converge pontualmente para uma F-norma
wW: =) > CnPn. Agora, tome p = w'/2. Temos ainda uma outra F-norma sobre K com

a seguinte importante propriedade:

(P) Para cada natural j, existe ¢ = c(j) > 0 tal que p > c(p7 + -+ ;)"

Considere agora a vizinhanca U = {x € X: ||x||, < 1}. Vamos provar que U serve aos

nossos propositos. Suponha que nao. Entao, existem n € N e ¢ > 0 tais que

W={xeX:|x]p + - +|xlp. <e}CU

Se m € N ¢é suficientemente grande, podemos tomar t > 0 tal que p;(t) + -+ pn(t) =
¢/2m. Tomando x € X tal que para m dos indices j, h;j(x) =t e h;(x) = 0 para todos os

outros j, obtemos que
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€
Pelloy & A xllon = 5 <&,

e assim, x € W. Logo, x € U. Entao, ||x|, = mp(t) < 1. Dai, p(t) < 1/m. Por outro
lado, por (P), existe ¢ > 0, dependendo somente de n, tal que

p>clpr+---+pn)"%

Assim, p(t) > c(e/2m)"2. Dai m < 2/c’e, para todo m € N suficientemente grande.
Esta contradigao prova a afirmacao.

Agora, consideraremos em X a topologia T dada acima. Precisamos do seguinte lema.

Lema 3.6.2. Seja C um subconjunto nao-vazio, separdvel e limitado de (X,T). Entao, o

espago

o(X,X* o(X,X")

c-C ):{x—y:x,yeC}

€ Fréchet- Urysohn quando equipado com a topologia fraca o(X,X*).

Vamos provar o lema. Defina uma aplicagao injetiva e continua T: (X;T) — co(]) por
T(x) = (ef(x))icj. Entao T(C) é separavel em co(J). Afirmamos que T(C) ¢é limitado. De

fato, note que

U:{XEX: Z|e;*(x)|<1}

ieJ
é uma T-vizinhanca de 0 em X. Entao, como C é limitado, existe uma constante A > 0

tal que AC C U. Logo,

ITO eotyy = S,uyle;*(x)l <A,
1€

para todo x € C. Como ¢y(]) ndo contém qualquer copia isomorfica de € e T é uma

inje¢ao continua, o lema segue da Proposi¢ao 2.3 em [46].

Afirmagao 3.6.5. (X, 1) possui a w-AFPP.

De fato, seja C C X nao-vazio, convexo, fechado e limitado e seja f: C — C uma aplicacao
continua. Podemos supor, sem perda de generalidade, que C é separavel( veja a Proposigao

2.3 em [9]). Pelo Teorema 2.1 em [9], temos que

o(X,X*)

0e{x—f(x):x e C} .

Pelo Lema 3.6.2, obtemos o resultado. E isto encerra a prova do teorema.

49



3.7 Sobre a w-AFPP em F-espacos com Bases Absolutas

Encerraremos este capitulo com uma caracterizacao da w-AFPP em F-espacos com
bases absolutas. Lembre que uma base (x,,) em um F-espago (X, || - ||) é dita absoluta

quando
o0 o0
Il =) llawxa]l para x =) anxn.
n=1 n=1

E sabido que toda base em um F-espaco é uma base de Schauder.

Teorema 3.7.1. Seja X um F-espaco nao-localmente convexo com uma base absoluta.
Entao X possui a w-AFPP se, e so se, todo subconjunto convexo, fechado e norma-limitado

de X € compacto.

Demonstracao. A necessidade segue diretamente de um recente resultado de Robert Cauty
[19] relativo & conjectura de Schauder (Todo subconjunto compacto e convexo de um
F-espago tem a Propriedade do Ponto Fixo). Vamos ent@o provar a suficiéncia. Seja (ey)
uma base de Schauder para X. Suponha, por contradi¢ao, que X contém um subconjunto
convexo , limitado e fechado C que é nao compacto. Pelo Teorema 2 em [73|, existe
uma base de blocos regular (u,) para (e,) tal que a série ) | tyu, converge para cada
(tn) € &;. Segue das versoes gerais do Teorema da Aplicagao Aberta e do Teorema do
Gréafico Fechado, validas para F-espacos, que (u,) é equivalente a base canonica de €. A

conclusao segue da Proposicao 3.3.2.
O
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Capitulo

Aproximacao Forte de Pontos Fixos

Contetido
4.1 Introdugdo . . . . . . . Lo e 51
4.2 Resultados sobre Aproximagao Forte de Pontos Fixos . . . . . . . . . ... .. 53

4.1 Introducao

O teorema de Schauder-Tychonoff nos diz que toda autoaplicagao continua, de um
subconjunto compacto convexo nao-vazio C C X, onde X é um espaco localmente convexo
e Hausdorff, possui um ponto fixo. Como teoremas de ponto fixo sao muito tteis para
a teoria das equacoes diferenciais, a pesquisa por novos resultados esta ativa. Existem
varios tipos de teoremas de ponto fixo, onde sao relaxadas a hipotese de compacidade,
a hipotese de continuidade ou a conclusao de que existe um ponto fixo. E neste ultimo
contexto, entra um formidavel topico da teoria de pontos fixos: a aproximacao de pontos
fixos.

No capitulo anterior apresentamos alguns resultados sobre aproximacao fraca de
pontos fixos. No presente capitulo forneceremos mais algumas contribuigdes para a
Teoria de Aproximagao de Pontos Fixos, mas desta vez nossos resultados tratarao de
aproximacoes fortes de pontos fixos em espacos localmente convexos. Dizemos que um
espaco vetorial topologico (X, T) possui a propriedade da aproximacao forte de pontos
fixos (s-AFPP) se sempre que C C X for limitado, fechado e convexo e f: C — C for uma
aplicacao continua, entdo existe uma sequéncia (x,) C C tal que x, — f(x,) — 0 com

respeito a topologia T. Também, é conveniente recordar a seguinte defini¢ao.

Definicao 4.1.1. Seja C um subconjunto convero nao-vazio de um espago vetorial
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topoldgico X. Dizemos que uma sequéncia (x,) C C aproxima (fortemente) pontos fizos

para uma aplicagio f: C — C quando x, — f(xn) — 0.

Analogamente, podemos definir redes que aproximam pontos fixos para f. Em outras

palavras, note que f tem uma rede que aproxima pontos fixos se, e so se,

0e{x—f(x):x e C}L

Encontrar aplicagoes continuas que aproximem pontos fixos constitui um interessante
topico em teoria de pontos fixos, e varios resultados tem sido apresentados. Dentre eles,
mencionamos Hazewinkel e Van de Vel [39], Hadzic [34,35], Idzik [41,42], Lin-Sternfeld [57]
e Park [62].

Em particular, em [57] é provado que um subconjunto convexo C de um espago
normado ¢ totalmente limitado se, e s6 se, toda autoaplicacao Lipschitz de C tem uma
sequéncia que aproxima pontos fixos. Uma generalizacao da parte "somente se'"deste
teorema ¢ apresentada por um resultado de [62] o qual, em particular, diz que toda
autoaplicacao continua de um subconjunto convexo de um espac¢o localmente convexo,
cuja imagem ¢é totalmente limitada, possui uma rede que aproxima pontos fixos.

Neste capitulo, iremos estender o resultado de [62] mencionado acima para aplicagoes
sequencialmente continuas ( ver Teorema 4.2.1 na proxima segao). Esta extensao é possivel
pelo fato de que o problema pode ser reduzido a um problema finito-dimensional e em
espacos finito-dimensionais, continuidade sequencial implica em continuidade. Também
neste capitulo, iremos estender a "parte se"do resultado de [57] citado acima, para espagos
localmente convexos. Vamos mostrar que todo subconjunto nao-vazio, convexo, limitado
e nao totalmente limitado de um espaco localmente convexo, admite uma autoaplicacao
uniformemente continua sem redes que aproximem pontos fixos (ver Teorema 4.2.2 na
proxima segao).

Ainda neste capitulo, apresentaremos um outro resultado. No Teorema 1 de [3], os
autores mostram que, se C é um subconjunto nao-vazio fracamente compacto de um espago
localmente convexo metrizavel X, entao toda autoaplicacao fracamente sequencialmente
continua de C tem um ponto fixo. Este teorema tem muitas aplicagoes em teoria de
equacoes diferenciais e os autores perguntam se a hipotese de metrizabilidade pode
ser retirada. Mostraremos que a condicao de metrizabilidade pode ser retirada se
C é sequencialmente compacto e f é afim. Por outro lado, se C é compacto e f é

sequencialmente continua e afim, entao f nao necessariamente tem um ponto fixo.
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4.2 Resultados sobre Aproximacao Forte de Pontos

Fixos

—
O principal resultado desta se¢ao é o seguinte teorema.

Teorema 4.2.1. Seja C um subconjunto convexo de um espaco localmente convexo X e
f: C — C wuma aplicacio sequencialmente continua tal que f(C) € totalmente limitado.

Entao f possui uma rede que aproxima pontos fixos.

Um resultado semelhante ao Teorema 4.2.1, mas com a hipotese de que f é continua,
foi provado no Corolario 2.1 de [62]. O Teorema 4.2.1 estende este resultado para o caso
em que f é sequencialmente continua.

Como consequéncia do teorema anterior, obtemos a seguinte generalizacao de um
resultado de [57].

Corolario 4.2.1. Seja C um subconjunto convexo totalmente limitado de um espaco
normado X. Entdao, toda aplicacao continua f: C — C admite uma sequéncia que

aprorima pontos fixos.

O Teorema 4.2.1 é o melhor resultado possivel em um certo sentido. Isto é justificado
pelos dois proximos resultados. O primeiro diz que a hipotese de limitacao total é essencial,
mesmo para aplicagoes uniformemente continuas. O segundo mostra que aplicagoes
sequencialmente continuas nao necessariamente tem sequéncias que aproximem pontos

fixos, mesmo quando C é compacto.

Teorema 4.2.2. Sejam X um espago localmente convero e C C X um conjunto convezro
limitado mas mao totalmente limitado. Entdao, existe uma aplicagcdo uniformemente

continua f: C — C, a qual nao admite redes que aprorimem pontos fixos.

Apresentaremos agora um exemplo de uma autoaplicagao sequencialmente continua,
definida em um conjunto compacto convexo, a qual nao possui sequéncias que aproximem

pontos fixos.

Exemplo 4.2.1. FExistem um espac¢o localmente convexro Hausdorff X equipado com sua
topologia fraca, um subconjunto nao-vazio compacto e convero K C X e uma funcao

sequencialmente continua f: K — K sem sequéncias que aprorimem pontos fixos.

Demonstragao. Sejam X = (L5, ;w*) e K = {u € Xep > 0 e [|u|] < 1}. Entao
X é um espaco localmente convexo munido com sua topologia fraca, e K € X é um

subconjunto nao-vazio, compacto e convexo. Resta construir a fungao f. O espago {5
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pode ser canonicamente identificado com o espaco M(BN) das medidas de Radon com

sinal, sobre o espago compacto BN(compactificagdo de Cech-Stone dos niimeros naturais).

Seja P: M(BN) — M(BN) dada por

[e.o]

P(w) =Y uln)s,
n=1
onde 6, denota a medida de Dirac suportada por x. Note que P é um operador linear
limitado. Seja Ky = P(K). Entao Ky C K e Ky é um subconjunto convexo de £, nao
totalmente limitado em norma. Entao, pelo Teorema 1 de [57], existe uma aplicagao
Lipschitz g: Ky — Ky sem sequéncias que aproximem pontos fixos fortemente.

Seja f =go P’K. Afirmamos que f é fraca* — fraca* sequencialmente continua e que
nao possui sequéncias que aproximem pontos fixos na topologia fraca*.

Para provar que f ¢é fraca* — fraca* sequencialmente continua , seja (1, ) uma sequéncia
em K convergindo fraco* para algum p € K. Como £, € um espaco de Grothendieck, segue
que W, converge fracamente para p em £5 . Como P é um operador linear limitado, segue
que P fraco — fraco continuo, e assim Pu, converge para Pu fracamente em { . Como
P(€%,) ¢é isométrico a {;, segue da Propriedade de Schur que P, converge para Pu em
norma, e assim g(Pu,) converge para g(Pu) em norma. Logo, f(u,) converge para f(u)
em norma, e dai na topologia fraca*. Portanto, f é fraca* — fraca® sequencialmente
continua.

Agora, por contradicao, suponha que exista uma sequéncia (W,) C K tal que w, —
f(un) — 0 na topologia fraca®*. Pela propriedade de Grothendiek de £, segue que w, —
f(un) — O fracamente em €. Como P é um operador linear limitado, segue que Pp, —
Pf(w,.) — O fracamente, e entao, pelo Teorema de Shur, obtemos que Pu, — Pf(n,) — 0

em norma. Além disso,

Pun — Pf(pn) = Pun — f(un) = Pun — g(Pun)

e assim, a sequéncia (Pu,) aproxima pontos fixos para g com respeito a norma. Mas, isto
¢ uma contradigao.
|

Com base no exemplo acima, nos perguntamos o que se pode exigir de f para obtermos
um resultado favoravel, ou seja, a existéncia de uma sequéncia que aproxime pontos
fixos para f. A proxima proposicao mostrard que a exigéncia de que f seja afim é uma
resposta para esse questionamento. Também vale a pena mencionar um outro fato sobre a
proxima proposi¢ao. No Teorema 1 de [3], os autores mostram que, se C é um subconjunto

nao-vazio e fracamente compacto de um espaco localmente convexo metrizavel X, entao
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toda autoaplicacao fracamente sequencialmente continua de C tem um ponto fixo. A
proposicao 4.2.1 mostrara que esta condi¢ao de metrizabilidade pode ser suprimida quando

C é sequencialmente compacto e f é afim.

Proposicao 4.2.1. Sejam X wum espaco vetorial topologico, C C X um subconjunto
nao-vazio, convezro e limitado, e f: C — C uma aplicagao afim. Entao valem as sequintes

afirmacoes:
(i) A aplicagao f possui uma sequéncia que aproxima pontos fixos.

(ii) Se X é Hausdorff, C é contavelmente compacto e f € continua, entao f tem um ponto

fizo.

(iii) Se X é Hausdorff, C € sequencialmente compacto e f € sequencialmente continua,

entao f possui um ponto fixo.

Demonstracao. (i) Fixe y; € C e defina indutivamente a sequéncia (yy) pondo Yyx.1 =

f(yx). Seja

Xk = y—] K yk.
Como C ¢ limitado, segue que
xk—f(xk) = kaw — 0.

(i1) Seja (xx) uma sequéncia que aproxima pontos fixos para f, dada pela afirmacao
(1). Como C é contavelmente compacto, a sequéncia (x;) possui um ponto de acumulacao
x € C, e assim existe uma subrede (x,) de (xx) que converge para x. Como f é continua,
segue que f(xy) — f(x). Contudo, (x, — f(xy)) é uma subrede de (x; — f(xy)), e assim,
xy — f(xy) — 0. Portanto, x = f(x).

(ii1) A prova é analoga a do item anterior. Usamos a compacidade sequencial de C para
obter uma subsequéncia (xy,) que convirja para algum x € C, e entao pela continuidade
sequencial de f, concluimos que f(xy, ) — f(x).

]

O proximo exemplo mostra que no item (iii) da proposicao anterior, a hipotese
de que C é sequencialmente compacto nao pode ser trocada pela hipdtese de que C é
compacto. No caso em que C é compacto, a aplicacao afim e sequencialmente continua
f, ndo necessariamente possui pontos fixos. O exemplo também mostra que o item (i) da

proposicao anterior tem carater 6timo.
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Exemplo 4.2.2. Existem um espaco localmente convexo Hausdorff X munido com sua
topologia fraca, um subconjunto nao-vazio, compacto convexro K C X e uma func¢ao afim,

sequencialmente continua f: K — K sem pontos fizos.

Demonstracao. Seja X = (5 ,w*). Podemos considerar X como as medidas de Radon
com sinal sobre BN. Seja C o subconjunto de X formado pelas medidas de probabilidade.
Entao C é compacto e convexo. Considere uma decomposi¢ao {A,: n € N} de N em
infinitos subconjuntos disjuntos. Usaremos esta decomposicao para definir uma sequéncia

(ki) de ntimeros naturais como segue:
(a) k] 22ek1 ¢A1
(b) kit1 > X5, e kjis1 €A UA,U---UAj para cada j € N.

Vamos definir a aplicagao linear f: X — X por

f(1) = w(BN\N)ST + ) n(Aj)dy
j=1

onde &, denota a medida de Dirac suportada por x. Note que f é uma aplicacao linear
norma — norma continua, e assim, ¢ fraca — fraca continua sobre {5 . Como {,, é um
espaco de Grothendieck, segue que f é fraca* — fraca* sequencialmente continua. Em
outras palavras, é sequencialmente continua quando considerada de X em X. Além disso,
note que f fixa C.

Afirmamos que f nao possui pontos fixos em C. De fato, suponha que exista p € C

tal que f(u) = n. Como f(u) é suportada por N, segue que

n({1}) = f(W {1} = u(BN\N) = f(u)(BN\N) = 0.

Assim p é suportada pelo conjunto {k;: j € N}. Como p é uma medida de probabilidade,
existe um j minimal tal que p({k;}) # 0. Porém,

n({lh) = (k) = u(A) =0

com k; € Aj para 1 > j pela condicdo (b). Obtemos entao uma contradicao.
Ll

Observamos que nao esté claro se a hipotese de que f é afim se torna essencial para as
afirmacoes (i1) e (iii) da Proposicao 4.2.1. A prova dessas afirmacoes, dada acima, usa o

fato de que f admite uma sequéncia que aproxima pontos fixos.

Proposigao 4.2.2. Sejam X um espaco vetorial topoldogico e C C X um subconjunto

relativamente contavelmente compacto. Entao C € totalmente limitado.
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Demonstracao. Suponha que C nao é totalmente limitado. Entao, existe uma vizinhanca
balanceada U de zero, tal que C nao pode ser coberto por um ntimero finito de translagoes
de U. Podemos construir, por inducdo, uma sequéncia (x,) em C tal que para cadan € N,

vale que

Xni1 € {x1,...y %0} + UL

Afirmamos que o conjunto A = {x,,: n € N} é um subconjunto discreto fechado de X.
De fato, seja V uma vizinhanca balanceada de 0 tal que V +V C U. Entao, para cada
x € X, o conjunto x + V contém no maximo um elemento de A. Para ver isto, suponha

que m < n e que {Xm, xn} C x+ V. Entao, x € x;u + V, donde

Xn €EX+VCxn+V+VCx,+U |,

uma contradigdo. Assim, A é um subconjunto infinito de C sem pontos de acumulagao
em X. Portanto, C nao é relativamente contavelmente compacto.
O

Apresentaremos agora um problema que estéa em aberto.

Problema 4.2.1. Sejam X um espaco localmente convexo Hausdorff, C C X um conjunto

convexo e f: C — C uma aplicagao. Suponha que uma das sequintes condigoes € satisfeita:
(i) C é contavelmente compacto e f é continua.
(ii) C é sequencialmente compacto e f é sequencialmente continua.

Entao f necessariamente admite um ponto fixo ?

Segue, da Proposicao 4.2.2 e do Teorema 4.2.1, que f possui rede que aproxima
pontos fixos desde que C seja contavelmente compacto e f seja sequencialmente continua.
Contudo, neste caso, f nao necessariamente tem uma sequéncia que aproxime pontos
fixos, mesmo no caso em que C é compacto( veja o exemplo 4.2.1). E, mesmo que f
admitisse uma sequéncia que aproxime pontos fixos, o exemplo 4.2.2 mostra que ela nao
necessariamente tem um ponto fixo. Segue que o problema acima é natural ja que, nos
dois exemplos citados, os respectivos conjuntos nao sao sequencialmente compactos e as

respectivas aplicacoes nao sao continuas.
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4.2.1 Prova do Teorema 4.2.1

Nesta subse¢ao provaremos um resultado mais geral, o Teorema 4.2.3. A partir dele,
o Teorema 4.2.1 segue imediatamente. O Teorema 4.2.3 é uma generalizagao do Teorema
4.2.1 e do Teorema 2.1 em [9]. Para formular o teorema precisamos da seguinte definigdo
devida a Himmelberg [40]:

Definicao 4.2.1. Dizemos que um subconjunto nao-vazio C de um espag¢o vetorial
topoldgico X € quase convexo quando, para toda vizinhanca V da origem 0 em X e para

todo conjunto finito {x1,...,xn} C C, existe um congunto finito {zi,...,zn} C C tal que

cof{zyy...,zoyCC e zi—x €V Vi=1,...,n.

Teorema 4.2.3. Seja C um subconjunto quase convexo de um espago vetorial topologico
(X,T). Sejam R a topologia localmente convexa mais fraca sobre X e f: C — C uma
aplicagao T — R sequencialmente continua tal que f(C) é R-totalmente limitado. Entao

f possui uma rede que aprorima pontos fixos.
Este teorema é uma consequéncia imediata do seguinte resultado.

Lema 4.2.1. Seja C um subconjunto quase convexo de um espac¢o vetorial topologico
(X,T). Sejam p uma seminorma continua em X e f: C — C wma aplicacio T — p
sequencialmente continua tal que f(C) é p-totalmente limitado. Entao para cada € > 0

existe x € C tal que p(x —f(x)) < €.

O resto desta subsecao sera destinado a prova do lema anterior. Usaremos o seguinte

lema, que vem a ser uma leve generalizagao do Lema 1 de [27| ou de um resultado de [63].

Lema 4.2.2. Sejam C um subconjunto de um espaco wvetorial topologico (X,T), D
subconjunto néao vazio finito de C tal que coD C C, e F: D — 2% uma aplicacdo com

as sequintes propriedades:
(a) F(z) € sequencialmente fechado para todo z € D.
(b) coN C U,y Flz) para todo N C D.

Entao (,cp Flz) # @.

o8



Prova do Lema 4.2.1.
Seja € > 0. Como f(C) é p-totalmente limitado, e f(C) C C, existe um conjunto finito

{x1,...,xn} C C tal que para todo x € f(C) existe 1 € {I,...,n} com p(x —x;) < &/2.
Como C é quase convexo, podemos achar pontos zy,...,z, € C tais que p(z; —x;) < €/2
para cadai=1,2,...,m, e co{zy,...,z,} C C. Seja D ={z1,...,z,} e defina a aplicacao

F: D — 2¢ pondo para cada 1,

Flz) = {x € C: p(f(x) = x) >

b

Como p é continua e f é sequencialmente continua , segue que cada F(z;) é

N ™

sequencialmente fechado em C. Além disso,

" F(z) = @.

Isto segue da escolha de x1,...,X,. Aplicando o Lema 4.2.2 a F, D e C, concluimos que
existe um subconjunto {zy,, ...,z } tal que x ¢ UJ“; F(zy,). Entao p(f(x) —xy) < /2
para todo j = 1,2,..., m e assim, pela desigualdade triangular,

p(f(x) —zi,) <e Vj=1,...,m. (4.1)
Uma vez que X € €O{Zx,,Zk,y---yZk, ), Segue, novamente pelo uso da desigualdade

triangular, que

p(f(x) —x) < e.

Isto completa a prova do lema.
A prova do Lema 4.2.1 foi inspirada por [63]. Outra possibilidade é seguir as linhas da

prova do Teorema 2.1 em [9] e reduzir o problema ao Teorema do Ponto Fixo de Brouwer.
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4.2.2 Prova do Teorema 4.2.2

O Teorema 4.2.2 serda provado usando resultados e idéias de [57]. Provaremos um

resultado um pouco mais forte:

Teorema 4.2.4. Sejam (X,T) um espago localmente convexo e C C X um conjunto
convexo limitado. Seja po uma seminorma continua tal que C nao € po-totalmente

limitado. Entao, existe uma aplicacao f: C — C com as sequintes propriedades:
(a) f nao possui redes que aproximem pontos fizos.
(b) Para toda seminorma continua p a aplicagao f é py — p Lipschitz.

O papel fundamental na prova deste teorema é desempenhado pelo espaco A, definido e

estudado em [57]. Vamos recordar a definigao deste espago e algumas de suas propriedades.
Definicao 4.2.2. Seja{e.} a base candnica de {;. Entao

A= U CO{O) €n, en+1}~

n=1
Consideraremos no espaco A a métrica herdada de €;. Outra importante propriedade

de A é dada pelo seguinte lema da se¢ao 5 de [57].

Lema 4.2.3. Existe uma aplicagcao Lipschitz g: A — A tal que infyen ||[x — g(x)|| > 0, e

assim g nao possui redes que aproxrimem pontos fixos.

Vamos iniciar a prova do Teorema 4.2.4. Sejam (X, T), C e po satisfazendo as hipoteses.
Podemos supor, sem perda de generalidade, que 0 € C. Entao, existe & > 0 tal que, para
todo subespaco finito-dimensional F C X, existe algum x € C com dist,, (x,F) > 6. Assim,

podemos construir indutivamente uma sequéncia (x,) em C tal que
(i) po(x1) > .
(ii) distyy(Xni1,span{xi,...,x,}) > 0 para todo n € N.
Provaremos agora o seguinte lema.

Lema 4.2.4. Seja p uma seminorma continua em X tal que p > po. FEntao existem

constantes m >0 e M > 0 tais que

4 4 4
m) |l <p <Z O‘ixki) <MD o (4.2)
i=1 i=1 i=1
sempre que Ky < Ky < k3 < kg s@o numeros naturais e «; sao escalares para i € {1,2,3,4}.
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Demonstracao. Como C ¢é limitado, existe M > 0 tal que p(xn) < M para cada n € N.
Vamos supor, sem perda de generalidade, que M > 8. Sejam k; < k; < k3 < k4 niimeros

naturais e «; escalares para i € {1,2,3,4}. Claramente,

4 4
) (Z a) MY
i=1 i=1

o que prova a segunda desigualdade de (4.2). Para mostrar a primeira desigualdade, seja

1 /8\" _
€= S5 M para i=1,...,4.

Entao Z?:1 ci < 1 e assim, existe i € {1,2, 3,4} tal que || > ¢ ZL] loi|. Seja ip 0 maior

de tais i. Entao

() = oE) ()

i=ig+1

4
6|(Xio| -M Z |

=
i=ip+1
4 4
> (a My ) 3 o
i=ig+1 i=1
4 4
M
= 0 (Cio _?Z Ci) Z|“i|
i=ip+1 i=1

Y%
N
o
ooﬂ
i
£

v

1 5
ﬁw Z i

i=1

A primeira desigualdade segue da desigualdade triangular, a segunda segue da condicao
(ii) da pagina anterior, usando o fato de que p > po, e da escolha de M. A terceira segue

da escolha de iy e a quarta é imediata. As duas tultimas desigualdades seguem da escolha

das constantes ¢y, ..., c4. Portanto, podemos tomar
1 &
m=_=——.
32 M3
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Vamos continuar a prova do teorema. Seja

D= U co{0, Xn, Xni1}

neN

Veja que D C C. Além disso, segue do lema anterior o seguinte resultado:

Corolario 4.2.2. Valem as sequintes afirmagoes:

(a) (D, po) € bi-Lipschitz isomdrfico a A.

(b) Para toda seminorma continua p em X satisfazendo p > po, a aplica¢ao identidade

de D € pg — p bi-Lipschitz.
Agora, vamos provar dois lemas.

Lema 4.2.5. A aplicacao identidade de D é py — p Lipschitz para toda seminorma
continua p sobre X. Em particular, a identidade de D é um T — po homeomorfismo

uniforme.

Demonstracao. Seja p uma seminorma continua. Seja p; = p + pp. Entao p; é uma
seminorma continua satisfazendo p; > py. Pelo corolario anterior, a identidade de D é
po — p7 Lipschitz. Consequentemente , a identidade de D é uma fortiori po — p Lipschitz.
Segue que a identidade de D é pg — T uniformemente continua. Reciprocamente, como
Ppo € uma seminorma continua, segue que a identidade de D é T — py uniformemente

continua. [l

Lema 4.2.6. FExiste uma retracao uniformemente continua v: X — D a qual é py — po

Lipschitz.

Demonstracao. Seja 1: (X, T) — (X, po) a aplicagao identidade. Seja Y o quociente
(X, po)/pg] (0). Entao, Y é um espago normado. Seja q: (X, po) — Y a aplica¢do quociente.
Entao qol é uma aplicagao linear continua. Logo é uniformemente continua. Além disso,
[ ¢ um homeomorfismo uniforme de D sobre I(D), e q é uma isometria de I(D) sobre
q(I(D)). Segue que q(I(D)) é bi-Lipschitz isomoérfico a A. Pela Proposicao 1 de [57],

existe uma retragao Lipschitz ry: Y — q(I(D)). Dali,

r=(qol,) " onoqol

¢ uma retracdo uniformemente continua de (X,T) sobre D. Além disso, v ¢ py — pPo
Lipschitz ja que q o I tem esta propriedade, 1y € Lipschitz e g o I‘D é uma isometria de
(D, po) em Y. L]
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Agora vamos finalizar a prova do teorema. Como (D, py) é bi-Lipschitz isomorfico a
A, pelo Lema 4.2.3 existe uma aplicacao Lipschitz go: (D, po) — (D, po) sem redes que
aproximem pontos fixos com respeito a py. Seja T a retracao dada pelo lema anterior e

seja

f= QOOT‘C-

Entao f é uma auto-aplicacao de C que é py — po Lipschitz. Pelo Lema 4.2.5 f é py — p
Lipschitz para qualquer seminorma continua p, com f(C) C D. Afirmamos que f nao
possui redes que aproximem pontos fixos. Para provar isto, é suficiente achar ¢ > 0 tal
que po(x — f(x)) > ¢ para todo x € C. Isto pode ser feito imitando a prova do lema da
péagina 634 de [57:

Seja L uma py — po constante de Lipschitz de f. Seja 1 = infyeqqi(c) [[x — go(x)|| €

seja

__"n
L+2

Fixe x € C. Se dist,,(x,D) > ¢, entao po(x — f(x)) > € ja que f(x) € D. Se

£

dist,, (x,D) < ¢, existe y € D com po(x —y) < €. Portanto,

po(x = f(x)) = poly —f(y)) — po(x —y) — po(f(x) —f(y))
> n—(1+L)po(x—y)
> (L+2)e—(1T+1L)e

€.
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Capitulo 5

Uma Caracterizacao de Espacos de

Banach contendo {1 em Termos de

Aproximacao Fraca de Solucoes do
CP-Problema

Conteudo
5.1 Inmtroducao . . . . . . . Lo 64
5.2 Prova do Teorema 5.1.1 . . . . . . . . . . ..o 66

5.1 Introducao

Seja E um espaco de Banach de dimensao infinita. Consideremos o problema de
Cauchy-Peano nao-autéonomo
u =f(t,u), tel e u(ty)=uy ek (5.1)

onde I = [0,T] e f: [0,T] x E — E ¢ um campo vetorial de Caracthéodory, isto ¢, um

campo vetorial com as seguintes propriedades:
(f1) f(t,-): E — E é continua, para todo t € L.
(f,) f(-,x): I — E é mensuravel, para todo x € E.

Queremos introduzir uma nocao de aproximacao fraca de solucoes (AFS,em resumo)

para o problema (5.1). De posse desta nocao, teremos como principal meta neste capitulo,
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obter uma caracterizacao da existéncia de AFS para o problema (5.1), em termos da
auséncia de {;-inclusoes no espaco de Banach E. Para conseguirmos isto, iremos supor
que o campo f do problema (5.1) pertence a uma certa classe de campos vetoriais de
Caracthéodory. Iremos agora descrever esta classe de campos vetoriais, com a qual
iremos trabalhar. Seja I C R como acima e denote por X(I,E) a familia dos campos

de Caracthéodory f: I x E — E que satisfazem a seguinte condicao de crescimento:

(%) |If(syx)][e < a(s)@(||x]|e) para quase todo s € I e para todo x € E, onde a e @ sao

tais que:

(a) o€ Ly[0,TI.

(b) @:[0,00) = (0,00) é uma fungao continua nao-decrescente satisfazendo

JOT a(s)ds < J:o %

Vamos entao enunciar uma definicao de aproximacao fraca de solugoes.

Definigao 5.1.1. Seja f € X(I,E). Dizemos que uma sequéncia (u,) C C(I,E) € uma
aprozimacao fraca de solugoes (AFS, em resumo) de (5.1) quando:
(i) Cada w, € fortemente diferencidvel q.t.p. em 1.
/

(ii) As sequéncias (W) e (u)) sdo limitadas em C(I,E).

(i) A sequéncia (un) € fracamente Cauchy e satisfaz un — [f(s,un(s))ds — up em
C(I,E).

(iv) u,(t) —up € span(f(I x E)) para todot € I en € N.
O principal resultado deste capitulo é o seguinte teorema.

Teorema 5.1.1. O Problema (5.1) tem uma AFS para f € X(I,E) se, e somente se, E

nao contém um subespaco isomaorfico a {;.

Este teorema ¢ uma espécie de generalizacdo do Teorema 4.2 em [7]. A prova

apresentada aqui utiliza trés importantes resultados de Anélise Funcional:

(1) Uma caracterizacao fundamental de compacidade fraca em L (u,E), devida a
Schliichtermann [72].

(2) Uma caracterizagao de reflexividade devida a Cellina [20].

(3) O famoso {;-teorema de Rosenthal [69].
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5.2 Prova do Teorema 5.1.1

Necessidade.

Suponha que X é um subespago de E isomoérfico a ;. Logo, X nao é reflexivo. Segue
entao, de um resultado de Cellina [20], que existe um funcional linear continuo ¥ € By,
com ||¥]] =1, e uma aplicagao continua g: Bx — Bx que ¢ livre de pontos fixos e satisfaz
a igualdade (9, g(x)) = %((f},x> + 1), para todo x € Bx. Seja G: E — By uma extensao
continua de g para E, com imagem em By. Seguindo Cellina [20], definimos um campo

vetorial continuo fg: R x E — E por

2
foltix) = 2tG(x/t7), se t#0,

0, se t=0.

Note que
Ifc(t,x)||e < 2[t], VteR, Vxe€E. (5.2)

Assim, fg € X(R,E), com «(t) = 2|t e @ = 1. Em [20], Cellina provou que nao existe

solugao para o problema de Cauchy

u'(t) = felt,u(t))
ahm (5.3)
u(0) = 0.
Isto equivale a dizer que a equacao integral
t
u(t) :J fo(s,u(s))ds (5.4)
0

nao tem solugoes.

Afirmacao 5.2.1. A equacao (5.3) nao tem AFS.

De fato, suponha por contradi¢ao, que (5.3) possui uma AFS. Entao, para algum
intervalo limitado I C R, contendo 0, existe uma sequéncia (u,) C C(I, E) satisfazendo as
condicoes (1) —(iv) da Definicao 5.1.1. Como fg(IxE) C X, segue, da Definicao 5.1.1-(iv),
que un(t) € X para todon € Ne t € I. Além disso, pela Definicao 5.1.1-(iii), segue que

t
u, (t) —J fo(s,un(s))ds =0 em X, Vtel
0

Como X = {;, segue que X possui as mesmas propriedades de £;. Assim, X tem a

propriedade de Schur e é o(X, X*)- sequencialmente completo. Entao, para cada t,
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t

u,(t) — Jo fo(s,un(s))ds -0 em X. (5.5)

Por outro lado, segue da Definicao 5.1.1-(iv), que cada sequéncia (u,(t)), é fracamente
de Cauchy em X. Fixe t € I. Como X é o(X, X*)- sequencialmente completo, segue
que (un(t)) converge fracamente, a assim fortemente, para algum u(t) € X. Usando a
desigualdade em (5.2) e aplicando o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue,
segue de (5.5) que u(t) = f; fo(s,u(s))ds, para todo t € I. Logo, u € C(I,E) e u é uma

solucao de (5.4). Esta contradicao encerra a prova da necessidade do teorema.

Suficiéncia.

A estratégia é mostrar que a aplicacao F: C(I, E) — C(I, E) dada por

t

F(u)(t) =uo +J f(s,u(s))ds, tel
0

tem uma sequéncia que aproxima pontos fixos fracamente, isto ¢, uma sequéncia (u,) tal

que u, — F(u,) — 0 em C(I, E). Tal sequéncia sera uma AFS de (5.1). Com este objetivo

em mente, consideremos os conjuntos A, B e C definidos abaixo:

= {ue C(LE): [[u(t)]e <b(t) gt.p em I},
B = {ve C(LE):v(I) cW,|v(t)] < a(t)e(b(t)) q.t.p. em I},

C = {ue/\:u(t):uo-i—Jt

u(s)ds, q.t.p em I para algum 0 € B} .
0

onde W = span(f(I x E)) e b: [0,00) — R & definida por b(t) = ]! (f(t) oc(s)ds), sendo
J(z) = fﬁuollg %. Note que A e B sdo subconjuntos convexos fechados de C(I,E). Ja o

conjunto C é limitado e convexo. Além disso, note que F(C) C C.
Afirmacao 5.2.2. F ¢ demicontinuo.

De fato, suponha que u, — u em C. Devemos mostrar que F(u,) — F(u) em C(I, E).
Por hipotese , u,(t) — u(t) em E para todo t € I. Como f é Carathéodory, segue que
f(t,un(t)) — f(t,u(t)) em E q.t.p. em I. Por outro lado, a condigao (f;) da definicao de
campo de Caracthéodory mostra que ||f(t,u,(t))[e < b’(t) para todo t € I. O Teorema

da Convergéncia Dominada nos da que

Jt [£(s, un(s)) — f(s,u(s))|[eds — 0, Vt e L.
0

Dai, F(u,)(t) — F(u)(t) para todo t € I. Agora precisaremos do seguinte lema.

Lema 5.2.1. K = {F(uw,): n € N} € fracamente relativamente compacto.
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Demonstracao. Para provar este lema, precisaremos da seguinte caracterizacao de

compacidade fraca em L (I, E)( veja o Teorema 2.7 em [72]).

Teorema 5.2.1. Seja (Q, X, 1) um espago medida finito e positivo. Para um subconjunto

limitado K C Loo(W, E) as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) K é fracamente relativamente compacto.

(b) Para toda sequéncia (vy,) C K existem uma subsequéncia (w;) de (vn), uma fungao

w € Lo(w, E) e um conjunto N C Q com w(N) =0, tais que:

(i) Para todo t € Q\N, w;i(t) — w(t) fracamente em E.

(ii) Para toda sequéncia (X}

) e (tj.) tais que

) C Bg+ e para toda sequéncia (t;) C Q\N, existem

*

subsequéncias (X},

Ji i 5, = w){5,)) =0

Sejam (v;) qualquer subsequéncia de (F(u,)) e (w;) qualquer subsequéncia de (v;). Seja
w = F(u), e tome qualquer conjunto N C I com |[N| = 0. Ja provamos que w;(t) — w(t),
para todo t € I\N. Assim, a condigao (1) do Teorema 5.2.1 &€ cumprida. Agora, seja (x])
qualquer sequéncia na bola unitaria B« de E*, e seja (t;) qualquer sequéncia de ntimeros

reais em [\N. Note que

T

[(x]s (wi =w) ()] < JO [T(sy1m, (8)) = (s, u(s))[[eds,

onde estamos assumindo que w; = F(u,,,) para todo i € N. Usando o Teorema da

Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos

)
i [ s (5) = 15, us) ks = 0, (5.6)

e assim,

1—00j—00
Logo, obtemos a hipétese (i1) do Teorema 5.2.1, dadas as arbitrariedades das sequéncias

*
(Xj

a prova do lema.

) e (t;). Portanto, K é fracamente relativamente compacto em L (I, E), o que encerra

U

O Lema 5.2.1 implica que para alguma subsequéncia (u,, ) de (u,), a sequéncia
(F(un,)) converge fracamente para algum v € L (I, E). Segue, pelo Teorema 2.11 em [79],
que Flun, )(t) — v(t) em E q.t.p. em I. Como a topologia fraca é Hausdorff, segue que
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v = F(u) q.t.p. em I. Portanto, F(u,) converge fracamente para F(u) em C(I, E) e isto

encerra a prova da Afirmagao 5.2.2.
Afirmacao 5.2.3. F possui uma sequéncia que aproxima fracamente pontos fixos em C.
Para provar esta afirmagao, necessitaremos do seguinte lema.

Lema 5.2.2. Sejam X um espaco de Banach, C C X um conjunto convexo limitado e
F: C — C wma aplicacdo demicontinua. Suponha que C ndo contém uma cépia isomorfica

de {;. Entao, existe uma sequéncia (u,) em C tal que w, — F(u,) — 0 em X.
Demonstracao. Este lema é uma consequéncia direta da Proposigao 3.7 em [9]. O

Vamos voltar nossa atencao para a prova do Teorema 5.1.1. Como I nao é disperso e
como X nao contém uma copia isomorfica de €y segue, de um resultado de Cembranos [21],
que C(I,x) também nao contém qualquer copia isomorfica de €;. Assim, pelo Lema 5.2.2,
existe uma sequéncia (u,) em C tal que u, —F(uw,) — 0 em C(I, E). Isto encerra a prova

da afirmagao 5.2.3.

Afirmagao 5.2.4. A sequéncia (W,) obtida na Afirmacao 5.2.83 é uma AFS para o
problema (5.1).

Com efeito, as condigoes (i) — (ii) e (iv) da Definicao 5.1.1 seguem do fato de que a
sequéncia (u,) pertence a C. Passando a uma subsequéncia se necessario, o item (iii) é

uma consequéncia direta do £;-teorema de Rosenthal [69] e do fato de que

u, — F(u,) = 0em C(L,E).

Isto encerra a prova da Afirmacao 5.2.4. Portanto, a prova do Teorema 5.1.1 esté4 completa.
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