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“Eureka!” (Arquimedes)

“Se cheguei até aqui foi porque me apoiei

em ombros de gigantes” (Isaac Newton)

“A Matematica é a rainha das Ciéncias e a
Teoria dos Numeros é a rainha das

Matematicas” (Carl F. Gauss)

“Nao tentes ser bem sucedido, tenta antes

ser um homem de valor” (Albert Einstein)

“Qualidade significa fazer certo quando

ninguém esta olhando” (Henry Ford)

“Os homens de poucas palavras siao os

melhores” (William Shakespeare)



“Treinamento  dificil, combate facil”

(Provérbio Militar)

“O destino de um é partilhado por todos”

(Mestre dos Magos)

“As pessoas boas devem amar seus

inimigos” (Seu Madruga)

“Independéncia ou Morte!” (D. Pedro I)

“Talvez possa descrever melhor a minha
maneira de fazer matematica comparando-a
com a entrada numa mansao escura. Entra-
se na primeira divisdo e esta escuro,
completamente escuro, tropeca-se e bate-se
na mobilia. Gradualmente, vai-se
aprendendo onde esta cada peca da mobilia,
e passados uns seis meses encontra-se o
interruptor, liga-se a luz, e de repente esta
tudo iluminado, pode ver-se entdo
exatamente onde se estava”’. (Andrew

Wiles)



RESUMO

A proposta principal do trabalho é baseada no artigo On the Class Number of Hilbert
Class Fields do autor Farshid Hajir. Para isso sdo necessarias algumas nog¢des
preliminares da Teoria dos Numeros Algébricos que estao disponiveis no inicio do
trabalho. A discussdo é apresentar um caminho alternativo ao estudo do problema que
ainda continua em aberto sobre a existéncia de infinitos corpos quadraticos reais com
numero de classe igual a 1, conhecido como a Segunda Conjectura de Gauss. Através do
estudo dos Corpos de Classes de Hilbert obtemos alguns resultados relacionados a essa
conjectura. Vamos também comentar o resultado particular publicado por Heegner-
Stark-Baker, que foi o primeiro avango obtido para o Problema do Numero de Classe de

Gauss.

Palavras-Chave: Corpos Quadraticos. Discriminante. Grupo de Classes. Corpos de

Classes de Hilbert.



ABSTRACT

The main work proposal is based on Article On the Class Number of Hilbert Class Fields
author Farshid Hajir. This requires some preliminary notions of the Theory of Algebraic
Numbers are available at the beginning of the work. The discussion is to present an
alternative way to study the problem still remains open on the existence of infinite real
quadratic bodies with class number equal to 1, known as the Second Conjecture Gauss.
Through the study of Hilbert Class Bodies get some results related to this conjecture. We
will also comment on the particular result published by Heegner-Stark-Baker, who was

the first advance made to the Issue Number Gauss class.

Keyword: Fields Quadratic. Discriminant. Group Class. Class Fields of Hilbert.
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1 INTRODUCAO

A Teoria dos Numeros é um dos ramos da Matematica Pura em que muitos
problemas se encontram em aberto, alguns deles classicos.

Discutir sobre uma dessas conjecturas que ainda continua sem resposta é
uma das propostas desse trabalho.

O problema em encontrar um algoritmo eficiente que fornega para cada h >
1 uma lista completa de todos os corpos quadraticos imaginarios com o determinado
numero de classe h é conhecido como o problema do niimero de classes de Gauss.

Este problema tem uma longa histéria, que ndo fazemos a reprodug¢do aqui,
mas os primeiros passos importantes foram obtidos pelos matematicos Kurt Heegner
em 1952 Harold Stark em 1967 e Alan Baker em 1966 cujos trabalhos levaram a
solucao do problema do niimero de classe iguala 1 e 2.

Mais tarde foi resolvido o problema do nimero de classes igual a 3 por
Kenneth Ireland e Mchael Rosen em 1993 e para o nimero de classes até 100 por Mark
Watkins em 2004.

Problema do Numero de Classes: Para um dado numero de classes
pequeno “como h = 1,2,3” encontrar a tabela dos corpos quadraticos imaginarios com
numero de classes h.

O problema foi escrito em 1801 na Secdo V, entre os artigos 303 e 304 de
Disquisitiones Arithmeticae.

No artigo 303 Gauss discute corpos quadraticos imaginarios e no artigo 304
discute corpos quadraticos reais, enunciando duas conjecturas.

Primeira Conjectura: h(d) — o quando d — —o. Onde h(d) é o numero
de classes dos corpos Q(\/E) e d é inteiro livre de quadrados.

Segunda Conjectura: Existem infinitos corpos quadraticos reais com
numero de classe igual a 1.

A primeira conjectura encontra-se resolvida por Hans Heilbronn, 1934,
porém o segundo enunciado encontra-se ainda sem resposta.

O capitulo 01 é destinado a conceitos, defini¢des e alguns resultados basicos
da Teoria dos Numeros Algébricos.

O capitulo 02 é onde estdo concentrados os propédsitos do referido trabalho

que envolve o artigo publicado pelo autor Farshid Hajir em 1997. Nesse capitulo sdo



discutidas questdes relacionadas a Segunda Conjectura de Gauss, bem como a
ferramenta alternativa “Corpos de Classes de Hilbert” mais indicada na tentativa de
chegar a avancos significativos. Sdo apresentadas novas questdes ainda desconhecidas,

computagdes e evidéncias que se mostram provavelmente verdadeiras.



2 PRELIMINARES, CONCEITOS E DEFINICOES
2.1 Modulos

Nesta secdo sdo apresentadas as definicGes e as propriedades elementares
sobre médulos em Algebra Abstrata que é um conceito central para Algebra Comutativa.

A nogao de modulo é a generalizagdo do conceito de espago vetorial em

Algebra Linear, ao em vez de corpo, tomamos um anel para o conjunto de escalares.

2.1.1 Modulos e Submodulos

Considere (A, +,") um anel com identidade e (M, +) um grupo abeliano. M é

denominado de A — médulo quando ha uma operacao

*xt AXM— M
(am)—axm

tal que, dados a,b € Aem,n € M, tem-se:
(MD)ax((b=*m)=(ab) *m
(iax(m+n)=asm+ax*n
(iii)(a+b)sm=a*sm+bxm
(iv) I, *xm=m
Exemplo 01: O grupo {0} é um A — médulo, com (A, +,-) um anel.
Exemplo 02: Espacos vetoriais (V, +,-) sobre um corpo K sdo K — médulos.

Exemplo 03: Todo anel (A, +,) é um A — mo6dulo. Nesse caso M = (A, +).

Exemplo 04: O conjunto (M, +) e {0} sdo A — mddulo denominados triviais.
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Quando N é um subconjunto ndo vazio de M, N é denominado A — submodulo

de M quando:

(i) N é subgrupo abeliano de M

(ii) Paran € N e a € A quaisquer implique a * n € N

Proposicao 01: Considere (M, +) um A — médulo e N um subconjunto nao

vazio de M. Entdo N é A — subméddulo de M se e somente se satisfazer as condic¢oes:

()Vx,yEN=x+y€EN

(ilVaeAVneN=a*xn€N

Demonstracao:

Se N éum A — submédulo de M, entdo vale (i) e (ii) de acordo com a definicio.

Reciprocamente se N é subconjunto ndo vazio de M, entdo existe um elemento
n € N. Mas de acordo com o item (ii) 0, = 0, *n € Ne —n = —14 *n € N. Por outro lado
N herda a associatividade e comutatividade de M, significando que N é subgrupo abeliano

de M. Com isso segundo o item (ii) da definicdo, resulta que N é A — submo6dulo de M.

Exemplo 05: Dado o A — médulo (M, +) e o ideal a esquerda ] de A, o conjunto

Jm = {am : a € A} é A — submébdulo de M.

Proposicao 02: Se (M, +) é um A — modulo, entdo a intersec¢io arbitraria de
A — submodulos N de M é um A — submddulo de M.

Demonstrac¢ao:

Considere {N;};,cr uma familia de submoddulos de M e o conjunto N = N;cr N;.

Dados x,y € N, tem-se que x,y € N; para todo i € [, donde x + y € N; para
todo i € T, consequentemente x + y € N;cr N;. Por outro lado, para qualquera € Aen €
N tem-se que a*n € N; para todo i €I, donde a *n € N;erN;. Portanto N é A —

submodulo de M.
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Exemplo 06: Se N e P sdo A — submddulos de um A — médulo (M, +), entdo o
conjuntoN+P={n+p:n€N,p € P} éum A — submbddulo de M.

Note que parax,y E N+ Ptalquex =n+p,y=7n+pea € Atem-se:

x+y=Mm+p)+@+p)=mn+A)+(pP+DP)EN+P

a*x=a*n+a*xp€N+P

Considere o A — submédulo N do A — moédulo (M, +). Para x,y € M define-se
a relacio x = ymod(N) se e somente se x —y € N. Esta relagio é uma relacido de

equivaléncia. A classe de equivaléncia para cada m € M é o conjunto

[m] ={x €M : x = mmod(N)}

Assim:
[ml={xeM:x—meN}e
[ml={xeM:x=m+n,comn€N}

[ml=fm+n:neN}=m+N

Como (M,+) é grupo abeliano, segue que todo seu submédulo N é um

subgrupo normal e com isso as classes laterais m + N, N 4+ m sdo iguais.

Proposicao 03: Para x,y € M, tem-se que x + N = y + N se e somente se x =
y mod(N).

Demonstrac¢ao:

Dados x,y € M tal que x + N = y + N, segue que x = y + n para algumn € N
donde x —y =n € N, ousejax =y mod(N).

Reciprocamente para x,y € M tal que x = y mod(N), entdo x —y € N donde
x=y+n€y+N.Assim paratodoz € x+ Nimplicaz=x+7A=y+(n+n) €y+N,
significando que x + N € y + N. De modo analogoy + N € x + N.

0 conjunto quociente é denotado e definido por:
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M/N={[x]:x€M}={x+N:xEM}

Proposicao 04: O conjunto quociente M/N é um grupo abeliano com a

operagao

z| =
z| =2
z| =

definidapor (x + N,y + N) — (x + N)®(y+N) = (x+y) + N

Demonstracao:

Primeiramente a operacdo estd bem definida, porque tomando x,y,z,w € M
tal que (x + N,y + N) = (z+ N,w+ N) implica x+N=z+Ney+ N =w + N donde,
x—z€Ney—we€Nlogo (x—2z)+ (y—w) =(x+y)—(z+w) € N significando que
(x+y)+N=(=z+w)+N.

Como M é associativo segue que para todo x,y,z € M tem-se:

(x+N)S[(y + N&(z + N)] =
x+N)By+z)+N=
(x+y+z)+N=
[(x+y) +N]®(z+N) =
[((x +N)®(y + N)]®(z + N)
logo M/ é associativo.
Sendo 0y elemento neutro de M, entdo Oy; + N = N é o elemento neutro de

M/N' porque para todo x € M, tem-se:
O+ NBXx+N)=x+N=((x+N)dOy+N)

Sendo —x o elemento inverso de x € M, segue que —x + N é o elemento inverso

de x + N uma vez que:

(—=x+N)B(x+N)=N=(x+NS(—x +N)
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Por fim como M é abeliano entdo para todo x,y € M, tem-se:

x+NBOHY+N)=@H+x)+N=>O+N)Dx+N)

Proposicao 05: Dado o grupo abeliano M/N com a operacao @ definida

anteriormente, M/N é um A — mo6dulo com a operagao multiplicativa

© A><M M
: —_— —
N N

definida por (a,x + N) — a®(x + N) =a *x + Nparax € M.

Demonstracao:

Primeiramente a operacdo esta bem definida, pois tomando x,y E Mea € A
tal que (a,x+N)=(a,y+N), tem-se x+N=y+ N donde x —y €N. Assim a *
(x—y)=axx—axy € N,significandoquea*x + N=a*y + N.

Agoradadosa,b € Ae x,y € M tem-se que:

)
(ab)O(x +N) =
(ab) *x + N =
a(b*x)+N =
a®(bx + N)

(i)
(a+b)O(x+N) =
(a+b)*x+N=
(a*xx+bxx)+N=
(a*x +N)B(b *x +N)
(iii)
a®[(x+y)+N] =
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ax(x+y)+N=

(axx+axy)+N=

(a*xx+N)®(a*xy+N)
(iv)

1,0(x +N) =

Ip*x+N=

x+N

Portanto M/N é A — mddulo denominado mddulo quociente.

Exemplo 07: Dado um ideal [ do anel A, o anel quociente A/I tem estrutura de

A — mbddulo. O anel A tem estrutura de A — mddulo com seus ideais sendo seus A —

submodulos.
2.1.2 Homomorfismos

Um homomorfismo de A — médulos (M, +) e (N, +) é a aplicagdo f : M — N

tal que para todo x,y € M e a € A valem as condigoes:

D flx+y) =f+f ()
(it) f(ax) = a * f(x)

Proposicdo 06: Considere os A — modulos (M, +) e (N, 4+), o homomorfismo

f + M — N satisfazem as condigdes:

(©) f(Om) = Oy
@) f(=x) = =f (%)

Demonstracao:

(1) Segue que f(Oy) = f(Om)+£(Om) logo f(Oy) = O.
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(ii) Sendo f(0y) = Oy segue que Oy = f(x —x) = f(x)+f(—x) resultando
que f(—x) = —f(x) paratodo x € M.

Dado um homomorfismo de A —mddulos (M,+) e (N,+) define-se os
conjuntos im(f) = {f(x) : x € M} e ker(f) = {x € M : f(x) = Oy} denominados imagem

e kernel ou nucleo respectivamente.

Proposi¢io 07: O homomorfismo f : M — N de A — médulos (M, +) e (N, +)
é injetivo se e somente se ker(f) = {0y}

Demonstracao:

Suponha que f : M — N é um homomorfismo injetivo. Escolhendo um x €
ker(f) tem-se que f(x) = Oy e por outro lado f(0p) = Oy, logo x = Oy;.

Reciprocamente considere ker(f) = {Oy} e sejam x,y € M quaisquer tal que
f(x) = f(y). Assim f(x —y) = f(x)+f(—y) = Oy resultando que x —y = Oy. Portanto

f € injetivo.

Proposicao 08: Sejam os homomorfismos f : M — N, g: N— P de A—
mobdulos (M, +), (N,+), (P, +). A aplicacdo composta g o f : M — P é um homomorfismo.

Demonstrac¢ao:
Sejam x,y € M, assim

G HNx+y) =

g(fx+y) =

If+f) =

9(f)+g(f») =

(g )+ HB)

Por fim parax € M e a € A tem-se que:

(g ° f)(ax) =
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g(f(ax)) =

glaxfx)=
axg(f()) =
ax*(gef)x)

Proposicao 09 “Teorema dos Isomorfismos de Mdodulos”: Seja f : M — N

um homomorfismo de A — médulos (M, +) e (N,+). Entio:

(i) im(f) é A — submddulo de N
(ii) ker(f) é A — submoédulo de M

M
ker(f)

(iii) = im(f)

Demonstracao:
(i) Segue que im(f) é ndo vazio, uma vez que f(0y) = Oy. Para x,y € im(f)
tem-se que x = f(u), y = f(v) comu,v € M. Assimx+y=fw)+f(wv)=flu+v) €

im(f). Por outro lado, para todoa € A, a *x = a * f(u) = f(au). Portanto im(f) é A —

submodulo de N.

(ii) Temos que ker(f) é nao vazio uma vez que f(0y) = Oy. Agora dados
x,y € ker(f) tem-se que x + y € ker(f) pois f(x + y) = f(x) + f(y) = Oy. Por fim para

todo a € A, e segue que a * x € ker(f) umavez que f(ax) =a* f(x) = Oy.

(iii) Primeiramente considere a aplicacdo

<P=F(f)—>im(f)
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dada por x + ker(f) — ¢(x + ker(f)) = f(x). A aplicagio ¢ estad bem definida, pois
parax + ker(f),y + ker(f) € M/ker(f) talque x + ker(f) = y + ker(f) resulta que x —

y € ker(f) donde f(x —y) = f(x)®f (—y) = Oy e consequentemente f(x) = f(y).

De fato ¢ é um homomorfismo visto que:

o ((x + ker(N)@(y + ker(f))) =

o((x +y) + ker(f)) =
fix+y) =

feO)+ ) =

¢(x + ker(f) + o(y + ker(f))

e também
@ (a@(x + ker(f))) =

o(axx+ker(f)) =
fla*xx)=

a®f(x) =

o(x + ker(f))

paratodox,y € Mea € A.

Agora se <p(x + ker(f)) = (p(y + ker(f)) comx,y € M, entdo f(x) = f(y) se
e somente se f(x —y) = f(x)®f(—y) = Oy significando que x — y € ker(f) ou seja x +
ker(f) =y + ker(f) e assim ¢ € injetiva.

Por outro lado ¢ também é sobrejetiva ja que im(p) = {(p(x + ker(f)) tx €
M} = {f(x) : x € M} = im(f).

Portanto ¢ é um isomorfismo.

Exemplo 08: Dado um A — submddulo N do A — médulo (M, +). Denomina-
se projecao candnica a aplicagdo m: M — M/N dada por m(x) =x+ N que é um

homomorfismo sobrejetivo. Isso decorre que para todo x,y € M e a € A tem-se:



27

t(x+y)=((x+y)+N=(x+ NS +N) =(x)®r(y)
m(a*x) =ax+ N =a(x + N) = a®On(x)

A sobrejetividade de 7 é imediata.

Exemplo 09: Se K for um corpo, os homomorfismos dos K — modulos sao

transformacoes lineares.
2.1.3 Médulos Livres

Um A — médulo (M, +) é denominado livre se existir uma familia de elementos

{e;}ier de M satisfazendo as condicdes:

(a) {e;}icr € linearmente independente sobre A, ou seja:

Zaiei=OM=>ai=OAcomieF

ier

(b) Todo elemento x € M é combinacéo linear de {e; };cr ou seja:

x=2aiei,comai €A

ier

Tal familia {e;};cr é denominada base do A — md6dulo livre A. Para um anel
comutativo A, as bases terdo mesma cardinalidade e o posto de M é definido como o
numero de elementos da base.

Quando o conjunto de indices I' é finito dizemos que o A —mddulo M é
finitamente gerado ou do tipo finito.

Para o anel comutativo A e um conjunto de indices I' denota-se por A o
conjunto {(a;);er : a; = 0 exceto para um numero finito de indices i € I'}.

Dado o anel A e (M, +) um A — médulo, {e;};cr uma familia em M, a aplicagdo

¢ : A — M dada por:
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(@)ier — z ae;

ier

é linear.

Proposicao 10: ¢ : AD 5 Mé injetiva se e somente se {e; };cr é linearmente
independente.
Demonstracao:

Dadas duas sequéncias indexadas (a;)cr € (b;);er tal que

Z ae; = Z bie; = Z(ai —b;)e; = 0y

ier ier ier

Mas por hipétese {e;};cr é linearmente independente donde a; — b; = 0, ou
sejaa; = b; paratodo i € I" é injetiva.

Reciprocamente admita que ¢ € injetiva e seja a combinacgao linear

z aie; = Oy

ier

Entdo (a;);er € uma sequéncia no ker(¢) e pela injetividade de ¢, segue que

a; = 04 paratodo i € I e assim {e;};cr é linearmente independente.

Proposicao 11: ¢ : AD 5 Mé sobrejetiva se e somente se {e;};cr gera M.
Demonstrac¢ao:

Suponha que {e;};cr gere M, logo todo y € M é da forma

y = Zaiei

ier

onde a; € A com i € I donde (a;);er estd em AL, Portanto ¢ é sobrejetiva.
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Reciprocamente se ¢ é sobrejetiva, dado qualquer y € M, existe x = (a;);er em

px) =y = Z ae;

ier

A®M tal que

logo (€;)ier = M.

Exemplo 10: {1,x, -+, x™, -+ } é uma base do A — modulo livre A[x].

Exemplo 11: {1, i} é linearmente independente sobre R e consequentemente
linearmente independente sobre Z. Por outro lado (1,i) = Z + iZ = Z[i] é Z — mbédulo

livre.

2.2 Anéis Noetherianos e Dominios de Dedekind

A classe dos anéis Neotherianos é mais geral que a classe dos anéis de
Dedekind. Iremos discutir o problema da fatoracdo inica em anéis de Dedekind. No lugar
da fatoracdo Unica em poténcias de elementos irredutiveis, valida somente no caso de
dominios fatoriais, prova-se que em qualquer anel de inteiros algébricos I;(Z) onde L é
um corpo numérico, todo ideal nao nulo possui uma fatoracao tinica em poténcias de
ideais primos, ou seja I}, (Z) pertence a classe dos dominios de Dedekind e portanto é
Noetheriano.

0 corpo quadratico L = Q[V—5] mostra que o anel I;(Z) = Z[V—-5] ndo é
fatorial apesar de ser integralmente fechado.

O principal objetivo por trabalhar com dominios de Dedekind R, é a verificacao
da existéncia e a unicidade na fatoracao de ideais ndo nulos em ideais primos, ja que a
fatoracao de elementos de R — {0} em elementos irredutiveis, embora sempre exista,
porém nem sempre é Unica e que da mesma maneira que a fatoracdo em elementos
irredutiveis é estendida aos elementos ndo nulos de K¢(R) “corpo de fragdes de R”
admitindo poténcias negativas dos elementos irredutiveis, convém estender a fatoracao

em ideais primos aos ideais fracionarios de R.
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2.2.1 Anéis e Modulos Noetherianos

Dado um anel R, diremos que R é Noetheriano, quando todos os seus ideais sdo
finitamente gerados ou do tipo finito. Convém estender para um R — médulo M.

Um R — médulo M é dito ser Noetheriano se todo R — submoédulo N seu for
finitamente gerado.

Em particular um anel R é chamado Noetheriano, se considerado comoum R —

moddulo “seus submodulos sdo seus ideais” é Noetheriano.

Seja (Q, <) um conjunto parcialmente ordenado. Diremos que () satisfaz a
condi¢cdo maximal se todo subconjunto X © Q nao vazio possuir pelo menos um elemento
maximal ou seja existir by € X tal que ndo exista nenhum elemento b € X com b, < b.

Diremos que (Q,<) satisfaz a condicdo de cadeia ascendente, se para toda
sequéncia (x,,),en em ( for estacionaria, ou seja: se x; < x, < - < X1 N X, < - entdo
existe um n, € N tal que x,, = x,,, para todon = n,.

Para dois ideais a e b de um anel A, definimos a soma a + b dos ideais, como o

conjunto dos elementos a + b tal que a € ae b € b. Ou seja:
a+b={a+b:a€aeb€eb}
Diremos que dois ideais a, b do anel A sdo comaximais quando a + b = A.

Proposicao 12: Se a e b sdo ideais comaximais de A, entdoa-b =anNb.
Demonstrac¢ao:

De fato, segue que a - b € a N b. Por outro lado dadoz € an btemosque z € a

ecomoa+b=Aexistemx €Eaey €btalquex+y =1.Logoz=2zx+2zy €a-b.

Proposicao 13: Se a,, a, sdo ideais de R com ry, 1, € R, entdo existe um r € R
tal que:

{r =r, mod(a;)
r =1, mod(a,)
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se e somente se r; = 1, mod(a; + ay).
Demonstracao:

Suponhamos que exista um r € R tal que

{r = r, mod(a;)
r =1, mod(ay)

entio(r—r)—(r—mr) =r—r €a; +a,.
Reciprocamente se r; = r, mod(a; + a,) entdo existem x € a; e y € a, tal que

=" =x—y,logor=r1—x=r2—y5rjm0d(aj)“j= 1,2".

Proposicao 14: Para quaisquer ideais ai,a,,:*:,a, de R, com n>2 as

seguintes condi¢des sdo equivalentes:

(i) ay, ay,*+, a, sdo dois a dois comaximais.
(ii) ayay --a, = a; Na, N---Na, e para quaisquer 14,75, :+,7;, € R 0 sistema
de congruéncias
x =1, mod(a,)

x =1, mod(ay)

X =1, mod(a,)
possui uma Unica solucao r € R congruente modulo a = a;ja; - a,.

(iii) O homomorfismo
R R R
p:R—D—X—X--X—
a0 an
dado por

o(r)=0+a,r+ay, -, r+a,)

é sobrejetivo e induz o isomorfismo
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R R R R R
0,0, aNaN-Na, a0 a, a,

(i) = (ii) A verificacao da igualdade segue por inducao em n.
De fato, a igualdade é verdadeira paran = 2 segundo o Proposicao 12.

Suponha por hipétese de indugao que
Q1Qy - Ap_1 = A9 N a, Nn--N n-—1

comn > 2,onde a4, a,, -+, a,_1, a, sdo dois a dois comaximais.
Agora resta verificar que a;a,---a,_; € a, sdo comaximais e a igualdade
continua valida para n ideais. De fato, paratodo 1 < i < n — 1 existemr; € q; e s5; € a,, tal

quer; +s; = 1. Logo:
oy =1 =s)=5)(1=s,4)=1-5
com s € a, e onde s é uma soma de produtos dos s;'s, resultando

1= r"nryTh-1 +s € aQy - an_l + an
logo aqa, - a,_; +a, =Reaay - a, = (a0, ap_1)a, = (@ Naz N Na,_q)Na, =
(11 ﬂ (12 ﬂ e ﬂ an.
Além disso aja,--a;_1a;41°ra, € a; para todo 1<i<n sao também

comaximais seguindo o raciocinio semelhante ao anterior.

Existéncia:

Para verificar a existéncia da solu¢do do sistema de congruéncias

x =1, mod(a,)
x = r, mod(a,)

X = 1, mod(a,)
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comry, 1y, -+, 1, € Rquaisquer, considere paratodo1 <j#i<n
b =7y TioqTipg T € Q10 Q1 Qj4q - Oy & @
com 1 —¢t; € a;. Por outro lado g; e a; sdo comaximais para j # i, logo
Q10 Qi1 Qiyq Ay = A NA NN Ay Nayq N-Nay S g
Assim o elemento r = r t; + ryt, + -+ + 1,t, € Ré a solugdo procurada, pois:

r—r=rti+F+rigtig +r(t;—1) F ity ot € &

r—rp=(nty o oty F it oot nt) A - 1) €q

Portanto r = r; mod(a;) pois paratodoi =1,2,---,n tem-se r;(t; — 1) € q; €

T1t1 + + ri_lti_l + ri+1ti+1 + + T‘ntn € ai.

Unicidade:
Sendo s uma outra solucao do sistema de congruéncias, resulta que r =
smod(a;) para todo i=1,2,---,n donde r=smod(a;Na,N--Na,) e

consequentemente r = s mod(a;a; ‘- a,).

(ii) = (i) Se para ry,15,-:+,1, € R existe r € R tal que r = r; mod(q;), entdo
segundo a Proposicao 13 r; = 7; mod(ai + aj) parai # jecomissoparar;=1er;, =0

resulta que a; + a; = R significando que q;, a; sdo comaximais.
(ii) = (iii) Dado um

R R R
(m+a,mp+ay-,mta) €E—X—X-X—
a; 0z an
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segue que exister € Rtalque o(r) = (r; + a1, 1, + ay, -+, 1, + a,) e ainda vale aigualdade

a, Na, N--Na, =aa, - a,. Por outro lado

ker(¢) = {x €R: 9(x) =(0,0,+,0)} =

{xeER:x=0mod(a;),1<i<n}=

n
{xER:ani,lgiSn}z{xER:xEﬂai}=
i=1

aq N a, Nn--N ap, = a0 - a,
Portanto pelo Teorema dos Isomorfismos de Anéis resulta

R R R R R
= = —X— XX —
alaz"'an alﬂazﬂ-"ﬁan a1 az an

(iii) = (ii) Se ¢ e induz o isomorfismo

R R R R R
= =Z=—X— X X—
a1y - Ay alﬂazﬂ-"ﬂan aq a, an

entao

a; Nay N--Na, =ker(p) =aa,a,
Por outro lado, para quaisquer ry,1,, -+, 1, € R existe r € R tal que
r =1, mod(a;)

r =1, mod(a,)

r =1, mod(a,)

pois ¢ é sobrejetiva.

Proposicao 15: Sejamay, ay, **+, a, ideaisde Rcomn > 2 e que para quaisquer
T,T2,, T, ER tem-se r; = 7; mod(ai + aj) “1<i,j<n”i+#j. A condicdo necessdaria e

suficiente para que exista um r € R tal que
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r =1, mod(a;)
r =1, mod(ay)

r =1, mod(ay)
éque(a;NayN--Na,_q)+a, =@ +a,)N(ay+a,)N-N(a_q1 +ay).

Demonstracao:

Suponhamos que para quaisquer, 4,75, -,7, € R com 7; = r; mod(a; + q;)

“1<i#j<n” existaumr € Rtal que

r =1, mod(a,)
r =1, mod(ay)

r =1, mod(a,)

Entao de imediato vale a inclusao
(ayNazN-Nay_q)+a, S (a;+a,)N(ay+a,)NN(a—1 +a,)

Seja s € (a; + a,) N (ay +a,) NN (a,-1 + a,). Em particular quando r; =
T, = =T, 1=ser, =0temosquer; =7; mod(ai + a]-) “1<i#j<n"eexister €R
tal que satisfaz o sistema de congruéncias, donde r —s =r —1, € a; paratodo 1 <t <

n—1ler—r, € a,. Logo:

r—s€aqNaN-Na,_;er—1,€a,

portanto

s=—(r—-s)+re(ayNa;N-Na,_q1)+ay

valendo a outra inclusio.

Reciprocamente admita que paran > 2

(aqna,N-Na,_1)+a,=0;+a,)N(a,+a,)N--N(a,_;+a,)
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A verificacdo da existéncia de r € R é feita por indugao.

Paran = 2, o resultado é valido pela Proposi¢ao 13.

Suponhamos por hipo6tese de inducdo que o resultado vale paran —1en > 2.

Sejamry, 1y, -+, 7, € Rtalque 1; = 1, mod(a; + a;) “1 < i # j < n” e que exista
7 € Rcom# =1, mod(q;) parai =1,2,---,n— 1.

Entao:

F—r = (?—rj)+(rj—rn) €aq; +qj
paratodo 1 < j < n — 1. Portanto
F—r,€(a+a,)N(az+a,)NN(a_;+a,) =@ Na;N-Na,_1)+a,
e da hipdtese, existe um r € R tal que

r=f=rmod(a; NayN--Na,_q)

r =1, mod(ay,)

donde r = r; mod(a;) paral <i < n.

Proposicao 16 “Teorema Chinés de Restos”: Sejam a4, a,, -, a, ideais de R

comn = 2 e que para quaisquer ry,13,+:+,7;, € R. O sistema de congruéncias

x =1, mod(a,)
x = r, mod(a,)

x =1, mod(ay)
possui solucdo x = r € R quando a4, a,, **+, a, sdo dois a dois comaximais ou quando r; =
7 mod(a; + aj) “UT<i#j<n" e (e +a)Nn(ay+a)N-N(apq1+a,) =(;NayN

N ay_q1) + ap.
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Esse nome é explicado pelo teorema tratar-se de uma generalizacao do sistema
de congruéncias lineares resolvido pelos chineses para o caso R = Z. Em caso afirmativo

diz-se que R satisfaz o Teorema Chinés de Restos para n ideais quaisquer.

Proposicdo 17: Seja (1, <) um conjunto parcialmente ordenado. As

afirmagoes sdao equivalentes.

(a) Q satisfaz a condi¢cdo maximal.

(b) Q satisfaz a condicdo de cadeia ascendente.

Demonstracao:

(a) = (b) Considere o elemento maximal x, da sequéncia (x;,),,>; em X. Como
a sequéncia (x,)n>; € ascendente, entdo para n = q implica x,, = x,. Assim sendo x,
maximal, resulta que x, =x, para todo n =gq. Portanto a sequéncia (xp),>; €
estaciondria.

(b) = (a) Suponha por absurdo que exista um subconjunto S de X que nio
contém um elemento maximal. Entao para todo x € S, o conjunto dos elementos de S que

sdo maiores do que x é ndo vazio.

De acordo com o Axioma da Escolha, existe uma aplicacao f : S — S tal que
f(x) > x para todo x € S. Sendo S ndo vazio, podemos tomar x, € S e definir por indugio
a sequeéncia (x,)nso da forma f(x,) = x,4+1. Assim a sequéncia (x,),so € estritamente

ascendente e nao é estacionaria, sendo uma contradic¢ao.

Proposicdo 18: Sejam (M, <) um R — mddulo parcialmente ordenado pela

inclusdo e M a colecdo dos submodulos de M. As afirmacgoes seguintes sdao equivalentes.

(i) M é um R — médulo Neotheriano
(ii) M satisfaz a condicdo de cadeia ascendente

(iii) M satisfaz a condicdo maximal
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Demonstracao:

(i) = (ii) SejaM; € M, € - € M,, € --- uma cadeia ascendente em M e seja
F = Ugey Mg. Entdo F € M e por hipotese é finitamente gerado ou seja F = Rx; + -+ +
Rx,,.

Com isso existe k € N tal que x; € M, paratodoi € [1,n] N N pois x; € F.

Portanto F € M;, € M, € --- e vale a igualdade.

(ii) = (iii) Segue pela Proposicio 17.

(iii) = (i) Dado um submddulo F € M, considere My o conjunto dos
submodulos finitamente gerados de M que estao contidos em F.

Como Mg é ndo vazio, pois (0) € My segue que My possui um elemento
maximal S “pois My € M.

Vamos verificar que F € S. De fato, para todo y € F, temos que S € S+ Ry €
M e pela maximalidade de S vale a igualdade. Portanto y € S+ Ry =S, logo S=F é

finitamente gerado, donde M é um R — mddulo Neotheriano.

Corolario 01: Todo ideal préprio i de um anel Noetheriano A estd contido num
ideal maximal.

Demonstrac¢ao:

Considere I' o conjunto de todos os ideais préoprios de A que contém i. De fato
it €I e logo I" é ndo vazio. Por outro lado, A é Noetheriano e portanto, I' admite um ideal

maximal m. Assimt € m & A e pela maximalidade m é ideal maximal.

Exemplo 12: Um anel de ideais principais é Noetheriano.

De fato, dado o A — mdédulo considere a sequéncia de A — submoédulos 1; S

Lc--Ccl,c-
Por hipdtese A é anel de ideais principais, logo seus submddulos sao ideais

principais. Assim a uniao
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I:UIL

iEN
éumidealde Ael, S I paratodoi € N.
Mas I =(x) e com isso x € I, para algum ny, €N, donde 1= (x) S 1,,.

PortantoI = [, e assim paratodon = ny implical = I,, < I,, easequéncia é estacionaria.

Exemplo 13: O anel Ix(Z) “inteiros algébricos de um corpo de nimeros

algébricos ou corpo numérico K” é Noetheriano “K = Q tome e A = Z".

Proposicao 19: Sejam A um anel, M um A — médulo e N um A — submoédulo
de M. A condicdo necessaria e suficiente para que M seja Noetheriano é que N e M/N sejam
Noetherianos.

Demonstracao:

Suponha que M seja Noetheriano e N um A — submédulo de M, entdo toda
sequéncia (N,,),ey ascendente de A — submddulos de N é uma sequéncia ascendente de

A — submddulos de M, logo estaciondria. Portanto N é Noetheriano.

Agora considere o homomorfismo candnico A — linear ¢ : M — M/N dado por ¢(n) =
n + N e observe que o mesmo define uma correspondéncia bijetiva que preserva inclusdo
entre submoddulos de M que contém N e submoddulos de M/N ou seja os conjuntos I' =
{N cE 95, M}e Q = {F <, M/N} estdo em bijec3o.

Entdo toda sequéncia (F,),cy ascendente de A — submoédulos de M/N
corresponde por meio de ¢ a uma sequéncia (qo‘l(Fn))nEN ascendente de A —
submoédulos de M, que é estacionaria. Portanto toda sequéncia (F,,) ey ascendente de A —
submoédulos de M/N também é estaciondria e consequentemente M/N é Noetheriano.

Reciprocamente considere que N e M/N sejam Noetherianos e seja (M;,)nen

uma sequéncia ascendente de A — submoédulos de M. Entdo (N N M,,) ey € uma sequéncia

ascendente de A — submoédulos de N e (9(M,)),ey € uma sequéncia ascendente de A —

submédulos de M/
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Por hipétese existem ny,n, € Ntalque NN M,, = NN M, paratodon > n,
e (M) = (M,,4,) para todo n = n,. Escolha n, = max.{n;,n,} e provemos que M,, =
M,,,; para todo n > n,. E suficiente verificar que M,,,; € M,, para todo n > n,.

Assim seja x € M,,;; qualquer, com n > n,, logo existe um y € M,, tal que x +
N=y+Ndaix—y€Nex -y €M,,;dondex —y € NnM,,; = NN M,, portanto x —
y € M,, implicando que x € M,,. Com isso (M, ),eny € uma sequéncia ascendente de A —
submoédulos de M em que M,, = M,,,; para todo n = ny, logo (M,,),cy € estacionaria e

consequentemente M é Noetheriano.

Corolario 02: Sejam A um anel e M;, M,, -, M,;, A — mddulos Noetherianos.
Entdo o produto cartesiano M; X M, X --- X M,, € um A — mo6dulo Noetheriano.

Demonstracao:

A verificacdo é feita através de inducdo matematica sobre o nimero n. A
afirmacdo é imediata paran = 1.

Para n = 2 o resultado é valido, pois para E;,E, A — m6dulos Noetherianos
tem-se que M; X {0} = M; e M; X {0} € M; X M,. Por outro lado f : M; X M, — M,
definida por f(0,y) = y é um homomorfismo sobrejetivo com ker(f) = M; X {0} e pela
Proposicao 09 segue que

M, x M,
172y,
M; x {0}

donde M; X M, é A — mo6dulo Noetheriano pela Proposicao 19.

Suponhamos por hipétese de indugao que a afirmacgao é verdadeira paran — 1
A — modulos Noetherianos, comn > 2.

Sejam n A — mddulos Noetherianos M;, M,, -, M,,_1, M,,. O submddulo N =

(0) X -+ x (0) X E,, de M; X M, X -+ X M,,_; X M,, e 0o mddulo quociente

M1XM2X"'XMn
N
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sdo Noetheriano porque sdo isomorfos a M,, e a M; X M, X --- X M,,_; respectivamente
por hipétese. Portanto pela Proposicao 19 M; X M, X .- X M,, é um A — mobdulo

Noetheriano.

Corolario 03: Sejam A um anel Noetheriano e M um A — mdédulo finitamente
gerado ou do tipo finito, entdo M é A —modulo Noetheriano “portanto todo A —
submddulo de M é finitamente gerado”.

Demonstracao:

SejaM = Ax; + Ax, + -+ + Ax,,_; + Ax, um A — médulo finitamente gerado e

considere o homomorfismo i : A* — E sobrejetivo dado por:

lp(all Az, -, n—1, an) =

aixq + ar,Xy + -+ an_lxn_l + anxn =

n

D, o

i=1
onde A X AX-+-XAXA=A" Com isso pela Proposicao 09

n

ker(y)

= im(yY) =E

Portanto M é Noetheriano, porque A" é Noetheriano pelo Corolario 02 e

An/ker(ll)) é Noetheriano pela Proposicdo 19 e pelo fato do ker(y)) ser um submaddulo

de A™,

Um ideal p de um anel A é dito ser primo quando o anel quociente A/p é um

dominio de integridade. Isso é equivalentemente a dizer que A —p é fechado para o
produto, ou seja:

xEA—pey€EA—p=>xy€eA—-p
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Um ideal m de A é dito ser maximal, quando o anel quociente A/m é um corpo.
Dai cada ideal maximal de um anel A, é um ideal primo, porém a inversa é falsa, como por

exemplo (0) é um ideal primo em Z, mas nao é ideal maximal.

Proposicao 20: Sejam A um anel, com p e S seu ideal primo e subanel de A
respectivamente. Entdo p N S é um ideal primo de S.

Demonstracao:

Sejai:S © A a aplicagdo inclusdo e o homomorfismo canénico ¢ : A — A/p
dado por ¢(a) =a+p. Com isso a composicdio @oi:S— A/p ainda é um
homomorfismo e sobrejetivo, cujo ker(peci) ={x €S: (poi)(x)=0}={x€S:x€
p}=pnNS.

Entdo pelo Teorema dos Isomorfismos para Anéis, tem-se que S/ker(<p oi) =
S/p nsSim(gei) = A/p. Logo S/p n s € um subanel de A/p que ¢ um dominio de
integridade, pois p é ideal primo.

Portanto S/p ns também é um dominio de integridade, consequentemente p N

S é um ideal primo.

Para dois ideais a e b do anel A, definimos o produto ab dos ideais, ndo como o
conjunto dos produtos ab tal que a € a e b € b, mas como o conjunto de todas as somas

finitas dos produtos de elementos dos ideais a e b. Ou seja:

n
ab={zaibi:ai6aebieb}

i=1

E de imediato que ab é um ideal de A e ab S anb. A igualdade nio é
necessariamente verdadeira.
A multiplicacdo de ideais é associativa e comutativa. O anel A age como o

elemento identidade, no monodide de ideais.
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Dado um A — médulo M, um A — submoédulo N é um ideal de A. Define-se aN

do mesmo modo como o produto de ideais. aN é um A — submddulo de M.

Proposicao 21: Sejam ay, ay, -, a, ideais do anel R e p um ideal primo de R.
Se a,a, -+ a, C p “respectivamente a;qa, -+ a, = p” entdo q; C p “respectivamente a; = p”
paraalgumi =1,2,--,r.

Demonstracao:

Suponhamos por absurdo que para todo i = 1, 2, -+, r tenhamos a; & p, entdo
existem a; € aq; —p para todo i =1,2,---,r. Mas como p é um ideal primo implica
a,a, - a, € a0, -0, Cpea;a,--a, & poqueéuma contradigao.

Por outro lado se aja;:-a, =p, entdo p € a;a;-a, S @q; para todo j =

1,2,---,reaja, -a, € pdonde a; C p paraalgumj =1, 2,---,r, valendo a igualdade.

Proposicao 22: Em um anel Noetheriano R. Para todo ideal a de R existem n
ideais primos pq,p,, -, P, de R tal que p;p, - p, € a € p; NP, - N p,. Em um dominio
de integridade Noetheriano D, todo ideal préprio ndo nulo a de D, contém um produto
finito de ideais primos nao nulos.

Demonstracao:

Suponhamos por absurdo que o conjunto I' da familia dos ideais ndo nulos de
R que ndo contém um produto de ideais primos nao nulos seja diferente do conjunto vazio.
Como R é Neotheriano, I' possui um elemento maximal a.

Esse ideal a ndo pode ser primo, pois do contrario a ndo pertenceria a I'. Nesse
caso a ndo sendo primo, existem x,y € R — a cujo xy € a. De fato a + xA e a + yA contém
propriamente o ideal a, poisx Ea+xAey €Ea+ yA masx,y & a.

Pela maximalidade do elemento a na familia, segue que os ideais a + xA e a +
yA nao pertencem a familia I, logo os mesmos contém um produto de ideais primos nado

nulos, ou seja existem ideais primos py,p,, ***, Pn, 41,92, ***» G, de R tais que:

P1P2 Pn §a+xA§p1np2...npn

g9z qn S a+yAS g NgzN--Nay
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Mas como xy € a obtemos que

P1P2 = Pnd1G2 0 E (@+xA)(a+YA) SaSp NP NP, NG Naz NN ay

isso quer dizer que a € I', o que uma contradi¢do ou absurdo. Portanto I' é o conjunto
vazio.

Em particular quando R é um dominio de integridade e a # (0), temos que
PPz Pp € a S py NP, ---Np,, resultando que pq, Py, -, P, Sao ndo nulos, pois do
contrario se pelo menos um dos p;'s = (0) entdo a = (0) o que geraria uma contradigio.

Seja A um dominio de integridade e K¢(A) seu corpo de fragdes. Chama-se um
ideal fracionario de A “ou ideal fracionario de K¢(A) com respeito a A”, qualquer A —

submoédulo I de K¢(A) em que existaum d € A — (0) tal que dI c A.

Neste caso dM = a éidealde Ae M = d " 1a.

Qualquer R —médulo a do tipo finito em K¢(R) é um ideal fracionario. Isto
segue do fato que se {e, e,, "+, €,_1, €} € um conjunto de geradores de q, 0s ¢;'s tem um
denominador comum d “produto dos d;’s onde e; = a;d;* com a;,d; ER” e d é um
denominador comum para a.

Reciprocamente se R é Neotheriano, todo ideal fracionario a € um R — médulo

finitamente gerado porque a € d 'R e d 'R é um R — médulo isomorfo a R.

Definimos o produto de dois ideais fracionarios, como sendo o conjunto

n

fifz = {in}’i ‘X €Efiey €[y

i=1

Se fi,f> sdo ideais fracionarios com os denominadores comuns dq,d,
respectivamente, entdo os conjuntos f; + f5, fi N f, e fif, sdo ideais fracionarios. Sao
também R — médulo de K¢(R) e tem como denominadores comuns d; ou d,, d; +d; e

d,d,, respectivamente.
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Denotamos por M (A) o conjunto de todos os A — médulo de K;(A) nédo nulos
munido da multiplicacdo, respectivamente F(A) o conjunto dos ideais fracionarios de A.

Diremos que M € M (A) possui inverso se existir N € M (A) tal que MN = A.
Nesse caso pode ser verificado que o inverso N de M é unicamente determinado e sera

denotado por M1,

Um monoide (G,*) com a operacao

*x:GXG— G
(a,b) —ax*b

€ uma estrutura algébrica que satisfaz as condigdes:

Associatividade: x * (y *z) = (x *y) * zparacadax,y,z € G.
Elemento Neutro: existe um Unico elemento e € Gtalque x e = e *xx = x

paratodo x € G

A multiplicagdo de ideais é associativa e comutativa. O ideal A atua como

elemento neutro no mondide dos ideais de A.

0 monoide G passa a ser denominado grupo quando satisfaz a propriedade:

Elemento Inverso: paratodo x € Gexisteumy € Gtalquex*y=y*x =¢

M (A) é um mondide comutativo e F(A) é um submondide de M (A), ambos

tendo A como elemento neutro.

Proposicao 23: Se A é um dominio Noetheriano, entao todo ideal fracionario
[ de A é um A — médulo finitamente gerado ou do tipo finito.

Demonstracao:

Considere o ideal fracionario I. Assim existe um d € A — {0} talque dlc A e
consequentemente I € d~*A. Por outrolado d *A é um A — médulo e aaplicagdo f : A —

d~1A dada por f(x) = d”1x é um isomorfismo.
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Portanto d 1A é Noetheriano, donde I é um A — médulo finitamente gerado ou

do tipo finito.

Corolario 04: Sejam A um dominio e K;(A) o seu corpo de fracdes. Todo A —
submédulo 1 de K¢(A) do tipo finitamente gerado é um ideal fraciondrio.

Demonstracao:

Se {x1,x3,-,x,} € um conjunto finito de geradores de I, entdo I = x;A +
x,A+ -+ x,A. Cada x; possui um denominador comum d = d;d,‘-d,, onde x; =

a;d;”" com a;d; € A. Portanto dI c A e consequentemente [ é um ideal fracionario.

Proposicao 24: Dado o anel de ideais principais A, M um A — médulo livre de

poston e Num A — submédulo de M. Entao:

(a) N é A — submobdulo livre de posto g, com 0 < g < n.
(b) Se N # (0) existe uma base {e;,e,, -, e,} de M e elementos nio nulos
a,,az,+,a4 € A tais que {alel,azez,-~~,aqeq} ¢ uma base de N e a;|la;;; para i =

1,2,-,q — 1.

Demonstracao:

Suponha entdo que N # (0) e seja L(M, A) o conjunto das formas lineares em
M. Para ¢ € L(M, A) tem-se que ¢(N) é um submddulo de A e portanto, um ideal de A que
é do tipo principal, ¢(N) = Aa,, para algum a,, em A.

De acordo com o Exemplo 12 e a Proposi¢do 18 o anel A é Noetheriano existe
Y € L(M, A) tal que Aa,, € maximal.

Considere a base {x;, x5, ***, x, } de M identificada com A" e seja a projecdo 7; :
M — A da i — ésima coordenada dada por m;(x;) = §;;. E como N # (0) segue que

m;(N) # (0) paraalgum 1 < i < neassimay # 0.
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Pela construgdo existe 8 € N tal que () = a,. Vamos verificar que ay, divide
¢(0) seja qual for ¢ € L(M,A). Tomando d = mdc (a¢,¢(9)) resulta que d = aay, +
Bp(6) = ap(6) + Bp(6) = (ag + p¢) () para algum a, f em A.

Assim ag + ¢ € L(M,A) e Aay, € Ad e vale a igualdade pela maximalidade
de Aay, e consequentemente ay, divide d que por transitividade divide ¢(8). Em particular
ay, divide m; () significando que m;(8) = ay,b; para algum b; € A.

Agora fazendo

n
o = Z bixi
i=1

tem-se que 6 = a6 e como ay, = PY() = ay, P(S) conclui-se que P(5) = 1.

Mostremos agora as somas diretas:

()M = ker()DAS

Note que para x € M temos x = Y(x)d + [x — Y (x)6] e Y(x —Y(x)d) =
Y(x) —Pp)Y(s) = Y(x) —P(x)1 = 0 significando que x — P (x)d € ker(Y) e Y(x)d €
Aé. Além disso 6 # 0 e x € ker(y) N Ad se sé se Y(x = ad) = 0 donde a = 0.

(ii) N = [N n ker(y)]|®A0 onde 6 = a6
Note que paray € N temos ¥(y) = bay, para algum b € A. Logo y = bayd +
[y — bay6] = bayd + [y = (361 = b6 + [y —(»)8] e veja que Y(y—P(y)d) =

YO —p(Y(6) =) —P(y)1 =0 significando que y —9(y)s € ker(y) e y -
Y(y)6 =y — b6 € N. Portanto y — P (y)§ € Nnker(y) e b6 € AG. Além disso [N N

ker(y¥)] n A6 = {0}.

(a) Por inducio sobre o posto de N.

Para g = 0 de imediato N = (0) e o resultado é direto.

Para g > 0 tem-se N N ker(y) de posto g — 1 por (ii) e é livre de acordo com
a hipoétese de inducao.

Mas sendo N uma soma direta por (ii) uma base para N é formada com os q —

1 elementos de N N ker(y) somado com 6 no que resulta em N livre de posto q.
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(b) Por indugéo sobre o posto de M.

Paran = 0 o resultado é direto.

Supondo que n > 0 e de acordo com o (i) ker(y) é livre de posto n — 1 pela
soma direta. A hipétese de indugéo sera aplicada para ker(y) e o submédulo N N ker(y)

de M.

Se N N ker(y) # (0), existe uma base {e,, -, e,} de ker(y) e elementos nido
nulos a,, -, a, € A tais que {ayey, -, ane,} é base de N n ker(y) com a;|a;4, parai =
2,-:-,q — 1 para q <n. Mantendo a notag¢do anterior e fixando a; =ay, ee =6 o
conjunto {e;, e,, -+, e,} é base de M de acordo com (i) e também o conjunto {el, €y, eq}

é base de N de acordo com (ii) e do fato a,e; = a6 = 0.

Resta provar que a,|a,. Assim seja a forma linear ¢ € L(M, A) definida por

1,sei=1=2
(p(el-)—{ 0,sei >3

Assim por um lado ay, = a; = ¢(a,e;) = @(8) € 9(N) = Aay, = Aa; € p(N)
valendo a igualdade segundo a maximalidade de Aa,.

Por outro lado a, = ¢(a,e,) € o(N) = Aa; = a,4|a,

Corolario 05: Se A é um anel de ideais principais e M um A —moédulo

finitamente gerado onde a; 2 a, 2 - 2 a, sdo ideais de A. Entao:

Demonstracao:
Sendo M um A — mdédulo finitamente gerado entdo existe um conjunto gerador
{uy, -, u,} de M. Logo pela Proposicio 11 ¢ : A™ — M é homomorfismo sobrejetivo e

consequentemente segundo a Proposicao 09
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A
ker(¢p)

~

Por outro lado, da Proposi¢io 24 existe uma base {e;,e,, -, e,} de AT e
elementos ndo nulos a4, ay, -+, a, € Atais que {alel, a,e,, -, aqeq} é uma base de ker(¢p)

e a;|a;4q parai =1,2,---,q — 1. Fazendo a, = O paraq + 1 < p < nresulta que:

AM Ae; AM A
—_— = = —
ker(¢p) 1Aae;  ker(o) 1_[ Aaq;
L L
uma vez que

Ael- N A
Aaiei N Aai

Portanto tomando Aa; = q; resulta

A _A A A
ker(p) a1 q an

~

2.2.2 Dominios de Dedekind

Um dominio de Integridade R é chamado um Dominio ou Anel de Dedekind,
se R for Noetheriano, integralmente fechado “no corpo de fragdes K;(R) ou em alguma
extensao finita L de K¢(R)” e cada ideal primo nao nulo de R é um ideal maximal.

O anel I (Z) dos inteiros Z e mais geralmente qualquer anel de ideais

principais é um dominio de Dedekind, assim como os corpos também sdao dominios de

Dedekind.

Proposi¢do 25: Seja A um anel Neotheriano integralmente fechado, K¢ (A) seu
corpo de fragdes, L uma extensao finita de K¢ (A) e I, (A) o fecho inteiro de A em L. Suponha
que K¢(A) tem caracteristica nula. Entdo I;,(A) é um anel Neotheriano e um A — médulo

finitamente gerado.
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Demonstracao:

Iremos admitir a afirmacdo de que I, (A) é um A — submddulo de um A —
modulo livre de posto n cuja mesma sera provada mais adiante de acordo com o item (a)
da Proposicao 16 do Capitulo 3.

Como A é Noetheriano e I;,(A) é um A — submodulo segue-se que I, (A) é um
A — moédulo do tipo finito. Agora, pelo Corolario 03 temos que I}, (A) é um A — médulo
Noetheriano. Por outro lado, os ideais de I (A) sdo A — submédulo de I.(A), eles

satisfazem a condi¢do maximal. Portanto I; (A) é um anel Neotheriano.

A proposicao seguinte diz que o anel dos inteiros em um corpo de ndmeros é

um dominio de Dedekind.

Proposi¢do 26: Seja A um dominio de Dedekind, K¢(A) seu corpo de fracdes e
L uma extensdo de grau finito de K¢(A) e I, (A) o fecho inteiro de A em L. Assuma que
K¢ (A) tem caracteristica nula. Entdo I;,(A) ¢ um dominio de Dedekind e um A — mddulo
finitamente gerado.

Demonstrac¢ao:

Sabemos que I;,(A) é integralmente fechado, pois A é um dominio de Dedekind,
é Noetheriano e é um A — modulo finitamente gerado pela Proposicao 25.

Resta verificarmos que todo ideal primo p # (0) ndo nulo de I; (A) é ideal
maximal. Sabemos pela Proposicao 20 que p N A é um ideal primo de A.

Vejamos primeiro que: para x € p —(0) e considerando a equagdo de
dependéncia inteira de x sobre A dada por x™ + a,,_x" 1 + -+ a;x+a, =0 coma; €
Aondei =1,2,:-,n— 1 “nem todos nulos, cujo o grau é minimo” segue que a, # 0, pois
do contrario obteriamos uma equa¢do de grau menor. Portanto temos que a, =
—x(x" Tt a,_ x4+t ax+a) EIL(X)NAcCpnA ousejapnA = (0).

Como por hipétese A é um dominio de Dedekind, acarreta que p N A é um ideal

primo e maximal de A, logo A/p n A € um corpo o qual pode ser identificado com algum

subanel de IL(A)/p A A € por I (A) ser um inteiro sobre A, acarreta IL(A)/p N A Ser inteiro
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sobre A/p n A- Mas IL(A)/p € um corpo “cuja verificacdo é feita pela Proposi¢ao 07 do

Capitulo 3”. Portanto p é ideal maximal.

A caracteristica de um anel A é o menor inteiro positivo n tal que nx = 0 para

todo x € A, se tal elemento nao existe diz-se que A tem caracteristica nula, ou seja:

min.fn e N: nx = 0V x € A}
0, caso contrario

car(A) = {

O interesse em anéis de Dedekind decorre do fato de que o anel de nimeros

inteiros em um corpo de ndmeros algébricos é um anel de Dedekind, mas nem sempre é
um anel de ideais principais. Por exemplo, considere o anel dos inteiros I,(Z) = Z[vV-5]

e o corpo de numeros algébricos L = Q[vV-5].

Proposi¢do 27: Se A ¢ um dominio de Dedekind que ndo é corpo, Kf(A) seu
corpo de fragdes e m um ideal maximal de A, entdo m’ = {x € Kf(A) : xmcC A} é um ideal
fracionario de A.

Demonstrac¢ao:

Como por hip6tese A ndo é um corpo entdo (0) ndo é ideal maximal de A e
consequentemente temos que m # (0). Além disso m’ # @ pois 0 € m’'.

Se x,y € m’, entdo xm,ym c A donde x + y € m’ haja vista que ym + xm =
(x +y)mcA.

Agora se x € m’' e a € A, dai segue que axm = (ax)m c A. Portanto ax € m'.
Consequentemente dm’ c A paratodo d € A — {0}, portanto m’ é ideal fracionario de A.

Proposicao 28: Se Aum dominio de Dedekind que ndo é um corpo, entdo cada

ideal maximal de A, possui inverso no mondéide F(A) de ideais fracionarios de A.

Demonstrac¢ao:
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Pois bem, seja m um ideal maximal de A. De acordo com o Proposi¢ao 27 foi
visto que m’ = {x € K;(A) : xm C A} é um ideal fracionario de K;(A) e segundo a sua
construgio, podemos ver que m'm C A e mais ainda, como m é ideal de A, entdo mA =
m C m'm C Ano que acarreta m'm = A oum'm = m devido m ser ideal maximal de A.

Iremos verificar que m’'m # m. Pois suponhamos por absurdo que m'm = m.
Para x € m’ implica xm € m e que x"m € m com n € N qualquer.

Por outro lado, se d € m entdo x™d € A paratodon € N.

Logo A[x] é um ideal fracionario de A e como A é Noetheriano, entdo pela
Proposicao 02, segue que A[x] é um A — mddulo do tipo finito, logo x € Ik a) (A) e como
A é integralmente fechado Iy, (a) (A) = Asegue que, x € A, portantom’ € A.Como A c m’
resulta que A = m’.

Por outro lado, se a € m — {0} entdo pela Proposicdo 22 o ideal aA contém
um produto minimo p;p, -+ p,, de ideais primos nao nulos de A. Assim p;p, =*p,, C aA C
m. Logo pela Proposicio 21 segue que p; € m para algum i € [1,n] N N. Sem perda de
generalidade podemos supor que p; € m. Como p; é maximal em A “A é dominio de
Dedekind”, entdo p; = m. Escolhendo b = p, - p,,, temos que mb € aA e b & aA devido a
minimalidade de n.

Com isso existe z € b tal que z & aA. Como mb C aA segue que (4/gp)mcAe
dai ?/4 € m’, mas por outro lado temos que /4 & A e assim m’ # A donde obtemos uma
contradi¢do com o fato de m’ = A.

Portanto essa contradi¢do segue do fato de termos admitido que m’ = A. Com

isso somos for¢cados a aceitar que m'm = A e isso quer dizer que m’ é o inverso de m.

Proposicao 29 “Dedekind”: Seja A um dominio de Dedekind e seja P o

conjunto de todos os ideais primos nao nulos de A. Entao:

(a) Cada ideal fracionario ndo nulo b de A, pode ser unicamente expresso na

peEP

forma:

onde cada n,(b) € Z e n,(b) = 0 para quase todos os p € P.
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(b) O monoide F(A) “dos ideais fracionarios ndo nulos de A” é um grupo
abeliano.

Demonstracao:

(a) Segue que da Proposicio 22 que existem ideais primos p4, py, -, P, ndo
nulos de A tal que p;p, ** P,_1Pn € a. Provemos que a é um produto de ideais primos por
inducdo sobre o nimero n de ideais contidos em a.

Paran = 1 a proposicao é valida, pois temos que a € p;, mas como p; é ideal
maximal “haja vista que A é dominio de Dedekind” segue que a = p; e assim a é primo.
Agora vamos admitir por hipétese de inducao que todo ideal que contém um produto de
n — 1 ideais primos nao nulos de A é escrito como um produto de ideais de A.

Seja agora p1p, *** Pp_1Pn € a “n ideais primos ndo nulos de A”, como A é
dominio de Dedekind entdo a est4 contido em um ideal maximal m de A.

Sejam™! o ideal fracionario inverso de m. Como p;p; *** Pp_1P, C a C m segue
que m contém um dos p;’s para algum i € [1,n] N N. Sem perda de generalidade

suponhamos que p,, € m asssim p,, = m pois m é maximal, logo p;p, *** Pp_1P, € am™ 1 C

1 1

mm™* = A. Pela hipotese de inducdo decorre que am™" = q;q; - g5, onde q;<;<s; S30 ideais
primos nao nulos de A edai a = g1q; *** 5.

A prova da unicidade decorre da seguinte maneira, suponhamos que

npnp(b) _ npmp(b) — npnp(b)—mp(b) —A

peEP peEP pEP

Se m,(b) —m,(b) # 0, para algum p € P podemos separar os expoentes
positivos e negativos e reescrevé-los como p; ¥1p,%2 -+ p, % = q,$1q,52 - qFs comp;, q; €
P,a;,p; <0,p; # qjparatodoiej.

Logo p; contém q,%1q,P2 --- q;Ps e dai p; D q;j para algum j. Suponhamos, sem
perda de generalidade que p; D g4, mas como 0os mesmos sdo ideais maximais segue que
p1 = qq e assim n,(b) = m,(b) ou sejan,(b) —m,(b) = 0, 0o que é uma contradigao.

Apresentamos outra segunda solugdo alternativa para esse item. Provemos a
existéncia, ou seja, que qualquer ideal fracionario a é um produto de poténcias “inteiras”

de ideais primos.
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Como a é fracionario segue que existe um d € A — (0) tal que da C A, ou seja:
da é um ideal inteiro e a = (da)(Ad) .

Sem perda de generalidade podemos provar o item para ideais inteiros. Assim
considere A(A) a colecido dos ideais ndo nulos de A que ndo sdo produtos de ideais primos.

Suponhamos por absurdo que A(A) seja diferente do conjunto vazio. Dai como
A é Noetheriano, entdo a colegao possui um elemento maximal m. De fato m # A, pois A é
o produto da colecdo vazia de ideais primos.

Logo m c 1, onde n é um ideal maximal, que é um elemento maximal na
colecdo de ideais ndo triviais de A que contém m.

Seja f o ideal fracionario inverso de n. Como m c n, entdo mf c nf = A. Como
Acf, f cmf de fato mf # m, pois se mf =m e x € f, entdo: mx € m, mx" C m para
todo n € N e x € A que é inteiro sobre A de acordo com a Proposi¢cao 26. Mas isso é
impossivel, pois f # A “do contrario f = Ae f = fn”.

Pela maximalidade de m em A(A) tem-se que mf & A(A) com isso mf =
pP1P2 - P donde mf = p;p, -+ P = M = mfn = np,p, --- P;. Portanto todo ideal inteiro
de a é um produto de ideais primos. A prova da unicidade decorre como da maneira

anterior.

(b) Segue que o inverso de b é

b = npnp(b) —pl= np—np(b)

peEP peEP

Como visto 1, (b) é o expoente de p na fatoracdo de b em um produto de ideais

primos. Ent3o:
n, (xy) = n,(x) + 1,(y)
xcAen(x)=0VpeP
xcyoenx)=zn(y) VpeP
m,(x +y) = min. {np(x),np(y)}
n,(x Ny) = max. {n,(x), n,(»)}



3 TEORIA ALGEBRICA DOS NUMEROS
3.1 Corpos Numeéricos e Anel dos Inteiros

A verificagdo que a soma, a diferenca e o produto de numeros algébricos
“respectivamente inteiros” também sdo numeros algébricos “respectivamente inteiros”
ndo é imediata e é feita utilizando a nogdo de adjuncao e de modulos finitamente gerados.

Is(R) ={a € S: I p(x) € R[x] mOnico com p(a) =0} serd denotado o
conjunto dos elementos do anel S que sdo inteiros sobre R “R < S”.

Sera provado que todo corpo numérico K “sendo extensdo finita de Q e
subcorpo de C” possui um subanel denotado por Ix(C) = Ik, cujo corpo de fracdes é o
proprio corpo K, ou seja K¢(Ix) = K, mais precisamente que Ig(R) é subanel de S. No geral

ndo é valido que Iy (Z) = Z[a].
3.1.1 Corpo de Numeros

Dado um anel S e o subanel R o elemento a € S é dito ser inteiro sobre R se

existir um polinémio ménico

n

p(x) = z axt = x"+ a1 x™ 1+ +a;x + ay € R[x]

=0
comp(a) =a™ + a,_1a™ 1+ -+ a;a + ay = 0 “essa equagdo é chamada de equacio de
dependéncia inteira de a sobre R”.

Em particular para todo x € R, x é inteiro sobre R.

Para um anel S e um corpo K tal que K<S o elemento a €S é dito ser

algébrico sobre K se existir um polinomio

n
q(x) = Z aixt = apx™ + ap_1x" 1+ -+ a;x + ay € R[x]
i=0
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comq(a) = aa™+ apa™ 1+ -+ aa+ay = 0.

Em particular todo elemento algébrico sobre K é inteiro sobre K.

A extensao L de K é chamada algébrica se todo elemento de L é algébrico sobre
K. Toda extensdo finita de K é algébrica; trata-se de um Teorema da Teoria dos Corpos.

Um corpo de nimeros ou corpo numérico é uma extensao finita do conjunto dos racionais.

Exemplo 01: Os niimeros

2mi 21 2m\ 1++/5
\/E,\/g,i,m,en =cos( >+isen(7>,

n 2

sdo inteiros algébricos, haja vista que sdo respectivamente raizes dos polindmios monicos

X2 —-2,X2-3,X2+1,X"—-12,X"+1,X? —X -1 € Z[X].
3.1.2 Fecho Algébrico

Proposicao 01: Seja S um anel e R um subanel de S, para qualquer a € S as

condi¢des sao equivalentes:

(a) a é um inteiro sobre R “a € I5(R)".

(b) R[a] é um R — mbdulo finitamente gerado ou do tipo finito.

(c) Existe um subanel S’ de S que é um R — mddulo finitamente gerado e tal
quea € S'.

(d) Existe um R — moédulo finitamente gerado N tal que aN € N e que AN #
{0} para todo A € R[a] — {0}.

Demonstrac¢ao:
(a) = (b)Sea € Ig(R) entdo a™ + a,_1a™ 1+ -+ a;a+a, =0coma; ER

parai =0,1,:--,n — 1. Sejam o anel
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e N um R — médulo finitamente gerado por {1, a, ---,a™ 1}, ou seja

N=(La-,a")=R+aR+ -+ Ra™?!

1 —...— a,;a — a, significando que a’ € N. Portanto

Note que a" = —a,,_;a™"
R[a] € N paratodo j <n. Poroutroladoa’ € Nparatodoj > n.Isso segue porinducio,
suponha que

CZ] = bn_lan_l + + bla + bO
comb; ER,0<i<n-—1,entdo:

/P =ala=(by_,a™ 1+ + bia+ by)a =

bn_lan + -+ blaz + boa =

n-1
bn—l <_ Z al’ai> + -+ blaz + boa =

i=0
n-—1
— Z by,_ia;a' + -+ bya? + bya =

i=0

—agby_1 + (by_q1ay + bp)a + -+ (—bp_1ay_1 + by_y)a™?

Portanto @’ € N paratodoj € N,logo R[a] € N.De imediato N € R[a] valendo

a igualdade.
(b) = (c) Bastatomar S’ = R[a] < S.Além disso:Rc S'ea € S'.

(c) = (d) Basta tomar N = S’ e notar que aS’' € S’, A = 1g4 € S’ para todo
A € Rla] —{0}.
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(d) = (a) Considere N = (nq,n,,:-,n,)=nR+n,R+-++n,R o R—

modulo finitamente gerado. Como aN < N segue que existem a;; € R1 < i,j < k tal que

an; = Z aijnj

j=1
equivalentemente

(@ —ap)ng —apn, — - —ayn, =0

—apng + (@ — axp)n, — - —azn, =0

—QpiNy — ANy — -+ (@ — agg)n, = 0

Na forma matricial fica

(@ —aqy;) Q2 -+ —Agg ny 0

—ay; (@—az)- —ax n2l _ 10

—0ag1 —a, (@ = ag)] [nk 0

logo (nq,n,, -, ny) € solugio do sistema homogéneo
k . .
0, t#]J
Z(%ﬂ —a;;)y; = 0,8; = {1, =
j=1

com1 < i < k. Assim segundo a Regra de Cramer se d = det(&-ja - al-j), entdodn; = 0e

como dN # {0} tem-se que d = 0. Por outro lado:

0=d= det(Sija - aij) =

(a—ay)) —Q2 - —Qgg
det —dyq (a - az;) _C.lzk
—0Qg1 —ay, v (a—ak)

a+ b,_a™ 1+ -+ ba+by=0
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com b; € R. Portanto d é equagdo de dependéncia integral de a sobre R e assim a € Ig(R).

Corolario 01: Seja S um anel, R um subanel de S. Se a;,a,, -, a, € S com «;
inteiro Rlaq, ay, -+, @;_1] entdo R[ay, a3, -+, a,] € um R — mddulo finitamente gerado ou
do tipo finito.

Demonstracao:

A verificagao é feita por indugdo em n.

Para n = 1 a verificagdo é imediata pelo item (b) da Proposicao 01.Admita
por hipdtese de indugio que K = Rlay, ay, -+, @,_1] € um R — médulo finitamente gerado

com inteiro a,, sobre K. Entado:

e Kla,] = Rlay, az, -, ap_1]lan] = Rlay, ay, -+, dp_1, @] € um R —mobdulo finitamente

gerado. Logo:

S
Klan] = ) K
j=1

donde

R[all a3, ", Apn—1, an] =

N
Do
j=1

S r
IPIE
j=1 1

i=

S r

Z (x:y)R

Portanto {xiyj} 1<i<r 1<j<s gera {xiyj} 0 R —mddulo finitamente

gerado K[a,]. Entdo R[a,, a3, -, a,] é um R — médulo finitamente gerado.
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Corolario 02: Seja S um anel, R um subanel de S. Se a4, a5, -, @, € S com q;
inteiro sobre R, entdo R[ay, ay, -+, a,] € um R — mddulo finitamente gerado ou do tipo
finito.

Demonstracao:

Se «; inteiro sobre R, entdo «; é inteiro sobre R[a,, a,, -+, a;_1],com1 < i < n.

Segundo o Corolario 01 R[ay, ay, -+, a,] € um R — médulo finitamente gerado.

Corolario 03: Seja S um anel, R um subanel de S, entdo:

(a) x,y € Is(R) implicax + y,x — y,xy € I5(R).
(b) Is(R) é um subanel de S que contém R.

(¢) Todo subanel S’ de S, que é um R —médulo finitamente gerado esta

contido em Ig(R).

Demonstracao:
(a) Segue quex,y € R[x,y] <S com x+y,x —y,xy € R[x,y]. Mas como
x,y € Is(R) segundo o Corolario 02 R[x, y] é um R — médulo finitamente gerado.

Assim pelo item (¢) da Proposi¢ao 01 x + y,x — y,xy € Ig(R).

(b) Segundo o item (a) Ig(R) é subanel de S que contém R, uma vez que para

todor € R, r é raiz do polinémio p(x) = x —r.

(c) Seja S’ subanel de S tal que S’" é um R — médulo finitamente gerado entio

todo @ € S’ implica a € I5(R) segundo o item (c) da Proposi¢ao 01.

O subanel I5(R) “anel dos inteiros de S sobre R” de S é chamado também fecho
inteiro de R em S. Quando Ig(R) = S, S é dito inteiro sobre R. E quando Ig(R) = R, R é dito

integralmente fechado em S e apenas integralmente fechado quando Ik f(R)(R) = R onde

R é um dominio de integridade e
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X
Kf(R) ={;:x,yER,y¢0}

é o corpo de fracdes de R.
No caso de corpos S = L, R = K, I}, (K) é subcorpo de L, a saber o fecho algébrico
de K em L. Em particular, temos que I} (K) = K se e somente se K for algebricamente

fechado em L e I;,(K) = L se e somente se a extensio for algébrica.
Corolario 04: Seja o Q05 conjunto dos subanéis de S. Entdo a aplicacao

IS : ‘QS - 'QS
R —Is(R)

€ uma operacao de fecho no conjunto dos subanéis de S, ou seja, satisfaz as condig¢oes:

(a) SeR € R' entdo I5(R) € Ig(R")
(b)) R € I5(R) = Is(Is(R))

Demonstracao:

(a) De fato, se R € R’ entdo Ig(R) € Ig(R").

(b) Como R S Ig(R), pelo item (a) resulta que Ig(R) © IS(IS(R)). Se a €
IS(IS(R)) entdo Ig(R)[a] é um Ig(R) — mddulo finitamente gerado e como R € Ig(R) segue
que R[a] é um R — médulo finitamente gerado donde a € Ig(R). Logo vale a igualdade.

Proposicao 02: Sejam S um subanel de T e R um subanel do anel S. As

seguintes condi¢des sdo equivalentes:

(@ Ir(S) =Tels(R) =S
(B) Ir(R) =T
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Demonstracao:

(a) = (b) Dado um x € T = I3(S) tem-se que existem ay,aq,,ap_1 €S =
Is(R) tal que x"+a,_x"'+-+a;x+ay,=0, dai x é inteiro sobre §' =
Rlay, az, -, an_q]-

Logo S'[x] =Rlay,ay, -+, a,_1,x] € um S'—mddulo finitamente gerado
segundo o item (b) da Proposicao 01 e S’ é um R — mdédulo finitamente gerado segundo
o Corolario 02.

Portanto S'[x] é um R — médulo finitamente gerado e consequentemente x €

It(R)dondeT < I+(R) € T.

(b) = (a) Se x €S, entio x € T =1(S) donde R[x] é um R — mobdulo
finitamente gerado, mas também R é subanel de S, logo x € Ig(R) < S. Por outro lado R S

SimplicaT = I;(R) € I1(S) € T.

Proposicao 03: Seja S um dominio de integridade e R um subanel de S tal que
Is(R) = Sentdo S é corpo se e somente se R é corpo.

Demonstrac¢ao:

Suponha que S sejaum corpoe que a € R, e a # 0 entdo a possuiinversoa™! €
S=Ig(R),logoa™+b,_ja "1 +--+bjat+b,=00ndeb, E Rpara0 <i<n-—1.

Agora tomando o produto por a™®! na equacdo de dependéncia inteira fica
a~l=—(by_q + -+ bja™? + bya™ 1), significando que a~! € R. Portanto R é corpo.

Reciprocamente se R é um corpo e b € S — {0} entdo segundo o item (b) da

Proposicdo 01, R[b] é um R — mddulo finitamente gerado logo um espago vetorial de

dimensao finita sobre R. Por outro lado, definindo a aplicacdo

@ : R[b] —R[b]
y = yb

tem-se que ¢ é transformacdo R — linear, injetiva ja que ¢ (Ax + y) = (Ax + y)b = Axb +
yb = Ap(x) + ¢(y), R[b] é dominio de integridade e com isso ker(¢) = {0}.
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Assim pelo Teorema do Nucleo e da Imagem ¢ é sobrejetiva e
consequentemente bijetiva. Entdo 1z € R[b], portanto existe um unico b’ € R[b] tal que

b'b = 1i donde S é corpo.

0 operador tem a propriedade de fecho e a aplicagcdo que cujo mesmo define é

chamada operacao de fecho.

Proposicao 04: Todo dominio fatorial R é integralmente fechado.

Demonstracao:

Seja x € K¢(R) tal que x # 0, logo x = a/b =ab 'coma,b €R,b#0como
mdc(a,b) = 1.

Sex € Ixq(r) (R) entdo existem constantes ¢; € Rpara 0 < i < ntal que

X"+ ox™ et pix o =

G e e (Dra=0o

a®+ bca® '+ -+ cpa+ b, =0

a® = —b(c;a™ 1+ -+ cp_ia+ b 1cy,)

donde b divide a™ e com isso b é invertivel, pois do contrario, para um elemento
irredutivel p que divide b tem-se que p divide a®, logo p dividird a e isso é uma
contradicdo com o fato do mdc(a, b) = 1.

Portanto b € U(R) donde x = a/b € R e consequentemente IKf(R)(R) =R.

Exemplo 02: 1o(Z) = Z, porque Z é um dominio fatorial e Q é seu corpo de

fracdes, donde vale a igualdade segundo a Proposicao 04.

Proposicao 05: Seja R um subanel de um corpo L. Entdo:
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K (IL(R) =1, (Kf(R)) =I.(R)

Demonstracao:

Seja x € K¢(IL(R)), logo x =ab™* =%/, onde a,b €I (R), b#0. Mas
I (Kf(R)) é um subcorpo de L que contém I;,(R) “R € K¢(R) = I (R) € I, (Kf (R))".
Para um x € [, (Kf(R)), temos que existem elementos Ci/d_ € K¢(R) em que
L

¢c;,d; € Rcomd; # Oparal <i < ntalque

Fazendod = d,d,--d,, ERentdod # 0 e

dx™ +d" djcx™ + o+ dh A, _cpox + d e, = 0

ondeparal <i<n

&

Assim d“"'d]c; € Rpara 1 < i < n. Portanto dx € I (R), porém como d € R €

I.(R),d # 0 eI, (R) é subanel de L, resulta que x = d~d € I,(R).

Finalmente observe que I (R) S Kf(IL(R)).

Observe como caso particular que Kf(IL(R)) = L se e somente se L for uma

extensdo algébrica de K¢ (R). Isso é consequéncia do fato que Iy, (Kf(R)) = L se e somente

se L é uma extensdo algébrica de R.

Corolario 05: Seja L um corpo de nimeros algébricos. Entao:
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Ky (1L(2)) = (IL(B)),_y, = L
Demonstracao:

Seque da Proposicao 05 e que I (K/(Z)) = 1,(Q) = L

Dado um corpo L e um subanel R de L, seja m;(x) o polindmio minimal de 4 €

I.(R) sobre K = K¢(R). Em geral m; (x) & R[x]. Sobre esse fato segue o resultado.
Proposi¢do 06: Seja R um subanel de L e K = K¢(R).

(a) Se f, g sdo polindmios monicos em K[x] e fg € R[x] entdo f, g € Ix(R)[x].
(b) Para todo A € I;,(R) tem-se que m, (x) € Ix(R)[x].

Demonstracao:
(a) Segue que existem ay, a3, ***, A, P1, P2, Br, N0 fecho algébrico de L ) =
Ik, (L) tal que:
f)=—a)x—an)egx)=x—=pB) (x—By)

logo resulta que aq, a3, **, &m, B1, B2, , Bn € Iq(R) donde os coeficientes de f e g estdo
em Io(R)NK;(R) = IKf(R)(R).
Note que:
Ks(R) € Kf(L) € IKf(L)(L) =0=
QNK¢(R) = Kf(R)
resultando que
x €Ig(R)NKf(R) & x €Ih(R) ex EKf(R) &
x € QNKf(R) e existe p(x) € R[x] ménico tal que p(x) = 0 &
x € K¢(R) e existe p(x) € R[x] monico tal que p(x) = 0 &

X € IKf(R) (R)
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(b) Se A € I,(R) tem-se que entdo existe um polindmio monico h € R[x] tal que
h(2) = 0. Dai existe um polinémio ménico g € Kf(R)[x] tal que h = g - my(x) donde pelo
item (a) my(x) € Ix(R)[x].

Proposicdo 07: Seja S um dominio em que I5(R) = S. Entao:
(a) Para todo ideal ] ndo nulo de S, JNS é um ideal ndo nulo de R.
(b) U(S)NR = U(R).

(¢) S é um corpo se e somente se R for um corpo.

(d) Um ideal primo p de S é ideal maximal de S se e somente se pS for ideal

maximal de R.

Demonstracao:

(a) Seja a € ] ndo nulo entdo a € S = Ig(R), logo suponha que

X"+ ap_x" 1+ -+ a;x + ag € R[x]

seja um polinémio de menor grau que tem @ como raiz. Assim:

ap=—al@" T +a,_1a"?+ -+ aa+a,)

e ay, € aSNR € JNS. Donde JNS é ideal nao nulo.

(b) De fato U(R) € U(S)NR. Por outro lado, se « € U(S)NR, entdoa™ L €S =

Is(R) logo existem constantes ¢; € Rpara 0 < i < mtal que

a ™+ ca™ ety =0
no que implica
al=—(cg++cpa™)eRla] SR

logo a € U(R).
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(¢) Suponha que S seja um corpo entdo U(R) =S — {0}, logo U(S)NR =R —
{0} donde R é corpo.

Reciprocamente se S ndo for corpo entdo S contém um ideal ] ndo nulo em que
15 € .

Mas peloitem (a) 15 € JNS que é ideal ndo nulo de R, consequentemente R nao
é corpo.

(d) Considere o homomorfismo canénico ¢ : S — S/p dado por ¢(s) =s+p

com p ideal primo de S. Entao:

(i) Se R é subanel de S entdo @ (R) é subanel de ¢(S).
(i) 9(S) = Sy

(iii) (R) = R/Rﬂp “segundo o Teorema dos Isomorfismos”

(iv) L) (@(R)) = ¢(S) “segundo S = I5(R) e ¢(R) € subanel de ¢(S)”

Portanto p é ideal maximal de S se e somente se @(S) = S/p é corpo,

equivalentemente a ¢ (R) = R/Rﬂ p Ser corpo, significando que RNp é ideal maximal de R.

Corolario 06: Seja S um dominio de integridade em que S = Ig(R). Se todo
ideal primo ndo nulo de R for maximal entao todo ideal primo ndo nulo de S sera maximal.

Demonstracao:

Sejap um ideal primo nao nulo de S entdo pelo item (a) da Proposicao 07 RNp
€ um ideal primo ndo nulo de R que por hipdtese é maximal.

Portanto segundo o item (d) da Proposicao 07, p é maximal de S.

Corolario 07: Se D um dominio em que I(Z) = D, entdo todo ideal primo ndo

nulo de D é maximal.

Em particular se L é um corpo numérico, entao todo ideal primo ndo nulo de

I, (Z) é ideal maximal de I (Z).
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Demonstracao:
Segue pelo Corolario 06 que Z é um dominio de ideais principais, logo todo

ideal primo nao nulo é maximal. Por outro lado Iy, z)(Z) = I,(Z).

3.2 Corpos Numéricos Quadraticos

Os corpos quadraticos sdao de uma importante classe de corpos numéricos que
sdo subcorpos L de C, ou extensdes de Q tal que o grau é [L : Q] = 2. Ha duas classificacoes
para esses corpos, os corpos quadraticos reais e os corpos quadraticos complexos ou
imaginarios.

Para cada r € Q — {0} denota-se por \/r, —V/r as raizes do polindmio P(x) =
x? —r € Z[x]. Segue que paraa € L — Q tem-se que 1 < [Q(a) : Q] < [L : Q] = 2 donde
L = Q(a).

Assim corpos quadraticos sdo do tipo Q(a) = Q + aQ com elemento primitivo
a e base {1, a} para L.

Os ntmeros d € Z — {0, 1} que nio sio divisiveis por nenhum quadrado c? #
1“c € Z — {0}” sdo chamados livre de quadrados. Em outras palavras d nio é divisivel por
quadrado diferente de 1 ou entdo d = —1 ou d = £pp, =" Pp, P; com 1 < i < n primos

distintos.

3.2.1 Corpos Quadrdticos

Proposicao 08: Os corpos quadraticos sdao da forma L = Q(\/H) onde d € Z
com d livre de quadrados.

Demonstrac¢ao:

Considere o corpo quadratico K = Q(a) para o elemento primitivo @. Entdo
2=[K:Q] =d(m,), comm,(x) =x?+ bx + ¢ € Q[x] o polindbmio minimal de a sobre
Q. Assim:

a?+ba+c=0=

b+\/b2—4c

TR T
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donde
—b £ Vb? —4c
_ - — 2 _
Q(a)—@( - )—Q( b? — 4c)
Mas b? — 4c € Q e com isso:
b? —4c = e
v
comu,v €EZv # 0eomdc(u,v) = 1.
Portanto:
U uv Vuv
P e Q(a) = Q(W) = Q(vuv) = Q(Vd)

Para verificar a unicidade, considere d; € Z livre de quadrados tal que
Q(\/H) = Q(\/d_l) entio Vd = u + v\/d—l para algum u, v € Q. Por outro lado, se uv # 0,
entao

d —u? — dv?

V== ——¢Q

v

0 que contradiz o fato de d; ser livre de quadrados. Logo uv = 0. Assim se v = 0 entdo
Vd € Q o que contradiz que d é livre de quadrados.

Portanto u = 0 e d = v2d,, donde v? = 1 uma vez que d,d; sdo livres de

quadrados, consequentemente d = d;.

Quando d > 0 o corpo quadratico é dito real e quando d <0, o corpo

quadratico é dito imaginario ou complexo.

Proposicao 09: Aut(K) = {idk, ¢} “o conjunto dos automorfismos do corpo
quadratico K”, onde ¢ : K — K é dado por <p(a + b\/ﬁ) =a—bVd.

Demonstrac¢ao:

Segue que ¢ : K — K é um homomorfismo bijetivo e como K é corpo temos

que (1) = 1.
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Por outro lado, por indugdo matematica, para todo m € Z temos que @(m) =
pm—1+1D)=p(m-1D+ep(1)=m—-1+1=m.

Para todo r € Q tem-se que v = pq~! onde q # 0, donde

_ -1y _ -1y _ -1 _ @ — p _
p(r)=@qa™) =e@e@@™) =e@e(@)™ = o) q "
Assim ¢(a+ bVd) = p(a) + p(b)p(Vd) = a + bp(V/d). Mas observe que

(\/a)z = dimplica (p(\/a)z = ¢(d) = d,donde ¢(v/d) = £Vd.E no caso positivo ¢ = id.

Proposi¢io 10: Seja K = Q(Vd) um corpo quadratico com d € Z livre de

quadrados. Se @ = a + bVd € Ix(Z) entio a? — db? 2a € Z

Demonstracao:
Dado um a = a+ bVd € Ix(Z) existem ag,ay,-,a,-; €Z tal que a™+
Apa™ 1+ -+ a;a+ay=0.

Seja ¢: K — K o automorfismo dado por <p(a + b\/a) = a — bV/d. Entio:

pl@™+ap_1a" 1+ +aa+ay) =

P(@)™ + ap_19(@" ' + -+ a;9(a) +a; =0
donde ¢(a) € Ix(Z) e com isso

a+<p(a)=a+b\/3+a—b\/E:2a€IK(Z)
ap(a) = (a+bVd)(a - bVd) = a? — db? € Ix(Z)

Por outro lado Z é integralmente fechado “Ix(Z) = Z” e segue o desejado.
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3.2.2 Anel dos Inteiros de Corpos Quadrdticos

Proposicao 11: Seja K= Q(\/E) 0 corpo quadratico com d € Z livre de

quadrados.

(a) Sed = 2 mod(4) oud = 3 mod(4) entdo:

Ix(Z) ={a+bVd : a,b € Z} = Z|Vd]

(b) Sed = 1 mod(4), entdo:

1+Vd
2

u v
Ik(Z) = {E + E\/E : U,V € Z com mesma paridade} = Z[

Demonstracao:

(a) Sejaa = a + bVd € Ix(Z), entdo segundo a Proposi¢io 10, a? — db?,2a €
Z. Por outro lado 4(a? — db?) = (2a)? — d(2b)? € Z, donde (2a)? — [(2a)? — d(2b)?] =
d(2b)? € Z.

Agora d(2b)? € Z implica 2b € Z, pois caso contrario existiria um primo p no
denominador de 2b e com isso p? estaria no denominador de (2bh)? mas como d é livre de
quadrados, teriamos que d(2b)? & Z o que seria uma contradi¢do.

Portanto 2a, 2b € Z. Assim:

parau,v € Z.
Se v for fmpar, entio v=2m+1, m€Z donde v?=4m?+4m+1
equivalentemente a v? = 1 mod(4) e como u? = dv? mod(4) tem-se que u?> = d mod(4).
Por outro lado u? = 0 mod(4) ou u? = 1 mod(4) “quadrado de um inteiro”
significando que d = 0 mod(4) oud = 1 mod(4), o que é uma contradi¢do. Entdo v € par,

logo v? = 0 mod(4) implicando u? = dv? = 0 mod(4) e portanto u é par, donde a, b € Z.



Assima € Z[\/E] donde Ix(Z) © Z[\/H]

Agorase a = a + bVd € Z[Vd], entio:

(a —a)? = b?d =
a’?—2aa+a*—b*d=0
donde

me(x) = x? — 2ax + a® — b%d
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Portanto a € Q(vd)NZ[Vd| = Z[Vd] de acordo com a Proposigdo 10, a —

db?,2a € Z,logo a € Ix(Z), significando que Z[\/E] c Ix(Z).

(b) Seja a € Ix(Z), entio a = a + bV/d € Q(\/a) e segundo a Proposicao 10

a? — db?,2a € Z implicando 2a, 2b € Z, dai parau = 2a,v = 2b tem-se que:

(i) v par implica u par

(ii) v impar implica u impar

De fato:
v=2m+1=v?’=4m?+4m+1 &
v? = 1mod(4) = u? = dv? = d mod(4) =

d = 1 mod(4) “u? = 1 mod(4) ouu? = 1 mod(4)”

assim u? = 1 mod(4) donde u é impar.

Portanto u e v tem a mesma paridade e com isso

u v
a € {E + E\/H : U,V € Z com mesma paridade}

Assim:

u

1«(Z) € {2

v
+ E\/E t U,V € Z com mesma paridade}
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Por outro lado, um

u v
d=a+b\/_=E+§\/E

com
=373

tem-se que se u e v sdo pares, entdo a,b € Z e a é raiz de

mg(x) = x? — 2ax + a® — b%d
donde a € Ix(Z).

Se u, v sdo impares, entdo é raiz de

u? — dv?

mg(x) = x? —ux + 2

significando que a € Ix(Z).

Portanto de qualquer forma
u v
Ik(Z) c {E + E\/E ! U,V € Z com mesma paridade} C Ix(Z)

Agora para verificar que

1++d
k(Z) =Z
2
basta verificar que na base
p1+¢ﬂ
T2

Ix(Z) é um Z — mébdulo, ou seja, cada elemento de Ix(Z) é uma combinacido

Z — linear dessa base. Entdo:
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u+vVd 1+vVd\ u v 1+Vd
T—(m‘"”"( 2 >—(§‘§)+”< 2 )

comu = 2m,v = 2n € 27Z. Com isso:

1++/d
2

Z[Vd] < 1x(z) < Zl

3.2.3 Exemplos
Exemplo 03: Para K = Q(i), com i = v—1, tem-se que:
Ixk(Z) =Zli] ={a+bi:abeL}
uma vez que d = —1 = 3 mod(4) haja vista o item (a) da Proposi¢ao 11.
Exemplo 04: ParaK = Q(v/6), segue que 6 = 2 mod(4) donde Ix(Z) = Z[V6].

Exemplo 05: Para K = Q(V—=3), segue que d = —3 = 1 mod(4) donde

1++/-3
=

1 (Z) = Zl

3.3 Traco, Norma e Discriminante

As noc¢oes de norma, traco e polindmio caracteristico de um endomorfismo ¢ :
E — E com E um A — médulo livre de posto finito n, A um anel, sdo feitas de maneira
semelhante, como se introduz na Algebra Linear, ou seja dado um corpo K, T : V— V um
operador linear, V um K — espaco vetorial de dimenséo finita n = dimg(V), existe uma

matriz quadrada n X n associada a transformacao T.
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O conceito de discriminante também esta ligado a determinante e ao trago de
matrizes e é importante para verificar que Ig(Z) é um Z — mé6dulo livre onde K é corpo

numérico.

3.3.1 Norma e Trago

Considere R € S anéis, tal que S é R — mddulo livre de posto n. Sejam I' =
{e1,*++, e,} uma base de S sobre Re ¢ : S — S um homomorfismo. Entédo existem a;; € R,

1<i,j <ntalque:

p(e;) = aj e + -+ aje, p(eq) a11Q12 -+ A1n][€1
p(ey) = azie; + -+ azpey PN p(ez) _ [%21@22 - dan || €2
(p(en) = ape1 + -+ appen QU(en) Ap1QAn2 """ Apn) | €n

O traco a norma e o polindmio caracteristico de ¢ sao definidos

respectivamente por:

n

Triry (@) = Z a;;

i=1
Nesipy (@) = det(ay;)

P(sr) (%) = det(xid, — ¢) = det(x&ij — aij)
onde id,, é a matriz identidade.

Observacgoes 01:
(i) Os valores definidos sido independentes da base I' = {e;, -, e, }.
(ii) Como Tr(X+Y) = Tr(X) + Tr(Y) e o det(XY) = det(X)det(Y), onde

X,Y € M,,(R) sdo matrizes, temos que:

Trsiry) (@ + ¥) = Tr(sr) (@) + Trsjry (W)
Nisry (@ o P) = Ngiry (@) - Nisiry (@)
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quando ¢ o Y esta bem definida.

(iii) Tresiry (@), Nisjry (@) € R

(iv) O polindmio caracteristico é um polindmio ménico com coeficientes em R

det(xid, — @) = x™ — Tr|r) (@)X + - + (=1)" N5 r) (@)

Para o endomorfismo multiplicativo ¢, : S — S dado ¢, (x) = ax com a € S

define-se:

(a) O traco de a € S relativo a R como sendo, o traco da matriz associada ao

endomorfismo ¢,

Tresip) (@) = Tregr) (@q)

(b) A norma de a € S relativo a R, como sendo, o determinante da matriz

associada ao endomorfismo ¢,

Nisry(@) = Nsiry (@q)

(¢) O polinémio caracteristico de a € S relativo a R, como sendo o polindmio

caracteristico do endomorfismo ¢, denotado por

P(a,S|R) (X) = det(xidn - (pa)

Observacado 02: Dados os anéis R € S tais que S é R — mo6dulo é livre de posto

finito. Para qualquer x € S, a,f € S, § € R tem-se que:

(0o + @) (%) = ax + px = (a + B)x = Pgip(x)
((pa ° (p[)’)(x) = (pa(ﬁx) = a(ﬁx) = (paﬁ(x)
P5a(x) = dax = §pq(x)
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Também a matriz de ¢, em relacdo a base I' = {e,,*-,e,} de S sobre R é a

matriz diagonal

a,parai =j
aijz{

O,parai #j
ou seja:
Paler) = aey = ae; + 0e; + - + Oy M) a 0 - 01[€
vy (e;) = ae; = 0ey + ae, + -+ Oey, - @q(e3) _ 0 a - 0l]e
0. (e,) = ae, = 0e; + 0e; + - + ae, 0 (en) 0 0 - alle,

Proposicao 12: Dados os anéis R € S tais que S é R — mddulo é livre de posto

finiton.Se a, B € S, § € R entdo:

(D) Tregry (@ + ) = Tr(gjry(a) + Trsr) ()
(i) Tregry(6a) = 6Tr(gry(a)

(i) Trgry(8) = né

(iv) Nsip) (@B) = Nisjry (@ N(sir) (B)

(v) Msip)(6) = 6™

(vi) Ns|r) (6a) = ™" Ns)r) (@)

Demonstrac¢ao:

(@)
Trpy(a+ p) =
TrsiR)(@asp) =
Tresipy (@a + 9) =
Tresipy (@a) + Tresi (9p) =
Treiry (@) + Trgry(B)

(i0)

Tl"(is) (6(1) =

Tresir) (@se) =
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Trsir) (69q) =
5Trsir) (@) =
Tr(sr) (@)
(iii)
Tresir)(6) =
Tresir) (@s) = nd
(iv)
Ny (@p) =
Nisivo(Pag) =
Nesiwy (9 © 05) =
Nesiw) (@) - Nesiry (05) =
Nsir) (@) Nsir) (B)
(v)
Ny (6) =
Nisiry(@s) = 6™
(vi)
MS|R)(6a) =
Nisiry (@sa) =
Nisiry(69) =
6n]V(S|R) (9a) =
6n]V(S|R) (a)

Proposicao 13: Sejam K um corpo finito ou de caracteristica nula, L uma
extensdo algébricade Kdegraun = [L : K],a € L.Se ay, ay, ***, a, sdo raizes do polindmio

minimal de « sobre K. Entio:

(@) Tri (@) = [L: Klal] - Trar) (@)

[L:K[a]]
(b) Muixy (@) = (N(K[a]IK) (“)) -
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(c) O polinémio caracteristico Py k) (%) € a [L : K[a]] — ésima poténcia do

polinémio minimal m, (x) de a sobre K.

Demonstracao:

Primeiramente consideremos o caso particular, L. = K[a] ou seja, quando «a é

elemento primitivo de L sobre K.
Considerando o polindmio minimal m,(x) = x™ + a,_x" 1 + -+ a;x + a,

de a sobre Konde a; € Kpara 0 <i < n, tem-se:

a*+ap_ a4+ +aqata,=0=

n n—-1 __

a” = _an_la e — A — aO

Por outro lado L é K — isomorfo a K[x]/(m (x)) el'={1,a,,a" '} é uma
a

base de L sobre K. Entao:

D) =a=0-1+1-a+0-a?+--+0-a?!
pol@)=a?*=0-1+0-a+1-a?+-+0-a™?

P =a"t=0-14+0-a++1-a"?+0-a™?

P la"™ N =a"=—ay-1—aqa — - —an_a"?—a,_,a"?
e
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
M — . . .

é a matriz associada ao endomorfismo ¢, em relacao a I'. Assim:

X =10 - 0 0
0 x =1+ 0 0
xid,—M=|i i i % s
000 x -1

Qo a; Az " Ap2 X + Ap_g
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cujo polindmio caracteristico é P, x)(x) = det(xid, —M) e é igual ao polinémio

minimal m,(x) de a, donde

det(xid,, — M) =
x™ — TI'(L|K) ((Pa)xn_l + ot (_1)nML|K) (‘pa) =

X"+ ap x4+ agx + ag

e com isso Trq,x)(a) = —a,_; e Ny (a) = (—1)"a,. Mas como a é um elemento
primitivo, tem-se:
me(x) = (x —a))(x —az) - (x —ap) =
n n
x™ — (Z ai>x"_1 + -+ ax+ (=1 Hai
i=1 i=1

resultando

n

Trk (@) = Z a;
i=1

n

M@ = D] [a
i=1

Agora vamos ao caso geral, tomando a € L arbitrario, algébrico sobre K, tem-
se que K € K[a] € L. Entdo [L: K] = [L : K[a]] - [K[a] : K] com [L : K[a]] =r, [K[la] :
Kl]=qgen=qr.

Agorase I, = {a;, a3, -+, a,} é umabase de K[a] sobre Ke Iy = {Bl,ﬁz, ~--,ﬁq}
uma base de L sobre K[a]. Entdo T,z = {@181, 2B, -+, arB,} € uma base de L sobre K.
Considere a matriz M = (aij) do endomorfismo o, : K[a] — K[a] sobre K em relacéo a

base. Assim:

r

ou(a;) = aa; = Z Ajt e =

t=1

ou(aif;) = aaif;) = (aa)B; =

(Z aitat> Bi = Z ai(aBy)

t=1 t=1
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com1 < j < q.Logo:

aayfy = a1 fr + ap By + o+ agafy
Az f; = A 11 + Az 1 + -+ + Ar By

A, fy = Ar1 a1 f1 + A1 + - + A By

Entdo reordenando a base I,z de L sobre K de modo que a matriz do

endomorfismo g, : L[a] — L[a] seja a matriz n X n em bloco

MO0
N=[9MI0
00 M
resulta que
xid,-M 0 - 0
xid, — N = 0 xid”:_ M 7
0 0 xid,—M

implicando
det(xid,, — N) = det(xid,, — M)" <

T
P(a,L|K) (x) = [P(a,K[a]|K) (X)] = mg(x)"

Proposi¢do 14: Sejam A um dominio, K;(A) seu corpo de fracdes de
caracteristica nula. Se L é uma extensdo finita de K;(A) e a € LNI;(A), entdo os
coeficientes do polindmio caracteristico P(a L|Kf(A)) (x) sdo inteiros sobre A. Em particular
TI‘(Lle(A)) (a), N(Lle(A))(O() € IL(A).

Demonstracao:

Segundo a Proposicdo 13, o polindmio caracteristico de a é da forma
P(OL,L|Kf(A))(x) =x—a)x—ay) - (x —ay)

onde a4, @5, -+, &, sdo raizes do polindmio m,(x) minimal de a.
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Entao os coeficientes de P( )(x) sdo somas e produtos dos «;. Portanto

aL|Kf(A)
basta verificar que cada «; é inteiro sobre A.

Segundo a Teoria dos Corpos, existem n Kf(A) — isomorfismos
o;: Kf(A)[O(] - Kf(A)[ai]

tal que og;(a) =a; com i=1,:--,n. Mas como « € I (A), a admite a equacido de
dependéncia inteira

a+ ap_a"t+ - +aat+ay =0
com o; € A, donde

gi(@a"+a,_ a1+ +aatay) =0

(@)™ + ap_10i(@)™ ' + -+ ay0;(@) +ao =0 =

"+ ap_ ;" ag; +ag =0

eassima; € [ (A)comi=1,2,-,n.

Corolario 08: Se A é um dominio integralmente fechado, entdo os coeficientes

do polindmio caracteristico de a sdao elementos de A. Em particular Tr(Lle(A))(a),

N(L|Kf(A)) (a) € A.

Demonstracao:

Basta notar que I;,(A) = A e usar a Proposic¢ao 14.

Proposi¢do 15: Sejam A um anel integralmente fechado, Kf(A) seu corpo de
fragdes, L uma extensdo finita de K;(A) com graun = [L : Kf(A)] e I (A) o fecho inteiro

de A em L. Sejam {a;,a,-,a,} uma base de L sobre Kg(A) onde

det <Tr(L|Kf(A))(aiaj)> # 0 e a € L. Se entdo Tr( (aB) = 0 para todo B € L entdo

L|Kf(A))

a=0.
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Demonstracao:
Segue que @ = a;@; + a,ay + -+ apa, coma; EKp(A)ei=1,2,-,n.

Como por hipotese Tr(LIKf(A)

)(a,B) =0 para todo B €L em particular

TF(Lle(A)) (0(0(]-) =0 paraj =1,2,-,n segue

n

0=Tr e (aqj)) = ) a;Tr LIK () (a;a;)
f L f

1=

Na forma matricial fica:

_Tr(L|Kf(A))(a1a1) Tr(L|Kf(A))(a1a2) Tr(L|Kf(A))(a1an)_ Z; [g]
Tr(L|Kf(A))(a2a1) Tr(Lle(A))(QZO‘Z) Tr(L|Kf(A))(a2an) 1% = ‘Ol
: : : : ) | : I

an- 0

T (11, 0)) (@ @0) Tr(qu(A))(“naz) Tr(me(A))(“n“n)_ i an Lol

Por outro lado det (Tr(Lle(A))(aiaj)> # 0 significando que a; = a, = -+ =

a, = 0. Portanto a = 0.

Dada uma extensdo L|K de corpos de grau n = [L : K]. A aplicacdo S, : L — K

definida por S,(B) = Tr,x)(af) é K —homorfismo pois

Sa(B+ 1) =

Tra (@B + 1)) =

Tre ) (af + al) =

Trax (@B) + Tre,x)(ald) =
Sa(B) + S ()

Sa (63) =
Trax (@dp) =
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STrok(ap) =

5Sq(B)
paratodo 3,4,6 € L.

Denota-se e define Homg(L : K) = {f : L — H, K — homorfismo}.

Corolario 09: Sejam A um anel integralmente fechado, K;(A) o corpo de

fragbes, L|Kuma extensdo de graun e I;,(A) o fecho inteiro de A em L. Sejam {a, a5, -+, a,}
uma base de L sobre K (A) onde det (Tr(uxf(A))(“i“f)) #0ea €L.Se Tr(Lle(A)) (aB) =

0 para todo S € L entdo aplicagdo

p + L — Homg () (L: Kf(A))

comS,(B) = Tr( )(a,B) é um isomorfismo.

LIK;(A)
Demonstracao:
De fato p é um homomorfismo porque para todo 4,6 € L e a € K¢(A) segue
que
p(A+6)(B) =
Sa+s(B) =
Tr(Lle( A))((A +8)B) =

TI‘(Lle(A))(ﬂ,B +6pB) =
Tr(uxf(A))(’w )+ Tr(L|Kf(A))(5ﬁ )=

$2(B) +Ss(B) =
p(D(B) + p(8)(B)

p(ad)(B) =
Saa(B) =
Tl"(Lle(A)) (aA,B) =

aTr(Lle(A))(Aﬁ) =
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aS,(B) =
ap(D)(B)

Para um a €L tal que p(a)=0, segue que p(a)(B)=S.(B) =

Tr(Lle(A))(aﬁ) = ( para todo f € L, donde a = 0 segundo a Proposi¢ao 15, logo p é

injetiva.

Por outro lado p é sobrejetiva uma vez que

dime(A) (L) = dime(A) (Home(A) (L Kf(A)))

Portanto p é isomorfismo.

Proposi¢do 16: Seja A um anel integralmente fechado K¢(A) seu corpo de

fragdes, L|Kf(A) uma extensao finita de grau n e I;,(A) o fecho inteiro de A em L. Entéo:

(a) I, (A) éum A — submddulo de um A — médulo livre.
(b) Se A é dominio principal, entdo I;,(A) é um A — mddulo livre de posto n.
(c) Se A é um dominio principal e ] € I;,(A) é um ideal, entdo ] é um A —

modulo livre de posto n.

Demonstracao:

(a) Considere {e;, e, -, e,} uma base de L sobre K¢(A). Como toda extensdo
finita é algébrica tem-se que cada e; é algébrico sobre K;(A) com 1 < i < n. Entdo:

apel' + ap_1ef '+ 4+ay=0

Suponhamos que a,, # 0 e multiplicando a equagao de dependéncia inteira

acima por a1 resulta:
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ag_l(anein + an—leln_l + et ao) =0<

(anei)n + an—l(anei)n_l + et aﬁ_lao =0

donde a,e; é inteiro sobre A.

Tomando g; = ae; € I;,(A), com 1 < i < n, vamos verificar que {e;, &5, ", €,}
é uma base de L sobre K (A).

Para isso sejam by, by, -+, b, € A tais que by&; + by, + -+ + b, = 0. Assim
biane; + byaze; + -+ + byaye, = 0 e como {ey, e,**+, e,} € uma base de L sobre K¢(A),
segue que b;a,, = 0 com 1 < i < n,donde b; = 0.

Logo {&4, €;, **, €4} € um conjunto linearmente independente com n elementos

sendo uma base de L sobre K¢(A). Mas de acordo com o Corolario 09 existe a base dual

{y1! Y2, ;Yn} tal que

0,i #j
p(e)(y;) = Ssi(yj) = Tr(L|Kf(A))(yjsi) =0y = {1,1’ =j

parai,j=1,2,---,n.
Por outro lado se a € I ,(A) entdo ag; €[,(A) para 1<i<n e pelo

Corolario 08 temos que Tr( (ag;)) € Aparal <i <n.

LIKs(A))
Mas também para cy, ¢;,**+, ¢, € K¢ (A) tal que @ = ¢1y; + 5, + -+ + cpyn
resulta:
AE; = C1Y1& + C2Y28 + =+ + CrYn&; =
Tr
(

L|Kf(A))(a€i) =¢16;1 + 0+t b = EA

paral<i<n.
Portanto todo a € I (A) é combinacido linear da base {y;, y,,**, ¥} sobre A, o

que significa que I;,(A) é um submo6dulo de um A — moédulo livre gerado por {e;, e,, -, e, }.

(b) Pela Proposic¢ao 24 do Capitulo 2 um submddulo de um A — médulo livre
¢ também livre e possui posto menor ou igual a n. Mas de acordo com o item (a) I;,(A)

possui uma base com n elementos de L sobre K¢(A). Assim Ij,(A) tem posto n.
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(c) Pelo item (b), I;,(A) é um A — mobdulo livre de posto n. Dada uma base
{eq, ey, , e} de I(A) e a €] — {0} tem-se que ae;,ae,, -, ae, €] e sdo lineamente
independentes sobre A, pois se a,ae; + a,ae, + -+ ayae, = 0coma; € A, entdo a;a =
Oparai =1,2,:--,n. Mas como A é dominio principal, resultaaq; = O parai =1,2,:--,n.

Proposi¢do 17: Sejam A um anel Noetheriano, integralmente fechado, K¢(A)
seu corpo de fragdes, L|K¢(A) uma extensao finita de grau n e I,(A) o fecho inteiro de A
em L. Entdo I}, (A) é um A — mddulo finitamente gerado e I; (A) é anel Noetheriano.
Demonstracao:

De acordo com a Proposicdo 16, I, (A) é A — submddulo de um A — médulo

livre de posto n.

Segundo o Corolario 03 do Capitulo 2, I}, (A) é A—mobodulo Noetheriano

finitamente gerado.

Por outro lado, os ideais de I;,(A) sdo A — submédulos de I}, (A) e satisfazem a

condicdo maximalidade de cadeia ascendente. Portanto I; (A) é Noetheriano.

3.3.2 Discriminante

Considere R € S anéis, tal que S é R — mddulo livre de posto finito n. Dado uma
n—upla (a,ay,+,a,) €S" =SXS X xS define-se seu discriminante e denota-se

por:

discgry(@y, az, -+, ay) = det (Tr(S|R) (aiaj))

ondei,j=1,2,--,n.

Proposicao 18: Sejam R C S anéis, tais que S é R — médulo livre de posto n.

Dado an — upla (ay,ay, -+, a,) € S™, se (B1, B2+, Prn) € S™ tais que

n
Bi = Z a;ay
=1
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coma;; € R, entdo:

. 2 .
dlSC(S|R) (,81' ,821 ) ,Bn) = [det(aij)] ' dlSC(S|R) (all Ay, -, an)

Demonstracao:

Segue por definicdo que

discsiry)(Br, B2, +, Bn) = det (Tr(S|R) (ﬁrﬁs))

onde
n n
Br = Z ara; e fs = Z Qs
i=1 i=1
implicando
n
BrBs = Z (aTiaSj) a;q;
ji=1
com a,;a,; € R. Entdo:
n n
Trsiry)(BrBs) = Tr(sr) Z (arias;) i | = Z arias; Trsipy (aia;)
ij=1 ji=1

Em forma matricial tem-se:
(TF(S|R) (ﬁrﬁs)) = (ay) (TI‘(S|R)(“i“j)) (asj)t
onde (asj)t representa a matriz transposta de (as]-). Portanto

disc(s|ry)(B1, B2+, Bn) = det (TF(5|R)(ﬁrﬁs)) =
det(a,;)det (Tr(S|R) (al-aj)) det(asj)t =

[det(aij)]z . disc(S|R) (ay, aty, -+, )
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O significado da proposicao anterior é que a matriz que expressa uma base em

termo da outra possui inversa.

Corolario 10: Sejam R C S anéis, tais que S é um R — médulo livre de posto
finito n e R um dominio. Se {a;,a,, -, a,} e {B1,P2 -, Br} sdo bases de S, entdo
discipy(@y, az, -, a) e discsry(B1, B2+, Bn) sdo associados ou ambos com
determinantes nulos.

Demonstracao:

Sendo {ay, ay, -, an}, {B1, B2, -+, Pn} bases de S, segue que existem elementos

a;; € Rtais que
n
Bj = z aija;

paraj =1,2,---,n ede acordo com a Proposicdo 18

. 2 .
discesiry(Br, B+, Br) = [det(a;;)]” - discisiry(ar, az, -+, an)

Por outro lado (al-j) é matriz inversivel, logo det(aij) é uma unidade de A. Logo
discigpy(@y, az, -+, a) e discsry(B1, B2+, Bn) sdo associados ou ambos com

determinantes nulos.

Proposicao 19: Sejam R C S anéis, tais que S é R — mddulo livre de posto
finito n e R um dominio. Se o conjunto {a;, a,, -, @, } de elementos em S é linearmente

dependente sobre R, entdo:
diSC(S|R) (all Az, , an) =0

Demonstracao:

Sendo {ay,a,,:-,a,} linearmente dependente sobre R, entio existem

aq,a,,*+,a, € Rnem todos nulos tal que a;a; + a,a, + -+ a,a, = 0.
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Sem perda de generalidade, podemos e fazer a; # 0 e reordenar considerando
o conjunto {ay, a3, -, a,} de elementos de Sonde a; =0 e a; = @; parai = 2,3,--,n.
s I __ . —
Dai a; = ay;a1 + ayia; + -+ aya, para i =2,3,---,n em que a;; =a; €
quando i > 1 tem-se:

C(Li=j
“ﬁ_{o,iqej

Temos entao que:

discgry(ay, az, -+, ap) = discry(0, &z, -+, a,) = 0

uma vez que a matriz <Tr(L|Kf(A)) (aiaj)> possui a primeira linha nula. Assim segundo a

Proposicao 18 segue que:

0 = discs|r) (0, az,*+, ap) =

. ! ! 4
dlSC(S|R) (al, az, Y an) =

[det(aij)]z - disc(gry (@, @z, -+, o)

Por outro lado

a; 0 0
(aij) = 0 1 0 = det(aij) =aq ¥ 0
0 0 1

e como R é dominio segue o resultado esperado.

Proposicao 20 “Lema de Dedekind”: Se G é um grupo, K um corpo e
04,05, -, 0, homomorfismos distintos de G no grupo multiplicativo K*, entdo os g s sdo
linearmente independentes sobre K.

Demonstrac¢ao:
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Suponhamos por absurdo que o; s sejam linearmente dependentes. Considere

a combinacao linear

m
Z kio; = 0
i=1

com m minimo, k; € Kek; # O parai = 1,2,---,m. Assim para todo x € G temos que
kyo1(x) + -+ + kmom (x) = Og

Por outro lado, sendo os homomorfismos distintos segue que existe 8 € G tal

que 04 (0) # g,,(60). Mas como Ox € G segue que:

kio01(0x) + -+ k;,0,,(0x) = 0 =
k10'1(9)0'1 (x) + -+ kmo-m(e)o-m(x) = 0G

Agora tomando o produto de ky0;(x) + -+ + ko (x) = 0g por g,(6) e o

resultante subtraindo de k,0,(0)0;(x) + -+ + k;,0p, (0) 6,,,(x) = O¢ tem-se a expressio:

k202(X)[02(8) = 31(0)] + - + k0 (X) [0 (0) — 01(0)] = Og

Portanto a expressao anterior valendo para todo x € G, sabendo que m é
minimo e por hipdtese k; # 0 para i = 2,---,m isso significa que 0,(0) — 0,(0) = -+ =

om(0) —01(8) = 0, gerando uma contradigio.

Proposicao 21: Sejam L uma extensao finita de grau n de um corpo K, onde K
é finito ou de caracteristica nula e g4, g5, -*+, g,, os distintos de K — isomorfismos de L. em
um corpo algebricamente fechado F contendo K. Se {a;, a5, -, @, } ¢ uma base de L sobre

K, entao:

2
diSC(L|K)(a1' ay, -, an) = det (ai(aj)) *=0



Demonstracao:

Observe que:

o1(ay) oz(ay)
01 (.052) 03 (ffz)

01 (an) 03 (an)

on(a)][o1(ar) o1(az)
O'n('a1) 0'2('6!1) 0'2(.“2)
On (.an) On (.6!1) On ('az)

01 (an)
03 (an)

Gn(an)
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‘ Z o (@ict)

Como o Tr(sry (aiaj) € a soma dos conjugados segue que:

ondei,j =1,2,---,n
Suponha por absurdo que det (ak (aj)) = 0 entdo existem A, -,

todos nulos tal que:

paratodoj =1,2,-

'an) =

det (Tr(sm)(al-aj)) =

det Zn: ak(aiaj)> =

k=1

det Z ak(al-)ak(aj)> =

k=1

det Z ak(al-)ak(aj)> =

k=1

disc(gr)(ay, az, -

det (o (a;))det (Uk (af)) -

det ((rl- (aj)>2

n
Z Aiai(aj) =0
i=1

,n.Se a € L entdao

n
a = Z Bl-al-
i=1

onde 0; € K e pela linearidade fica

An € F ndo
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n n n n n
z Aioi(a) = z Aio; (Z 9i“i> = 0; ( Aiai(ai)> =0
i=1 i=1 1 i=1 =1

i= =

Porém ojs sdo linearmente independentes. Sendo uma contradigdo com a

Proposicao 20.

Proposicao 22: Se K é um corpo finito ou de caracteristica nula, L = K[a] uma

extensao finita de K grau n e o m,(x) polindmio minimal de a sobre K, entdo

n(n-1)
2

discq(d, a, -, a™ 1) = (=1) N (my(a))

onde m,(x) é aderivada de m,(x).

Demonstracao:

Seay, ay, -+, a, forem raizes de m,(x) em alguma extensio L. = K[a] entdo sdo

conjugados de a e de acordo com a Proposi¢ao 21
3\ 2 i\ 2
discapy (L a, -, a™ 1) = det (ai(aj)) = det(ai])

parai=1,2,---,nej =1,2,---,n — 1. Portanto segundo o determinante de Vandermonde

det(aij)2 =
[ 1_[ (a; — ak)] =
1<k<isn
1_[ (a; —ap)(a; —ay) =
1<k<isn
n(n-1)
07 || @-an=

1<sk<isn

n n

()" = 1_[[ [T @- ak)] -

i=1 Lk=1,k+i
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n(n-1) L ,
0 7 =] [mite =
i=1

n(n-1)

D 2 Mo (m;{ (“))

3.3.3 Exemplos

Exemplo 06: Seja o corpo quadratico L = Q(i). Entdo i,1—i € Q(i) os

polindmios minimais de i e 1 — i sdo respectivamente

mi(x) =x*+1= - +1i) =Pyrpk)

my_ () =x? —2x+2=(x—-1-Dx-141) =Pu_iygeX)

Assim:

Nyp@D=CF1-D(1+)=1—i+i+1=2

Exemplo 07: Sejam L = Q(\/E) o corpo quadratico com d livre de quadrados

ea = a+ bVd € L. Assim:

(i)Seb = 0,entdoa € Q e py(x) = x — a é o polindmio minimal de a. Dai:

Trae (@) = Nyga) =a

(ii) Se b # 0, entdo o polindmio minimal de a é q,(x) = x? — 2ax + a? —

db? = (x—a—bx/a)(x—a+b\/a) com
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Tr(L|Q) ((l) = 2a
N (@) = a* —db*®

Exemplo 08: Seja K = Q(Vd). Entdo:

() 1x(Z) = Z[\/E] quando d = 2 mod(4) oud = 3 mod(4)

14++/d
2

(ii) Ix(Z) = Zl l quando d = 1 mod(4)

No caso (i) tem-se que I' = {1, \/E} € uma base de Ix(Z) e para a € K tem-se
a = a + bVd donde
90,(1) = a+bVd
(pa(\/a) = aVd + bd

ou seja
(1) _[a b 1
I(pa(\/a)l B [bd a] . [\/E]
Assim:

Tr(KllK(Z)) (a) = 2a

N(K|1K(z))(a) = a* — db?

Exemplo 09: Considere um ¢ € L = Q(\/H) inteiro algébrico sobre Z, com d
livre de quadrados, segue que Trq) (@), N (@) € I.(Z) = Z.

Por outro lado se p(x) = x* — Tr g (@)x + Ny (@) € Z[x] com a €L =
Q(\/E) segue que p(a) = 0 e entdo a € [},(Z).

Portanto elementos de corpos quadraticos sao inteiros algébricos se somente

se seu trago e sua norma sao nimeros inteiros.

Exemplo 10: SejaL = Q(\/H), sendo d um inteiro livre de quadrados. Para a =
x + yVd com x,y € Q temos que a? = (x? + y%d) + 2xy+/d, logo:
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Trap® Treg(@) ‘ 2 2x 2
T 2x 2(x?

disc 1,a) = det =4
tio (Tr(u@)(“) Trog (@) +y*d)| =

Em particular tem-se que

1++Vd
2 )zd

discg(1,Vd) = 4d e discyq) (1,—

Portanto como

{1,Vd}e {1, Lt \/E}

2

sdo bases integrais de L sobre Q quando d = 2 ou3 mod(4) “respectivamente d =

1 mod(4)” segue que

4d,quando d = 2 ou 3 mod(4)

dp, = disc(L) = { d,quando d = 1 mod(4)

3.4 0 Grupo de Classes de Ideais

Qualquer corpo numérico K, possui nimero de classe hix “ordem do grupo
abeliano Cf¢ das classes de ideais de Ix(Z)” finito.

O principal objetivo do capitulo é verificar a finitude de hgk, por meio da
existéncia de uma cota superior para a norma de ideais ' “que generaliza a norma

absoluta V' (Kl(@)" aplicando o principio das gavetas.

Tentar efetuar o calculo de hkg para um certo corpo numérico K “em principio
por uma quantidade finita de etapas” é viavel somente para casos bem simples. Em
particular ha uma cota ou desigualdade de Minkowski relacionada com o discriminante
dk de K, onde auxilia no calculo de hy.

Formulas basicas para obter hg para qualquer corpo numérico K por métodos
analiticos, por exemplo, sdo encontrados em BOREVICH, Z. I.; SHAFAREVICH, I. R. Number
theory.
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3.4.1 Normas de Ideais

Seja K uma extensio finita de Q e Ix(Z) o anel dos inteiros do corpo numérico

K. Para um ideal ndo nulo a de Ix(Z), a norma do ideal a é denotada e definida como sendo

N(Kl(@)(a) = card (IK((IZ)> =# <IK£Z)>

ou seja, o numero cardinal de Ix(Z)/a. Também é comum escrever apenas N (a) em vez

de v (K|Q) (a). Quando K for um corpo com o grau da extensdo n, entio para x € Ix(Z),

escrevemos )V (x) para significar N(KIQ) (xIK(Z)).

Proposicao 23: Se x € Ix(Z) é um elemento ndo nulo de A, entio:

[N (x)| = card < k(Z) >

xIg (Z)

Demonstracao:

Seja x € Ix(Z) — {0}. Entdao NV (x) € Z segundo o item (v) da Proposicio 12.

Também pelo item (b) da Proposicao 16, temos que Ix(Z) é um Z — mddulo
livre de posto n e como P : Ix(Z) — xIx(Z) dado por Y(a) = xa é um isomorfismo,
consequentemente xIx(Z) é um Z — moédulo livre de Ix(Z) e de posto n.

Pela Proposicio 24 do Capitulo 2, existe uma base {e;,e,, -, e,} do Z —
modulo livre de Ix(Z) e elementos ¢; € Z tal que {c,e,, c,e,,**, c,e,} é uma base de Ix(Z).

Temos também que o grupo abeliano xIx(Z) é isomorfo ao grupo abeliano cuja
ordem do mesmo é ¢;C; *** Cp—1Cp.

Escreva agora a aplicagido Z — linear ¢ : Ix(Z) — xIx(Z) com ¢@(e;) = c;e;
parai = 1,2,--,n.Segue que o determinante det(¢) = c¢;¢; *** C,_1C,. Mas por outro lado,
como {xe;, xe, -,xe,} também é uma base para Igx(Z) segue que existe um
automorfismo f : xIx(Z) — xIx(Z) do Z — médulo xIx(Z) dado por f(c;e;) = xe; com
i=12-,n.

Dai como o det(f) € Z é invertivel, implica que o det(f) = +1, porém f o @ é

um homomorfismo multiplicado por x em que:
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Ix(Z)
N(x) = det(f o ) = det(f) - det(p) = +c1¢; Cpo1Cp = icard( )

xIx(Z)

Proposicao 24: Seja Ix(Z) o anel dos inteiros de K, [K : Q] < o e a um ideal
nao nulo de Ix(Z). Se {e,, e,, -, e,} € uma Z — base de Ix(Z) e {a,e,,a,e,,**, ae,} € uma
base de g, onde a;<;<, € Z — {0}, entdo N (a) = |a,a, - a,|

Demonstracao:

Considere a aplicagdo

Ik (Z) L X z X oor X z
. —_— — cee —
¢k aZ axZ anZ

dada por

n
Q <Z bl-ei) = (b, + a4Z,b, + a,Z,--, b, + a,Z)

i=1

Segue que ¢ é um homomorfismo sobrejetivo segundo a soma coordenada a

coordenada e que Ker(¢) = q, pois para

n
b= Z b;e; € Ker(p) =
i=1
o) = (by + 4Z, by + a,Z, -+, b, + a,Z) = (a4Z,a,Z, -, a,T)
donde b; € a;Z < b; = a;c; paraalgumc; € Zei = 1,---,n. Logo:

n n

n
b= Z bie; = Z(aici)ei = Z ci(ae;) €a
i=1

i=1 i=1

significando que Ker(¢) S a.Por outro lado dado
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n

c= Z(:i(aiei) €Eacomc; EZ

i=1

tem-se que

n
(p(C) =@ (z Ci(aiei)> = (Clal + alzl 0, CpQy + anZ) = (alzr "',anZ)

i=1

implicando que c € Ker(¢). Logo a € Ker(¢). Portanto Ker(¢) = a.

Entdo aplicando o Teorema dos Isomorfismos, tem-se que:

Z Z |
Xeoo X —| = l|la,a- - a
a,Z a,Z 1Hz o Tn

Z
X o X— = N(a) =
a a,Z anZ @

k()|
—| =

Proposicao 25: Seja p um ideal primo nio nulo de I;(Z), com L um corpo

numérico. Entio:

(a) pNZ = pZ, sendo p o Gnico nimero primo em p.
(b) I(Z)/p é uma extensao finita do corpo Z, de grau [IL(Z)/p : Zp] <n=
[L:Q].

Demonstrac¢ao:
(a) Oideal pZ € nado nulo segundo o item (a) da Proposicao 07, que é primo
em Z segundo a Proposicao 20 do Capitulo 2. Logo os ideais primos de Z sdo pZ para

algum primo p. Portanto pNZ = pZ para p o Unico em p.

(b) Considere o homomorfismo candénico ¢ :1.(Z) — I.(Z)/p, entdo o
ker(plz) = pZ = pNZ.

Logo pelo Teorema dos Isomorfismos tem-se que:



100

Z

Z
pZ

~

p = ¢lz(Z)

Portanto Z, é um subcorpo de I;,(Z) /p. Por outro lado I,(Z) é um Z — médulo
livre de posto n, donde L possui uma base integral {e,, e,, -, e,,}.
Portanto {¢(e,),@(ey), -, p(e,)} representa um sistema de geradores do

L, — espago I;,(Z) /p donde [IL(Z)/p /s ] <n=[L:Q].

Dado um ideal primo nio nulo p de I;,(Z), onde K é um corpo numérico e p o

Unico numer primo em p, define-se e denota-se o grau de inércia de p por:

f®) =[1L(Z)/p:Z, ]

Proposicdo 26: Seja L uma extensido de Q de grau [L : Q | = n. Entdo:

(a) Para todo ideal primo ndo nulo p de I, (Z) temos que V' (p) = p/ onde f é
o grau de inércia de p e p o Uinico nimero primo em p.

(b) Para quaisquer ideais ndo nulos a,b de I (Z) tem-se que N(ab) =
N ()N (D).

(¢) Para todo ideal ndo nulo a de I; (Z) temos que N(a) € N—{0} em

particular V'(a) = 1 se e somente se a = I}, (Z).

Demonstrac¢ao:
(a) Sendo [IL(Z)/p:ZP] = f segue que I, (Z)/p é um Z, —espago de
dimensao f, donde

I.(Z)
p

-7 f
p = Lp

Eszsz---xz

implicando que

1.(Z)
p

N(p)=#< >=#(pr)=pf
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(b) E suficiente verificar que N (p1p5 - p,) = N ()N (p2) - N (p,) para r

ideais primos ndo nulos de I}, (Z) ja que I;,(Z) é um dominio de Dedekind.

A verificagdo segue por inducdo em 7.

Para r =1 nada ha para fazer. Suponha por hipétese de inducao que o
resultado vale parar > 2 ideais primos e que a = p;p, *** P, b = pyp3 -+ p,-.

Entdoa=p;bEShe

1.(Z) - 1L.(Z)/a
b =~ b/a

Por outro lado b/a é um espaco I (Z)/p; — espaco de dimensio 1, logo:

b_1(Z)  #®) b\ (D) _
a” p ﬁ%_#@_#( Py >_N(p1)
Assim:
I, (Z)
o) = o (LB (Do #(4E) v
ST )T e ) Ty TGy
a

(¢) Dado um ideal ndo nulo m de I},(Z) temos que I}, (Z)/m possui ao menos
um elemento, donde N (m) € N — {0}. Em particular N'(m) = 1 se e somente se m =

IL(Z).
Proposicao 27: Se a é ideal ndo nulo de I}, (Z) entdo:
(a) N ()1, (Z) = (N (a)) é um multiplo de q, ou seja N (a) € a.
(b) Se IV (a) for um niimero primo entdo a sera um ideal primo.

(¢) Se a é um multiplo do ideal b e V' (a) = NV (b) entdo a = b.

Demonstracao:
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(a) O anel “em particular o grupo aditivo” I},(Z)/a tem ordem r = N'(a) =

#(1.(Z)/a), donde 7 = r1 = 0 se e somente se rl; (Z) € a se e somente se a divide r1j (Z).

(b) Se ando é ideal primo de I},(Z) entdo a = I;,(Z) ou a = bccom b, c ideais ndo
nulos distintos de I;,(Z). Entdo em qualquer caso segue respectivamente que V' (a) = 1 ou

N(a) = N(B)N(¢) > 1 ndo sendo primo em nenhum dos casos.

(c) Segue que existe um ideal ndo nulo ¢ de I;,(Z) tal que a = bc donde NV (a) =
N(B®)N(¢) e por N (a) = N (b) implica que V' (¢) = 1 se e somente se ¢ = I, (Z).
Portanto a = bl (Z) € b, mas vale a igualdade, pois I}, (Z) é o elemento neutro

no monoide dos ideais ndo nulos de I;.(Z).

Proposiciao 28: Para todo r € N — {0} existe apenas um numero finito de
ideais nio nulos a de I}, (Z) tal que NV (a) = 7.
Demonstracao:

Isso segue segundo o fato que dado r € N — {0} tem-se:
(621(Z)—{0}: N®) =r}cS{a21,(Z) —{0}: rI.(Z) S a}

uma vez que se b é ideal ndo nulo de I;,(Z) com NV (b) = r € N — {0} tem-se que rI; (Z) S

b e da finitude de {a 2 I},(Z) — {0} : rI.(Z) < a}.

Proposicao 29:

(a) Todo ideal a ndo nulo de I;(Z) é um Z — médulo livre de posto n e para

toda base a4, a3, -, a, deste Z — mddulo temos que disc(LlQ) (ay, ap, -, ) = N(a)? -
dy..

(b) Para todo elemento ndo nulo x €I(Z) temos que N(xIL(Z))z

V@)
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Demonstracao:

(a) Segue segundo os resultados para base integral:

(i) Como I (Z) é um Z— mddulo livre, L possui uma base integral
€1,&,,*, €y} € €XiStem a4, a,, -, a, € Z “q < n” tal que {a,&, ay&,, -+, a,€,} € uma base
1, &2 n 1, A2 q q q 1€1,A28;

do Z — mébdulo a.

(ii) O Z — mébdulo

IL.(Z
Li ) = Lgy X Lg, X =+ X Lgy, X "1

Por outro lado, se g < n entdo seria infinita, o que é uma contradigdo. Portanto
n =gqecomisso N (a) = |a;a, - a,| = |a.l|la,] - |ayl.

Dai segundo a propriedade do discriminante tem-se que

diSC(L|Q) (a1€1, ) ansn) =

2
(det(ai(?l-j)) disc(LlQ)(sl,~--,sn) =

N(G)ZdL = lay - an|2dL

(iii) Toda base {a;, ay, -+, a,} do Z — mbddulo a escreve-se como
1 2 n

n

@ = Z cij(a;5)

j=1

" »

com ¢; €EZ “i,j=1,2,-,n" e det(cij) = +41. Portanto disc(L|Q)(a1,a2,---,an) =

disc(LlQ) (a1&q,,an8,)
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(b) Considere que {B4,B2 :,Bn} forma uma base integral de L. Entdo
{aBi, afy, -+, aBy} forma uma base para o ideal principal al},(Z) como Z — moédulo onde

a € 11,(Z) — {0}. Logo pelo item (a)

disc(Q) (aBy, -, aBy) = N(aIL(Z))ZdL

Por outro lado, existem q;; € Z tais que

n

af; = Z a;;B;

j=1

disc (@) (@By,, aBr) = (det(aij))z d,

mas como det(a;;) = N (1,@) (@), segue que:

2 2
N @) = [Ny @] = M(a@®) = |V 1) @)

Corolario 11: Seja p um nimero primo e a fatoracao pl (Z) = p,°1p,°2 -+ p,.6r
em ideais primos distintos p4, p,, :**, p,- do ideal principal pl; (Z)com e, <;<, = 1. Entao:

(a) p1, P2, ***, P, SA0 0s Unicos ideais primos p de I (Z) tais que p € p.

T
() Y eifi=n
i=1

onde f; é o grau de inérciadep;, 1 <i <.

Demonstrac¢ao:
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(a) Segue diretamente que p € pl; (Z) = p,%1p, - p,.67 S p; para todo 1 <
i <1, pois p; € ideal. Agora se p é um ideal primo qualquer com p € p, entdo p divide

pl.(Z), donde p € {p;}1<i<r, Segundo a unicidade da fatoragio.
(b) Agora note que pl;,(Z) = p;1p,° -+ p,.° implica
N(pIL(Z)) = N (p18) N (p,%2) - N (p,®) = pe1f1p€2f2 perfr = pelf1+ezf2+"‘+erfr

de acordo com o item anterior (a) e os itens (a) e (b) da Proposi¢ao 26

Por outro lado, pelo item (b) da Proposicao 29 segue que

N(pL@) = |V 0@ ="

donde resulta a igualdade esperada.

Seja I (Z) o anel dos inteiros do corpo numérico L, com n = [L: Q].
Lembrando que para todo ideal a ndo nulo de I;,(Z) e x € a — {0}, a norma NV (a) divide a

norma N(xIL(Z)) e consequentemente

N(x1,(2))
SO © € N — {0}
em particular
N(x1,(2)) B
W— 1@(1—XIL(Z)
Portanto
n(a) = min. %:an—{O} € N — {0}

Em particular n(a) = 1 se e somente se a é um ideal fracionario invertivel, ou

seja, principal.
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Proposicao 30: Para todo corpo numérico L, o conjunto {n(a) a2 1(Z) -
{0}} é limitado ou seja existe uma cota p > 0 tal que 1 < n(a) < p para todo ideal a ndo
nulo de Iy (Z).

Demonstracao:

Considere os isomorfismos ¢; : L — Ccom 1 < i < n, com L, corpo numérico
e{e;, e, +++,e,} uma base integral de L “I;(Z) é um Z — mddulo livre de posto n”

Vamos verificar que:

p= ﬁzn:lgj(ei)l

j=1i=1

€ uma cota superior para o conjunto do enunciado.

Dado o ideal a ndo nulo de I}, (Z) tem-se que existe um k € N — {0} tal que
k" <N(a) < (k+ D"

Por outro lado, defina o conjunto
n
I'= {Zdiei : di € {0,1,"';k},1 <i<n
i=1

entio 'S I (Z) “I (Z) é um Z — mbdulolivre de base {ej e, --,e,}" e N(a) =
#(I.(Z)/a) < (k+ 1)™ = #(I') segundo o Principio das Gavetas, ha pelo menos dois

elementos distintos 4,77 € I'tal que n + a = 4 + aimplicando que

n
A—n= Zaiei
i=1

coma; € {-k,---,—1,0,1,---, k}.

Portanto:
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M@ -n|=
—
ogi(A—n) =
j=1
LG
a;oj(e;)| <
j=1li=1
— [ X
}}wqmﬁs
j=1 Lli=1
ko < NV (a)p
donde
V@ -
< < <
1<n(a)< N (o) <p
Observe que:
la;| <k =
n
ZIaiI <nk=
i=1

D lad|gye] < nlo(en|k =
i=1
Dlaillged] <k ) || =
i=1 i=1
1_[ [Z|ai|l0j(ei)|] =
j=1 Li=1
e[ [Ylocot]| -7

j=1 Li=1

Dada uma classe [u] € C#;, seja m([u]) = min. {N(b) :b e u],b2I.(Z) —
{03}.
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Proposicao 31: Se [u] € C¢, e a é um ideal ndo nulo de I;,(Z) e tal que a™! €
[u] entdo m([u]) = n(a).

Demonstracao:

Considere b um ideal ndo nulo de I;,(Z) e b € [u] tal que m([u]) = N (b).

Segue de a™1,b € [u] que existe A € L — {0} tal que a™*A =b,onde A = ab S a
e com isso, implica

N(AL(D))

n(a) < N (o)

= N(b) = m([u])

“al=b = ab = A (2)”

Por outro lado, paraa € a — {0} talque b = aa" e

N(aly (Z
n(a) = —(]C\Zr(]“(f) ))

entdo b € [u], ab = al(Z) donde N (ab) = N (a)NV' (b) = N (I (Z)) implicando que

N(al (Z))

m([ul) < N (6) = =2 = (o)

Portanto valendo a igualdade.

Proposicao 32: O numero de classes

T(L)>

hL = #(Cf]_‘) = #<m

é finito. Onde F(L) é o grupo dos ideais fracionarios e P(L) o subgrupo dos ideais
fracionarios principais.

Demonstrac¢ao:
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Segue da Proposi¢do 31 que {n(a) : a S 1,(Z) — {0}} e {m([u]) : [u] € CAL}
coincidem, para quando a™! € [u].

Consequentemente toda classe [u] € C#;, possui um b ideal ndo nulo de I (Z)
tal que V'(b) < p de acordo com a Proposi¢ao 30. Mas pela Proposicdo 28 existe apenas
um numero finito de ideais ndo nulos b de I}, (Z) tal que NV (b) < p.

Sejam by, b,, -+, b, os finitos ideais entdo C#y, = {[uy], [u,], -+, [u,]} implica
h;, = #(C¢;) < m,uma vez que [uy;] para 1 < i < m ndo sdo necessariamente distintas.

Para um corpo numérico L, com grau n, existem n isomorfismos distintos ¢; :
L — C. Se ¢ : C — C dada por y(z) = z é a conjugagdo complexa, entdo para todo i =
1,2,,nog@; =¢jparaalgumj =1,2,--,neqp; = ¢; quando ¢;(L) € R.

Sejar =#{1 <i <n:¢;(L) € R}, entdos = n — r deve ser um nimero par e
obtemos a igualdade r + 2s = n.

Podemos agora tomar uma reordenagdo para os isomorfismos com 1 <t <r
de modo que @;(L) €S R, r+1<t<r+s por @ (x) = m e definir a imersao
canonica ¢ : K — R" X C° “homomorfismo injetivo” por ¢(x) = ((pl(x), IO (pr+s(x)).

A proposicao seguinte é enunciada sem demonstragdo por ser necessario um

desenvolvimento de uma Teoria de Analise “medida” e Métodos Geométricos.

Proposicao 33: Dado um corpo numérico L de grau n tal que n = r + 2s, como
definido anteriormente, de discriminante d;, e a um ideal nao nulo de L. Entao a contém
algum elemento nao nulo x tal que:

W] = (3) s av e

Demonstrac¢ao:

O leitor encontrara a verificacdo em SAMUEL, P. Algebraic theory of number,

Proposicdo 01 da Secao 4.3 do Capitulo IV, pagina 57.
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Corolario 12: Toda classe de ideais de L contém um ideal b de I}, (Z)de tal que

Demonstracao:

Seja o grupo de classe

F(L)
CfL—m—{[a] C[ET(L)}

Considere b um ideal fracionario de alguma classe [a].

Podemos multiplicar b por um ideal principal de I;,(Z) de modo a ndo mudar a
classe. Sem perda de generalidade podemos assumir que b~ é ideal de I;,(Z).

Tal candidato é m = xb onde x é elemento ndo nulo de b~! que satisfaz a
desigualdade da Proposicao 33.

Logoe(x)=mb~le

N =N =NmNEG) =

4\° n!
NN o) < (=) S TdINe =

e = (3) Gl

A cota abaixo é conhecida como Cota de Hermann Minkowski que auxilia na

determinac¢do do nimero de classes de corpos numéricos

4\° n!
== —=+/Id
PL (n) nn |dy|
Proposicdo 34: Para todo corpo numérico L com graun = [L : Q |, valem as

desigualdades:

n-1

- m\"n*" 1w /3n
al = () = =3(F)
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Demonstracao:
Segue da Proposicao 30 e do Corolario 12 que para todo ideal ndo nulo a de

[.(Z) tem-se 1 < NV (a) < pp, donde
m\S n"
Vidi = (Z) "

Agora defina

2n

= (%) ' (7:1!)2

paran = 2. Entdo |dy | Zanjéque”/4< le2s=n—-r<n.

Por outro lado

m
a =~
e
a s 1\*" 3m
i 21+2) >
a, 4 4
para todon > 2. Assim:
a, a,_; as (3n)"‘2 m? m (3n)”_1
a = . o0 — a —_— — T — —_—
" Ay Qpep Ay 4 3 \4
[ ]
Corolario 13: Para todo corpo numérico L # Q tem-se que |dy | > 1.
Demonstracao:
Basta notar que /3 > 1e 3”/4 > 1
[ ]

Proposicao 35: Se K é um corpo de numérico, entdo o nimero de classe hy =

1, quando uma das condigdes for satisfeita:

(i) Todo ideal primo p ndo nulo de Ix(Z) com norma N (p) < py, é principal.

(ii) Para qualquer nimero primo p < p;, o ideal pIg(Z) é primo.
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Demonstracao:
(1) Todo ideal b cuja N(b) < p;, é um produto de ideais primos p. E

considerando condigdo (i) tais ideais sdo principais e consequentemente b também o é.

(2) Seja o ideal primo p ndo nulo com norma N (p) < p;. De acordo com a
Proposi¢io 26 temos que NV (p) = p/ onde f > 1 e p é nimero primo tnico em p, logo
p < p1 e plk(Z) < p. E considerando (ii) vale a igualdade plx(Z) = p haja vista que Ix(Z)
é dominio de Dedekind e assim a condicio (i) é satisfeita. Usando a parte (1) resulta que

hK:]-'

3.4.2 Exemplos

Para um dominio fatorial R a fatoracdo Unica a = a;a, - @, em fatores
irredutiveis a4, a,, -, a, fornece uma fatoracdo para aR ja que a;R, 2;R, -, @R sdo
ideais primos nao nulos de R. Mas se R ndo for fatorial, entdo existem elementos «;
irredutiveis que nao sao primos e portanto @;R sera um produto de pelo menos dois ideais
primos. Entdo a fatoracdo de aR em ideais primos é obtida juntando as fatora¢des dos

ideais a1 R, a3R, -+, &R seja qual for a fatoracao em fatores irredutiveis.

Exemplo 11: Considere o corpo quadratico L = Q(v—17), entdo o anel R =
1L(Z) = Z|[V=17] = {m + nW/=17 : m,n € Z} ndo é fatorial, uma vez que admite as
fatoragdes distintas 18 = 2 -3 -3 = (1 +v—=17)(1 — V—17) em fatores irredutiveis.

Para isso sejam os ideais de R

p=2R+(1+V-17)R
q=3R+(1+V-17)R
r=3R+(1-vV-17)R

Entao:

(i) p, g, sdo ideais primosdeRe f(p) = f(q) = f(x) =1
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(ii) 18R = p? - g% - 12
(iii) 2R = p%,3R=q-1, (1 +V=17)R=p- % (1 —V=17)R = p - 12

Soluc¢ao:

(i) De fato, tem-se que p, g,xr sdo ideais de R e

R

—={p,1+p}

p

R

R
?={r,1+r,2+r}

Dai segundo a definicdo N (p) =2, N (q) = 3, N (r) = 3.
Segundo a o item (a) da Proposicio 26 f(p) = f(q) = f(x) = 1.

(ii) Note que p, g, sdo ideais dois a dois comaximais, donde p?Ng?Nr? = p? -
q? - r2. Por outro lado:
3eqNr=gq-r= 18R € g° - 1?
18 = (1+V-17)(1 = V-17) € p?

donde 182 € p?Ng?Nr? = p? - g% - 12

Logo N (18R) = |N(L|Q)(18)| =182=22.32.32 = N(p?-¢®-12) e 18R é
multiplo de p? - g2 - 12, pelo item (a) da Proposic¢do 27 e (b) da Proposicao 29.

Portanto pelo item (c¢) da Proposicao 29, tem-se que 18R = p? - g2 - 2.

(iii) Segue que 2R, 3R, (1 + \/—_17)R e (1 - \/—_17)R sao multiplos de 18R =
p?-q?-1>. Mas 2¢qe 2¢&r logo 2R divide p? e como N (2R) = |N(L|@)(2)| =4 =

N (p?) resulta que p? = 2R.
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Também 3 € gNr = q-r donde 3R é multiplo de g-r e por N(3R) =9 =
N(q-r)segue queq-r=3R.

Como (1++v-17)epNg=p-q mas (1—+v-17)&r tem-se que (1+
V=17)R é multiplo de p - . Daf (1 + V—=17) é um dos ideais p - g, p? - 4, p - g% p? - g%, mas
somente N(p-q?) =18 = |N(L|Q)(1 + \/—_17)| = N(l + \/—_17) resultando (1 +
V=17)R=p - q%

De modo analogo verifica-se que (1 - \/—17) =p-12

Exemplo 12: Para um corpo quadratico L = Q(\/a) com d livre de quadrados

tem-se que:

1
E\/IdLI;d >0
2
—+/ldl,d <0
T

pL =

Solucao:

Segue direto da cota de Minkowski, com r + 2s =n =2 e como Aut(L) =
{id, p} com ¢(a + bVd) = a — b\/d, resulta que s = 0, quandod > 0 e s = 1 quando d <
0.

Também

4 = {4d, quando d = 2,3 mod(4)
L' ™ |d,quando d = 1 mod(4)



4 A CONJECTURA DE GAUSS E OS CORPOS DE CLASSES DE HILBERT

Em Disquisitiones Arithmeticae de Carl F. Gauss, hd evidéncias de uma
conjectura que fala sobre a existéncia de uma enumeracao segundo o aumento do valor
absoluto do discriminante de corpos numéricos com numero de classe igual a 1. Mais

precisamente:

“Existem infinitos corpos quadrdticos com numero de classe igual a 1 e que

exatamente 9 deles sdo complexos”

Esse enunciado é a versdo adaptada de Disquisitiones Arithmeticae,
Conjecturado por Gauss para os objetivos do capitulo.

Heegner e Stark verificaram a existéncia desses 9 corpos quadraticos
complexos independentemente da veracidade do primeiro enunciado da conjectura e
Baker exibiu esses 9 corpos.

O primeiro enunciado continua ainda um problema em aberto e mais ainda
ndo sabe se existem infinitos corpos numéricos com niimero de classe igual a 1. Para tratar
de problemas como esse, é natural recorrer aos corpos de classes de Hilbert.

O objetivo dos resultados é sugerir uma familia de corpos numeéricos “corpos
de classes de Hilbert de corpos quadraticos complexos” que pode abrigar uma infinidade

de corpos com nimero de classe igual a 1 e relacionar isso com a Conjectura de Gauss.

4.1 £(K) = 0 e Corpos de Classes de Hilbert

Dado um corpo numérico K, adotamos a seguinte notacdo Cfk, hxy = #(Cfk) e
dx = disc(K) para ser o seu grupo de classes, seu nimero de classes e seu discriminante
respectivamente.

Seja K um corpo numérico com nimero de classes hg = #(Cfk). O corpo de
classes de Hilbert de K “denotado por H(K)” é uma extensdo abeliana maximal nio
ramificada sobre K, com grau [H(K): K] = hg.

Defina por Ho(K) =K, Hi1(K) = H(H;(K)) para i € N e H = U;ey H;(K).

Considere também o invariante £(K) chamado comprimento da cadeia de corpos de
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classes de Hilbert de K como segue #(K) = min.{i € N : H;;(K) = H;(K)} quando tal i €
N existe e £(K) = 400 caso contrario.
Dizer que o comprimento #(K) = 4o é equivalente a dizer que cada extensdo
finita de K, tem nimero de classes hg > 1 ou entdo que a cadeia dos corpos
K=Hy(K)cH;(K) S-S H,(K) S - CH
ndo é estaciondria. O resultado de Heegner-Stark-Baker agora pode ser enunciado por:

“Existem somente 9 corpos quadrdticos complexos K tal que £(K) = 0”

E os tais corpos com essa propriedade sao:

Q@) @(v=2), @(v=3), (vV=7), @(v-11), (vV-19), @(v=43), @(v=67),
Q(V-163)

Os discriminantes dos corpos acima “denominados discriminantes

fundamentais negativos” sdo respectivamente:

dgx = disc(K) = —4,-8,-3,-7,—-11,-19, —43, -67, —163

Para um corpo numérico K, com hix = |Cfx| = p™m tal que p é primo que niao

divide m,ap — parte de Cfx é o p — Sylow S “Sylow p — subgrupo de ordem p™”, ou seja:

{id} < -+ < 'S < Gal(H(K)|K)

Uma p — extensao L de um corpo K é uma extensado galoisiana tal que o grupo
Gal(L|K) é um p — grupo, ou seja [L : K] = p<.
Para um nimero primo fixo p, o corpo p — classe de Hilbert de K denotado por

HP (K) é uma p — extensdo maximal ndo ramificada contida em H(K), ou seja:
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K = Hy(K) € -+  HP(K) € H(K)

As seguintes propriedades do corpo H(K) sdo consequéncias do Teorema de

Hilbert da Teoria dos Corpos de Classes:

(1) Existe o corpo de classe de Hilbert de um corpo numérico e é unicamente

determinado.

(2) Todo ideal a de Ix(Z) é principal em Iy (Z), ou seja a = {a) = alyx)(Z)
para algum a € Iy ) (Z).

(3) H(K) = K se e somente se hg = 1.

(4) K € Limplica H(K) - L. € H(L).

(5) Gal(H(K)|K) = C#k.

Exemplo 01: As extensdes:
Q(V6,v=2), @(vV=23,a), @(V=31,5), @ (V=14,v2V2 - 1)

dos respectivos corpos

Q(V6), @(v—-23), Q(v-31), Q(v-14)

sdo exemplos de corpos de classes de Hilbert sobre a base do corpo, onde a3 —
a—1=0epB?+ B +1=0. Vejamaiores detalhes na referéncia CONRAD, K. History of
Class Field Theroy.

Proposicao 01: Para todo corpo numérico K, as condi¢coes sao equivalentes:
(a) [H : K] é finito.

(b) A cadeia K = Hy(K) € H;(K) € --- € H,,(K) € -+ € H é estacionaria.

(c) Existe uma extensao finita L de K tal que h;, = 1.
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Demonstracao:

(a) = (b) Segue que para todo i € N tem-se H;(K) S U;ey H;(K) = H.
Considere entdo a cadeia K = Hy(K) € H,;(K) € - € H,,(K) € -

Logo [H;(K) : K] < [H : H;(K)] - [H;(K) : K] = [H : K] para todo i € N, e com
isso com por hipétese [H: K] é finito, existe um n, € N tal que H,,(K) = H, (K) paran >

n significando que (H;(K))_ _ é estacionaria.

(b) = (c) Se existir um m € N tal que H,,(K) = H,,41(K) = --- = H, entdo
para a extensdo L. = H tem-se que H(L) = H(H) = H = L donde h;, = 1.

(c) = (a) E suficiente verificar que [H,,(K) : K] é finito para todo n € N.
Vamos usar inducio matematica. Para n = 0 tem-se H,(K) = K donde [Hy(K) : K] = 1.
Admita por hipdtese que para i > 0 exista uma extensdo L|K em que H;(K) <€ L.

Como por hipétese h;, = 1, tem-se que H(L) = L, donde H;(K) € L implica
Hi41(K) = H(H;(K)) € H(H;(K)) - L € H(L) = L

Portanto H;,; (K) S L e consequentemente H < L. Logo [H : K] < [L : K] < o

e consequentemente H é a menor extensdo de K com nimero de classe hx = 1.

Um problema em aberto que tratava em saber se todo corpo numérico K estava
contido em outro corpo numérico L, tal que o niimero de classe h;, = 1, foi resolvido em
1964 por Golod-Shafarevich.

Segundo a Proposicao 01, a pergunta ao problema seria equivalente a
perguntar se para todo corpo numérico K, a torre de corpos K = Hy(K) € H;(K) € -+ €
H,,(K) < .- é estacionaria e para o caso afirmativo, existiria uma menor extensio H de K
com o numero de classe hy = 1.

A resposta a essa pergunta é negativa, Igor Shafarevich e Evgeny Golod

provaram que existem corpos numéricos K com ¢(K) = +oo, por exemplo, encontraram

os corpos quadraticos real e complexo M=Q(v2-3-5-7-11-13-17-19) e N=

Q(\/—Z -3-5-7-11-13) cuja cadeia de corpos de classes de Hilbert sdo infinitas e ndo

estdo contidos em nenhum outro corpo numérico L. com ndmero de classe h;, = 1.
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Entdo no intuito de encontrar respostas para a Conjectura de Gauss, podemos

investigar o fato sobre a existéncia de infinitos corpos quadraticos K com #(K) = 1.

4.2 £(K) = 1 e Principais Resultados

Nessa secao K=Q(\/E) sera um corpo quadratico complexo e Jdx é

considerado para representar o niumero de divisores primos do discriminante dg =

disc(K).
421¢(K) =1

Lema 01: Se #(K) = 1, entdo cada subcorpo quadratico complexo F de H(K)
exceto K tem nimero de classe hg = 1.

Demonstracao:

Se 6k = 1 entdo ndo had nada para fazer, uma vez que o Unico subcorpo
quadratico de H(K) é o préprio K.

Se 6k > 1 e M é um subcorpo quadratico de H(K) distinto de K, entdo L = KM
é uma extensio intermediaria de H(K)|K, portanto quadratica ndo ramificada sobre K,
com [L : K] = 2.

Por outro lado, L também é uma (2,2) — extensdo de Q, significando que
Gal(L|Q) = Z, X Z, no que resulta em #(Gal(L|Q)) = #(Z, X Z,) = 2% e segundo os
Teoremas de Sylow e da Correspondéncia de Galois, existe um subgrupo de ordem 2
correspondente a um terceiro subcorpo quadratico N de L.

Entio Kc M,N,L c H(K) e denotando o numero de classes de M e N
respectivamente por hy; e hy, segue que segundo a féormula de Herglotz “G. HERGLOTZ.

Uber Einen Dirichletschen Satz”, que o ndmero de classes de L é dado por:

hxhyh
hy = KMIN
p
ondep =1oup = 2.
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Mas H(L) é uma extensio abeliana ndo ramificada de H(K) e é
consequentemente igual a H(K) uma vez que pela hipétese £(K) = 1 equivalentemente a

huy = 1. Portanto:
hg
[H(K) : K] = [H(L) : K| = [H(L) : L] - [L: K] & hg = 2hy, & by, = —
e pela formula de Herglotz resulta

- thN =

N[

Por outro lado, o nimero de classes é um inteiro, resultando p = 2 e hyyhy =

1, donde hy; = 1, ficando provado.

Lema 02: Suponha que #(K) = 1. Entio:

(a) Ap — parte de Cfx com p impar € ciclica.

(b) Sea 2 — parte de Cfx ndo € ciclica, entdo dgx = disc(K) = dyd,d, comd; =
dy, = disc(Ly),i = 0,1, 2 distintos e L; corpo quadratico complexo com nimero de classes
hy, =1

Demonstracao:

(a) Afirmacdo 01: Se o grupo de classe de um corpo quadratico complexo K
tem p — parte nao ciclica para algum primo impar p, entdo p divide o nimero de classes
do corpo p — classe de Hilbert de K.

Essa afirmacdao nem sempre é valida parap = 2.

Suponhamos por absurdo que a impar — parte S de Cf¢ seja nao ciclica, logo
|S| = p%, onde hgy = p*m com p nio dividindo m.

Entdo de acordo com a Afirmacao 01, p divide hyp k) “hyr) = pm,” e pelos

Teoremas de Sylow e da Correspondéncia de Galois existe um subcorpo intermediario F
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de H(K)|K tal que [H(K) : F] = p%. Por outro lado Gal(H? (K)|K) é isomorfo ao p — Sylow,
donde:

hg = [H(K) : K] = [H(K) : F] - [F : HP(K)] - [HP(K) : K] &

hg =p® - [F : HP(K)] - hyp(x) &

hg = p® - [F: HP(K)] - pmy &

hg = p**tmg - [F : HP(K)]

0 que é uma contradicdo com a maximalidade do p — Sylow. Veja maiores detalhes na
referéncia R. BOND. Unramified Abelian Extensions of Number Fields ou A. NOMURA.

On the Existence of Unramified p-Extensions.

(b) Agora suponha que o grupo de classe de K tem 2 — parte néo ciclica e que

o corpo de classes de Hilbert de K tem nimero de classes hyx) = 1 & £(K) = 1.

Pela Teoria de Género “teoria desenvolvida por Gauss que envolve caracteres
e formas quadraticas”, o discriminante dgx = disc(K) de K é divisivel por pelo menos 3
numeros primos. Seja entio dy = disc(K) = d,d,d; onde d; para i=1,2,3, sdo
discriminantes de corpos quadraticos. Entao L; = K(\/d—l) € uma extensdo quadratica de
K ndo ramificada parai = 1, 2, 3. Segundo o Lema 01, esses 6 corpos quadraticos Q(\/d_r)
Q(@) r,s,t € {1,2,3} com s # t, tem nimero de classe igual a 1.

Portanto Q(y/dsd;) deve ser um corpo quadratico real para s # t, pois do
contrario, o numero de classes desse corpo seria par.

Entdo os discriminantes d; para i = 1,2, 3, devem ser todos de mesmo sinal,
mais precisamente todos negativos, uma vez que dx = disc(K) é negativo.

Portanto os discriminantes d; para i = 1, 2, 3 estdo entre os 9 discriminantes

fundamentais negativos de Heegner-Stark-Baker.

4.2.2 Principais Resultados

Proposicgao 02: Se £(K) = 1, entdo o corpo quadratico complexo K é uma das

seguintes classifica¢oes:
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(i) 6x = 1 e C#i é ciclico de ordem impar.

(ii) 6k = 2 e C¥k é ciclico de ordem par com dg = disc(K) = dyd, onde d, é o
discriminante de um corpo quadratico complexo M com numero de classe hyy =1 e d; é
o discriminante de um corpo quadratico real N com nimero de classe hy = 1,sendo d; =
8 oud; = p com p primo.

(iit) 6 = 3 e dg = dodqd; com d; = dy, = disc(L;), i =0, 1,2 distintos e L;

corpo quadratico complexo com numero de classe hy, = 1.

Demonstracao:

(i) Se 6x = 1, entdo pela Teoria de Género, e o Lema 02, C#x é ciclico de ordem

impar.

(ii) Se 6k = 2, entdo pelo mesmo raciocinio do item (i), Cfx é ciclico de ordem
par, donde dg = dyd;, onde d, é algum discriminante primo negativo e d; é algum
discriminante primo positivo. Por outro lado, pelo Lema 01, os corpos quadraticos com

discriminante d; e d; tem ndmero de classe igual a 1.

(iii) Se 6x = 3, entdo a 2 — parte de C¥¢ nao é ciclica e assim pelo item (b) do
Lema 02, K sera um entre os 6 finitos corpos cujo o discriminante é o produto de 3 inteiros
distintos, cada um dos quais é o discriminante de um corpo quadratico complexo com
numero de classe igual a 1, ou seja dg = disc(K) = dod;d, com d; = d, = disc(Ly), i =

0,1, 2 distintos e L; corpo quadratico complexo com numero de classe hy, = 1.

Diz-se que K é do tipo (i), (ii) ou (iii), se ele satisfaz as correspondentes

condi¢coes da Proposicao 02.

Exemplo 02: Como os corpos de discriminantes fundamentais de Heegner-
Baker-Stark, estdo em nimero finito, também existe apenas um nimero finito de corpos

do tipo (iii). E os tais corpos com os respectivos discriminantes sio:
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K=Q(V-21) = dg = disc(K) = -84 = —22-3-7

K =Q(V-33) = dg = disc(K) = —132 = —22-3 - 11
K =Q(V-42) = dg = disc(K) = —168 = =23 -3 -7

K = Q(V=57) = dg = disc(K) = —228 = —22-3- 19
K= Q(V-133) = dg = disc(K) = =532 = —22-7-19

K= Q(V=627) = dg = disc(K) = =627 = =3 - 11 - 19

Todos eles tém grupo de classes do tipo (2, 2), ou seja Cfk = Z, X Z,.
Veja maiores detalhes também na tabela da referéncia K. YAMAMURA. The

Determination of The Imaginary Abelian Number Fields with Class Number One.

O préximo exemplo é um resultado extra também relacionado quanto ao uso

da féormula de Herglotz.

Exemplo 03: Se #(K) = 1 e o corpo 2 — classe de Hilbert de K tem nimero de
classes impar, entdo g < 3.

Solucao:

Suponha por absurdo que 6x > 3. Escrevendo dx = disc(K) = d,d,d,d; onde
d; “i =0,1,2,3” estdo entre os discriminantes fundamentais.

Como por hipdtese o corpo 2 — classe de Hilbert de K tem ntimero de classes

hyzk) impar e ele também € o corpo 2 — classe de Hilbert da extensdo quadratica ndo

ramificada L = K(\/d_o), logo:

[H2(K) : K] = [H?(L) : K] = [H?3(L) : L] - [L: K] &

1

Entdo denotando por hi a ordem de 2 — parte de C#g para o corpo numeérico

F, segue segundo a formula de Herglotz que:

LS L S
L= p 2 Q(do) "@({didadz) T 2

©
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com p = 2 e assim hQ(\/d_o) . hQ(M) = 1 implicando que hQ(Jm) = 1 e portanto

7 z .~ . ! 7
Q( d1d2d3) tem namero de classe impar, sendo uma contradi¢cao pois h@(M) é par.

Veja maiores detalhes na referéncia R. BOND. Unramified Abelian

Extensions of Number Fields.

As consideragdes finais enunciadas pelos corolarios abaixo sdo consequéncias

da Proposicao 02 e da conjectura:

Conjectura 01 “Hajir”: Existem infinitos corpos quadraticos complexos K,
com 0 = 1 e bem como infinitos corpos quadraticos complexos K, com dx > 1, ambos os

casos para £(K) = 1.

Corolario 01:
(a) Se existem infinitos corpos quadraticos complexos K satisfazendo ¢(K) =
1 entdo existem infinitos corpos quadraticos complexos K com grupo de classe ciclico.

(b) Se existem infinitos corpos quadraticos complexos K, com #(K) = 1 e g >
1 entdo existem infinitos corpos quadraticos reais com discriminante primo e nimero de

classe igual a 1.

Demonstracao:
(a) Como os corpos do tipo (iii) estdo em numero finito, “segundo Heegner-
Stark-Baker” esses infinitos corpos sdo do tipo (i) e do tipo (ii) segundo a veracidade da

Conjectura 01. Portanto com grupo de classe ciclico.

(b) Novamente como os corpos do tipo (iii) estdo em numero finito, entao

existindo infinitos corpos quadraticos complexos {K;};er com £(K;) =1 e g, > 1 os
mesmos serdo do tipo (ii).

Por outro lado cada K; = Q(\/E) tem dg, = disc(K;) = dod; onde d, estd
entre os 9 discriminantes fundamentais negativos e d, é o discriminante de um corpo

quadratico real N com ntmero de classe hy = 1, sendo d; = 8 oud; = p com p primo.
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Note também que dg, = 4d; ou dg, = d; donde dyd;, = 4d; ou dyd; = d;.

Portanto d; # 8 resultando d; = p em nimero infinito.

Corolario 02:

(a) Com excegdo de 6, os corpos quadraticos complexos K com #(K) = 1 tem

grupo de classe ciclico.

(b) Se existir uma infinidade de corpos quadraticos complexos K com #(K) =

1 e numero de classes hg par, entdo a Conjectura de Gauss é verdadeira.

Demonstracao:

(a) Isso decorre da veracidade da Conjectura 01 e do fato dos 6 corpos do

Exemplo 02, cada um ter grupo de classe do tipo Z, X Z, que nao é ciclico.

(b) Segue do item (a) do Corolario 01 que os corpos serdo do tipo (ii) de
acordo com a Proposi¢cao 02. Portanto do item (b) do Corolario 01 existem infinitos

corpos quadraticos reais com discriminante primo e ndmero de classe igual a 1.

4.3. #(K) > 1, Evidéncias e Outras Consideracoes

Essa secdo é destinada a uma discussao informal de algumas evidéncias, fatos
ou dados relacionados ao numero de classes que fornece algumas justificativas para a

introducao de algumas conjecturas levantadas.

4.3.1¢(K) > 1

Observe que £(K) > 1 é equivalente a hy(x) > 1. Na demonstragao do item (a)

do Corolario 01 da Secdo 2.2, espera-se que os corpos do tipo (i) e tipo (ii) estejam em

numero infinito, apesar de ser desconhecida a veracidade do seguinte enunciado:
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Conjectura 02: Ha infinitos corpos quadraticos complexos com grupo de

classes ciclico.

Poderiamos entdo perguntar se existem infinitos corpos quadraticos
complexos K do tipo (i) respectivamente do tipo (ii) com £(K) > 1?

Na tabela de K. YAMAMURA. Maximal Unramified Extensions of Imaginary
Quadratic Number Fields of Small Conductors, ha exemplos quanto a existéncia de
corpos K do tipo (i), (ii) e (iii) com ¢(K) > 1.

O Resultado 01 abaixo mostra um caso interessante relacionado a essa
questdo, por exemplo, na condicdo de que os corpos K do tipo (i), com o nimero de classes
hk multiplo de 3, a de hy) para esses corpos é influenciada pela existéncia de corpos
quarticos particulares.

Primeiramente vejamos a afirmacao seguinte:

Afirmacéo 02: Seja L uma extensio galoisiana de K de grau primo [L : K] = p
e g um primo que nio divide phg. Se q divide h;, entdo q/ divide h;, onde f é a ordem de
q em ‘U(Zp). Em outras palavras, o g — posto de C#}, é divisivel por f.

Demonstracao:

Isso segue pelo estudo da g — parte de C¢£|, como Gal(L|K) — modulo.

Veja maiores detalhes na referéncia K. INASAWA. A Note on Ideal Class

Groups.
]
Resultado 01: Se K = Q(,/—p) onde p = 3 mod(4) é um primo, entdo existe
um corpo quartico F de discriminante disc(F) = —p se e somente se existe uma extensao

cubica ciclica nao ramificada N de K, cujo nimero de classes hy é par.
Demonstracao:
Seja F um corpo quartico de disc(F) = —p.
Afirmacao 03: O corpo de divisao E de F é uma S, — extensao de Q

“Gal(E|Q) = S,” ndo ramificada sobre K.
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Por outro lado como E|K tem grupo de Galois A,, segue que #(Gal(E|K)) =

|A,l = 1S4 |/2 = 22 . 3, donde pelos Teoremas de Sylow e da Correspondéncia de Galois

existe um corpo intermediario N tal que N|K é ctbica ciclica, logo
[H(K) : K] = [H(K) : N] - [N : K] & hg = 3 - [H(K) : N]

donde 3 divide hi e como E|N é (2,2) — extensdo “Gal(E|N) = Z, X Z,” segue que
[H(N) : N] = [H(N) : E] - [E: N] & hy =4 - [H(N) : E]

Portanto hy é par.

Reciprocamente suponha que exista uma extensdo cubica ciclica nao
ramificada N de K tal que o nimero de classes hy é par. De acordo com a Afirmacao 02,
o grupo de classes de N tem posto pelo menos 2, com isso existe uma extensdo nao

ramificada E de K com o grupo de Galois S,, ou seja:
Gal(E|K) = S, = #(Gal(E|K)) = [S,] =23 -3

Portanto pelos Teoremas de Sylow e da Correspondéncia de Galois, E|K admite
um corpo intermediario F que é quartico.

Veja maiores detalhes na referéncia J. P. SERRE. Modular Forms of Weight 1
and Galois Representations, in 'Algebraic Number Fields' e T. KONDO. Algebraic

Number Fields with Discriminant Equal to That of a Quadratic Number Field.

Exemplo 04: Existem 6 corpos K= @(J—p) com 0<p<1000, nas
condi¢des do Resultado 01, todos com hg multiplo de 3, mais precisamente hy = 3 e N é
a Unica extensdo cubica ciclica de K nao ramificada com namero de classes hy multiplo de

4, logo par. A saber esses corpos sao:

Q(v-283), Q(v-331), Q(v-491), Q(vV-563), @(vV—643), Q(vV-751)
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Veja maiores detalhes também na tabela da referéncia K. YAMAMURA. The

Determination of The Imaginary Abelian Number Fields with Class Number One.

A questdo natural que podemos levantar agora é quanto a quantidade de

corpos quarticos, em outras palavras:

Conjectura 03: Existem infinitos corpos quarticos com discriminante —p,

onde p é primo.

Essa conjectura é provavel ser verdadeira, mas dificil verificar sua veracidade.

Uma consequéncia dela é o seguinte corolario:

Corolario 03: Se para uma quantidade infinita dos primos p; o grupo de
classes de K; = Q(\/—_pl) é ciclico, entdo existirdo infinitos corpos do tipo (i) cuja cadeia
de corpos de classes de Hilbert tem comprimento ¢(K;) > 1.

Demonstracao:

Segue direto da Conjectura 03 e do Resultado 01, uma vez que &g, = 1, hy, é

par e consequentemente hyg,) = hn; = hysx,) = 2 > 1 se e somente se £(K;) > 1.

Quanto aos corpos do tipo (ii) também é esperado que existam infinitos
corpos quadraticos reais com discriminante primo e niumero de classe igual a 1 que
admitem extensdes ndo ramificadas nao soluveis e assim infinitos corpos K do tipo (ii)
com ¢(K) > 1. Veja maiores detalhes na referéncia K. YAMAMURA. Maximal Unramified
Extensions of Imaginary Quadratic Number Fields of Small Conductors e suas

referéncias.

4.3.2 Evidéncias e Outras Consideragées

Ha pelo menos 3 fatos responsaveis pela existéncia de corpos numéricos com

numero de classe grande.
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Comentamos brevemente sobre a explicacao do fato responsavel em cada um
deles.

Teoria de Géneros

Afirmacdo 04: Se K|F é uma extensdo galoisiana de grau p = [K: F] em que
muitos primos sdo ramificados, entdo a p — parte de Cfx tem p — posto grande e
consequentemente K tem nimero de classes hg também grande.

Veja maiores detalhes na referéncia J]. MARTINET. Tours de Corps de Classes

et Estimations de Discriminants.

Extensdes CM

Um corpo numérico K é denominado totalmente real, se para cada imersao
canonica o : K — C a imagem encontra-se contida no conjunto dos nimeros reais e é
denominado totalmente complexo ou totalmente imaginario se a imagem da imersdo
canonica ¢ : K — C nao esta contida em R.

Um corpo numérico K é dito CM quando é uma extensdo quadratica totalmente
complexa de um corpo totalmente real. Sio denominados assim por serem corpos
numéricos particulares e estarem ligados a Teoria da Multiplicacdo Complexa “CM”.

Qualquer corpo numérico que é uma extensao galoisiana sobre o conjunto dos
racionais deve ser totalmente real ou totalmente complexo.

O corpo quadratico K de grau 2 sobre Q por exemplo é real ou é complexo e no
caso real é entdo totalmente real.

Extensdes abelianas de Q ou sdo totalmente reais, ou contém um subcorpo
totalmente real sobre o qual tem grau 2.

Harold Stark conjecturou em 1974 que ha um nimero finito de corpos CM
com numero de classe igual a 1 e mostrou que hd um numero finito com grau fixo.
Também tem mostrado que os corpos CM tendem a ter nimero de classes grande.

Principio de Stark: Se K é variado sobre as extensoes quadraticas totalmente
complexas de um corpo fixo F totalmente real, entdo “o menor nimero de classe” hi/hg
tende para infinito.

Algum tempo depois, Andrew Odlyzko mostrou que ha somente um nimero

finito de extensdes CM galoisianas com ntimero de classe igual a 1.
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V. Kumar Murty mostrou em 2001, que de todos os corpos CM cujo fecho de
Galois tem grupo de Galois soluvel, somente um numero finito tem nimero de classe igual
al.

A completa lista dos 172 corpos CM abelianos com numero de classe igual a 1
foi determinada no inicio de 1990 por Ken Yamamura. Esta mesma lista com a obra de
Stéphane Louboutin e Ryotaro Okazaki fornece uma lista também completa de corpos
CM'’s quarticos com niimero de classe igual a 1.

Veja maiores detalhes nas referéncias LOUBOUTIN, S.; OKAZAKI, R.
Determination of all Non-Normal Quartic CM-Fields and of all Non-Abelian Normal
Octic CM-Fields with Class Number One, MURRTY, V. KUMAR. Class Numbers of CM-
Fields with Solvable Normal Closure, A. M. ODLYZKO. Some Analytic Estimates of
Class Numbers and Discriminants, H. M. STARK. Some Effective Cases of The Brauer-
Siegel Theorem e K. YAMAMURA. The Determination of The Imaginary Abelian

Number Fields with Class Number One.

Grupo de Classe nao Ciclico

Afirmacao 05: Se F é um corpo numérico que satisfaz o critério de Golod-
Shafarevich em p, entdo o p — posto de Cfk tende para o infinito quando K é variado ao
longo das p — extensodes de F ndo ramificadas.

Em outras palavras, nos dois primeiros fatos anteriores, a ramificacao é o
mecanismo por trds do ndmero de classes grande, mas algumas vezes, o nimero de
classes é grande, como resultado de extensdes nao ciclicas que nao se ramificam.

O critério de Golod-Shafarevich “o p — posto de Cff é grande com relagdo ao
grau de F” foi provado em 1964 pelos dois matematicos russos, Evgeny Golod e Igor
Shafarevich e é um resultado em Algebra ndo Comutativa Homolégica que tem
consequéncias em varios ramos da Algebra.

Veja maiores detalhes na referéncia F. HAJIR. On the Growth of p-Class

Groups in p-Class Field Towers.

Diante dos dados numéricos sugestivos que o nimero de classe igual a 1 é uma

ocorréncia comum, falta um entendimento dos mecanismos por tras disso, pode-se reunir
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fatos conhecidos e responsaveis pelo nimero de classes grande e supor que na sua
auséncia, o numero de classes tende a ser pequeno.

Em uma tentativa de formalizar uma afirma¢do mais precisa, notamos que
algumas vezes, um corpo numérico tem nimero de classes grande porque um de seus
subcorpos esta sob a influéncia de um dos fatos discutidos: Teoria de Géneros, Extensoes
CM ou Grupo de Classes nao Ciclico.

Para levar isso em conta, defina e denote o novo corpo de classes de Hilbert do
corpo numérico K, por:

f(K) = U H(N)

KN
NGK

De fato H(K) € H(K) e definindo o novo nimero de classes de K por
[H(K) : H(K)] = hg, podemos formular de acordo com os resultados de Stark a seguinte
pergunta:

Em uma familia genérica de corpos numéricos ndo CM’s enumerados segundo o

aumento absoluto do valor do discriminante, uma proporcdo positiva, tem h, = 1?

0 termo genérico deve ser tomado com cuidado de modo a evitar nimero de
classes proveniente da contribuicdo da Afirmacao 04 da Teoria de Géneros, por exemplo,
para os corpos ndo CM'’s, subextensdes normais de primos indexados, devem ter alguns
primos ramificados.

Sugerimos agora a familia dos corpos de classes de Hilbert de corpos

numéricos com grupo de classe ciclica. Em outras palavras:

Conjectura 04: Uma enumeracgdo de acordo com o aumento do valor absoluto

do discriminante de corpos numéricos K com grupo de classes ciclico tem £(K) = 1

Conjectura 05: O corpo H(K) de um corpo numérico K com C#x ciclico tem
hH(K) == 1
Algumas evidéncias para a Conjectura 04 sdo provenientes do préximo

resultado.
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Resultado 02: Se a p — parte de C é ciclico, entdo p ndo divide o nimero de
classes do corpo p — classe de Hilbert de K.
Demonstracao:

Se G é o grupo de Galois sobre K de uma p — extensdo nao ramificada L de K,
ouseja G = Gal(L|K), entdo Géump — grupo,ouseja[L : K] = p® e por base do Teorema
de Burside, G é ciclico “logo abeliano” porque seu quociente abeliano maximal é isomorfo
a C?¢ pela Teoria dos Corpos de Classes.

Como G é abeliano, os corpos p — classe de Hilbert de K sdo extensdes

maximais ndo ramificadas de K, assim devem ter nimero de classes p primo.

Os proximos exemplos sdo evidéncias e indicacdes quanto a veracidade da

Conjectura 04 e da Conjectura 01.

Exemplo 05: Considere a familia {K;};cr dos corpos quadraticos reais tal que
o discriminante dg, = disc(K;) = 5p; onde p; € um primo e p; = 13 mod(20) ou p; =
17 mod(20).

Entdo veja que 2 — parte de Cfg, tem ordem prima 2 “desde que p; ndo é
residuo mod(5)” e por H. COHEN and H. W. LENSTRA. Heuristics on Class Groups of
Number Fields espera-se infinitos desses K; tenham a impar — parte, o grupo trivial.

Para a familia de corpos {K;};cr temos H(K;) = Q(V/5, \/E) e pelo Resultado
02, 2 ndo divide hyz (k) e assim H(K;) tem ntimero de classe hy;) impar, daf pela formula

de Herglotz

huy = ho(vs) Mo/

e £(K;) = 1seesomente se hyk,) = 1 sesomente se hQ(Jp_i) = 1 e segundo H. COHEN and

H. W. LENSTRA. Heuristics on Class Groups of Number Fields ¢é esperado ou provavel

que hQ(Jp_i) = 1 em quantidade infinita de p;’s.

De modo mais geral, as evidéncias da referéncia H. COHEN and H. W. LENSTRA.

Heuristics on Class Groups of Number Fields prevé o fato conjecturado:
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Conjectura 06: Uma grande densidade positiva de corpos quadraticos reais
com numero de classes igual a 2, tem cadeia de corpos de classes de Hilbert de

comprimento igual a 1.

Exemplo 06: Suponha que K seja um corpo quadratico complexo e L é uma

extensdo de K ndo ramificada de grau primo impar p. Entao:

p = B0 b
p
ondea =1oua =p.

Se a p —parte de Cfx é ciclica, entdo a = 1. Em particular se K é corpo
quadrético complexo com nimero de classes hx = p primo entdo hy) = (hg)* onde F é
um subcorpo real maximal de H(K), além disso, p ndo divide hyg) e nem hg.

A primeira afirmacdo segue pelo Teorema IV.1 na referéncia N. MOSER.

Unités et Nombre de Classes d'une Extension Galoisienne Diédrale de Q.

Agora se a p — parte de Cfx é ciclica, entdo pelo Resultado 02 o niimero de

classesdap — partedelL é hK/p. Logo:

h hg)? - h
K =(F)—Ka=>(hp)2a=1:>a=1

Para o caso particular em que K é quadratico complexo com nimero de classe
hix = p prima tem-se que H(K) é uma extensido de K ndo ramificada, portanto a =1

resultando hy ) = (hg)?

Por outro lado, como C#k é ciclico segue do Resultado 02 que p nao divide

hux) = (hg)? e consequentemente ndo divide hg.

Entdo o Principio de Stark sugere que hg e hy k) sejam frequentemente igual
a 1 e que corpos quadraticos complexos K com £(K) = 1 ndo tem subcorpos CM de grau
grande, que pela Teoria de Géneros, traduz-se na condi¢ao de que a 2 — parte deve ser

ciclico, o que foi confirmado na Proposigao 02.
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O entendimento e estudo da Conjectura 04 sera mais facil, quando o grupo
C#k tem ordem prima. Para isso considere entao que K é um corpo numérico com nimero
de classes hy = p primo. Entdo de acordo com o Resultado 02 p néo divide hy ), algum
outro primo g de fato pode dividir hy ). Logo tem-se que hyky # 1 e consequentemente
por outro lado hyk) = pflpgz --pa™ é um produto de poténcias de primos p;’s tal que
p; = 1 mod(p), portanto tende a ser um pouco maior que p, especialmente para p muito
grande.

Mais precisamente se q divide hyk) e ¢ 1 mod(p), entdo Cy k) ndo é ciclico.
Isso é bastante significativo, porque o principio de H. COHEN and H. W. LENSTRA.
Heuristics on Class Groups of Number Fields afirma que ao prever a propor¢ao dos

corpos numéricos que tem grupo abeliano G, como seu grupo de classes, deve ponderar
o grupo com fator 1/|Aut(G)|'

Em particular, as partes do grupo de classes de corpos numéricos nao se
encontrando sob a influéncia da Teoria de Géneros tendem a ser ciclicas. Por exemplo,
primos q que sdo raizes primitivas mod (p) sdo provaveis ndo dividir hy).

Essas restri¢cdes sobre a forma de grupo de classes H(K) sugerem que este
corpo deve ter uma afinidade com o niimero de classe igual a 1. Quando H(K) tem um fator
primo ndo trivial g, entdo a classe residual de g mod(p) é provavel ser 1, uma vez que este

mantenha a possibilidade que C#y ) ser ciclico. Nesse caso, temos a seguinte afirmacdo:

Afirmacao 06: Suponha que hg = p seja primo e H(K) tem grupo de classes
ciclico. Se hy, k) > 1, entdo Cfy, k) € a soma direta de p copias de um grupo abeliano.
Veja maiores detalhes na referéncia T. HONDA. On Absolute Class Fields of

Certain Algebraic Number Fields.

Resumindo, uma grande densidade positiva de corpos numéricos K com
numero de classe primo deve satisfazer £(K) = 1, com a maior parte deles satisfazendo
2(K) = 2.

Agora voltando a Conjectura 04 para os corpos numéricos com grupo de
classe, ciclica e cardinalidade composta, ainda esperasse que o nimero de classes do
corpo de classes de Hilbert é muitas vezes igual a 1. Por exemplo, para todo primo p

dividindo hi considere a extensio abeliana ndo ramificada H(K)|HP(K). Como p néo
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divide o nimero de classe de HP(K), da Afirmacédo 02 e resultados de Cohen-Lenstra
[CL] implicam que hy k) tende a ser o primo p.

Existe a possibilidade de que para um diferente primo q dividindo hg, a
poténcia de g no niimero de classes cresce de K para H? (K), mas isso também figura a ser
uma ocorréncia relativamente rara porque transfere a extensio H(K)|H?(K), onde o
numero de classe do corpo de base e grau da extensdo é o primo g, se aplicando assim a
Afirmacgao 02.

Dados computados a respeito de extensdes maximais ndo ramificadas de
corpos quadraticos complexos cujo discriminante é d com —1000 <d <0 estao
computados na tabela da referéncia K. YAMAMURA. Maximal Unramified Extensions of
Imaginary Quadratic Number Fields of Small Conductors.

Nessa faixa existem 239 corpos com grupo de classe ciclica, sendo 89 do tipo
(i) e exatamente 6 com £(K) > 1, 109 do tipo (ii) tém ¢(K) = 1, exceto parad = 731 =
17 - 43 e 41 de nenhum tipo tém ¢(K) > 1.



5 CONSIDERACOES FINAIS

A presente dissertacdo destinou a comentar o problema do nimero de classes
de Gauss, resumido em duas conjecturas, onde os matematicos como: Hans Heilbronn,
Kurt Heegner, Harold Stark, Alan Baker, Kenneth Ireland, Michael Rosen, Mark
Watkins apresentaram primeiras contribui¢cdes relevantes ao problema entre 1952 a
2004 onde uma das conjecturas foi provada e a outra permanecendo sem solucdo e com
evidéncias de veracidade.

O principal objetivo do trabalho esta na proposta do artigo publicado pelo
autor Farshid Hajir em 1997, onde o mesmo, elabora uma nova conjectura cuja
veracidade implicara na veracidade da segunda conjectura. O texto evidencia sobre a ideia
conectada através dos Corpos de Classes de Hilbert, como a ferramenta matematica
alternativa mais indicada para obter avancos significativos sobre conclusdes para a
Segunda Conjectura de Gauss. E segundo autor Hajir, as convic¢des que levam a conjectura
ser verdadeira, estdo em evidéncias, como dados computados na tabela da referéncia de
Yamamura dentre outros artigos referéncias do préprio artigo.

Além disso, esse material teve por outro objetivo, apresentar uma introducao
inicial da Teoria dos NUimeros Algébricos com capitulo preliminar, destinado aos leitores
que tem nogdes basicas da Teoria Elementar dos Niimeros e Algebra Abstrata, bem como
aqueles que tenham interesse em aprofundar-se sobre o estudo.

A diversidade dos conceitos, propriedades, teoremas, fatoragdes, estruturas
gerais como: modulos, corpos de nimeros algébricos, anéis de inteiros, dominio de
Dedekind, que foram apresentados, enriquecem e organizam o trabalho como um todo,
proporcionado criagdo de bases teoricas consistentes, possibilitando aprofundamento e
servindo de referéncia para leitura ou consulta aos que se fazem interessado e despertam

curiosidade por esse ramo da Matematica.
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