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RESUMO

Este trabalho apresenta o projeto de desenvolvimento de uma bancada fundamentada no
principio de um péndulo amortecido sobre um trilho metalico livre para se movimentar na
direcdo horizontal, que ¢ um sistema muito comum nos estudos da disciplina de controle de
sistemas dinamicos. O trabalho descreve as etapas da identifica¢do da planta real, do projeto de
controle digital de um controlador na topologia RST por alocacdo de polos e da avaliacdo do
desempenho do sistema em malha fechada. Uma variagdo do filtro de complementar é
implementada para realizar a fusdo entre os dados do acelerémetro e os dados do giroscopio,
com o objetivo de se obter uma estimativa confidvel do dngulo de inclinagdo. A identificagéo
apresentada nesse trabalho considera a planta como sistema linear invariante no tempo e
restringe a faixa de operacdo do péndulo amortecido para um conjunto limitado de operagdes.
Essa consideragdo permite o projeto do controlador RST. O objetivo do sistema experimental é
manter o péndulo na posi¢ao de em equilibrio ainda que sofra perturbagdes externas. O projeto
do filtro complementar e do algoritmo do controlador RST foram desenvolvidos em linguagem
C e implementados em um microcontrolador KL25Z, da familia KINETIS. A planta foi

devidamente simulada, montada e teve seu modelo validado por uma estratégia de controle.

Palavras-chave: Péndulo amortecido. RST. Filtro complementar. Controle digital. Alocacdo

de polos.



ABSTRACT

This work presents the development of a stand based on the principle of a damped pendulum
on a free metal rail which moves in the horizontal direction. This is a very common system in
the studies of the discipline of dynamic systems control. The work describes the steps of
identifying a real plant, the digital control design of a controller in the RST topology by pole
placement and the performance evaluation of the closed loop system. A variation of the
complement filter is implemented to merge the accelerometer data with the gyro data in order
to obtain a reliable estimate of the slope angle. The identification presented in this work
considers the plant as a linear system invariant in time and restricts the range of operation of
the damped pendulum to a limited set of operations. This consideration allows the design of the
RST controller. The purpose of the experimental system is to keep the pendulum in equilibrium
position even if it may have external disturbances. The complementary filter design and the
RST controller algorithm were developed in C language and implemented in a KL25Z
microcontroller from the KINETIS family. The plant was duly simulated, assembled and had
its model validated by a control strategy.

Keywords: Damped pendulum. RST. Complementary filter. Digital control. Pole placement.
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1 INTRODUCAO

O péndulo amortecido ¢ uma abordagem cléssica dos sistemas de controle. Segundo
(LOURENCO, 2009), péndulo amortecido ¢ um sistema mecanico capaz de realizar
movimentos periddicos, cuja movimentagdo ¢ denominada de movimento harmonico ou
periodico. Nesse sentindo, por possuir uma dindmica oscilatoria, o péndulo amortecido ¢ uma
planta muito estudada nas disciplinas de controle de sistemas dindmicos. Essa planta pode ser
utilizada como um exemplo util para elucidag@o de varios problemas na area de controle.

Ha diversas configuracdes e aplicagdes praticas que utilizam os conceitos
envolvidos nesse estudo. Dentre elas, destaca-se o problema classico de fisica newtoniana e a
implementacdo relativamente simples, que ¢ a movimentagdo de gruas e guindastes nas
industrias e na construcgao civil.

A figura 1 apresenta o modelo de guindaste suspenso. Esse tipo de dispositivo ¢é
comumente utilizado para suspensdo e igamento de pecas na industria, por exemplo. Nesse
exemplo, o carro ¢ responsavel por movimentar o guindaste na dire¢do horizontal, e conhecer
com propriedade a dindmica desse sistema ¢ fundamental para projeto de sistemas de forma a

ndo haver oscilagdes indesejadas durante a movimentagdo dessas pecas.

Figura 1 — Esquema de um guindaste.

1 @ & |
A AN

U ——> m;

Fonte: Adaptado de Franklin, 2013.

Varios autores ja estudaram a dindmica do péndulo amortecido, tal como o trabalho
de Waldemar Bonventi Jr (2003), onde foi utilizada a abordagem de equagdes diferenciais para
analisar de forma experimental os modelos tedricos harmonicos e anarmonicos de um péndulo
amortecido, ¢ em André Pereira da Costa (2014), onde foi estudado o sistema péndulo
amortecido através da abordagem fenomenoldgica em equacdes de espaco de estados e

simulagdes no software MATLAB.
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Ja o péndulo invertido é um rearranjo dessa planta onde ¢ definido um sistema
dindmico instavel e ndo linear em malha aberta, no qual o ponto de opera¢do encontra-se no
angulo superior. O péndulo invertido, ao contrario do péndulo amortecido necessita de um
controlador para permanecer na posi¢ao de operagao (LAM, 2000).

Esse trabalho refere-se a um arranjo de péndulo amortecido, conforme o ilustrado
na figura 2. Esse modelo ¢ composto por uma barra cilindrica, livre para movimentar-se em
torno de um eixo fixo, este eixo ¢ fixado a um carro que se movimenta na direcdo horizontal.
O carro ¢ acionado por um motor cujo o eixo estd interligado ao carro por uma correia, essa

correia ¢ responsavel pela transmissao de forgas entre o carro e o motor.

Figura 2 — Esquematico do péndulo amortecido.

TRANSDUTOR =~

ATUADOR

DRIVER

Fonte: Proprio Autor.

A haste naturalmente tende a oscilar, devido a sua dindmica fisica. Para esse
trabalho serd utilizado um controlador digital na topologia RST por alocagdo de polos para
amortecer a dinamica da planta, fazendo com que o carro faca o contrabalanceamento da
dinamica natural do péndulo, exercendo uma forga sobre o carro através do controle de tensdo

no atuador.
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2 MODELO MATEMATICO

Segundo (OGATA, 1998), “A modelagem matematica de um sistema dindmico ¢
definida como um conjunto de equagdes que representam a dinamica do sistema com precisdo
ou, pelo menos, de forma aceitavel”. Nesse contexto, esse capitulo apresenta um exemplo
ilustrativo do equacionamento matematico de um péndulo amortecido ¢ um péndulo invertido,

descrevendo suas equagdes atraveés da analise newtoniana em torno de um ponto de operagao.

2.1 Modelo dindmico do péndulo invertido e do péndulo amortecido

O modelo matematico apresentado nesse capitulo fundamenta-se no diagrama de
corpo livre da figura 3. Desse modo, considera-se que todas as forcas que atuam no péndulo
podem ser analisadas isoladamente do sistema ao qual pertence. Portanto, diante dessas
consideragoes, e considerando o péndulo como dois corpos: a haste e o carro, pode-se deduzir

as equacdes matematicas que descrevem este modelo.

Figura 3 — Forc¢as atuando no conjunto
haste e carro.

Fonte: Augusto (2017): modificado pelo autor.

Para este estudo, pode-se relacionar as equagdes que descrevem o modelo da figura
3 utilizando a 2° lei de Newton (equagdo (2.1)). Assim, analisa-se separadamente esse sistema

em duas etapas.
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ZFL- = Ma; e ZF]- = Mg 2.1)

Na primeira etapa, considera-se apenas o carro de massa (M) e pode-se descrever

as forcas atuantes no sistema pela equagao (2.2).
F- R = M¥ +bx (22)
Onde (F) ¢ a forca que atua no carro, (R) ¢ a forga de reacdo do carro, (b) é o
coeficiente de viscosidade, (X) ¢ a aceleracdo do carro e (x) ¢ a velocidade do carro.

Na segunda etapa, considera-se apenas a barra de massa m e pode-se descrever as

forcas atuantes no sistema da figura 4 pela equacdo (2.3).

Figura 4 — Haste movel do péndulo.

Jj

Lss

Fonte: Augusto (2017): modificado pelo autor.

Nota-se que para que haja equilibrio o somatério das forgas atuantes no sistema
devera ser nulo. Diante dessas consideragdes, as equacdes subsequentes descrevem

detalhadamente o somatorio de forgas na dire¢do I e na direcdo j.

r= xi + L(sinfi—cosfj) (2.3)
=%+ LO(cos@i + sinf)) (2.4)
#= X% + LO(cos@i+sinfj) + LO%(—sin@i+ cosb ) (2.5)

R = m# = m#% + mL6 cos® —mL6%sin 0 (2.6)
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R = ma=m¥ 4+ mLO cos @ — kw 2.7
Em outra analise, o movimento rotacional do péndulo em torno do seu centro de

gravidade pode ser descrito pelas equagdes abaixo:

16 +kcosOL+NsinfL= 0 (2.8)
10 = —(kcosAL+ NsinfL) (2.9)
Rcosf + Nsinf =—16/L (2.10)

Por outro lado, temos que:

Nsin6 + Rcosf —mgsinf = ma (2.11)
Nsin6 + Rcos8 —mgsin 8 = m# (2.12)
Nsinf + Rcos® —mgsind = m(& cosf) + mLO (2.13)

Substituindo a equacdo (2.10) na equagao (2.13) tem-se:

—16 = mL?6 + mLX cos @ + mgL sin 0 (2.14)
Substituindo a equacao (2.6) na equacao (2.2) tem-se:

F= MX 4+ bx+m% +mL6@ cos@ — mLO?sin 6 (2.15)

Essas equagdes s@o ndo lineares devido aos termos sin 8 e cos 6.

2.2 Linearizacao do Sistema

De acordo com Ogata (2003), pode-se dizer que a operagdo normal de um sistema
se da em torno de um ponto de operagdo ou regido de equilibrio, onde pode-se considerar
pequenos sinais em torno de um limite finito de opera¢des matematicas. Nesse contexto, se 0s
sinais envolvidos forem suficientemente pequenos ¢ conveniente utilizar um modelo linear que
representa esse sistema ndo linear. Dessa forma, a linearizagdo desse sistema ndo linear pode
ser realizada tomando como base a expansdo da série de Taylor, realizando o truncamento dos
dois primeiros termos, resultando em uma expressao de primeira ordem e, portanto, linear. Essa
aproximacao considera que as derivadas de ordem superior podem ser desprezadas quando se
trabalha préximo ao ponto de operagdo. Assim os termos ndo lineares serdo convertidos em
varidveis lineares que podem ser facilmente manipuladas. Essa conversao ¢ feita de acordo com

as equacdes abaixo.
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y=fw (2.16)

y=f(@) + -1 (2.17)

yy +A(u-—1u) (2.18)
Onde 4= %uﬂ. Dessa forma, a equagao final obtida fornece um modelo linear

proximo do ponto de operacdo desejado. Para fins desse estudo, considera-se que o movimento
¢ pequeno o suficiente para que os termos sin @ e cos @ possam ser simplificados. Entdo, faz-
se necessario definir como parametro de linearizagdo % = 0 ,para o péndulo amortecido, ¢
u = m ,para o péndulo invertido.

Portanto, usando a equacdo (2.18) tem-se que para o péndulo amortecido:
sin@ =0 e cosf = 1;eparao péndulo invertido: sin@ =0 e cosf = —1.

Logo as equagdes do péndulo podem ser linearizadas conforme o apresentado

abaixo:
—16 + mgLé = mL?6 + mL¥ (2.19)
—(14+mL?)0 + mgld = —mLx (2.20)
F=(M +m)#¥+ bx +mL(—0 + 620) (2.21)
Se 0 é pequeno em torno de m, pode-se fazer a seguinte consideragdo: mLH%8 =0.
F=(M+m)¥ —mL6+ mL6?0 (2.22)
F=(M+m)¥—mL@ (2.23)
A partir da equagdo (2.20):
. (I +mLHb o (2.24)
x= mL g
Substituindo na equagdo (2.23), tem-se:
M +m)(I + mL?) .. . 2.25
F=( ) )9—(M+m)ge—mL9 (225)
mL
mLF = [ (M + m)(I + mL?) — m?L?]6 — (M + m)mgL® (2.26)

De acordo com John D’Azzo J (1993, p. 94)

A solugdo de equagdes diferenciais com excitagdes descontinuas ou de ordem superior
a dois é muito laboriosa através do método classico. Além disso, a introducdo de
condicdes para determinacdo das constantes de integragdo requer a solu¢do de um
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sistema de equagdes algébricas em numero igual a ordem da equagao diferencial. Com
o objetivo de facilitar e sistematizar a solugdo de equagdes diferenciais ordinarias
lineares, a coeficientes constates, utiliza-se exaustivamente o método da transformada
de Laplace.

Nesse sentido, como ¢ desejavel obter um modelo que represente bem a fungdo de
transferéncia para o sistema estudado, e visando facilitar a complexidade dos calculos
envolvidos, faz-se o uso da transformadas de Laplace para calcular o termo 6, cuja

transformada ¢é apresenta na equagao (2.27).
6 = s20(s) (2.27)
Finalmente aplicando a transformada de Laplace, tem-se:
mLF(s) = [ (M + m)(I + mL?) — m?12]s20(s) — (M + m)mgL0(s) (2.28)

0(s) mL (2.29)
F(s) [(M+m)(I +mL?) —m2L2]s2 — mgL(M + m)

mgL(M + m) (2.30)

2= 2 T Ty A + mi2) — m2 2]

De acordo com a equagdo (2.30), nota-se que a equagdo (2.29) apresenta 2 polos,
um instavel, no semiplano direito de Laplace, e outro estavel, no semiplano esquerdo. Por isso,
desde que respeitadas as condi¢des de contorno, essa linearizagao pode ser estendida tanto para
o péndulo invertido como para o péndulo amortecido, uma vez que o polo instavel representa
fisicamente a posi¢do superior, quando em malha aberta, a haste cai da posi¢do de equilibrio.
J& o polo estavel representa fisicamente a posi¢do inferior, onde o péndulo tende a voltar para
a posicdo de equilibrio. Na figura 5 ¢ apresentado o modelo de um péndulo amortecido

considerando 0 mesmo arranjo.

Figura 5 — Péndulo amortecido.

Fonte: Augusto (2017): modificado

pelo autor.
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3 DESCRICAO DA BANCADA

Nesse capitulo ¢ descrito o processo de montagem e desenvolvimento do projeto,
bem como a apresentagdo dos sensores de posi¢do, microcontrolador e drivers utilizados para

0 acionamento do motor de corrente continua.

3.1 Estrutura fisica da bancada

A estrutura foi construida utilizando como base um suporte de madeira, nesse
suporte foram fixados: a ponte-H (L298N), o microcontrolador (KL25Z), o motor de corrente
continua e o trilho metalico adaptado de uma impressora Canon MG2410. A haste de metal em
formato cilindrico foi conectada ao trilho por um rolamento, permitindo a livre revolugdo da
haste em torno de um eixo. Com essa configuracdo foi possivel reproduzir a planta de um

péndulo amortecido em laboratorio e estudar sua dinamica. A bancada ¢ mostrada na figura 6.

Figura 6 — Bancada de testes.

KLZ257

L298N

MOTOR
CC

MPU-6050

Fonte: Proprio autor.
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3.2 Hardware e Software

Esta secdo apresenta elementos de hardware e sofiware do sistema desenvolvido.
Nesse trabalho foi utilizado um microcontrolador MKIL.25Z128VLK4, essa ferramenta ¢é
conveniente para projeto de controladores digitais, pois possui uma interface amigavel para
aplicagdes de controle, permitindo que todas as rotinas sejam embarcadas no proprio
microcontrolador MKL25Z128VLK4, além disso, a placa é programada em linguagem C, que
¢ uma linguagem bastante flexivel, possibilitando a portabilidade do c6digo entre arquiteturas

distintas.

3.21 MCUKL25Z

A FRDM-KL25Z foi o elemento de hardware escolhido, a placa faz parte de um
arranjo composto de microcontrolador e periféricos de prototipacdo da familia KINETIS, cuja
filosofia de hardware visa a facil implementago, permitindo ao programador um facil acesso
aos periféricos e aos protocolos de comunicacdo que a placa disponibiliza. Esse conjunto dispoe
de um microcontrolador MKIL.25Z128VLK4 de 32 bits, um oscilador de cristal de 8MHz e um
circuito de alimentagdo, além de possuir de um conjunto basico de periféricos que se
comunicam com o microcontrolador através de protocolos pré-definidos na configuragdo da
placa. A placa ainda consta com uma interface de depuragdo OpenSDA permitindo que os
programas sejam gravados via console de um computador.

O microcontrolador KL25Z ¢ composto por um nucleo ARM Cortex-MO0+ de
arquitetura RISC. O ARM ¢ recomendado por ter alta capacidade de processamento aliado a

um baixo consumo de energia. A figura 7 apresenta uma vista superior da placa utilizada.

Figura 7 — Placa KL25Z NXP

- & | sseses

Fonte: NXP. FRDM-KL25Z User’s Manual

(VER 2.0, 2013,p 5).
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Na tabela 1 sdo apresentadas algumas especificagdes da KL25Z, segundo o

fabricante NXP.

Tabela 1 — Caracteristicas da placa KL25Z

Microcontrolador MKIL25Z128VLK4
Tensdo de operagao 3.3V
Tensdo de entrada 7-12V
Pinos 80
Pinos de acesso para: controle e interfaces 64
Resolugdo do Conversor A/D 16 bits
Memoria Flash 128 KB
SRAM 16 KB
Resolugao do Conversor D/A 12 bits
Clock (multiplicado internamente) 8MHz
Clock de maquina 48 MHz

Fonte: NXP. FRDM-KL25Z User’s Manual ( VER 2.0, 2013).

Além das caracteristicas citadas na tabela 1 a KL25Z possui uma porta serial

(protocolo RS-232) com a UART fisicamente ligada a porta USB da interface OpenSDA.

3.2.2 IDE MCUXpresso

A programagdo da placa ¢ realizada pela MCUXpresso IDE na sua versdao
10.2.1_795 de distribuigdo gratuita, podendo ser baixada no site do desenvolvedor NXP. O
MCUXpresso IDE oferece aos desenvolvedores um ambiente amigavel de programacio,
permitindo a utilizagdo de recursos avangados como: a edi¢do, a compilagdo e a depuragéo de
codigos através da interface OpenSDA, permitindo que os programas sejam gravados
facilmente pela console de um computador. A figura § apresenta o ambiente de programacao da

MCUXpresso IDE.

Figura 8 — Interface da MCUXpresso IDE

@®-@iw ZimnEnemie- N
T T MR . et G [t Accese] | | B

Fore 12 B | @ Welcome 11

& |
PN |C

F4 A Ea

Fonte: Elaborado pelo autor.
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3.3 Atuador

Para movimentar o carro foi utilizado um conjunto composto por um motor de
corrente continua e um trilho metélico adaptado de uma impressora Canon Pixma MG2410.
Esse trilho possui um carro que esta interligado a uma correia, essa correia realiza a transmissao

de forgas entre o carro ¢ o motor. Na figura 9 ¢ apresentado o motor utilizado no projeto.

Figura 9 — Motor de corrente continua.

Fonte: <www.gruponeoyama.com.br> Acesso em: agosto de

2018.

Na tabela 2 s3o apresentadas algumas especificacdes do motor, segundo o

fabricante.

Tabela 2 — Especifica¢des do motor CC

Alimentagédo 12V
Corrente a vazio 0,5A
Corrente nominal 1,5A
Dimensoes 65mm x 37mm
Diametro do eixo 3,2mm

Fonte: <www.gruponeoyama.com.br > Acesso em: agosto de 2018.

3.4 Ponte H

Para o controle de tensdo no motor foi utilizado o modulo ponte H L298N (figura
10). Este médulo ¢ indicado para controlar cargas indutivas como: relés, motores de corrente
continua ¢ solenoides (HUGUENIN, 2014). Permitindo o controle de velocidade e controle do

sentido de rotacdo do motor através dos pinos de PWM.
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Figura 10 — Driver L298N.

Fonte: <www.filipeflop.com> Acesso em:

agosto de 2018.

Na tabela 3 sdo apresentadas algumas especificagdes do médulo L298N, segundo o

Datasheet do fabricante.

Tabela 3 — Especificagdes do mddulo L298N

Tensdo de operacao 4-35V
Corrente maxima de operacao 4A
Tensédo do circuito 16gico 335V
Corrente do circuito 16gico 36 mA
Poténcia Maxima 25W
Dimensdes 43 x 43 x27 mm
Peso 30g
N° de saidas (motores) 2

Fonte: 1.298. Fonte: (STMicroelectronics 2000).

3.5 Sensor inercial

O MPU-6050 foi o sensor escolhido por possuir giroscopio e acelerometro no
mesmo encapsulamento, além de possuir um filtro de atenuag@o de ruido embarcado ao MPU
e um buffer FIFO de 1024 Bytes, esse buffer auxilia o MPU a diminuir o consumo de energia,
permitindo que o processador possa ler os dados do sensor intercaladamente e, em seguida,
entrar em um modo de baixo consumo de energia.

Fabricado pela Texas Instrument, 0 MPU-6050 ¢ um integrado que se comunica
através do protocolo I?’C a 400kHz. O MPU-6050 opera entre uma faixa de tensdo de 2.375V a

3.46V e possui recursos adicionais que incluem um sensor de temperatura.
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Figura 11 — Sensor MPU-6050.

Fonte: <www.filipeflop.com> Acesso

em: setembro de 2018.

Na tabela 4 sdo apresentas algumas especificagdes do médulo MPU-6050, segundo

0 Datasheet do fabricante.

Tabela 4 — Especifica¢cdes do MPU-6050

Faixa de tensao de operacao 335V
Resolucdo do acelerdmetro 16 bits
Resolugao do giroscopio 16 bits
Frequéncia do barramento I?C 400 kHZ
Poténcia Maxima 20 mW
Dimensdes 4x4x09mm
Corrente Méaxima de operagdo 3.9 mA

Fonte: Texas Instruments, "MPU-6050 Data Sheet" - 2013 - 0512YYZ.
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4 SENSORES DE INCLINACAO

Nesse capitulo apresenta-se uma visdo detalhada sobre os sensores inerciais
utilizados no projeto, bem como o procedimento de aquisi¢do de dados, conversdo de grandezas
e calibrag@o dos sinais. Ao final do capitulo ¢ mostrada a real necessidade da fusdo sensorial, e

posteriormente, o projeto de sintonia do filtro complementar.

4.1 Aquisicao de Dados

O MPU-6050 trabalha através de protocolos internamente pré-definidos na
arquitetura do sensor, por esse motivo faz-se necessario a utilizagdo do protocolo I?C para
transmitir e receber os dados entre 0 MPU-6050 e a placa KL25Z. Esse protocolo facilita a
comunicacao entre esses dispositivos, pois utiliza apenas dois pinos para se comunicar através
de dois barramentos de dados: um barramento serial de dados (SDA) e um barramento de clock
(SCL). A configuracdo dos pardmetros como tempo de amostragem, resolugdo dos sensores,
filtros, passam pela configuracao de registradores do MPU-6050, cuja descri¢@o detalhada pode

ser encontrada no catalogo do fabricante.

4.2 Acelerometro

O acelerdmetro ¢ um dispositivo eletromecanico usado para medir a aceleragdo
linear nos eixos X, Y ¢ Z, essa tecnologia é nomeada de MEMS (Micro-Electro-Mechanical
Systems), vale ressaltar que este sensor também capta outros fenomenos, que podem ser
desprezados, como vibragdes e aceleragdes angulares. Nesse sentindo, faz-se necessario a
utilizagdo desse sensor para calcular as aceleragdes nos eixos X Y e Z, e posteriormente, fazendo
o uso de relagdes trigonométricas, calcular a posi¢do angular da haste. Diante dessas
consideragdes, pode-se utilizar este sensor como um inclindémetro.

Na figura 12 sdo apresentados os angulos: pitch (inclinacdo), roll (rotacdo) e yaw
(guinada). E dependendo do grau de liberdade que o carro tem para se movimentar ¢ como 0
acelerometro € colocado na haste, o angulo pode ser pitch ou roll. Nesse caso, devido ao arranjo
fisico da bancada, apenas o angulo pitch ¢ suficiente para calcular a estimativa de posicdo da

haste.
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Figura 12 — Eixos XYZ e seus respectivos
angulos ( roll, pitch e yaw).

Pitch

Roll

Fonte: Proprio autor.

A representacdo da figura 12 passa pelo um processo analitico através de uma
matriz de rotagdo para realizar o calculo desses angulos e varios autores ja estudaram essa
abordagem matematica, tal como o trabalho de Forte (2018) e o trabalho de Kok (2017).

No entanto, para essa aplicacdo, pode-se utilizar um método ligeiramente mais
simples para o calculo da inclinagdo utilizando dois eixos e fazendo o uso da geometria

cartesiana. De acordo com a figura 13.

Figura 13 — Posi¢@o da haste com relagdo aos
eixos YeZ.

y

Fonte: Proprio autor.

De acordo com a figura 13, pode-se encontrar o angulo 6, utilizando geometria

cartesiana, vide a equacdo abaixo.
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Av 4.1)
0, = tan! (:y>
Az

No entanto, essa representagdo ndo ¢ muito exata, uma vez que o acelerdmetro nao

esta totalmente isento de rotagdo em outras dire¢des, portanto, é possivel que as componentes
. — . . . . .~ .

do eixo Ax sejam perdidas. Por conta disso, e visando ter uma melhor precisdo ao medir a
inclinagdo, devem-se ser utilizados todos os trés eixos para o calculo o angulo pitch. Dessa
forma, ao invés de utilizar a equagdo (4.1), calcula-se a magnitude entre outros dois eixos
< T A . r ~
(Ax e Az.) e o angulo pode ser estimado através da equacdo (4.2). A figura 14 apresenta o

posicionamento da haste ¢ os 3 eixos cartesianos.

Figura 14 — Posi¢ao da haste com relagdo aos
eixos X, YeZ.

Fonte: Proprio autor.

Dessa forma, a estimativa de angulo pode ser obtida pelo calculo do arco tangente

do eixo Ty dividido pela magnitude dos dois eixos Ax e Az.

6. = tan-1 (‘A__y) 4.2)
o =N\ Urase

4.3 Giroscopio

O giroscopio ¢ o sensor que mede velocidade angular. Logo o dngulo pode ser

obtido integrando a velocidade angular (wg) no tempo (dt), conforme a equagéo (4.3).

0, = J w, .dt (43)
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Aplicando a transformada de Laplace na equagdo (4.3), obtemos a equacdo (4.4)

que relaciona as varaveis no dominio da frequéncia.

wg(s) 4.4)
S

De acordo com Astrom (1995), a variavel (s) pode ser representada no dominio
discreto pelo método de discretizagdo de Euler Backward, cuja forma matematica ¢ apresentada
na equagao (4.5).

1—2z71 (4.5)
ST

Fazendo o uso da discretizacdo de Euler Backward, pode-se calcular a expressdo
matematica que representa a equagdo (4.4) em equacdes de diferencas. Vale ressaltar que essa
representacdo ¢ um modelo conveniente para implementacdo digital em microcontroladores,
uma vez que sua implementag@o se resume na aplicagao direta de uma equacgdo de coeficientes
constantes, cujos vetores de atraso sao atualizados interativamente no /oop de medigdes. Desse
modo, a integragdo numérica pode ser calculada pela equagdo (4.6). Onde (Bg1) € (Wy(k))
sdo respectivamente: o angulo e a velocidade angular no instante (k), e (4t) ¢ o intervalo de

tempo que o sensor faz as medigdes.

Gg(k) = Gg(k_l) + Wg(k)At (46)
4.4 Calibracao

Por carateristicas fisicas oriundas da natureza do sensor, dificilmente as leituras
iniciardo no mesmo valor inicial, tal fendmeno deve-se principalmente a variagdes na leitura
causadas por fatores como: ruido e bias. O mais preocupante, contundo, ¢ que quando se
combina dados inerciais com varios tipos de sensores ¢ fundamental que as medidas desses
sensores estejam alinhadas entre si (KOK et al., 2017).

Diante disso, alguns fabricantes ja incluem o processo de calibragdo embarcado
no proprio MPU, permitindo que o usudrio escolha como deve ser realizado esse processo.
Como o MPU-6050 ndo fornece essa op¢do, faz-se necessario desenvolver um processo de
calibragdo via software para remover o erro de medi¢do que iremos chamar de “bias”.

O processo de calibracdo consiste no conjunto de operacdes responsaveis pela
remocdo do erro de “bias” dos sensores. Para tanto, apds iniciar os moddulos basicos no

hardware da placa, o programa entra em uma rotina onde sdo realizadas 100 medigdes com
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intervalos pré-determinados de tempo, conforme o descrito abaixo. Essas medi¢des sdo
somadas e ao final dessa etapa ¢ realizada a média aritmética dos valores, obtendo-se o erro

médio das amostras.

2111 D 4.7
Dpigs = E

Vale ressaltar que as medicdes sdo realizadas com a haste na posicao de equilibrio
e inerte, ¢ ao final do processo o erro ¢é subtraido das medi¢des posteriores, conforme a equagio

(4.8). O procedimento descrito acima ¢ realizado para o acelerometro e para o giroscopio.

Dcorrigido = Diedido — Dbias (4.8)

4.5 Adequacio Dos Sinais

Nota-se no grafico da figura 15 que a utilizagdo do acelerdmetro fornece uma
estimava satisfatoria de inclinagdo quando o carro se encontra parado ¢ ha apenas variagdes no
angulo de inclinagdo da haste. No entanto, quando o carro ¢ submetido a movimentos
horizontais, o sensor se mostra extremamente ruidoso e sensivel a essas movimentagdes, esse
comportamento pode ser atribuido as acelera¢des da gravidade que estao distribuidas em outros
eixos durante a movimentacdo do carro, causando medidas imprecisas quando o carro sofre

aceleracdo brusca na horizontal.

Figura 15 — Medicdes de angulo calculados pelo acelerdmetro.

Medida do Acelerometro
T T |

dngulo do acelerdmetro

Carro em movimento

Angulo(rad)

Carro em movimenio

Tempo(s)

Fonte: Proprio autor.
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Ja o giroscopio, apesar de apresentar uma medi¢do confiavel quando o carro esta
em movimento, nota-se que mesmo com o processo de calibragdo ocorre um desvio da sua
medi¢do quando o carro se encontra parado, pois o sensor apresenta um desvio na medi¢do que
¢ amplificado pelo integrador incluido pela aquisicdo de dados, esse desvio pode ser atribuido
ao surgimento de um bias que ¢ variante no tempo. Esse fenomeno estd ilustrado no grafico da

figura 16.

Figura 16 — Comparagdo entre estimativa de angulo do giroscopio e a estimativa real.
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Fonte: Proprio autor.

No entanto, quando ha movimento, o sensor apresenta medi¢cdes adequadas e bem

confiaveis.

Figura 17— Comparacdo entre estimativa de angulo do giroscopio e do acelerémetro.
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Fonte: Proprio autor.
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Nota-se na figura 17 que o giroscopio fornece uma medida melhor quando o carro
¢ submetido a movimentos horizontais, ¢ o acelerdmetro uma medida melhor de inclinacdo
quando o carro se encontra parado. Diante disso, convém concluir que os testes realizados em
laboratdrio evidenciam que o uso isolado desses sensores, por si s, ndo ¢ capaz de fornecer
medidas confiaveis do angulo, uma vez que ambos os sensores possuem caracteristicas boas e
indesejaveis de medi¢des, dependendo de qual espectro de frequéncia o sensor esta submetido.

Segundo (HUGUENIN, 2014), “O rigor ¢ a fidelidade das informagdes sobre seu
ambiente operacional sdo fundamentais para operagdo de robds moveis”. Nesse contexto, faz-
se necessario a utilizacdo da combinagdo das duas medidas para obter uma estimativa mais

precisa de angulo.
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5 FUSAO SENSORIAL

Nesse capitulo sdo apresentados o desenvolvimento matematico e a sintonia do
filtro complementar. A fusdo sensorial apresentada trata-se de um método matematico que busca
reunir informagdes dos dois sensores: acelerdmetro e giroscopio, combinando-os para produzir
informagdes mais precisas. Segundo (FRIZON em al., 2016), com maior facilidade de
aplicagdo, o filtro complementar ¢ usado em varios projetos de navegacao inercial, por se tratar

de uma estratégia mais simples do que o filtro de Kalman.

5.1 Filtro Complementar e Fusiao Sensorial

A fusdo sensorial consiste em combinar dados oriundos de sensores de natureza
diferente com a finalidade de produzir uma melhor estimativa da medi¢do em face das leituras
individuais de cada sensor (FORTE, 2018). Nesse viés, a fusdo se faz necessaria para corrigir o
desvio de medi¢do do giroscopio, quando o carro se encontra parado, ¢ as medidas ndo
confiaveis do acelerdmetro, quando o carro estd em movimento horizontal. Uma alternativa
viavel para estimativa de orientagdo ¢ a utilizagdo do filtro complementar, pois essa técnica ¢é
capaz de estimar com precisdo a orienta¢do angular sem o uso de modelos probabilisticos (KOK
et al., 2017). Por esse motivo, e por ter implementagdo mais simples do que outros filtros mais
conhecidos na bibliografia, foi escolhido o filtro complementar.

Segundo com Bueno e Romano (2011, p. 1)

O termo “filtro complementar” é normalmente utilizado no meio académico como
referéncia a qualquer algoritmo que tenha como objetivo a fusdo de dados redundantes
ou similares de diferentes sensores para alcangar uma estimativa 6tima de uma
determinada varidvel. Este filtro opera no dominio da frequéncia e pode ser definido
pelo uso de duas ou mais fungdes de transferéncia as quais complementam umas as
outras. Num sistema tipico de duas entradas de dados, como este, uma delas provera
informag@o com ruido de alta frequéncia, que sera filtrada através de um filtro passa-
baixas. A outra produzira dados com ruido de baixa frequéncia, sendo, portanto,
filtrados através de um filtro passa-altas. Se estes filtros sio matematicamente

complementares, entdo o sinal filtrado serd a reconstru¢do completa da varidvel
sendo monitorada, eliminando os ruidos.

Nesse sentido, pode-se dizer que o filtro complementar realiza a fusdo de sensores
que leiam a mesma variavel, considerando os espectros de frequéncia mais confiaveis de cada
um. Nesse contexto, fica claro que o filtro complementar atenua as caracteristicas indesejaveis

de cada sensor sem influenciar na dindmica original do sistema. Esse processo ¢ realizado
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através da sintonia de dois filtros digitais, um filtro passa-baixas (LPF), do inglés low-pass
filter, e 0 outro passa-altas (HPF), do inglés high-pass filter (REIS et al., 2014).

Nesse trabalho, para realizar fusdo da estimativa de angulo fornecida pelo
acelerdmetro e da estimativa de angulo fornecida pelo giroscopio foi utilizado uma variagao do
filtro complementar. O diagrama de blocos apresentados na figura 18 mostra a topologia desse
filtro. Onde (6,) ¢ o angulo de inclinacdo fornecido pelo acelerometro, (Wg) ¢ a velocidade
angular fornecida pelo giroscopio, (64) € o angulo de inclinagdo fornecido pelo giroscopio
(obtido através da integragdo da velocidade angular wy) e (6f) € o angulo de inclinagdo

fornecido pelo filtro complementar.

Figura 18 — Diagrama de blocos do filtro complementar.
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Fonte: Proprio autor.

De acordo com a figura 18, nota-se que o a entrada do filtro passa-baixas recebe a
estimativa de angulo fornecida pelo acelerdmetro e a entrada do filtro passa-altas recebe a
estimativa de angulo fornecida pelo giroscopio. Esse arranjo tem como objetivo atenuar os
ruidos do acelerdmetro quando esse sensor ¢ submetido a alta frequéncia, e atenuar o erro bias
do giroscopio para frequéncias proximas a zero. Por fim, os sinais sdo somados e obtém-se a
reconstru¢do do sinal de angulo.

A equacdo para o calculo da fus@o sensorial da medida do angulo entre o
acelerometro e o giroscopio ¢ apresentada em equagéo (5.1) no dominio da frequéncia. Onde

(T) ¢ a frequéncia de corte dos filtros, (6,) o angulo calculado pelo acelerometro e (wy) a

velocidade angular medida pelo giroscopio.

O+ —>_ 1, (5.1)
1+Ts * 1+Ts's 9

9f=
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Fazendo a discretizacdo de Euler backward da equagdo (5.1), onde (k) € o instante
de tempo e (a) ¢ o parametro que depende da relacdo entre a frequéncia de corte o tempo de
amostragem, conforme a equacdo (5.2). O filtro pode ser escrito em tempo discreto pela

seguinte equagdo de diferencas.

O = A(Bsa-1y + WoapAt) + (1 — W), (5:2)
T
T (5.3)
1471/ ¢

5.1.1 Andlise de Estabilidade do Filtro

No projeto de filtros digitais devem ser tomados alguns cuidados a fim de garantir
que dinamica do sistema ndo sofra interferéncia da inclusdo desses filtros. O mais preocupante,
contudo, ¢ que durante a sintonia pode-se acabar incluindo na planta dindmicas indesejadas,
como por exemplo: atrasos, polos ou zeros na funcio de transferéncia original. Em face disso,
faz-se necessario que na analise da reposta em frequéncia do filtro complementar sejam
garantidos alguns critérios. Dentre eles, a soma dos dois filtros (passa-baixas e passa-altas)
devem ser matematicamente complementares, de acordo com a equagdo (5.4) (EUSTON et al.,
2007).

HPF(s) + LPF(s) =1 (5.4)

“As medidas de estabilidade relativas de margem de ganho e margem de fase podem
ser determinadas tanto a partir do diagrama de Nyquist quanto do diagrama de Bode” (DOREF,
2009). Nesse sentindo, como a analise sera feita com o auxilio do computador com a ferramenta
MATLAB, optou-se por utilizar o diagrama de Bode para investigar a estabilidade do filtro,
pois o software ja possui uma gama de fun¢des bem definidas em sua interface de programacao.

Na figura 19 ¢ mostrado o diagrama de Bode dos filtros: passa-baixas, passa-altas

e da soma dos dois filtros; e suas respectivas margens de fase M.F (°) e margens de ganho M.G

(dB).



Figura 19 — Diagrama de bode do filtro complementar.
Bode Diagram
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Fonte: Proprio autor.

Em termos praticos, a margem de ganho representa a maxima variagdo do ganho

estatico antes do sistema se tornar instavel, j4 a margem de fase representa o atraso de fase

necessario para que o sistema se torne instavel. Esses parametros podem ser utilizados para

analisar o desempenho e robustez do sistema considerando a reposta em frequéncia.

Analisando o grafico da figura 19, pode-se afirmar que as especificacdes de

desempenho foram garantidas, uma vez que em regime permanente o ganho ¢ unitario e fase é

nula, caracteristica que pode ser facilmente constatada pela MF e MG ambas nulas quando os

dois filtros sdo somados. Portanto, o filtro realiza bem a fusdo dos dois sinais sem interferir na

fun¢do de transferéncia.

5.1.2 Anadlise do Filtro em Tempo Real

Fazendo uso da equacao (5.2) e utilizando a = 0.98, pode-se implementar o filtro

complementar no algoritmo embarcado na placa e os resultados sdo mostrados no grafico da

figura 20.
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Figura 20 — Comparag@o entre a estimativa dos sensores e do filtro complementar.
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Fonte: Proprio Autor.

Observando os valores de angulo do acelerdmetro, giroscopio e o sinal da saida do
filtro complementar. Torna-se evidente que o filtro atenua os erros do acelerdmetro quando ha
movimentacdo abrupta do carro, ¢ simultaneamente, corrige o erro estatico do giroscopio
quando o carro se encontra parado.

Na figura 21 € possivel constatar que o filtro ainda mantém a estimativa confiavel

de angulo mesmo com o desvio causado pelo giroscopio.

Figura 21 — Comparagdo entre as estimativas do giroscopio e da fusdo quando
o carro se encontra parado.
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Fonte: Proprio Autor.
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6 IDENTIFICACAO DA FUNCAO DE TRANSFERENCIA DA PLANTA

A obtencdo da fun¢do de transferéncia € etapa essencial no projeto de controladores.
No entanto, realizar a analise fenomenoldgica com exatiddao desse sistema ndo ¢ algo trivial,
pois a planta ¢ composta por um modelo fisico complexo e dificil de ser modelado
matematicamente. Além disso, ndo ha sensores de posi¢do linear para fornecer uma odométrica
confiavel de deslocamento horizontal do carro. Nesse sentido, torna-se viavel a identificacdo
do sistema por um método analitico de modelagem matematica de forma a garantir que a fungao
de transferéncia seja estimada com precisdo, esse modelo considera a planta como um sistema
SISO (single input and single output), linear e invariante no tempo.

Segundo (AGUIRRE, 2004), podemos obter esse modelo tendo como base o
tratamento dos dados experimentais, e apos o processamento desses dados, pode-se formular
um modelo matemadtico que relacione as caracteristicas fisicas entre entrada e saida por uma
funcdo de transferéncia.

Nesse sentindo, esse capitulo busca descrever o processo de identificacdo da
fun¢do de transferéncia do modelo estudado. Onde adotou-se como estratégia de identificagdo:
a aplicacdo de um sinal de tensdo conhecido na entrada para obter o0 modelo matematico que
represente bem a planta em torno de um ponto de operacdo. De acordo com (AGUIRRE, 2004),

esse processo ¢ conhecido como identificacdo tipo caixa preta.

6.1 Identificacao

A luz de Katsuhiko Ogata (2003, p. 14)

A fungdo de transferéncia impulsiva ¢ a resposta de um sistema linear invariante no
tempo a um impulso unitario de entrada, quando as condi¢des iniciais do sistema sdo
nulas. A transformada de Laplace dessa fungdo fornece uma fungio de transferéncia.
Assim, a fungdo de transferéncia e a fungo de transferéncia impulsiva de um sistema
linear invariante no tempo contém as mesmas informacgdes sobre a dindmica do
sistema. Dessa maneira, ¢ possivel obter informagdes completas do sistema, por meio
da excitagdo por um impulso unitario de entrada medindo a resposta.

A principal vantagem de utilizar o método descrito por Katsuhiko Ogata (2003) é a
relativa facilidade de se obter um modelo matematico razoavel a partir da resposta impulsiva.
Desse modo, a identificacdo do modelo pode ser realizada aplicando um impulso de tens@o no
atuador, e posteriormente, fazendo a analise da resposta obtida a fim de obter a fungdo de
transferéncia que melhor represente o modelo estudado sob um pequeno ponto de operacio.

Vale ressaltar que a identificacdo também captura a dindmica do atuador, dispensando a
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necessidade de modela-lo matematicamente caso fosse utilizado um modelo fenomenolégico.
Na figura 22 ¢é apresentado o diagrama que representa o esquematico do processo de

identificacdo realizado nesse estudo.

Figura 22 — Esquema de identificacdo da planta.
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Fonte: Proprio autor.

De acordo com grafico da figura 22 o sinal de impulso ¢ aplicado no atuador e
captura-se o angulo de saida para posteriormente realizar o processo de identifica¢do da funcgdo
de transferéncia por um modelo matemaético. E importante ressaltar que o processo de

identificacdo so se inicia apos o processo de calibracao ser finalizado.

6.2 Atuador

O uso da ponte-H com o sinal PWM permite que se inverta o sentido de rotagdo do
motor comutando quais entradas serdo acionadas, bem como realizar o ajuste proporcional da
sua velocidade através do controle da tensdo aplicada nos terminais deste. Vale ressaltar que
nesse estudo ndo serdo consideradas a regido de saturagdo e a zona morta de atuagdo do motor.
Diante dessas consideragdes, podemos mensurar a tensdo de entrada aplicada na planta
relacionando diretamente o um sinal PWM que o microcontrolador aplica na ponte-H e a tensdo
média que chega ao atuador. O grafico da figura 23 mostra como o controle PWM pode ser

usado para controlar a tensdo do motor de corrente continua.
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Figura 23 — Sinal PWM e tensdo média
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Fonte: Proprio autor.

Nota-se que a tensdo média recebida pelo motor pode ser calculada com base na

equagdo (6.1). Onde (Tpwm) € o periodo; (tp) €otempo em altae (Vo) € atensdo saida.

tp Tpwm t) (6.1)
f Vee.dt +J 0.dt| = Vee
0

tp pwm

1

Vour =

prm

Desse modo, podemos relacionar a velocidade angular do motor apenas por uma
relacdo proporcional ao valor do sinal de PWM, uma vez que nessa aplicacdo a forca contra

eletromotriz pode ser considerada constante ao longo do tempo.

6.3 Ensaio em tempo real

Segundo (DA COSTA et al, 2014), para determinarmos o modelo que melhor
representa um sistema carro/péndulo em equagdes lineares, devemos partir da premissa que o
péndulo ndo se mova mais do que alguns graus fora do seu ponto de operacdo. Nesse sentindo,
sera aplicado um pequeno sinal de impulso na entrada da planta. Para fins desse estudo,
considera-se com impulso: um pulso de pequena duracdo se comparado as constantes de tempo
dominantes do sistema identificado. Diante dessas consideragdes, ¢ aplicado um sinal de
impulso na entrada da planta, e observa-se que o péndulo entra em um movimento oscilatorio
amortecido, como ja era esperado, devido a dindmica intrinseca da planta. O grafico da figura

24 apresenta os resultados obtidos no procedimento descrito acima.
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Figura 24 — Entrada e saida obtidas no ensaio de identificacao.
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Fonte: Proprio autor.

Como bem nos assegura (D’AZZ0, 1984), pode-se dizer que sendide amortecida é
um sinal senoidal de frequéncia (wgq) e amplitude (Ae°), cuja a constante (o) €
responsavel pelo decaimento da envoltéria e pode ser definida como coeficiente de
amortecimento. Portanto, convém observar que a resposta impulsiva obtida na figura 24
assemelha-se com o modelo matematico descrito pelo autor citado. Partindo dessa premissa,
podemos aproximar os dados obtidos no experimento por esse modelo, cuja a equacdo
caracteristica pode ser descrita pelo trindmio de segundo grau da equacdo (6.2) que apresenta

um par de raizes complexas conjugadas (equagdo (6.3)).

s2 + 28wy,s + w? (6.2)

s=0% jwg = —wy + jwy/1+ &2 (6.3)

Diante dessas consideracdes. Na figura 25 sdo apresentados os valores (y;) e
(¥2) que melhor representam o amortecimento em um periodo de oscilagdo ¢ o a diferenca
entre os instantes de tempo (t;) e (t,) representa o periodo de oscilagdo da planta a ser

1dentificada.



4

3

Figura 25 — Saida obtida no ensaio de identificagdo com marcacdo dos pontos que representa

um periodo de oscilagdo
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Nota-se que se trata de um transitdrio estavel, pois o angulo decai com o passar do

tempo, logo (o) € negativo. Os valores de (§) e (w,) podem ser calculados de acordo com

as equacdes abaixo.

6(s) w2

u(s)  s2+ 2&w,s + w2

5=l
Y2
1
§= —
T
1+(%)
_ 2T
Wn_tz—t1

(6.4)

(6.5)

(6.6)

(6.7)

Fazendo o uso das equagdes acima, encontra-se os valores mostrados na tabela 5.

Tabela 5 — Parametros do modelo da resposta impulsiva

Wn

$

5.9697
0.7659

Fonte: Proprio autor.

De posse desses parametros, primeiramente, plota-se na figura 26 a envoltoria para

analisar se os valores encontrados realmente correspondem a fungdo de transferéncia do sistema

que se deseja identificar.
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Figura 26 — Saida obtida no ensaio de identificag@o e envoltdria calculada.
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Fonte: Proprio autor.

Nota-se no grafico da figura 26 que a envoltdria ndo tangencia totalmente a curva
em todos os pontos, variando um pouco para menos no inicio do grafico, e para mais no final
do grafico. Isso ocorre porque a planta possui natureza nao linear e, quando excitamos regides
fora do ponto de operagdo, suas caracteristicas podem mudar. No entanto, para fins desse
estudo, considera-se esse modelo como linear e invariante no tempo.

Na figura 27 ¢ mostrada a curva com o modelo identificado e a curva com os dados

reais obtidos durante o ensaio de identificagdo em laboratorio.

Figura 27 — Comparag@o entre o modelo identificado e os dados reais.
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Fonte: Proprio autor.
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Como podemos observar na figura 27: a superposi¢do entre as duas curvas ndo ¢
obtida fielmente em todos os pontos, resultando em algumas divergéncias entre os dados do
experimento e o modelo obtido a partir da identificag¢@o. Isso ocorre porque os sistemas fisicos
podem apresentar diversas ndo linearidades. Portanto, hé fatores que nao sdo recepcionados por
esse modelo matematico, uma vez que foi necessario fazer uso de algumas simplificagdes.
Segundo (DA COSTA et al, 2014), esses fatores podem ser relacionados a parametros como:
variancia no tempo, coeficientes de atrito e histerese. Vale ressaltar que para plotar o modelo
estimado foram desconsiderados os primeiros valores da curva e usou-se apenas os dados onde
o péndulo efetivamente entra no movimento oscilatério amortecido. Contudo, comparando as
curvas na figura 27, pode-se considerar que os resultados foram satisfatérios, uma vez que
buscamos um modelo aproximado.

“O grafico do plano s de frequéncias complexas de polos e zeros retrata
graficamente a caracteristica da resposta transitoria natural do sistema” (OGATA, 2003). Nesse
sentido, os polos encontrados na identificagdo sdo mostrados no diagrama de polos da figura
28, esses polos correspondem fisicamente a dinamica oscilatéria do modelo identificado

conforme dos dados da tabela 5.

Figura 28 — Polos encontrados na identificagao.
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Fonte: Proprio autor.

Onde & e w,, sdo respectivamente: o coeficiente de amortecimento e a frequéncia
natural do sistema identificado.

Através dos polos da figura 28, torna-se possivel encontrar os polos da planta do
péndulo invertido. Pois, por estrapolacio, pode-se chegar ao polo estavel, e, por simetria, pode-
se encontrar o polo instavel. Para evitar ambiguidade com os polos do péndulo amortecido, na

figura 29 sdo apresentados os polos do péndulo invertido.



Figura 29 — Polos do péndulo invertido.
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A partir do diagrama de polos da figura 29, pode-se encontrar a fungdo de

transferéncia do péndulo invertido. No entanto, para esse estudo, considera-se apenas os polos

da figura 28, uma vez que essa abordagem foge do escopo deste trabalho.
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7 PROJETO DO CONTROLADOR POR ALOCACAO POLINOMIAL

Essencialmente, a técnica de alocagdo de polos consiste em um método matematico
de se obter um controlador tal que os polos da fun¢do de transferéncia de malha fechada sejam
alocados em valores especificados, considerando certas condi¢des de desempenho (PAULA,
2014). Neste contexto, esse capitulo apresenta uma descrigdo do projeto de um controlador
discreto na topologia RST por alocagdo de polos, bem como os requisitos de desempenho que

devem ser atendidos em malha fechada.

7.1 Discretizacao

Primeiramente, deseja-se escolher um método de discretizacdo que melhor
represente o sistema do tempo discreto. Segundo (KEIEL, 2017), a principal dificuldade do
processo de discretizagdo ¢ como descrever o sistema de tempo continuo somente por uma
relacdo entre as amostras, desprezando o comportamento entre elas.

De acordo com (LANDAU, 2007), fisicamente a conversao entre tempo continuo e
discreto pode ser realizada por um conversor analdgico-digital. Admitindo que nos instantes de
amostragem definidos pelo clock do microcontrolador, esse interpreta o sinal como uma
sequéncia de dados discretos, esses sinais sdo mantidos constantes entre cada instante de

amostragem conforme a figura 30.

Figura 30 — Conversor A/D e discretizacdo ZOH.

—- ADC>

L J

v

- | Ty ja
sampling period
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A figura 30 mostra graficamente a aproximag¢do do sinal continuo no dominio
discreto, o que justifica a escolha do método ZOH, visto que 0 MPU-6050 trabalha com dados
inteiros de 16 bits de natureza discreta, esses dados podem ser comparados em analogia com
um conversor AD com a mesma resolucdo e tempo de amostragem. Matematicamente esse
processo pode ser reproduzido pelo método de discretizacdo ZOH (zero-order hold), cuja
principal caracteristica ¢ a aproximacdo do estado anterior por uma reta de coeficiente angular
nulo. A equacdo (7.1) mostra matematicamente como funciona essa discretizacdo para um

modelo de segunda ordem.

w2 3 by + byz~1 (7.1)
s2+28w,s +w2  1+a;z7t +a,z2
Onde:
w= e tWnls; 3= cos(w,y/1+&2T,); A= sin(wyy/1+E&2Ty) (7.2)
$Wr > < §Wn ) (7.3)
bj=1—w|B+————A)|; bpov?+ v| ———A -0
' ( Wy, 1+ &2 2 wy, 1+ €2
a, = _2'*1-’]3, a, = q"z (74)

7.2 Escolha da Dindmica em Malha Fechada

A dinamica de malha fechada deve ser um dos primeiros parametros a ser definido,
pois partindo disso pode-se definir o grau dos polinomios do controlador RST e o tempo de
amostragem adequado para o projeto controlador.

Devido a facil implementacdo em software, o controlador sera implementado no
tempo discreto. No entanto, as especificagdes de desempenho, bem como os polos de malha
fechada serdo calculados no tempo continuo, e posteriormente, discretizados. Segundo
(OGATA, 2003), ¢ possivel calcular o coeficiente de amortecimento () e a frequéncia natural
(wp) do sistema desejado com base nos valores de (M) maximo sobre sinal e (tg) tempo

de acomodacdo, conforme as equacdes (7.5) e (7.6).

___—InM) (7.5)
Va2 + In?(My)
3 (7.6)
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Portanto, utilizando como pardmetro de projeto um maximo sobressinal de 1% e
um tempo de acomodacgao de 0.29 segundos, encontra-se os seguintes parametros: £ = 0.1891
e w, = 23.80 rad/s, cuja fun¢do de transferéncia ¢ apresentada na equagao (7.7).

w2 (7.7)
s? 4+ 2&w,s + w2

De posse dos valores de (¢) e (wy,), pode-se calcular os valores dos polos de

malha fechada no plano S.

S12 = —&Wn  jwp /1 + 82 (7.8)

O periodo de amostragem (7) € um parametro importantissimo no projeto de um
controlador discreto, uma vez que sua escolha influencia diretamente no desempenho de malha
fechada, visto que a escolha de um (T5) inadequado pode apresentar problemas de aliasing
(falseamento de sinais) quando o (T;) ¢ muito grande , ou erros numéricos quando o (Ty) €
muito pequeno.

O periodo de amostragem (T;) ¢ escolhido com base na dinamica que se deseja
obter em malha fechada e segundo (LANDAU, 2007), pode ser calculado de acordo com a
equacdo (7.9).

_ 2n (7.9)
T 25w, (1 — 282) + /48t —4EZ ¥ 2

Respeitando o critério da equagdo (7.9) foi escolhido um valor Tg = 0.025.

Finalmente, diante dessas consideracdes, e utilizando o segurador de ordem zero (ZOH),
calcula-se a equacdo discreta da fungo de transferéncia desejada em malha fechada (equagéo

(7.10)), cujo denominador é representado pelo polindmio P(z) na equagéo (7.11).

0.1228 + 0.08455z71 (7.10)
1—1.1203z71 4+ 0.3276z2
P(z)=1+Pz '+ Pzz‘2 =1-11203z"1 4+ 0.3276272 (7.11)
7.3 Controlador

Primeiramente, antes de projetar o controlador, faz-se necessario a discretizagao do
modelo continuo. Entdo aplicando o método de discretizacdo ZOH equacdo (7.1) na fungdo de

transferéncia obtida na funcdo na equacdo (6.4), tem-se a equagdo (7.12) que representa a
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fun¢do de transferéncia discreta do modelo obtido no capitulo 6. Onde B(z)eA(z) sdo

respectivamente: numerador e denominador da fung¢éo de transferéncia de malha aberta.

B(z) _

by + byz™1

0.3364 + 0.3323z71

A(z)

1+a1z7 ' +ayz~

27 1-1.94252-1 + 0.96432-

(7.12)

Igualando o polindmio A(z) a zero, encontra-se os polos de malha aberta da

funcao de transferéncia discreta, conforme a figura 31.

Figura 31 — Polos de malha aberta no plano Z.
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Fonte: Proprio autor.

De modo analogo ao procedimento anterior, igualando o polindmio P(z) a zero,

encontra-se os polos desejados da malha fechada do controlador RST, conforme a figura 32.

Figura 32 — Polos de malha fechada no plano Z.
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Fonte: Proprio autor.
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Pode-se dizer que controlador RST (Regulation, Sensitivy e Tracking) trata-se de
um método de projetar controladores digitais, cujo a principal caracteristica € o posicionamento
dos polos de malha fechada, visando sob certas restrigdes atender as especiagdes de
desempenho do projetista (LEAO, 2013). Neste contexto, os polos da figura 31 sdo os polos
desejados em malha fechada.

Em razdo disso e de posse das especificagdes de malha fechada que foram
apresentadas no item (7.2), define-se a topologia do controlador RST (figura 33), onde R, T e
S, s@o respectivamente: filtro de realimentagdo, filtro de referéncia e filtro de sensibilidade

(LANDAU, 2007).

CONTROLADOR RST

rt) . ut) y(t)

L I N S 11S

Fonte: Adaptado de Landau, 2007.

Fazendo as devidas manipulagdes algébricas no diagrama de blocos, tem-se a
seguinte equacgdo que define a fungdo de transferéncia de malha fechada do controlador RST
(LANDAU, 2007).

y(@) B(2)T(z) (7.13)
r(t) A(2)S(z) + B(2)R(2)

A figura 34 apresenta a topologia do sistema em malha fechada quando submetido

a uma perturbacdo na saida controlada.

Figura 34 — Topologia do Controlador RST
considerando um disturbio aplicado na saida da planta.

CONTROLADOR . :
R&T . (disturbance}

1 D)
i T == s ﬂ--- BIA -.-!(ET. ® i

b
| PLANT 1
: +
R : e

Fonte: Adaptado de Landau, 2007.
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Para efeito de projeto, determina-se que a influéncia a perturbagdo na saida da
planta seja a minima possivel, portanto faz-se necessario levantar a fungdo de transferéncia que
melhor relacione a saida controlada com a perturbacdo aplicada na saida da planta.

De acordo com (OGATA, 2003), pode-se dizer que quando tratamos de sistemas
lineares invariantes no tempo, cada entrada pode ser tratada independente pelo principio da
superposi¢do. Neste contexto, considera-se que o efeito da perturbacio pode ser analisado
admitindo que a entrada de referéncia seja nula e analisando apenas a entrada a perturbagéo
isoladamente de outras entradas do sistema. Diante dessa considerag@o, aplicando o principio
da superposicao, pode-se calcular a funcdo de transferéncia de malha fechada que relaciona o
angulo com a perturbacdo aplicada na saida da planta.

Apoés as devidas manipulagdes algébricas, a fungdo de transferéncia entre a
perturbacdo e a saida controlada pode ser descrita como:

y() B(2)S(z) (7.14)
D(t)  A(2)S(z) + B(2)R(2)

Convém ressaltar que ¢ desejavel que a planta rejeite a perturbagdo D(t) conforme
a especificacdo de desempenho na equagdo (7.11), desse modo igualando a equagdo (7.11) a
equacao (7.14) tem-se:

B(2)S(2) _ B(2)S(2) (7.15)
A(2)S(z2) + B(2)R(z)  P(2)

Sendo conhecidos os valores de A(z), B(z) e P(z), pode-se encontrar o valor dos
filtros R(z) e S(z) pela solugdo da equacdo (7.16), segundo (LANDAU, 2007), essa equagao é
chamada na literatura de equagdo Diofantina.
A(2)S(z) + B(z)R(z) = P(2) (7.16)
De acordo com (ASTROM, 1997), para determinamos a ordem dos polindmios

RST e do polindmio P(z), deve-se atentar para as restricdes mostradas nas equagdes (7.17),

(7.18) € (7.19). Onde ng, n, en, sido respectivamente as ordens dos polindmios S(z), R(z) e
P(z).

ng=n,—1 (7.17)
n.=n,—1 (7.18)

n,=n,+mn,—1 (7.19)
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Aplicando as equagdes (7.17), (7.18) e (7.19), verifica-se que as ordens do
polindémios S(z), R(z) e P(z) devem ser: ng = 1;n,. = 1 e n, = 3. Por consequéncia disso, €
necessario fazer a inclusdo de polos auxiliares no polindmio P(z) para garantir que as matrizes
calculadas tenham as mesmas dimensdes e possuam solucdes possiveis. Segundo (LANDAU,
2007), esses polos devem ter valores entre -0.05 e 0.5 e devem ser polos recessivos quando
comparados aos polos dominantes definidos no polinémio P(z).

Ap6s a inclusdo do polo auxiliar, plota-se novamente os polos desejados da fungéo

de transferéncia de malha fechada do controlador RST, conforme a figura 35.

Figura 35 — Polos de malha fechada no plano Z.
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Fonte: Proprio autor.

Diante dessas consideracdes e de posse das ordens de R(z), S(z) e P(z), faz-se
necessarios o equacionamento algébrico da equagdo Diofantina para encontrar os coeficientes
dos filtros R(z) e S(z). Partindo dessa premissa, a equacdo Diofantina é representada na sua

forma matricial:

Mgsrx = PT (7.20)
Onde:
1 0 0 0 (7.21)

a; 1 b; O
a a b, b,
0 a; 0 b

Mgsr =
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xT =[1 s; To 1] (7.22)

PT =[1 p, P2 P3] (7.23)
A vetor de interesse x, pode ser encontrado com resolu¢do do sistema linear

mostrado na equacdo abaixo:
x = MzLPT (7.24)

Substituindo os valores de A(z), B(z) e P(z) na equagdo (7.20) e resolvendo-a

conforme o procedimento descrito na equagdo (7.24), tempos os seguintes valores:

1o = 54.3735;7, = 227.8908 ; 5, = 0.1503. (7.25)

Para fins desse estudo ndo € necessario calcular o polinomio T(z), uma vez o
seguimento de referéncia ¢ nulo, bem como o projeto do controlador 2DOF com dois graus de

liberdade, pois s6 ha rejeigdo a perturbacao.

7.4 Simulacao

Nessa etapa ¢ apresentada a metodologia utilizada para a simula¢do do controlador
RST de acordo com o modelo identificado no capitulo 6 e o controlador projetado na sec¢do
7.3 deste capitulo. Nessa perspectiva ¢ escolhido o software MATLAB para simulagdo do
controlador. Apo6s definicdo do programa foi necessario determinar algumas condi¢des de
simulagdes. Para aproximar a simulagdo das condicdes reais encontradas no laboratério, foi
necessario incluir um saturador de + 70 no sinal PWM que ¢é enviado a ponte-H.

De posse dos valores de dos polindmios RST ¢ realizada a simulagdo no MATLAB
a fim de verificar eficacia do controlador RST. Diante disso, na figura 36 ¢ apresentada a

resposta do controlador quando sujeito a uma perturbagdo impulsiva aplicada na saida da planta.
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Figura 36 — Simulacdo da saida da planta em malha fechada.
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Fonte: Proprio autor.

De acordo com o grafico apresentado na figura 36, pode-se concluir que a alocagéo
funciona bem pelo menos em simulacdo, considerando que o controlador conseguiu rejeitar a

perturbagdo de acordo com a dindmica desejada.

7.5 Resultados

Neste capitulo ¢ avaliado o desempenho do controlador RST em tempo real por
meio de testes realizados na bancada em laboratorio. O controlador RST, a calibragdao dos
sensores inerciais, bem como o algoritmo do filtro complementar foram implementados em
linguagem C e embarcados ao microcontrolador KL25Z, ficando o computador responsavel
apenas por receber os dados via comunicagdo UART (Universal Asynchronous
Receiver/Transmitter) protocolo RS232, para posterior analise no software MATLAB. A figura

37 representa o algoritmo global implementado no projeto.
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Figura 37 — Controle completo e esquema de fusdo.
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Segundo (WELLSTEAD, 1991), entende-se por perturbagdo um sinal que tende a
afetar diretamente a magnitude da entrada ou saida de um sistema de controle. Diante do
exposto, com o péndulo na posi¢do de equilibrio, inicia-se o teste, no entanto ¢ necessario
aguardar pelo menos 2,5 segundos, tempo necessario para realizar a calibragdo dos sensores
inerciais. Apds a calibragdo com haste em posicdo de repouso sdo realizados 2 pequenos
empurrdes, esses pequenos empurroes podem ser interpretados como perturbagdes impulsivas.

Na figura 38 observa-se o comportamento do sistema e os resultados obtidos durante o ensaio.

Figura 38 — Resposta do controlador RST em experiéncia realizada em laboratorio.
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Fonte: Proprio autor.

Analisando o grafico da figura 38 € possivel verificar que o controlador RST atende
as especiagdes de desempenho previamente definidas no projeto de alocag@o, contrabalangando

a dindmica oscilatoria natural da planta, corrigindo a aplicacdo da perturbagdo de acordo com
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o tempo estimado no projeto do controlador. O mais preocupante, contudo, é constatar o
surgimento de algumas caracteristicas indesejadas como a dindmica final ligeiramente
oscilatoria. Pode-se atribuir esse comportamento a nao linearidades implicitas da planta que
nao foram recepcionadas por esse modelo. No entanto, pode-se considerar que os resultados

sdo satisfatorios uma vez que a maioria dos pré-requisitos definidos no projeto foram atendidos.

Figura 39 — Sinal de controle do motor (duty cycle).
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Fonte: Proprio autor.

Nota-se na figura 39 que o sinal de controle atua no sentido de manter a saida
sempre nula, diminuindo o erro mesmo diante de perturbagdes externas, no entanto, observa-se
que ha uma regido onde a planta ndo responde a pequenas entradas de tensdo, essa regido

representa uma ndo linearidade que pode ser chamada de zona morta.

Figura 40 — Sinal de erro do controlador RST.
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Por fim, observando o sinal de erro na figura 40 que nada mais ¢ do que o sinal de
realimentacdo negado, podemos inferir que o controlador atua de maneira eficaz, fazendo com
que o sinal de erro convirja rapidamente para zero e o péndulo retorne para a posicao de
equilibrio. Portanto, diante desses resultados, podemos dizer que a malha de controle RST
cumpriu bem os critérios de desempenho previamente estipulados na alocagdo, pois os
resultados obtidos em tempo real apresentaram-se dentro dos valores aceitaveis, salvo algumas
divergéncias que podem ser justificadas tanto pelas simplificacdes feitas para a obtencao desse

modelo quanto por caracteristica ndo lineares presentes na planta.
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8 CONCLUSAO

De modo geral as simulagdes mostraram-se bem semelhantes aos resultados obtidos
em tempo real, mostrando a validade do modelo identificado sob um certo grau de confianga ¢
fornecendo expectativas para trabalhos futuros. Vale ressaltar que durante a realizacdo desse
projeto foi visto a aplicabilidade de varios fundamentos estudados durante as disciplinas do
curso de graduacdo em engenharia elétrica.

Pode-se dizer que a bancada de testes implementada neste trabalho tem um baixo
custo e tem grande potencial para ser utilizada futuramente em aplicacdes didaticas no
laboratorio de controle da Universidade Federal do Ceara.

A identificacdo mostrou-se eficiente e forneceu dados satisfatérios quando
comparados em tempo real e ao desempenho do controlador, mostrando que a resposta
impulsiva pode ser considerada um bom sinal para a identifica¢do dessa fun¢do de transferéncia.
Contudo, ¢ importante ressaltar que devido as simplificagdes que foram feitas no modelo, os
resultados divergiram um pouco do esperado nas simulagdes computacionais.

Com base nos resultados obtidos, pode-se concluir que o filtro complementar tratou
da maioria dos problemas de cada sensor de maneira eficiente, mitigando as imprecisdes nas
medicdes, atenuando os problemas pontuais de cada sensor e evitando respostas indesejadas na
malha de controle.

O controlador RST por alocagdo de polos atendeu aos requisitos estipulados no
projeto, salvo algumas situagdes indesejadas causadas por caracteristicas ndo lineares da planta
que ndo foram recepcionadas pelo modelo identificado, como é o caso da zona morta e
saturacdo do atuador, como foi observado que h4d uma pequena gama de valores de entrada as
quais o atuador ndo reage a estimulos de controle. Vale ressaltar que o controlador RST, apesar
de permitir que se posicione polos em qualquer lugar do plano Z, deve-se tomar cuidado com
as especificagdes de desempenho, uma vez que nem toda resposta desejada serd seguida
fielmente pelo o controlador. Como por exemplo: respostas muito lentas seriam inviaveis, uma
vez que prevaleceria a resposta natural do sistema; e respostas muito rapidas tornaria o esforco
de controle muito agressivo, inviabilizando a sua implementacdo pratica.

Diante dos resultados obtidos, pode-se concluir que o trabalho atingiu o objetivo
principal de construg@o, montagem, interface logica, identificacdo da planta e aplicacdo de uma
estratégia de controle.

Para trabalhos futuros recomenda-se analisar diferentes abordagens dessa planta de

forma a encontrar um modelo que represente a fungdo de transferéncia para o modelo instavel
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do péndulo invertido, bem como a utilizagdo de controladores robustos que respondam bem a
caracteristicas ndo lineares, como o LQR (regulador linear quadratico). Outra sugestdo seria o
projeto de identificagdo do modelo utilizando um sinal PRBS e a implementacdo de uma melhor

alternativa de fusdo sensorial utilizando filtro de Kalman.
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