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“O que sabemos € uma gota; o que ignoramos ¢
um oceano.”

(Isaac Newton)



RESUMO

Este trabalho propde uma heuristica gulosa com objetivo de gerar uma boa solucdo vidvel para
o problema de Classificacio Geodésica (CG). Esse problema foi introduzido em (ARAUJO
et al., 2019), onde os autores também apresentaram um modelo de programacdo linear inteira
para resolvé-lo. O problema consiste em classificar informagdes, de acordo com dados pré-
estabelecidos e representados por um grafo de similaridades. Para isso, é realizada a identificacao
de padrdes definidos por convexidade geodésica. Neste trabalho, abordamos uma versao do
problema CG com multiplos grupos com o objetivo de identificar padrdes de convexidade
geodésica em grafos com maior acurdcia. Analisamos a performance da heuristica proposta

utilizando experimentos computacionais tanto com instancias realistas como aleatdrias.

Palavras-chave: Geodésicas - Classificacdo, Outlier, Teoria dos grafos.



ABSTRACT

This work proposes a greedy heuristic with the goal of generating a good feasible solution for
the Geodesic Classification (GC) problem. This problem was introduced in (ARA(JJO et al.,
2019), where the authors also presented an integer linear programming model to solve it. The
GC problem consists to classify new data, according to pre-established data represented by a
graph of similarities. To do so, we must identify patterns defined by geodesic convexity. In this
work, we deal with the multi-groups version of the GC problem in order to identify geodesic
convexity patterns on graphs with better accuracy. We analyze the performance of the proposed

heuristic using computational experiments considering realistic and random instances.

Keywords: Geodesics - Classification, Outlier, Graph theory.
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1 INTRODUCAO

Diariamente, pessoas no mundo inteiro geram uma grande massa de dados, entre elas,
pesquisadores trabalhando em diferentes areas de estudo e conhecimento ou simples usuarios
de internet que geram um grande volume de informacdes sobre seus costumes, interesses e
desinteresses.

Essas informacdes podem ser utilizadas para derivar outros dados escondidos entre
tantos. Para melhor utilizar essa grande quantidade de informacdes, catalogam-se e classificam-
se os dados em grupos considerados andlogos em algum contexto a fim de prever similaridades
entre amostras de informacdes desconhecidas.

Esse procedimento constitui a chamada aprendizagem supervisionada (ou supervised
learning), que vem sendo cada vez mais utilizada para solucionar alguns dos grandes problemas
da drea de tecnologia da informacgdo em big data.

O procedimento de aprendizagem supervisionada se caracteriza por duas etapas: a
primeira delas consiste em classificar um conjunto de amostras inicial de tal modo a agrupar
amostras de classes que possuam certas semelhancas; a segunda, em determinar a classe em que
uma amostra fora do conjunto de partida melhor se encaixaria. Da primeira etapa, emerge o que
chamamos de problema de classificagdo. Neste trabalho, consideramos apenas o problema de
classificagao com apenas duas classes. Um método cldssico para separar conjuntos de amostras
definidas como pontos em um espaco multi-dimensional € o chamado Support Vector Machine
(SVM) (CORTES; VAPNIK, 1995). Tal método se baseia em tentar dividir o espaco de amostras
com um hiperplano, separando as duas classes em dois subespagos, cada um correspondendo a
uma dessas classes. Desse modo, qualquer ponto fora do conjunto de amostras inicial tem sua
classe prevista de acordo com o subespacgo a que ele pertence.

Em Aratijo et al. (2019) foi definido um problema de classificagdo em grafos andlogo
ao problema de classificagdo no espago multidimensional (versdo Euclidiana), o qual chamou-
se de Geodesic Classification Problem ou Problema de Classificacdo Geodésica (CG), em
portugués. Essa abordagem foi baseada no método de resolucido SVM para classificacdo e suas
adaptacdes em Bertsimas e Shioda (2007) e Corréa, Donne e Marenco (2018). O problema CG
€ definido fazendo a partir do uso da convexidade geodésica em grafos para agrupar amostras
(vértices do grafo) similares. Neste caso, um par de vértices que possuem aresta entre si €
considerado similar para o contexto da aplicacdo; assim, € possivel expressar uma relagdo bindria

entre as amostras.
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O objeto de estudo deste trabalho € um método heuristico para obtencdo de uma boa
solucdo vidvel para o problema CG, cujos casos atendam as seguintes hipoteses:

e Existe um padrdo subjacente ao conjunto de amostras que pode ser expresso por uma
nogdo de convexidade. Trata-se de um tema relativamente recente de investigacao na
Teoria dos Grafos que surgiu como uma analogia ao conceito de convexidade Euclidiana.
Embora existam diferentes no¢des de convexidade em grafos, o foco deste trabalho esta
no conceito de convexidade geodésica, definido através de caminhos minimos no grafo
(a analogia com a convexidade Euclidiana refere-se a distancia entre pontos) (PELAYO,
2013). Nesse caso, as amostras ndo precisam ser caracterizadas por valores numéricos e o
problema de classificacio torna-se puramente combinatdrio. No entanto, a inspiragdo para
este trabalho sdo métodos de resolugdo para o caso da classificag@o através da convexidade
Euclidiana (que € o caso de quase todos os trabalhos encontrados na literatura conhecida).
No caso Euclidiano, assumimos que as amostras sao expressas por vetores numéricos em
um espaco multidimensional e o padrdo esta associado a localizagdo dessas amostras. O
estudo de um problema de classificacdo em grafos usando convexidade geodésica tem
duas motivacdes principais. A principio, € de interesse tedrico, uma vez que se refere
a possibilidade de estabelecer novos problemas em grafos que possam trazer subsidios
para métodos de resolucgdo, inclusive para aqueles baseados na convexidade Euclidiana. A
segunda motivacao tem um propdsito mais pratico e consiste em permitir que o padrao
seja expresso através de alguma relacdo bindria sobre o conjunto de amostras.

e O conjunto de dados pode possuir pontos discrepantes, também chamados de outliers, ndo
previamente identificados. A origem da discrepancia pode ter diferentes razdes, incluindo
possiveis erros de amostragem ou caracteristicas do fendmeno em estudo. Do ponto de
vista da modelagem matematica, os pontos discrepantes sdo aqueles que se desviam do
padrdo subjacente do conjunto de amostras de sua classe. A presenca de tais pontos é um
desafio adicional. Eles precisam ser identificados e removidos do processo de determinacao
do padrao das amostras. O processo de eliminagdo de pontos discrepantes pode levar a
eliminacdo de alguns pontos ndo discrepantes. Apesar disso, o uso de um mecanismo
para eliminar pontos discrepantes € relevante, tendo em vista que a perda de informacao
que o erro na exclusio errada de alguns pontos pode causar a precisdo na classificacao, é
pequena quando comparada ao erro induzido por um ponto discrepante qualquer.

Considerando as hipéteses acima, o problema de classificacao pode ser formulado
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como um problema de otimizagdo matemadtica que deseja separar o espaco de amostras em
conjuntos convexos e, simultaneamente, associar esses conjuntos a classes. Essa associacao
caracteriza a classificagdo obtida. A maneira mais facil de classificar utilizando essa abordagem €
chamada de separacdo linear, que € feita, por exemplo, no método do SVM. Portanto, o problema
CG faz uma analogia desse método com o contexto de grafos.

Aplicagdes possiveis sdo facilmente encontradas nos campos de minera¢ao de dados
e estatisticas cldssicas, como, por exemplo: classificacdo de texto do Twitter, detec¢do de
comunidades em redes sociais, predi¢do de similaridade de arquivos histdricos, contetdo de
recomendacao na Netflix e filtragem de spam para e-mails. Na classificacdo de texto no Twitter,
por exemplo, utiliza-se ferramentas de mineracdo de texto que sejam capazes de identificar
padrdes e classificar mensagens, como para a andlise sentimental, recomendac¢do de preferéncias,
recomendacao de amigos e outros (HONG; DAVISON, 2010).

O restante deste trabalho estd organizado da seguinte maneira: a Se¢do 2 apresenta
alguns trabalhos relacionados ao problema CG; a Se¢do 3 traz notacOes e defini¢des para grafos
e o problema CG; na Sec¢do 4, os procedimentos metodoldgicos do trabalho; a Se¢do 5 mostra os
resultados dos testes aplicando a heuristica proposta ao problema de CG; finalmente, algumas

conclusdes obtidas sdo apresentadas na Secao 6.
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2 TRABALHOS RELACIONADOS

Neste capitulo, serdo apresentados alguns trabalhos relacionados que contribuiram o
que estdo relacionado tematicamente ao presente trabalho.

Em Bertsimas e Shioda (2007), os autores propdem métodos de otimizacdo baseados
em programacao inteira mista para os problemas estatisticos classicos de classificag@o e regressao
no espacgo Euclidiano. Eles apresentam o pacote de software chamado CRIO (Classification and
regression via integer optimization), que demonstra um potencial de impacto significativo nos
métodos de resoluc@o de problemas de otimizacdo nas dreas de estatistica e mineragao de dados.

Em Corréa, Donne e Marenco (2018), os autores exploraram os aspectos
combinatdrios do problema de classificagdo com convexidade Euclidiana usando formulagdes de
programacao inteira mista baseadas no pacote CRIO.

Em Aragjo et al. (2019), os autores, inspirados na versio do problema de classifica¢do
baseado nos conceitos de convexidade euclidiana discutidos em (CORREA et al., 2019), definem
o problema de Classificagdo Geodésica e apresentam um modelo de programacao linear inteira
para o mesmo.

Este trabalho propde uma heuristica gulosa para o problema de Classificacio
Geodésica, que pode ser utilizada para gerar solucdes iniciais, essas, por sua vez, usadas em

meta-heuristicas.

Quadro 1 — Tabela demonstrando as semelhancas entre os trabalhos.

Semelhangas Trabalhos
(BERTSIMAS; SHIODA, 2007) | (CORREA; DONNE; MARENCO, 2018) | (ARAUJOetal.,2019) | Trabalho proposto
Classificagao Euclidiana Sim Sim Sim Nio
Classificagdo Geodésica Nio Nao Sim Sim
Programac@o Inteira/Mista | Sim Sim Nio Nio

Fonte: Elaborada pelo Autor
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3 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo, apresentamos os conceitos utilizados ao longo deste trabalho. Na
Secdo 3.1 sdo apresentados alguns conceitos e notagdes para grafos, enquanto na Secio 3.2 o

problema de Classificacdo Geodésica € definido.

3.1 Conceitos sobre grafos

Um grafo ndo-direcionado G é um par ordenado G = (V,E), composto por um
conjunto finito V = {1,2,...,n}, cujos elementos sdo chamados de vértices, e por um conjunto
de pares ndo ordenados E C {{u,v} | u,v € V,u # v}, cujos elementos sdo chamados de arestas.
Denotamos por n = |V| e m = |E| a cardinalidade de cada um desses conjuntos. Dois vértices
u,v € V sdo adjacentes (ou vizinhos) se {u,v} € E, e ndo adjacentes caso contrdrio. Duas arestas
e, f € E sdo adjacentes se e f 7~ (), e ndo adjacentes caso contrdrio. O grau de um vértice v e V,
denotado por deg(v), corresponde ao nimero de vizinhos de v em G, isto é [{u | {v,u} € E}|.
A(G) denota o grau do vértice de maior grau em G e 0(G) o correspondente em grau minimo. A
densidade de G, denotada por d(G), é dada por d(G) = %

Um caminho em um grafo G € uma sequéncia de vértices distintos
P=<vi,v,...,v; >, tal que {v;,viy1} € E(G) parai=1,...,I— 1. Nesse caso, demonstramos
V(P)=A{vi,...,vi} e E(P) = {{vi,viy1} :i=1,...,1— 1}. Dizemos que P é um caminho entre
vi e v;. O tamanho de P éigual a |[E(P)| = |V(P)| — 1. P é um caminho minimo se seu tamanho
possui o menor valor dentre todos os caminhos entre vy e v;.

Um grafo G € considerado conexo se existe um caminho em G entre qualquer par
de vértices. Segundo Artigas et al. (2011), a analogia entre o conceito de conjunto convexo
em matemadtica continua e discreta € feita considerando-se o conjunto de vértices de um grafo
conexo e a distancia entre dois vértices (nimero de arestas em um caminho minimo entre eles)
como um espago métrico. Um subconjunto de vértices S C V(G) € considerado convexo se
contiver os vértices de todos os caminhos minimos que conectam qualquer par de vértices em S.
Outras defini¢des de convexidade foram estudadas considerando-se diferentes tipos de caminho,
como caminhos sem cordas (FARBER; JAMISON, 1986) ou caminhos triangulares (CHANGAT;
MATHEW, 1999).

Alguns dos primeiros artigos que generalizaram os conceitos Euclidianos de

conjuntos convexos a teoria dos grafos foram Harary e Nieminen (1981), ??), Farber e Jamison
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(1986). A convexidade em grafos também foi estudada sob diferentes aspectos, como conjuntos
geodésicos, fecho e nimeros de convexidade Caceres et al. (2006), Dourado et al. (2009),
Dourado:2010:RGN:2646627.2647159.

O intervalo fechado I[v,w| € o conjunto de todos os vértices que pertencem a um
geodésico entre v e w, dado um conjunto S, I[S] = U, ,es![u,v]. Se I[S] =S, entdo S é um
conjunto convexo. O fecho convexo de S, representado por H[S], é 0 menor conjunto convexo

que contém S. Se H[S] =V, entdo S é um conjunto de fecho.

3.2 Problema de Classificacio Geodésica

O problema de classificacdo geodésica para duas classes foi definido em Aratjo et al.
(2019). Nesse problema, sdo dados dois subconjuntos nao-vazios Vg, Vg CV, VpNVr =0, de
modo Vpr = Vp U Vg representa o conjunto de amostras inicialmente classificadas. Os conjuntos
Vp e Vg representam as classes azul e vermelha, respectivamente. Os vértices restantes sao
chamados de vértices ndo classificados, em que Viy = V\Vpg é o conjunto que contém todos eles.
Um exemplo de grafo para o conjunto de amostras € ilustrado na Figura 1. Este grafo € chamado

de grafo de similaridade.

Figura 1 — Exemplo de grafo de similaridade com: Vg = vértices quadrados; Vp = vértices

circulares preenchidos; e Viy = vértices circulares ndao preenchidos.

Fonte: Aratjo et al. (2019).

analogamente a versao Euclidiana do problema de classifica¢do, assumimos que G é
linearmente separdvel em relagcdo a Vp e Vg se:

. H[VB]QVR:@,
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. H[VR] NVp=0,¢

° H[VB] ﬂH[VR] NVy =0,
e linearmente insepardvel caso contrario. Se G € linearmente inseparavel em relacdo a algum
conjunto de amostras, podemos torna-lo linearmente separdavel definindo alguns vértices de V
como outlier. Neste caso, os vértices considerados outliers nao desaparecem do grafo;
simplesmente suas classes ndo sdo consideradas para a determinagdo do padrao de convexidade
geodésica. Tal situagdo ocorre no exemplo da Figura 1. Nesse exemplo, G € linearmente
insepardvel, pois v € H[Vg| N H[Vg] NV, mas ele se torna linearmente separavel se vy, v, vz ou
v4 for considerado outlier. Sendo assim, o problema de classificagdo associado a G, Vp e Vg
deseja encontrar uma classificagdo, dada por dois conjuntos Ap C Vp e Ar C Vg de vértices
ndo-outliers, com o menor nimero de vértices considerados outliers (i.e., |Vpr\(Ap UAR)| sendo
minimo). Esse problema € formalizado da seguinte forma: dados Vp,Vg C V, desejamos
encontrar subconjuntos para cada classe, Ap C Vp,Agr C Vg (que definem os vértices que nao sao

outliers em cada uma delas), para que:

° H[AB] NAR =0,
e H[AR|NAp =0,
° H[AB] ﬂH[AR] N (VN) =0,e

|Ver\(Ap UAR)| seja minimo.

As duas primeiras restrigdes afiram que se um vértice inicialmente classificado esta
no fecho convexo da classe oposta, entdo o mesmo deve ser considerado como outlier, ou seja,
ndo deve pertencer a Ap ou Ag. A terceira restricdo diz que ndo se pode ter um vértice ndo
classificado pertencendo ao fecho convexo das duas classes opostas pois ndo saberiamos como
classifica-lo. Por fim, a ultima restricao impde a minimiza¢ao do nimero de outliers, a fim de
obter-se uma boa acuricia.

E importante perceber que Ag e Ay determinam um mapeamento de V nas classes
{azul,vermelha} que classifica todos os vértices ndo classificados em H[Ap| em classe azul e
todos os vértices ndo classificados em H[Ag| em classe vermelha. Vértices ndo classificados

podem ndo estar no fecho de nenhuma classe. Neste caso, classificamos esses vértices,
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aleatoriamente, em V\(H|[Ap] U H[Ag]). Observa-se que os vértices que sdo considerados
outliers ndo sdo reclassificados (ou seja, movidos para a classe oposta); eles t€ém apenas suas
classes ignoradas no processo de identificacido do padrdo geodésico.

Devido as restri¢des citadas acima, hd muitos casos em que s6 serd possivel encontrar
uma solucao vidvel para o problema considerando-se todos os vértices de uma classe como
outliers, como € ilustrado na Figura 2. Para contornar esses casos e, ainda assim, tentar encontrar
um padrdo que descreva as amostras, fazemos uso de uma abordagem de divisdo das classes em
conjuntos convexos. Dessa forma, poderemos ter Lg conjuntos convexos, determinados pelos
fechos convexos dos grupos Ay C Vg, Vk € {1,...,Lp} e Lg conjuntos convexos, determinados
pelos fechos convexos dos grupos Ay C Vg, Vk' € {Lg+1,...,Lg + Lg}, com intuito de que

conjuntos convexos de classes distintas ndo tenham intersecdo, exceto outliers.

Figura 2 — Exemplo de grafo de similaridade com: Vg = vértices quadrados; Vp = vértices

circulares preenchidos; e Vi = vértices circulares ndo preenchidos.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para definir o problema usando as abordagens de outliers e divisdao das classes
em grupos, sejam Cp e Cr os conjuntos de indices dos grupos da classe azul e vermelha
respectivamente, e considere-se Cgg = Cp UCg, definimos por K (i) a classe do vértice i € Vpg
e K(i), a classe oposta. Podemos agora definir formalmente o problema de Classificagdo
Geodésica ou CG da seguinte forma:

Dado um grafo conexo G = (V, E), conjuntos de vértices inicialmente classificados
Vp (vértices azuis) e Vg (vértices vermelhos), com Vy = V\ (Vag), € parAmetros de limites para

o nimero de grupos de cada classe, Lp e Lg, desejamos encontrar grupos A, C Vg, Vk € Cp, e
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Ay C Vg, VK € Cg, tais que:
1. A ﬂAk/ =0, k,k, € Cp,

N

CANAp =0, k, k' € Cg,

W

. H[Ak] NAy =0,k e Cg, kK e Cg,

4. H[Ak/] NA;, =0,k eCp, kK e Cg,

5. H[Ak] ﬂH[Ak/] NVnv=0,kcCg k' €Cg,

(@)

- |Ver| — (U Ak UU Ar)| € minimo (o qual é o nimero de outliers).

Observe-se que as restricdes acima sdo andlogas aquelas apresentadas anteriormente
€ que usava apenas um grupo por classe. Porém, agora se considera as restri¢des para cada par
de grupos de cor oposta.

Um ponto importante a destacar € que poderiamos ter definido o problema sem as
restricdes 1 e 2 acima: suponha K € {B,R} el € AyNAy, k,k' € Ck. DeﬁnaAj =A;,Vj#keCk,
e Ay = A;\{I}. Entdao, H[A;] CH[A;]e A; CA},Vj € Ck, o que implica que as restrigdes 3, 4 ¢ 5
continuam satisfatérias. Além disso, (U;4A;) UAx = (U #kﬁ /) UA}, mantém o mesmo niimero
de outliers e, consequentemente, o0 mesmo valor de funcio objetivo. Porém, essas restri¢cdes
foram adicionadas aqui a fim de reduzir-se a ocorréncia de simetrias no conjunto de solug¢des
vidveis e, dessa maneira, diminuir o espaco de busca a ser pesquisado nos métodos de resolugao,

incluindo a heuristica gulosa proposta neste trabalho.
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4 DESENVOLVIMENTO DA HEURISTICA

Neste capitulo sdo apresentados e descritos todos os passos da execucdo deste

trabalho.

4.1 Desenvolvimento da heuristica
Esta etapa descrevera a heuristica gulosa para o problema CG.
4.1.1 Varidveis que determinam uma solucdo

Para fins de implementagdo dos algoritmos propostos neste trabalho, definimos as

seguintes varidveis para representar uma solucao do problema:

abiE{O,l},iGVB,bECB, 4.1)

ari € {0,1},i € Vg, r € Cg, (4.2)

As varidveis na equacao (4.1) indicam quais vértices pertencem a cada grupo da classe azul de

tal modo que cada grupo A,, b € Cp seja representado por A, = {i € Vg | ap; = 1}. O equivalente

vale para as varidveis na equacgdo (4.2), as quais determinam os grupos da classe vermelha.
Dessa forma, um vértice i € Vpg € outlier para uma solugao com varidveis a se

ax; = 0, para todo k € Cky;.
4.1.2 Solucgao Trivial

Uma solugao vidvel para o problema CG pode ser obtida trivialmente da seguinte
forma: define-se como outlier todos os vértices em Vp se |Vg| < |Vg|, de tal forma que Ay = Vg
para algum k € Cg e Ay = 0 para kK’ € Cpg,k’ # k. Caso contrério, defina como outliers todos
os vértices em Vg, de modo que Ay = Vp para algum k € Cp e Ay = 0 para k' € Cpg, k' # k. Um
exemplo para essas duas defini¢cdes € ilustrado na Figura 3, onde todos os vértices de Vp foram
transformados em outlier. Com base nisso, temos uma solu¢d@o vidvel para o problema CG cujo

valor de fungdo objetivo é igual a min{|Vg/|, |Vzr|}.
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Figura 3 — Exemplo da solucdo trivial: Vi = vértices quadrados; Vp = vértices circulares

preenchidos; e Vy = vértices circulares ndo preenchidos .

Fonte: Elaborado pelo autor.

4.1.3 Configuragdo inicial da heuristica gulosa

Distribuimos arbitrariamente e uniformemente os vértices inicialmente classificados
(em Vpg) nos respectivos grupos de suas classes; sendo assim, as Restri¢des 1 e 2 do problema
sao satisfeitas. O pseudo-cédigo para a realiza¢do desse procedimento € descrito no Apéndice 6.

Nessa primeira abordagem, designamos a cada novo vértice i um grupo para o
mesmo através do percurso dos grupos de sua classe em sequéncia. Fazendo isto, distribuimos
cada vértice inicialmente classificado de maneira uniforme entre os grupos de suas classes.

Entretanto, essa abordagem logo fora deixada de lado ao inicio dos testes, quando se
constatou que, ao realizar a separagcdo dos grupos dessa forma, vértices muito distantes ficavam
em um mesmo grupo. Essa configuracdo, durante o cdlculo do fecho convexo dos grupos, fez
com o fecho convexo de alguns grupos abrangesse uma grande do grafo e, consequentemente,
forgcasse muitos vértices a se tornar-se outliers.

Assim, estabeleceu-se uma nova forma de separacio para os grupos. O pseudo-
codigo para o novo procedimento € descrito no Apéndice 10:

Nessa nova versdo de atribui¢do para os grupos, foi levada em consideracdo a
distancia dos vértices entre si no grafo G. Para cada vértice i ainda ndo alocado em nenhum
grupo, ordenamos todos os vértices da sua mesma classe de em relac@o a distancia a ele de
forma crescente. Entdo, inserimos em um grupo vazio de sua classe o vértice i e os vértices

mais proximos a i ainda nao alocados em nenhum grupo pertencentes a mesma classe de i. A
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quantidade de vértices adicionados nesse grupo anteriormente vazio € definida por [Vg;|/|Cg i)l
pois a distribuicao desejada deve ser uniforme. Essa nova abordagem de configuragdo inicial
reduziu a ocorréncia de grupos com vértices muito distantes entre si, 0 que ocasionou uma

diminui¢do de violag¢des das restri¢des do tipo 3,4 e 5.

4.2 Calculando o fecho convexo geodésico

Depois de atender as restricdes de tipo 1 e 2 com a alocagao dos vértices realizada
da maneira descrita anteriormente, procuramos pelas possiveis restricdes violadas dos tipos 3, 4
e 5 a fim de satisfazé-las. Para isso, calculamos o fecho convexo de cada grupo em cada uma
das duas classes e verificamos se hé violagdo de alguma das restricdes supramencionadas do

problema.
4.2.1 Restricoes de tipo 3 e 4

Se encontrarmos uma restri¢ao violada do tipo 3 ou do tipo 4, atestamos a existéncia
de algum vértice i € Vpg pertencente ao fecho convexo de um grupo de classe oposta. Neste
caso, retiramos i do grupo em que estava afim de torna-lo um outlier, e recalculamos o fecho

convexo ao qual i pertencia. O pseudo-cddigo para esse procedimento é descrito no Apéndice 8:
4.2.2 Restricdo de tipo 5

Se encontrarmos uma restri¢do violada do tipo 5, temos que H[Ax| NH[Ap]NVy # 0,
para algum k € Cp e k' € Cg. Neste caso, determinamos um vértice v € Ay UAp como outlier,
retirando-o do grupo ao qual pertence. A escolha de tal vértice v € feita arbitrariamente dentro do
grupo de menor cardinalidade (min{|Ag|, |Aw|}). Esse processo de remogdo é repetido até que a
restri¢ao do tipo 5 considerada se torne-se satisfeita. O pseudo-c6digo para esse procedimento é

descrito no Apéndice 8:

4.3 Calculando o naimero de outliers

Satisfeitas as restricdes 1-5 do problema, calculamos o nimero de vértices que se
tornaram outliers. Para esse célculo, levamos em consideracdo que para ser outlier, o vértice

precisa ser inicialmente classificado e ndo pertencer a nenhum grupo de sua classe.
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4.4 Algoritmo final

Apo6s a implementagdo de todos os passos anteriores, o algoritmo que descreve a
heuristica gulosa para o problema CG representa a composicao de todas as etapas anteriores
adicionando-se um teste simples, através do qual verificamos se o ntimero de outliers gerados €
maior do que o niimero de vértices do menor conjunto Vp ou Vg. Caso seja confirmado que o
ndmero de outliers € maior do que a cardinalidade do menor conjunto, a solucio dada € a trivial,
em que o menor conjunto € atualizado como um conjunto composto completamente de outliers.

O pseudo-cddigo da heuristica gulosa € apresentado no Apéndice 8:

4.5 Experimentos computacionais e avaliacio

Implementada a heuristica gulosa descrita na sec¢do anterior, realizamos
experimentos computacionais com um grande nimero de instancias geradas aleatoriamente e
algumas instancias realistas de aplicacOes praticas.

Para cada instancia testada, analisamos o valor da solug¢do obtida pela heuristica
gulosa, o tempo de execugdo e a acurdcia. A andlise € feita através da avaliacdo do comportamento
da heuristica quando se altera os parimetros de nimero de grupos permitidos |Cp| = Lp e

|Cr| = Lg.
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5 RESULTADOS

Nesta secao, faz-se um relato detalhado do que se obteve com os experimentos

computacionais.

5.1 Ambiente de testes

Os testes foram realizados em uma maquina virtual com a seguinte configuracao:

CPU Intel Xeon CPU ES5, 2G de memoéria RAM com S.O. Ubuntu 16.04 Xenial.

5.2 Instancias sintéticas Euclidianas

As instdncias sintéticas Euclidianas derivam de instancias geradas para a versao
Euclidiana do problema de classificagdo. Tais instancias foram geradas com o propdsito de
ser linearmente separdveis quando alguns poucos pontos sdo considerados outliers. Para cada
instancia gerada dessa forma, derivam-se outras 10 para o problema CG a seguir: construimos o
grafo de similaridade associado usando a transformacdo definida em Zaki e Jr (2014), em que
cada ponto se torna um vértice. Dessa forma, escolhemos aleatoriamente 30% dos vértices para
se tornarem-se ndo classificados (eles formam o conjunto de valida¢do).

Essa transformacdo do dataset em um grafo € descrito da seguinte forma: cada
vértice i do grafo representa um ponto x; do conjunto de dados da versao Euclidiana. Para criar

as arestas, primeiro calculamos a similaridade entre os pontos. Para isso, utilizamos a funcao de

T
aij:exp{—HXlszH };

onde a férmula ||x; —x;||* = ¥7_, (xi(k) — x;(k))? representa o quadrado da distancia Euclidiana

kernel de Gauss, dada por:

entre os pontos x; e x;. Assim, cada aresta (x;,x;) tem um peso de similaridade a;; correspondente
ao valor de similaridade entre x; e x;. Em seguida, para cada vértice i, foi calculado o vetor g de

vértices mais proximos em termos do valor de similaridade, dado por:
Ng(i) ={j eV |j#i,aij > aiq},

onde a;, representa o valor de similaridade entre i e seu g-€simo vizinho mais proximo (usamos
q = 10% de |V|). Desse modo, uma aresta é adicionada entre os vértices i e j se, e somente se,

ambos, i e j, sdo suficientemente proximos entre si, isto €, j € Nq(i) ei e Nq( J). Finalmente, se
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o resultado for um grafo desconexo, adicionamos as g arestas mais proximas entre cada par de
componente conexa, tornando o grafo igualmente conexo. Na Figura 4 temos a ilustracao de
uma instancia Euclidiana que, transformada em grafo com o procedimento descrito, torna-se

uma instancia sintética Euclidiana.

Figura 4 — Exemplo de instancia Euclidiana

. ew - ® e

Fonte: Elaborada pelo Autor

5.3 Instancias realistas

As instdncias realistas derivam-se de instancias da versdo Euclidiana de um conjunto
de dados realistas da doenca de Parkinson (LITTLE et al., 2007), os quais sdo encontrados em
<https://archive.ics.uci.edu/ml/datasets.html>. Nesse conjunto de dados, cada ponto fornece
informacdes de pacientes utilizadas na preven¢do de novos diagndsticos da doenca de Parkinson.
O conjunto de dados é composto por 195 pontos, cada um deles contendo informagdes de
medicao de voz biomédica de uma pessoa divididas em 22 atributos. Entre esses 195 pontos, 48
pontos estio relacionados a pessoas sauddveis e 147 a pessoas com doenca de Parkinson. E a

transformacgdo dos dados para grafo é feita de maneira similar a apresentada para as instancias

sintéticas Euclidianas.

5.4 Instancias sintéticas de grafo

Nos testes posteriores, utilizou-se uma nova leva de instancias, chamadas de
sintéticas de grafo, desta vez variando o nimero de vértices do grafo de 100 até 1000. Essas
instancias foram modeladas de modo a simular o padrdo geodésico e aproveitar a0 maximo a
heuristica proposta pelo presente trabalho, sendo expressas de uma maneira um pouco diferente

daquelas utilizadas preliminarmente.
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Para a criacdo de uma instancia sintética de grafo de dimensdo 3, gera-se
aleatoriamente trés componentes conexas para cada classe, azul e vermelha, cada componente
com a mesma quantidade de vértices |V|/6 (se sobrar vértices eles sdo colocados na tdltima
componente). A primeira componente azul é ligada com a primeira componente vermelha
através de apenas uma aresta (u,v). A primeira componente vermelha também se liga através de
uma Unica aresta com a segunda componente azul e assim se segue como ilustrado na Figura 5.
Observe que é sempre o mesmo vértice que faz a ligagdo de uma componente com suas
componentes vizinhas de classes opostas. Além disso, a primeira componente azul ndo se liga a
dltima componente vermelha. Por fim, sao escolhidos 30% dos vértices, que passardo a ser nao
classificados, compondo o conjunto de validacao.

Figura 5 — Exemplo de grafo de similaridade onde os vértices quadrados vermelhos sdao os

vértices de Vg e os vértices circulares azuis sao os vértices de Vp e os demais vértices
circulares triangulares brancos sdo vértices de Vy.

Fonte: Elaborada pelo Autor

5.5 Resultados constatados

A seguir sdo apresentadas as tabelas contendo os resultados obtidos:
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Quadro 2 — Tabelas demonstrando o tempo de execucdo para as Instancias sintéticas de grafos.

| nome da instancia | Gkl

| | ! | 2 |3 | 4 B

| synthenticGraph_v100_d11_13_br70-1 | 0.081526 | 0.050697 | 0.032301 | 0.048545 | 0.036645

| synthenticGraph_v200_d11_13_br70-1 | 1.7649 | 1.1051 | 0.7423 | 0.74525 | 0.61962

|
|
|
|
| synthenticGraph_v300_d11_13_br70-1 | 4.8822 | 4.1542 | 2.8371 | 33354 | 25732 |
|
|
|

| synthenticGraph_v400_d11_13_br70-1 | 15467 | 1943 | 15572 | 13.889 | 10.661
| synthenticGraph_v500_d11_I3_br70-1 | 49.267 | 59.737 | 58.813 | 46.24 | 44.462
| synthenticGraph_v1000_d11_13_br70-1 | Null | Null | Null | Null | Null

Fonte: Elaborada pelo Autor

Quadro 3 — Tabelas demonstrando a acuracia para as Instancias sintéticas de grafos.

| nome da instancia | Gkl |

| [t 12 13 T4 [5 |

| synthenticGraph_v100_d11_13_br70-1 | 86.67 | 86.67 | 90.00 | 86.67 | 86.67 |

| synthenticGraph_v200_d11_13_br70-1 | 95.00 | 95.00 | 95.00 | 95.00 | 95.00 |

| synthenticGraph_v300_d11_13_br70-1 | 88.89 | 88.89 | 88.89 | 88.89 | 88.89 |

| synthenticGraph_v400_d11_13_br70-1 | 88.33 | 89.17 | 89.17 | 89.17 | 89.17 |

| synthenticGraph_v500_d11_13_br70-1 | 91.33 | 91.33 | 90.67 | 73.33 | 73.33 |

| synthenticGraph_v1000_d11_13_br70-1 | Null | Null | Null | Null | Null |

Fonte: Elaborada pelo Autor

Quadro 4 — Tabelas demonstrando o valor-solucao para as Instancias sintéticas de grafos.

‘ nome da instancia ‘ |Cr| ‘ OPT
| 12 3[4 |5 |

‘ synthenticGraph_v100_d11_13_br70-1 ‘ 31 ‘ 20 ‘ 9 ‘ 17 ‘ 14 ‘ 6

| synthenticGraph_v200_d11_13_br70-1 | 68 | 68 |62 |57 |51 |13

| synthenticGraph_v300_d11_13_br70-1 | 99 |76 |76 |76 |76 |

| synthenticGraph_v400_d11_13_br70-1 | 136 | 136 | 136 | 136 | 136 | 26

| synthenticGraph_v500_d11_13_br70-1 | 173 | 173 | 173 | 173 | 173 | 33
| synthenticGraph_v1000_d11_13_br70-1 | Null | Null | Null | Null | Null | 66

|
|
|
|
20 |
|
|
|

Fonte: Elaborada pelo Autor
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Quadro 5 — Tabelas demonstrando o tempo de execugao para as Instancias sintéticas Euclidianas.

nome da instancia |Cr|
1 5 10 20 30

syntheticDim2_v104_d7_11_br70-1 0.087714 | 0.070392 | 0.091582 | 0.050397 | 0.014237
syntheticDim2_v104_d7_I1_br70-2 0.070761 | 0.074461 | 0.1009 0.056555 | 0.027574
syntheticDim2_v104_d7_11_br70-3 0.1411 0.079228 | 0.048865 | 0.021785 | 0.020112
syntheticDim2_v104_d7_11_br70-4 0.12068 0.1067 0.067653 | 0.022362 | 0.008561
syntheticDim2_v104_d7_I1_br70-5 0.095585 | 0.11209 0.083741 | 0.021436 | 0.009221
syntheticDim2_v104_d7_I1_br70-6 0.10003 0.094891 | 0.053598 | 0.014845 | 0.009086
syntheticDim2_v104_d7_I1_br70-7 0.092823 | 0.080754 | 0.04992 0.028147 | 0.037774
syntheticDim2_v104_d7_11_br70-8 0.055474 | 0.056935 | 0.086447 | 0.021876 | 0.018401
syntheticDim2_v104_d7_11_br70-9 0.097811 | 0.093824 | 0.053186 | 0.027971 | 0.014381
syntheticDim2_v104_d7_11_br70-10 | 0.12305 0.084024 | 0.084095 | 0.01989 0.00932

Fonte: Elaborada pelo Autor

Quadro 6 — Tabelas demonstrando a acurdcia para as Instancias sintéticas Euclidianas.

nome da instancia |Ck|
1 5 10 20 30

syntheticDim2_v104_d7_11_br70-1 45.16 | 45.16 | 45.16 | 45.16 | 51.61
syntheticDim2_v104_d7_11_br70-2 51.61 | 51.61 | 51.61 | 51.61 | 90.32
syntheticDim2_v104_d7_11_br70-3 54.84 | 54.84 | 58.06 | 93.55 | 93.55
syntheticDim2_v104_d7_11_br70-4 38.71 | 38.71 | 38.71 | 38.71 | 45.16
syntheticDim2_v104_d7_11_br70-5 48.39 | 48.39 | 48.39 | 61.29 | 96.77
syntheticDim2_v104_d7_11_br70-6 51.61 | 51.61 | 51.61 | 77.42 | 90.32
syntheticDim2_v104_d7_11_br70-7 45.16 | 45.16 | 45.16 | 45.16 | 64.52
syntheticDim2_v104_d7_11_br70-8 3548 | 3548 | 3548 | 35.48 | 61.29
syntheticDim2_v104_d7_11_br70-9 45.16 | 45.16 | 45.16 | 45.16 | 96.77
syntheticDim2_v104_d7_11_br70-10 | 61.29 | 61.29 | 61.29 | 90.32 | 90.32

Fonte: Elaborada pelo Autor

Quadro 7 — Tabelas demonstrando o valor-solucao para as Instancias sintéticas Euclidianas.

| nome da instancia | 1G] ‘
\ |1 |5 [10]20] 30|
| syntheticDim2_v104_d7_11_br70-1 | 33 | 33 | 33 | 33 | 22 |
| syntheticDim2_v104_d7_11_br70-2 | 35 | 35 | 35 | 35 | 4 |
| syntheticDim2_v104_d7_11_br70-3 | 36 | 36 | 26 | 19 | 4 |
| syntheticDim2_v104_d7_I1_br70-4 | 31 | 31 | 31 | 31 | 21 |
| syntheticDim2_v104_d7_11_br70-5 | 34 | 34 | 34 | 27 | 5 |
| syntheticDim2_v104_d7_11_br70-6 | 36 | 36 | 36 | 9 | 4 |
| syntheticDim2_v104_d7_11_br70-7 | 33 | 33 | 33 | 33 | 26 |
‘ syntheticDim2_v104_d7_11_br70-8 ‘ 30 ‘ 30 ‘ 30 ‘ 30 ‘ 14 ‘
| syntheticDim2_v104_d7_11_br70-9 | 33 | 33 | 33 | 33 | 7 |
| syntheticDim2_v104_d7_11_br70-10 | 33 | 33 | 33 | 3 | 3 |

Fonte: Elaborada pelo Autor
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Quadro 8 — Tabelas demonstrando o tempo de execucdo para as Instancias reais de Parkinson.

‘ nome da instincia

| 1G] \

| 1 | 10 | 20 | 30 | 50 \

| parkinsons_v195_d5_11_br70-1

| 0.8477 | 1.092 | 0.77804 | 0.26305 | 0.31261 |

| parkinsons_v195_d5_11_br70-2

| 14015 | 1.3869 | 0.74755 | 0.27788 | 0.17168 |

| parkinsons_v195_d5_l11_br70-3

| 0.82322 | 1.0735 | 0.95872 | 0.21336 | 0.31554 |

| parkinsons_v195_d5_11_br70-4

| 07301 | 1.0228 | 0.49161 | 0.27904 | 0.20022 |

| parkinsons_v195_d5_11_br70-5

| 0.68624 | 1.2789 | 0.60959 | 0.29779 | 0.26347 |

| parkinsons_v195_d5_11_br70-6

| 059624 | 1.3298 | 0.5976 | 0.50423 | 0.24798 |

‘ parkinsons_v195_d5_11_br70-7

| 079593 | 1.2732 | 0.7605 | 0.3998 | 0.19153 |

| parkinsons_v195_d5_11_br70-8

| 0.91253 | 0.98816 | 0.78604 | 0.31154 | 0.21312 |

| parkinsons_v195_d5_11_br70-9

| 38 | 1.574 | 0.71618 | 0.47334 | 0.20153 |

| parkinsons_v195_d5_11_br70-10 | 0.84743 | 1.3804 | 0.89548 | 0.31529 | 0.2023 |

Fonte: Elaborada pelo Autor

Quadro 9 — Tabelas demonstrando a acurécia para as Instancias reais de Parkinson.

| nome da instancia

| 1G] \

| 1 |10 |20 |30 |50 |

| parkinsons_v195_d5_11_br70-1

| 86.21 | 22.41 | 2241 | 86.21 | 86.21 |

| parkinsons_v195_d5_11_br70-2

| 68.97 | 68.97 | 43.10 | 68.97 | 68.97 |

| parkinsons_v195_d5_11_br70-3

| 77.59 | 77.59 | 32.76 | 77.59 | 77.59 |

‘ parkinsons_v195_d5_11_br70-4

| 70.69 | 70.69 | 70.69 | 70.69 | 70.69 |

‘ parkinsons_v195_d5_11_br70-5

| 87.93 | 86.21 | 32.76 | 74.14 | 74.14 |

‘ parkinsons_v195_d5_11_br70-6

| 75.86 | 75.86 | 75.86 | 75.86 | 75.86 |

| parkinsons_v195_d5_11_br70-7

| 79.31 | 27.59 | 25.86 | 79.31 | 79.31 |

| parkinsons_v195_d5_11_br70-8

| 75.86 | 75.86 | 32.76 | 75.86 | 75.86 |

| parkinsons_v195_d5_11_br70-9

| 82.76 | 82.76 | 29.31 | 82.76 | 82.76 |

| parkinsons_v195_d5_11_br70-10 | 75.86 | 27.59 | 27.59 | 75.86 | 75.86 |

Fonte: Elaborada pelo Autor
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Quadro 10 — Tabelas demonstrando o valor-solugdo para as instancias realistas de Parkinson.

| nome da instancia | 1G] ‘
\ |1 ] 10|20 |30 ] 50|
| parkinsons_v195_d5_11_br70-1 | 40 | 40 | 40 | 40 | 40 |
| parkinsons_v195_d5_11_br70-2 | 30 | 30 | 30 | 29 | 29 |
| parkinsons_v195_d5_11_br70-3 | 35 | 35 | 35 | 35 | 35 |
| parkinsons_v195_d5_11_br70-4 | 31 | 31 | 31 | 31 | 34 |
| parkinsons_v195_d5_11_br70-5 | 33 | 33 | 33 | 33 | 33 |
| parkinsons_v195_d5_11_br70-6 | 34 | 34 | 34 | 34 | 34 |
‘ parkinsons_v195_d5_11_br70-7 ‘ 35 ‘ 35 ‘ 35 ‘ 34 ‘ 34 ‘
| parkinsons_v195_d5_11_br70-8 | 34 | 34 | 34 | 34 | 34 |
| parkinsons_v195_d5_11_br70-9 | 38 | 38 | 38 | 38 | 38 |
| parkinsons_v195_d5_11_br70-10 | 34 | 34 | 34 | 34 | 34 |

Fonte: Elaborada pelo Autor

5.6 Analises dos resultados

Ap6s a realizacdo dos testes, decidiu-se compara-los de trés maneiras distintas: por
tempo, pelo valor da solugdo e pela acurdcia, sempre levando em consideracio os nimeros de

grupos em Cp e Cg. Essas comparagdes sao mostradas abaixo:

5.6.1 Por tempo

Na avalia¢do de tempo de execucdo, analisamos a variagdo de tempo para cada
instancia de teste conforme fosse alterado o nimero de grupos de Cp € Cg. Com isso, podemos
notar, em geral, uma considerdvel diminui¢do de tempo de execucdo em todas as instancias,
conforme fosse aumentado o nimero de grupos. Em alguns casos, a diminui¢cdo de tempo chegou
a superar 50%. Ocorreram também casos em que o tempo sofreu um leve aumento inferior a
20%; nesses casos, a0 aumentar-se novamente o valor do nimero de grupos, o tempo voltou
a baixar, com excecao da instancia sintética de grafos para 1000 vértices cujo algoritmo nao
conseguiu terminar a execuc¢ao. Podemos verificar que o tempo de execucao € bastante baixo,
visto que se demora apenas alguns segundos para instancias de tamanho médio. Logo, analisando
o parametro de tempo de execuc¢do podemos concluir que nossa heuristica obtém resultados

satisfatorios.
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5.6.2 Acurdcia

Na avaliagdo da acuricia, analisamos a quantidade de predi¢des corretas dentro
do conjunto de validac¢do de cada instancia. Para isso, mostramos o cdlculo de quantidade de
predi¢cdes corretas por tamanho do conjunto de valida¢do, dado em porcentagem. Verificamos
que para as instancias sintéticas Euclidianas, a heuristica apresentou uma acuricia com valor
baixo. Isso indica possivelmente que tais instancias ndo possuiam um padrao que poderia ser
expresso por convexidade geodésica. Ja para as instancias de Parkinson, mesmo com um nimero
baixo de grupos permitidos, constataram-se bons valores de acurédcia, o que demonstra um
potencial da abordagem geodésica em grafos para classificagdo em instancias reais. Finalmente,
para as instancias sintéticas de grafo, podemos constatar o que poderiamos prever: os melhores
resultados sdo alcangados quando se tem |Cp| = |Cg| = 3 jd que as instancias geradas foram feitas
para simular o padrao geodésico onde as amostras poderiam ser separados em trés componentes

convexas de cada classe.

5.6.3 Valor da solucdo

Na anélise do valor da solu¢do (nimero de outliers), conseguimos verificar que
quanto maior o nimero de grupos permitidos, menor o nimero de outliers na solug¢do retornada
pela heuristica, como esperado. Porém, isso ndo acontece sempre nas instancias sintéticas de
grafo devido a heuristica gulosa fazer uso de todos os grupos permitidos, mesmo que ndo seja a
melhor opcdo. Podemos notar também que a variacdo do valor de solucdo nas instancias realistas
de Parkinson € muito pequena, mesmo para uma grande quantidade de grupos. Isso mostra
uma evidéncia de que para tais instincias, o numero de outliers 6timo estd proximo do valor da

solugdo retornada pela heuristica gulosa, demonstrando que ela traz resultados satisfatorios.
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho, apresentamos uma heuristica gulosa e realizamos testes
computacionais para avaliar sua performance. Ap6s todos os testes e andlises foi concluido que
a heuristica proposta € promissora e traz resultados satisfatérios para instancias de pequeno e
médio porte. Porém, a mesma ainda necessita de muitas melhorias, principalmente por conta de
sua simplicidade. Pelos experimentos, temos evidéncias de que o problema se mostra dificil até
para a obten¢@o de uma simples solu¢@o vidvel melhor que a solugdo trivial, como foi visto nos
testes que para muitas instancias o nimero de grupos impactava diretamente no tempo, mas nao
muito no valor da solucdo. Vale ressaltar que mesmo nio sendo indicada para instancias muito
grandes no quesito valor solugdo, para o quesito tempo de execucao, a heuristica pode vir a ser
uma Otima alternativa. Além disso, a acurdcia da abordagem geodésica e sua implementacao
heuristicamente através da heuristica gulosa deste trabalho se mostrou bastante promissora e
incentiva o estudo e aprofundamento de tais ideias em outros contextos.

Como trabalhos futuros, podemos citar o melhoramento da heuristica gulosa proposta
por este trabalho, a elaborac@o de novas heuristicas tomando as ideias apresentadas aqui como
base e a aplicacdo das solucdes retornadas em meta-heuristicas a fim de obter solucdes ainda

melhores.
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APENDICE A: DIVISAO 1

Algoritmo 1: Algoritmo de divisao 1

1 inicio

2

3

4

10

fim

para cada i € Vpg faca

fim

if i € Vp then

Coloca i no proximo grupo da classe Azul. Caso ja esteja no ultimo grupo azul,

volte para o primeiro.
end

if i € Vi then

Coloca i no préximo grupo da classe Vermelha. Caso j4 esteja no ultimo grupo

vermelho, volte para o primeiro.
end

Fonte: Elaborada pelo Autor.
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APENDICE B: DIVISAO 2

Algoritmo 2: Algoritmo de divisao 2

1 inicio

2 para cada i € Vpg faca

3 if i ndo estd em nenhum grupo ainda then

4 Gera-se a vizinhanga de i em relagdo a distancia de forma crescente;

5 Para um grupo vazio da classe de i, coloca-se i e os vértices mais proximos a i
que ainda ndo estiverem em nenhum grupo e que possuem a mesma classe até
completar a quantidade |Vi(;)|/|Ck | -;

6 end

7 fim

8 fim

Fonte: Elaborada pelo Autor.



APENDICE C: RESTRICOES 3 E 4
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Algoritmo 3: Algoritmo para as restricoes 3 e 4

1 inicio

2 para cada i € Vpg faca

3 if i € H[Ap] para algum k' € Cg(; then

4 remover i do grupo de sua classe a qual pertence;
5 recalcular o fecho convexo do grupo Ay/;

6 end

7 fim

8 fim

Fonte: Elaborada pelo Autor.
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APENDICE C: RESTRICAO 5

Algoritmo 4: Algoritmo para a restri¢do 5

1 inicio

2 para cada i € Vy faca

3 if i € H[A})NH[Ay] paraum k € Cg e um k' € Cg then

4 remover um vértice v do grupo de menor cardinalidade entre Ay e Ay/;
5 recalcular o fecho convexo do grupo modificado;

6 end

7 fim

8 fim

Fonte: Elaborada pelo Autor.



APENDICE E: HEURISTICA
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Algoritmo 5: Algoritmo final da heuristica gulosa

1 inicio

2 Alocar os vértices de Vg nos grupos de maneira uniforme;
3 Satisfazer restricdes do tipo 3 e 4;

4 Satisfazer restri¢des do tipo 5;

5 Calcular o nimero de outliers;

6 if niimero de outliers é menor que min{|Vp|,|Vg|} then
7 ‘ retorna o numero de outliers;

8 else

9 ‘ retorna a solucao trivial;

10 end

1 fim

Fonte: Elaborada pelo Autor.



