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sidade Federal do Ceará, como requisito parcial

para a obtenção do T́ıtulo de Mestre em F́ısica.
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todos os ensinamentos e esforços que me proporcionaram, isso me transformou na pessoa

que eu sou hoje, sou grato a Deus por suas vidas. Amo vocês!

À minha querida, Ruth Helena S. Soares, gostaria de expressar meus sinceros agradeci-

mentos por seu amor, apoio e compreensão nos momentos que precisei.

Ao professor Dr. Carlos Alberto Santos de Almeida, gostaria de expressar minha sincera

gratidão, por ter aceitado esse desafio de me orientar nesse trabalho, pelo apoio cont́ınuo

nessa jornada, por sua amizade, paciência, motivação, entusiasmo e conhecimento. Por fim,

agradeço pela orientação impecável e pelas excelentes discussões e compromisso que levaram

ao enriquecimento e aprimoramento do trabalho.
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maneira, contribúıram para a construção e desenvolvimento dessa dissertação. Em especial,

agradeço aos amigos Allan Raniere, Débora Gomes, Michelângelo Frost, Adevaldo Gonçalves,

Matheus Nilton, Jefferson Mendes e Leandro Lessa pelas conversas e pelos momentos de

distrações vividos nas horas dif́ıcies do curso.
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graduação, que foi fundamental para que eu abrisse meus olhos de como é a f́ısica, isto me
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Resumo

Nesse trabalho, temos como objetivo estudar as soluções tipo compacton no modelo sigma

não-linear, em espećıfico, voltaremos a nossa atenção ao estudo do modelo sigma O(3) com

o campo de gauge governado pelo termo de Chern-Simons e sujeito ao potencial de Higgs e

a um potencial hiberbólico tipo Higgs. A escolha desses modelos deve-se ao fato de que em

ambos os casos, com acoplamentos mı́nimo, os modelos apresentam soluções tipo kink. Dessa

forma, motivados por alguns trabalhos recentes da literatura, buscamos uma generalização

do modelo para levar as soluções solitônicas tipo kink em soluções tipo compacton. No caso

do modelo com acoplamento mı́nimo e com campo de gauge governado pelo termo de Chern-

Simons, observamos que o modelo admite tanto soluções topológicas quanto não-topológica

para uma escolha espećıfica do comportamento assintótico do campo de gauge. Por fim,

notamos que em ambos os casos, os sólitons topológicos são infinitamente degenerados em

qualquer setor.

Palavras-chave: Modelo Sigma, Compacton, Termo de Chern-Simons, Acoplamento mı́-

nimo.



Abstract

In this work, our main purpose is studying compacton-like solutions in the non-linear

sigma model, in particular, the sigma-O(3) model with the gauge field governed by the

Chern-Simons term. The choice of these models is due to the fact that in both cases, with

the minimal coupling, the models present kink-like solutions. In this way, motivated by some

recent works of the literature, we seek a generalization of the model to transform the kink-like

solutions in compacton-like solutions. In the case of the model with minimal coupling and

the gauge field governed by the Chern-Simons term, we observed that the model admits both

topological and non-topological solutions for a specific choice of the asymptotic behavior of

the gauge field. To finish, we observe that in this case the topological solitons are infinitely

degenerate in any sector.

Keywords: Sigma Model, Compacton, Chern-Simons Term, Minimal coupling.
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6.5 Sólitons não-topológicos para o modelo sigma O(3) com termo de Maxwell-

Chern-Simons para diversos valores de gc, ou seja, gc = −0.025 (linha traço-

pontilhado), −0.02 (linha traço-longo), −0.015 (linha tracejada) e−0.01 (linha

sólida). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
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Caṕıtulo 1

Introdução

Nas últimas décadas os avanços nas áreas de modelos topológicos e geometria têm se

tornado importante para diversos pesquisadores, dentre eles, os f́ısicos teóricos que atuam

na área. O desenvolvimento de pesquisas na área de topologia levaram ao surgimento de

novas teorias, por exemplo, teoria de campos topológica e teoria de cordas topológicas. A

motivação para o estudo desse tipo de teoria vai além de argumentos matemáticos, do ponto

de vista f́ısico, essas teorias se tornam mais atrativas e interessantes por proporcionarem

argumentos topológicos que tornam as soluções de determinados modelos mais simples.

A descrição de fenômenos como o efeito Hall quântico fracionário e a supercondutividade

em altas temperaturas estão estritamente relacionada ao estudo de sistemas planares em

f́ısica de matéria condensada e teoria de campos [1, 2]. Além dessas motivações, o crescente

interesse no assunto, deve-se, ainda, ao fato que os sistemas em (2 + 1)D apresentam uma

caracteŕıstica sui generis, ou seja, a possibilidade de ter spin, em pŕıncipio, arbitrário [3].

Isso em prinćıpio, faz oposição aos modelos de três dimensões espaciais, em que o spin deve

ser inteiro ou semi-inteiro [4]. Essa caracteŕıstica se deve ao fato de que em duas dimensões

espaciais o grupo de rotações é abeliano [5].

Uma caracteŕıstica importante do estudo de modelos bidimensionais em teoria de campos

de (2+1)D é a existência de soluções tipo onda solitária, ou seja, soluções tipo sólitons [6]. Os

sólitons em duas dimensões e multidimensionais são objetos de intensa pesquisa e crescente

interesse, tanto por motivos fundamentais quanto por aplicabilidade. Em (1 + 1)D, a teoria

de sóliton repousa sobre a teoria das equações que são completamente integráveis através

do método de transformação de dispersão inversa. A mais comum e mais importante dessas

equações é a equação não-linear de Schrödinger. Em dimensões mais altas, como por exemplo,

(2 + 1)D as equações completamente integráveis são raras [7].

Uma aplicação de soluções tipo sólitons pode ser vista quando, por exemplo, uma fonte

1
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de luz é focada em um guia de ondas, a propagação linear ao longo da guia de onda resulta

em encapsulamento para locais adjacentes [8], exibindo, assim, um padrão de difração carac-

teŕıstico com intensidade concentrada principalmente em determinados pontos. Para uma

não-linearidade suficientemente alta, uma auto-focalização equilibra este efeito, levando a

uma rede de sóliton [9, 10, 11].

Em 1993, os compactons foram definidos como sólitons de comprimento de onda finito

[12], e até agora têm sido objeto de vários estudos, já que modelos contendo defeitos topoló-

gicos foram usados para representar part́ıculas e objetos cosmológicos, como cordas cósmicas

[13]. Um arranjo particular de part́ıculas pode ser representado como um grupo de com-

pactons e, neste caso, não teremos o problema de sobreposição de part́ıculas, ou defeitos

[14]. Outra razão para o crescente interesse no estudo de estruturas compactas são os vór-

tices compactos e skyrmions que estão intrinsecamente conectados com os recentes avanços

na miniaturização de material em escala nanométrica para aplicações spintrônicas [15, 16].

Além disso, as propriedades das paredes de domı́nio magnético tipo compactons quânticos

foram estudadas por Bazeia & Vassilevich [17]. Caracteŕısticas de modelos compactons em

temperatura finita, por exemplo, o estudo de como os efeitos das correções de um loop

dependentes da temperatura contribuem para o potencial efetivo da teoria foram descober-

tos em [18]. Aplicações de compactons em contextos de mundos branas também aparecem

frequentemente em algumas referências [19, 20, 21, 22, 23].

O interesse no estudo dos modelos sigmas, em particular, o modelo sigma não-linear O(3)

é devido às suas contribuição na descrição do ferromagnetismo de Heisenberg [24]. O modelo

sigma O(3) em (2 + 1)D é exatamente integrável no limite Bogomol’nyi [25]. A estabilidade

destas soluções de sóliton é garantida por argumentos topológicos [25, 26]. No entanto, os

sólitons neste modelo, pode ser expresso em termos de funções que são invariantes de escala.

Devido a esta invariância, o tamanho desses sólitons podem mudar arbitrariamente durante

a evolução do tempo sem modificar a energia destes [6, 25].

Em prinćıpio, existem vária maneiras de quebrar a invariância da escala deste modelo

[27, 28], a construção de Q-lumps é um exemplo onde a invariância de escala é quebrada,

incluindo um espećıfico termo de potencial no modelo sigma [28]. Assim, o colapso do

tamanho do sóliton neste modelo é impedido, fazendo uma rotação no espaço interno das

variáveis de campo. Estes sólitons de energia finita são necessariamente dependentes do

tempo com uma velocidade angular constante [6].

Atualmente, existem muitos trabalhos na literatura onde os autores tratam o campo

escalar interagindo com o campo de gauge [6, 29, 47]. Basicamente, a diferença desses

trabalhos está na escolha do termo que descreve a dinâmica do campo de calibre. Por
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exemplo, ao utilizarmos o termo de Maxwell, pode-se encontrar as soluções conhecidas como

vórtices, esses objetos apresentam algumas propriedades como a carga elétrica associada

ao fluxo magnético, dentre outras [30]. Outra possibilidade está no campo de gauge ser

governado pelo termo de Chern-Simons, nesse caso o termo de Chern-Simons dá origem a

uma quantização do fluxo magnético do sistema, é válido observar que essa quantização se dá

a ńıvel clássico, sendo devido unicamente ao caráter topológico do modelo [29]. É posśıvel,

ainda, combinar os termos de Maxwell e Chern-Simons, nesse caso, temos também soluções

solitônicas. Essas soluções foram bem discutidas por Lee et al. em 1990 [31].

Nesta dissertação, temos como objetivo o estudo de soluções do tipo compacton no mo-

delo sigma O(3). Para isto, no segundo caṕıtulo apresentamos alguns aspectos da teoria

clássica de campos, ou seja, iniciamos discutindo sobre a Lagrangiana em teoria de campos

e as invariâncias no espaço Euclidiano e de Minkowski, em seguida, enunciaremos o famoso

teorema de Noether e finalizamos discutindo sobre a quebra espontânea de simetria.

No terceiro caṕıtulo, buscaremos dissertar sobre a teoria dos sólitons de dimensão (1+1).

Para isto, iniciaremos apresentando alguns conceitos básicos sobre as soluções solitônica

estáticas e algumas propriedades intŕınsecas dessas soluções.

Em seguida, apresentamos um caṕıtulo de aplicação e motivação para o estudo de soluções

tipo compacton, nesse caṕıtulo discutimos as soluções solitônicas tipo compacton da equação

de Korteweg-de Vries (KdV). No caṕıtulo seguinte, iniciamos uma discussão sobre as soluções

de energia localizada do modelo sigma O(3). Por fim, investigamos as soluções do modelo

para um campo de gauge governado por Chern-Simons, em seguida, discutiremos o caso do

campo de gauge governado pelo termo de Maxwell-Chern-Simons.



Caṕıtulo 2

Aspectos da Teoria Clássica de

Campos

Nesse caṕıtulo, dissertaremos sobre os três conceitos chaves necessários para a elaboração

desse trabalho. Inicialmente, iremos discutir sobre a Lagrangiana em teoria de Campos e

as invariâncias no espaço Euclidiano e de Minkowski, em seguida, enuciaremos o famoso

teorema de Noether e finalizamos discutindo sobre a quebra espontânea de simetria.

2.1 A Lagrangiana

A Lagrangiana clássica em teoria de campos preocupa-se com a dinâmica de um ou mais

campos definido ao longo de um espaço e evoluindo no tempo [32].

Considerando por suposição um espaço Rd, então, o espaço-tempo R×Rd. A coordenadas

da posição são x = (t, x), onde temos que x0 = t [33]. O campo mais simples é um campo

escalar φ, uma função em R× Rd, denotada localmente por φ(t, x) [26].

O tipo mais simples de uma Lagrangiana:

L =

∫
ddx

[
1

2
(∂0φ)2 − 1

2
∇φ · ∇φ− U(φ)

]
, (2.1)

com a densidade Lagrangiana sendo o integrando da expressão acima. A densidade Lagrangi-

ana é uma quantidade local que depende isotrópicamente de ∇φ, o potencial U(φ) é alguma

função de φ.

Há uma divisão dessa Lagrangiana em energia cinética e energia potencial, L = T − V

4
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[32]. Assim, a energia cinética do campo é:

T =

∫
1

2
(∂0φ)2 ddx, (2.2)

e a energia potencial:

V =

∫ (
1

2
∇φ · ∇φ+ U(φ)

)
ddx. (2.3)

Note que a energia potencial é definida para o campo em um dado tempo, e ela possui,

portanto, contribuições de ∇φ e U(φ). É válido ressaltar que o termo ∇φ · ∇φ dá origem à

energia gradiente.

Para a teoria de Campos definida em R × Rd devemos sempre insistir na invariância

Euclidiana em Rd, invariância de translação temporal. O grupo Euclidiano E(d) combina

translações espaciais e rotações. A simetria translacional é assegurada se não houver de-

pendência expĺıcita x na Lagrangiana e a integração sob todo espaço for constante. Para

uma invariância por rotação, é necessário uma combinação dos termos de gradientes em um

escalar [26].

Uma generalização aceitável de (2.1) deve envolver os termos de energia cinética∫
(∇φ · ∇φ)(∂0φ)2 ddx. (2.4)

Termos similar a esse aparece no modelo de Skyrme [34]. Termos lineares em ∂0φ são

também posśıveis, mas não devemos ter termos de derivada total no tempo. Uma das mais

simples possibilidades ocorrem em uma teoria com dois campos φ1 e φ2, onde o termo cinético

poderia incluir ∫
(φ1∂0φ2 − φ2∂0φ1) d

dx. (2.5)

A energia potencial poderia incluir mais termos, tipo:∫
(∇φ · ∇φ)2 ddx (2.6)

ou ∫
W (φ)∇φ · ∇φ ddx (2.7)

para alguma função W positiva.

A teoria de campos com a Lagrangiana (2.1) possui mais que uma simetria Euclidiana

E(d), devido a derivada no espaço e no tempo de φ aparecerem na forma quadrática e com um

sinal de menos relativo, a teoria é invariante de Lorentz. A invariância de Lorentz permite,
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portanto, a adição em (2.1) da forma:∫
W (φ)[(∂0φ)2 −∇φ · ∇φ] ddx (2.8)

a invariância de Lorentz é fundamental para teorias que buscam descrever part́ıculas elemen-

tares no espaço-tempo de Minkowski R× Rd.

Em teorias invariantes de Lorentz é conveniente condensar a notação, assim assumimos

que:

∂µφ∂
µφ ≡ (∂0φ)2 −∇φ · ∇φ (2.9)

onde os ı́ndices gregos µ varia de 0 à d em um espaço-tempo de (d + 1)-dimensão com

assinatura métrica gµν = (1,−1, ...,−1).

A ação associada com uma densidade Lagrangiana L(∂0φ,∇φ, φ) é

S =

∫ t2

t1

L dt =

∫ t2

t1

∫
L(∂0φ,∇φ, φ) ddx dt. (2.10)

Em pŕıncipio, a ação S deve ser estácionária para um dado intervalo do espaço Rd; ou

seja φ(t1, x) = φ(1)(x), φ(t2, x)=φ(1)(x) [32]. Com isto, considerando a variação:

φ(t, x)→ φ(t, x) + δφ(t, x) (2.11)

onde temos que δφ→ 0 conforme |x| → ∞, e δφ = 0 em t1 e t2.

Variando a ação, temos que:

δS =

∫ t2

t1

∫ [
∂L

∂(∂0φ)
∂0δφ+

∂L
∂(∇φ)

· ∇δφ+
∂L
∂φ

δφ

]
ddx dt (2.12)

Por integração por partes em todo o espaço, obtemos facilmente que:

δS =

∫ t2

t1

∫ {[
− ∂0

∂L
∂(∂0φ)

−∇ ·
(

∂L
∂(∇φ)

)
+
∂L
∂φ

]
δφ

}
ddx dt (2.13)

Para δS desaparecer para qualquer δφ, requeremos que:

∂0
∂L

∂(∂0φ)
+∇ ·

(
∂L

∂(∇φ)

)
− ∂L
∂φ

= 0 (2.14)

e esta é a equação que descreve a dinâmica do campo, também conhecida como equação de

Euler-Lagrange.
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Para a Lagrangiana (2.1), a equação de Euler-Lagrange (7.30) reduz-se para:

∂0∂0φ−∇2φ+
dU

dφ
= 0, (2.15)

que é uma equação de onda não linear e invariante de Lorentz.

No caso de um campo estático a Eq. (2.15) reduz-se para:

∇2φ =
dU

dφ
. (2.16)

O formalismo Lagrangiano pode ser facilmente extendido para a teoria de n campos

escalares φ = (φ1, φ2, ..., φn). Com isto, a configuração dinâmica do campo é um mapeamento

φ : R × Rd 7→ Rn [26]. Neste caso, obtemos facilmente que a generalização da equação de

Euler-Lagrange é dada por:

∂0
∂L

∂(∂0φk)
+∇ ·

(
∂L

∂(∇φk)

)
− ∂L
∂φk

= 0, com 1 ≤ k ≤ n. (2.17)

Em prinćıpio, os campos podem ter um caráter tensorial, nesse caso, é requerido a adição

da métrica de Minkowski para produzirmos uma densidade Lagrangiana invariante de Lorentz

[33]. Por fim, pode-se mostrar facilmente que a Eq. (7.30) pode facilmente ser reescrita na

forma covariante [26, 32], a saber:

∂µ
∂L

∂(∂µφk)
− ∂L
∂φk

= 0. (2.18)

2.2 Teorema de Noether em campos clássico

“Se uma Lagrangiana possui uma simetria cont́ınua, então, existe uma corrente associada

com essa simetria que é conservada”, esse é o teorema de Noether [32, 35]. Ou seja, devemos

ter:

∂µJ
µ = ∂0J +∇ · J = 0, (2.19)

com isso, temos que tanto as simetrias internas quando as simetrias do espaço-tempo levam

a algumas leis de conservação [35].

Considerando, inicialmente a simetria interna, ou seja, uma variação infinitesimal de φ

em uma teoria de (d+ 1) dimensão do espaço de Minkowski, dada por:

φ(x) 7→ φ(x) + ε∆φ(x) (2.20)
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com ε sendo um infinitesimal. Essa variação é uma simetria se podemos demonstrar, sem

usar a equação de campos, que a variação correspondente na densidade Lagrangeana é uma

divergencia total da forma:

L(x) 7→ L(x) + ε∂µK
µ(x). (2.21)

com Kµ(x) uma quantidade positiva.

Agora, analisando, a variação expĺıcita de L devido a transformação (2.20), obtemos que:

L(x) 7→ L(x) + ε
∂L

∂(∂µφ)
∂µ(∆φ) + ε

∂L
∂φ

∆φ (2.22)

L(x) = L(x) + ε∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)
∆φ

)
+ ε

(
∂L
∂φ
− ∂µ

∂L
∂(∂µφ)

)
∆φ (2.23)

Substituindo à Eq. (2.18) na expressão (2.23), obtemos, facilmente que:

L(x) = L(x) + ε∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)
∆φ

)
; (2.24)

Com isto, obtemos facilmente que a corrente conservada é:

Jµ =
∂L

∂(∂µφ)
∆φ−Kµ (2.25)

onde temos que a Eq. (2.25) é a conhecida corrente de Noether [26]. Portanto, esse é o

teorema de Noether.

A conservação da corrente de Noether implica na conservação da carga:

Q =

∫
J0 ddx, (2.26)

com Q independente do tempo.

Note que, com o aux́ılio da equação de continuidade, temos que:

dQ

dt
=

∫
∂0J

0 ddx = −
∫
∇ · J ddx =

∮
s

J ds. (2.27)

Assumindo que J→ 0 quando |x| → ∞, então obtemos que:

dQ

dt
= 0. (2.28)

Como um exemplo mais geral, consideramos, agora, uma transformação infinitesimal no
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espaço-tempo [26]. Ou seja,

xµ 7→ xµ + εµ, (2.29)

com ε sendo infinitesimal, para uma Lagrangiana arbitrária que não depende explicitamente

da coordenada do espaço-tempo. Nesse caso, temos que o efeito no campo φ é:

φ(x) 7→ φ(x+ ε) = φ(x) + εν∂νφ(x). (2.30)

O efeito na densidade Lagrangiana é dado por:

L 7→ L+ εν∂µ(δµνL) (2.31)

Desde que o parâmetro infinitesimal εν é um vetor no espaço-tempo, a corrente conservada

é um tensor dada por:

T µν =
∂L

∂(∂µφ)
∂νφ− δµνL (2.32)

onde T µν é o tensor energia-momento e satisfaz a condição:

∂µT
µ
ν = 0. (2.33)

vale ressaltar que existe uma corrente para cada componente do vetor εν .

A carga conservada associada com a simetria de translação temporal é a energia [35]:

E =

∫
T 0

0 d
dx =

∫ [
∂L

∂(∂0φ)
∂0φ− L

]
ddx (2.34)

Por fim, a carga conservada associada com a transação espacial é o vetor momento [26, 35]:

Pi = −
∫
T 0

i d
dx = −

∫
∂L

∂(∂0φ)
∂iφ d

dx. (2.35)

2.3 Vácuo e a quebra espontânea de simetria

Por simplicidade, iniciaremos nossa discussão considerando a existência de n campos

escalares reais, representados por ~φ. Supondo, ainda, que a dinâmica do sistema é descrita

pela densidade Lagrangiana:

L =
1

2
∂µ~φ · ∂µ~φ− V (~φ), (2.36)
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em que temos, V (~φ) sendo um potencial aleatório a ser definido posteriormente [35]. Com

isto, temos que a densidade de energia associada Lagrangeana (2.36) é dada por:

E(φ) =
1

2
∇~φ · ∇~φ+ V (φ). (2.37)

Assim, no estado de menor energia, estado de vácuo, o valor de ~φ é uma constante. Por

simplicidade denotamos, convenientemente, o valor de ~φ como sendo o valor esperado de
~φ, ou seja, 〈~φ〉. Este valor é determinado pelo potencial V (φ), sendo portanto um de seus

mı́nimos absolutos.

Para uma fácil compreensão da quebra espontânea de simetria, tomamos, conveniente-

mente:

V (φ) =
λ

4!
φ4 +

γ2

2!
φ2. (2.38)

com λ positivo e γ2 positivo ou negativo.

Dessa forma, podemos reescrever a Eq. (2.36) como:

L =
1

2
∂µ~φ · ∂µ~φ−

λ

4!
φ4 − γ2

2!
φ2 (2.39)

Notamos, portanto, que a teoria é simétrica sob a transformação:

φ→ −φ. (2.40)

Com isso, analisando gráficamente o comportamento de V (φ), obtemos os resultados

gráficos para γ2 ≥ 0 e γ2 < 0, dado respectivamente pelas figuras (2.1, 2.2).

Γ2 = 0
Γ2 = 1
Γ2 = 2
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20

30

40

50

VHΦL

Fig. 2.1: Plot de V (φ) quando γ2 ≥ 0.
Fonte:O autor.
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Γ2 = -1
Γ2 = -2
Γ2 = -3

-6 -4 -2 2 4 6
Φ

20

40

60

80

100

VHΦL

Fig. 2.2: Plot de V (φ) quando γ2 < 0.
Fonte:O autor.

Nestes casos, concluimos que o vácuo da teoria está inicialmente em 〈φ〉 = 0 e nesse caso

é simétrico sob a transformação (2.40). Para o caso, γ < 0, essa simetria é violada como

apresentado na fig. (2.2).

Tomando, por simplicidade, a redefinição dos parâmetros:

φ2
0 → −

6γ2

λ
, (2.41)

reescrevemos o potencial (2.38) como:

V (φ) =
λ

4!
(φ2 − φ2

0)
2 − λ

4!
φ4
0 (2.42)

onde o termo (λ/4!)φ4
0 é um fator constante.

De (2.42) verificamos que o potencial passa a ter dois mı́nimos, em φ = ±φ0. Portanto,

vemos claramente que o estado de vácuo perdeu a simetria sob a transformação (2.40). Para

o caso cont́ınuo, a quebra de simetria do estado de vácuo pode ser explicada de forma análoga

[35].



Caṕıtulo 3

Modelos Topológicos

Tendo em mente os conceitos básicos da teoria clássica de campos, nesse caṕıtulo, inves-

tigamos a teoria dos sólitons de dimensão (1 + 1). Para isto, buscaremos discutir sobre os

conceitos básicos dos sólitons, as soluções estáticas e algumas propriedades dessas soluções.

3.1 Definição de sóliton

Iniciamos nossa discussão com a teoria clássica de campos escalares no espaço de Min-

kowski. Conforme apresenta-se em teoria quântica de campos (TQC), as soluções clássicas

serão o vácuo para o qual quantizamos nossa teoria [36]. Dessa forma, entenderemos que as

soluções clássicas são um instrumento na compreensão de toda a teoria quântica. Com esta

finalidade, buscamos, agora, estudar as equações de movimento de Euler-Lagrange, a saber:

∂µ
∂L

∂(∂µφ)
− ∂L
∂φ

= 0. (3.1)

As soluções dessa equação pode variar no espaço. Em prinćıpio, para essas soluções possui

importância f́ısica ela deve ter energia finita,

E =

∫
dνxE(x, t) (3.2)

em que E = T 0
0. Além disso, buscamos estados de vácuo que são estáveis no tempo, em vez

de converter para soluções triviais em tempos tardios. Dessa condição, podemos escrever:

lim
t→∞

max
all x
E(x, t) 6= 0 (3.3)

12
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onde esta é uma definição f́ısica de um sóliton.

Isso difere ligeiramente da definição f́ısica que envolve a exigência de que a superposição

de dois sólitons seja um sóliton [25]. Assim, chamamos essas soluções menos restritivas que

satisfazem as condições acima, de ondas solitárias.

Por simplicidade, definimos, portanto, os sólitons como um campo possuindo as seguintes

caracteŕısticas:

(i) Equação de Movimento não linear;

(ii) Evolui no espaço-tempo sem sofrer deformação;

(iii) Mantêm sua forma constante após colidir com o outro.

3.1.1 Modelo λφ4: solução tipo kink

Para estudar os sólitons, ou de forma mais coerente, as ondas solitárias do modelo φ4 1,

consideramos como ponto de partida à densidade Lagrangiana do sistema, a saber:

L =
1

2
∂µφ∂

µφ− 1

4
λφ4. (3.4)

-4 -2 2 4
Φ
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10

15

20

25

VHΦL

Fig. 3.1: Ilustração gráfica do potencial λφ4.
Fonte:O autor.

Com isto, obtemos que a equação de movimento de Euler-Lagrange para o nosso “toy

model”́e dada por:

∂µ∂
µφ+ λφ3 = 0. (3.5)

1Com assinatura métrica sendo gµν = (+,−).
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O interesse f́ısico nesse modelo consiste em encontrar as soluções dessa equação dife-

rencial com energia finita [37]. Para isto, analisamos, de forma conveniente o tensor de

energia-momento, dessa forma, aplicando uma translação no espaço-tempo na densidade

Lagrangiana, obtemos que:

T µν = ∂µφ∂νφ−
1

2
(∂µφ)2δµν +

λ

4
φ4δµν . (3.6)

Com isto, obtemos que a densidade de energia do modelo é descrita por:

E =
1

2
φ̇2 +

1

2
φ′2 +

λ

4
φ4. (3.7)

Portanto, temos que o funcional de energia é dado por:

E[φ] =

∫ ∞
−∞

dx

(
1

2
φ̇2 +

1

2
φ′2 +

λ

4
φ4

)
, (3.8)

aqui a derivada com linha representa a derivada espacial do campo.

Vale ressaltar que até o momento estamos trabalhando no modelo com dimensão (1 + 1).

Vale, também, observar que a integral acima é positiva definida com energia nula no caso:

φ = 0. Entretanto, não estamos interessados em soluções de energia nula (trivial).

Buscamos encontrar as soluções do modelo com energia finita. Com isto, surge a pergunta:

“É posśıvel obter outras soluções com energia finita para este modelo?” Neste caso, não. Neste

modelo, temos apenas um vácuo clássico.

É interessante notar que para obter soluções de energia finita devemos ter:

lim
x→±∞

φ = 0. (3.9)

Devido à“falha”do modelo anterior, agora vamos, considerar uma teoria com dois estados

de vácuo clássico. Ou seja,

L =
1

2
∂µφ∂

µφ− λ

4
(φ2 − v2)2, (3.10)

onde temos:

v =

√
m2

λ
, (3.11)

com os parâmetro m2 e λ positivos.

Ressaltamos, ainda, que a densidade Lagrangiana é invariante sob a φ→ −φ. No entanto,
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Fig. 3.2: Ilustração gráfica do potencial λ
4
(φ2 − v2)2 com λ = v = 1.

Fonte:O autor.

pode ser violada através de um potencial adequado V (φ) [35].

A equação clássica de movimento da teoria pode, portanto, ser reescrita como:

∂µ∂
µφ+ λ(φ2 − v2)φ = 0. (3.12)

Nosso interesse particular se resume às soluções estáticas do sistema, que claramente

satisfazem à equação:
d2φ

dx2
− λ(φ2 − v2)φ = 0, (3.13)

onde notamos que está é uma equação diferencial não-linear.

Afim de construir o funcional de energia, obtemos que o tensor energia-momento do

sistema é dado por:

T µν = ∂µφ∂νφ−
1

2
(∂µφ)2δµν +

λ

4
(φ2 − v2)2δµν (3.14)

Portanto, o funcional de energia para o caso estacionário é:

E[φ] =

∫ ∞
−∞

dx

[
1

2

(
dφ

dx

)
+
λ

4
(φ2 − v2)2

]
. (3.15)

Multiplicando, convenientemente, ambos os lados da Eq. (3.13) por φ′, temos que:

d

dx

[
1

2

(
dφ

dx

)2

− λ

4
(φ2 − v2)2

]
= 0, (3.16)
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então, percebemos, que a quantidade entre parênteses é constante com relação à x. Anali-

sando esta quantidade em x → ∞; nós vemos que este termo realmente desaparece. Disto

segue que:

dφ

dx
= ±

√
λ

2
(φ2 − v2). (3.17)

Com isso, concluimos que:

φ(x) = ±v tanh

[
m√

2
(x− x0)

]
, (3.18)

com x0 sendo uma constante de integração. A solução apresentada anteriormente com o sinal

positivo é conhecida como kink, enquanto a negativa é conhecida como antikink.

m=0.25
m=0.5
m=1

-10 -5 5 10
x

-1.0

-0.5

0.5

1.0

ΦHxL

Fig. 3.3: Ilustração gráfica das solução tipo kink quando v = 1 e x0 = 0.
Fonte:O autor.

De posse das soluções do tipo kink e antikink podemos facilmente obter que a densidade

de energia do modelo é descrita por:

E(x) =
m4

2λ
sech4

(
m√

2
(x− x0)

)
, (3.19)

ou seja, a densidade de energia da teoria é a mesma para ambas soluções. É fácil notar que,

essa densidade de energia concentra-se em uma região de largura ∼ m−1 e centrada em torno

de x0. Fora dessa região, o campo é essencialmente indistingúıvel daquele no vácuo. Embora

seja um vácuo diferente em lados opostos da curva, isso não é evidente para um observador

local.

Por fim, vale ressaltar que a energia total do kink é finita e conhecida como sendo a massa
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m=0.25
m=0.5
m=1

-10 -5 5 10
x

-1.0

-0.5

0.5

1.0

ΦHxL

Fig. 3.4: Ilustração gráfica das solução tipo antikink quando v = 1 e x0 = 0.
Fonte:O autor.

clássica deste. Nesse caso, temos que:

Mcl =

∫ ∞
−∞

dx E(x) =
2
√

2

3

m3

λ
. (3.20)

Com isto, concluimos que o kink é portanto uma onda solitária leǵıtima. Entretanto, o

modelo não suporta soluções de interação do tipo kink-kink e do tipo kink-antikink pois não

conservam sua forma quando t→∞. Logo, essas soluções não são sólitons verdadeiros pois

não preservam sua forma após a colisão.

3.2 Índices topológicos

Na teoria dos sólitons, os ı́ndices topológicos são quantidades conservadas que em uma

teoria quantizada torna-se um número quântico conservado, dessa forma, caracterizando o

estado do sóliton [29]. É importante ressaltar que esses números quânticos tem uma natureza

diferente das cargas conservadas de Noether 2.

Devido a restrição na energia do sistema, os valores de φ quando x → ±∞ devem ser

estacionários. Com isso, podemos dividir o espaço das soluções em diferentes setores para

os diferentes comportamentos assintóticos de φ [25]. Dessa forma, podemos encontrar para

o modelo expresso em (3.10) as possibilidades apresentadas abaixo.

Conforme expresso na tabela (3.1), temos quatro possibilidades de combinação, ou seja,

quatro setores topológicos. Dentre estes setores, dois correspondem as soluções triviais de

2As cargas conservadas de Noether estão associadas às simetrias cont́ınua da Lagrangiana.
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Fig. 3.5: Ilustração gráfica da densidade de energia da solução kink e anti-kink quando λ = 1
e x0 = 0.

Fonte:O autor.

Tab. 3.1: Setores topológicos no modelo λφ4.
Possibilidades Kink Antikink

1 − m√
λ

− m√
λ

2 − m√
λ

+ m√
λ

3 + m√
λ

− m√
λ

4 + m√
λ

+ m√
λ

Fonte: Rajaraman, 1982.

vácuos, conhecidos assim como setores de vácuo, estes setores são dados pelas combinações:

(−m/
√
λ, −m/

√
λ) e (+m/

√
λ, +m/

√
λ) [25].

Para o modelo descrito por (3.10), todas as soluções de energia finita estão em um dos

setores acima. Particularmente, a seguinte diferença

Q =

√
λ

m
[φ(x =∞)− φ(x = −∞)] (3.21)

é interpretada como a carga conservada, ou carga topológica do modelo. Onde o termo carga

topológica deve-se ao fato dessa carga só depender das condições de contorno no infinito.

Associada com essa carga temos uma densidade de carga descrita por:

ρ[φ] =

√
λ

m

∂φ

∂x
(3.22)

onde quando integrada em todo espaço, Q =
∫∞
−∞ ρdx recuperamos à Eq. (3.21).
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Sabendo que a equação de continuidade deve ser respeitada [32], a saber:

∂µJ
µ = 0, (3.23)

então, temos que:

∂µJ
µ =

∂Jx
∂x

+
∂ρ

∂t
= 0, (3.24)

ou seja,
∂Jx
∂x

+

√
λ

m

∂

∂t

(
∂φ

∂x

)
= 0, (3.25)

Jx = −
√
λ

m

(
∂φ

∂t

)
. (3.26)

Portanto, podemos construir uma corrente conservada como:

Jµ =

√
λ

m
εµν∂νφ, (3.27)

com

µ, ν = 0, 1 e gµν =

(
1 0

0 −1

)
. (3.28)

Com isto, temos que a corrente (3.27) respeita a equação de continuidade, a saber:

∂µJ
µ =

√
λ

m
εµν∂µ∂νφ = 0 (3.29)

Por fim, ressaltamos que, como a construção de Jµ não utiliza as simetrias da Lagrangi-

ana, definimos, portanto, Jµ como uma corrente topológica.



Caṕıtulo 4

Compacton: Aplicação

4.1 A equação de KdV: sólitons

Conforme discutido anteriormente, um sóliton é uma onda solitária viajante que após

sofrer uma colisão com outro sóliton emerge sem sofrer alterações. Os sólitons são soluções

de equações diferenciais parciais que modelam fenômenos como as ondas de água ou ondas

ao longo de uma cadeia de molas de massas anarmonicamente fraca.

A equação de Korteweg-de Vries (KdV) é o modelo genérico para o estudo de ondas

não-linear em dinâmica dos flúıdos, plasma, etc [38]. A equação KdV é descrita, matemati-

camente, como:
∂u

∂t
+ 6u

∂u

∂x
+
∂3u

∂x3
= 0. (4.1)

Sua solução de onda solitária viajante pode ser escrita como [38, 39],

u(x, t) =
1

2
vsech2

(
1

2
v1/2(x− v · t)

)
, (4.2)

essas soluções são representadas pela fig. (4.1).

Conforme discutido no caṕıtulo anterior, postulamos que a colisão de dois sólitons pre-

serva a estrutura dessas soluções, com isso em mente, simulando graficamente a colisão de

duas ondas solitária representada pela solução (4.2) é posśıvel observar que tal afirmação é

verdadeira, conforme apresentamos em fig. (4.1).

20
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Fig. 4.1: Plot das soluções de onda solitária para determinados instantes de tempo.
Fonte:O autor.

4.2 A equação de KdV modificada: compactons

Consideramos a versão modificada da equação de KdV na forma [39], a saber:

ut + (u2)x + (u2)xxx = 0. (4.3)

Neste caso, é conveniente introduzir a mudança de variável ξ = x− vt [38], com v sendo

a velocidade da onda. Assim, obtemos que

− vu+ u2 + (u2)ξξ = D (4.4)

onde D é uma constante de integração a ser determinada.

Afim de evitar soluções singulares, definimos D = 0 e reescrevemos (4.4) da seguinte

forma

wξξ + w − vw1/2 = 0 (4.5)

com u2 = w.

A equação (4.5) se comporta às vezes como um oscilador quando 1− vw−1/2 > 0, isto é,

u2 = w possui uma solução tipo periódica [12]. Com isso, assumimos o ansatz

w = u2 = A2 cos4(ωξ). (4.6)
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Fig. 4.2: Plot da colisão de dois sólitons.
Fonte:O autor.

Dessa forma, obtermos a expressão:

12A2ω2 cos2(ωξ)− 16A2ω2 cos4(ωξ) + A2 cos4(ωξ)− vA cos2(ωξ) = 0. (4.7)

Assim, obtemos o seguinte sistema de equações:

12A2ω2 − vA = 0, (4.8)

−16A2ω2 + A2 = 0. (4.9)

Resolvendo o sistema acima, obtemos finalmente:

ω =
1

4
e A =

4

3
v. (4.10)

Portanto, temos que a solução da equação (4.3) é dada por:

u = w1/2 =
4v

3
cos2

[
1

4
(x− vt)

]
. (4.11)
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Por uma inspeção cuidadosa, vemos que w pode tender para um valor muito pequeno

ou mesmo zero, como resultado, 1 − vw1/2 tende ao infinito negativo, e a equação (4.5)

apresentará um comportamento tipo exponencial, com isso, a “cauda”do sóliton desaparece

completamente nas extremidades [40].

Com isso, temos que:

u(x, t) =


4v
3

cos2
[
1
4
(x− vt)

]
, se |x− vt| ≤ 2π,

0, caso contrário.

(4.12)

Compacton

-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5
x

1.20

1.25

1.30

uHx,tL

Fig. 4.3: Plot da solução tipo compacton da equação KdV.
Fonte:O autor.

A equação anterior descreve uma onda campacta, diferentemente dos sólitons (4.2), a

solução tipo compacton só existe no intervalo |x − vt| ≤ 2π. Dessa forma, notamos uma

descontinuidade (“quina”) da solução quando |x− vt| → 2π.



Caṕıtulo 5

O Modelo O(N) e o Modelo Sigma

O(N) Não-Linear

Neste caṕıtulo, iremos dissertar sobre o modelo O(N) e o caso particular conhecido como

modelo sigma O(N) não-linear. Uma vez postulado os principais conceitos, discutiremos

sobre a solução de vácuo clássico e a solução de energia localizada do modelo sigma O(3),

por fim, também investigaremos a estabilidade das soluções do modelo sigma O(3) não-linear.

5.1 O modelo O(N)

Afim de estudar uma teoria análoga à teoria que descreve o ferromagnetismo de Heisen-

berg, consideramos a densidade Lagrangiana descrita por:

L =
1

2
∂ν~φ · ∂ν~φ− V (~φ), (5.1)

onde ~φ = (φ1, φ2, ... , φN), ou seja, é entendido como sendo um vetor com N componentes

no espaço D dimensional. Vamos impor um v́ınculo ~φ · ~φ = 1 ao nosso modelo. Tal modelo

descrito pela Lagrangiana (5.1) e restrito ao v́ınculo anterior é chamado de modelo O(N)

[42].

5.2 O modelo sigma O(N) não-linear

O modelo sigma não-linear é um caso particular do modelo O(N), ou seja, para o modelo

sigma não-linear devemos ter V (~φ) = 0 [43]. Assim, temos a dinâmica do modelo sendo

24
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descrita por

L =
1

2
∂ν~φ · ∂ν~φ. (5.2)

Dessa forma, considerando o v́ınculo anterior (~φ · ~φ = 1) escrevemos à ação como:

S =

∫
dt

∫
d2r

[
1

2
∂ν~φ · ∂ν~φ+ λ(~φ · ~φ− 1)

]
. (5.3)

A equação de movimento para o campo é obtida aplicando o prinćıpio variacional de

Euler-Lagrange à ação do modelo. Com isto, obtemos à equação:

(∂ν∂
ν + λ) · ~φ = 0. (5.4)

Com isto, concluimos que o multiplicador de Lagrange têm a forma:

λ(x, t) = −~φ · ∂ν∂ν~φ. (5.5)

Reescrevendo a expressão (5.4) [44], obtemos finalmente:

∂ν∂
ν~φ− (∂ν∂

ν~φ · ~φ) ~φ = 0. (5.6)

essa equação admite soluções não singulares e não triviais no caso de (2 + 1)D [25, 26],

conforme veremos a seguir.

Claramente, o funcional de energia do modelo para soluções estáticas em (2+1)D é dado

por:

E[ ~φ ] =
1

2

∫
d2r ∂ν~φ · ∂ν~φ, com ν = 1, 2. (5.7)

afim de evitar ambiguidade com os ı́ndices do campo, utilizamos os ı́ndices gregos como

ı́ndices unicamente “espaciais”, ou seja, ν só pode assumi valores 1 ou 2.

5.2.1 A solução de vácuo clássico

Notamos que as soluções de vácuo clássico são descrita por:

∂ν~φ(~r) = 0 ∀ ~r, (5.8)
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disto temos, ~φ(~r) = ~φ (0), um vetor unitário no espaço interno. Note que, como ~φ (0) é

independente de ~r na solução de vácuo clássico, ~φ (0) pode assumir qualquer direção no espaço

interno. Dessa forma, temos infinitas soluções degeneradas com valor de energia E = 0 [25].

5.2.2 A solução de energia localizada

Neste caso, estamos interessado nas soluções do modelo que apresentam uma configuração

de energia finita e não nula, ou seja, soluções solitônicas. Dessa forma, a restrição (5.8) não

será satisfeita. Retornando à equação (7.32), e considerando coordenadas polares, vemos que

ela deve satisfazer as novas condições:

r ||grad ~φ|| → 0 quando r →∞, (5.9)

e

lim
r→∞

~φ(~r) = ~φ (0) (5.10)

onde ~φ(0) é novamente algum vetor unitário no espaço interno. Note que, como nós tendemos

ao infinito no espaço de coordenadas em diferentes direções, ~φ deve se aproximar sempre do

mesmo limite ~φ(0). Caso contrário, ~φ vai depender da coordenada angular θ mesmo em

r =∞, e a componente angular do gradiente, (1/r)(∂~φ/∂θ), não vai satisfazer (5.40) [25].

Já que ~φ(~r) se aproxima do valor ~φ(0) em todos os pontos do infinito, o plano de coorde-

nadas f́ısicas R2 é essencialmente compactado em uma superf́ıcie esférica, que denominamos

por S
(phy)
2 . Isso é, o plano R2 pode ser guardado em uma superf́ıcie esféricas, com o ćırculo

no infinito reduzido para o pólo norte da esfera. Enquanto isso, o espaço interno, isto é, o

espaço dos campos φi, sujeito ao v́ınculo
∑

i φ
2
i = 1, é também uma superf́ıcie esférica de

raio unitário, que vamos chamar isso S
(int)
2 . Então, qualquer configuração estática de energia

finita para ~φ(~r) é apenas um mapeamento de S
(phy)
2 para S

(int)
2 [6, 25, 26, 29].

Consideramos agora, um importante resultado de topologia que será usado na classi-

ficação dos sólitons estudados a seguir. “Todo mapeamento de uma superf́ıcie esférica S2 em

outra S2 pode ser classificado em classes ou setores de homotopia1. Mapeamento pertencentes

a um dado setor podem ser deformados continuamente em outros do mesmo setor. Por

outro lado, mapeamento pertencentes a dois setores distintos não podem ser deformados

continuamentes um no outro. Adicionalmente, há infinitos e enumeráveis setores e estes

1Duas funções cont́ınuas de um espaço topológico para outro são chamadas de homotópicas se uma pode
ser “continuamente deformada”na outra, tal deformação sendo chamada de homotopia entre as duas funções.
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podem ser caracterizados por números inteiros positivos, negativos ou zero”[26]. De forma

mais precisa, essa classe de homotopia forma um grupo de inteiros, formalmente tudo isso é

escrito na forma compacta

π2(S2) = Z (5.11)

onde πn(Sn) representa o grupo de homotopia associado ao mapeamentos Sn → Sm, e Z é

um grupo de inteiros.

De forma didática, para exemplificar, consideramos o mapeamento de um ćırculo em um

ćırculo. Ou seja, considerando um ćıculo S1, definido por um ângulo ξ e módulo 2π, mapeado

em outro ćırculo S1, definido por um ângulo Λ com módulo 2π. Nesse caso, o mapeamento

é estabelecido por uma função cont́ınua ξ(Λ) de módulo 2π. Considerando os mapeamentos:

Λ0(ξ) = 0, para todo ξ (5.12)

e

Λ
′

0(ξ) =

λξ para 0 ≤ ξ < π

λ(2π − ξ) para π ≤ ξ < 2π.
(5.13)

onde λ é um parâmetro real pertencente ao intervalo [0, 1]. Com isto, vemos claramente

que variando o parâmetro λ continuamente o segundo mapeamento pode ser deformado

continuamente no primeiro. Esses mapeamentos são, portanto, pertecentes ao mesmo setor.

Abaixo, mostramos, à ilustração desse mapeamento.

Considerando um outro mapeamento, descrito por:

Λ1(ξ) = ξ ∀ ξ, (5.14)

conforme mostrado na fig. (5.2), observamos que o mapeamento (5.14) não pode ser defor-

mado em nenhum dos mapeamentos anteriores, sem que o ćırculo cont́ınuo corte o tracejado.

Claramente, com isso, se percebe que ele não pode ser deformado continuamente em (5.12)

e (5.13).

É válido ressaltar que em (5.14) o ćırculo cont́ınuo dar uma volta completa no ćırculo

tracejado, enquanto que nos mapeamentos anteriores esse número de volta é nulo. De fato,

o inteiro que caracteriza cada setor associado a um mapeamento é o equivalente ao “número

de voltas”, também chamado de winding number ou ı́ndice topológico [25, 26].

O winding number dos mapeamentos anteriores, é facilmente calculado pela relação des-
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Fig. 5.1: a) Ilustração de um mapeamento de um ćırculo, indicado pela linha cont́ınua, em
outro ćırculo, indicado pela linha tracejada. b) Representação de um mapeamento trivial (eq.
(5.12)), onde o primeiro ćırculo é mapeado em um único ponto do segundo. c) Mapeamento
não trivial (eq. (5.13)).

Fonte: Rajaraman, 1982.

crita por:

Q =
1

2π

∫ 2π

0

dΛ

dξ
dξ, (5.15)

disto, vemos facilmente, que N = 0 para as expressões (5.12) e (5.13). Para o mapeamento

(5.14), temos:

Q =
1

2π

∫ 2π

0

dξ = 1. (5.16)

Note que há inúmeras formas de prescrever Λ(ξ), tal que, ξ dê um número de voltas

arbitrário em torno de Λ. É claro, que ao“winding”o segundo ćırculo um número arbitrário de

vezes é posśıvel gerar um infinito enumerável de classes homotópicas, com isso, generalizamos

à expressão (5.14) para:

Λn(ξ) = nξ (5.17)

em que n é o ı́ndice topológico.
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Fig. 5.2: Mapeamento da eq. (5.14).
Fonte: Rajaraman, 1982.

Ressaltamos que valores negativos para o winding number podem ser obtidos fazendo um

mapeamento em que ξ → −ξ. O inteiro que classifica as soluções do modelo sigma como

pertencentes a determinados setores pode ser obtido por uma generalização do conceito de

“winding number”.

Retornaremos, agora, à discussão sobre as soluções localizadas do modelo, entretanto,

utilizaremos os argumentos topológicos apresentados anteriormente, uma vez que as confi-

gurações estáticas com energia finita, podem de forma análoga ser classificadas em setores.

Portanto, para o modelo sigma O(3), escrevemos o “winding number”como sendo

Q =
1

8π

∫
d2r εij~φ · (∂i~φ× ∂j~φ), (5.18)

onde temos que:

εij =


1 se (i, j) = (1, 2);

−1 se (i, j) = (2, 1);

0 caso contrário.

(5.19)

É válido ressaltar que a integral (5.18) deve se estender sobre todo o espaço R2. Anali-

sando essa expressão considerando que a casca esférica no espaço interno pode ser descrita por

duas variáveis generalizadas (χ1, χ2), tais como dois ângulos, no lugar de três “coordenadas

não generalizadas”sujeita ao restrição ~φ · ~φ = 1. Temos que:

dSintk = d2χ

(
1

2
εijεkbc

∂φb
∂χi

∂φc
∂χj

)
(5.20)
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Analisando a expressão para Q no modelo, chegamos ao resultado:

Q =
1

4π

∫
d2r εijεkbcφk

∂φb
∂xi

∂φc
∂xj

(5.21)

=
1

4π

∫
d2r εijεkbcφk

∂φb
∂χn

∂χn
∂xi

∂φc
∂χm

∂χm
∂xj

.

Tomando à mudança de variável (x1, x2) 7→ (χ1, χ2), chegamos facilmente à expressão:

Q =
1

4π

∫
d2χ

(
1

2
εnmεkbc

∂φb
∂χn

∂φc
∂χm

)
, (5.22)

ou seja,

Q =
1

4π

∫
φk · dS(int)

k =
1

4π

∫
dS(int). (5.23)

onde consideramos que φk é um vetor unitário normal a superf́ıcie S
(int)
k . É válido ressaltar

que Sint é a superf́ıcie de uma esfera de raio unitário, com área 4π. Portanto, podemos obser-

var que Q em (5.18) dá o número de vezes que a esfera no espaço interno é “coberta”quando

mapeamos o espaço R2 em Sint [25].

À carga topológica Q, calculada anteriormente, pode ser associada a uma corrente topoló-

gica. Essa corrente é conservada trivialmente, ou seja, sem o uso das equações de movimento.

Para isso, podemos escrever Q como a integral da componente temporal de jµ:

Q =

∫
d2r j0 =

1

8π

∫
d2r εij~φ · (∂i~φ× ∂j~φ) =

1

8π

∫
d2r ε0µν~φ · (∂µ~φ× ∂ν~φ), (5.24)

onde definimos, convenientemente:

jµ =
1

8π
εµνλ~φ · (∂ν~φ× ∂λ~φ). (5.25)

Vejamos como a corrente é conservada trivialmente, ou seja, devemos mostrar que po-

demos provar que ∂µjµ = 0 independente das equações de movimento. Para isto, notamos

que:

∂µjµ =
1

8π
∂µ[εµνλ~φ · (∂ν~φ× ∂λ~φ)] (5.26)

=
1

8π
εµνλ[∂

µ~φ · (∂ν~φ× ∂λ~φ) + ~φ · (∂µ∂ν~φ× ∂λ~φ+ ∂ν~φ× ∂µ∂λ~φ)],

note que os termos de derivada mista (simétrica) se anulam, pois estão somados com um
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tensor antissimétrico. Com isto, chegamos:

∂µjµ =
1

8π
εµνλ

∣∣∣∣∣∣∣
∂µφ1 ∂µφ2 ∂µφ3

∂νφ1 ∂νφ2 ∂νφ3

∂λφ1 ∂λφ2 ∂λφ3

∣∣∣∣∣∣∣ =
3

4π
εµνλ∂

µφ1∂
νφ2∂

λφ3, (5.27)

ou seja,

∂µjµ =
3

4π

∣∣∣∣∣∣∣
∂0φ1 ∂0φ2 ∂0φ3

∂1φ1 ∂1φ2 ∂1φ3

∂2φ1 ∂2φ2 ∂2φ3

∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (5.28)

Ressaltamos que a última igualdade é facilmente verificada se impusermos o v́ınculo nos

campos, dessa forma podemos fazer isto escrevendo ~φ como

~φ = (sin f cos g, sin f sin g, cos f), (5.29)

onde f e g são funções arbitrária das coordenadas espaço-temporais.

Partindo da identidade:∫
d2r [(∂µ~φ± εµν~φ× ∂ν~φ) · (∂µ~φ± εµσ~φ× ∂σ~φ)] ≥ 0 (5.30)

a validade dessa identidade é verificada tendo em mente que o integrando é simplesmente o

produto escalar do vetor (∂µ~φ±εµν~φ×∂ν~φ) com ele mesmo. Dessa forma, a integral anterior

é sempre positiva definida ou nula.

Expandindo (5.30), obtemos facilmente à expressão:∫
d2r [(∂µ~φ) · (∂µ~φ) + εµν(~φ× ∂ν~φ) · εµσ(~φ× ∂σ~φ)] ≥ ±2

∫
d2r [εµν~φ · (∂µ~φ× ∂ν~φ)]. (5.31)

Note que,

εµν(~φ× ∂ν~φ) · εµσ(~φ× ∂σ~φ) =δνσ(εabcφb∂νφc)(εadeφd∂νφe)

=δνσ(δbdδce − δbeδcd)(φb∂νφc)(φd∂νφe) (5.32)

=(~φ · ~φ)(∂ν~φ · ∂ν~φ)− (~φ · ∂ν~φ)(~φ · ∂ν~φ)
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lembrando do v́ınculo, ~φ · ~φ = 1, obtemos que ~φ · ∂ν~φ = 0. Dessa forma, chegamos à

εµν(~φ× ∂ν~φ) · εµσ(~φ× ∂σ~φ) =∂ν~φ · ∂ν~φ (5.33)

Reescrevendo (5.31), temos que:∫
d2r (∂µ~φ) · (∂µ~φ) ≥ ±

∫
d2r εµν~φ · (∂µ~φ× ∂ν~φ) (5.34)

(5.35)

Utilizando a desigualdade acima, e substituindo em (7.32), chegamos a um importante

resultado:

E ≥ 4π|Q|. (5.36)

essa desigualdade é uma limitação por baixo para a energia, ou seja, essa expressão determina

um mı́nimo para o funcional quando a configuração pertence a um dado setor Q [25]. Essa

minimização e feita em cada setor separadamente, tendo em mente que configurações de um

setor não podem ser deformadas continuamente nas de outro. Para um dado setor Q, a

energia é minimizada quando a igualdade da equação (5.36) for satisfeita, ou seja

∂µ~φ = ∓εµν~φ× ∂ν~φ (5.37)

esse limite inferior de energia é conhecido como limite de Bogomol’nyi, e a equação (5.37), é

a conhecida equação de Bogomol’nyi do modelo [45, 46].

Ressaltamos que qualquer configuração que satisfaça à equação (5.37) e o v́ınculo do

modelo O(N) minimiza a energia em um dado setor, como consequência , a expressão anterior

também satisfaz a equação de movimento (5.6), conforme veremos a seguir.

Afim de demonstrar que a expressão (5.37) satifaz (5.6), iniciaremos aplicando ∂µ em

ambos os lados de (5.37), dessa forma, chegamos à:

∂µ∂µ~φ =∓ ∂µ(εµν~φ× ∂ν~φ)

=∓ [εµν(∂µ~φ)× (∂ν~φ) + εµν~φ× (∂µ∂ν~φ)] (5.38)

lembrando que o último termo é identicamente nulo e substituindo (5.37) na expressão an-
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terior obtemos que:

∂µ∂µ~φ =∓ εµν(∓εµσ~φ× ∂σ~φ)× (∂ν~φ)

=δνσ[∂σ~φ(~φ · ∂ν~φ)− ~φ(∂ν~φ · ∂σ~φ)]. (5.39)

Note que como ~φ · ~φ = 1, temos que :

~φ · ∂ν~φ = 0 (5.40)

e

∂ν~φ · ∂ν~φ+ ~φ · ∂ν∂ν~φ = 0 (5.41)

Substituindo (5.40) e (5.41) em (5.39), concluimos finalmente que:

∂ν∂
ν~φ− ~φ(~φ · ∂ν∂ν~φ) = 0 (5.42)

como vimos anteriormente, essa expressão é a equação de movimento do modelo sigma O(3).

É válido ressaltar que todo campo que satisfaz a equação (5.37) é solução de (5.6),

entretanto o inverso não é verdadeiro. Em pŕıncipio, podem existir soluções para a equação

de movimeno que não satisfaçam (5.37). Tais soluções não representariam mı́nimos absolutos

da energia no correspondente setor Q, mas possivelmente algum mı́nimo local [25, 26, 45, 46].

Retornando à equação (5.37), notamos que ela pode ser bastante simplificada através

de uma mudança de variável. Lembrando do v́ınculo, ~φ · ~φ = 1, vemos que ~φ formam uma

superf́ıcie esférica S
(int)
2 de raio unitário, portanto, fazendo uma projeção estereográfica dessa

superf́ıcie esférica em um plano descrito pelas coordenadas (ξ1, ξ2), temos que:

ξ1 =
2φ1

1− φ3

(5.43)

e

ξ2 =
2φ2

1− φ3

, (5.44)

onde o plano de projeção, {ξ1, ξ2}, é paralelo ao plano {φ1, φ2}. É válido ressaltar que o

plano de projeção contém o pólo sul da esfera, ou seja, o ponto (0, 0,−1) no espaço interno

[25].
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Definimos, convenientemente, a váriavel complexa:

ξ = ξ1 + iξ2 =
2(φ1 + iφ2)

1− φ3

=
2φ

1− φ3

(5.45)

onde φ é definido como:

φ = φ1 + iφ2 (5.46)

Com isto, note que:

∂1ξ = 2∂1

[
φ1 + iφ2

1− φ3

]
(5.47)

ou seja,

∂1ξ =2
∂1φ

1− φ3

+
2φ∂1φ3

(1− φ3)2

=
2

(1− φ3)2
(∂1φ+ φ∂1φ3 − φ3∂1φ) (5.48)

=
2

(1− φ3)2
(∂1φ+ φ

←→
∂1 φ3).

onde φ
←→
∂1 φ3 ≡ φ∂1φ3 − φ3∂1φ.

Retornando à equação de Bogomol’nyi, notamos que:

∂1~φ = ∓φ× ∂2~φ (5.49)

e

∂2~φ = ±~φ× ∂1~φ, (5.50)

em termos das componentes de ~φ teriamos seis equações, entretanto, reescrevemos, conveni-

entemente, essas equações como:

∂1φ = ±iφ
←→
∂2 φ3 (5.51)

e

∂2φ = ±iφ
←→
∂2 φ3 (5.52)
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Substituindo (5.51) e (5.52) em (6.31), chegamos à

∂1ξ = ±i∂2ξ (5.53)

que em termos de ξ1 e ξ2 fica:

∂ξ1
∂x1

= ± ∂ξ2
∂x2

(5.54)

e

∂ξ1
∂x2

= ± ∂ξ2
∂x1

. (5.55)

As equações (5.54)e (5.55) são conhecidas como condição de Cauchy-Riemann para que

ξ seja uma função anaĺıtica se z = x1 + ix2 ou z∗ = x1 − ix2. Portanto, qualquer função

anaĺıtica ξ(z) ou ξ(z∗) satisfaz (5.37) e, como consequência, também satisfaz as equações de

movimento (5.6) quando reescrita em termos das variáveis φi e ~r.

Dessa forma, concluimos que as expressões matemática para a energia e para a carga

topológica são, respectivamente:

E =

∫
d2r

|dξ/dz|2

(1 + |ξ|2/4)2
e |Q| = E

4π
. (5.56)

Analisando um protótipo de solução para um |Q| positivo e arbitrário dado por

ξ(z) =
(z − z0)n

λn
, (5.57)

onde n é um inteiro positivo, λ um número real e z0 um número complexo, todos arbitrário.

Com ξ(z) descrito por (6.70) é uma função anaĺıtica, os resultados todos asseguram que essa

função fornece uma solução exata para a equação de movimento quando reescrita em termos

dos campos φi e de xµ [25].

Considerando (6.70) obtemos que a carga topológica do modelo pode ser descrita por:

|Q| = 1

4π

∫
d2r

n2|z − z0|2n−2λ2n

(λ2n + |z − z0|2n/4)2
. (5.58)

Tomando, por conveniência, a transformação:

z − z0 = ρ exp(iθ) (5.59)
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e

d2r = ρdρdθ, (5.60)

reescrevemos (5.58) como:

|Q| = 1

4π

∫ 2π

0

∫ ∞
0

n2λ2nρ2n−1

(λ2n + ρ2n/4)2
dρdθ

|Q| =n
2λ2n

2

∫ ∞
0

ρ2n−1

(λ2n + ρ2n/4)2
dρ (5.61)

|Q| =n
2λ2n

2

2λ−2n

n
= n.

Assim, conclúımos que E = 4π|Q| = 4πn, ou seja, finita, como previsto. Dessa forma,

chegamos à soluções exatas que são tipo sólitons. As constantes λ e z0 estão relacionadas,

respectivamente, ao tamanho e a localização das soluções. É válido notar que o fato de que as

soluções existem para λ e z0 arbitrário, e a energia e a carga topológica não dependerem desses

parâmetros reflete a propriedade do sistema em questão ser invariante de escala e invariante

por translação. Note que (7.32) é invariante sob transformações do tipo ~r → ~r−~r0 e ~r → λ~r.
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*



Caṕıtulo 6

Sólitons no modelo sigma-O(3)

Nesse caṕıtulo, discutiremos à dinâmica do modelo sigma-O(3) na presença dos campos de

gauge governado pelos termos de Chern-Simons com acoplamento mı́nimo e Maxwell-Chern-

Simons com acoplamento não-mı́nimo. Com aux́ılio de argumentos topológicos, apresentados

nos caṕıtulos anteriores, iremos discutir as soluções do campo variável para ambos os modelos

e revisamos os resultados numéricos e gráficos para ambos os casos, conforme já apresentado

na literatura especializada.

6.1 O modelo sigma com termo de Chern-Simons

Neste modelo, consideramos a densidade Lagrangeana [6]:

L =
1

2
Dµ

~φ ·Dµ~φ+
κ

4
εµνλAµFνλ −

1

2κ2
(1 + n̂3 · ~φ)(1− n̂3 · ~φ)3, (6.1)

onde ~φ é um vetor de três componentes unitário no espaço interno, ou seja

~φ = φin̂i, com i = 1, 2, 3 (6.2)

e

~φ · ~φ = 1. (6.3)

Por convêniencia, nesse trabalho, consideramos à assinatura métrica como sendo gµν =

(+,−,−) e a velocidade da luz e a constante de Planck em unidades naturais. Nesse caso, o

termo de Chern-Simons possui dimensão de inverso de massa, e o fator 1/2κ2 em frente do

termo de potencial é escolhido para ter um limite de Bogomol’nyi, esse limite será utilizado

38
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para a descrição das soluções solitônicas do modelo [6].

A derivada covariante Dµ
~φ é definida como:

Dµ
~φ = ∂µ~φ+ Aµn̂3 × ~φ (6.4)

A Lagrangiana (6.1) é invariante sob uma rotação ao redor do eixo n̂3. De fato, podemos

usar a identidade:

Dµ
~φ ·Dµ~φ =(∂µ~φ+ Aµn̂3 × ~φ) · (∂ρ~φ+ Aρn̂3 × ~φ)gρµ

=(∂µφ1 − Aµφ2, ∂µφ2 + Aµφ1, ∂µφ3) · (∂ρφ1 − Aρφ2, ∂ρφ2 + Aρφ1, ∂ρφ3)g
ρµ

=(∂µφ1 − Aµφ2) · (∂µφ1 − Aµφ2) + (∂µφ2 + Aµφ1) · (∂µφ2 + Aµφ1) + ∂µφ3 · ∂µφ3

=|(∂µφ1 − Aµφ2) + i(∂µφ2 + Aµφ1)|2 + ∂µφ3 · ∂µφ3

=|(∂µ + iAµ)(φ1 + iφ2)|2 + ∂µφ3 · ∂µφ3, (6.5)

para vê a natureza local U(1). É fácil notar, ainda, que o potencial em (6.1) possui dois

mı́nimos degenerado em φ3 = ±1, como consequência do v́ınculo do modelo (~φ · ~φ = 1),

obtemos que φ1 = φ2 = 0. Como resultado, a simetria local SO(2) (ou U(1)) não é quebrada

espontaneamente. É válido ressaltar que a dinâmica do campo de Gauge é somente governada

pelo termo de Chern-Simons, isto é justicável no limite de comprimento de onda longo onde

o termo maxwell sendo um termo derivada dupla pode ser descartado da ação, se comparado

com o termo de Chern-Simons.

Considerando, agora, a Lagrangiana (6.1) investigamos à equação de movimento do mo-

delo. Dessa forma, tendo em mente a equação (7.30), temos para o campo de Gauge as

expressões:

∂L
∂Aρ

=
1

2
δµρ(n̂3 × ~φ) ·Dµ~φ+

1

2
Dµ

~φ · δβρ(n̂3 × ~φ)gβµ +
κ

4
εµνλδρµFνλ

=
1

2
(n̂3 × ~φ) ·Dρ~φ+

1

2
(n̂3 × ~φ) ·Dρ~φ+

κ

4
ερνλFνλ (6.6)

=(n̂3 × ~φ) ·Dρ~φ+
κ

4
ερνλFνλ

e

∂L
∂(∂ξAρ)

=
κ

2
εµνλAµδλρδνξ, (6.7)
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portanto, chegamos à

∂ξ
∂L

∂(∂ξAρ)
=
κ

2
εµξρ∂ξAµ = −κ

4
ερξµFξµ. (6.8)

Renomeando os ı́ndices das expressões anteriores, chegamos à equação de movimento:

−κ
4
εµνλFνλ = (n̂3 × ~φ) ·Dµ~φ+

κ

4
εµνλFνλ, (6.9)

κ

2
εµνλFνλ = −(n̂3 × ~φ) ·Dµ~φ. (6.10)

Com isso, obtemos à equação:

Dµ

(
κ

2
εµνλFνλ

)
= −(n̂3 × ~φ) ·DµD

µ~φ. (6.11)

De forma análoga, obtemos para o campo ~φ a equação

DµD
µ~φ =

1

κ2
(1− n̂3 · ~φ)(1 + 2n̂3 · ~φ)n̂3. (6.12)

Com isto, chegamos facilmente ao seguinte resultado

Dµ
~Jµ = −(n̂3 × ~φ)(1− n̂3 · ~φ)(1 + 2n̂3 · ~φ)

κ2
, (6.13)

com

jµ =
κ

2
εµνλFνλ, (6.14)

onde a corrente ~Jµ, de acordo com a equação (6.10), é definida como:

~Jµ = ~φ×Dµ~φ. (6.15)

e a corrente U(1) é jµ = − ~Jµ · n̂3.

A componente zero da equação (6.14), isto é, a lei de Gauss implica que o campo de

configuração com fluxo magnético não nulo Φ essencialmente carrega carga não zero U(1),
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ou seja,

Q =

∫
j0 d2r = κ

∫
F12 d

2r = −κΦ. (6.16)

Construindo o tensor energia-momento do modelo e integrando em todo o espaço a com-

ponente T00, chegamos ao funcional de energia, ou seja, obtemos que

E =
1

2

∫ [
(D1

~φ)2 + (D2
~φ)2 − κA0F12 +

1

κ2
(1 + n̂3 · ~φ)(1− n̂3 · ~φ)3

]
d2r. (6.17)

Com aux́ılio das equações (6.14, 6.15) e da lei de Gauss, sabemos que A0 = −κF12/(1−φ2
3).

Portanto, temos que a energia do modelo é descrita por

E =
1

2

∫ [
(D1

~φ)2 + (D2
~φ)2 +

κ2F 2
12

1− φ2
3

+
1

κ2
(1 + n̂3 · ~φ)(1− n̂3 · ~φ)3

]
d2r. (6.18)

O funcional de energia pode ser rearranjado como:

E =
1

2

∫ {
(Di

~φ± εij~φ×Dj
~φ)2 +

κ2

1− φ2
3

[
F12 ∓

1

κ2
(1 + φ3)(1− φ3)

2

]2}
d2r

±4π

∫
1

4π
[εij~φ · (Di~φ×Dj~φ) + F 12(1− n̂3 · ~φ)] d2r, (6.19)

ou seja,

E =
1

2

∫ {
(Di

~φ± εij~φ×Dj
~φ)2 +

κ2

1− φ2
3

[
F12 ∓

1

κ2
(1 + φ3)(1− φ3)

2

]2}
d2r

±4π

∫
Q0 d

2r, (6.20)

onde definimos Q0 como sendo a componente zero da corrente topológica Qµ, definida como:

Qµ =
1

8π
εµνη[~φ ·Dν~φ×Dη~φ+ F νη(1− n̂3 · ~φ)]. (6.21)

Como vimos anteriormente, a energia (6.20) possui um limite inferior E ≥ 4π|Q|. O caso

limite é obtido quando as equações de Bogomol’nyi são satisfeitas [45], com isso, temos as

seguintes equações:

Di
~φ± εij~φ×Dj

~φ = 0 (6.22)
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e

F12 ∓
1

κ2
(1 + φ3)(1− φ3)

2 = 0, (6.23)

as equações acima são as conhecidas equações de Bogomol’nyi do modelo [6, 25, 45], essas

equações são consistentes com a equação de movimento (6.13).

Em prinćıpio, devido ao v́ınculo dos modelos O(N), para investigar à soluções numéricas

das equações de Bogomol’nyi escolhemos o “ansatz” rotacionalmente simétrico para o campo

variável, com isso, temos que:

φ1(ρ, θ) = sin f(r) cosNθ;

φ2(ρ, θ) = sin f(r) sinNθ; (6.24)

φ3(ρ, θ) = cos f(r).

Consideramos, ainda, o Gauge sendo igual à

~A(ρ, θ) = −êθ
Na(r)

κr
(6.25)

onde f(r) e a(r) são funções arbitrária, r = ρ/κ é um cumprimento adimensional e N é um

inteiro arbitrário que define o grau de um sóliton topológico.

Da equação (7.39), temos que:

Di
~φ± εij~φ×Dj

~φ = 0⇒

D1
~φ± ~φ×D2

~φ = 0

D2
~φ∓ ~φ×D1

~φ = 0.
(6.26)

Substituindo (7.14) e (7.15) em (6.26), chegamos finalmente as expressões:

f ′(r) = ±2N
1 + a(r)

r
sin

f(r)

2
cos

f(r)

2

a′(r) = ±2r

N
sin2 f(r) sin2 f(r)

2
. (6.27)

Desacoplando as equações (6.27), chegamos à equação não linear para o campo variável

descrita por:

f ′′(r)− f ′(r)2

tan f(r)
+
f ′(r)

r
− 2 sin3 f(r) sin2 f(r)

2
= 0, (6.28)
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onde a densidade de energia no limite de Bogomol’nyi é dada por:

EBPS =
f ′(r)2

κ2
+

1

κ2
sin2 f(r)(1− cos f(r))2. (6.29)

É fácil notar que na equação (6.27) o sinal superior está relacionado com o sinal inferior

através das transformações f(r)→ −f(r), r → r, a(r)→ a(r) e N → −N . Notamos, ainda,

que a expressão (6.27) é invariante sob a tranformação f(r)→ f(r) + 2π, então, é suficiente

estudar a equação acima com f(r) tendo qualquer valor entre 0 à 2π.

Ainda, conforme proposto por Ghosh em 1996, podemos introduzir as mudanças de va-

riáveis:

χ1 = π + f(r) (6.30)

e

χ2 = π − f(r), (6.31)

com a(r) permanecendo constante. A implicação disto é que para um perfil particular de

a(r) as soluções para f(r) são simétricas sobre f(r) = π, assim podemos podemos restrigir

os valores assintóticos de f(r) entre 0 e π. Uma vez que uma solução é apresentada nesse

intervalo, existe uma solução simétrica no intervalo de π a 2π.

A regularidade do campo variável na vizinhança da origem demanda que para a soluções

de energia finita f(0) = π e a(0) = 0. Portanto, no infinito f(r) pode assumir valores 0

ou π com a(r) aproximando-se de alguma constante. A carga topológica para o primeiro

caso é N , um inteiro. Como resultado, a estabilidade da solução para estas condições de

contorno é de natureza topológica. No entanto, quando f(r) aproxima-se de π no infinito,

a carga topológica definida em (6.21) não é um inteiro, assim argumentos topológicos não

podem ser usados para discutir à estabilidade e instabilidade das soluções com essa condição

de contorno. Note que as duas condições diferentes de f(r) no infinito são posśıvel só por

conta da forma particular do potencial, vale ressaltar que uma situação similar ocorre na

teoria self-dual pura de Chern-Simons. Consequentemente, nos referimos a essas soluções,

f(r →∞) = π, como sólitons não topológicos [6].

Inicialmente, estudaremos o perfil do campo variável para os sólitons topológicos, nesse

caso, as condições de contorno são:

f(0) = π, a(0) = 0, f(r →∞) = 0 e a(r →∞) = −η1. (6.32)
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Na proximidade da origem, isto é, f = π a equação (6.27) em termos da nova variável

χ2(r) = π − f(r) se reduz a equação de Liouville. Portanto, para r pequeno χ2 é aproxima-

damente descrito por

χ2(r) =
√

2(N + 1)

(
r0
r

)[(
r0
r

)N+1

+

(
r

r0

)N+1]−1
, (6.33)

com o comportamento inicial de χ2(r) = a0r
N , onde a0 está relacionado com a constante r0

em (7.17). Consequentemente, o campo de gauge a(r) comporta-se na vizinhança da origem

como

a(r) = −2(N + 1)

N

(
r0
r

)N+1[(
r0
r

)N+1

+

(
r

r0

)N+1]−1
, (6.34)

com o comportamento inicial de a(r) = b0r
2(N+1) onde b0 está relacionado novamente com

r0.

No infinito, o comportamento de χ2(r) e a(r) são:

χ2(r) = π + c0r
−N(1−η1) + c1r

−5N(1−η1)+2 +O(r−9N(1−η1)+6) (6.35)

e

a(r) = −η1 + d0r
−4N(1−η1)+2 + d1r

−8N(1−η1)+4 +O(r−12N(1−η1)+6) (6.36)

onde temos c0, c1, d0 e d1 são constantes arbitrárias. Segue-se das equações acima que

η1 < 1−1/2N para ter um campo variável não singular. Como consequência, −1 < a(r) ≤ 0

para sólitons de qualquer grau, desde que a(r) seja uma função decrescente de r e a(0) = 0.

Sendo −1 < a(r) ≤ 0, segue imediatamente da primeira equação de (6.27) que f(r) é uma

função decrescente de r.

Devemos integrar numéricamente a equação (6.27) para N = 1 e 2, ressaltamos, conforme

proposto por Ghosh em 1996, que as soluções para f(r) e a(r) de fato existe para qualquer

η1 no intervalo 0 < η1 < 1− 1/2N .

Conforme discutido anteriormente, os sólitons são caracterizados por uma energia E =

4πN , fluxo magnético Φ = 2πNη1, carga Q = −κΦ e momento angular jz = πκN2η1(2−η1).
Portanto, note que embora a energia seja quantizada, o fluxo magnético, a carga, e o momento

angular não são. Para um N fixo existe uma famı́lia de soluções caracterizada pelo parâmetro

η1 que pode assumir qualquer valor entre 0 e 1− 1/2N . Isto implica que estas soluções são

infinitamente degeneradas.
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De forma análoga, a condição de contorno para os sólitons não-topológicos são:

f(0) = π, a(0) = 0, f(r →∞) = π e a(r →∞) = −η2. (6.37)

O comportamento do campo variável e do campo de gauge para os sólitons não topológi-

cos, são descritas de forma análoga, pelas respectivas expressões (6.35) e (7.27).Entretanto,

o comportamento desdes campos no infinito são descrito por:

χ2(r) =
√

2δ

(
r1
r

)[(
r1
r

)δ
+

(
r

r1

)δ]−1
(6.38)

e

a(r) = −η2 +
2

N

(
r1
r

)δ[(
r1
r

)δ
+

(
r

r1

)δ]−1
, (6.39)

onde δ = Nη2 − N − 1. Nesse caso, o comportamento de a(r) no infinito requer que η2 >

1 + 1/N .

O fato é que tanto para os sólitons topológicos como não topológico, devemos resolver

numericamente a expressão (6.28). Conforme discutido por Ghosh em 1996 [6], as soluções

não topológicas para o campo variável possui a forma apresentada na fig. (6.1).

A partir desse momento, torna-se interessante para as discussões futuras desse trabalho,

uma anaĺıse numérica das soluções que a equação (6.28) suporta, dessa forma, por convêni-

encia, analisamos o comportamente de tais soluções em função do parâmetro que representa

o comportamento inicial do campo variável, ou seja, a0. É válido ressaltar, que o parâmetro

a0 está relacionado com o comportamento assintótico do campo de gauge, dessa forma, os

resultados apresentados, respectivamente, nas figuras (6.1) e (6.1) são soluções equivalentes

as apresentadas no trabalho: “Topological and nontopological solitons in a gauged O(3) sigma

model with Chern-Simons term”[6].

6.2 O modelo sigma O(3) com termo de Maxwell-Chern-

Simons

Nesse modelo, consideramos inicialmente a densidade Lagrangiana para o modelo sigma

O(3) com acoplamento não-mı́nimo [29] igual à1

1Neste caso, afim de evitar ambiguidade de notação, consideramos conveniente a assinatura métrica sendo
ηµν =diag(+,−,−) com ε012 = 1; µ, ν = 0, 1, 2 e i, j = 1, 2.
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Fig. 6.1: Sólitons não topológicos para o modelo sigma O(3) com termo de Chern-Simons.
Fonte: Ghosh, 1996.

L =− 1

4
FµνF

µν +
κ

4
εµναAµFνα +

1

2
∂µM∂µM − g∂µM∂µ(n̂3 · ~Φ) +

1

2
∇µΦ · ∇µΦ− U(M, n̂3 · ~Φ)

(6.40)

o primeiro termo em (6.40) é conhecido como termo de Maxwell, enquanto o segundo termo

é o termo de Chern-Simons, como apresentado no modelo anterior. Sabemos, ainda, que a

derivada covariante para o caso do acoplamento mı́nimo é definida como:

Dµ
~φ = ∂µ~φ+ [eAµ]n̂3 × ~φ (6.41)

onde consideramos convenientemente e = 1. Fazendo a mudança para o caso do acoplamento

não-mı́nimo, temos que:

∇µ
~φ = ∂µ~φ+

[
eAµ +

g

2
εµναF

να

]
n̂3 × ~φ. (6.42)

Conforme apresentado anteriormente, sabemos que no modelo sigmaO(3) o campo escalar
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Fig. 6.2: Sólitons não topológicos para o modelo sigma O(3) com termo de Chern-Simons
para vários valores iniciais do campo de variável, ou seja, diversos valores do campo de gauge.

Fonte: O autor.

~φ é mapeado no espaço de Minkowski com dimensão do espaço-tempo equivalente à (2+1)D

de duas esferas de raio unitário denotadas de S2. Em outras palavras, ~φ é um vetor com três

componentes que satisfaz ao v́ınculo ~φ · ~φ = φ2
1 + φ2

2 + φ2
3 = 1.

Investigando a equação de movimento para o campo de gauge, obtemos que:

∂L
∂Aγ

=
κ

4
εγναFνα + e(n̂3 × ~φ) · ∇γ~φ

=
κ

4
εγναFνα + e n̂3 · ~φ×∇γ~φ. (6.43)

De forma análoga, chegamos a expressão:

∂L
∂(∂λAγ)

= −F λγ +
κ

2
εµλγAµ + gεµλγn̂3 · ~φ×∇µ~φ. (6.44)

Substituindo (6.43) e (6.44) na equação de Euler-Lagrange, chegamos que a equação de

movimento para o campo de gauge é dada por

∂λ[−F λγ + gεµλγ n̂3 · ~φ×∇µ~φ] = en̂3 · ~φ×∇γ~φ+
κ

2
εγµνFµν . (6.45)

Rearranjando os termos da equação (6.45), chegamos finalmente à

∂λ

[
ελγµ

(
g

e
Jµ + Fµ

)]
= Jγ − κF γ. (6.46)
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Fig. 6.3: Soluções topológicas para o modelo sigma O(3) com termo de Chern-Simons para
vários valores iniciais do campo de variável, ou seja, diversos valores do campo de gauge.

Fonte: O autor.

definimos o tensor de campo dual e a corrente de matéria, respectivamente, como:

F µ =
1

2
εµναFνα

e

~jµ = −e ~φ×∇µ~φ (6.47)

As soluções da equação diferencial de primeira ordem

F γ =
1

κ
Jγ (6.48)

são também soluções da equação (6.46). Esse resultado é completamente análogo ao apre-

sentado por Stern, Torres e Cavalcante.

Conforme já discutido no modelo anterior, sigma O(3) com termo de Chern-Simons, a

componente zero da expressão (6.48) é conhecida como lei de Gauss. Dessa forma, obtemos

que

Q =

∫
J0d2r = κ

∫
F12d

2r = −κ
∫

Bd2r = −κΦ→ Φ = −Q
κ
. (6.49)

com isso, observamos novamente que os vórtices carregados com carga Q também são tubos

de fluxo magnético.

Para construir o funcional de energia do modelo é necessário obtermos uma equação de
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movimento do campo de matéria. É interessante notar que é posśıvel expressar essa equação

em termos das correntes. Para isto, vamos considerar a seguinte equação de movimento para

o campo escalar:

∇µ∇µ~φ = −∂V
∂~φ

(6.50)

Considerando, convenientemente, a equação (6.47) reescrevemos (6.50) como sendo

∇µ~jµ = e ~φ× ∂V

∂~φ
. (6.51)

Por uma questão de completude, é interessante expressar a corrente Jµ em termos de

uma corrente sem contribuição expĺıcita do momento magnético, denotada por kµ ≡ −en̂3 ·
~φ×Dµ~φ. Com isso em mente, temos:

kµ =− en̂3 · ~φ×Dµ~φ

=− en̂3 · ~φ×
[
∇µ~φ− g

2
εµναF

να(n̂3 × ~φ)

]
=− en̂3 · ~φ× [∇µ~φ− gF µ(n̂3 × ~φ)] (6.52)

=− en̂3 · ~φ×∇µ~φ [1 + g(n̂3 × ~φ)2]

=Jµ [1 + g(n̂3 × ~φ)2].

A expressão (6.52) será utilizada posteriormente para reescrever o funcional de energia

do modelo e obter as equações de Bogomol’nyi.

Normalmente, o energia funcional é obtido pelo integral sobre o componente T00 do tensor

energia-momento, que pode ser obtido por acoplamento dos campos com a gravidade e, em

seguida, variando a ação com respeito à métrica. Tendo em conta que o termo Chern-Simons

não contribui por causa de sua independência métrica, temos:

Tµν =G(g, ~φ)Fµ
αFαν +Dµ

~φ ·Dν
~φ− g[∂µM∂ν(n̂3 · ~φ) + ∂νM · ∂µ(n̂3 · ~φ)] + ∂µM∂νM − ηµνL

(6.53)

Da expressão anterior, chegamos ao resultado:

T00 =
G

2
F0

αFα0 +
1

2
∂0M∂0M +

1

2
∂iM∂iM − g∂0M∂0(n̂3 · ~φ)− g∂iM∂i(n̂3 · ~φ) +

1

2
D0
~φ ·D0

~φ

+
1

2
Di
~φ ·Di

~φ+ U(g, ~φ). (6.54)
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Utilizando (6.42) e (6.52), construimos à identidade:

1

2
Di
~φ ·Di

~φ =− 1

2
(n̂3 × ~φ)2E2 +

g

e
Fiki ∓ gEi∂i(n̂3 · ~φ) +

1

2
(∇1

~φ± ~φ×∇2
~φ)2

±~φ ·D1
~φ×D2

~φ (6.55)

De posse das expressões (6.54) e (6.55), construimos, finalmente, o funcional de energia

do modelo:

E =

∫
d2r

{
1

2
G(E2 +B2) +

1

2
∂0M∂0M +

1

2
∂iM∂iM − g∂0M∂0(n̂3 · ~φ)− g∂iM∂i(n̂3 · ~φ)

+
1

2
D0
~φ ·D0

~φ− 1

2
(n̂3 × ~φ)2E2 +

g

e
Fiki ∓ gEi∂i(n̂3 · ~φ) +

1

2
(∇1

~φ± ~φ×∇2
~φ)2 ± ~φ ·D1

~φ×

D2
~φ+ U

}
, (6.56)

nesse caso, afim de evitar ambiguidade de notação, denominamos E como a energia total do

modelo.

Rearranjando o funcional (6.56), obtemos que a expressão de energia é dada por

E =

∫
d2r

{
G

2
(B +

√
2U1/G)2 ±GB

√
2U1/G+

1

2
(Ei ± ∂iM)∓ Ei∂iM −

1

2
g2(n̂3 × ~φ)2E2+

1

2
∂0M∂0M − g∂iM∂i(n̂3 · ~φ)− g∂0M∂0(n̂3 · ~φ) +

1

2
|D0

~φ±
√

2U2|2 ±M [J0 − egB(n̂3×

~φ)2]− 1

2
g2(n̂3 × ~φ)2E2 +

g

e
Fiki ∓ gEi∂i(n̂3 · ~φ) +

1

2
(∇1

~φ± ~φ×∇2
~φ)2 ± ~φ ·D1

~φ×D2
~φ

}
(6.57)

onde temos [29],

U1 =
e2

2G

[
(1− n̂3 · ~φ) +

κ

e
M + g(n̂3 × ~φ)2M

]2
(6.58)

e

U2 =
1

2
e2M2(n̂3 × ~φ)2. (6.59)

Para tornar o sistema auto-dual, consideramos, convenientemente, o potencial como pro-

posto por Cunha et al. 2006 [47], ou seja, assumimos o potencial com a forma:

U = U1 + U2. (6.60)
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Analogamente ao caso anterior, a corrente topológica para este caso é

Qµ
top =

1

8π
εµνα

[
~φ ·Dν

~φ×Dα
~φ− e

2
Fνα(1− n̂ · ~φ)

]
. (6.61)

Da equação (6.57), pelo limite de Bogomol’nyi [45], exigimos que:

B +
√

2U1/G = 0; (6.62)

Ei ± ∂iM = 0; (6.63)

D0
~φ± eM(n̂3 × ~φ) = 0; (6.64)

∇1
~φ± ~φ×∇2

~φ = 0. (6.65)

Portanto, a energia do modelo reduz-se para:

E =

∫
d2r

{
±GB

√
2U1/G∓ Ei∂iM − g2(n̂3 × ~φ)2E2 +

1

2
∂0M∂0M − g∂iM∂i(n̂3 · ~φ)

−g∂0M∂0(n̂3 · ~φ)±M [J0 − egB(n̂3 × ~φ)2] +
g

e
Fiki ∓ gEi∂i(n̂3 · ~φ)± ~φ ·D1

~φ×D2
~φ

}
.

(6.66)

Ajustando os termos da equação acima, chegamos facilmente ao resultado:

E =

∫
d2r

{
Ei

[
g

e
εijkj − g2(n̂3 × ~φ)

]
+

1

2
∂0M∂0M − g∂0M∂0(n̂3 · ~φ)±M [J0 + κB + ∂iEi]

∓∂i(MEi)

}
+ 4π

∫
d2r Q0

top. (6.67)

Integrando (6.67) por partes, e assumindo que a contribuição do campo no infinito é nulo

para a integral de superf́ıcie, chegamos, finalmente, que o funcional de energia é dado por

E =

∫
d2r

{
M [J0 + κB + ∂iEi] +

1

2
∂0M∂0M − g∂0M∂0(n̂3 · ~φ)

}
+ 4π|Qtop| (6.68)

onde temos |Qtop| igual ao módulo da carga topológica do modelo.

Conforme discutido no modelo anterior, a energia do modelo é limitada por baixo, ou
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seja, temos que

E ≥ 4π|Qtop|, (6.69)

quando esse limite é saturado as equações de Bogomol’nyi (6.62-6.65) são satisfeitas.

Vale a pena mencionar o papel desempenhado pela campo escalar neutro M . De fato,

é essencial obter um modelo self-dual, como foi apontado pela primeira vez por Lee et al.

[31] no contexto do modelo Maxwell–Chern–Simons-Higgs. Ainda neste contexto, mas com

acoplamento não-mı́nimo, resultado semelhante foi apresentado em Ref. [48].

Em seguida, buscamos agora resolver as equações de Bogomol’nyi do modelo (6.62-6.65),

para isto, utilizamos novamente o ansatz:

φ1 = sin f(r) cosNθ;

φ2 = sin f(r) sinNθ; (6.70)

φ3 = cos f(r).

Para o campo de gauge tomamos o ansatz:

~A =
Na(r)

er
êθ. (6.71)

onde (r, θ) são coordenadas polares no plano e N é a ordem (vorticidade), ou grau, do sóliton

[6].

Portanto, neste limite, o campo escalar M pode ser escrito em termos apenas do campo

de Higgs,

M = gc(1− n̂3 · ~φ); (6.72)

e consequentemente, temos:

B = ±egc
(n̂3 × ~φ)2

1− g2c (n̂3 × ~φ)2
(1− n̂3 · ~φ), (6.73)

e

U =
e2g2c

2

(1− n̂3 · ~φ)2

1− g2c (n̂3 × ~φ)2
[1− (n̂3 · ~φ)2] (6.74)

note que no limite, gc → 0, o potencial (6.74) torna-se o caso considerado por Lee et al. em
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1996.

Considerando (6.70) chegamos na equação para o campo variável, ou seja, obtemos que

a equação de vórtices estáticos é descrita por:

f ′(r) = ±N
r

sin f(r)

1 + g2c sin2 f(r)
[1 + a(r)], (6.75)

enquanto isso, temos que:

a′(r) = ± r

N

g2c sin2 f(r)

1− g2c sin2 f(r)
[1− cos f(r)]. (6.76)

Desacoplando as equações acima, chegamos à equação

f ′′(r) = −1

r
f ′(r) +

[f ′(r)]2

tan f(r)
− g2c sin 2f(r)

[1 + g2c sin f(r)]2
[f ′(r)]2 +

g2c sin3 f(r)

1− g4c sin4 f(r)
[1− cos f(r)]

(6.77)

A partir desse momento, iniciaremos uma investigação das soluções do campo variável e

do campo de gauge, ou seja, as soluções das respectivas eqs. (6.75) e (6.76). Para garantir

que o campo variável seja não-singular na origem impomos

f(0) = nπ, n ∈ N. (6.78)

Devido o ansatz para o campo de gauge, claramente as soluções regulares na origem re-

querem que a(0) = 0. Por outro lado, assim como discutido no caso anterior as soluções para

f(r) são simétricas para f(r) = 2π. Portanto, nós podemos escolher, sem perda de gene-

ralidade, f(0) = 0 ou f(0) = π. Se considerarmos a última condição, então, é interessante

tomarmos a mudança de variável f(r) = π + χ(r). Assumimos também, por conveniência, o

sinal de baixo da equação (6.75) para N positivo. Com isso em mente, notamos que o campo

de variável para χ(r)� 1 adimite soluções do tipo:

χ(r) = a0r
N , (6.79)

consequentemente,

a(r) = − 1

2N(2N + 1)
g2cr

4N+2. (6.80)
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Para a condição de contorno, f(0) = 0 e N negativo, na vizinhaça da origem temos que:

f(r) = ā0r
−N , (6.81)

e

a(r) = − ā0
4N(1− 2N)

g2cr
−4N+2. (6.82)

Por outro lado, no infinito, existem dois comportamentos assintóticos posśıveis. O pri-

meiro é dado por f(r → ∞) = pi com N positivo. Neste caso, a transformação (6.78) deve

ser considerada, novamente. O comportamento assitóotico do campo de gauge, nesse caso,

será a(r → ∞) = −α1. Dessa forma, concluimos que as soluções regularizadas e de energia

finita são da forma:

χ(r) = a∞r
N(1−α1) com α1 > 1, (6.83)

e

a(r) = − c2∞
2N2(1− α1) + 2N

r2N(1−α1)+2 − α1 (6.84)

Analogamente, para f(r →∞) = 0 e a(r →∞) = α2 com N negativo, obtemos:

χ(r) = ā∞r
N(1+α2) com α2 > −1, (6.85)

e

a(r) = − ā
4
∞g

2
c

2N
r4N(1+α2) + α2. (6.86)

note que, nas expressões anteriores o parâmetros α1 e α2 são constantes que dependem da

escolha da condição de contorno topológica ou não-topológica.

Conforme já discutido anteriormente, os sólitons topológicos teram uma energia quanti-

zada, E = 4πN , e um fluxo magnético não-quantizado dado por Φ = 2πNα2/e. Enquanto

isso, o sólitons não topológicos do modelo teram energia E = 4πα1 e um fluxo magnético

dado por Φ = 2πNα1/e.

Analisando numéricamente as soluções da equação (6.77), apresentamos nas figs. (6.2) e

(6.2) os resultados gráficos das soluções de vórtices do modelo.
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Fig. 6.4: Sólitons topológicos para o modelo sigma O(3) com termo de Maxwell-Chern-
Simons para diversos valores de gc, ou seja, gc = −0.8 (linha traço-pontilhado), −0.6 (linha
traço-longo), −0.4 (linha tracejada) e −0.2 (linha sólida).

Fonte: Cavalcante et al. 2006.

Fig. 6.5: Sólitons não-topológicos para o modelo sigma O(3) com termo de Maxwell-Chern-
Simons para diversos valores de gc, ou seja, gc = −0.025 (linha traço-pontilhado), −0.02
(linha traço-longo), −0.015 (linha tracejada) e −0.01 (linha sólida).

Fonte: Cavalcante et al. 2006.



Caṕıtulo 7

Resultados Obtidos

7.1 O modelo sigma com acoplamento mı́nimo e com

o termo de Chern-Simons-Higgs generalizado

Para este modelo, consideramos, inicialmente a densidade Lagrangiana descrita pelas

referência [3, 12] em unidade natural (c = ~ = 1). Ou seja,

L =
G(φ)

2
Dµ

~φ ·Dµ~φ+
κ

4
ω(~φ)εµνρAµFνρ −

1

2κ2
(1 + n̂3 · ~φ)(1− n̂3 · ~φ)3. (7.1)

Demonstraremos a seguir, que a constante dielétrica acoplada com o termo de Chern-

Simons é responsável pela finitude de energia do modelo. Além disso, consideramos, ~φ =

φ1n̂1 + φ2n̂2 + φ3n̂3 é um vetor com três componentes e norma ~φ · ~φ = 1 [6]. Neste contexto,

consideramos a assinatura do espaço-flat de Minkowski sendo gµν = (+,−,−). Além disso,

a escolha particular do termo generalizado de Chern-Simons ω(~φ) permite a existência de

estruturas semelhantes a compactons no modelo sigma O(3).

O tensor eletromagnetico é dado por Fνρ = ∂νAρ−∂ρAν , onde Aµ representa o campo de

gauge e εµνρ é o conhecido śımbolo de Levi-Civita.

A derivada covariante é definida como [31]:

Dµ
~φ = ∂µ~φ+ Aµn̂3 × ~φ. (7.2)

A Lagrangiana (7.1) é invariante sob umas isorotação de SO(2) ao redor do eixo n̂3. De

fato, podemos recorrer novamente a identidade

Dµ
~φ ·Dµ~φ = |(∂µ + iAµ)(φ1 + iφ2)|2 + ∂µφ3∂

µφ3, (7.3)

56
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para observarmos a natureza local U(1) do modelo. Pela expressão (7.1) observamos que o

potencial possui dois mı́nimos degenerado em φ3 = ±1, o v́ınculo ~φ · ~φ = 1 implica que as

componentes φ1 e φ2 são nulos quando φ3 = 1.

A equação de movimento para o modelo é

Dµ
~Jµ = − 1

κ2
(n̂3 × ~φ)(1− n̂3 · ~φ)2(1 + 2n̂3 · ~φ) (7.4)

onde

jµ =
κ

2
ω(~φ)εµνρFνρ (7.5)

e a corrente ~Jµ é definida como

~Jµ = G(~φ) ~φ×Dµ~φ, (7.6)

onde a corrente U(1) é jµ = − ~Jµ · n̂3.

Construindo o funcional de energia, obtermos a expressão:

E =
1

2

∫
d2x

[
G(D1

~φ)2 +G(D2
~φ)2 +

ω2

G

κ2F 2
12

φ2
1 + φ2

2

+
1

κ2
(1 + n̂3 · ~φ)(1− n̂3 · ~φ)3

]
(7.7)

O potencial A0 é eliminado da expressão através do uso da lei de Gauss. A energia

funcional pode ser rearranjada como:

E =

∫
d2x

[
(G1/2Di

~φ± εijG~φ×Dj
~φ)2 +

ω2

G

κ2

1− φ2
3

(
F12 ∓

G1/2

ωκ2
(1 + φ3)(1− φ3)

2

)2 ]
± 4π

∫
d2xK0 (7.8)

onde K0 é a componente zero da corrente topológica, e Kµ é definida como

Kµ =
1

8π
εµνρ

[
G3/2~φ ·Dµ~φ×Dρ~φ+

ω

G1/2
F νρ(1− n̂3 · ~φ)

]
. (7.9)

Aplicando o Limite BPS na expressão (7.8), chegamos ao resultado:

G1/2Di
~φ± εij G~φ×Dj

~φ = 0, (7.10)

F12 ∓
G1/2

ωκ2
(1 + φ3)(1− φ3)

2 = 0. (7.11)
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No limite BPS a densidade de energia do modelo é reduzida à

EBPS =
G

2
|Di

~φ|2 +G1/2F12(1− n̂ · ~φ). (7.12)

7.1.1 A solução do modelo

Para o estudo das soluções topologicas do modelo, nós escolhemos um ansatz para o

campo variável. Devido ao v́ınculo, Φ · Φ = 1, tomamos o ansatz [6]:

φ1(ρ, θ) = sin f(r) cosNθ; (7.13)

φ2(ρ, θ) = sin f(r) cosNθ; (7.14)

φ3(ρ, θ) = cos f(r). (7.15)

Devemos também escolher:
~A = −êθ

Na(r)

κr
. (7.16)

Ressaltamos que f(r) é uma função arbitrária e adimensional. N é um inteiro e também

definido como o grau do sóliton topológico (ou também chamado de vorticidade).

Substituindo a expressões (7.37, 7.14, 7.15 and 7.16) na equação de Bogomol’nyi do

modelo, nós obtermos:

f ′(r) = ± 2N

G1/2

a+ 1

r
sin

f(r)

2
cos

f(r)

2
(7.17)

e

a′(r) = ±2r

N

G1/2

ω
sin2 f(r) sin2 f(r)

2
. (7.18)

Desacoplando as equações acima e considerando que o parâmetro de acoplamento são

reduzidos a constantes, obtemos que

f ′′(r)− f ′(r)2

tan f(r)
+
f ′(r)

r
− 2

ω(φ)
sin3 f(r) sin2 f(r)

2
= 0. (7.19)

É válido notar que o parâmetro de generalização do termo cinético não altera o perfil das

soluções do campo f(r), com isso em mente, voltaremos nossa atenção ao estudo dos efeitos

da constante dielétrica ω para o modelo sigma O(3) gaugeado.

A equação (7.17) e (7.18) são invariantes sob a transformação f(r) → f(r) + 2π. Essa
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observação nos motiva ao estudos das soluções da equação acima no intervalo entre 0 e 2π.

Como sugerido por Gosh [6], podemos, convenientemente tomar a mudança na variável

dependente como

η1 = π + f(r) (7.20)

ou

η2 = π − f(r) (7.21)

onde consideramos que a(r) permanece inalterado.

Notamos que as transformações anteriores mantêm as eqs. (7.17) e (7.18) invariantes.

Conclúımos que, para um perfil espećıfico de a(r), a solução para f(r) é simétrica sobre

f(r = π). Assim, podemos restringir os valores assintóticos de f(r) entre 0 e π. Portanto,

uma vez que obtemos a solução neste intervalo, deve haver uma solução simétrica no intervalo

de π a 2π.

Embora alguns autores [6] afirmem que para obter soluções de energia finita o campo

variável (próximo da origem) depende das condições f(0) = π e a(0) = 0, no caso não

generalizado, consideraremos o estudo numérico do modelo generalizado para as condições

f(0) = 0 e f(∞) = π.

7.1.2 Resultados numéricos

Nesta seção, iniciaremos o estudo numérico das equações self-dual para o modelo sigma

com o termo de Chern-Simons generalizado (constante dielétrica). Agora voltamos nossa

atenção para a afirmação proposta por Ghosh em 1996, segundo Ghosh, para obter soluções

que tenham interesse f́ısico, ou seja, soluções de energia localizada, devemos analisar a exis-

tência de sólitons no contorno f(r = 0) = π e f(r →∞) = π, para sólitons não-topológicos.

Para os solitons topológicos devemos considerar f(r = 0) = π e f(r →∞) = 0. Em contra-

partida ao trabalho proposto por Ghosh, iniciaremos a investigação para o comportamento

do campo variável f(r) sendo inicialmente f(r = 0) = 0, mostramos que apesar do traba-

lho apresentado na literatura, a existência de soluções com localização energia, apresenta

soluções semelhantes a kink para este contorno. Para mostrar isso, retornamos a equação

(7.19) e analisamos, através do método de interpolação, a existência de tais soluções, para

isto, consideramos que o campo variável próximo da origem se comporta como f(r) = a0r
N .

Como resultado, temos as soluções gráficas apresentadas abaixo.

O gráfico (7.1) apresenta soluções tipo kink para o limite que Ghosh argumenta não ter

soluções de energia finitas. Como proposto na literatura especializada, a solução kink apre-

senta uma configuração de energia finita proporcional à sech4(r) [25], portanto esperamos
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Fig. 7.1: Soluções solitônicas para f(r = 0) = 0 e f(r →∞) = π.

que a solução gráfica para o caso anterior apresente soluções energia finita, para isso, retor-

namos a equação (7.12) e analisamos a energia BPS do modelo. Como resultado, obtemos

que a densidade de energia do modelo tem a forma apresentada em (7.2).
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Fig. 7.2: Energia BPS associada ao campo variável com f(r = 0) = 0 e f(r →∞) = π.

Do Kink ao Compacton

A existência de soluções do tipo kink nos leva à motivação de encontrar soluções do tipo

compacton no modelo, para isso precisamos fazer uma análise dos parâmetros de acopla-
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mento G(φ) e da respectiva constante dielétrica ω(φ) do modelo sigma O(3) generalizado.

Note que uma vez que a constante de acoplamento G(φ) não aparece na expressão (7.19)

ela não influência a dinâmica do campo variável, então somente a constante diéletrica ω(φ)

influenciará no modelo dinâmico. Com isso, iniciamos nossa investigação numérica, conside-

rando a variação do parâmetro ω que é responsável pela contribuição do campo gauge neste

modelo. Como conseqüência, chegamos às soluções gráficas para o campo variável f(r).
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Fig. 7.3: Soluções tipo kink para f(r = 0) = 0 e f(r →∞) = π.

É fácil ver que como o parâmetro ω diminui, as soluções do campo variável tendem para

as soluções do tipo Kink, ou seja, o campo variável tende para soluções tipo tanh(r). Em

outras palavras, à medida que a contribuição do termo Chern-Simons ou do campo gauge

diminui, as soluções do campo variável tendem a soluções tanh(r). Como conseqüência, a

energia do modelo tenderá a ser proporcional à sech4(r). Novamente, isso é visto claramente

a partir dos resultados gráficos apresentados na Fig. (7.4).

De acordo com os resultados apresentados anteriormente, notamos que como o parâmetro

ω decresce, a solução do campo f(r) tende a forma de uma solução kink. Notamos, ainda,

que a solução kink é obtida quando ω = 0.35. A fim de transformar as soluções do tipo kink

em soluções do tipo compacton, continuamos a diminuir continuamente a contribuição do

parâmetro ω, com isso, obtemos as soluções do tipo compacton como mostra a fig. (7.5).

Devido à caracteŕıstica das soluções do tipo compacton, esperamos que a densidade de

energia das BPS se torne mais localizada e ńıtida quando as solução kink tende à solução do

tipo compacton. Com isso, podemos ver claramente que isso é o que acontece nas soluções

gráficas (7.6), desta forma, os resultados numéricos mostram-se de acordo com os resultados

teóricos da literatura especializada para a dinâmica do modelo.
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Fig. 7.4: Energia BPS para f(r = 0) = 0 and f(r →∞) = π.
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Fig. 7.5: Do kink as soluções tipo compacton do modelo

A existência de sólitons não-topológicos

Um novo resultado numérico é obtido quando assumimos que o parâmetro ω é um valor

negativo definido. Neste caso, as soluções tipo kink e tipo compacton não existirão. No

entanto, como resultado, ainda é posśıvel verificar a existência das soluções solitônicas não-

topológicas no modelo.

Neste caso, devido ao comportamento do campo variável respeitar os limites:

lim
r→0+

f(r) = 0 e lim
r→∞

f(r) = 0, (7.22)

a solução é caracterizada como uma solução tipo onda solitária com carga topológicaQtop = 0,
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Fig. 7.6: Energia BPS do kink as soluções tipo compactons
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Fig. 7.7: Soluções solitônicas quando ω < 0.

com isso, não podemos utilizarmos argumentos topológicos para discutir a estabilidade das

soluções. Em outras palavras, notamos que as quantidades como energia do sóliton, fluxo

magnético, carga e momento angular não serão quantizados como previsto em uma teoria

topológica.

7.2 O modelo sigma com acoplamento mı́nimo e com

o termo de Chern-Simons em um potencial hiper-

bólico tipo Higgs

7.2.1 O modelo O(3) com acoplamento mı́nimo

Iniciamos, considerando à Lagrangiana do modelo descrita por:
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L =
1

2
Dµ

~φ ·Dµ~φ+
κ

4
εµναAµFνα − U(Φ3), (7.23)

onde definimos a derivada covariante da seguinte forma:

Dµ
~φ = ∂µ~φ+ Aµn̂3 × ~φ. (7.24)

É válido ressaltar, novamente, que no modelo O(3) o campo escalar ~φ é mapeado no

espaço de Minkowski de duas esferas unitárias, denotadas por S2. Em outras palavras, ~φ é

um vetor de três componentes que satisfaz ao v́ınculo ~φ · ~φ = φ2
1 + φ2

2 + φ2
3 = 1. Dependendo

da escolha espećıfica para o potencial, a Lagrangiana deve ser invariante sob uma iso-rotação

ao redor de um eixo preferencial, neste caso, n̂3 = (0, 0, 1). A natureza U(1) do modelo pode

ser facilmente vista pela seguinte identidade:

Dµ
~φ ·Dµ~φ = |(∂µ + iAµ)(φ1 + iφ2)|2 + ∂µφ3∂

µφ3. (7.25)

Para garantir um sistema self-dual, consideramos um potencial da forma:

U(~φ) =
1

2κ2
{tanh2[ξ(~φ− ~φ0) · n̂3] + tanh2[ξ(~φ+ ~φ0) · n̂3]}, (7.26)

onde ~φ0 é um vetor constante. Observamos, ainda, que o sistema possue dois estados de

vácuo, dados por φ0 = ±~φ0 · n̂3, conforme apresentado na figura abaixo.
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Fig. 7.8: Comportamento gráfico do potencial para vários valores do parâmetro de deforma-
ção



7.2 O modelo sigma com acoplamento mı́nimo e com o termo de Chern-Simons
em um potencial hiperbólico tipo Higgs 65

Como um resultado a simetria SO(2) (U(1)) não é quebrada espontaneamente. Neste

caso, é também interessante notar que a dinâmica do campo de gauge é governada somente

pelo termo de Chern-Simons.

Neste ponto, é nosso dever chamar a atenção do leitor, novamente, para algumas conven-

ções a serem utilizadas, por exemplo, ressaltamos que a assinatura métrica a ser utilizada é

dada por ηµν =diag(+,−,−) com ε012 = 1; µ, ν = 0, 1, 2 e i, j = 1, 2. Portanto, as equações

de movimento para a Lagrangiana (7.23) são dadas por:

~Jµ = −~φ×Dµ~φ, (7.27)

com ~Jµ = −jµ n̂3 e

jµ =
κ

2
εµναFνα. (7.28)

Para o campo escalar, obtemos:

DµD
µ~φ = −∂U

∂~φ
. (7.29)

Rearranjando as equações (7.27) e (7.29), chegamos à expressão:

Dµ
~Jµ = ~φ× ∂U

∂~φ
. (7.30)

A componente zero da expressão (7.28) é conhecida como lei de Gauss, com isto em

mente, a lei de Gauss implica que a configuração do campo com fluxo magnético Φflux

carrega essencialmente uma carga diferente de zero dada por Q = −κΦflux.

Como de costume, a energia funcional pode ser obtida por uma integração da compo-

nente T00 do tensor energia-momento em todo o espaço, ou pode ser obtida acoplando o

campo gravitacional e então variando a ação em relação à métrica. De posse desse conceito,

escrevemos o funcional de energia do modelo como:

E =
1

2

∫
d2x

[
(D1

~φ)2 + (D2
~φ)2 +

κ2F 2
12

φ2
1 + φ2

2

+ 2U
]
. (7.31)
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Rearranjando o funcional de energia, chegamos à expressão:

E =
1

2

∫
d2x

{
(Di

~φ± εij~φ×Dj
~φ)2 +

κ2

φ2
1 + φ2

2

[
F12 ∓

√
2U(φ2

1 + φ2
2)

κ2

]}
± 4π

∫
d2xK0.

(7.32)

A partir deste ponto, iremos definir a carga topológica do modelo como

Kµ =
1

8π
εµνλ

[
~φ ·Dν~φ×Dλ~φ+ F νλ

√
2κ2U

(φ2
1 + φ2

2)

]
. (7.33)

Por argumentações topológicas, sabemos que a energia (7.32) possue um limite inferior

[25, 26, 45], isto é, devemos ter:

E ≥ 4π

∫
d2xQ0 (7.34)

No limite de saturação da energia, as equações de movimento do modelo reduz-se para

Di
~φ± εij~φ×Dj

~φ = 0; (7.35)

F12 ∓
√

2U(φ2
1 + φ2

2)

κ2
= 0. (7.36)

Soluções de vórtices estáticos

Para investigar as equações de Bogomol’nyi numericamente, escolhemos, conveniente-

mente, uma simetria rotacional para o campo variável [29, 47], ou seja,

φ1(ρ, θ) = sin f(r) cosNθ;

φ2(ρ, θ) = sin f(r) sinNθ; (7.37)

φ3(ρ, θ) = cos f(r)

e

~A(ρ, θ) = −Na(r)

κr
êθ. (7.38)

Considerando o potencial hiperbólico auto-dual, rescrevemos as equações de Bogomol’nyi
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como

f ′(r) = ±N a+ 1

r
sin f(r); (7.39)

a′(r) = ± r

N

√
(1− cos2 f(r)){tanh2[ξ(cos f(r) + φ0)]}+ tanh2[ξ(cos f(r)− φ0)]}. (7.40)

com φ0 sendo o valor esperado do vácuo e f(r) sendo uma função arbitrária (campo variável).

N é o parâmetro responsável pela vorticidade das soluções.

Desacoplando as equações anteriores, encontramos a equação do campo variável:

f ′′(r) +
f ′(r)

r
− f ′(r)2

tan f(r)
−

sin f(r)

√
(1− cos2 f(r)){tanh2[ξ(cos f(r)− φ0)] + tanh2[ξ(cos f(r) + φ0)]} = 0. (7.41)

Pode ser facilmente verificado que as equações de Bogomol’nyi (7.39-7.40) satisfazem as

equações de movimento (7.30). Isso é bem discutido na literatura especializada, mas um

leitor mais entusiasta pode consultar as referências [6, 29, 47].

Agora, estamos interessados em obter as soluções para equações (7.39) e (7.40). Para

garantir que o campo não é singular na origem, consideramos que o campo variável na

vizinhança da origem possui a forma:

f(0) = nπ, n ∈ N, (7.42)

e, em seguida, as soluções regulares na origem exigem que o comportamento inicial do gauge

seja a(0) = 0. Além disso, as soluções são simétricas em f(r) = 2π. Portanto, devemos ter

f(0) = 0 e f(0) = π para as soluções topológicas e não topológicas. Se considerarmos a

última condição, é útil usar a mudança de variável f(r) = π+h(r). Também consideramos o

sinal de baixo das equações de Bogomol’nyi e N sendo positivo. Para h(r)� 1, assumimos

que o modelo tem soluções do tipo

h(r) = B0r
N (7.43)

e consequentemente, obtemos que

a(r) = − B0

N(N + 2)

√
tanh[ξ(1 + φ0)]2 + tanh[ξ(1− φ0)]2r

N+2 +O(r3N+2). (7.44)
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Por outro lado, se considerarmos que f(0) = 0 e N negativo, obtemos na vizinhança da

origem:

f(r) = B̄0r
−N (7.45)

nesse caso, a solução do campo de gauge é

a(r) = − B̄0

N(2−N)

√
tanh[ξ(1 + φ0)]2 + tanh[ξ(1− φ0)]2r

2−N +O(r2−3N). (7.46)

No infinito, existe dois comportamentos assintóticos distintos para a equação de Bogo-

mol’nyi. Quando f(∞) = π e N positivo, f(r) pode ser reescrito convenientemente como

f(r) = π+h(r), e então, para obter soluções de energia localizadas devemos ter a(∞) = −η1.
Dessa forma, assumimos que

h(r) = C∞r
N(1−η1). (7.47)

Como resultado, chegamos à expressão:

a(r) ' − C∞
N [N(1− η1) + 2]

√
tanh[ξ(1 + φ0)]2 + tanh[ξ(1− φ0)]2r

2N(1−η1)+2 − η1. (7.48)

Para finalizar, analisamos o contorno f(∞) = 0 e a(∞) = η2 com N negativo, ou seja,

assumimos a solução:

f(r) = C̄∞r
N(1+η2). (7.49)

dessa maneira, obtemos o resultado:

a(r) ' − C̄∞r
N(1+η2)+2

N [N(1 + η2) + 2]

√
1

2
{tanh[ξ(1 + φ0)]2 + tanh[ξ(1− φ0)]2}+ η2 (7.50)

note que os parâmetros η1,2 dependem diretamente se a solução é topológica ou não topoló-

gica.

Resultados Numéricos

A partir de agora, voltamos nossa atenção para a análise numérica das equações de Bogo-

mol’nyi (7.39 - 7.40). Inicialmente, investigamos numericamente as soluções topológicas com

condições de contorno f(0) = 0 e f(r →∞) = π com N = 1. Para obter as soluções numé-
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ricas das equações de Bogomol’nyi acopladas, consideramos os comportamentos assintóticos

expressos por (7.43), (7.44), (7.47) e (7.48). Desta forma, obtemos os resultados numéricos

para f(r), a(r) e B(r) como mostrado, respectivamente, nas figuras (7.9), (7.10) e (7.11).
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Fig. 7.9: Soluções numéricas dos vórtices topológicos para vários valores assintóticos do
campo de gauge.
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Fig. 7.10: Comportamento do campo de gauge topológico para diferentes valores do parâme-
tro η1.

Observamos que o campo variável e o comportamento do campo de gauge são similares

aos resultados apresentados no modelo Maxwell-Chern-Simons com acoplamento não-mı́nimo

[29]. Neste caso, como o campo de gauge é governado exclusivamente pelo termo de Chern-

Simons e o modelo está sujeito ao potencial hiperbólico tipo Higgs, as soluções topológicas
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são obtidas por N = 1. O comportamento do campo magnético com N = 1 é representado

abaixo.
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Fig. 7.11: A magnitude do campo magnético B como função de r para N = 1.

Para as soluções não-topológicas, investigamos numericamente a existência de soluções

com f(0) = π, f(r →∞) = π e N = −1 como condições de contorno. Com isto em mente,

para encontrar as soluções numéricas para a equação de Bogomol’nyi acoplada, fazemos uso

dos comportamentos assintóticos expressos por (7.45), (7.46), (7.49) e (7.50) e assim, obtemos

os resultados numéricos abaixo.
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Fig. 7.12: Solução numérica do vórtice não-topológico para vários valores assintóticos do
campo de gauge.
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Fig. 7.13: Comportamento do campo de gauge para diferentes valores do parâmetro η2.
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Fig. 7.14: A magnitude do campo campo magnético B como função de r para N = −1.

Observamos que, no caso não-topológico, o comportamento do campo magnético se asse-

melha ao comportamento do campo variável no caso N = −1, com os respectivos valores do

parâmetro η2.
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7.2.2 A constante dielétrica e o vórtice tipo compacton

Nesta seção, focamos nossa atenção na discussão de como a constante dielétrica modi-

fica as soluções de vórtice do campo variável. Para atingir este objetivo, consideramos o

lagrangiano escrito como

L =
1

2
Dµ

~φ ·Dµ~φ+
κ

4
ω(~φ)εµνλAµFνλ − U(~φ), (7.51)

onde ω é o parâmetro responsável por definir a constante dielétrica do modelo.

Seguindo alguns argumentos similares aos utilizados nas seções anteriores, obtemos mais

uma vez que a corrente local é dada por

jµ =
κ

2
ω(~φ)εµνλFνλ, (7.52)

onde ~Jµ = −jµ n̂3.

A equação de movimento do modelo permanece inalterada, ou seja,

~Jµ = ~φ× ∂U
∂~φ

. (7.53)

Construindo o funcional de energia, chegamos, novamente à expressão:

E =
1

2

∫
d2x

{
(D1

~φ)2 + (D2
~φ)2 +

κ2ω2F 2
12

φ2
1 + φ2

2

+ 2U
}
. (7.54)

Rearrajando o funcional, nós obtemos à equação:

E =
1

2

∫
d2x

{
(Di

~φ± εij~φ×Dj
~φ)2 +

κ2ω2

φ2
1 + φ2

2

(
F12 ∓

√
2U(φ2

1 + φ2
2)

κ2ω2

)2}
+ 4π

∫
d2xK0.

(7.55)

Notamos que a carga topológica “adquire”um parâmetro devido a adição da constante

dielétrica, a saber:

Qµ =
1

8π
εµνλ

[
~φ ·Dν~φ×Dλ~φ+ F νλ

√
2κ2ω2U
φ2
1 + φ2

2

]
.. (7.56)

Mais uma vez usamos a argumentação da seção anterior e escrevemos nas equações de
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Bogomol’nyi. Dessa forma, obtemos:

Di
~φ± εij~φ×Dj

~φ = 0; (7.57)

F12 ∓
√

2U(φ2
1 + φ2

2)

κ2ω2
= 0. (7.58)

Considerando o ansatz (7.37), obtemos as expressões acopladas:

f ′(r) = ±N a+ 1

r
sin f(r) (7.59)

e

a′(r) = ± r

ωN

√
(1− cos2 f(r))(tanh2[ξ(cos f(r)− 1)] + tanh2[ξ(cos f(r) + 1)] (7.60)

Desacoplando as equações anteriores, obtemos:

f ′′(r) +
f ′(r)

r
− f ′(r)2

tan f(r)
−

1

ω
sin f(r)

√
(1− cos2 f(r)){tanh2[ξ(cos f(r)− φ0)] + tanh2[ξ(cos f(r) + φ0)]} = 0. (7.61)

A equação (7.61) é análoga à equação (7.41) quando o parâmetro ω = 1. A partir de

agora, nos concentramos em entender como a constante dielétrica modifica as soluções de

campo variáveis. Com isso, iniciamos o estudo numérico da equação (7.61) utilizando os

limites acima mencionados.

Estudo numérico da constante dielétrica

Primeiramente, para investigar numericamente a influência da constante dielétrica nas

soluções do campo variável f(r), consideramos a solução numérica apresentadas na fig. (7.9)

com a(∞) = −0, 35. Então, consideramos o parâmetro ω como constante e o variamos

numericamente. Como resultado, observamos que as soluções tipo kink adquirem uma carac-

teŕıstica de uma solução parecida a um compacton simplesmente variando numericamente a

constante dielétrica do modelo. Em outras palavras, à medida que o campo de gauge ou as

contribuições do termo Chern-Simons diminuem, as soluções tipo kink se tornam soluções do

tipo compacton, como mostrado na fig. (7.15).
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Fig. 7.15: Das soluções tipo kink as soluções tipo compacton.

Resultados interessantes também surgem quando nós variamos numericamente a cons-

tante dielétrica nas soluções não-topológicas apresentadas na fig. (7.13). Para este resul-

tado, consideramos η2 = 0.25 e variamos o parâmetro ω. O resultado desta investigação é

mostrado na fig. (7.16). Neste caso, notamos que, quando aumentamos a contribuição do

campo de gauge, as soluções solitônicas não-topológicas se aproximam das soluções do tipo

kink para o campo variável.
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Fig. 7.16: Das soluções não-topológicas as soluções tipo kink para o campo variável.
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Considerações Finais e Perspectivas

Nesta dissertação, discutimos os principais conceitos e ferramentas necessárias para o

estudo de estruturas localizadas no modelo sigma não-linear. Para isto, iniciamos nossa

dissertação realizando uma breve revisão: de alguns aspectos da teoria clássica de campos,

alguns de conceitos em teoria dos sólitons de dimensão (1 + 1)D, e algumas discussões sobre

as soluções de energia localizada do modelo sigma-O(3) para um campo de gauge governado

pelo termo de Chern-Simons com acoplamento mı́nimo.

No primeiro momento, investigamos à existência de soluções solitônicas no modelo Chern-

Simons-Higgs restrito à condição topológica f(r = 0) = 0. Para isso, usamos dois termos de

acoplamento, o primeiro termo é relacionado ao termo cinético (Klein-Gordon) do modelo,

o segundo termo é relacionado ao termo de generalização do gauge de Chern-Simons, esse

último é também responsável pela finitude da densidade de energia. Semelhante à situação

proposta por [14], o parâmetro ω é responsável por transformar as soluções tipo kink em

soluções do tipo compacton. Assim, em oposição à referência [6], investigamos a existên-

cia de soluções fisicamente aceitáveis limitadas pelas condições de contorno f(r = 0) = 0

e f(r → ∞) = π. Como resultado, notamos que quando o parâmetro ω = 1, reobtermos

o caso particular estudado por Gosh, entretanto, ressaltamos um resultado interessante em

oposição ao trabalho apresentado por Gosh em 1996 [6], esse resultado consiste basicamente

na obtenção de soluções de estruturas localizadas no presente caso. Ainda, é válido observar

que quando o parâmetro ω ≥ 1, obtemos soluções do tipo kink para o modelo com energia

finita. Também observamos que quando o parâmetro 0 < ω ≤ 1 temos soluções tipo kink

se transformando continuamente em soluções tipo compacton. Como consequência, a den-

sidade de energia BPS tende a se tornar mais localizada e mais pontiaguda à medida que

as soluções tipo kink tendem as soluções tipo compacton. Fisicamente, podemos ver isso

como uma consequência da indução magnética ser inversamente proporcional ao parâmetro

75
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de compactificação, com isso, à medida que tendemos a compactar soluções, a contribuição

do campo magnético aumenta significativamente e assim a densidade de energia BPS do

modelo tendem a uma representação delta em torno da singularidade da solução. Por fim,

notamos que quando ω é negativo definido, não há soluções semelhantes a kink, no entanto,

podemos ver a existência de sólitons não-topológicos, onde essas soluções são bem discutidas

por Ghosh [12]. Como visto em (7.7), o comprimento de onda dessas estruturas torna-se

menor à medida que o parâmetro diminui. Observamos que resultados semelhantes podem

ser obtidos para as condições de contorno estudadas por Gosh em 1996.

No segundo momento, voltamos nossa atenção ao estudo das soluções de vórtices do

modelo sigma com termo Chern-Simons restrito a um potencial hiperbólico tipo Higgs. Como

resultado, notamos que devido ao ansatz e o v́ınculo do modelo O(3), para o contorno f(0) =

0 e f(∞) = π temos a chamadas soluções não-topológicas, uma vez que a carga topológica é

dada por um parâmetro não-inteiro. Enquanto isso, para o contorno f(0) = π e f(∞) = π

temos as soluções topológicas, essas apresentam uma carga topológica do modelo descrita por

um inteiro. Como consequência, os vórtices topológico do modelo apresentam uma energia

quantizada dada por E = 4π|N |, a carga sendo Q = −κΦflux e o fluxo magnético dado por

Φflux = 2πNη1. Ou seja, notamos que apesar da energia ser quantizada, o fluxo do modelo

não é quantizado. Observamos, ainda, que para um N fixo existe uma famı́lia de soluções

para diferentes valores de η1, isso implica que existe infinitas soluções degeneradas no modelo.

As soluções ditas não-topológicas são caracterizada por uma energia E = 4πNη2, por um

fluxo Φflux = 2πNη2 e carga Q = −κΦflux. Por fim, notamos que através da variação

das constantes dielétricas (o termo que generaliza a contribuição do campo de gauge de

Chern-Simons) do modelo, podemos levar as soluções do tipo kink (topológicas) a soluções

do tipo compacton simplesmente variando numericamente a constante dielétrica do modelo.

Em outras palavras, a medida que a contribuição do campo de gauge, ou do termos de

Chern-Simons, diminui as soluções tipo kink são levadas as soluções do tipo compacton como

apresentamos na fig. (7.15). Da mesma forma, observamos, que quando aumentamos a

contribuição do campo de gauge as soluções não-topológicas aproximam-se das soluções tipo

kink para o campo variável. Em outras palavras, as soluções não-topológicas tendem as

soluções topológicas com |Qtop| = N .

Novas Perspectivas

Como perspectivas, buscaremos a partir deste ponto, investigar as soluções de vórtices

tipo compacton para uma generalização dos modelos anteriores acoplados não-minimamente

ao campo de gauge. Buscaremos, ainda, investigar tais soluções com o campo de gauge
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governado pelos termos de Chern-Simons e Maxwell-Chern-Simons generalizado e restrito

a potenciais arbitrários tipo Higgs no modelo sigma; no modelo CP (2); no modelo Baby

Skyrme.
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