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Resumo

Nesse trabalho, temos como objetivo estudar as solugoes tipo compacton no modelo sigma
nao-linear, em especifico, voltaremos a nossa atengao ao estudo do modelo sigma O(3) com
o campo de gauge governado pelo termo de Chern-Simons e sujeito ao potencial de Higgs e
a um potencial hiberbdlico tipo Higgs. A escolha desses modelos deve-se ao fato de que em
ambos os casos, com acoplamentos minimo, os modelos apresentam solucoes tipo kink. Dessa
forma, motivados por alguns trabalhos recentes da literatura, buscamos uma generalizacao
do modelo para levar as solugoes solitonicas tipo kink em solugoes tipo compacton. No caso
do modelo com acoplamento minimo e com campo de gauge governado pelo termo de Chern-
Simons, observamos que o modelo admite tanto solucoes topoldgicas quanto nao-topoldgica
para uma escolha especifica do comportamento assintético do campo de gauge. Por fim,
notamos que em ambos os casos, os solitons topoldgicos sao infinitamente degenerados em

qualquer setor.

Palavras-chave: Modelo Sigma, Compacton, Termo de Chern-Simons, Acoplamento mi-

nimo.



Abstract

In this work, our main purpose is studying compacton-like solutions in the non-linear
sigma model, in particular, the sigma-O(3) model with the gauge field governed by the
Chern-Simons term. The choice of these models is due to the fact that in both cases, with
the minimal coupling, the models present kink-like solutions. In this way, motivated by some
recent works of the literature, we seek a generalization of the model to transform the kink-like
solutions in compacton-like solutions. In the case of the model with minimal coupling and
the gauge field governed by the Chern-Simons term, we observed that the model admits both
topological and non-topological solutions for a specific choice of the asymptotic behavior of
the gauge field. To finish, we observe that in this case the topological solitons are infinitely

degenerate in any sector.

Keywords: Sigma Model, Compacton, Chern-Simons Term, Minimal coupling.
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Capitulo 1
Introducao

Nas ultimas décadas os avancos nas areas de modelos topoldgicos e geometria tém se
tornado importante para diversos pesquisadores, dentre eles, os fisicos tedricos que atuam
na area. O desenvolvimento de pesquisas na area de topologia levaram ao surgimento de
novas teorias, por exemplo, teoria de campos topoldgica e teoria de cordas topoldgicas. A
motivacao para o estudo desse tipo de teoria vai além de argumentos matemaéticos, do ponto
de vista fisico, essas teorias se tornam mais atrativas e interessantes por proporcionarem
argumentos topoldgicos que tornam as solugoes de determinados modelos mais simples.

A descricao de fenomenos como o efeito Hall quantico fracionério e a supercondutividade
em altas temperaturas estao estritamente relacionada ao estudo de sistemas planares em
fisica de matéria condensada e teoria de campos [1, 2]. Além dessas motivagoes, o crescente
interesse no assunto, deve-se, ainda, ao fato que os sistemas em (2 + 1)D apresentam uma
caracteristica sui gemeris, ou seja, a possibilidade de ter spin, em principio, arbitrario [3].
Isso em principio, faz oposicao aos modelos de trés dimensoes espaciais, em que o spin deve
ser inteiro ou semi-inteiro [4]. Essa caracteristica se deve ao fato de que em duas dimensoes
espaciais o grupo de rotagoes ¢ abeliano [5].

Uma caracteristica importante do estudo de modelos bidimensionais em teoria de campos
de (2+1)D é a existéncia de solugoes tipo onda solitaria, ou seja, solugoes tipo sélitons [6]. Os
solitons em duas dimensoes e multidimensionais sao objetos de intensa pesquisa e crescente
interesse, tanto por motivos fundamentais quanto por aplicabilidade. Em (1 4+ 1)D, a teoria
de sdéliton repousa sobre a teoria das equacoes que sao completamente integraveis através
do método de transformacao de dispersao inversa. A mais comum e mais importante dessas
equagoes é a equagao nao-linear de Schrodinger. Em dimensoes mais altas, como por exemplo,
(24 1)D as equagbes completamente integraveis sao raras [7].

Uma aplicagao de solucoes tipo sélitons pode ser vista quando, por exemplo, uma fonte



de luz é focada em um guia de ondas, a propagacao linear ao longo da guia de onda resulta
em encapsulamento para locais adjacentes [8], exibindo, assim, um padrao de difra¢do carac-
teristico com intensidade concentrada principalmente em determinados pontos. Para uma
nao-linearidade suficientemente alta, uma auto-focalizagao equilibra este efeito, levando a
uma rede de séliton [9, 10, 11].

Em 1993, os compactons foram definidos como sélitons de comprimento de onda finito
[12], e até agora tém sido objeto de varios estudos, ja que modelos contendo defeitos topolé-
gicos foram usados para representar particulas e objetos cosmoldgicos, como cordas cosmicas
[13]. Um arranjo particular de particulas pode ser representado como um grupo de com-
pactons e, neste caso, nao teremos o problema de sobreposicao de particulas, ou defeitos
[14]. Outra razao para o crescente interesse no estudo de estruturas compactas sao os vor-
tices compactos e skyrmions que estao intrinsecamente conectados com os recentes avancgos
na miniaturizacao de material em escala nanométrica para aplicagdes spintronicas [15, 16].
Além disso, as propriedades das paredes de dominio magnético tipo compactons quanticos
foram estudadas por Bazeia & Vassilevich [17]. Caracteristicas de modelos compactons em
temperatura finita, por exemplo, o estudo de como os efeitos das correcoes de um loop
dependentes da temperatura contribuem para o potencial efetivo da teoria foram descober-
tos em [18]. Aplicagoes de compactons em contextos de mundos branas também aparecem
frequentemente em algumas referéncias [19, 20, 21, 22, 23].

O interesse no estudo dos modelos sigmas, em particular, o modelo sigma nao-linear O(3)
¢ devido as suas contribuicao na descrigao do ferromagnetismo de Heisenberg [24]. O modelo
sigma O(3) em (2 + 1)D é exatamente integravel no limite Bogomol'nyi [25]. A estabilidade
destas solugoes de séliton é garantida por argumentos topoldgicos [25, 26]. No entanto, os
sOlitons neste modelo, pode ser expresso em termos de fungoes que sao invariantes de escala.
Devido a esta invariancia, o tamanho desses sélitons podem mudar arbitrariamente durante
a evolugao do tempo sem modificar a energia destes [6, 25].

Em principio, existem varia maneiras de quebrar a invariancia da escala deste modelo
27, 28], a construgao de Q-lumps é um exemplo onde a invariancia de escala é quebrada,
incluindo um especifico termo de potencial no modelo sigma [28]. Assim, o colapso do
tamanho do séliton neste modelo é impedido, fazendo uma rotagao no espaco interno das
variaveis de campo. Estes sélitons de energia finita sao necessariamente dependentes do
tempo com uma velocidade angular constante [6].

Atualmente, existem muitos trabalhos na literatura onde os autores tratam o campo
escalar interagindo com o campo de gauge [6, 29, 47]. Basicamente, a diferenca desses

trabalhos estda na escolha do termo que descreve a dinamica do campo de calibre. Por



exemplo, ao utilizarmos o termo de Maxwell, pode-se encontrar as solugoes conhecidas como
vortices, esses objetos apresentam algumas propriedades como a carga elétrica associada
ao fluxo magnético, dentre outras [30]. Outra possibilidade estd no campo de gauge ser
governado pelo termo de Chern-Simons, nesse caso o termo de Chern-Simons da origem a
uma quantizacao do fluxo magnético do sistema, é véalido observar que essa quantizacao se da
a nivel classico, sendo devido unicamente ao cardter topolégico do modelo [29]. E possivel,
ainda, combinar os termos de Maxwell e Chern-Simons, nesse caso, temos também solugoes
solitonicas. Essas solugoes foram bem discutidas por Lee et al. em 1990 [31].

Nesta dissertagao, temos como objetivo o estudo de solugoes do tipo compacton no mo-
delo sigma O(3). Para isto, no segundo capitulo apresentamos alguns aspectos da teoria
classica de campos, ou seja, iniciamos discutindo sobre a Lagrangiana em teoria de campos
e as invariancias no espaco Euclidiano e de Minkowski, em seguida, enunciaremos o famoso
teorema de Noether e finalizamos discutindo sobre a quebra espontanea de simetria.

No terceiro capitulo, buscaremos dissertar sobre a teoria dos sélitons de dimensao (1+1).
Para isto, iniciaremos apresentando alguns conceitos bésicos sobre as solugoes solitonica
estaticas e algumas propriedades intrinsecas dessas solugoes.

Em seguida, apresentamos um capitulo de aplicagao e motivagao para o estudo de solugoes
tipo compacton, nesse capitulo discutimos as solucoes solitonicas tipo compacton da equacao
de Korteweg-de Vries (KdV). No capitulo seguinte, iniciamos uma discussao sobre as solugoes
de energia localizada do modelo sigma O(3). Por fim, investigamos as solugbes do modelo
para um campo de gauge governado por Chern-Simons, em seguida, discutiremos o caso do

campo de gauge governado pelo termo de Maxwell-Chern-Simons.



Capitulo 2

Aspectos da Teoria Classica de

Campos

Nesse capitulo, dissertaremos sobre os trés conceitos chaves necessarios para a elaboracao
desse trabalho. Inicialmente, iremos discutir sobre a Lagrangiana em teoria de Campos e
as invariancias no espaco Euclidiano e de Minkowski, em seguida, enuciaremos o famoso

teorema de Noether e finalizamos discutindo sobre a quebra espontanea de simetria.

2.1 A Lagrangiana

A Lagrangiana classica em teoria de campos preocupa-se com a dinamica de um ou mais
campos definido ao longo de um espago e evoluindo no tempo [32].

Considerando por suposicao um espaco R?, entao, o espaco-tempo R xR?. A coordenadas
da posicao sao x = (¢, x), onde temos que z° = ¢ [33]. O campo mais simples é um campo
escalar ¢, uma funciao em R x R?, denotada localmente por ¢(t, z) [26].

O tipo mais simples de uma Lagrangiana:

= [a E@W - 196-vo- i) (2.1)

com a densidade Lagrangiana sendo o integrando da expressao acima. A densidade Lagrangi-
ana é uma quantidade local que depende isotrépicamente de V¢, o potencial U(¢) é alguma
funcao de ¢.

Ha uma divisao dessa Lagrangiana em energia cinética e energia potencial, L =T —V
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[32]. Assim, a energia cinética do campo é:

T / %(8(@)2 d'z, (2.2)

e a energia potencial:
1
V= / <§v¢> Vo + U(gb)) dz. (2.3)

Note que a energia potencial é definida para o campo em um dado tempo, e ela possui,
portanto, contribuigbes de V¢ e U(9). E valido ressaltar que o termo V¢ - V¢ da origem a
energia gradiente.

Para a teoria de Campos definida em R x R% devemos sempre insistir na invariancia
Euclidiana em R?, invariancia de translacao temporal. O grupo Euclidiano F(d) combina
translacoes espaciais e rotagoes. A simetria translacional é assegurada se nao houver de-
pendéncia explicita x na Lagrangiana e a integracao sob todo espago for constante. Para
uma invariancia por rotacao, é necessario uma combinacao dos termos de gradientes em um
escalar [26].

Uma generalizagao aceitével de (2.1) deve envolver os termos de energia cinética

/ (V6 - V) () da. (2.4)

Termos similar a esse aparece no modelo de Skyrme [34]. Termos lineares em Jy¢ sao
também possiveis, mas nao devemos ter termos de derivada total no tempo. Uma das mais
simples possibilidades ocorrem em uma teoria com dois campos ¢, e ¢, onde o termo cinético

poderia incluir

/((,15130(152 — 200¢1) d'x. (2.5)
A energia potencial poderia incluir mais termos, tipo:
/(qu V) dx (2.6)
ou
/W(¢)V¢ Vo dz (2.7)

para alguma fungao W positiva.
A teoria de campos com a Lagrangiana (2.1) possui mais que uma simetria Euclidiana
E(d), devido a derivada no espago e no tempo de ¢ aparecerem na forma quadrética e com um

sinal de menos relativo, a teoria é invariante de Lorentz. A invariancia de Lorentz permite,
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portanto, a adigao em (2.1) da forma:

/ W(O)[(00d)® — V- Vo] d'a 2.8)

a invariancia de Lorentz é fundamental para teorias que buscam descrever particulas elemen-
tares no espaco-tempo de Minkowski R x R¢.

Em teorias invariantes de Lorentz é conveniente condensar a notagao, assim assumimos
que:

0,90"$ = (00¢)* = V¢ - Vo (2.9)

onde os indices gregos p varia de 0 a d em um espago-tempo de (d + 1)-dimensao com
assinatura métrica ¢g" = (1, —1,...,—1).

A agdo associada com uma densidade Lagrangiana L£(0y¢, Vo, ¢) é

sz/ttQ Ldt:/tt2/ L(0vd, Vb, ) d'x dt. (2.10)

Em principio, a aciio S deve ser estdciondria para um dado intervalo do espaco R%; ou
seja @(t1, x) = ¢ (z), ¢(ty, v)=¢" () [32]. Com isto, considerando a variacio:

o(t,z) = o(t,x) + 0p(t, x) (2.11)

onde temos que d¢ — 0 conforme |z| — 0o, e §¢p = 0 em t; e ts.

Variando a agao, temos que:

oL L. 1 .
5S = //[ 585 * 3w V5¢+a¢5¢}d dt (2.12)

Por integragao por partes em todo o espaco, obtemos facilmente que:

oo {0ty 5 (o) ) en

Para S desaparecer para qualquer d¢, requeremos que:

oL oL oL
"300d) T <8(V¢>> "o ! 21

e esta é a equagao que descreve a dinamica do campo, também conhecida como equagao de

Euler-Lagrange.
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Para a Lagrangiana (2.1), a equacao de Euler-Lagrange (7.30) reduz-se para:

d
0000 — V2 + % =0, (2.15)

que é uma equacao de onda nao linear e invariante de Lorentz.

No caso de um campo estatico a Eq. (2.15) reduz-se para:

dUu
Vip=—. 2.16
O formalismo Lagrangiano pode ser facilmente extendido para a teoria de n campos
escalares ¢ = (¢1, ¢o, ..., ¢,,). Com isto, a configuragao dinamica do campo é um mapeamento
¢ : R x R — R™ [26]. Neste caso, obtemos facilmente que a generalizacio da equacio de

Euler-Lagrange é dada por:

oL oL oL
0—+V-( )— =0, com 1<k<n. 2.17
"G \avan) oo 247
Em principio, os campos podem ter um carater tensorial, nesse caso, é requerido a adi¢ao
da métrica de Minkowski para produzirmos uma densidade Lagrangiana invariante de Lorentz
[33]. Por fim, pode-se mostrar facilmente que a Eq. (7.30) pode facilmente ser reescrita na
forma covariante [26, 32|, a saber:
oL oL

6“8((%@) ~ 3. =" (2.18)

2.2 Teorema de Noether em campos classico

“Se uma Lagrangiana possui uma simetria continua, entao, existe uma corrente associada
com essa simetria que é conservada’, esse é o teorema de Noether [32, 35]. Ou seja, devemos

ter:

0, J" = 80 J +V -J =0, (2.19)

com isso, temos que tanto as simetrias internas quando as simetrias do espago-tempo levam
a algumas leis de conservagao [35].
Considerando, inicialmente a simetria interna, ou seja, uma variacao infinitesimal de ¢

em uma teoria de (d + 1) dimensdo do espago de Minkowski, dada por:

¢(x) = ¢(x) +eAg(x) (2.20)
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com ¢ sendo um infinitesimal. Essa variacao é uma simetria se podemos demonstrar, sem
usar a equacao de campos, que a variacao correspondente na densidade Lagrangeana é uma

divergencia total da forma:

L(x) = L(z)+ed, K" (x). (2.21)

com K*(x) uma quantidade positiva.

Agora, analisando, a variagao explicita de £ devido a transformagao (2.20), obtemos que:

L(z)— L(x)+ 5(%2—5@8M(A¢) + e%Agb (2.22)
oL oL oL

Substituindo a Eq. (2.18) na expressao (2.23), obtemos, facilmente que:

oL
L(x) = L(x)+ e (—A ); 2.24
Com isto, obtemos facilmente que a corrente conservada é:
oL
JH=—-A¢p— KV 2.25
50,0) (229

onde temos que a Eq. (2.25) é a conhecida corrente de Noether [26]. Portanto, esse é o
teorema de Noether.

A conservacao da corrente de Noether implica na conservacao da carga:

Q= /JO d’z, (2.26)

com () independente do tempo.

Note que, com o auxilio da equacao de continuidade, temos que:

d
d—?—/80J0ddx——/V-Jddx—j{st. (2.27)
Assumindo que J — 0 quando |z| — oo, entao obtemos que:
dQ
— =0. 2.2
o =0 (2.28)

Como um exemplo mais geral, consideramos, agora, uma transformacao infinitesimal no
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espago-tempo [26]. Ou seja,
ot = at 4 el (2.29)

com ¢ sendo infinitesimal, para uma Lagrangiana arbitraria que nao depende explicitamente

da coordenada do espago-tempo. Nesse caso, temos que o efeito no campo ¢ é:
¢(x) = ¢z +¢€) = ¢(x) + "0,0(x). (2.30)
O efeito na densidade Lagrangiana é dado por:

L L+e"0,(5",L) (2.31)

Desde que o parametro infinitesimal €” é um vetor no espaco-tempo, a corrente conservada

¢ um tensor dada por:

[ — oL _ A

onde T*, é o tensor energia-momento e satisfaz a condi¢ao:
0,T", = 0. (2.33)

vale ressaltar que existe uma corrente para cada componente do vetor .

A carga conservada associada com a simetria de translacao temporal é a energia [35]:

E = / 7% d'z = / [%(m - 5] d®x (2.34)

Por fim, a carga conservada associada com a transagao espacial é o vetor momento [26, 35]:

o 0 gd. _ _ 0L .
P, = /Tldx— /a(ao(b)angd:c. (2.35)

2.3 Vacuo e a quebra espontanea de simetria

Por simplicidade, iniciaremos nossa discussao considerando a existéncia de n campos
escalares reais, representados por ¢. Supondo, ainda, que a dinamica do sistema é descrita
pela densidade Lagrangiana:

—,

£= 50,695~ V(d), (2.30
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-

em que temos, V' (¢) sendo um potencial aleatério a ser definido posteriormente [35]. Com

isto, temos que a densidade de energia associada Lagrangeana (2.36) é dada por:
|
E(¢) = 5V3 -V +V(9). (2.37)

Assim, no estado de menor energia, estado de vacuo, o valor de (E é uma constante. Por
simplicidade denotamos, convenientemente, o valor de gz_g como sendo o valor esperado de
b, ou seja, <g§) Este valor é determinado pelo potencial V' (¢), sendo portanto um de seus
minimos absolutos.

Para uma facil compreensao da quebra espontanea de simetria, tomamos, conveniente-

mente: ) )
Vig) = E¢4 + %d)? (2.38)

com \ positivo e 2 positivo ou negativo.

Dessa forma, podemos reescrever a Eq. (2.36) como:
1. - - A 2
L= 500606 — 56" = 267 (2.39)

Notamos, portanto, que a teoria é simétrica sob a transformacao:

O — —o. (2.40)

Com isso, analisando graficamente o comportamento de V(¢), obtemos os resultados

gréaficos para 72 > 0 e 4% < 0, dado respectivamente pelas figuras (2.1, 2.2).

\
\
\
Y
Y

\
(Y

Y \‘
Y

\‘ \

Fig. 2.1: Plot de V(¢) quando > > 0.
Fonte:O autor.
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V(¢)
100+
- —r=-1
80r === y2=-2 ,
- === y?=-3 i
60+ !
[ [}
[ I
40F !
i /
20+ /
’—*-_: ?::::"4" '1'6 ¢

Fig. 2.2: Plot de V(¢) quando 7? < 0.
Fonte:O autor.

Nestes casos, concluimos que o vicuo da teoria estd inicialmente em (@) = 0 e nesse caso
é simétrico sob a transformagao (2.40). Para o caso, v < 0, essa simetria é violada como

apresentado na fig. (2.2).
Tomando, por simplicidade, a redefinicao dos parametros:

2
L (2.41)
A
reescrevemos o potencial (2.38) como:
A A
V() = 26— 63 = (2.42)

onde o termo (\/4!)¢3 é um fator constante.
De (2.42) verificamos que o potencial passa a ter dois minimos, em ¢ = +¢,. Portanto,
vemos claramente que o estado de vacuo perdeu a simetria sob a transformacao (2.40). Para

o caso continuo, a quebra de simetria do estado de vacuo pode ser explicada de forma analoga

[35).



Capitulo 3
Modelos Topologicos

Tendo em mente os conceitos basicos da teoria classica de campos, nesse capitulo, inves-
tigamos a teoria dos sélitons de dimensao (1 + 1). Para isto, buscaremos discutir sobre os

conceitos bésicos dos sélitons, as solucoes estaticas e algumas propriedades dessas solugoes.

3.1 Definicao de séliton

Iniciamos nossa discussao com a teoria classica de campos escalares no espaco de Min-
kowski. Conforme apresenta-se em teoria quantica de campos (TQC), as solugoes cléssicas
serao o vacuo para o qual quantizamos nossa teoria [36]. Dessa forma, entenderemos que as
solugoes classicas sao um instrumento na compreensao de toda a teoria quantica. Com esta

finalidade, buscamos, agora, estudar as equacoes de movimento de Euler-Lagrange, a saber:

oL oL

"0(0.0) 00 .

As solucoes dessa equagao pode variar no espaco. Em principio, para essas solugoes possui

importancia fisica ela deve ter energia finita,
E:/fw@ﬁ (3.2)

em que £ = T9%. Além disso, buscamos estados de vacuo que sao estaveis no tempo, em vez

de converter para solucoes triviais em tempos tardios. Dessa condi¢ao, podemos escrever:

lim max &(x,t) # 0 (3.3)

t—o0 all x

12
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onde esta é uma definicao fisica de um séliton.
Isso difere ligeiramente da definicao fisica que envolve a exigéncia de que a superposicao
de dois sélitons seja um séliton [25]. Assim, chamamos essas solu¢oes menos restritivas que

satisfazem as condigoes acima, de ondas solitarias.

Por simplicidade, definimos, portanto, os sdlitons como um campo possuindo as seguintes

caracteristicas:
(i) Equagao de Movimento nao linear;
(7i) Evolui no espago-tempo sem sofrer deformagdo;

(i1i) Mantém sua forma constante apds colidir com o outro.

3.1.1 Modelo \¢*: solucao tipo kink

Para estudar os sélitons, ou de forma mais coerente, as ondas solitdrias do modelo ¢ *,

consideramos como ponto de partida a densidade Lagrangiana do sistema, a saber:

1 1

V(¢)
250

20F
15}

10F

Fig. 3.1: Ilustracao grafica do potencial \¢*.
Fonte:O autor.

Com isto, obtemos que a equagao de movimento de Euler-Lagrange para o nosso “toy

model’é dada por:

0,0"p + \¢* = 0. (3.5)

!Com assinatura métrica sendo g,,, = (+, —).
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O interesse fisico nesse modelo consiste em encontrar as solucoes dessa equacao dife-
rencial com energia finita [37]. Para isto, analisamos, de forma conveniente o tensor de
energia-momento, dessa forma, aplicando uma translagao no espago-tempo na densidade

Lagrangiana, obtemos que:

T, = 8"¢d,¢ — %(8@)26“” + 2&5%. (3.6)

Com isto, obtemos que a densidade de energia do modelo é descrita por:

_1'2 1/2 54
5_2¢ +2<;5 +4¢. (3.7)

Portanto, temos que o funcional de energia é dado por:

= Lig 1o, Ay
Elgl = [ dx( 50"+ 507+ 10" ), (3.8)
oo 2 2 4
aqui a derivada com linha representa a derivada espacial do campo.

Vale ressaltar que até o momento estamos trabalhando no modelo com dimensao (1+1).
Vale, também, observar que a integral acima é positiva definida com energia nula no caso:
¢ = 0. Entretanto, ndo estamos interessados em soluges de energia nula (trivial).

Buscamos encontrar as solugoes do modelo com energia finita. Com isto, surge a pergunta:
“F possivel obter outras solugoes com energia finita para este modelo?’ Neste caso, nao. Neste
modelo, temos apenas um vacuo classico.

E interessante notar que para obter solugoes de energia finita devemos ter:

li =0. 3.9
L9 39
Devido a “falha” do modelo anterior, agora vamos, considerar uma teoria com dois estados

de vacuo cléssico. Ou seja,

L= L0000 — (6" ), (3.10)
onde temos:
m2
— ./ A1
b=/ (311)

com os parametro m? e \ positivos.

Ressaltamos, ainda, que a densidade Lagrangiana ¢ invariante sob a ¢ — —¢. No entanto,
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V(4)
2.0F

15-

Fig. 3.2: Ilustracdo gréfica do potencial §(¢? — v?)* com A = v = 1.
Fonte:O autor.

pode ser violada através de um potencial adequado V' (¢) [35].

A equacao classica de movimento da teoria pode, portanto, ser reescrita como:
9,0 + \(¢* — v*)¢ = 0. (3.12)

Nosso interesse particular se resume as solugoes estéaticas do sistema, que claramente

satisfazem a equacgao:
d*¢
dx?

onde notamos que esta é uma equacao diferencial nao-linear.

A¢® —v*)p =0, (3.13)

Afim de construir o funcional de energia, obtemos que o tensor energia-momento do

sistema ¢ dado por:

TH, = 8" ¢d,d — %(auap)?aﬂy + g(d)? — v?)2m, (3.14)

Portanto, o funcional de energia para o caso estacionario é:

E[¢] = /_OO dx B (%) + 2(& - 02)2] : (3.15)

o

Multiplicando, convenientemente, ambos os lados da Eq. (3.13) por ¢', temos que:

2 [% (%)2 e UZ)Q} —0, (3.16)
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entao, percebemos, que a quantidade entre parénteses é constante com relagao a x. Anali-

sando esta quantidade em x — oo; nds vemos que este termo realmente desaparece. Disto

segue que:
do A o 5
— =/ =(¢* —v7). 1
e S R ATy (3.17)
Com isso, concluimos que:
¢(z) = £vtanh [ﬁ(a: - )1 (3.18)
V2 .k '

com xg sendo uma constante de integracao. A solucao apresentada anteriormente com o sinal

positivo é conhecida como kink, enquanto a negativa é conhecida como antikink.

$(x)
1 07 ’_-—--—E_-M-“-
— m=0.25 P
Xa
""" m=0.5 II R4
] 'I
----- m=1 05f Il K
17
,lll
,,I,
| | L L | | X
-10 -5 4 5 10
1
"l' L
A
sl
l’ II
o"’ I,
- »
———ei e e ] (-

Fig. 3.3: Tustragao grafica das solucao tipo kink quando v =1 e xy = 0.
Fonte:O autor.

De posse das solugoes do tipo kink e antikink podemos facilmente obter que a densidade

de energia do modelo ¢é descrita por:

4

E(x) = ;n—)\sech4 (%(m - x0>>, (3.19)

ou seja, a densidade de energia da teoria é a mesma para ambas solucoes. E facil notar que,
essa densidade de energia concentra-se em uma regiao de largura ~ m~! e centrada em torno
de x(. Fora dessa regiao, o campo ¢ essencialmente indistinguivel daquele no vacuo. Embora
seja um vacuo diferente em lados opostos da curva, isso nao ¢ evidente para um observador
local.

Por fim, vale ressaltar que a energia total do kink é finita e conhecida como sendo a massa
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¢(X)
———=mnennz--~~, 1.0r
.~ N —— m=0.25
. \
Ny [ T m=0.5
AN .
‘\‘()‘5 r  ==== m=1
AN
‘\‘\
M
| | L | | X
-10 -5 i\ 5 10
W,
Ly N\
—05F\ N,
L \‘ \,
i \\ \‘.
S =
—1.0t S e ST m e ——

Fig. 3.4: Tlustracao grafica das solucao tipo antikink quando v =1 e 2o = 0.
Fonte:O autor.

classica deste. Nesse caso, temos que:

M, = /_OO dr £(z) = %5”‘73 (3.20)

o0

Com isto, concluimos que o kink é portanto uma onda solitaria legitima. Entretanto, o
modelo nao suporta solugoes de interagao do tipo kink-kink e do tipo kink-antikink pois nao
conservam sua forma quando ¢t — oo. Logo, essas solugoes nao sao solitons verdadeiros pois

nao preservam sua forma apds a colisao.

3.2 Indices topoldgicos

Na teoria dos sdlitons, os indices topologicos sao quantidades conservadas que em uma
teoria quantizada torna-se um numero quantico conservado, dessa forma, caracterizando o
estado do séliton [29]. E importante ressaltar que esses niimeros quanticos tem uma natureza
diferente das cargas conservadas de Noether 2.

Devido a restricao na energia do sistema, os valores de ¢ quando x — oo devem ser
estacionarios. Com isso, podemos dividir o espaco das solucoes em diferentes setores para
os diferentes comportamentos assintéticos de ¢ [25]. Dessa forma, podemos encontrar para
o modelo expresso em (3.10) as possibilidades apresentadas abaixo.

Conforme expresso na tabela (3.1), temos quatro possibilidades de combinagao, ou seja,

quatro setores topolégicos. Dentre estes setores, dois correspondem as solugoes triviais de

2As cargas conservadas de Noether estdo associadas as simetrias continua da Lagrangiana.
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&(X)
0.,5-\
7 [N
L Y
I, [ ‘\
Joar N\ — m=05
/! vV e m=0.75
! \ _———— =1
/ 03[ \
! \
/ \
/ \
/ \
! 0.2+ \
/ - \
U =t LTS, \
II ,¢’ [ \~\ \
s 7 01r ~o N
/- 8 SN,
e [ RN
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w 1 L L L L | L L | L L [ X
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Fig. 3.5: Tlustracao grafica da densidade de energia da solucao kink e anti-kink quando A = 1
e xg=0.
Fonte:O autor.

Tab. 3.1: Setores topolégicos no modelo \¢*.

Possibilidades | Kink | Antikink
T %] %
2 —o | 4
3 T v
4 +5 +

Fonte: Rajaraman, 1982.

vacuos, conhecidos assim como setores de vacuo, estes setores sao dados pelas combinagoes:
(=m/VA, —m/VA) e (+m/v/A, +m/v/A) [25].
Para o modelo descrito por (3.10), todas as solugbes de energia finita estdo em um dos

setores acima. Particularmente, a seguinte diferenca

Q= —[p(z = 00) — ¢(z = —00)] (3.21)

¢é interpretada como a carga conservada, ou carga topoldgica do modelo. Onde o termo carga
topoldgica deve-se ao fato dessa carga sé depender das condicoes de contorno no infinito.
Associada com essa carga temos uma densidade de carga descrita por:
VA 0¢
plo] = —— (3.22)

m Ox

onde quando integrada em todo espaco, ) = ffooo pdz recuperamos a Eq. (3.21).
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Sabendo que a equagao de continuidade deve ser respeitada [32], a saber:

o, J" =0, (3.23)
entao, temos que:
oJ, Op
H et _— =
OuJ 9 o 0, (3.24)

ou seja,

9z om0t \ o (3.25)

2 Ba(%) -

Jy = —% (%). (3.26)

Portanto, podemos construir uma corrente conservada como:

JH = gwaﬂb, (3.27)

1 0
v =01 e gw,—<0 _1>. (3.28)

com

Com isto, temos que a corrente (3.27) respeita a equacao de continuidade, a saber:

9,J" = %Xs“”ﬁu&,gb —0 (3.29)

Por fim, ressaltamos que, como a construgao de J* nao utiliza as simetrias da Lagrangi-

ana, definimos, portanto, J* como uma corrente topologica.



Capitulo 4

Compacton: Aplicacao

4.1 A equacao de KdV: sdlitons

Conforme discutido anteriormente, um soéliton é uma onda solitaria viajante que apods
sofrer uma colisao com outro séliton emerge sem sofrer alteragoes. Os sélitons sao solugoes
de equacoes diferenciais parciais que modelam fenomenos como as ondas de agua ou ondas
ao longo de uma cadeia de molas de massas anarmonicamente fraca.

A equagao de Korteweg-de Vries (KdV) é o modelo genérico para o estudo de ondas
nao-linear em dinamica dos fluidos, plasma, etc [38]. A equagao KdV é descrita, matemati-

camente, como:

— +bu—+ = = 0. (4.1)
Sua solucao de onda solitaria viajante pode ser escrita como [38, 39],

1 1
u(z, t) = ivsech2 (§U1/2($ —v- t)), (4.2)

essas solugdes sao representadas pela fig. (4.1).

Conforme discutido no capitulo anterior, postulamos que a colisdo de dois sélitons pre-
serva a estrutura dessas solugoes, com isso em mente, simulando graficamente a colisao de
duas ondas solitaria representada pela solugao (4.2) é possivel observar que tal afirmagcao é

verdadeira, conforme apresentamos em fig. (4.1).

20
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— t=0
== t=10
---- t=20

X

30 40
Fig. 4.1: Plot das solugoes de onda solitaria para determinados instantes de tempo.
Fonte:O autor.

4.2 A equacao de KdV modificada: compactons

Consideramos a versao modificada da equagao de KdV na forma [39], a saber:
uy + (u?)y + () g = 0. (4.3)

Neste caso, ¢ conveniente introduzir a mudanca de varidvel £ = x — vt [38], com v sendo

a velocidade da onda. Assim, obtemos que
—vu+u® + (u)ge = D (4.4)

onde D é uma constante de integracao a ser determinada.
Afim de evitar solugoes singulares, definimos D = 0 e reescrevemos (4.4) da seguinte
forma

Wee +w —vw'/? =0 (4.5)

com U2 = w.

A equacdo (4.5) se comporta as vezes como um oscilador quando 1 —vw™/2 > 0, isto é,

u? = w possui uma solugao tipo periddica [12]. Com isso, assumimos o ansatz

w = u? = A% cos*(wé). (4.6)
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uex,t) uex,t)

0.5¢ 5
04  ——t=-40 4 —— =20
0.3f :
X \ ‘ =X
40 20 40
u(x,t)
— =40
. . f . : . . . X . . X
-40 -20 20 40 -40 -20

Fig. 4.2: Plot da colisao de dois sdlitons.
Fonte:O autor.

Dessa forma, obtermos a expressao:
12A%0w?% cos? (w€) — 16 A%w? cos*(wé) + A? cos?(w€) — vA cos? (wé) = 0. (4.7)
Assim, obtemos o seguinte sistema de equagoes:

12A%0% —vA =0, (4.8)
—16A4%w* + A% = 0. (4.9)

Resolvendo o sistema acima, obtemos finalmente:
e A= -w. (4.10)

Portanto, temos que a soluc¢ao da equagao (4.3) é dada por:

4 1
u=w"?= gv cos” |:Zl(l' - Ut):| : (4.11)
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Por uma inspecao cuidadosa, vemos que w pode tender para um valor muito pequeno
ou mesmo zero, como resultado, 1 — vw'/? tende ao infinito negativo, e a equacao (4.5)
apresentara um comportamento tipo exponencial, com isso, a “cauda”do séliton desaparece
completamente nas extremidades [40].

Com isso, temos que:
2 cos? {i(aj — vt)} , se |z —wt| < 2m,

3

u(z,t) = (4.12)

0, caso contrario.

u(x,t)

— Compacton

o b o b x
-15 -10 -05 0.5 1.0 15

Fig. 4.3: Plot da solucao tipo compacton da equacao KdV.
Fonte:O autor.

A equagdo anterior descreve uma onda campacta, diferentemente dos solitons (4.2), a
solugao tipo compacton sé existe no intervalo |x — vt| < 2m. Dessa forma, notamos uma

descontinuidade (“quina”) da solu¢do quando |x — vt| — 2.



Capitulo 5

O Modelo O(N) e o Modelo Sigma
O(N) Nao-Linear

Neste capitulo, iremos dissertar sobre o modelo O(N) e o caso particular conhecido como
modelo sigma O(N) nao-linear. Uma vez postulado os principais conceitos, discutiremos
sobre a solugao de vécuo cldssico e a solugao de energia localizada do modelo sigma O(3),

por fim, também investigaremos a estabilidade das solugdes do modelo sigma O(3) nao-linear.

5.1 O modelo O(N)

Afim de estudar uma teoria analoga a teoria que descreve o ferromagnetismo de Heisen-

berg, consideramos a densidade Lagrangiana descrita por:

-

1 - -

onde 5 = (¢1, da, ... ,n), OU seja, é entendido como sendo um vetor com N componentes
no espago D dimensional. Vamos impor um vinculo qg . gg = 1 ao nosso modelo. Tal modelo
descrito pela Lagrangiana (5.1) e restrito ao vinculo anterior é chamado de modelo O(NV)
[42].

5.2 O modelo sigma O(N) nao-linear

O modelo sigma nao-linear é um caso particular do modelo O(N), ou seja, para o modelo

sigma nao-linear devemos ter V(¢) = 0 [43]. Assim, temos a dinamica do modelo sendo

24
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descrita por

L= % V6 0" . (5.2)

—

Dessa forma, considerando o vinculo anterior (gz? - ¢ = 1) escrevemos a agao como:
1 - - -
S = /dt/d2r [5&@ "0+ Moo —1)|. (5.3)

A equacao de movimento para o campo é obtida aplicando o principio variacional de

Euler-Lagrange a acao do modelo. Com isto, obtemos a equacao:

—

(0,0" 4+ X)) - ¢ =0. (5.4)
Com isto, concluimos que o multiplicador de Lagrange tém a forma:
Az, t) = —¢ - 0,0 (5.5)
Reescrevendo a expressao (5.4) [44], obtemos finalmente:
0,0'6 — (0,06 §) 6 = 0. (5.6)

essa equacao admite solugoes nao singulares e nao triviais no caso de (2 + 1)D [25, 26],
conforme veremos a seguir.
Claramente, o funcional de energia do modelo para solugoes estéticas em (2+1)D é dado

por:
E| gg] = %/dzr 0,6-9"¢, com v=1,2. (5.7)

afim de evitar ambiguidade com os indices do campo, utilizamos os indices gregos como

indices unicamente “espaciais”, ou seja, v s6 pode assumi valores 1 ou 2.

5.2.1 A solucao de vacuo classico

Notamos que as solugoes de vacuo classico sao descrita por:

—

2,0(F)=0 V 7, (5.8)
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disto temos, gg(f’) = gg ) um vetor unitdrio no espaco interno. Note que, como gg ©) ¢
independente de 7 na solucao de vacuo classico, gg ) pode assumir qualquer direcdo no espaco

interno. Dessa forma, temos infinitas solugoes degeneradas com valor de energia E = 0 [25].

5.2.2 A solugao de energia localizada

Neste caso, estamos interessado nas solugoes do modelo que apresentam uma configuragao
de energia finita e ndo nula, ou seja, solugdes solitonicas. Dessa forma, a restricao (5.8) nao
serd satisfeita. Retornando a equagdo (7.32), e considerando coordenadas polares, vemos que

ela deve satisfazer as novas condigoes:

r|lgrad ¢|| = 0 quando 7 — oo, (5.9)
e
lim ¢(7) = ¢© (5.10)
r—00

onde 5(0) é novamente algum vetor unitario no espago interno. Note que, como nés tendemos
ao infinito no espaco de coordenadas em diferentes direcoes, qg deve se aproximar sempre do
mesmo limite (5(0). Caso contrario, q; vai depender da coordenada angular # mesmo em
r = 00, e a componente angular do gradiente, (1/1“)(85/80), nao vai satisfazer (5.40) [25].
J& que &(F) se aproxima do valor q?(O) em todos os pontos do infinito, o plano de coorde-
nadas fisicas R? é essencialmente compactado em uma superficie esférica, que denominamos
por Sép ") Tsso é, o plano R? pode ser guardado em uma superficie esféricas, com o circulo
no infinito reduzido para o pélo norte da esfera. Enquanto isso, o espaco interno, isto é, o
espago dos campos ¢;, sujeito ao vinculo Y. ¢7 = 1, é também uma superficie esférica de
raio unitario, que vamos chamar isso Sémt). Entao, qualquer configuracao estatica de energia
finita para ¢(7") é apenas um mapeamento de SPM) para S5 6, 25, 26, 29].
Consideramos agora, um importante resultado de topologia que serda usado na classi-
ficagao dos sdlitons estudados a seguir. “Todo mapeamento de uma superficie esférica Sy em
outra Sy pode ser classificado em classes ou setores de homotopia'. Mapeamento pertencentes
a um dado setor podem ser deformados continuamente em outros do mesmo setor. Por
outro lado, mapeamento pertencentes a dois setores distintos nao podem ser deformados

continuamentes um no outro. Adicionalmente, hd infinitos e enumerdveis setores e estes

'Duas funcdes continuas de um espaco topoldgico para outro sdo chamadas de homotépicas se uma pode
ser “continuamente deformada’na outra, tal deformacao sendo chamada de homotopia entre as duas fungées.
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podem ser caracterizados por nimeros inteiros positivos, negativos ou zero’[26]. De forma
mais precisa, essa classe de homotopia forma um grupo de inteiros, formalmente tudo isso é

escrito na forma compacta

onde 7,(S,) representa o grupo de homotopia associado ao mapeamentos S,, — Sy, € Z é
um grupo de inteiros.

De forma didatica, para exemplificar, consideramos o mapeamento de um circulo em um
circulo. Ou seja, considerando um ciculo Sy, definido por um angulo £ e médulo 27, mapeado
em outro circulo 57, definido por um angulo A com médulo 27. Nesse caso, 0 mapeamento

é estabelecido por uma fungao continua £(A) de médulo 27. Considerando os mapeamentos:

Ao(§) =0, paratodo ¢ (5.12)

Ao(€) = Npam =g (5.13)

A2m — &) para w<E&<2m

onde A é um parametro real pertencente ao intervalo [0,1]. Com isto, vemos claramente
que variando o parametro A continuamente o segundo mapeamento pode ser deformado
continuamente no primeiro. Esses mapeamentos sao, portanto, pertecentes ao mesmo setor.
Abaixo, mostramos, a ilustracao desse mapeamento.

Considerando um outro mapeamento, descrito por:

M =¢ V¢ (5.14)

conforme mostrado na fig. (5.2), observamos que o mapeamento (5.14) nao pode ser defor-
mado em nenhum dos mapeamentos anteriores, sem que o circulo continuo corte o tracejado.
Claramente, com isso, se percebe que ele nao pode ser deformado continuamente em (5.12)
e (5.13).

E valido ressaltar que em (5.14) o circulo continuo dar uma volta completa no circulo
tracejado, enquanto que nos mapeamentos anteriores esse nimero de volta é nulo. De fato,
o inteiro que caracteriza cada setor associado a um mapeamento é o equivalente ao “ntimero
de voltas”, também chamado de winding number ou indice topoldgico [25, 26].

O winding number dos mapeamentos anteriores, é facilmente calculado pela relagao des-
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/’_'\
O O
“_/

(a)

—
(b) (c)

Fig. 5.1: a) lustragdo de um mapeamento de um circulo, indicado pela linha continua, em
outro circulo, indicado pela linha tracejada. b) Representagao de um mapeamento trivial (eq.
(5.12)), onde o primeiro circulo é mapeado em um tnico ponto do segundo. ¢) Mapeamento
nao trivial (eq. (5.13)).

Fonte: Rajaraman, 1982.

crita por:

1 [*dA
Q= %/0 d—gdg, (5.15)

disto, vemos facilmente, que N' = 0 para as expressoes (5.12) e (5.13). Para o mapeamento
(5.14), temos:

1 2
— de = 1. .
Q@ /0 §=1 (5.16)

:27T

Note que ha intimeras formas de prescrever A(§), tal que, £ dé um nimero de voltas
arbitrario em torno de A. E claro, que ao “winding’o segundo circulo um nimero arbitrario de
vezes é possivel gerar um infinito enumeravel de classes homotopicas, com isso, generalizamos

a expressao (5.14) para:

An(§) =ng (5.17)

em que n é o indice topoldgico.
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Fig. 5.2: Mapeamento da eq. (5.14).
Fonte: Rajaraman, 1982.

Ressaltamos que valores negativos para o winding number podem ser obtidos fazendo um
mapeamento em que & — —&. O inteiro que classifica as solugoes do modelo sigma como
pertencentes a determinados setores pode ser obtido por uma generalizacao do conceito de
“winding number”.

Retornaremos, agora, a discussao sobre as solugoes localizadas do modelo, entretanto,
utilizaremos os argumentos topoldgicos apresentados anteriormente, uma vez que as confi-
guracoes estaticas com energia finita, podem de forma analoga ser classificadas em setores.

Portanto, para o modelo sigma O(3), escrevemos o “winding number”’como sendo

Q=g [ Ereyd- 03 x0,d), (518)

onde temos que:

1 se (4,4)=(1,2);
gy =< -1 se (i,7)=(2,1); (5.19)

0  caso contrario.

E vélido ressaltar que a integral (5.18) deve se estender sobre todo o espago R?. Anali-
sando essa expressao considerando que a casca esférica no espaco interno pode ser descrita por
duas varidveis generalizadas (x1, x2), tais como dois angulos, no lugar de trés “coordenadas

nao generalizadas’sujeita ao restricao ¢ - ¢ = 1. Temos que:

1 0y, 0. )

L e 200 0% 5.20
R (5.20)

dsi = d*x (
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Analisando a expressao para () no modelo, chegamos ao resultado:

_ 1 2 a¢b a¢c
Q=g | Ereveuingiy

1
—— [ @regem . -
4 / T €Sk OXn O OXpm OXI

(5.21)

Tomando a mudanca de varidvel (x1,z2) — (X1, X2), chegamos facilmente & expressao:

1 1 0Py 0.
Q= E/dzx <§€”m5’“”ca_>(fl)af ) (5.22)
ou seja,
1 (int) 1 (int)
Q= I G -dS, " = yp dst, (5.23)

onde consideramos que ¢ é um vetor unitario normal a superficie S,gint). E valido ressaltar
que S é a superficie de uma esfera de raio unitario, com area 4m. Portanto, podemos obser-
var que ) em (5.18) da o nimero de vezes que a esfera no espacgo interno ¢é “coberta’quando
mapeamos o espago R? em S [25].

A carga topologica (), calculada anteriormente, pode ser associada a uma corrente topolo-
gica. Essa corrente é conservada trivialmente, ou seja, sem o uso das equacoes de movimento.

Para isso, podemos escrever () como a integral da componente temporal de j,:

. 1 - - - 1 - - -
Q = /dQT’]() = 8_7T/d2r gij(b . (8#25 X @gzﬁ) = 8—7T/d27“€0w,¢ . (a“(ﬁ X 8,,<b), (524)
onde definimos, convenientemente:
. 1 - - -
Ju = gfflu,,)\qb' (0V¢ X 8@) (525)

Vejamos como a corrente é conservada trivialmente, ou seja, devemos mostrar que po-
demos provar que 0*j, = 0 independente das equacoes de movimento. Para isto, notamos
que:

1 1 I (A A7
Mjpu :8_71'8 [Ewn@ - (079 x 079)] (5.26)

= 06 (076 x 0°0) + 6 (104G X DG+ ' x 0073,

note que os termos de derivada mista (simétrica) se anulam, pois estdo somados com um
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tensor antissimétrico. Com isto, chegamos:

1 Moy Oy OMos 5
0"ju :8—7T€WA 0"pr "¢y 0¢3| = E@uxaﬂ%ay%a/\ﬁﬁ& (5.27)
o1 gy oy

ou seja,

¢ %Py '3
8"]'“ :E 5’1¢1 31¢2 81¢3 = 0. (5-28)
P PPy %3

Ressaltamos que a tultima igualdade é facilmente verificada se impusermos o vinculo nos

campos, dessa forma podemos fazer isto escrevendo ¢ como

qg: (sin f cos g, sin f sin g, cos f), (5.29)

onde f e g sao fungoes arbitraria das coordenadas espago-temporais.
Partindo da identidade:

/ Pr (0,8 % B X 0,8) - (9,8 & 2006 X 05 )] > 0 (5.30)

a validade dessa identidade é verificada tendo em mente que o integrando é simplesmente o
produto escalar do vetor (8H<5 + 5#,,95 X (9,,(5) com ele mesmo. Dessa forma, a integral anterior
é sempre positiva definida ou nula.

Expandindo (5.30), obtemos facilmente & expressao:

/ Pr(0,8) - (0,9) + 2 (6 X 0,3) - £0(8 x 0,3)] > =2 / Prewd - (0,6 % 0,8)]. (5.31)
Note que,

5uu($ X 3y5) : 5ua(§g X aaq_g) :5lla(€abc¢b@1/¢c)(5ade¢dau¢e)
:5ua(5bdéce - 5b650d) (qbbaugbc)(gbdauqbe) (532)

- =
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lembrando do vinculo, gg . (E = 1, obtemos que q; . 8,,(5 = (. Dessa forma, chegamos a

Eu(6 X D,0) - €10 (B X Dyd) =0, - D, (5.33)

Reescrevendo (5.31), temos que:

[ #1000 2% [ Erend-0,6x 0.9 (5.34)
(5.35)

Utilizando a desigualdade acima, e substituindo em (7.32), chegamos a um importante

resultado:
E > 47)Q). (5.36)

essa desigualdade é uma limitacao por baixo para a energia, ou seja, essa expressao determina
um minimo para o funcional quando a configuragao pertence a um dado setor @) [25]. Essa
minimizagao e feita em cada setor separadamente, tendo em mente que configuragoes de um
setor nao podem ser deformadas continuamente nas de outro. Para um dado setor @), a

energia é minimizada quando a igualdade da equacao (5.36) for satisfeita, ou seja

04 = Fewd x 0,0 (5.37)

esse limite inferior de energia é conhecido como limite de Bogomol'nyi, e a equacao (5.37), é
a conhecida equagao de Bogomol'nyi do modelo [45, 46].

Ressaltamos que qualquer configuracao que satisfaca a equacao (5.37) e o vinculo do
modelo O(N) minimiza a energia em um dado setor, como consequéncia , a expressao anterior
também satisfaz a equagdo de movimento (5.6), conforme veremos a seguir.

Afim de demonstrar que a expressao (5.37) satifaz (5.6), iniciaremos aplicando 0, em

ambos os lados de (5.37), dessa forma, chegamos a:

0,0,0 = T 0,(e,00 X 0,0)

= F [ (00) X (0,6) + 26 X (9,0,)] (5.38)

lembrando que o tdltimo termo ¢é identicamente nulo e substituindo (5.37) na expressao an-
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terior obtemos que:

auaqu =+ 5uu<q:5uaq_; X 805) X (auq_g)

:51/0 [805(5 81/5) - ¢(81/¢ : 805)] (539)
Note que como gzg ggz 1, temos que :

é-0,6=0 (5.40)

8,0-8b+¢-0,0°¢ =0 (5.41)

Substituindo (5.40) e (5.41) em (5.39), concluimos finalmente que:
0,0"6 — &(¢ - 0,0"¢) =0 (5.42)

como vimos anteriormente, essa expressao é a equacao de movimento do modelo sigma O(3).

E vélido ressaltar que todo campo que satisfaz a equacdo (5.37) é solugao de (5.6),
entretanto o inverso nao é verdadeiro. Em principio, podem existir solucoes para a equacao
de movimeno que nao satisfagam (5.37). Tais solugdes nao representariam minimos absolutos
da energia no correspondente setor ), mas possivelmente algum minimo local [25, 26, 45, 46].

Retornando a equagao (5.37), notamos que ela pode ser bastante simplificada através
de uma mudanca de varidavel. Lembrando do vinculo, qz? . gg = 1, vemos que gz_g formam uma
superficie esférica S;mt) de raio unitario, portanto, fazendo uma projecao estereogréfica dessa

superficie esférica em um plano descrito pelas coordenadas (&1, &), temos que:

201

6 =10 (5.43)
(S

_ 2%

&= (5.44)

onde o plano de projecao, {{1,&}, é paralelo ao plano {¢y, o} E valido ressaltar que o
plano de projecao contém o pélo sul da esfera, ou seja, o ponto (0,0, —1) no espago interno
25].
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Definimos, convenientemente, a variavel complexa:
- — 2(¢p1 +ig2) 29
=&+l = o 1_0 (5.45)
onde ¢ é definido como:
¢ = o1+ 102 (5.46)
Com isto, note que:
1€ = 20, Vl + “ﬂ (5.47)
1 — o3
ou seja,
¢ 200143
& =2 +
AR g G
2
:m(aﬂﬁ + @013 — $3010) (5.48)
2 —
*m(aﬂﬁ + ¢ 01 ¢3).
—
onde ¢ 01 g3 = @013 — P301¢.
Retornando a equacao de Bogomol’'nyi, notamos que:
016 = F¢ x 0od (5.49)
e
b = £ x 06, (5.50)

em termos das componentes de ¢ teriamos seis equagoes, entretanto, reescrevemos, conveni-

entemente, essas equacoes como:

1 = %icp By 3

Do = %ich By b3

(5.51)

(5.52)
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Substituindo (5.51) e (5.52) em (6.31), chegamos a

& = £i0x¢ (5.53)
que em termos de & e & fica:

06 | 0%

ozl T Ox? (5:54)
e

06 | 0%

As equagoes (5.54)e (5.55) sao conhecidas como condigao de Cauchy-Riemann para que
¢ seja uma funcao analitica se 2 = 2! + i2? ou z* = 2! — iz?. Portanto, qualquer funcao
analitica £(z) ou £(z*) satisfaz (5.37) e, como consequéncia, também satisfaz as equagoes de
movimento (5.6) quando reescrita em termos das varidveis ¢; e 7.

Dessa forma, concluimos que as expressoes matematica para a energia e para a carga

topoldgica sao, respectivamente:

_ [ ldE/dx]? _E
E = /d 7"(1 e/ e |Q=—. (5.56)

Analisando um protétipo de solugao para um |@| positivo e arbitrario dado por

£(z) = (Z_A—f())n (5.57)

onde n é um inteiro positivo, A um niimero real e zy um nimero complexo, todos arbitrario.
Com £(z) descrito por (6.70) é uma funcao analitica, os resultados todos asseguram que essa
funcao fornece uma solugao exata para a equacao de movimento quando reescrita em termos
dos campos ¢; e de z* [25].

Considerando (6.70) obtemos que a carga topolégica do modelo pode ser descrita por:

1 n2|2 _ ZO|2n72A2n
— — | &2 ) .
@l 47r/ TR 1 |z — 2P /A)? (5.58)

Tomando, por conveniéncia, a transformacao:

z — 29 = pexp(if) (5.59)
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d*r = pdpd®, (5.60)

reescrevemos (5.58) como:

2)\271 2n—1
Q=4 / / o dpdf

2/\2n o]
Q=" [ e (5:61)
2/\2n I\~ 2n
QI = =n.
n

Assim, concluimos que E = 47|Q| = 4mn, ou seja, finita, como previsto. Dessa forma,
chegamos a solucgoes exatas que sao tipo solitons. As constantes A e zy estao relacionadas,
respectivamente, ao tamanho e a localizagao das solucoes. E vélido notar que o fato de que as
solugoes existem para A e 2y arbitrario, e a energia e a carga topolégica nao dependerem desses
parametros reflete a propriedade do sistema em questao ser invariante de escala e invariante

por translagao. Note que (7.32) é invariante sob transformagoes do tipo 7 — 7— 17 e 7 — AT
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Capitulo 6
Sélitons no modelo sigma-0(3)

Nesse capitulo, discutiremos a dinamica do modelo sigma-O(3) na presenca dos campos de
gauge governado pelos termos de Chern-Simons com acoplamento minimo e Maxwell-Chern-
Simons com acoplamento nao-minimo. Com auxilio de argumentos topoldgicos, apresentados
nos capitulos anteriores, iremos discutir as solu¢oes do campo variavel para ambos os modelos
e revisamos os resultados numéricos e graficos para ambos os casos, conforme ja apresentado

na literatura especializada.

6.1 O modelo sigma com termo de Chern-Simons

Neste modelo, consideramos a densidade Lagrangeana [6]:

1 - - K, 1 .o .o
L= 5Du0- D6+ 3 AuFn = 55 (14 g - 9)(1 = g - 9) (6.1)

onde ¢ é um vetor de trés componentes unitario no espago interno, ou seja

—

¢o=ao¢in;, com =123 (6.2)

e
¢ ¢=1. (6.3)
Por convéniencia, nesse trabalho, consideramos a assinatura métrica como sendo g,, =
(+,—, —) e a velocidade da luz e a constante de Planck em unidades naturais. Nesse caso, o

termo de Chern-Simons possui dimensao de inverso de massa, e o fator 1/2x* em frente do

termo de potencial é escolhido para ter um limite de Bogomol'nyi, esse limite sera utilizado

38
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para a descri¢ao das solugoes solitonicas do modelo [6].

A derivada covariante Dud; ¢ definida como:
Dud = 0ub + Auity X ¢ (6.4)

A Lagrangiana (6.1) é invariante sob uma rotagao ao redor do eixo n3. De fato, podemos

usar a identidade:

u‘g"" Aung X 5) : ((9,)(];—1— Aphiz X Qg)gp“

D,¢ - D" =(9

(8u¢1 - A,u¢2> au¢2 + A,u¢1> 8%233) ' (ap§b1 - Ap¢27 ap¢2 + Ap¢17 ap(b?))gp#
(

|

|

Oupr — Apd2) - (0" 1 — Al¢a) + (0ugpa + Augr) - (0" b2 + A1) + 0,3 - 0" 3
(au¢1 - Au¢2) + i(8u¢2 + Au¢1)|2 + au¢3 ’ au¢3
(0, + 1AL (G1 +id2)|* + Outps - O b3, (6.5)

para vé a natureza local U(1). E facil notar, ainda, que o potencial em (6.1) possui dois
minimos degenerado em ¢3 = +1, como consequéncia do vinculo do modelo (5 . ¢7 = 1),
obtemos que ¢; = ¢ = 0. Como resultado, a simetria local SO(2) (ou U(1)) nao é quebrada
espontaneamente. E valido ressaltar que a dinamica do campo de Gauge é somente governada
pelo termo de Chern-Simons, isto é justicavel no limite de comprimento de onda longo onde
o termo maxwell sendo um termo derivada dupla pode ser descartado da acao, se comparado
com o termo de Chern-Simons.

Considerando, agora, a Lagrangiana (6.1) investigamos a equagao de movimento do mo-

delo. Dessa forma, tendo em mente a equacao (7.30), temos para o campo de Gauge as

expressoes:
oL 1 N - - 1 . - . - K
a_Ap :§5up(”3 X Qb) - D' + éDuﬁb : 55p(n3 X ¢>gﬂu + 15# AéPMFVA
1. - - 1, - - K,
:é(ng X ¢) . DP¢ + §(n3 X ¢) : DP¢+ Z€p /\Fl,)\ (66)
=(itg x §) - D"§+ 7" Fyn
e
oL K
=—e"2 A 05,00, 6.7
a(agAp) 92 rOApPrg ( )
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portanto, chegamos a

oL K K
—eHery, A — _oPER R )
858(8514,,) 2E ey 4€ S (68)

Renomeando os indices das expressoes anteriores, chegamos a equagao de movimento:

—%MV*FM = (i3 x §) - D" + ZEMV/\F,,)\, (6.9)
gg‘“’AFM = — (i3 x §) - D", (6.10)

Com isso, obtemos a equagao:
D, (gaWFM) — —(fg X ¢) - D,D"¢. (6.11)

De forma anéloga, obtemos para o campo ¢ a equagao

- -,

L (12 g - 3)(1 + 215 - G)is. (6.12)

D,D"¢ = pe

Com isto, chegamos facilmente ao seguinte resultado

—, - —,

(ng X ¢)(1 —ng - @) (1 4 203 - )

D, J" = — - , (6.13)
com
gt = ga‘“Fm, (6.14)
onde a corrente J*, de acordo com a equacio (6.10), é definida como:
Jt = ¢ x DFg. (6.15)

e a corrente U(1) é j* = —J" - fig.
A componente zero da equagao (6.14), isto é, a lei de Gauss implica que o campo de

configuragao com fluxo magnético ndo nulo ® essencialmente carrega carga nao zero U(1),
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ou seja,

Q :/jo d*r = /{/Fm d’r = —k®. (6.16)

Construindo o tensor energia-momento do modelo e integrando em todo o espaco a com-

ponente Ty, chegamos ao funcional de energia, ou seja, obtemos que

1

E= 5/ {(DMZ)? + (D29)? — kA Fis + L (143 §)(1 — g - @) } (6.17)

Com auxilio das equagoes (6.14, 6.15) e da lei de Gauss, sabemos que Ay = —kFyo/(1—¢3).
Portanto, temos que a energia do modelo é descrita por

2 2

fbg

B=j [ |0+ 02+

: e D3| e 619

O funcional de energia pode ser rearranjado como:

1 > e 52 + ! | 1
E:_/{(D@igij(ﬁxpj@ lﬂﬁ (1+¢3)(1—¢3)} }dr

2 9253
1 - - .
i47r/4—[5,-j¢- (D'¢p x D'¢) + F*(1 — g - ¢)] dr, (6.19)
7r
ou seja,
1 . . . K2 1 2
E=; / {(Dz‘ﬁb + 50 x D) + & {Fm F (14 ¢3)(1 - ¢3)2] } d*r
— ¢3
+47 / Qo d*r, (6.20)
onde definimos )y como sendo a componente zero da corrente topoldgica (), definida como:
1 . - o
Qu = 8—7T€W,,7[¢ -D"¢ x D"¢+ F""(1 —ng - ¢)]. (6.21)

Como vimos anteriormente, a energia (6.20) possui um limite inferior £ > 47|Q|. O caso
limite é obtido quando as equagoes de Bogomol'nyi sao satisfeitas [45], com isso, temos as

seguintes equacoes:

Di¢ £ ei;6 x D=0 (6.22)
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! (14 ¢3)(1 = ¢3)* =0, (6.23)

Fio ¥ —
K
as equagoes acima sao as conhecidas equagoes de Bogomol'nyi do modelo [6, 25, 45], essas
equagbes sao consistentes com a equagao de movimento (6.13).

Em principio, devido ao vinculo dos modelos O(N), para investigar a solugdes numéricas
das equacoes de Bogomol'nyi escolhemos o “ansatz” rotacionalmente simétrico para o campo

variavel, com isso, temos que:

o1(p,0) = sin f(r) cos N6,
¢2(p,0) = sin f(r)sin N6; (6.24)
o3(p,0) = cos f(r).

Consideramos, ainda, o Gauge sendo igual a

A(p,0) = —¢ Na(r)

- (6.25)

onde f(r) e a(r) sao fungoes arbitraria, r = p/k é um cumprimento adimensional e N é um
inteiro arbitrario que define o grau de um séliton topoldgico.

Da equagao (7.39), temos que:

Dipte;6 X Digp=0= T 8 (6.26)
Dy F ¢ x D1 =
Substituindo (7.14) e (7.15) em (6.26), chegamos finalmente as expressoes:
7/(r) = an A0 g S0 o SO
r 2 2
2
a(r)= :l:Nr sin® f(r) sin® 9 (6.27)

Desacoplando as equagoes (6.27), chegamos & equagao nao linear para o campo variavel
descrita por:

f'r)? )

: o (1)
" an £(r) + i 2sin® f(r) sin? 22~

2

f"(r) =0, (6.28)
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onde a densidade de energia no limite de Bogomol'nyi ¢ dada por:

"(r 2
Epps = f/i2) + % sin® f(r)(1 — cos f(r))?. (6.29)

E fcil notar que na equagao (6.27) o sinal superior esté relacionado com o sinal inferior
através das transformagoes f(r) — —f(r), r = r, a(r) — a(r) e N - —N. Notamos, ainda,
que a expressao (6.27) é invariante sob a tranformagao f(r) — f(r) + 27, entao, é suficiente
estudar a equagao acima com f(r) tendo qualquer valor entre 0 a 2.

Ainda, conforme proposto por Ghosh em 1996, podemos introduzir as mudangas de va-

rigveis:

x1 =7+ f(r) (6.30)

X2 =m— f(r), (6.31)

com a(r) permanecendo constante. A implica¢do disto é que para um perfil particular de
a(r) as solugbes para f(r) sdo simétricas sobre f(r) = 7, assim podemos podemos restrigir
os valores assintdticos de f(r) entre 0 e 7. Uma vez que uma solugdo é apresentada nesse
intervalo, existe uma solugao simétrica no intervalo de 7 a 2.

A regularidade do campo variavel na vizinhanca da origem demanda que para a solugoes
de energia finita f(0) = 7 e a(0) = 0. Portanto, no infinito f(r) pode assumir valores 0
ou 7 com a(r) aproximando-se de alguma constante. A carga topolégica para o primeiro
caso é N, um inteiro. Como resultado, a estabilidade da solugao para estas condigoes de
contorno é de natureza topolégica. No entanto, quando f(r) aproxima-se de 7 no infinito,
a carga topolégica definida em (6.21) ndo é um inteiro, assim argumentos topoldgicos nao
podem ser usados para discutir a estabilidade e instabilidade das solugoes com essa condicao
de contorno. Note que as duas condicoes diferentes de f(r) no infinito sdo possivel s6 por
conta da forma particular do potencial, vale ressaltar que uma situacao similar ocorre na
teoria self-dual pura de Chern-Simons. Consequentemente, nos referimos a essas solugoes,
f(r — o0) = m, como sélitons nao topolégicos [6].

Inicialmente, estudaremos o perfil do campo variavel para os sélitons topoldgicos, nesse

caso, as condicoes de contorno sao:

fO)=m, a(0)=0, f(r—00)=0 e a(r—o00)=—n. (6.32)
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Na proximidade da origem, isto é, f = m a equagao (6.27) em termos da nova varidvel
X2(r) = m — f(r) se reduz a equagao de Liouville. Portanto, para r pequeno s é aproxima-

damente descrito por

Xa(r) = V2(N + 1) (%) K%‘)) o + (%)NH] _1, (6.33)

com o comportamento inicial de yo(r) = aor’, onde ay estd relacionado com a constante r

em (7.17). Consequentemente, o campo de gauge a(r) comporta-se na vizinhanga da origem

- () )T e

com o comportamento inicial de a(r) = byr?™*1) onde by estd relacionado novamente com

Cco1mo

To-
No infinito, o comportamento de xo(r) e a(r) sao:
Xo(r) = 7+ corNA=m) 4 o pmBNA—m)+2 | O<T—9N(1—771)+6> (6.35)
e
a(r) = —ny + dor™*NUTmT2 g SN O(pm 12N I=m)F6) (6.36)

onde temos ¢y, ¢, dy e di sao constantes arbitrarias. Segue-se das equacoes acima que
1 < 1—1/2N para ter um campo variavel nao singular. Como consequéncia, —1 < a(r) <0
para sélitons de qualquer grau, desde que a(r) seja uma fungao decrescente de r e a(0) = 0.
Sendo —1 < a(r) < 0, segue imediatamente da primeira equagao de (6.27) que f(r) é uma
funcao decrescente de 7.

Devemos integrar numéricamente a equagao (6.27) para N = 1 e 2, ressaltamos, conforme
proposto por Ghosh em 1996, que as solucoes para f(r) e a(r) de fato existe para qualquer
71 no intervalo 0 < <1—1/2N.

Conforme discutido anteriormente, os solitons sao caracterizados por uma energia £ =
47N, fluxo magnético ® = 27 Ny, carga Q = —x® e momento angular j, = TxN?n(2—mn,).
Portanto, note que embora a energia seja quantizada, o fluxo magnético, a carga, e o momento
angular nao sao. Para um N fixo existe uma familia de solugoes caracterizada pelo parametro
71 que pode assumir qualquer valor entre 0 e 1 — 1/2N. Isto implica que estas solugdes sao

infinitamente degeneradas.
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De forma analoga, a condicao de contorno para os solitons nao-topoldgicos sao:
f0)=m, a(0)=0, f(r—o00)=7m e a(r— o00)=—ns. (6.37)

O comportamento do campo variavel e do campo de gauge para os solitons nao topoldgi-
cos, sao descritas de forma andloga, pelas respectivas expressoes (6.35) e (7.27).Entretanto,

o comportamento desdes campos no infinito sao descrito por:

wo-a@E @] e
oA E] e

onde 0 = N1y — N — 1. Nesse caso, o comportamento de a(r) no infinito requer que 7y >
1+1/N.

O fato é que tanto para os sélitons topologicos como nao topoldgico, devemos resolver
numericamente a expressao (6.28). Conforme discutido por Ghosh em 1996 [6], as solugdes
nao topoldgicas para o campo varidvel possui a forma apresentada na fig. (6.1).

A partir desse momento, torna-se interessante para as discussoes futuras desse trabalho,
uma analise numérica das solugoes que a equagao (6.28) suporta, dessa forma, por convéni-
encia, analisamos o comportamente de tais solugoes em funcao do parametro que representa
o comportamento inicial do campo variavel, ou seja, ag. E valido ressaltar, que o parametro
ag esta relacionado com o comportamento assintético do campo de gauge, dessa forma, os
resultados apresentados, respectivamente, nas figuras (6.1) e (6.1) sao solugoes equivalentes
as apresentadas no trabalho: “Topological and nontopological solitons in a gauged O(3) sigma

model with Chern-Simons term”[6].

6.2 O modelo sigma O(3) com termo de Maxwell-Chern-

Simons

Nesse modelo, consideramos inicialmente a densidade Lagrangiana para o modelo sigma

O(3) com acoplamento nao-minimo [29] igual a'

INeste caso, afim de evitar ambiguidade de notacio, consideramos conveniente a assinatura métrica sendo
Ny =diag(+, —, —) com %2 = 1; p,v =0,1,2 e 4,5 = 1,2.
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Fig. 6.1: Sélitons nao topoldgicos para o modelo sigma O(3) com termo de Chern-Simons.
Fonte: Ghosh, 1996.

1 1 L1 ﬁ
L=—>F,F"+ Zs“”aAuFm + 50 MM = g8, M (g - B) + 5V, @ - V' — U(M, sy - §)

4
(6.40)

o primeiro termo em (6.40) é conhecido como termo de Maxwell, enquanto o segundo termo
é o termo de Chern-Simons, como apresentado no modelo anterior. Sabemos, ainda, que a

derivada covariante para o caso do acoplamento minimo ¢ definida como:
D,¢ = 0,0+ [eAu]ns X ¢ (6.41)

onde consideramos convenientemente e = 1. Fazendo a mudanca para o caso do acoplamento

nao-minimo, temos que:

— —

V¢ = 0,6+ {eAH + gewaF”a} Ry X @. (6.42)

Conforme apresentado anteriormente, sabemos que no modelo sigma O(3) o campo escalar
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f(n

Fig. 6.2: Sélitons nao topoldgicos para o modelo sigma O(3) com termo de Chern-Simons
para varios valores iniciais do campo de variavel, ou seja, diversos valores do campo de gauge.
Fonte: O autor.

gz; ¢ mapeado no espaco de Minkowski com dimensao do espago-tempo equivalente a (2+1)D
de duas esferas de raio unitdrio denotadas de S?. Em outras palavras, gz? é um vetor com trés

componentes que satisfaz ao vinculo ¢ - ¢ = ¢2 + ¢2 + ¢% = 1.
Investigando a equacao de movimento para o campo de gauge, obtemos que:

(3 x @) - V76

oL Kk
o= ’yl/OéF
A, 45 va T €
:gngm +eng- b x Vo (6.43)
De forma analoga, chegamos a expressao:
oL - -
= vy gg“MAM + g2 unahis - @ x VG, (6.44)

a(aAAv)
Substituindo (6.43) e (6.44) na equacdo de Euler-Lagrange, chegamos que a equagao de

movimento para o campo de gauge é dada por
(6.45)

L2 Ho o 2K
8A[—F’\'V—|—géwn3~¢><v*‘¢]:en3~¢wi¢+§<€w F..

Rearranjando os termos da equagao (6.45), chegamos finalmente a
(6.46)

G) [sm (QJ# + FM)} = J = KF.
e
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Fig. 6.3: Solugodes topoldgicas para o modelo sigma O(3) com termo de Chern-Simons para
varios valores iniciais do campo de variavel, ou seja, diversos valores do campo de gauge.
Fonte: O autor.

definimos o tensor de campo dual e a corrente de matéria, respectivamente, como:

1
) - ;waFya
25

t=—edx V'¢ (6.47)

As solugoes da equacao diferencial de primeira ordem

1
Fr=—J (6.48)

sdo também solugoes da equagao (6.46). Esse resultado é completamente andlogo ao apre-
sentado por Stern, Torres e Cavalcante.

Conforme ja discutido no modelo anterior, sigma O(3) com termo de Chern-Simons, a
componente zero da expressao (6.48) é conhecida como lei de Gauss. Dessa forma, obtemos

que

Q= / JOd?r = Ii/ Fiod?r = —I<L/ Bd’r = —k® — & = —Q. (6.49)
K
com isso, observamos novamente que os vértices carregados com carga () também sao tubos
de fluxo magnético.

Para construir o funcional de energia do modelo é necessario obtermos uma equacao de
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movimento do campo de matéria. E interessante notar que é possivel expressar essa equacao
em termos das correntes. Para isto, vamos considerar a seguinte equacao de movimento para

O Campo escalar:

\AVLE —g—g (6.50)

Considerando, convenientemente, a equagao (6.47) reescrevemos (6.50) como sendo
VHj, = ed x —. (6.51)

Por uma questao de completude, é interessante expressar a corrente J* em termos de
uma corrente sem contribuicao explicita do momento magnético, denotada por k* = —eng -

¢ x DF¢. Com isso em mente, temos:

k“=—€ﬁ3'5XDM$
= iy x| VR = S x 9
= — ey - 5 X [V“gg— gF"(ng x 5)] (6.52)
— ey & X VFG[1 + glig X @)

—,

=J" 14 g(ns x ¢)?].

A expressao (6.52) sera utilizada posteriormente para reescrever o funcional de energia
do modelo e obter as equagoes de Bogomol'nyi.

Normalmente, o energia funcional é obtido pelo integral sobre o componente Ty do tensor
energia-momento, que pode ser obtido por acoplamento dos campos com a gravidade e, em
seguida, variando a acao com respeito a métrica. Tendo em conta que o termo Chern-Simons

nao contribui por causa de sua independéncia métrica, temos:

Ty =G(g, §)F, “Fry + D& - Dy — g[0, MO, (5 - @) + O, M - 8,(fis - ¢)] + 8, M8, M — 1, L

(6.53)

Da expressao anterior, chegamos ao resultado:
Tho :gFo “Foo + %60]\/[80]\/[ + %@MaiM — g0y M Oy(n3 - (E) — 90 M0;(n3 - &) + %Doﬁg' Doé
1pd pd1UG.d). (6.54)

2
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Utilizando (6.42) e (6.52), construimos a identidade:

—

Dé-Did = —1<n3><¢> B + LRk F 9Bl - 6) + 5 (V16 £ 6 x Y6y

l\DI»—t

De posse das expressoes (6.54) e (6.55), construimos, finalmente, o funcional de energia

do modelo:
£ = / d*r { (E* + B?) + 80M80M+ aMaM 9O MBy(R3 - @) — gB; M, (Rs - )
1 o1 - o - - -
+2D0¢ Do¢ - —(n3 X ¢) *E? + gFiki + gEi0i<n3 : ¢) + §(V1¢ + ¢ x V2¢)2 + ¢ Dipx

Dsg + U}, (6.56)

nesse caso, afim de evitar ambiguidade de notacao, denominamos £ como a energia total do
modelo.

Rearranjando o funcional (6.56), obtemos que a expressao de energia é dada por
G 1 1 —,
£ :/d%{E(B +4/2U1/G)* £ GB+\/2U, /G + §(Ei + 0,M) F E;0;M — 592@3 X @) E*+
1 - - 1 -
580M80M - g@zM@(ﬁg . ¢) - gaoMao(ﬁ;g . ¢) + §’D0¢ + \ 2U2‘2 + M[JO — egB(ﬁgx

)~ §aP(ia x OPE? + LFk T B0 - 6) 4 (V1% 6 x Vol £ 6 Dif x D}

(6.57)
onde temos [29],
e 2
U = G (1—h3-¢)+ M + glig x ¢)°M (6.58)
e
Lo ras 2
Uy = 3¢ M*(nz X ¢)°. (6.59)

Para tornar o sistema auto-dual, consideramos, convenientemente, o potencial como pro-

posto por Cunha et al. 2006 [47], ou seja, assumimos o potencial com a forma:

U=U, +Us. (6.60)
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Analogamente ao caso anterior, a corrente topoldgica para este caso é

—

1 A
Qi = =26 D6 x Dl SRt —1-8)|. (6.61)
Da equagao (6.57), pelo limite de Bogomol'nyi [45], exigimos que:

B+ +/20,/G = 0; (6.62)

Do+ eM(fg x ¢) = 0; (6.64)
Vid+ ¢ x Vo = 0. (6.65)

Portanto, a energia do modelo reduz-se para:

R 1 -
= / er{ + GB+\/2U,/G F E;0;M — ¢*(3 x ¢)°E* + anMﬁoM — gO;MO;(f3 - @)

(6.66)

Ajustando os termos da equagao acima, chegamos facilmente ao resultado:
-, 1 -,
g /d2 { |: 623 — g (ﬁg X ¢):| + anMaoM - gagMao(ﬁg . ¢) + M[J(] + kB + @EZ]

:Ff)i(MEZ-)} + 47 / d*r Qy,,- (6.67)

Integrando (6.67) por partes, e assumindo que a contribuigdo do campo no infinito é nulo

para a integral de superficie, chegamos, finalmente, que o funcional de energia é dado por
1 -
(c: - /dQT {M[Jg + kB + @El] + 580M30M - gaoMao(ﬁg . ¢)} + 47T’Qtop| (668)

onde temos |Qy,,| igual ao médulo da carga topoldgica do modelo.

Conforme discutido no modelo anterior, a energia do modelo ¢ limitada por baixo, ou
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seja, temos que
E > 4Am|Qyopl (6.69)

quando esse limite é saturado as equagoes de Bogomol'nyi (6.62-6.65) sao satisfeitas.

Vale a pena mencionar o papel desempenhado pela campo escalar neutro M. De fato,
é essencial obter um modelo self-dual, como foi apontado pela primeira vez por Lee et al.
[31] no contexto do modelo Maxwell-Chern—Simons-Higgs. Ainda neste contexto, mas com
acoplamento nao-minimo, resultado semelhante foi apresentado em Ref. [48].

Em seguida, buscamos agora resolver as equagoes de Bogomol'nyi do modelo (6.62-6.65),

para isto, utilizamos novamente o ansatz:
¢1 = sin f(r) cos N;
¢9 = sin f(r) sin N6, (6.70)
¢3 = cos f(r).

Para o campo de gauge tomamos o ansatz:

Na(r)

er

A= éo. (6.71)

onde (r, ) sao coordenadas polares no plano e N é a ordem (vorticidade), ou grau, do séliton
[6].

Portanto, neste limite, o campo escalar M pode ser escrito em termos apenas do campo

de Higgs,
M = g.(1— s - 9); (6.72)
e consequentemente, temos:
N 7\2
B = teg,— 18X O] (1-#3- @), (6.73)
1 —g2(ns x ¢)*
e
22 (1—hg3-¢)? L
A Gk S )M L (6.74)

21— g2(hs x ¢)°

note que no limite, g. — 0, o potencial (6.74) torna-se o caso considerado por Lee et al. em
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1996.
Considerando (6.70) chegamos na equagdo para o campo variavel, ou seja, obtemos que

a equacao de vértices estaticos é descrita por:

oy _ o N sinf(r) o
£ =4 i L+ ) (6.75)
enquanto isso, temos que:
a(r) + - gesin” f(r) [1 — cos f(r)]. (6.76)

pr— — 2 ; 2
N1 — g%sin® f(r)
Desacoplando as equacoes acima, chegamos a equagao

g sin® f(r)
1 — gsin® f(r)

" _ 1 / [f/(T>]2 gg sin Qf(r> / 2
fir) = _;f (r) + tan f(r) B [1 4 ¢2sin f(r)]z[f (M +

[1 — cos f(r)]
(6.77)

A partir desse momento, iniciaremos uma investigacao das solucoes do campo variavel e
do campo de gauge, ou seja, as solugdes das respectivas eqgs. (6.75) e (6.76). Para garantir

que o campo variavel seja nao-singular na origem impomos
f(0)=nm, nelN (6.78)

Devido o ansatz para o campo de gauge, claramente as solucoes regulares na origem re-
querem que a(0) = 0. Por outro lado, assim como discutido no caso anterior as solugoes para
f(r) sao simétricas para f(r) = 27. Portanto, nés podemos escolher, sem perda de gene-
ralidade, f(0) = 0 ou f(0) = w. Se considerarmos a tltima condigao, entdo, é interessante
tomarmos a mudanca de variavel f(r) = 7 + x(r). Assumimos também, por conveniéncia, o
sinal de baixo da equagao (6.75) para N positivo. Com isso em mente, notamos que o campo

de varidvel para x(r) < 1 adimite solugoes do tipo:
x(r) = apr™, (6.79)
consequentemente,

1 2, AN+2
, g , 6.80
(r) ON(2N + 1)%" (6.80)
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Para a condic¢ao de contorno, f(0) = 0 e N negativo, na vizinhaga da origem temos que:

fr) =aor™™, (6.81)

o 2, —AN+2
a(r) = ——————gir : 6.82
Por outro lado, no infinito, existem dois comportamentos assintéticos possiveis. O pri-
meiro é dado por f(r — oo0) = pi com N positivo. Neste caso, a transformacao (6.78) deve
ser considerada, novamente. O comportamento assitéotico do campo de gauge, nesse caso,
serd a(r — oo) = —ay. Dessa forma, concluimos que as solugbes regularizadas e de energia

finita sao da forma:

X(1) = aser™17) com oy > 1, (6.83)
e
ON2(1 — ay) 4+ 2N ! '
Analogamente, para f(r — o0) =0 e a(r — 00) = as com N negativo, obtemos:
X(r) = Goer 092 com ay > —1, (6.85)
e
~4 2
alr) = =2 er NI gy, (6.86)

note que, nas expressoes anteriores o parametros a; e s sao constantes que dependem da
escolha da condicao de contorno topoldgica ou nao-topoldgica.

Conforme ja discutido anteriormente, os sélitons topoldgicos teram uma energia quanti-
zada, E = 47N, e um fluxo magnético nao-quantizado dado por ® = 2rNay/e. Enquanto
isso, o solitons nao topoldgicos do modelo teram energia F = 4wa; e um fluxo magnético
dado por ® = 21 Nay /e.

Analisando numéricamente as solugoes da equacao (6.77), apresentamos nas figs. (6.2) e

(6.2) os resultados gréficos das solugdes de vortices do modelo.
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0.0 " 50 100 150
r

Fig. 6.4: Sélitons topoldgicos para o modelo sigma O(3) com termo de Maxwell-Chern-
Simons para diversos valores de g., ou seja, g. = —0.8 (linha trago-pontilhado), —0.6 (linha
trago-longo), —0.4 (linha tracejada) e —0.2 (linha sélida).

Fonte: Cavalcante et al. 2006.
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rx 1000

Fig. 6.5: Sélitons nao-topoldgicos para o modelo sigma O(3) com termo de Maxwell-Chern-
Simons para diversos valores de ¢., ou seja, g. = —0.025 (linha trago-pontilhado), —0.02
(linha trago-longo), —0.015 (linha tracejada) e —0.01 (linha sélida).

Fonte: Cavalcante et al. 2006.



Capitulo 7

Resultados Obtidos

7.1 O modelo sigma com acoplamento minimo e com

o termo de Chern-Simons-Higgs generalizado

Para este modelo, consideramos, inicialmente a densidade Lagrangiana descrita pelas
referéncia [3, 12] em unidade natural (¢ = h = 1). Ou seja,
G(9)

o - K o 1 R o R .
= TD“¢ - DM + Zw(qb)sWPA,Lpr - 2—52(1 + 13- 0)(1 —ng- )3 (7.1)

Demonstraremos a seguir, que a constante dielétrica acoplada com o termo de Chern-
Simons é responsavel pela finitude de energia do modelo. Além disso, consideramos, (E =
@1M1 + Pania + P33 € um vetor com trés componentes e norma d; . 5 =1 [6]. Neste contexto,
consideramos a assinatura do espago-flat de Minkowski sendo g,,, = (+,—,—). Além disso,
a escolha particular do termo generalizado de Chern-Simons w(gz_ﬁ’) permite a existéncia de
estruturas semelhantes a compactons no modelo sigma O(3).

O tensor eletromagnetico é dado por F,, = 0,4, —0,A,, onde A, representa o campo de
gauge e e"? é o conhecido simbolo de Levi-Civita.

A derivada covariante é definida como [31]:
D¢ = 8,6 + Auig X &. (7.2)

A Lagrangiana (7.1) é invariante sob umas isorotacao de SO(2) ao redor do eixo nz. De

fato, podemos recorrer novamente a identidade

D6 D' = (D + iAu) (&1 + i) + 60" s, (7.3)

56
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para observarmos a natureza local U(1) do modelo. Pela expressao (7.1) observamos que o
potencial possui dois minimos degenerado em ¢3 = +1, o vinculo gg . 5 = 1 implica que as
componentes ¢; e ¢y sao nulos quando ¢3 = 1.

A equacao de movimento para o modelo é
. 1 - R L
D" = = (i3 ¢)(1 — 7z - )*(1 + 203 - 9) (7.4)

onde

-

K y
' = Sw(9)e (7.5)

e a corrente J* ¢ definida como

e

Jt=G($) ¢ x D", (7.6)
onde a corrente U(1) é j* = —J" - f.
Construindo o funcional de energia, obtermos a expressao:

2 2102

EF = SR LRI I

b :% /d2x [G<D15)2 +G(D20) +

O potencial A é eliminado da expressao através do uso da lei de Gauss. A energia

funcional pode ser rearranjada como:

. . . 2 2 G2 2
E Z/dziv |:(G1/2Di¢ +e;Go x D;p)* + %1/_6—@2)’ (F12 T2 (1+¢3)(1 - ¢3)2) }

:|:47T/d2[L'K0 (7.8)

onde K ¢ a componente zero da corrente topoldgica, e K, ¢ definida como

w
G1/2

1 — — — “ —
Ky = e |GV26- D96 x DG+ 2o - ) (79)
Aplicando o Limite BPS na expressao (7.8), chegamos ao resultado:

G'?Di¢+e;; Gd x D =0, (7.10)

1/2

Fio (1+¢3)(1 —¢3)* = 0. (7.11)

wK?2
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No limite BPS a densidade de energia do modelo é reduzida a
G .
Epps = §|Di¢|2+G1/2F12(]— — N P). (7.12)

7.1.1 A solucao do modelo

Para o estudo das solugoes topologicas do modelo, nds escolhemos um ansatz para o

campo varidvel. Devido ao vinculo, ® - & = 1, tomamos o ansatz [6]:

o1(p,0) = sin f(r) cos N6, (7.13)
oo2(p,0) = sin f(r) cos N6, (7.14)
¢3(p,0) = cos f(r). (7.15)
Devemos também escolher: N
A=—¢ Zfam‘ (7.16)

Ressaltamos que f(r) é uma funcdo arbitraria e adimensional. N é um inteiro e também
definido como o grau do séliton topoldgico (ou também chamado de vorticidade).
Substituindo a expressoes (7.37, 7.14, 7.15 and 7.16) na equagao de Bogomol'nyi do

modelo, nés obtermos:

2N a+1 . f(r) f(r)

fir)= j:Gl/z T sin T cos T (7.17)
) G2 f(r)
boN 2T .9 .o f(r

a(r)= j:N ——sin f(r)sin 5 (7.18)

Desacoplando as equagoes acima e considerando que o parametro de acoplamento sao

reduzidos a constantes, obtemos que

CPO? PO , ()
tanf(r)Jr r w(o)

1) sin® f(r) sin = 0. (7.19)

E valido notar que o parametro de generalizacao do termo cinético nao altera o perfil das
solugdes do campo f(r), com isso em mente, voltaremos nossa atenc¢ao ao estudo dos efeitos
da constante dielétrica w para o modelo sigma O(3) gaugeado.

A equacao (7.17) e (7.18) sao invariantes sob a transformacao f(r) — f(r) + 27. Essa
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observagao nos motiva ao estudos das solucoes da equacao acima no intervalo entre 0 e 27.
Como sugerido por Gosh [6], podemos, convenientemente tomar a mudanca na variavel

dependente como

m=m+ f(r) (7.20)

=7 — f(r) (7.21)

onde consideramos que a(r) permanece inalterado.

Notamos que as transformagoes anteriores mantém as eqs. (7.17) e (7.18) invariantes.
Concluimos que, para um perfil especifico de a(r), a solugdo para f(r) é simétrica sobre
f(r = m). Assim, podemos restringir os valores assintéticos de f(r) entre 0 e m. Portanto,
uma vez que obtemos a solucao neste intervalo, deve haver uma solucao simétrica no intervalo
de 7 a 2.

Embora alguns autores [6] afirmem que para obter solucoes de energia finita o campo
varidvel (préximo da origem) depende das condi¢oes f(0) = m e a(0) = 0, no caso nao
generalizado, consideraremos o estudo numérico do modelo generalizado para as condig¢oes

F(0)=0e floc) = .

7.1.2 Resultados numéricos

Nesta secao, iniciaremos o estudo numérico das equacoes self-dual para o modelo sigma
com o termo de Chern-Simons generalizado (constante dielétrica). Agora voltamos nossa
atencao para a afirmacao proposta por Ghosh em 1996, segundo Ghosh, para obter solugoes
que tenham interesse fisico, ou seja, solugoes de energia localizada, devemos analisar a exis-
téncia de sélitons no contorno f(r =0) = 7w e f(r — oo) = m, para sélitons nao-topolégicos.
Para os solitons topoldgicos devemos considerar f(r =0) = m e f(r — oo) = 0. Em contra-
partida ao trabalho proposto por Ghosh, iniciaremos a investigacao para o comportamento
do campo varidvel f(r) sendo inicialmente f(r = 0) = 0, mostramos que apesar do traba-
lho apresentado na literatura, a existéncia de solugoes com localizacao energia, apresenta
solucoes semelhantes a kink para este contorno. Para mostrar isso, retornamos a equacao
(7.19) e analisamos, através do método de interpolagao, a existéncia de tais solugoes, para
isto, consideramos que o campo varidvel préximo da origem se comporta como f(r) = aor’.
Como resultado, temos as solugoes graficas apresentadas abaixo.

O gréfico (7.1) apresenta solugoes tipo kink para o limite que Ghosh argumenta nao ter
solucoes de energia finitas. Como proposto na literatura especializada, a solucao kink apre-

senta uma configuracdo de energia finita proporcional a sech*(r) [25], portanto esperamos
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f(r)

Fig. 7.1: Solugbes solitonicas para f(r =0) =0e f(r — o0) = 7.

que a solucao grafica para o caso anterior apresente solugoes energia finita, para isso, retor-
namos a equagao (7.12) e analisamos a energia BPS do modelo. Como resultado, obtemos

que a densidade de energia do modelo tem a forma apresentada em (7.2).

(o)

1

BPS Energy
‘I\J“Hoo””-b”‘

=

o

Fig. 7.2: Energia BPS associada ao campo variavel com f(r =0)=0e f(r — o0) = 7.

Do Kink ao Compacton

A existéncia de solugoes do tipo kink nos leva a motivacao de encontrar solugoes do tipo

compacton no modelo, para isso precisamos fazer uma andlise dos parametros de acopla-
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mento G(¢) e da respectiva constante dielétrica w(¢) do modelo sigma O(3) generalizado.
Note que uma vez que a constante de acoplamento G(¢) nao aparece na expressao (7.19)
ela nao influéncia a dinamica do campo variavel, entdo somente a constante diéletrica w(¢)
influenciard no modelo dinamico. Com isso, iniciamos nossa investigagao numérica, conside-
rando a variagao do parametro w que é responsavel pela contribuicao do campo gauge neste

modelo. Como conseqiiéncia, chegamos as solugoes gréficas para o campo variavel f(r).

f(r)

Fig. 7.3: Solugbes tipo kink para f(r =0)=0e f(r — o0) = 7.

E fcil ver que como o parametro w diminui, as solucoes do campo varidvel tendem para
as solugoes do tipo Kink, ou seja, o campo varidvel tende para solugoes tipo tanh(r). Em
outras palavras, a medida que a contribui¢ao do termo Chern-Simons ou do campo gauge
diminui, as solugoes do campo varidvel tendem a solugoes tanh(r). Como conseqiiéncia, a
energia do modelo tenderd a ser proporcional a sech4(7“). Novamente, isso é visto claramente
a partir dos resultados gréficos apresentados na Fig. (7.4).

De acordo com os resultados apresentados anteriormente, notamos que como o parametro
w decresce, a solu¢do do campo f(r) tende a forma de uma solu¢do kink. Notamos, ainda,
que a solucao kink é obtida quando w = 0.35. A fim de transformar as soluc¢oes do tipo kink
em solucoes do tipo compacton, continuamos a diminuir continuamente a contribuicao do
parametro w, com isso, obtemos as solugées do tipo compacton como mostra a fig. (7.5).

Devido a caracteristica das solucoes do tipo compacton, esperamos que a densidade de
energia das BPS se torne mais localizada e nitida quando as solugao kink tende a solugao do
tipo compacton. Com isso, podemos ver claramente que isso é o que acontece nas solugoes
graficas (7.6), desta forma, os resultados numéricos mostram-se de acordo com os resultados

tedricos da literatura especializada para a dinamica do modelo.
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BPS Energy
‘I\J“Hw””b””m””@”

[EEN

o

f(r)

Fig. 7.5: Do kink as solugoes tipo compacton do modelo

A existéncia de sélitons nao-topolégicos

Um novo resultado numérico é obtido quando assumimos que o parametro w é um valor
negativo definido. Neste caso, as solucoes tipo kink e tipo compacton nao existirao. No

entanto, como resultado, ainda é possivel verificar a existéncia das solugoes solitonicas nao-

topoldgicas no modelo.
Neste caso, devido ao comportamento do campo variavel respeitar os limites:

lim f(r)=0 e lim f(r)=0, (7.22)

r—0t r—00

a solucao ¢ caracterizada como uma solucao tipo onda solitaria com carga topolégica Qop = 0,
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BPS Energy

Fig. 7.6: Energia BPS do kink as solugoes tipo compactons
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Fig. 7.7: Solugoes solitonicas quando w < 0.

com isso, nao podemos utilizarmos argumentos topoldgicos para discutir a estabilidade das
solugoes. Em outras palavras, notamos que as quantidades como energia do séliton, fluxo

magnético, carga e momento angular nao serao quantizados como previsto em uma teoria

topologica.

7.2 O modelo sigma com acoplamento minimo e com

o termo de Chern-Simons em um potencial hiper-
bélico tipo Higgs

7.2.1 O modelo O(3) com acoplamento minimo

Iniciamos, considerando a Lagrangiana do modelo descrita por:
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1 — —
L=3D,6- D6+ ZEWAMFW —U(Ds), (7.23)
onde definimos a derivada covariante da seguinte forma:
Dyb = 0,0 + Auiig X 6. (7.24)

E valido ressaltar, novamente, que no modelo O(3) o campo escalar gg ¢ mapeado no
espaco de Minkowski de duas esferas unitérias, denotadas por S?. Em outras palavras, 5 é
um vetor de trés componentes que satisfaz ao vinculo 5 . gz_g = ¢? + ¢3 + ¢2 = 1. Dependendo
da escolha especifica para o potencial, a Lagrangiana deve ser invariante sob uma iso-rota¢ao
ao redor de um eixo preferencial, neste caso, ng = (0,0, 1). A natureza U(1) do modelo pode

ser facilmente vista pela seguinte identidade:
Dyé - D"¢ = |9+ iA) (61 + o) + 8,050" 6. (7.25)

Para garantir um sistema self-dual, consideramos um potencial da forma:

-

U() = 5 (tan?[6(6 — Gy) - is] + tan6(5 + o) - ]} (7.26)

onde ¢ é um vetor constante. Observamos, ainda, que o sistema possue dois estados de

vacuo, dados por ¢y = ¢, - ng, conforme apresentado na figura abaixo.

2.0 ammmrg i, ey, TR .
L N “ : I 0\ I‘ .l ,
I [
18- v HHY ]
i Y i
I v Ty
= 16} ] it ]
S [ H o
= i g Tt
1.4} it Wi ]
: i Y B £=2
: i Wil
12+ G e =4 -
I ‘Y
1-07‘ PR S R M B
-4 -2 0 2 4 6

Fig. 7.8: Comportamento grafico do potencial para varios valores do parametro de deforma-
cao
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Como um resultado a simetria SO(2) (U(1)) ndo é quebrada espontaneamente. Neste
caso, é também interessante notar que a dinamica do campo de gauge é governada somente
pelo termo de Chern-Simons.

Neste ponto, é nosso dever chamar a atencao do leitor, novamente, para algumas conven-
coes a serem utilizadas, por exemplo, ressaltamos que a assinatura métrica a ser utilizada é
dada por 1, =diag(+, —, —) com e"? =1; y, v =0,1,2 e 4, j = 1,2. Portanto, as equagoes

de movimento para a Lagrangiana (7.23) sao dadas por:

—»

= —¢ x DFg, (7.27)
com JH = —7tng e
= gs“”"‘Fm. (7.28)
Para o campo escalar, obtemos:
D D“¢ = —a—u. (7.29)
99

Rearranjando as equacgoes (7.27) e (7.29), chegamos & expressao:

D, J" = ¢ x au (7.30)
s

A componente zero da expressao (7.28) é conhecida como lei de Gauss, com isto em
mente, a lei de Gauss implica que a configuracao do campo com fluxo magnético P s,
carrega essencialmente uma carga diferente de zero dada por Q) = —K® ¢y,.

Como de costume, a energia funcional pode ser obtida por uma integracao da compo-
nente Ty do tensor energia-momento em todo o espaco, ou pode ser obtida acoplando o
campo gravitacional e entao variando a agao em relacao a métrica. De posse desse conceito,

escrevemos o funcional de energia do modelo como:

2 2

K
¢F + ¢2

1 2 2 2
E= /d T {(qus) + (Dyg)* + +2U|. (7.31)
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Rearranjando o funcional de energia, chegamos a expressao:

1 . . . 2 U2 + 2
E =3 /d2x {(Dz¢ + ;0 x D;0)* + m lFu F w} } + 47/d2$IC0-
(7.32)

A partir deste ponto, iremos definir a carga topolégica do modelo como

_ 1 _'_ vy AT vA QRQU
IC#—8—7T€WA{¢ D¢ x D ¢ + F 1/—(¢%+¢%)} (7.33)

Por argumentagoes topoldgicas, sabemos que a energia (7.32) possue um limite inferior
(25, 26, 45], isto é, devemos ter:

E >4 / d*r Qq (7.34)

No limite de saturacao da energia, as equacoes de movimento do modelo reduz-se para

Di¢ £ ¢ x Dj = 0; (7.35)
2U(7 + b5

Solugoes de vértices estaticos

Para investigar as equacoes de Bogomol'nyi numericamente, escolhemos, conveniente-

mente, uma simetria rotacional para o campo variavel [29, 47], ou seja,

o1(p,0) = sin f(r) cos N6,
ba(p,0) = sin f(r) sin N6, (7.37)
¢3(p,0) = cos f(r)
e
A0y = -~ Zir)ég. (7.38)

Considerando o potencial hiperbdlico auto-dual, rescrevemos as equagoes de Bogomol'nyi
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como

a+1

7o) =N

sin f(r); (7.39)

a(r) = i% \/(1 — cos? f(r)){tanh?[¢(cos f(r) + ¢o)]} + tanh?[E(cos f(r) — do)]}.  (7.40)

com ¢ sendo o valor esperado do vécuo e f(r) sendo uma funcdo arbitraria (campo varidvel).
N ¢é o parametro responsavel pela vorticidade das solugoes.

Desacoplando as equacoes anteriores, encontramos a equacao do campo variavel:
f'lir)y  f'or)?
r tan f(r)
sin f(r)\/(l — cos? f(r)){tanh?[¢(cos f(r) — ¢o)] + tanh®[¢(cos f(r) + ¢o)]} = 0. (7.41)

Pode ser facilmente verificado que as equagoes de Bogomol'nyi (7.39-7.40) satisfazem as
equagoes de movimento (7.30). Isso é bem discutido na literatura especializada, mas um
leitor mais entusiasta pode consultar as referéncias [6, 29, 47].

Agora, estamos interessados em obter as solugdes para equagoes (7.39) e (7.40). Para
garantir que o campo nao ¢ singular na origem, consideramos que o campo variavel na

vizinhancga da origem possui a forma:
f(0)=nm, n € N, (7.42)

e, em seguida, as solugoes regulares na origem exigem que o comportamento inicial do gauge
seja a(0) = 0. Além disso, as solugoes sdo simétricas em f(r) = 2w. Portanto, devemos ter
f(0) = 0 e f(0) = m para as solugoes topoldgicas e nao topolédgicas. Se considerarmos a
ultima condicao, é 1til usar a mudanca de varidvel f(r) = w+ h(r). Também consideramos o
sinal de baixo das equagoes de Bogomol'nyi e N sendo positivo. Para h(r) < 1, assumimos

que o modelo tem solugoes do tipo
h(r) = Byr™ (7.43)

e consequentemente, obtemos que

olr) = ~ gy VIR )P+ b (T = a)Pr 4 OV (1)
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Por outro lado, se considerarmos que f(0) = 0 e N negativo, obtemos na vizinhanca da

origem:

f(r) = Bor™" (7.45)

nesse caso, a solucao do campo de gauge é

0lr) =~ L+ G+ L= P+ 00T ). (149

No infinito, existe dois comportamentos assintéticos distintos para a equacao de Bogo-
mol’'nyi. Quando f(oco) = m e N positivo, f(r) pode ser reescrito convenientemente como
f(r) = m+h(r), e entdo, para obter solugoes de energia localizadas devemos ter a(co) = —n;.

Dessa forma, assumimos que
h(r) = CoorN0=m), (7.47)

Como resultado, chegamos a expressao:

a(r) ~ _N[N(lc— 7] Vtanh[€(1 + ¢g)]2 + tanh[€(1 — ¢o)2r2NE=m+2 _p - (7.48)

Para finalizar, analisamos o contorno f(oo) = 0 e a(co) = 7o com N negativo, ou seja,

assumimos a solugao:
f(r) = CoorN4m), (7.49)

dessa maneira, obtemos o resultado:

C TN(1+772

alr) = C N[N(1+1m2) +2]

\/ {tanh[£(1 + ¢0)]? + tanh[£(1 — ¢o) ]2} + 02 (7.50)

note que os parametros 17; o dependem diretamente se a solucao ¢ topolégica ou nao topolé-

gica.

Resultados Numéricos

A partir de agora, voltamos nossa atencao para a analise numérica das equacoes de Bogo-
mol’nyi (7.39 - 7.40). Inicialmente, investigamos numericamente as solugoes topolégicas com

condigoes de contorno f(0) =0 e f(r — oo) =7 com N = 1. Para obter as solu¢oes numé-
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ricas das equagoes de Bogomol'nyi acopladas, consideramos os comportamentos assintoticos
expressos por (7.43), (7.44), (7.47) e (7.48). Desta forma, obtemos os resultados numéricos
para f(r), a(r) e B(r) como mostrado, respectivamente, nas figuras (7.9), (7.10) e (7.11).
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Fig. 7.9: Solugoes numéricas dos vértices topoldgicos para varios valores assintoticos do
campo de gauge.
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Fig. 7.10: Comportamento do campo de gauge topolégico para diferentes valores do parame-
tro ;.

Observamos que o campo variavel e o comportamento do campo de gauge sao similares
aos resultados apresentados no modelo Mazwell-Chern-Simons com acoplamento nao-minimo
[29]. Neste caso, como o campo de gauge é governado exclusivamente pelo termo de Chern-

Simons e o modelo esta sujeito ao potencial hiperbdlico tipo Higgs, as solugoes topoldgicas
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sao obtidas por N = 1. O comportamento do campo magnético com N = 1 é representado

abaixo.

B(r)

Fig. 7.11: A magnitude do campo magnético B como fungao de r para N = 1.

Para as solugoes nao-topoldgicas, investigamos numericamente a existéncia de solugoes
com f(0) =, f(r - o0) =7 e N =—1 como condigdes de contorno. Com isto em mente,
para encontrar as solucoes numéricas para a equagao de Bogomol'nyi acoplada, fazemos uso
dos comportamentos assintéticos expressos por (7.45), (7.46), (7.49) e (7.50) e assim, obtemos

os resultados numéricos abaixo.
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Fig. 7.12: Solucao numérica do vértice nao-topoldgico para vérios valores assintoticos do
campo de gauge.
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Fig. 7.14: A magnitude do campo campo magnético B como funcao de r para N = —1.

Observamos que, no caso nao-topoldégico, o comportamento do campo magnético se asse-
melha ao comportamento do campo variavel no caso N = —1, com os respectivos valores do

parametro 7.
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7.2.2 A constante dielétrica e o vértice tipo compacton

Nesta secao, focamos nossa atencao na discussao de como a constante dielétrica modi-
fica as solugoes de vortice do campo variavel. Para atingir este objetivo, consideramos o

lagrangiano escrito como

—, -,

1 - .
L= 3Dub- D6+ gw( Ve AL Fon — U(S), (7.51)

onde w é o parametro responsavel por definir a constante dielétrica do modelo.
Seguindo alguns argumentos similares aos utilizados nas se¢oes anteriores, obtemos mais

uma vez que a corrente local é dada por

-

K
j* = Gl )EM A, (7.52)
onde JH = —jH ng.
A equacao de movimento do modelo permanece inalterada, ou seja,

Jh = ¢ x au (7.53)
99

Construindo o funcional de energia, chegamos, novamente a expressao:

1 2 N2 2 T
E—ﬁ/dl'{(Duﬁ) + (D29) +m+2u}- (7.54)

Rearrajando o funcional, nés obtemos a equagao:

1 - - - K2w? U (P2 + ¢2)\°
E=3 /dzx {(Dicb +e,;0 x Do) + p (F12 T %) } + 47r/d2:v Ko.
(7.55)

Notamos que a carga topoldgica “adquire’um parametro devido a adicao da constante

1 = - - 2Kk2w2U
= —cun|d- D¢ x D ¢+ F | . 7.56
Qu 87r8“ A[Cb be ¢+ ¢%+¢%} ( )

Mais uma vez usamos a argumentacao da secao anterior e escrevemos nas equagoes de

dielétrica, a saber:
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Bogomol’'nyi. Dessa forma, obtemos:

D; + 2456 x Dy = 0; (7.57)

2U(¢7 + ¢3)

Fio F
K2w?

—0. (7.58)

Considerando o ansatz (7.37), obtemos as expressoes acopladas:

7o) = N Lsin f(r) (7.59)
a(r) = j:ﬁ \/(1 — cos? f(r))(tanh?[¢(cos f(r) — 1)] 4 tanh®[¢(cos f(r) + 1)] (7.60)
Desacoplando as equacoes anteriores, obtemos:
iy 4 L0 10

o tan f(r)
%sin f(r)\/(l — cos? f(r)){tanh®[¢(cos f(r) — ¢o)] + tanh?[é(cos f(r) + ¢o)]} = 0. (7.61)

A equagao (7.61) é andloga a equagao (7.41) quando o parametro w = 1. A partir de
agora, nos concentramos em entender como a constante dielétrica modifica as solugoes de
campo varidveis. Com isso, iniciamos o estudo numérico da equagao (7.61) utilizando os

limites acima mencionados.

Estudo numérico da constante dielétrica

Primeiramente, para investigar numericamente a influéncia da constante dielétrica nas
solugdes do campo variavel f(r), consideramos a solu¢ao numérica apresentadas na fig. (7.9)
com a(co) = —0,35. Entao, consideramos o parametro w como constante e o variamos
numericamente. Como resultado, observamos que as solugoes tipo kink adquirem uma carac-
teristica de uma solucao parecida a um compacton simplesmente variando numericamente a
constante dielétrica do modelo. Em outras palavras, a medida que o campo de gauge ou as
contribui¢oes do termo Chern-Simons diminuem, as solugoes tipo kink se tornam solugoes do

tipo compacton, como mostrado na fig. (7.15).
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Fig. 7.15: Das solucoes tipo kink as solugoes tipo compacton.

Resultados interessantes também surgem quando nds variamos numericamente a cons-
tante dielétrica nas solugoes nao-topoldgicas apresentadas na fig. (7.13). Para este resul-
tado, consideramos 7, = 0.25 e variamos o parametro w. O resultado desta investigagao é
mostrado na fig. (7.16). Neste caso, notamos que, quando aumentamos a contribuicao do
campo de gauge, as solugoes solitonicas nao-topologicas se aproximam das solugoes do tipo

kink para o campo variavel.
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Fig. 7.16: Das solugoes nao-topoldgicas as solugoes tipo kink para o campo varidvel.



Capitulo 8
Consideracoes Finais e Perspectivas

Nesta dissertagao, discutimos os principais conceitos e ferramentas necessarias para o
estudo de estruturas localizadas no modelo sigma nao-linear. Para isto, iniciamos nossa
dissertacao realizando uma breve revisao: de alguns aspectos da teoria classica de campos,
alguns de conceitos em teoria dos sélitons de dimensao (1+ 1)D, e algumas discussoes sobre
as solugoes de energia localizada do modelo sigma-O(3) para um campo de gauge governado
pelo termo de Chern-Simons com acoplamento minimo.

No primeiro momento, investigamos a existéncia de solugoes solitonicas no modelo Chern-
Simons-Higgs restrito a condigao topoldgica f(r = 0) = 0. Para isso, usamos dois termos de
acoplamento, o primeiro termo é relacionado ao termo cinético (Klein-Gordon) do modelo,
o segundo termo é relacionado ao termo de generalizacao do gauge de Chern-Simons, esse
ultimo é também responsével pela finitude da densidade de energia. Semelhante a situacao
proposta por [14], o pardmetro w é responsdvel por transformar as solugdes tipo kink em
solugdes do tipo compacton. Assim, em oposi¢ao a referéncia [6], investigamos a existén-
cia de solugoes fisicamente aceitaveis limitadas pelas condigoes de contorno f(r = 0) = 0
e f(r — oo) = m. Como resultado, notamos que quando o parametro w = 1, reobtermos
o caso particular estudado por Gosh, entretanto, ressaltamos um resultado interessante em
oposicao ao trabalho apresentado por Gosh em 1996 [6], esse resultado consiste basicamente
na obtencao de solucoes de estruturas localizadas no presente caso. Ainda, é valido observar
que quando o parametro w > 1, obtemos solugoes do tipo kink para o modelo com energia
finita. Também observamos que quando o parametro 0 < w < 1 temos solugoes tipo kink
se transformando continuamente em solugoes tipo compacton. Como consequéncia, a den-
sidade de energia BPS tende a se tornar mais localizada e mais pontiaguda a medida que
as solucoes tipo kink tendem as solucoes tipo compacton. Fisicamente, podemos ver isso

como uma consequéncia da inducao magnética ser inversamente proporcional ao parametro
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de compactificacao, com isso, a medida que tendemos a compactar solugoes, a contribuicao
do campo magnético aumenta significativamente e assim a densidade de energia BPS do
modelo tendem a uma representacao delta em torno da singularidade da solugao. Por fim,
notamos que quando w é negativo definido, nao hé solugoes semelhantes a kink, no entanto,
podemos ver a existéncia de solitons nao-topoldgicos, onde essas solucoes sao bem discutidas
por Ghosh [12]. Como visto em (7.7), o comprimento de onda dessas estruturas torna-se
menor a medida que o parametro diminui. Observamos que resultados semelhantes podem
ser obtidos para as condicoes de contorno estudadas por Gosh em 1996.

No segundo momento, voltamos nossa atencao ao estudo das solugoes de vortices do
modelo sigma com termo Chern-Simons restrito a um potencial hiperbdlico tipo Higgs. Como
resultado, notamos que devido ao ansatz e o vinculo do modelo O(3), para o contorno f(0) =
0 e f(oo) = 7 temos a chamadas solugdes nao-topoldgicas, uma vez que a carga topoldgica é
dada por um parametro nao-inteiro. Enquanto isso, para o contorno f(0) = 7w e f(oo) =
temos as solugoes topologicas, essas apresentam uma carga topologica do modelo descrita por
um inteiro. Como consequéncia, os vortices topolégico do modelo apresentam uma energia
quantizada dada por £ = 4n|N|, a carga sendo ) = —k®,,, e o fluxo magnético dado por
P 414, = 20N Ou seja, notamos que apesar da energia ser quantizada, o fluxo do modelo
nao é quantizado. Observamos, ainda, que para um N fixo existe uma familia de solugoes
para diferentes valores de 7, isso implica que existe infinitas solu¢oes degeneradas no modelo.
As solugoes ditas nao-topolédgicas sao caracterizada por uma energia € = 4w N1y, por um
fluxo @ = 27N1y e carga () = —kKPjfy,. Por fim, notamos que através da variagao
das constantes dielétricas (o termo que generaliza a contribui¢do do campo de gauge de
Chern-Simons) do modelo, podemos levar as solugoes do tipo kink (topoldgicas) a solugdes
do tipo compacton simplesmente variando numericamente a constante dielétrica do modelo.
Em outras palavras, a medida que a contribuicao do campo de gauge, ou do termos de
Chern-Simons, diminui as solugoes tipo kink sao levadas as solucoes do tipo compacton como
apresentamos na fig. (7.15). Da mesma forma, observamos, que quando aumentamos a
contribui¢ao do campo de gauge as solucoes nao-topoldgicas aproximam-se das solugoes tipo
kink para o campo varidvel. Em outras palavras, as solugdes nao-topoldgicas tendem as

solugbes topolégicas com |Qyop| = N.
Novas Perspectivas

Como perspectivas, buscaremos a partir deste ponto, investigar as solugoes de vértices
tipo compacton para uma generalizacao dos modelos anteriores acoplados nao-minimamente

ao campo de gauge. Buscaremos, ainda, investigar tais solucoes com o campo de gauge
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governado pelos termos de Chern-Simons e Maxwell-Chern-Simons generalizado e restrito
a potenciais arbitrarios tipo Higgs no modelo sigma; no modelo C'P(2); no modelo Baby

Skyrme.
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