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Resumo

O objetivo desse trabalho é estudarmos a controlabilidade aproximada, via estraté-
gia de Stackeberg-Nash, para equagao do calor em dominios ilimitados, bem como para

equagao da onda e para fluidos micropolares em dominios com fronteira variavel .

Palavras-chave: Controle hierdrquico, Estratégia de Stackelberg-Nash, Espacos de

Sobolev com Peso, Dominios Ilimitados, Fluidos Micropolares.



Abstract

The purpose of this work is study the approximate controllability, via Stackelberg-
Nash strategies to heat equation in unlimited domains, as well to wave equation and for

micropolars fluids in domains with moving boundary.

Keywords: Hierarchic Control, Stackelberg-Nash Strategies, Sobolev’s Spaces with
Weight, Unlimited Domains, Micropolar Fluids.
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Introducao

Esta tese aborda o estudo de alguns problemas de controle hierarquico para a equagao
do calor, da onda e de fluidos micropolares definidos em determinados dominios ilimitados

e também em dominios com fronteira variavel.

Problemas de otimizacao aparecem com bastante frequéncia em uma série de proble-
mas de ciéncias da engenharia e economia. Muitos modelos mateméaticos sao formulados
em termos de problemas de otimizacao envolvendo um tnico objetivo, minimizar custos
ou maximizar o lucro, etc. Em situacoes mais realistas e relevantes, diversos objetivos

(em geral conflitantes) devem ser considerados.

Em um problema cléssico de controle mono-objetivo para um sistema modelado por
uma equacao diferencial, existe um controle v, atuando na equacao e tentando atingir um

objetivo pré-determinado, geralmente consistindo em minimizar um funcional J(.).

Quando nao existe uma restri¢gao no espaco de controle e o funcional J satisfaz algumas
hipoteses adequadas, existe uma tnica solu¢ao u para o problema de controle, a qual é

determinada pela condigao de optimalidade V.J(u) = 0.

Em um problema de controle multi-objetivo existe mais do que um objetivo; possivel-
mente mais que um controle atuando sobre a equagao. Agora, em contraste com o caso de
um Unico objetivo, existem varias estratégias de forma a escolher os controles, dependendo

da natureza do problema.

Estas estratégias podem ser cooperativas (quando os controles cooperam entre eles,
a fim de alcangar os objetivos), ndo-cooperativas, hierarquicas, etc. Equilibrio de Nash
define uma estratégia de otimizagao nao-cooperativa miiltiplo-objetiva, inicialmente pro-
posto por Nash [41]. Desde que teve origem na teoria dos jogos e economia, a nogao de
jogador é frequentemente utilizado. Para um problema de otimizacao com G objetivos

(ou funcionais J; a ser minimizados), uma estratégia de Nash consiste em ter G jogadores



(ou controles v;), cada um deles otimizando seu proprio critério. No entanto, cada jo-
gador tem que otimizar seu critério, uma vez que todos os outros critérios sao fixados pelo
resto dos jogadores. Quando nenhum jogador pode melhorar ainda mais o seu critério,
isso quer dizer que o sistema atingiu um estado de equilibrio de Nash. Existem outras
estratégias para otimizagao multiobjetiva, como a estratégia de Pareto (cooperativo) [42]

e a estratégia de Stackelberg (hierarquico) [48], etc.

Alguns trabalhos anteriores sobre as estratégias para o controle de equagoes diferenciais
parcias sao os seguintes. Nos artigos de Lions [32], [33], o autor d4 alguns resultados
sobre a estratégia de Pareto e estratégias de Stackelberg, respectivamente. No artigo de
Diaz-Lions [I1], os autores provam um resultado de controlabilidade aproximada para um
sistema seguindo a estratégia de Stackelberg-Nash. Este resultado baseia-se na existéncia
e unicidade de um equilibrio de Nash, que é provado pelos autores para alguns casos

particulares satisfazendo algumas restrigoes.

Neste trabalho, estudamos a estratégia de Stackelberg para determinadas equagoes
diferenciais parciais de evolugao, considerando um equilibrio de Nash multi-objetivo (nao
necessariamente cooperativa) para os "jogadores seguidores"(como é chamado no campo
da economia) e um problema ideal para o jogador lider com objetivo de obter controla-
bilidade aproximada. Nossa motivac¢ao baseia-se nos trabalhos de Diaz-Lions [11] e Lions
[29].

Quando em 1990, durante as Jornadas Hispano-Francesas sobre Controle de Sistemas
Distribuidos, Jacques Louis Lion introduziu, pela primeira vez, o conceito de controla-
bilidade aproximada para equagao linear do calor [31], criou-se assim uma imensa gama

de problemas relacionados com o conceito de controlabilidade aproximada.

Formalizemos agora alguns desses conceitos. Consideremos a equagao linear do calor

u—Au=nhl, em Q=Qx(0,7T)
u=0 em X =00x(0,T) (0.1)
u(z,0) = up(x) em €,

onde  é um dominio limitado do R, N > 1, com fronteira 02 de classe C? ¢ T' > 0. Em

d
(0.1) u; denota & ,  u=u(z,t)¢éoestado a ser controlado, h = h(z,t) & o controle e 1,

dt
é a fungao caracteristica de w, onde w é um subconjunto aberto nao vazio de 2. Notemos

1J.L.Lions 1928-2001



que o controle atua no interior de (2.

Assumindo que vy € L*(2) e h € L*(Q), o sistema (0.1) admite uma tnica solugao

u € C([0,T]; L*(Q)) N L*(0,T; Hy(£2)). Consideremos o conjunto de estados admissiveis:
Ryi(T) = {un(T) : up & solugdo de (0.1) com h € L*(Q)}.
Alguns problemas de controlabilidade podem ser formulados como se segue:

(i) O sistema (0.1) ¢ dito aproximadamente controlavel se Ry (T) ¢ denso em L?(()

para todo ug € L?(2).

(ii) O sistema (0.1) é dito exatamente controlavel se Ryz(T) = L*(£2) para todo ug €
L*(Q).

(iii) O sistema (0.1) é dito nulo controlavel ou controlavel a zero se 0 € Ry (T) para

todo ug € L*(Q).

O sistema (0.1) ¢ aproximadamente controlavel para todo subconjunto aberto nao
vazio w de 2 e T' > 0. Para mostrar isto, aplica-se o Teorema de Hahn Banach ou entao
se segue uma abordagem variacional desenvolvida em Lions [31I]. Em ambos os casos, a
controlabilidade aproximada é reduzida a uma propriedade de continuac¢ao tinica para o

sistema adjunto de (0.1):

—pr—Ap=0 em Q
o(x,t) =0 em 0Qx (0,7) (0.2)

o, T)=¢° em Q.

Mais precisamente, controlabilidade aproximada vale para o sistema (0.1) se, e somente
se, a seguinte propriedade de unicidade é verdadeira: Se ¢ é solugao de (0.2) e ¢ = 0 em
w x (0,T) entdo, necessariamente, ¢ = 0 em Q x (0,7), isto &, ©° = 0.

A questao é que os teoremas de continuagao tinica dependem da natureza do problema
estudado. Para tal, muitos autores tem conseguido teoremas de continuagao tnica para
diversos problemas, entre as quais pode-se citar, teorema da continua¢ao de Mizohata [40],
quando os coeficientes do operador que aparecem no sistema sao analiticos. Quando os co-
eficientes do operador sao fungoes limitadas e mensuréaveis, a controlabilidade aproximada

foi investigada, entre outros autores, por C. Fabre [I§|, onde se prova a propriedade de



continuagdo unica para equagoes relacionadas com o sistema de Navier-Stokes. A mesma
generalizagao da continuacao tnica de Mizohata pode ser encontradas em Saut-Scheurer

[46]. No presente trabalho, invariavelmente, utilizamos o resultado de continuacao tunica

de C. Fabre [18].

Desde a publicagao do artigo [31], a controlabilidade aproximada tem sido motivo de
estudo de muitos autores, entre os quais pode-se citar : Fabre-Lebeau [19], Fabre [I§],

Fabre-Puel-Zuazua [20], Fernandez-Zuazua [23], Zuazua [52].

No artigo de Diaz-Lions [1I], o qual motivou nosso trabalho, estuda-se o controle
hierdrquico para um sistema distribuido (no qual o estado é definido pela solugao de uma
equagao de difusao). Eles admitem que se pode agir sobre o sistema por uma hierarquia
de controles. Existe um controle global v, o qual é chamado de lider e existem N controles
locais wy, . .., wy que sao os seguidores. Os seguidores, assumindo que o lider fez a escolha
de sua estratégia (politica), procuram um equilibrio de Nash de suas fungoes custos e entao
o lider v faz sua escolha final para todo o sistema, procurando atingir um estado ideal

u” num tempo T por meio de um controle aproximado. Essa ¢ a conhecida estratégia de

Stackelberg-Nash.

Nosso trabalho estd dividido em trés etapas. Inicialmente estudaremos o controle

hierdrquico para a equagao linear do calor

g — Au+ a(z, t)u+ b(z,t)Vu = fxo + Z wixo, em RY x (0,T) 03)
i—1 :

u(z,0) = up(r) em RY,
onde os potenciais a(z,t) € L®(RY x (0,T)), b(z,t) € L= (RN x (O,T))N, 0, 0,...,0,
sao subconjuntos abertos, limitados, ndao vazios e disjuntos do RY, yo a funcao carac-

teristica de O, xo, a fungao caracteristica de O;, 1 < ¢ < n. Ademais, f é chamado de

controle lider e os w; sao chamados de seguidores.

Essencialmente resolvemos dois problemas:

e A existéncia da solugdo wy (f), ..., w,(f) para as desigualdades (L. 4)), isto ¢, a existéncia

do equilibrio de Nash para os funcionais custos jl, ceey J,, definidos em (L3).

e Assumindo a existéncia e unicidade do equilibrio de Nash w;(f),...,w,(f), mostrar

que quando f varia em L*(O x (0,T)), as solugdes u(z,t, f,wi(f),...,wa(f)) da



equagao (0.3), avaliadas em ¢ = T, isto é, u(:l:,T, fowr(f),... ,wn(f)), geram um

subconjunto denso em L?(RY). Isso permite aproximar u”.

O método usado adapta as técnicas introduzidas por Diaz-Lions [11] para dominios
nao limitados por introduzir espagos de Sobolev com peso de M. Escobedo e O. Kavian

[17] que garantem as imersoes compactas de Sobolev.

Em uma segunda etapa, obtemos basicamente os mesmos resultados para os problemas
mencionados acima (estratégia de Stackelberg-Nash), agora para um sistema que modela
pequenas vibragoes de cordas elasticas com extremidades moveis:

2 _ B(t) 2 2
Ou | k)= K / (‘9“) dx]“:o,

ot? m-m Y 2my(t) Jag ox ox?

com controles atuando na fronteira do dominio. Naturalmente, observa-se que no modelo
proposto o dominio de defini¢cao da equagao diferencial parcial que descreve estas vibragoes
de cordas elasticas ¢ um dominio nao cilindrico.

A estratégia utilizada para obtengao de nosso resultado de controle hierdrquico é trans-
formar nosso sistema em um outro sistema equivalente, via um difeomorfismo, definido
sobre um dominio cilindrico cujas segoes sao independentes do tempo (conforme Segao

[21]) e em seguida aplicar as técnicas desenvolvidas no trabalho de Lions [29].

Finalmente, uma terceira etapa consiste em obter resultado de controle hierarquico (de

acordo com os problemas formulados acima) agora para fluidos micropolares linearizado

(

2, - A2+ (h-V)E2+(2-V)h+ V=V x 3+ FXo
+3%s, +97X5, em Q
W —AD+h-Vi+2-V0=V x2+ %5

_i_@(l))?@l +a(2)>?62 em () (0.4)

2=0, @w=0 sobre &

| 200 =2, @(0)=0" em

onde (h, 6) pertence a classe

(9)1+(@) 1~ (0) )
(rnB:) € L2(0.7:1 () x L2 (0.T: 17 (©).  para algum 7 > 1 05



e CAQ representa um dominio (nao cilindrico) com fronteira variavel. Vale ressaltar que o
resultado de controle hierdquico obtido nesta terceira etapa (capitulo 3 desta tese) foi
desenvolvido em colaboragao com o professor Geraldo M. de Araijo da UFPA, resultado

este oriundo de um projeto de pesquisa mais geral em desenvolvimento.

De um ponto de vista fisico, um fluido real é evolutivo, de modo que a regiao preenchida
com um fluido em movimento movem-se geralmente ao longo da trajetéria do movimento
do fluido incompressivel. Assim, o dominio espago-tempo nao é um cilindro como fre-
quentemente ¢é tratado. Isto justifica, em parte, o tratamento do caso para o dominio

espago-tempo ser um dominio nao cilindrico neste trabalho.

Um fluido micropolar é um fluido, nao newtoniano viscoso com microestrutura local,
que contém suspensoes de particulas rigidas. A descrigao matemaética desses fluidos, a qual
nao pode ser descrito, reologicamente, por classicos sistemas de Navier-Stokes, foi dado
por Eringen [I5]. Sangue de animais, cristais liquidos (com moléculas do tipo haltere),
fluidos poliméricos, e certos fluidos coloidais, cujos elementos de fluido exibem micro-
rotagoes e complexas estruturas biologicas, sao exemplos de fluidos modelados pela teoria
de fluido micropolares (vide Eringen [16] e Popel [44]).

Sobre resultados de controle de fluidos micropolares, podemos citar o trabalho de
Fernandez-Cara e Guerrero [22], onde eles obtiveram controlabilidade exata local para
trajetorias, e também o trabalho de Araruna, Chaves-Silva e Rojas-Medar [2], que estu-
daram controlabilidade exata global para aproximagoes de Galerkin deste sistema.

Em resumo, o trabalho esta dividido da seguinte forma:

No capitulo 1 apresentamos um estudo sobre a controlabilidade aproximada para a
equagao do calor em dominios ilimitados.

No capitulo 2 resultados similares de controle hierdrquico para a equagao da onda em
um dominio com fronteira variavel do plano R? é apresentado.

Finalmente, no capitulo 3 obtemos resultados sobre controle hierdrquico para fluidos

micropolares linearizado também em dominios com fronteira variavel do R2.



Capitulo 1

Equacao do Calor em Dominios

Ilimitados

1.1 Formulacao do Problema

Sejam O, Oq,..., O, subconjuntos abertos, limitados, nao-vazios e disjuntos de (2,
sendo 2 um dominio ilimitado do espago RY. Dados T' > 0 e potenciais a(z,t) € L™ (Q X

(0,7)) e b(z,t) € L=(Q x (0, T))N, consideremos a equagao linear do calor

u — Au~+ a(x, t)u + bz, t)Vu = fxo + Zwix(gi em Q =Q x (0,7)
i=1

u =0 sobre X = 0Q x (0,7 (1.1)
u(z,0) = up(x) em Q,

onde ug, f e w; sao fungoes dadas em espagos apropriados, ¢ = 1,2,...,n sendo o e
Xo, as fungoes caracteristicas de O e O;, respectivamente. Assumamos que ug € L*(1),
feL*(Qx(0,T)) eosw; € L*(2x (0,T)),i=1,2,...,n. O subconjunto O C Q¢ o
dominio controle (que é suposto ser pequeno como desejado), O, O,, . .., O, sdo dominios

de controles secundéarios, a fungao f ¢ chamada de controle lider e os w; sao chamados de

seguidores.
Como a solu¢ao u de (LI)) depende de f,wy,...,w,, entdo denotamos por u =
u(z, t, fown, ... wy).

Estudaremos o problema de controle para ([L1I]) no caso de f ser independente e

wi, ..., w, depender de f. Mais explicitamente, o controle f faz uma escolha de sua



estratégia e a escolha dos estrategistas wy, ..., w, depende de f. Por esse motivo, o con-
trole f é chamado de lider e os wy, ..., w, sdao os seguidores. Esse processo de controle é

chamado por Lions [29] de controle hierarquico.

Para localizar a agado dos controles wj;, introduzamos as fungoes p;(z), definidas em €2

com valores reais, satisfazendo

ﬁi < LOO(Q)v ﬁz >0

§ (1.2)
pi=1lem G; C Q,
onde G; é uma regiao onde os w; atuam.
O objetivo é que os controles f,wy,,...,w, atuem para que a fun¢do u(z,t), solugao

da equacao (L)), atinja no tempo 7', um estado ideal u” = u*(z), com funcionais custos

definidos por:

~ 1" i ~
Hpoonew) =3 [ wtdede+ G [ Gt ) -l P (13)

com w = (wy,...,w,), o; > 0 constante.

A metodologia é descrita como segue: os seguidores wy, ..., w, supoe que o lider f
fez uma escolha para sua estratégia. Em seguida, tentam encontrar um equilibrio de
Nash para seus custos Ji,...,J,. Isso mostra que eles procuram controles wy, ..., w,

dependendo de f, satisfazendo
Ji(frwr, . wi, . wy) < Ti(fywy, W w), YW € LAHO). (1.4)

Os controles wy, . .., w,, solugdes do sistema de n desigualdades ([.4]), sdo chamados de

equilibrio de Nash para os funcionais custos jl, ceey J,, e esses controles dependem de f

(cf. Aubin [5]).

Observagao 1.1 Em outras palavras, se o lider f faz uma escolha entao seus sequidores

w;i(f) fazem uma escolha que torna minimo o custo J;, isto é,

Z(f? Wiy ooy Wiy oo >wn) = wiEi[%{Oi) j;(.fa Wiy ooy Wi,y - e >wn)‘ (15)

Isso ¢ equivalente as desigualdades (1.4). FEsse processo é chamado de estratégia de

Stackelberg-Nash ( vide Diaz e Lions [11]).



O problema de controle que sera considerado é o seguinte: encontrar controles w =
(w1, ..., w,) eestado correspondente u verificando (L)) e o equilibrio de Nash relacionado
aos funcionais j, definidos em ([I.3]), sujeito a seguinte restri¢do de controlabilide aproxi-
mada

uw(z, T, f,w) € BLZ(RN)(UT,OK), (1.6)

T

onde Brzgny(u”, ) denota a bola de L*(RY) com centro em u” e raio o > 0 dado, isto

é, se

u(x, T, f,w) descreve um subconjunto denso de um dado espago quando (17)
f abrange o conjunto de todos os controles disponiveis para o lider. .

Observagao 1.2 Enfatizamos novamente que em (I71) os controles w; sao escolhidos de

modo que (1.4) € satisfeita. Portanto, eles sao fungoes de f.
Para explicitar esse problema, iremos considerar os seguintes sub-problemas:

Problema 1: A existéncia da solu¢ao wy(f),...,w,(f) para as desigualdades (L.4)), isto

é, a existéncia do equilibrio de Nash.

Problema 2: Assumindo a existéncia e unicidade do equilibrio de Nash wy(f), ..., w,(f),
mostrar que quando f variaem L*(Ox (0, 7)), as solugdes u(z, ¢, f,wi(f), ..., w,(f))
da equacao (L)), avaliadas em ¢ = T, isto é, u(z, T, f, w1 (f) 2(f)), geram um

subconjunto denso em L*(RY). Isso permite aproximar uT.

Os problemas 1 e 2 foram analizados por Diaz e Lions [I1] quando © é um dominio
limitado. Nosso objetivo é adaptar as técnicas introduzidas em [11] para dominios ilimi-
tados. Para tal proposito, introduziremos os espacos de Sobolev com peso de Escobedo
e Kavian [I7] para garantir a compacidade das imersoes de Sobolev. A utilizagdo destes
espacos ¢ interessante pois permite-nos provar o resultado de controlabilidade de uma
forma "direta", como também para propodsitos numéricos. Todavia, essa prova é vélida
somente quando 2 = RY ou um dominio conico, pois é necessario fazer uma mudanca de

variaveis. Por simplicidade, limitaremos ao caso quando € = RV,

Nessas condigoes, a equagao linear do calor dado em ([ILT]) pode ser escrita como

— Au+a(z,t)u+ b(z,t)Vu = fxo + Z’LU,’XOi em RY x (0,7) 18)
=1 .

u(z,0) = up(z) em RV,

10



Para evitar problemas relacionados a nao compacidade de imersoes de Sobolev, con-

sideremos o seguinte operador

y - V& 1

K(y) = exp (%)

D(L) C L*(K) = {g ‘RY — RV :
RN
e a equagao de evolucao

em RN x (0,5)
v(y,0) = v(y) em RY

Kl dy < oo}

N n
vs + Lv + A(ya S)U + B(y> S)VU - EU = g(y> S)XO’ + Z h'l(y> S)XO;

i=1

(1.9)

com vy(y) € L*(K), O, O! sdao subconjuntos adequados do RY e s = log(t + 1). Uma

mudanca de variaveis transforma (L.8)) em (L.9).

De fato, se definirmos para s > 0, y € RY
v(y,s) = e Tulely, e’ ~ 1)
Ay, s) = eale2y, e® — 1)
B(y, s) = eblezy, e — 1)

s(N+2) s s
g(y,s)=e 2z f(exy,e®—1)
hily.s) = e 2 wi(ey, e — 1)

(1.10)

entdo para uy € L?(K) e u solucdo de (I8), v verifica (LJ) com vy = ug, O'(s) =e2 O e

Ol(s) =e2 O,
Com efeito, de (L.I0);, temos

ondey=ezz, s=log(t+1),t>0excRV.

Assim,
ou —N —sN 1 (. 5) + —sN "L Ov Oy,
—=—0 v(y,s)+e
R 2 Dy, ot
_N 7;N ]_ ( ) 1 7;N —s - av
= —e () S)— <e e i
2 11t W73 By

11
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ou seja,

a _N —S8 —8 . —s a
8_11: =5 zNe_sv(y, s)—e Y 2VU +e 2Ne_sa—z (1.11)
Agora,
ou =N ov e
=e e
Oz; Oy
Também,

dy; Ox; \ Dy, 0y; ay?
Entao,
"L 02 —s "L 02
Z = eTNe § Z 22}’
i=1 O i=1 0y;
ou seja,
Au=c 2 e*Av. (1.12)
Também,
a(z, tyu = a(ezy, e’ — 1)641] = A(y, s)eiZNe v (1.13)
Notemos que
- au 0 0yl —sN i —sN —s a’U —sN —s " av
V = = = 2 2 — 2 2
B i axz Z ayz axz (e U) ; ‘ ¢ ayz ¢ ¢ i=1 ayz

Assim, segue que

b(x,t)Vu = b(e%y7 e’ — 1)€#€%SVU = B(y, S)e%we%se%sVU

(1.14)
= B(y,s)e2 e V.

Substituindo (LII)-(LI4) em (L8);, obtemos
_N —sN —sN Y- V’U

—s —siV

—ve T et —e e’ 5 +A(y,s)e%e_sv+B(y,s)e#e_8Vv

n
—sN _ —sN _
+e 2 e fvy,—ez e *Av= fyxo + E wiXo!,
i=1
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isto é,

—N —s —s ‘ V —s
e P et te 2 e (—Av . U) +A(y, s)e‘seTNU

+ Bly,s)e e 2 Vo+e s e v, = fxo + Z wiXo;-
i=1

Assim,
e e, +e 2 e L+ Aly, s)e_se#v + B(y, s)e_se#VU
N —sN _ g -
- et e = Ixo + ;wiXog-
Portanto,

N n
vy + Lo+ Ay, s)v + By, 5)Vo — Sv = g(y, s)xo + Y hily, 5)xo,
=1

onde
s(N+2)

g(y,8)=e 2 f(e2y,e* —1)
s(N+2) s

hi(y,s) =e 2z w(ezy, e’ — 1),

—S

sendo o a fungao caracteristica de O’ e xo; a fungao caracteristica de O;, O'(s) =e2 O
e Oi(s) =ez O, Vie{1,2,...,n}.
Reciprocamente, se conhecermos uma solugao v de (L) e se definirmos para todo

t>0,zeRY

e
H)=0+t)tA Jdog(1+1t
afw.t) = (14174 (o log(1+)
X
b(z,t) = (1+t)2 B Jlog(1+¢ 1.15
(@.0) = (147 B (= log1+1) (115

entdo, nao ¢ dificil ver que u satisfaz (L) com ug =vy ¢ t = e* — 1.

1
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A mudanga de variaveis é interessante, pois o operador L definido acima tem inversa
compacta em L?(K) e a equagao (LJ) pode ser estudada da mesma forma da equagao do

calor em uma regiao limitada Q do R¥.

1.2 Espacos de Sobolev com Peso

Nesta sec¢ao, introduziremos alguns resultados basicos dos espagos de Sbolev com peso
a fim de que se possa fazer o estudo do controle para o sistema (L9). Referimo-nos a [17]

para maiores detalhes e desenvolvimentos.

Consideremos a solugdo u = u(z,t) do problema (L8)). Introduzamos novas variaveis

X

YT Tt

Entao, dado u = u(z,t) solucao de (L)), introduzamos

;s =log(l+1) (1.16)

v(y,s) = e%u(egy, e® —1) (1.17)
Segue que u satisfaz ([[.8]) se, e somente se, v satisfaz (I.9]). Na sequéncia, analizaremos
a controlabilidade aproximada do sistema (9) similarmente para o sistema (LE). O

operador eliptico dado em (LL9) pode também ser escrito como sendo

Lv=—Av—" '2W. (1.18)

A forma do operador L leva a considerar o peso gaussiano K = K (y) como sendo

K(y) = exp (%) , y €RY. (1.19)

Com respeito a (L.I8)), temos o seguinte lema:

1
Lema 1.2.1 Lv=——— div(K(y)Vv).
Ry W HEWITY)

Demonstracgao: Com efeito, seja

14



Logo,

—div(KVv) = Z [Z ot K Z gzz

N N N
0K v
[2 8— _'_K 8‘%]
-K

+ KAv

Z

— K {yéwjum} — KL

Introduzamos os espagos L” com peso como sendo
1/p
D) = {1 € () Ml = | [ PR @ay] < oo,
R

Para p = 2, temos que

20 = {1 € 280 [ 15K < oo

¢ um espago de Hilbert com norma | - |;2(x) induzida pelo produto interno

e L

Definamos o operador ilimitado L sobre L?(K) por

y-Vou 1 .
Lv=—-Av—"——=———div(K(y)Vv
Ry OV

como acima e D(L) = {v € L*(K) : Lv € L*(K)}.

Integrando por partes é facil ver que
[ okt = [ 19Ky
RN RN

Portanto, é natural introduzirmos o espaco H' com peso

af

HYK) = {f6L2(RN) ayleﬁ(K) ':1,2,...,]\7}

munido da norma 12
o = | [ AP+ ARGy

De maneira similar, para qualquer s € N, podemos introduzir o espago

={feL*(K):D*f e L*(K),VaeN, |a| <s}.

15



Observagao 1.3 Do lema [[.21, tem-se que L : H*(K) C L*(K) — L*(K) ¢ um

operador simétrico, ou seja,
(LU,U)LZ(K) = (U,L’U)L2(K), Vu,v S Lz(K>
Mazs precisamente,

/R LuvK(y)dy = / wlv K (y)dy.

RN

O operador L como em (LI§)), tem inversa compacta em L?(K) e a equagao (L9) pode
ser estudada da mesma forma da equacdo do calor em uma regiao limitada Q do RY. De

fato, as seguintes propriedades sao verificadas (vide [17]):

PPy < [ VK@Y € H'EK) oo imersio
R

RN

HY(K) < L*(K) é compacta;

vre ). 5 [ KuliPay< [ KWV

ve HY(K) e K'?v e H' (RY);

2
1 = exp (—%) é uma autofuncao de L correspondente a
N N
A = 5 O primeiro autovalor de L, isto ¢, Ly; = DRk (1.20)

L:H'(K)— (H'(K))™" ¢éum isomorfismo, D(L) = H*(K);
L™ L*(K) — L*(K) é auto-adjunto e compacto;
Se N =1,v € H(K) entdo K% € L®(R);
Se N=2 HYK)C LY(K)Vq>2e q> oc;
2N

N =3 HYK)cC L* (K e
Se 3,H (K)C L* (K) com N3

Observagao 1.4 Mais ainda, L*(K) C LY(RY) com imersao continua. Se v € L*(K),

1/2 1/2
/ lvldy = / LK1/2|v|0ly < / K|v|*dy / ialy < 0.
RN RN K1/2 - RN RN K

entao

16



Dados dois espacos de Hilbert separaveis V e H tal que V C H com imersao continua,

V sendo denso em H, introduzamos um novo espago de Hilbert
W(0,T,V,H) = {¢ € L*(0,T,V) : & € L*(0,T,H)}
equipado com a norma
v = |§|%2(0,T,V) + \5t\2L2(o,T,H) ( vide [30]).

Os resultados a seguir podem ser encontrados em [34] (vol. 5, pag. 480).

(1.21)

1.3 Controlabilidade Aproximada

Para a mudanca de variaveis (z,t) — (y,s) que transforma v = u(z,t) em v =
v(y, s), transformamos os funcionais custos {J, .. ., J, } nos funcionais custos {.Jy, . .., J,}

definido por

J; : L*(0, 8, L*(K)) — R

S
Ji(g,hi, ... hiy ... hy) = %/ |D,.o| 2K (y)dyds (1.22)
0o Jo
Q;
5 /. |Dy| p3(y) [v(y, S, g,h) — v° (y) [P K (y)dy,

onde v9(y) = (1 + t)N2u"(z) com p;(y) > 0, pi(y) = 1 em O}, h = {hy,....h,},
sao constantes positivas dadas e D, 5, D, denotam os determinantes das transformacoes
(x,t) — (y,s) e x —> y, respectivamente. Notemos que existem constantes positivas
reais ki, ko, k3, k4 tais que

0 < k1 <|Dys| < ko, paratodo (y,s)

(1.23)
0 < ks <|Dy| < kq, para todo v.
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O equilibrio de Nash para J; sao hy, ..., h,, que depende de g, solucao de
Ji(g,hay .o hey o hy) < Ji(g, by ki b)), VR € L2(O)). (1.24)

Observagao 1.5 Os resultados de (I.20) e (I.2Z1) provam (conforme Se¢aoll.8, Teorema
(L3)), que se g € L*(0,S,L*(K)), h; € L*(0, 5, L*(K)) e vy € L*(K), entdo o sistema
(L9) admite unica solugio v € W (0,5, H*(K),L*(K)). Em particular, os funcionais

custos J;, com 1 <1 < n, estao bem definidos.

Associado aos funcionais J; definidos acima, consideremos os seguintes sub-problemas:

e Problema 3 A existéncia da solugao hi(g),...,h,(g) para as desigualdades (L.24)),

isto é, a existéncia do equilibrio de Nash.

e Problema 4 Assumindo a existéncia e unicidade do equilibrio de Nash h(g), .. ., hn(9),
mostrar que, quando g varia em L?((0,5), L*(K)), as solugdes v(y, s,g,h(g)) de (L),

avaliadas em s = S, isto ¢, v(y, S, g, h(g)), geram um subconjunto denso em L?(K).

Lembremos que nosso problema inicial eram os controles f,wq,...,w, atuarem de
forma que a funcdo u(x,t), unica solugao de (L), atinja no tempo 7" um estado ideal
u? = uT(z) € L*(RY) com funcionais custos definidos por (L3)).

Da mudanga de variaveis (LI0), o problema (L.§)) foi transformado em um problema
equivalente (LJ) em espago de Sobolev com peso. Portanto, fixado v¥(y) € L*(K), os
controles g, hy, ..., h, deverao atuar tal que a tnica soluc¢ao v(y, s, ¢, h(g)) de ([I9)), avali-
ada em s = S, atinja um estado ideal v°(y). Isso sera feito no sentido da controlabilidade

aproximada.

De fato, é suficiente provar que se hq, ..., h,, dependendo de g, é o equilibrio de Nash
para os funcionais ([[.22]), entdo temos a controlabilidade aproximada. Isso significa que
se existe o equilibrio de Nash e v (y, 8,9, h(g)) ¢ a tnica solugao de (L9), entao o conjunto
gerado por v(y,S,g,h(g)) ¢ denso em L*(K). Isso permite aproximar v”(y). E nosso
objetivo provar esse fato nessa se¢ao. Na se¢ao mostraremos a existéncia e unicidade

do equilibrio de Nash .

Observacao 1.6 Gracas a linearidade do sistema (11), podemos assumir, sem perda
de generalidade, que u(x,0) = ug(x) = 0 em Q. Com efeito, se ug # 0, o problema
de controlabilidade aprorimada para sistema (1)) pode ser transformado em um outro

problema equivalente mas com ug = 0.
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Lema 1.3.1 Tem-se a equagao (1.24) se, e somente se,
S
/ ; K(y)lDy,slhihidde+ai/N K ()| Dylpi(y) [v(y, S, 9,h) = v°(y)] 5:(S)dy = 0 (1.25)
0o Jor R

Vh € L*(O)), onde v; € solugao de

7

ov; N N . N_ =~
5 + L + Ay, s)0i + B(y, s) - VO; — —0; = hixo, em RY x (0, 5)
s 2 (1.26)
0;(0)=0 em RY
Demonstragao: De fato, como cada J;, com i € {1,2,...,n}, é convexo e semi-continuo
inferiormente (vide segao [LH), entao hq, ..., h, é um equilibrio de Nash se, e somente se,

satisfaz a equagao de Euler-Lagrange

Observagao 1.7 Como o sistema (1.9) € linear, para qualquer escolha de controles g, h;,

sua unica solu¢ao no tempo s pode ser escrita como sendo
v(s) = Qo(s)g + ZQi(S)hia 0<s<S
i=1

onde Q; sao operadores lineares continuos dependendo dos controles. No tempo s = S,

temos

v(S) = Log + Y _ Lihi,
i=1
onde L; sao também operadores lineares continuos.

Agora,

d ~
O:J;(g,hl,,hl,,hn):ajl(g,hl,,hZ—F)\hZ,,hn)

A=0
_d 1/5 K(y)|Dys|(hi + Mh)*dyds +
= )2 ; o Yy Y, % i )
a; o
+5 NK(y)|Dy|p?(y)[v(yasagahb>h'z+)\hz>ahn)_vs}2dy}
R A=0

df1r® R
= \o K(y)|D . 2
d\ { 2 /0 o (y)|Dy,s|(hi + Ah;)*dyds +

Q;

+ K(y)|Dy| p7(y)[Log + Lihy + - - -+ Li(h; + Aﬁi) +---+ L,h, — vS}Qdy}

2 JrN
R A=0
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d |1 [® ~ -
= —/ K(y)|Dys|(hi + 2X\h;h; + N*h?)dyds +
a2 )y Jor ’
+ % K(y)IDy| pi(y) [ Log + Lo + - + Lih; + ALl + -+ + Lyhy, — US}2dy}
]RN
A=0

1 [ ~ -~
= —/ K(y)|Dys|i(h§+2)\hihi+)\2h§)dyds+
2 Jo Jo O\

i d N
+5 | K@D, 02(y) 7 [Log + Liba + -+ Liby + ALihi + -+ Luhy - US}Qdy}

RN d)‘ A=0
1 [ ~ ~
=12 / K (y)|Dy.o| (2hilos + 2002)dyds +
o Jo
+ % K(y)|Dy| p2(y)2[Log + Liha + -+ + Lihi + AL;hi + -+ + Lyhy, — v°] Liﬁidy}
RN
A=0
S ~
_ / K ()| Dyl hihisdyds +
o Jo!
+ ozi/ K (y)|Dy| p2(y) [Log + Lihy + - - - + Lihi + - - - + Lyhy, — %] Lihdy
RN
S A~
_ / K (y)| D, o[ hihidyds +
o Jo
2 - S N
+ o /N K(y)|Dy| p; (y) [(Log + Z Lihi> —v ] Lih;dy
R i=1
S —~
[ [ K@D, dnddyds < i [ K@ID20) [000.5.9.0) =07 5(S)ay,
0 / R
onde
sendo v; solugao de ([L24]). O

Teorema 1.1 Suponhamos que g € Lz(((), S),LZ(K)) e que exista um unico equilibrio
de Nash hi(g),...,hn(g), dependendo de g, dado pelas desigualdades (1.2]]). Entao, o
conjunto das solugoes v(y, s, g, h(g)) de (L9), avaliadas em s = S, é denso em L*(K).

A demonstracao sera feita em duas etapas. Inicialmente, encontraremos o sistema adjunto

e o sistema otimizado. Em seguida, provaremos a controlabilidade aproximada por meio

20



de um simples argumento de anélise funcional e uma propriedade da continuacao tnica

devido a C. Fabre (Teorema 1.4 de [18]).

Mais precisamente, temos:

Proposicao 1.1 Seja w um conjunto aberto e nio-vazio de RN, &(s) = e=*2w e Q =
{(y,s);s € (0,5),y € &(s)}. Assumamos que A(y,s) € L=(RN x (0,5)), B(y,s) €
Le(RN x (0,9))". Sejap e L*(0,5; H(K)) tal que

N 1
—ps—i—Lp—l-Ap—div(Bp)—;p—iy-szo em RY x (0,5)

~

p=0 em Q.
Entao p=0.
Demonstragao da proposigao [I.1] L, A e B satisfazem as condigdes do teorema 1.4

devido a C. Fabre [I8] e a afirmagdo sobre p implica que p € L2 (O, S, H! (RN ))

Consequentemente p = 0. U
Demonstracao do teorema [1.1]

Etapa 1 : Suponhamos que exista o equilibrio de Nash hq, ..., h,, dependendo de g, para
os funcionais Ji, ..., J, definidos por (L22)). Isto implica que A4, ..., h, é a solucdo
da equacdo de Euler-Lagrange (L[2H), condicionado ao sistema linear parabolico

(L20)). Para obtermos um sistema otimizado, precisamos do sistema adjunto rela-
cionado a (L24]).

Para tal, multiplicamos (L.26]); por K (y)p; e integramos em RY x (0, S):

Kn(Sy5(S)y— [ KOsy [ [ Kwiadys

RN
s S

+ / K (y)(Lvy)pidyds + / K(y)A(y, s)vipidyds
0 JRY 0o JRN
S S N

+/ K(y)B(y,s) - Vuipidyds — / K(y)=v;p;dyds
0 JRN o JrN 2
S —~

:/ K(y)pihixo;dyds.
0o JRN

Notando que v;(0) = 0,

K(y)(Lv)pidy = K(y)(Lpi)vidy
RN RN
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. - 1 ~ ~
- / le(Bpi)UiK(y)dy - / §y : BpiUiK(y)dy = / BinUiK(y)dya
RN RN

RN
entao da expressao acima, obtemos

K(y)pi(S)5i(S)dy — / [ K)oadyds + / [ ) (p)odyds

RN

N
/ K yv )Uzpzdyds - / / le sz>U2K(y)dyd8
R RN

/ / Y Bpv; K (y)dy — / K(y vzpzdde— / K (y)p:hi Xordyds,
RN RN RN

isto é,
</U\i(S>vpi(S)>L2(K) +

1

i . N R
+/ /N {—p; + Lp; + Ap; — div(Bp;) — P Sy Bpi] K(y)odyds — (1.27)
o Jr

S
= / K(y)pihiXO;dde-
0 JRN

e (L27), definimos o sistema adjunto por

N 1
—y- Bp; =0 em RY x (0,9)

—p; + Lp; + Api — div(Bp;) — P 5
pi(y,S) = Dy |p}(y)[v(y. S, g, 1) — v*(y)] em RY
Com a hipotese adicional sobre A(y, S) e B(y, S), temos que para cada p(y,S) €
H7(K), existe exatamente uma solugdo p; de (I28), com p; € L*(0,5; L*(K)) N
C([0,S]; H™Y(K)) (vide Secdo .6}, Teorema [L6).
A condigao para p;(y, S) em ([.28) é motivada do equilibrio de Nash (L.25]).

Agora, substituindo ([.28)) em (I.27), obtemos

(1.28)

S
(@), 1D 0o, S.0.0) = o))y = [ [ Kwmoxoydyds

ou seja,

S
| K@Dl 5.00 - S = [ [ K@phxodsds
R o Jr
Multiplicando ambos os membros da expressao acima por «; > 0, temos

/ K@) Do)y, S, g, ) — v ()]o:(S)dy

(1.29)
= az/ K( )pzthO’dde
RN
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Agora, notemos que

/ K (y)pihoxordyds = / K(y)pihixor dyds

RN O
/ / Y)pihi Xo; dyds
RN\ O

S S
/ K(y)pihixo;dyds = / K (y)pihidyds. (1.30)
0 JRN 0o Jo!

Substituindo (L25) e (I30) no lado esquerdo e no lado direito de (L.29]), respecti-

vamente, obtemos

isto é,

s s
—/ K(y)|Dy s|hihidyds = ozi/ K (y)pih;dyds,
o Jo 0 Jo

isto é,

S
/ K () (1D lhi + asps) hudyds = 0, Vi € L*(O)).
0 o’

Do Teorema de Du Bois Raymond, segue que

hi =— GPi em O; x (0,9).

| Dy
Portanto, se h = {hy,...,h,} é um equilibrio de Nash para os funcionais custos
Ji, ..., Jn 0 qual esté associado a equagao (LY), entao temos o sistema otimizado

%+LU+AU+B Vo — —U+Z|Df; Xo, = gxor em RY x (0,5)

—p; + Lp; + Ap; — div (Bp;) — =pi — y Bp; =0 em RY x (0,5) (1.31)

2 2

v(0) =0, pi(y,S) = [Dylp}(y) [v(y, S;9,h) —v°(y)] em RY.

Etapa 2 : Suponhamos, no momento, a existéncia de um par {v, p;} solugao de (L3T]).

Para simplificar os calculos, assumamos que v°(y) = 0, pois o sistema ¢é linear (&

suficiente usar um argumento de translagao).

De fato, decompomos a solugao (v, p;) de (L3]) como

(v,pi) = (V. ;) + (U, q),
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onde (V, P;) & solugao do sistema

N
V'+ LV + AV + B- VV——V+Z

|D | = gXo em RN X (O,S)
Y,8

N
()| P!+ LB, + AP, — div (BP) — SP =5y BR=0 em RY x (0,5)

V(0) =0, Pi(y,S)=1|Dylp(y) [V(y,S;9,h) = V>(y)] em RY.

e (U, ¢;) é solugao do sistema

N 1417
U'+ LU+ AU + B - VU——U+Z|aq| o =0 em RY x (0, )

N 1
(%) —q¢. + Lqg; + Ag; — div (Bg;) — Eqi — §y -Bg; =0 em RN x (0,.5)

U0) =0, ¢(y,S)=|Dylp;(y)U(y,S;g,h) em RY.

Portanto, se V e U sao fungoes definidas pelos sistemas (%) e (xx) e se U(., S, ¢, h)
(note que U & solugao do sistema (x*) com U9(y) = 0 ) descreve um conjunto denso

em L*(K), entdo

v(y,S,9,h) =V(y,S,9,h)+U(y, S, g,h)

com V fixado, também descreve um conjunto denso em L*(K).

Com efeito, dado = € L*(K), se {U(y,S,g,h)} descreve um conjunto denso em
L*(K), ou seja, se {U(.,S,g,h)} = L*(K), entao existe uma sequéncia (U,) C
{U(.,5,9,h)} tal que

HU —ZL’HLZ <§

Devemos mostrar que existe uma sequéncia (v,) C {V(.,S,g,h)} tal que
||’Un — x||L2(K) < €.

Tomemos

vy = Vo + Un>
onde {V,,} é uma sequéncia fixada e {U,} C {U(.,S,g,h)}.

Assim,

19
[lvn — 2l|L2() = [|Va + Un — @[] 205y < ||Un — @[ 22(5) + ||Vl L2050y < gtz =¢
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Portanto, podemos supor que v°(y) = 0. Agora, dado ¢ € L?(K), suponhamos que
(U('vs;guh(g>)7£)L2(K) =0, vyeLz(O/ X (075>)

Devemos mostrar que £ = 0. Esse argumento implica na densidade de v (., S, g, h(g))

em L?(K) para g € L*(O' x (0, 5)).

Motivados por (L3I), como ©v%(y) = 0, consideramos a solucdo

{©, 1,19, ..., 1, } do sistema adjunto

0 N 1
—£+L¢+A¢—div(3¢)——go——y~Bg0:06m RN x (0,5)

Js 2 2
o N 1
+ sz + A¢2 +B - v¢2 ¢z = O‘ZSOXO’ em R X (0 S)
s 2 Dyl

(1.32)
=¢+ Z |Dy|¢i(S)p? em RY
i=1

¥;(0) =0 em RV,

Multiplicando (I.32]); por K (y)v, integrando o resultado em R x (0, 5), e usando
que v(0) = 0 em RY e a equacao (L32)3, obtemos

| [ ks = [ Kuessi- [ K@eouod

RN RN

/ Ky )gog dyds—/ K(y)vApdyds
RN

]RN
/ / div(By) K (y)vdyds + / — K (y)pvdyds
RN 0o Jrv 2

+ —/ / y - BoK (y)vdyds.
2 0 RN

Como v(0) = 0 em R¥ e notando que

K(y)(Le)vdy = | K(y)(Lv)edy

RN RN

1
/ diV(Bso)K(y)vdy+/ Sy BeK(y)vdy = — [ K(y)pB - Vudy,
RN RN 2

RN
entao, da equagao acima, resulta que

/RN P(S)v(S) K (y)dy = /S /RN pLuK (y)dyds + /S . K(y)gp?dyds

/ Ky )apAvdydst/ K(y)¢B - Vudyds
RN RN

/ / E y)pudyds.
RN 2



Sendo
[ A8 )y = (). 0(5))

e com p(S)=¢&+ Zwi(S)pi2|Dy| em RY (equacdo ([32);3), entdo obtemos que

n

~(6:0(5) ) ~ 2o (SIS gy +

N
/ / oK (y ( +Lv+ Av+ B - Vv——v)dyds:o.
RN 2

Por outro lado, multiplicando (L32), por K (y)p;, integrando o resultado em RY x
(0,.9), notando que 1;(0) = 0 em RY e

(1.33)

N 1
—pi + Lp; + Ap; — div (Bp;) — Ep,- — §y -Bp; =0 em RY x (0,9),

obtemos

n S n 1
> (SN g+ [ [ X jesen B xerduds = 0. (134
0 JRN oy 1Fys

1=1

Com efeito, temos

S
[ wSmSE@ay = [ wOnOKma - [ [ vairmds

+/OS/]RN(Lwi)PiK(y)dyds+/OS/RNpiAwi dyds+/ /RNB Vi pi K (y)dyds

5 N 5 1
—/ K(y)—tipids = —/ / —Oéi<PpiXo;K(y)dde-
0 JRN 2 o Jrv [Dysl

Como 1;(0) = 0 em R e notando que

| wonk s = [ oy

1
/ B - Vi) piK(y)dy = _/ diV(BpiWiK(y)dy - / §yi : BpiwiK(iwdya
]RN ]RN ]RN

obtemos da tltima expressao que

S
[ K- [ [ oo [ [ uwnKmas
S
=[] wdnryas = [ aBpivnay= [ Su BrK )i
L

s
1
K(y %’Pids: —/ / T=—rippiXo K (y)dyds.
0 JRN |Dy78|
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Assim,

(w(s)api(s))Lz(K)Jr

° . N 1
_'_/ v K(y)wz (—pé + Lp; + Ap; — le(Bpi) - 5]91' - §y : Bpi) dyds
R

-~

v~

=0

S
1
__/ / Ol aippixo K (y)dyds
0 RN| y78|

or (L31))2, a expressdo acima fica como sendo

s
1
(¢i(5)’pi(5))L2(K) +/ / T aippixo K (y)dyds = 0.
0 JRN ‘Dy,s‘

Logo,

Z (vi(S), pi(S ))Lz(K) + Z/O /RN @ais&pix@;K(y)dyds = 0.

Como

1
/ / oK ()dyds = / / L opixor K (y)dyds,
RN |Dys ]RN ‘D |

entao da ultima equacao resulta, que

n

S n 1
> ((8) () sy + [ [ 2 pjesemner (w)duds =0
0 RN "5 Y,8

i=1
e portanto, segue (L.34)).

Como v°(y) = 0 segue de (L31))3 que
pi(S) =Dy |p; (y)v(S). (1.35)

Substituindo (L38) em (I34), temos

n

S n 1
> () WIS g+ | [ > e Kluhdds =0- (130

1=1

Somando (L33) e (L30), resulta que

n

(5 U( ))LQ(K) Z( i(S)p?|Dy|7U(S))L2(K)

=1

// oKy ( +Lv+ Av+ B - Vv—ﬁv)dyds
RN 2

1
+ Z (%(S)apﬂDy‘U(S))Lz(K) +/0 /R Z WOKWPiXOQK(y)dde =0.
i=1 N s
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Entao,

/S/ K(y) @JFL +A +BV—E +§:La-- dyds =0
0 RN()O Y Os ! ! vl — |D, 5| iPiXoj | ayas = 1.

(. J/

~~

= 9Xo!’

Por (L31));, a expressao acima fica como sendo
s
| [ er@oxodsas =0, ¥ge 120 x (0.5).
0 JrN

Notemos que,

S S S
0= / / oK (y)gxodyds = / / 0K (y)gxordyds+ / / oK (y)gxordyds,
0 JRN 0 / 0 JRN\OY

ou seja,

s
/ / oK (y)gdyds = 0, Vge L*(0' x(0,9)).
0 !

Entao,

=0 em O x(0,9).
Segue do teorema da continuacdo tunica de C. Fabre [I8] que

=0 em RY x(0,5). (1.37)

Substituindo (L37) em (L32); e de (L32)4, obtemos

%ﬁi+L¢i+Awi+B~vwi—%wi=0 em R x (0, 5)

¥;(0) =0 em RY

Portanto,

;=0 em RY x (0,9). (1.38)
Substituindo (L37) e (L38) em (L32);, temos
£=0

e portanto o Teorema [Tl esté4 concluido. 0J

Agora vamos retornar ao problema de controle aproximado para o sistema parabolico

(L) (sistema inicial). Temos o seguinte resultado de controlabilidade aproximada.
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Teorema 1.2 Suponhamos que f € L? ((9 X (O,T)) e que exista um unico equilibrio de
Nash w = {wy,...,w,}, dependendo de f, dado pelas desigualdades (1.7]). Entao, o
conjunto das solugoes u(x,t, frw(f),... ,wn(f)) de (1.8), avaliadas no tempot =T, é
denso em L*(RY).

Demonstragao: Dados ug, u” € L*(RY), f € L*(O x (0,T)) e € > 0, devemos mostrar

que existe um tnico equilibrio de Nash w = w(f) tal que a solugao u de (L)) satisfaz
() — Loy < & (139

Observagao 1.8 Seh = {hy,..., h,} € o unico equilibrio de Nash, dependendo de g, para
(1.23), entdo sua transformagao, pela mudanga de varidveis (1.13), w = {w,...,w,} €
o unico equilibrio de Nash para (13), que depende de f (isto serd provado na Secgao[1.7)).
A existéncia e unicidade do equilibrio de Nash'h = {hq, ..., h,} para (I.23) serd provada

na Secao (I.7).

Dividiremos a prova do Teorema em duas etapas.
Etapa 1: v” € L?(K)

Consideremos a mudanca de variaveis

v (y) = (T + DN (T + 1)'2y)

S =log(T +1).

Entao, v¥ € L*(K), visto que
K)o WPy = [ K@)+ ) (7 + 1) dy
RN RN

=(T+ 1Y | K@) (T +1)"yfPdy < oo,
RN

uma vez que ul € L*(K).
Além disso, v* = u® = 0 € L*(K). Como v® € L?(K), entdo pelo teorema [[1 e a
observagao [[.§ conhecemos a existéncia de um tunico equilibrio de Nash h = {hy, ..., h,}

para (L22) tal que a solucdo v(y, s, g, h) de (L9) satisfaz

[v(S) — US||L2(K) <e.
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Também,

u(z,t) = (1+t)"V% (ﬁ,mu + t))

satisfaz ([.8]) com

flx,t) = (1 +t)" N2>y (\/f_H,log(l + t))
wi(z,t) = (14+)~ N2> 1h, (\/f__i_t,log(l +t))

Agora,

() = ooy = [ Ju(T) =" P

(1 +T)—N/%< T log(1 +T)) — (1 +T) V25 (L) rd:c

N T o
= Lo e (G n) - ()]

|2 2

(1+T) Nemm

IA

N

v (m,log(1+T)) —vs( 1+T)
(1+T) Ve |u(y, ) — v (@) [F(1 + T)V2dy

Il
%\%\ﬁé\%\%\

=z

(1+T) " N2K (y)|o(y, S) — o5 (y)|* dy

RN
+T)2Jo(y, §) = v* (W)l T < €7,

—_

(

ou seja,

||U(T) — UT||L2(RN) S E.

Etapa 2: u” € L?(RY).

Como L?(K) C L?(RY) com imersdo densa, entao existe uma sequéncia {ul} c L?(K)
tal que uZ — u7 fortemente em L2(RY). Assim, existe N > 0 tal que paran > N implica
que

5
lu” — ug | 2@y < 5

Como {ul} C L*(K), entdo da etapa 1, conhecemos a existéncia de um tnico equilibrio

de Nash w,, tal que u(x,t, f,w,) solugao de (L8), w = w,,, satisfaz

1u(T) =y [ 2y <

N | ™
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Entao u(x,t, f,wg) solugao de (L8), com w = w satisfaz
w(T) = u" || @y = |[w(T) — u) +up — u”]] g2

< |[u(T) — u;{HLZ(RN) + [Jup — uT||L2(RN)

£ €
=¢,
isto é,
[w(T) — u"|| 2@y < e,
conforme queriamos demonstrar. O]

1.4 Equilibrio de Nash no R"

Nosso proposito agora é mostrar que w = {wy, ..., w,} é um equilibrio de Nash para
os funcionais J; definido por (L3), desde que h = {hy,...,h,} ¢ um equilibrio de Nash,
dependendo de g, para (L.22) (e isto serd mostrado na proxima se¢ao), isto é, mostremos

a observagao (). Seja

< log(1 + )
— s S = 10 .
Vi g
Entao,
y=er=e2(x,.. . x,) = (e xy,.... e ;) et =€ — 1.

Consideremos o difeomorfismo
¢ : RVNxR — RV xR
(z,t) — (y,9),

Portanto,
z,t) = (e 2z, ..., e %z, log(1+1)).
¢(x,t) = ( ¢> 1 ¢ g(l+1))
1 n Pn+1

A matriz jacobiana de ¢ é dada por

91 961 .. 941 91

ox1 Oxo Oxn ot

Od2 02 .. 09¢2 02

ox1 Oxo Oxn ot

. . . . (1.40)

9¢n 9n .. O¢n 9¢n

o1 0o OTn ot
Obnt1  OPni1 ., OPny1  Ofnpn

ox1 Oxo Oxn ot
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Notemos que

o1 =1
G2 = Yo
On = Yn-

Também, temos

yi:6_8/2$i _ ZT; _ ZT; €T;

Z; o )
e’ \fes I+t (L+1)?

= xl(l + t)_1/2.

Logo,
? —2(1 -3/2 - ,—3s/2_s/2 ;= —= —s :
o 2( +1) ¢ ey 5¢ i
ou seja,
ayz 1 —s
ot 2° 7Y
Assim,

9 _ 010y _ 1 _,
ot oy, ot 2o U
992 _ 0¢20ys _ 1 _,
ot oy, ot 20 P

Obn  06nOyn 1 _,

= = ——€ n
ot Ay, Ot 2
Substituindo (L41]) em (L40)
e 0 o 0 —lemy
0 e ... 0 —ley
0 0 e 5/2 %e‘syn
1
0 0 0o L
Portanto,
1
—sN, —sN, —s
Dy,sze /21—H:6 /26 )

(1.41)

onde D, 4, como vimos, é o determinante da transformacao de (z,t) — (y, s).
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Pelo teorema da mudanca de variaveis, temos

dyds = |D, ¢|dxdt,

isto é,
dyds = e=*N?e~*dudt. (1.42)
Também, como
y=e "z,
entao
dy = e *N?dx. (1.43)

Para cada i € {1,2,...,n}, definamos

pi em G
0 fora de G;

Com isto, podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 1.3 w = {wy,...,w,} € um equilibrio de Nash para os funcionais J; definido
por (L3), desde que h = {hy,...,h,} é um equilibrio de Nash para os funcionais J;
definido por (1.23).

Demonstracao: Devemos mostrar que
Ti(fywr o wiy e wy) < Ti(fown, W, w,), VT, € L2(O).
Para cada i € {1,2,...,n}, de (II0)s5, temos

wi(xv t) = 6_SN/2e_shi(y7 8)'
Portanto,

~ e i -
Ji(.fawla"'awia"'awn):_/ / wgdl'dt‘l—a—/ |pZ[U(l’,T,f,W)—UT(Z')”zdl'
2 0 O; 2 RN
1 [* i
_ _/ / 6_8N€_2Sh?65N/268d'yd8 + %/ pl SN/2|6—8N/2,U(y’ S,g,h) o 6—8N/2,U5(y)|2dy
4 RN
—sN sN/2 —2s sh2d d
/ o K e yas +

1
+ 2 e NeNPRE oy, S, g, h) — o8 (y)|*dy
2 RN
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/ o KK e N2 hdyds + 3 2 K N22u(y, S, 9, ) — ¥ (y) dy

c, K

1 S
ST / K e s,hzdyder—/ K¢ plo(y, S, g, h) — v (y)|*dy
> L O =Dy = |D,|
1 1 * 2 @ 2 5¢,3|2
== |5 K[Dy shidyds + — | K[Dy| p; [v(y, S, g, h) — v (y)[|"dy
|I<|oo _2 0 O; 2 G;
1o [1g8 2 A 2 5¢,3|2
<715 K[Dy s|hidyds + — | K[Dy| p; [v(y, S, g, h) —v”(y)["dy
‘K‘OO _2 0 O; 2 RN
1
_|K| Ji(g,hay ooy hy oo hy),
ou seja,
j,-(f,wl,...,wi,...,w) |K| Ji(g,hiy o hy oo hy)
> (1.44)
= K] Ji(g by T he) YR € L2(0),
desde que h = {hq, ..., h,} é um equilibrio de Nash para os funcionais J;.

Logo, de (I.44]), temos

j;(f7w17"'7wi7”’7wn) S Ji(g7hl7---7ﬁi7---7hn>

_ |K1|oo [1/5 K|D,|h, dyds+—/ K|Dy| p? [v(y, S, g, h) — v°(y )Izdy]
_ |K|OO[ / / KesN/263 5N 2573526 ~5N/26=5 qpdt
= |K1|oo [ / Ke_SN/2 ::r:N/Q N s ile S wdxdt
+% RNKe NesN o2 \u(z, T, f, w) — u” (z)|*dx
=1

:ﬁ[ //szdde /Kpl|u(fo )—u()|2dx}

g%[ / /_dedtJr / 2 (2, T, f, w) — T(x)|2da7}

34



// widzdt + = /@’g\u@’T,f’W)_uT(@M

—J(f,wl,... Wiy .oy Wy),

isto é,

j,-(f,wl,...,wi,...,wn) < ji(f,wl,...,mi,...,wn), Y w; GLQ(O,-).

1.5 Existéncia e Unicidade do Equilibrio de Nash

Consideremos os funcionais custos J; definidos por ([L22)) correspondentes a equagao

@)

Inicialmente reescrevemos o sistema (L.25]). Para isso consideremos os espagos fun-

cionais

M, = L*(0, 5; L*(K))
H =T H: = L0, S LX(K))",

i=1

(1.45)

e os operadores (resolvente) L; € L(H;, L*(K)) definido como (vide Secao [L3)

L;h; = v;(S), solugdo do problema

ov;
s 2
v;(0)=0 em R

Note que v; pertence a C’([O, S; HI(K)), com

Vil o, (1)) < Ci(T)|vila,,

N
+ Lv; + Av; + B - Vv, — —uv; = hz’Xo; em RY x

(0,5) (1.46)

(1.47)

e Lih; = v;(S) é linear, para i € {1,...,n}, justificando que L; € L(H;, H'(K)) ou

L; € L(H;, [*(K)).
Fixado g € L*(O’ x (0, 5)), poderemos escrever

v(y, S, 9,h) ZLh (y,S
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onde 2°(y) é fixo.

De fato, lembremos que, na defini¢do de J;, dado em (L22)), v(y, S, g,h) é a unica
solugao do problema (L9) cujo lado direito é dado por

g(yv S)XO’ + th(yv S)Xog em RY x (075)
i=1
Portanto, para g € L*(O’ x (0,5)) fixado, obtemos z € C([0,T]; L*(K)) como tnica

solucao do problema

0z N
8S+Lz+Az—i—B Vz—gz—g(y, s)xor em RY x (0,5)

s o (1.48)

Assim, de (L46) e (L4]), segue que Zvi + z ¢ também solugao de (L9). Pela

i=1
unicidade da solu¢ao, a solugao v(y, S, g, h) de (LI) pode ser escrita como sendo

U(yu S,Q,h) = Z(y7 3,9) + Zvi(yu S, h)

i=1

Em s =S, temos

v(y,S,g.h) = z(y,5,9) + Y _vi(y, 5. h) ) + ZL hi(y, S (1.49)
=1

conforme queriamos.

De (.49)), o funcional J; pode ser escrito como sendo

Ji(g,hay .oy hyy oo hy) =

/ O/\DysW ()ddeJr%/NK(yﬂDylp?(y) <ZLihi+zS(y)—vS(y)> dy

=5 [ ] K@i+ 5 [ k@it (Zm— —z<y>>>dy
o

o'p: <Z Lihi — ns(y)>

Y

= §H|Dy,s|1/2hi
L2(K)

Hi

onde 7°(y) = v°(y) — 2°(y).
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Afirmacao : Para cada 4, o funcional J; é conexo e semi-continuo inferiormente.

Com efeito, a convexidade é dada por

Jl(g,hl,,)\El—i-(l—)\)ﬁl,,hn):

1 _ — |7

= §H|Dy,s\l/2(xhi + (1= M\)hy)
Hi

Q; “ — = 2

+ 51 |Dy|1/2pi <Z Li()\hi + (1 - )‘)hi) - ?7%/))
i=1 L2(K)

1 /S _ — |2

— 5/ K()||Dy.s|* i + (1 — N K (y)| Dy hi| dyds
0 Joi R

+ % /RN K(y)p; ()| D, [(Z Li(Mh + (1= Mhy) — ns(y)>] dy

1=1

A [f _|? 1-)) [$ —
<3 [ [ wwlogen) as+ 2 |io,.
0 4 R 0 4

- A% /RN K (y)p}(y)|Dy] [; Lih; — ns(y)] dy

2
dyds
R

+ (1 —A)%/RN K (y)pi(y)| Dy [Z Lih; —ns(y)] dy

A _P a=-x = |7
:_H|Dy,s|1/2hi + ( )H|Dy,s|l/2hi
2 H, 2 "
n 2
(67 -
tAS Dy|'2p; (Z Lihi — nS(y))
i=1 LY(K)
n 2
Qo =
+ (1 - )‘)_Z |D |1/2ﬂz' L;h; — US(?J)
20 ; 12(K)
1 It o o 2
- [§H|Dy,s|1/2h,- + 2|, (Z L - nS<y>> ]
Hi i=1 L3(K)
1 - 2 (673 " = 2
+(1-=2) [§H‘Dy,s|1/2hi t3 pil Dy|'? <Z Lihi —1°(y) ] ;
H; i=1 L3(K)

ou seja,

Ji(g, By oo N+ (L= Ny ) <AT(gyhay oo Ty B
(L= Mg, By By ),

3
~

o que caracteriza a convexidade do funcional J;.

Agora, como L; € L(H;, L*(K)), entao L; : H; — L*(K) ¢ lincar e continuo. Em
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particular, L; é semi-continuo inferiormente e portanto, J; é semi-continuo inferior-

mente e assim segue a afirmacao.

Portanto, da afirmagao acima, temos que h = {hy,..., h,} € H é um equilibrio de

Nash para os funcionais J; se, e somente se, a derivada de Gateaux é zero, ou seja,

d

— Ji(g, k... hi+ Nhy, . By,
d)\J(g 1 + )

=0,

A=0

isto é,

(h'l‘Dy S‘vﬁi) i

~ 1.50
(m\D | (ZL hy - szh» o vher@),
L*(K)
ou equivalentemente,
hi| Dy,s| + ci L (p?|Dy| ZLth) - OéiLf(p?|Dy|773(y))> (1.51)
j=1

sendo i € {1,...,n}, onde L} € L(L*(K),H;) ¢ a adjunta de L;.
Mostremos (L50) e (LEI)). Temos

d ~
0= —Jl(g,hl,,hl—i-)\h“,hn)
dA A=0
d 1 2 n . 2
i [§H\Dys 1/2(h + Ah) Pz‘|Dy|1/2 (Z Lj(hj + Ah;) — ﬁs(y)> ]
Hi j=1 L2(K) | 1A=0
1d ~
= ——(|Dys|1/2(h + AR, Dy |V (hi + AR)) |+
2dA\ \—0
(673 d =~ _ =~
5 (ﬂi\Dy\m (Z Lihj + ALjh; — 775>  pi| Dy[1V? (Z Lihj + ALjh; — ﬁs>>
Jj=1 j=1 A=0
1 ~ ~ ; - ~ ~
= 52(\Dy’s‘1/2(hi + Ah;), hi) + %2 (pi|Dy| (Z Lih; 4+ AL;jh; — 775> ’piLihZ) ,
A=0 j=1 A=0

ou seja,
(hi‘Dy,s‘ﬁi)Hi o (pi‘Dy‘ (Z Lih; — 7757 P@R)) =0
7=l L*(K)

e portanto, segue (L50).
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Agora, sendo L} a adjunta de L;, temos de (L.50) que

(hil Dyl i), + (szﬂDy\ (Z Lih; — nS,TLZ)) =0
Jj=1

Hi

(Bl Dyl i)y, + (aiL? (P?\DH ZLjhj) - %‘L?(PﬂDy\ﬂs)ﬁi) =0

i=1 -
(hz‘\Dy,s\ + o L7 <P?|Dy| ZLjhj) — ;L (P?\Dy\ﬂs),fzi> —0 Vhi e L*0O).
i=1 -
Entao,

hiiDy ol + auL: (p$|Dy| 3 Ljhj) L (p?|Dy|nS) o,

J=1

isto é,

hal Dyl + auL: (p?|Dy| 3 Ljhj) — il (p?lDylnS)

=1
e portanto segue (L5T)).

Para uma melhor formulacao do sistema linear (L5I]), consideramos a notagao

é-:{gl?"'ugn}7

com & = a;L}(p}|Dy|n®), e consideramos também um operador £ € L(H,H) definido

por £h com n componentes

(€h)i = hi|Dys| + o L] <P3|Dy| ZLth) :

J=1

Entao (L5I) pode ser escrito como

Lh=¢ em H. (1.52)

Portanto, provaremos que a equagao linear (L52) tem uma tnica solu¢ao h = {hy, ..., h,}
em H para cada & = {&;,...,&,} em H. A solubilidade de (I.52]) sera estabelicida como

aplicacao do teorema de Lax-Milgran com restri¢oes sobre «; e p;.
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Teorema 1.4 Suponhamos que

ai| Dy || il
€ suficientemente pequeno para quaisquer i € {1,...,n}. Entio £ é um operador in-
vertivel. Em outras palavras, existe um tnico equilibrio de Nash h = {hy, ..., h,} para

Ji.

Demonstracao: Definamos

a: HxH — R
(h,h) +— a(h,h)= (€h,h),
A demonstragao sera feita em duas etapas:
Etapa 1: n=1
Nesse caso, H = Hi e h = hy. Agora,

(i) a é coerciva
De fato, pois
a(h,h) = (£h, h)y =

— (h1|Dysl, In
— (m1|Dy s, b

1Dyl + a1 Ly (07| Dy | Laba), ) 5,

(R
) o0, + 1 (L (07| Dy| Libn), ha),,
) + oy (p?| D, |L1h1,L1h1)
2

Ha

H|Dys 1/2hl pl|Dy|l/2L1h1

‘l‘Oél

Ha
2

L*(K)

> H|Dy,8|1/2h1

Hi
> ky|[hal|F,

ou seja,

a(h,h) > k[l f3,

onde k; é definido por (L23)) e assim segue (i).

(ii) a é continua, pois & é continua.

Com efeito, devemos mostrar que existe C' > 0 tal que

(b, h)| < C1[h]|p, B2,
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Temos,

ja(h, h)|

[ (ha| Dy o] + 01 L3 (02 Dy | L) By ), |

[ (ha| Dy sl 7)., + a1 (L3 (021D, | L) ), |
(1D ol T, + (1o | Dyl b, prLaha) |
k| (ha, ha) |, + aka| (prLahns prLahun) o e

< kallha e [Palloe, + okl o] 2o | lpe, 2l a2,

= ||hall3¢x 1|3y (K2 + v kacrcs] o ||%.)
= Cllhalm [Pl

IN

onde C' = kg + ajkycica||p1||%, e ko e k4 sao definidos por (L23). Portanto, segue
(ii).
(iii) a ¢ bilinear pois &; ¢ linear.

Devemos mostrar que

() a(h + AB, 1) = a(h,B) + Aa(i, )

(IT) a(h, T+ Ah) = a(h, 1) + Aa(h, b)

Basta ver (I), pois (II) é analogo. Temos

a(h + Ah,h) = (£(h+ Ah), ),

—

(h1 + A1) Dy o] + 01 L3 (0| Dyl L (hy + Aha)), ha),,.

I
—~

hi|Dy | + M| Dy | + a1 Ly (03| Dy | Lihy 4 A2 | Dy| Lohy ), )

~—

Hi

hi| Dy s| + a1 Ly (p7| Dy| L1 by )+

Il
VR

>~

; <%1|Dy,s|+a1L>{<pﬂDy\L17z1>),fi)
Hi

= (h1|Dy78| + alLT(p%|Dy|Llh1> &)H1
+ A7 |Dy | + 1 L (03| Dy | Laha), ),
— (£h,h),, +A(¢h,h),,

— a(l, ) + Aa(h, )

e portanto segue (I).
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Agora, de (i), (ii) e (iii), o teorema de Lax-Milgran nos diz que para cada £ € H’

existe um tnico h € H tal que
a(h,h) = (£,h) Vhe
Assim,
(¢,h) = a(h,h) = (Sh,h) VheH,

isto é, a equacao £h = £ possui tnica solugao h € H.
Etapa 2: n > 1

(i) a:H xH — R ¢é coerciva.

Com efeito, usando (I23) e o fato de que L; € L(H;, L*(K)), obtemos

n

a(h,h) = (€h,h)y = > ((£h);, h),,

7

i=1
= Z <hi|Dy78| + a; Ly (p?|Dy| Z Ljhj) 5 hi)
i=1 j=1 i
3 (IDyl by + Y <aiL: (#1003 1305 hz-)
i=1 i=1 j=1 2,
i=1 7 Hi i=1 j=1 L2(K)
>3 [ KD, s + 3 (S aumIDyIL s Lt
i=1 Y Hi i=1 N j=1 L2(K)
i=1 Y Mi i=1 N j=1 L2(K)
ou seja,
a(h, h) > ky[[h]3, + I, (1.53)
onde I = Z (Z OAZpZ‘Dy‘LJh],pZLZhZ) .
i=1 N j=1 L2(K)
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Assim,

<@ kD > Likll2ao | Likal 2o

ij=1
<@ ks 5 Ci(S) C5(S) D) 1kl hallae,
i=1 j=1
— — - - 1 2 1 2
<ThkipCsCsy > g1y + SRl
i=1 j=1
1 = .
:akunﬁ§n(§]mm%+§jwm%>
j=1 i=1
ol 2
=a ks p Cy §n2HhHH

a ky p C§ n ],
isto é,
1| <@ ks p CF n ][5,
onde k4 é definido por (L23), @ = max{ay,...,a,}, Cs = max{C;(S)} com C;(5)

definida em (L47) e p = max{ps,...,pn}. Como por hipdtese, a; |D,| |pi|o € sufi-

cientemente pequeno, podemos assumir que

k
akipnC: < 51
Entao,
k
—I<|I| <@ ks pn CF ]| < glllhllé,
ou seja,

k
NS (150
Agora, de (L53) e (L54), obtemos
k
a(h,h) = ki|[h|[3 + 1 = k| |h|[ — §1||h||3ru

isto é,
~ ky
a(h, B) > b,

e assim segue (i).

(ii) a:H x H — R ¢ continua, pois &; é continua.
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Devemos mostrar que existe C' > 0 tal que

|a(h, h)[ < C[h|]3[h]]3.

Temos,
ja(h,B)| = |(€h, B)y| = |3 ((Ch)i, o),
i=1
=D (hi\Dy,s\ + o] (ﬂ?|Dy| > Ljhj) 77%)
i=1 j=1 A,
=D (hi\Dy,sl,EOH +> (aiL? (ﬂ?|Dy| > Ljhj) ,E-)
i=1 ‘ i=1 j=1 H;
= Z (hZ‘Dy,SL%Z)H + Z (OéZpZ|Dy| Z L]hyapz[/z%z)
i=1 b =i j=1 L2(K)

< k2 Z ‘(hu%z)’}-[z + ak4 (Z piLjhj, Z pZLZTLZ>
i=1 j=1 i=1

< ko > hallagillag, + @ Ralloil 120D 0D 1Ll 2o || Likal |2
=1

i=1 j=1

L*(K)

Tl

< ko Y [[allae il +0 ks Co Col il 12> D [1hy

i=1 j=1
. /2 , 1/2

< ko (Z || 3{) (Z jux 3{)
i=1 i=1

n n 1/2 n 1/2
+aky Cy Collpil |2 (ZH%‘H%) <Z 12) [[Pil 2,
=1

i=1 \j=1

= kal[h| || [h[5; + @ ks Cy Cal|pil 2 0| Bl |3 > [l e,
izlv

n 2 /., 1/2
< k||| || [l }3; + @ ks Cy Col|pil % n'/?[ [0 |5 <Z |1l %) <Z 12)
i=1 i=1

= kol |h 3| || ]3¢ + @ ka4 C1 Co|pil |2 02 02| ] B 5
= ||h||HHEHH(k2 +naky Cy Collpil|2),

ou seja,

la(b, )| < C|[hl|ul[hl5,
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onde C = ky+naky Cy Col|pil|%, k2 e ky sao definidos por (L23) e « = max{ay, ..., a,}.

Portanto, segue (ii).

(iii) a: H x H — R ¢ bilinear, pois &; ¢ linear.

De fato, devemos mostrar que

(1) a(h + Al 1) = a(h,B) + Aa(h, )
(IT) a(h,Ti + Ah) = a(h, 1) + Aa(h, b)

Basta ver (I), pois (II) é analogo. Temos,

n

a(h+ AB, ) = (£(h + AR), b), = 37 (S(h + AR, ),

= 3" ((hi + M) Dy + L (021D, Y Ly(hy + Mhy), i),

7

i=1 Jj=1

=" (hil Dy | + Mil Dy | + i L (02| Dy Y Lihy + ALy by,

?

i—1 j=1
-y (hiwy,s\ L (D, Lihy)
i—1 j=1

FAFIDyl + L (21D, S Liky)), fz)
Hi

J=1
n

=" (al Dy ol + L (021D | Lshy), i),
=1

n

+ A Bil Dyl + i L (621D, | L), hi)

1=1

(€h,h), + A(Ch, b)),

— a(b,h) + Aa(ii, b)

e portanto segue (I).
Logo, de (i), (ii), (iii), o teorema de Lax-Milgran nos diz que para cada & € H’ existe
um unico h € H tal que
a(h,h) = (£,h) Vhe .
Assim,

(6,h) =a(h,h) = (¢h,h) YheH,

isto é, a equacao £h = £ possui tnica solugao h € H. OJ
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1.6 Apéndice — Existéncia, Unicidade e Regularidade

de Solucoes

Nessa segao, investigaremos a existéncia, unicidade e regularidade da solucao do

problema

N
vy + Lv 4+ Ay, s)v + B(y,s) - Vo — —v = ¢(y,s) em RY x (0,9)

9 (1.55)
v(y,0) =vo(y) em RY,
onde A(y,s) € L= (RY x (0,5)) e B(y,s) € L* (RN x (075))N

Defini¢ao 1.1 Dizemos que v € solugio fraca de (153) quandov € W (0, S, HY(K), (H*(K))*)

e satizfaz a identidade

s s s
—/ / mb'Kdyds—l—/ V’UV’(/)Kdde—l-/ / Aly, s) v K dyds
RN RN RN

//RNB VWK‘ZWS——/ /RNWKdyds—/ /RNQOQ/)Kdyds

para toda ) € W(O S, HY(K), L2(K)) tal que ¥(0) = ¥(S) = 0 e satisfaz a condigdo

inicial v(0) = vy.

Defini¢ao 1.2 Dizemos que v € solugio forte de (L53) se v € W (0,5, H*(K), L*(K)) e
US+LU+AU+B-VU—gv:g0 quase sempre em RY x (0, 9),

com v(0) = vy.

Teorema 1.5 Temos

(i) Se € L?(0,5,L*(K)) evy € L*(K) entdo (1.53) admite uma tnica solugdo fraca v.

(if) Sep e L*(0,S,L*(K))evy € H(K) entao (L33) admite uma inica solugao forte v.

Demonstracao:

(i) Aplicaremos o método de Faedo-Galerkin. Para isso, consideremos uma base Hilber-

tiana (w;)iey de H(K). Represente por V,, = span{wy, ..., w,} o qual ¢ denso em
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H'(K) e considere o problema aproximado finito-dimensional

Encontrar v, € V,, solucao de

(v, 0) + (Lo, v) + (Avpm, v) + (B - Vo, v) — E(Um, v) = (p,v),

2 (1.56)
YveV,
Uy (0) = Vg, — v fortemente em L*(K)
onde vy, (s) € V.
Usaremos a notagao (-, -), |, -], ((-,-)) e |-, || para indicar o produto interno e norma

em L*(K) e H'(K) respectivamente.

Pelo Teorema de Caratheodory, o sistema acima possui solucao local em algum
intervalo [0, s,,[, com 0 < s, < S, com v, absolutamente continua e v/, existindo

quase sempre em [0, s,[.
A estimativa a seguir servira para estender a solugao a todo intervalo [0, S].

Estimativa a Priori: Fazendo v = v,,(s) em (L56), obtemos

5751 0m (O + om () < Aofom(s)[* + Bollvm(s)I] vm(s)] + [¢(s)] [vm(s)] - (1.57)

sendo Ay = [|A]| eBOZHBHL

Lo (BN x(0,5)) ~(®vx(0,5)) "

Notemos que

[e(5) Jom(s)] < 5l + lom(s)P

Bg 2 1 2
Bol[vm ()] [vm(s)] < - |vm(s)1 + S llvm(s)II%

Substituindo a expressiao acima em (L57), obtemos

1d , 1 ) ) B 1 N )
- = < R . .
535l + 3llon 6P < gle + (A0 2+ 5 T Y (o) (159

N —

Fazendo Ag + %8 + % + % = %c, resulta que

d
Lo ()~ el (o) < () (1.59)
ou seja,
S
om(5)[2 < cs (w ; \@(t)lzdS) . (1.60)
0
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De (IL58) e (L60) obtemos

() € limitada em L>(0, S, L*(K)) (1.61)

/0 (o (5)[2ds < M (1.62)

independente de m, ou seja,

(vm) € limitada em L>(0, S, H'(K)).

Podemos entao extrair subsequéncia (v,) de (v,,) tal que

v, = v fraco x em L>(0, S5, L*(K))

(1.63)
v, — v fraco em L*(0, 5, H'(K)).

De (L63), temos
s S
/ (vu,z)ds—>/ (v,2)ds  Vze L'(0,8,L*K)) (1.64)
o5 " s
/0 ((Uu>z))d5_>/0 ((v,2))ds  Vze L*(0,8, H(K)). (1.65)
Fazendo z = € W (0,5, H'(K), L*(K)) em (L64) com ¢(0) = ¢(S) = 0, obtemos

/ (s = - / (1)

Consideremos v, no lugar de v,, em (L.56) com x > m, m fixado e ¥y = wé, onde

w e HY(K) e § € D(0,5). Pela densidade de V,, em H'(K) temos que quando
p — oo em (L5G); , resulta que

s s s s
—/ (v, w)0'ds +/ (Vov, Vw)bds +/ (Av,w)fds +/ (B - Vv, w)lds
0 0o 0 0

N

(1.66)
2 ] (v,w)@ds:/o (p, w)lds

para todo w € H'(K), ou seja,

S S S
- / / o' K dyds + / / VoV K dyds + / / Avp K dyds
0 RN 0 RN 0 RN

s N [S s
+/ / B - VoYK dyds — — / / v K dyds = / / YUK dydsds
0 JRN 2 Jo Jrw 0 JRN
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para todo ¢ € W (0,5, H'(K), L*(K)) com #(0) = ¥(S) = 0, o que mostra a

existéncia de solugao fraca.

Como (LG6) ¢ verificado para todo w € H'(K), § € D(0,S) e v € H'(K), entao

v e L*(0,5, (H'(K))")

N
USI—LU—AU—B~VU+EU+QO

no sentido de L?(0, 5, (H*(K))*). Da imersio continua (L2I)),, vem que v €
C([o, 81, L(K)).

Podemos entao calcular v(0) e mostrarmos que v(0) = vy, bem como a unicidade da

solucao fraca.
(ii) A solugao de (L56) ¢ definida em [0, S]. Fagamos v = v, (s) em ([L56]). Temos

[ () + 5= om(IP < Aocollom ()] v ()] + Bollom(s)]] [v7,(5)]
5 (1.67)

+lp(s)] v (s)]

onde foi usado a desigualdade de Poincaré, isto é,

[om(s)] < collum(s)]|  (vide (L20),).

Temos
L, 2 d 2 2 2 2 2 2
Zlvm(S)l + gllvm(S)ll < 2|p(s)[* + 2 (AGeg + B3) llom(s)[ I,
isto é,
d
%va(S)H2 — MJvml|| < 2[e(s)]?, (1.68)

onde A = 2 (A%c3 + B3). Dai, segue que
S
[om(s)|? < & (||U0||2 o / |so<s>|2ds) . (1.69)

De (L68) e (L69) obtemos

() € limitada em L>(0, 5, H'(K))

(1.70)
(v},) € limitada em L*(0, S, L*(K)).
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De ([IL.70) concluimos que existe uma subsequéncia (v,) de (v,,) tal que
v, = v fraco * em L>(0,5, H'(K)) (1.71)
vy, = v’ fraco em L*(0, S, L*(K)) (1.72)
e entao v € W (0, S, HY(K), L*(K)).

Por argumento semelhante ao usado na parte (i), obtemos do sistema aproximado

(L50) e convergéncias de (LTI)) e (L72) que v satisfaz

/OS ((v,9)) dt:/OS (—vs —AU—B.VU+gv+gp,w) ds (1.73)

para toda ¢ = wf, ou seja,

S S N
/ (Lv,w)dt:/ (—US—AU—B-VU—F?’U—I—QO,’(/J)CZS.
0 0

Como

N
—vy—Lv—B-Vv+ Sutye L*(0, 8, L*(K))

entdo por (L20)5 conclui-se que

v e L*(0,5, H*(K)).

Assim, de (L73]), obtemos

s S
/ / (Us—l-L’U—G—A’U—i—B-VU—E’U) ngKdyds:/ / oK dyds
0 JRN 2 0 JRN

para toda ¢ € D((O, S) x ]RN) o que implica que
N N
vs—l—Lv—l—Av—l—B-Vv—Ev:ap quase sempre em R" x (0,.5),

o que mostra a existéncia da solucgao forte.

Como v € W(0, S, H*(K), L*(K)) e da imersao (L2214 conclui-se que
ve ([0, 8], H(K)).

De maneira usual mostra-se que v(0) = vy e a unicidade. U

Corolario 1.1 Se v € solugao forte de (L33), entdo

S
1ol 20512010y < €5 (||UO||2 v |so<s>|2ds) .
0
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Demonstracao: Vimos anteriormente que

veW(0,8, H*(K), L*(K))

S
max { |[0]| 205,220, V'] | 220,820 } < s <Hvo|l2 +/ |90(8)|2d8) : (1.74)
0

Pela equivaléncia das normas, temos
o]l 2y < el [Lol[ 2k
Como v ¢é solugao forte de (L5H), segue que

| Lo| < [v'| 4 Ao|v] + Bol|v]] + |¢l.
De (L74)), temos
S
6 < (et + (all+ [ letoPas ) ) (1.75)
0
(vide (LG])) e (I.69)), obtemos

ol < flete)+ (llalf+ [ ) |so<s>|2ds)]1/2.

Pela equivaléncia das normas citadas acima, esta desigualdade implica, apds integracao

em [0,5], que
S
lollnsarao < cs (Il + [ let)Pds)
0
Integrando (L.75]) em [0, S], obtemos

S
10 Bao.s.0200y < 5 (||UO||2 -/ |so<s>|2ds) .
0

Assim,
S
2 2 2
0105000 20y < 5 (||vo|| + [ 1t ds) .
0

Pela imersao continua (L21]), temos

S
1ol 0512010y < €5 (HvoW v \w(S)\%) .
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Vamos agora investigar a existéncia, unicidade e regularidade de solucao ultra fraca
ou solugao por transposi¢ao do sistema ([[L55]).
A questao consiste em dado ¢ € H 1K) = (HI(K))*, encontrar p solu¢ao do
problema parabélico
—ps + Lp + Ap — div(Bp) — gp — %y -Bp=0 em RY x(0,9) (1.76)
p(y,S)=¢ em RV, .
Vamos definir o que entendemos por solugao de (L70).

Fazemos isto através de um processo euristico. Com efeito, multiplicamos ambos os

lados de (L.76) por K (y)v(y,s) e integramos em RY x (0, .9), obtendo

S
N
/ / p(y, 5) [US ¥ Lot Avt B Vo — Dol K(y)dyds = (€, 0(S)),
0o JrN
onde supomos que v(y,0) = 0 em R,
Representamos acima (-, -) a dualidade H'(K) x (H'(K))*.

Como no sistema (L.76]) ndo temos informagao sobre p(y, 0), sugere-se escolher v como

sendo solucao de

N
US—FLU—'—AU—FB'VU—EUIQO em RY x (0,9) (1.77)
v(y,0) =0 em R".

Se ¢ € L*(0, 5, L*(K)), vimos anteriormente que v € W (0, S, H*(K), L*(K)) solugao
forte, pois vg = 0. Também temos que v € C’([O, S],Hl(K)) e portanto tem sentido a
dualidade (£, v(S)) para £ € H (K).

Temos a seguinte definicao:

Definigao 1.3 Dado £ € H Y(K), chama-se de solugdo ultra fraca ou solugao por trans-

posicao de [1.76) a uma funcdo p € L? (O, S, LQ(K)) satisfazendo
s
| [ 09t 5K ) dyds = (€. 0(9)
o Jr
para toda ¢ € L*(0, 5, L*(K)), onde v € solugao forte de (L77) correspondente a ¢.

Teorema 1.6 Se& € H 1K), A(y, s) € L (RYx(0,5)), B(y,s) € (L= (RYx(0, S)))N,
entdo existe uma unica solugdo p € L2 (O,S; L2(K)) N C([O,S];H_I(K)) do problema

52



Demonstracao: Consideremos a forma linear
F:L*0,8;L*(K)) — R

definida por
F(p) = (& v(5)) (1.78)

para toda ¢ € L*(0, 5, L*(K)), onde v(y, s) ¢ a tnica solugao forte de (LE5) com vy =0

correspondente a . Temos que
(& v(SN] < €]l ooy v (S)]]-
Pelo corolario [}, tem-se que

S
0] qo.sy iy < €5 / o(s)ds,

ou seja,

()| < eslelrz0,s,22(x))- (1.79)

Entao,

[ (@)l = [(&; oSN < I€l] ey

v(9)|| < esllél e

S0| |L2(O,S,L2(K)) .

Portanto, F' € (L2 (0, S, [*(K )))* Pelo Teorema da Representacao de Riez existe
uma tnica p € L2(0, S, L*(K)) tal que

s
Fo)= [ [ pordyas (1.80)
o Jrv
para toda ¢ € L?(0, S, L*(K)), ou seja, existe uma tnica p € L*(0, 5, L*(K)) tal que

[ [ peravas = s

e além disso, vale

|F|r20,5,02(k)) = |P|L2(0,8,2(K))- (1.81)

A unicidade é consequéncia de Du Bois Raymond.

Agora, de (LT78), (L79) e (L&), temos que

IPlL2.s.220¢)) < cll€ll oy (1.82)
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para alguma constante c.

Como & € (H'(K))* entao existe uma sequéncia (&, )men com &, € L2(K) tal que
Em — & forte em  (H'(K))*. (1.83)

Seja (pm) a sequéncia de solugoes ultra fraca correspondente a &,,. A funcdo p, — pm,

é a solugao ultra fraca correspondente a &, — &,,,. Entao, de (L.82]), obtemos
[1Pm — Pnllr20,s,L2(5)) < cl|ém — &nlla ()=

De (LG6) e (LG7) temos que (pn,) ¢ uma sequéncia de Cauchy em L*(0,5, L*(K)).
Assim,

pm — p forte em L*(0,5, L*(K)). (1.84)

Como p,, é solucao ultra fraca correspondente a &,,, entao

S
/0 /RN P K dyds = (v(S),&,) Ve € L? (O, S, L2(K)). (1.85)

Notemos que v ¢ solugdo forte de (LBI) com vy = 0 e p,, ¢ solucdo ultra fraca

correspondente a &,,.
Entao, de (L.83)) e (.84)), segue que
S
| [ perduds = w(5).¢),
o JrN

isto é, p é solugao ultra fraca de (LEH). Pela unicidade das solugbes, temos que p = p.

De (LTG)), temos

. N 1
ps = Lp+ Ap —div(Bp) — op— 5y Bp.
Logo,
/ / . N 1
P =P, = L(pm_pn)+A(pm_pn>_dIV(B(pm_pn))_E(JDm_pn)_iZ/'B(pm_pn)a (186)

em L?(0,S, (H'(K))*), o qual estd imerso continuamente em L*(0, S, (H?(K))*). Isso
implica que (L86) ¢ verdadeiro também no sentido de L2(0, S, (H'(K))*).
Entao, para toda 1) € L? (0, S, HQ(K)) temos
(P = Py D) < Kpm = Py LOY| + [(A(pm = ) V)| + [P = Pn, B - V)
N
+ §|<pm —Pn>¢>|

< ¢[pm — Palr2(0,s,.2(5)) 1V £2(0,8,H2(K)) -
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Segue que,

|[(Phy — Pl W) || 220,825y < €lPm — Pulr2(0,5,22(k))

o que implica que (p},) ¢ uma sequéncia de Cauchy em L?(0, S, (H*(K))*). Obtemos

entao que
P =P em  L*(0,8, (H*(K))").
Assim,
p € L*(0,S, L*(K))
e
p' e L*(0,8, (H*(K))")
e portanto,
p € C([0,8], (H'(K))).
Temos que

pm —p forteem C([0,5], (H'(K))").

Em particular,

p € C([0, 8], (H'(K))").

Agora, temos
Assim,

pm(S):gmég e (HI(K»*

e entao por unicidade, resulta que
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Capitulo 2

Equacao da Onda em Dominios com

Fronteira Variavel

2.1 Formulagao do Problema

Medeiros-Limaco-Menezes em [38] estudaram o modelo

2 _ B(t) 2 2
Ou_|m kyt)=n0 K / GuN" e 0 g,
ot? m  m Y 2my(t) Jow \Ox Ox?

para pequenas vibragoes de cordas elasticas com extremidades moveis.

Neste capitulo, consideremos um modelo misto linearizado que descreve esse tipo de vi-
bragoes com extremidades moveis, que contém o modelo de Kirchhoff como caso particular.
Desse modo, para obtermos solugbes v = u(z,t) definidas para todo ¢ > 0, procedemos,

x — alt) u ou
como usual, considerando um "damping"d | | ———27'(t) + /() | =— (2, t) + —(x,t)|,
ping's | (2220 +.0'0)) Gt + G o)

onde 0 é uma constante positiva a ser fixada.

Mais precisamente, consideremos uma corda elastica esticada com extremidades oy <
Bo sobre o eixo dos x com a < ay < [y < b, onde a e b sdo fixados. Suponha que as
extremidades o e fy movem-se continuamente para a posicao a(t) < ag e fy < 5(t) ,

onde a < «(t) < B(t) < b, e consideremos as vibragoes transversais da corda na posigao

Ja(t), B(H)[-
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Nessas condigoes, consideremos o problema misto

~

% — a(t)% +6 {(x ;((:)(t)v’(t) + a'(t)) %(x,t) + %(:ﬁ,t) =0 em Q

w sobre X,

u(z,t) = S (2.1)
0 sobre X\Xg
0
u(x,0) = up(z), 8—1;(9%0) = uy(x) em Qo = (ao, Bo),
sendo

aft) = % +%7(t) it}
0

onde 79 é a tensao inicial, m é a massa da corda, £ é uma constante que depende do
material da corda, y(t) = B(t) — a(t), ag = a(0), Bo = B(0) e 7o = 7(0).

Consideremos «(t) e [(t) fungdes reais satisfazendo as seguintes condigoes:

(H1) «, 8 € C?([0,00);R) com «aft) < B(t) paratodo t >0, o/(t) <0, e f(t) >0

para todo t > 0; |&/(t)+7(t) y| < (%)% para todo (y,t) € [0,1]x[0, 00), onde 0 <
mo = E;
m

(H2) a(t) € WH(0, 00);

&B)m%w+vwnA<@““;g@”V,OSythzo

Em 210, @ denota o dominio nao cilindrico, do plano R?, definido como segue
Q= {(x,t) eR? a(t) <z < B(t), Vte (0,T)}.
Sua fronteira lateral é definida por
SEERTE

onde

~

Yo={(a(t),t); V€ (0,T)} e =35\ ={(B(t)t); Vt€ (0,T)}.

Geometricamente, temos
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\g|
S
Q)
o %

Também representamos €2, e €y os intervalos (a(t), 5(t)) e (ao, Bo), respectivamente.

Observagao 2.1 A hipdtese (H1) implica que a funcgao real v(t) = 5(t)—a(t) € crescente
sobre [0,00). Isso significa, também, que @ € crescente , no sentido que se t; > ty, entdo
a projecao [a(ty1), B(t1)] sobre o subespago t = 0 estd contido na proje¢ao de [a(ts), 5(t2)]

sobre 0o mesmo subespaco.

e Exemplos de Dominios Q

1. Pela hipotese (H1) temos

1

< () A<

/N
YE
=)
N——
ol

~

Integrando, obtemos dominios ()

1
alt)=ag —agt, 0<a; < (%) ’
1
mo\ 2
Bt)=Bo+Bit, 0<p, < (7)
Note que, nesse caso, temos fronteiras lineares.
T
a \ B
(o0}
ai
Q
0 Qo Bo x
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2. A fronteira

alt) = ag + 12 — (t +to)
B(t) = By — t§ — (t +to)

Moy .~ .
com ty = 4(—=) é nao linear.

ap(ap + 2t(1)/2)

D=

D=

Q)

o Bo t

Nosso estudo foi motivado no trabalho de J.-L. Lions [29], onde investigamos questao

similar do controle hierarquico para a equagao (2.]), utilizando a estratégia de Stackelberg

no caso de dominios dependendo do tempo.

Como em [29], dividiremos £y em duas partes disjuntas

S =% US,,

e consideremos

@ = {Wy, Wo}, W; = funcdo controle em L*(S;), i = 1,2.

Geometricamente, temos

T
Q
X1
o
%
0 a(0)
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Portanto, o sistema (2.1 pode ser escrito como sendo

%_ ()gfm{(x;(—j‘)@v’(twa’(t)) %(x,tH%(m) =0 em Q

w, sobre il
u(z,t) =13 @, sobre ¥, (2.4)
0 sobre S\5

u(z,0) = ug(x), gt (,0) = uy(z) em Q.

Na decomposigao de (2.2)) e (2.3), estabelecemos uma hierarquia. Pensamos w; como sendo

o controle lider e w, como sendo o seguidor, sempre na terminologia de Stackelberg.

e Funcionais custos no cilindro Q. Associado a solucio u = u(z,t) de (24,

consideremos o funcional (secundéario)

by

(’]“2(@1’,&72’ // wl,wg — UQ) dxdt + = / g di, (25)

e o funcional (principal)

1

J(Wy, W) = / w2 d3, (2.6)
onde o > 0 é constante e uy ¢ uma funcao dada em Lz(@).

Observacao 2.2 Da regularidade e unicidade de solug¢do do sistema (21) (vide obser-

vagio[Z4) e, portanto do sistema (24) , os funcionais custos Jy e J estio bem definidos.

O problema de controle que consideraremos é o seguinte: o seguidor w, assume que o
lider w; tem feito uma escolha de sua estratégia (politica). Em seguida, tenta encontrar
um equilibrio para seu custo jg(wl,{ﬁg,u), isto é, ele procura um controle wy = F(wy)
(dependendo de wy) tal que

JQ(’&?l,{Eg,u) = ian Jg(wl,’{ﬁg,u). (27)
WeeL2(X2)
O controle ws, solugao de (Z7), é chamado de equilibrio de Nash para seu custo Jy e

ele depende de ws.
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Apos isso, consideremos o estado u (w, §(w;)) dado pela solugao de

% - a(t)% +6 Kx;(i(:)(t)v’(t) + O/(t)) %(Lt) + %(%t) =0 em Q

w; sobre Y

u(z,t) = ¢ F(w) sobre S (2.8)
0 on i\io
u

u(z,0) = up(x), (2,0) = uy(z) em .

ot

Encontraremos um controle 6timo w; tal que

J(wy, §(@)) = inf_ J(@, §(@)), (2.9)

w1eL?(X1)

sujeito a restricao de controlabilidade aproximada do tipo

(w(z, T;wy, §(wn)), u' (2, T; wr, F(@1))) € Bra,)(u’, ap) X B, (u',ar),  (2.10)

onde, de agora em diante, Bx(C,r) denota a bola em um espago X com centro C' e raio

T.
Para explicitar esse problema 6timo, iremos considerar os seguintes sub-problemas:

e Problema 1 Fixado qualquer controle w;, encontrar o controle seguidor wy = §(w-)
(dependendo de w, ), associado a solugao u de (24]) satisfazendo a condigao (Z7) (equilibrio
de Nash) relacionado a J, definido em (Z5).

e Problema 2 Assumindo a existéncia e unicidade do equilibrio de Nash w, , mostrar
que quando w; varia em L%(€)), as solugoes (u(z,t; Wy, ws), v (z,t; Wy, Ws)) da equagio
(24), avaliadas em ¢ = T, ou seja , (u(z, T; Wy, W), u (x, T; W, Ws)), geram um subcon-

junto denso de L*(€%;) x H ().
x — ot)

Observe que quando (z,t) varia em @ o ponto (y,t), com y = T
v

Q=Qx(0,T), onde Q = (0,1). Entao a aplicac¢ao

, varia em

~

T:Q = Q, T(x,t)=(y,1)

¢ de classe C? com inversa 7' também de classe C*. Portanto, a mudanca de variaveis
u(x,t) = v(y,t), transforma o problema de valor inicial de fronteira (2.1I]) no sistema

equivalente
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2
@—FLv:O em ()

ot?
U(O,t):w sobre 20 (211)
v(1,t) =0 sobre X\X,
0
v(y, 0) = wly) 5 (5,0) = 0a(y).0 <y <1,
onde
B 1 mo Pv 0 (. Ov . 0%
o= (152 a0) 5 3 (a0 ) + 8000 0
5 ov ov
+ely 1) 5+ g,
my ao'(t) + V'(t)y) ’
a(y,t) =
0= 205~ (50

Y(t) ) (2.12)
)

So={(0,t):0<t<T}

Yo =2\3={(1,t): 0 <t <T}.

Com efeito, usando a regra da cadeia obtemos

ou Ov B v @ v

De (213]), usando novamente a regra da cadeia, obtemos
2 2 2 2 2 2
Ou _ 0w (Oy\" o 0v 0y Ovdy  Ov (2.14)
ot?2  oy? \ ot oyot ot~ Oy ot?  Ot?

De fato,

o (0 _ 0 (\ oy, 0 (0 _ vy o
ot\oy) oy\oy) ot ot\oy) 0y2ot otdy
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Pu 0 <8u) 0 (8@ oy N 8@)
o2 ot \ ot ot \oy ot 0Ot
e
ot \ Oy ot ot \ ot
ooy iy o o)
ot \Ooy) ot 9Oy ot2 ot \ ot
B (8211 oy 0% ) dy | Ov Py 0 (8@) dy v
S + = () S
o2 ot ' Otdy ) ot Oy o2 oy \ ot ) ot o
0%v Oy Oy 5 Pv 0y ow *y 0%

“of 0t ot oty ot oyor oe

e assim segue (2.14).
Também, @ "
dy o)+ (t)y
= (") 219
visto que,
Oy _ =o' O)(t) — (= alt)'({)
ot 7 (t)
_ =o' —yy ()Y (@)
7*(t)
_ (0/(15) +V’(t)y)
()
Derivando (2.15) em relagdo a ¢, obtemos
Oy ("D My _ 2Oy
o= () - 210
pois,
Py 0 [0y o [d(t)++(t)y
o~ ot (81&) ot [ y(t) }
[ @@ 7@ y) () = (@) + A ) y) (1)
: 72 (t)
@O+ Oy A Oy — () +A ) yw(t)]
()
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Substituindo (2150) e (Z16) em (2.I4), obtemos
0%u Pv - 0% v _A(t) oy dv  d*v

Bl :a(y,t)a—?ﬂ+b(y,t)%+0(y>t)a—y—2W§@+w, (2.17)
onde )
o'(t) + 7’(t)y)
aly,t) =
o= (G
: o'(t) + 7’(t)y>
by, ) = —2
)= -2 (3
a(t) + v”(t)y)
cly,t) = —
o= (245
Por outro lado, ) )
0%u 1 0%
o2 ~ O o 219
De fato,
ou _Ov vy Odvdt owoy 1 v
%(x,t) N %(y,t) Oy Oz + ot 0x Oy or  ~(t) Oy’
isto é,
ou 1 Ov
= 2.1
dr  A(t) Oy (2.19)
De (2.19)), temos
Gu_ 0 (Ou\ _0 (1 vy _ 1 90v_ 1 938y (dw
ox2  Ox \ox ) 0x \~(t) dy) ~(t) 0x oy  ~(t) Oy Ox \ Jy
R
V(t) (1) Oy?

1 9
(v(1)* Oy*’
e assim se segue (2Z.I8).

Agora, como

z = at) +yy(t)

entao
Ox o / / T Oz(t) / /
=0+ = =2y + o)
Logo,
ov _ Ou _Oudxr Ou  [(x—alt), , ou  Ou
W =@ =g T T ( 50 W)”‘(”) o o
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Portanto, o problema (2.1 é transformado pela aplicagdo 7 : @ — () no seguinte

problema cilindrico

0*v 1 v Pv Pv v _~(t) Oy Ov
o2 72(t)a(t) 9 +a(y, 1) 9 +b(y, 1) Byt + &y, t) oy 2— <

ov
+5E(y,t) =0em @

2.20
v(0,t) = w sobre X (220
v(1,t) =0 sobre X\X,
ov
v(y,0) = vo(y), a(y,()) =u(y), 0<y<l1.
Notemos que de (2.20);, temos
v 1 0*v Pv Pv ov  _~(t) Oy dv
o2 72—(t)a(t) o +a(y’t)8—y2 +b(yat)m +C(y’t>8_y - 2@ ot 7y
520
ot
*v 1 0*v my 0% my 0% Pv 0%v
“or 20" Ver rrwmor  wrmor T o T gy
5 v _4(t) 0y Ov  _Ov
TV _ g\ I 59T
ey, 1) oy () Ot dy 681& (2.21)
_ v 1 <_@+a(t)>@_ mo —a(y, 1) @4_5( ) 0% .
T 2\ 2 a2 \22(t) V) TV o
5 v _4(t) 0y Ov  _Ov
g oy
0% 1 mo v v . v Ov
TR (—7 (t)> a2 a(y,t) o2 +0(y,t) Dyt + ¢y, t) oy

27’(15) dy Ov = Ov
v(t) ot 9y Ot’
onde

(t)
_ (") "By
)= - (S
Agora, como
a(yvt)_ 9 20(t) —a(y,t),
entao

oa, . da () () Y0 20 By
3y 1=~y ) = =2 (TG T0 T 2
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isto é,

da V'(t) Oy

—(y,t) =2 —. 2.22

e 22)

Substituindo (Z:22) na tltima igualdade de (2.21]), obtemos

0% 1 mo 0%*v d*v  0a o 0%*v ov  _Ov
gv_ S0 ) Sty ) 2L Sy ) by, Ky t) o2
o~ (3 Ha0) G i) 55— 50 5y t) 5 el ) 50
Logo,

9% 1 mo v 0 (. Ov . Pv ov o
LI0) <—7 + a(t)) a7y <a(y’t)8_y) +b(y, t) Byt + ¢y, 1) oy +o5, =0

Portanto, o sistema (2.20) pode ser reescrito como

v 1 mo 0%v o (. ov . 0*v
o~ (-5 +o0) 5 g (am0g )+

0 0
—l—é(y,t)ﬁ—z +5a—: =0em @
v(0,t) = w sobre X (2.23)

v(1,t) =0 sobre X\X

ov
’U(y,O) = UO(y)v E(y’(]) = Ul(y)v 0< ) < 17

onde

5 O{” t _'_ 7 t
1) = - (L0 O

(1)
Considerando o operador

1 mo v 0 ov . 0*v ov  _Ov

To———— (10 A - . T

v=-m ( : +a(t)) 5 B (a(y,t)gy) 0y 0) o 1) 5 O
segue (2.11) e (2.12).

Desse modo, investigaremos o problema de controle para o problema equivalente (Z11]).

Para isso, dividiremos ¥y em duas partes disjuntas

Yo =21 U X, (2.24)
e consideremos
w = {wy,wy}, w; € L*(%;), i=1,2. (2.25)

Geometricamente, temos

66



T T
« p
D3
o 0 5o 0%
- T T 2o Q %0
22 22
0 a0) B " 0 by
Também podemos escrever
w = wy + wa,
com
21 == 22 = 20. (226)
Entao, reescrevemos (2.11) como sendo
V' +Lv=0 em Q@
w; sobre X
V= we sobre Yo (2.27)
0 sobre X\X,
v(y,()) = UO(?J)? v'(y,()) = 'Ul(y)> 0<y<l,

., v, 0*v 3
onde usamos a notagao v’ em vez de — e v” em vez de —= para uma melhor compreensao.

ot ot?

Observagao 2.3 Para efeitos de controle aprozimado, pela linearidade do sistema (2.27),

podemos assumair, sem perda de generalidade, que vy = vy = 0.

Na decomposicao de (2.24) e (2.25]) estabelecemos uma hierarquia. Pensamos w; como

sendo o controle lider e wy é o controle seguidor, sempre na terminologia de Stackelberg.

e Funcionais Custos no cilindro Q. Do difeomorfismo 7 que transforma () em @),

transformamos os funcionais custos .J5, J nos funcionais custos .J5, J definidos, respectiva-

mente, por

1 T
Bwnws o) =5 [ [0t - noPaya+ S [ e @)
0 Q o
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J(wy) = /E w?dY, (2.29)

onde o > 0 é uma constante positiva e vy(y,t) ¢ uma fungao dada em L?(Q2 x (0,7)).

N —

Observagao 2.4 Das hipéteses (H1) — (H3), para cada vy € Hy(0,1) , v; € L*(0,1) e
w; € Lz(ii), i = 1,2, existe exatamente uma solu¢io v do sistema (2.11)
(vide Se¢ao[27), TeoremalZ7) e, portanto do sistema (2.27), comv € L™ (O, oo; Hy (0, 1)),
v e L™ (0, oo; L(0, 1)) Em particular, os funcionais Jy e J estao bem definidos.
Usando o difeomorfismo 77 (y,t) = (z,t), de Q em @, obtemos uma unica solu¢ao global
fraca u para o sistema (2.1))(vide Segao[2.4, Teoremal2.8) e portanto para o sistema (2.4)),
com regularidade uw € L (0, 00; Hy (), v € L>(0, 00; L*(€)).

Associado aos funcionais .J; e J definidos acima, consideremos os seguintes sub-problemas:

e Problem 3 Fixado um controle lider wy, encontrar um controle seguidor wy (de-
pendendo de wy) associado a solugao v de (2.27)) satisfazendo ( equilibrio de Nash)

J2(w1,w2,v): inf Jz(wh@zav)a (2-30)

@aeL?(%2)
relacionado a Jy definido em (2.28)).

e Problem 4 Assumindo a existéncia e unicidade do equilibrio de Nash ws , mostrar
que quando w; varia em L*(2), as solugoes (v(y,t;wy, ws), v (x,t;wy, wy)) da equagio
([2:27), avaliadas em ¢t = T, ou seja , (v(y, T;wy, ws), v’ (y, T;wi,ws)), geram um subcon-
junto denso de L*(0,1) x H™*(0,1).

Notemos que se ws é o tnico equilibrio de Nash, dependendo de wy, para (2.28), entao

1

sua transformagao , por 7~ ', é o unico equilibrio de Nash w, para (2.5]), que depende de

w1.

Lembremos que nosso problema inicial eram os controles w;, wy atuarem tal que a
funcdo u, tnica solugdo de (2.4)), atinja no tempo T um estado ideal (u’,u') € L*(£)) x
H™(Q;) com funcional custo definido por (2.5).

Do difeomorfismo 7, esse problema em @ foi transformado num problema equivalente
no cilindro Q. Assim, fixado (v°,v") € L*(0,1) x H (0, 1), os controles w1, wy deverao
atuar tal que a tinica solucdo v de (Z.27), avaliada em ¢ = T, atinja o estado ideal (v°,v").

Isso sera feito no sentido da controlabilidade aproximada. De fato, é suficiente provar que
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se wq, dependendo de wy, é o Gnico equilibrio de Nash para o funcional custo (2.28)), entéo
temos controlabilidade aproximada. Isso significa que se existe o tinico equilibrio de Nash e

v é a tnica solugao de (2.27)), entao o conjunto gerado por (v(y, T;wy, ws), v'(y, T;wy, ws))

¢ denso em L*(0,1) x H~*(0,1), isto ¢ , aproxima (v°,v'). Esse problema sera estudado

na segao [2.3] isto é, apos acharmos o equilibrio de Nash (Segao [2.2]) para cada wy, encon-

traremos um controle 6timo w; tal que
J(wy) = inf J(w) (2.31)
w1
sujeito a restricao de controlabilidade aproximada do tipo

(U(yuT; w17w2)7vl(y7T;w17w2)) S BLZ(O,I)(U07QO> X BHfl(o,l)(Ulval)- (2-32)

2.2 Equilibrio de Nash

Nessa secdo, fixado qualquer controle w; € L*(¥;) , queremos determinar a existéncia

e unicidade da solucao para o problema

inf JQ(wla w2)7 (233)

wo€L2(X2)

e depois obtermos a caracterizagao dessa solugao em termos de um sistema adjunto, para

em seguida, obtermos o sistema otimizado para o controle seguidor ws.

O problema (2.33) admite uma tnica solugao
wy = F(wy). (2.34)

Com efeito, para a solu¢ao do problema (2.33]), minimizaremos o funcional J; fazendo

uso do seguinte teorema :

Teorema 2.1 Seja F: D C H — R um funcional definido em um subconjunto D de

um espaco de Hilbert H. Suponha que F' tem as sequintes propriedades:

(1) D € um subconjunto convezo fechado nao vazio do espago de Hilbert H ;
(ii) F € sequencialmente semi-continuo inferiormente;

(iii) Se D é ilimitado, entiao F € fracamente coercivo.
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Entao o problema de minimzagao

F(u) = min F(v) (2.35)

veD

tem uma solucao e esta serd unica se adicionarmos a hipotese de F' for estritamente

convezo.
Demonstragao: Vide Zeidler ([51], pagina 54). O
Seja
Uzg = {(v,w3) € L*(Q) x L*(X3) : v solucdo de (Z.27)} C (LQ(Q))2
e

JQ(’U, wg) : Z/{ad — R

definido por (Z28)). Escrevemos v = v(wq, ws).

Entao,

(a) Uyg € nao vazio e sendo U,y um subespa¢o de um espago de Hilbert, entdo U,y ¢é
convexo. E claro, também, que U, é fechado, pois dado (v, wy) € Uyg entdo (v, wy) €

U

(b) Js é fracamente coercivo.

De fato, usando a desigualdade triangular, temos

o = allzaq) > [llellzac) — llvllizco

e como vy é fixo, segue que

) 1 1 2 o
lim JQ(U,’LUQ) = 5”(7(15))2 (U - U2)HL2(Q) + 5 ||w2||%2(22) — 0.

H”HLQ(Q)‘”’O
HU’ZHLQ(EQ)"OO

Logo, segue a coercividade fraca de Js.

(c) Jy é fracamente sequencialmente semi-continuo inferiormente.
Com efeito, sejam duas sequéncias (v"), (wh) C U,q tais que
n

v —=v  em L*Q)

wh = wy em L*(3)
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Portanto, conforme Brezis ([8], pagina 58 ), temos

Mm inf ‘H ()2 (0" = v2)|| o ) = %‘ )2 (0 = 02l 2

e

nh_)rrolo inf |[wy||L2(sy) 2> |Jwa]|L2(sy)

Agora,

lim inf Jo(v" wh) = lim inf {—H ()2 (" — Uz)Hiz(Q) + % ||w§||%2(22)}
>gggomf{—>> D0 =g+t i G 103l
> —H )2 (v U2)HL2(Q) + §||w2||%2(22)
= Jo(v,wy),

ou seja,

lim inf Jo(v", wh) > Jo(v, ws),

n—o0

o que caracteriza a semi-continuidade fraca inferior.

(d) Jy ¢é estritamente convexo.

De fato, sejam A € (0,1) e (v, ws), (V,wWs) € Uyg com (v, wsy) # (V,ws). Escrevendo
Vg COMO

vy = Avy + (1= Mg,
temos
A, ws) + (1= \)(@, @)] = Ja[Av+ (1= NT, Aw + (1 — \)i)
/ / Ao+ ( 1—)\)'17—v2]2dydt+%/Ez[kngL(l—)\)zﬂg]sz
/ / AU+ (1= )T — Avg — (1 — AJvg)?dy dt
+= / Awsy + (1 — N)@y)%dS (2:36)
/ / Av —vy) + (1 = X)(0 — vy))?dy dt

+5 /22 [N wy + (1 — )] 2d3.

71



Analisando a tltima igualdade do lado direito de (2.36]), obtemos
/ / Mv —vg) 4+ (1 = A)(0 — vy)]2dy dt

+= / [N wy + (1 — N)w,]*dX

2
)2
/ / (v —vy)°dy dt

A1 — / / (v —v9)(V — vo)dy dt (2.37)

)(U — v9) dydt—l—T ws dX
P

+o A1 — )\)/

PPN 2 P

(%)
Vamos majorar (x) e (x*) usando a desigualdade de Young. Aplicando a desigual-
dade de Young na expressao (*) e depois multiplicando o resultado por A(1—X\) > 0,

obtemos

A1 =X // (v —v2)(V — vo)dydt
A1 — A
/ / (v —vg) dydt+ / / (U — vy) dydt

Novamente aplicando a desigualdade de Young na expressao (k%) e depois multipli-

(2.38)

cando o resultado por cA(1 — ) > 0, obtemos
1- 1-—
o1 — A)/ Wyl dY < M/ w2 dS + M/ @2ds. (2.39)
Yo 2 P 2 o

Substituindo (Z38)) e ([2:39) no lado direito de (2:38]), obtemos a desigualdade estrita

Jo[A(v,we) + (1 — X) (v, ws) <—/ / (v — vy) dy dt

ML= (7 A1 — A
/ /7 (v —vy)2dy dt + ——— / / (U — o) dy dt
0o Ja

T o\2 oA(1— A
/7 (U — vy) dydt—l—— w3 dY + ¥/ w3 dY
0 Q 2 b3

2
+M ~2dZ+M/ widy == // (v —vy)2dy dt
2 22 Z:2

A 1— A
+U—/ wlds + / / dydt+7)/ @2 dY.
2 PO 2 3o
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—)\[ // (v — vy)?dy dt + = /w%dZ}
2 Js,

[// V(¥ — vy)?dy dt = /{E%dZ]
P

= )\JQ(’U wg) ( >\)J2(/U wg)

ou seja,
JQ[)\(’U, UJQ) + (1 — A)(?}/, 62)] < >\J2(U,’UJ2) + (1 — )\)Jg(?)/, ’&72)

Portanto, existe uma tnica solu¢do ws para o problema (2.33)). Como para cada w;
dado encontramos uma tnica solugao wsy, podemos relacionar uma dependéncia entre w;

e wy de forma que wy = F(wy).

Agora, dado wy, calcularemos a derivada de Gateaux do funcional Jo(v;wy,ws) e

igualaremos a zero, encontrando assim a equacao de Euler-Lagrange associada ao
problema (2.33).
Com efeito, sejam 6; € L*(Q x (0,T)) e 65 € L*(,). Para £ > 0, temos

1
Jo(v;we) = hm {Jg(v + eby1; wy + €6) — Jg(v;wg)} =

lim — { / / U + 8‘91 — Ug)zdy dt + g / (UJQ + 892)2612—
e—0 & 2 b
/ / (v —v9) dydt——/ w3 dY
2 Js,

= hrr(l) 5{ / / v — p)? 4 201 (v — va) + 6292} dy dt + ; / (wy + £6y)*d%

1 /T
- /y(t)(v—vgfdydt—g/ wsz}—hm { / / (v — vy) dy dt
2Jo Ja 2 Js, e20¢€
T
+e /fy(t)(v — v9)bhdy dt + —6 / / ()02 dy dt + — / widY —i—aa/ wabhad
0 2 D) P25
+2 2/ 9%[2—-/ / (v — vy) dydt——/ wgdz}
22 2 X:2
/ / ’U — Vg Hldy dt + O'/ wgegdz.
p3p}

Assim, a equagao de Euler-Lagrange para (228) ¢ dada por

/ / (v —vy)vdy dt + O’/ WaladY = 0, (2.40)
P
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Vi, € L*(X,), onde ¥ ¢ solugao do sistema

'+ Lo=0 em Qx(0,T)
0 sobre >

U= Wy sobre Y (2.41)
0 sobre X\ (X; UX,)

0(y,0) =0, ?'(y,0)=0 em Q.

Para obtermos o sistema otimizado, precisamos do sistema adjunto relacionado a
2.410).
Para isso, multipliquemos (2.41]); por uma fungao p = p(y,t), y € (0,1), ¢t € (0,7), e

integramos o resultado obtido de 0 até 7'. Temos

T T
/ p0"dt + / p(Lo)dt = 0.
0 0

Usando integracao por partes, obtemos

T

p(T)F(T) — p(0)(0) — §/(T)3(T) + p/(0)(0) + / Sy dt + / p(L) dt = 0.

0

Da defini¢ao do operador L

alt) — 8 8% 8% 8
Ly = —72A — — | a ¢ — —
v (D) o (a(y,t) 8y) +b(y, )8y8t + ¢(y,t) o oo

e integrando a expressao acima em = (0, 1), resulta que

[omw@ay= [ o070 - / PO ET dy+ [ F(0)50)dy

//vp”dydt—// Avpdydt

. (2.42)
82 dy dt
dy dt
L2 (500 T i 2
+ é,t—ddt+5//—ddt:0.
/O/Q(y)aypy P
Pela primeira formula de Green, temos
. . ov
— | Avpdy= | VoVpdy — pdl. (2.43)
Q Q o0 8@
Usando novamente a primeira formula de Green, obtemos
" N __Op
VoVpdy = — | vApdy+ [ v—dI. (2.44)
Q Q o0 Oy
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Substituindo (244) em (2.43)), segue que

—/A@pdy:—/@Apdij/ U@df 8Ude
Q Q a0 0y 20 0y
Logo
a(t) — %5 a(t) — % a(t) — %5 _dp
— 7Avpdy:—/72vApdy+/ —— = p—dI
/g V(1) o V() o0 72(t) Oy
a(t) — 52 0v
— ———= —pdl.
/aQ () 9y
Assim,

a(t) — 5> _dp
AU dydt = / / UA d dt—i—/izv—dz
/ / pey pey by 72(75) y
oft) — 2% 00
— | —%—= —pdX.
/2 21 oy’

p(1,t) = p(0,t) = 0 sobre X.

Suponhamos que

Agora,

A~

ou seja,

dy dt. (2.46)

O\ﬂ
S~
2|
Ny
VR
=4
<
N
SRS
N———
=

SN

<

&

Il
O\H
—

Q>| QD
VR
=4
<
N

SqES
N——
<)

)



Assim,

[ [ = [ [ o (Zwstn)vaa

+/0 /QE (5(y,t)a—y(y>t)> vdy dt

_ / ' / %p@,w@(y,wdww / ) / 0—5<y,t>@<y,t>@<y,t>dydt
f L2 s | L

(2.47)

y,t)dy dt

ov /1 ov
(y,t) —pdy = cy,t it d
/Q (y )ayp Y ; (y, 1) ply )ay Y

=y, t) p(y, 1) v(y,t) ) —/0 %(é(y,t)p(y,t)ﬁ(y,t)dy

y=0

—— [ (et 0000200 0y

oc . /V op .
=— | —(y,t Hu(y,t)dy — | ¢y, t) =—(y,t)v(y,t) dy,
Q@y(y )y, 1) v(y, t) dy Q(y)ay(y)(y)y

isto é,

// &y, t pdydt // )o(y,t) dy dt
- / / 0 t) 000t d .

(2.48)
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/aty, v(y,t)dt

T op
o — (y, 1) v(y, t) dt,

isto é,

aATLp<y,t>%§dydt:aLp<T>a<T>dy-a[2@@dy-

/ /015 y,t t) dydt = (2.49)
5/ T)dy — 6//8?/, v(y,t) dydt

Substituindo (241));, (245), (2.46), (2.47), (2.48), ([2.49) em M}) obtemos

/p( )V(T) dy — / dy+/ /p”vdydt—/ / _TApvdydt
Q
a(t) — 5 dp . /a(t)—% / / ( )
+ [ —L 2 E5dy - P s — , Tdy dt
/ 72(15) dy 2(t) oy ay.t y
ob dp . op .
/ /ayatp“dde/ /a@@”dyd / /Ea—vdydt (2.50)
/ / y,t) vdydt / /—p@dydt
y
// &y, t) vdydt+6/ T)dy — 5/ @ﬁdydt_o

Agrupando os membros de (2.50), resulta

[onoma - [sosmas [ [rona [ [{-007E s,

3 Op 0p op b dp
—a—y(a@,t)ay)w( e {& <y,t>} R

27 -
—l—lab _00] 58p}vdydt

A
a(t) — %> Op . a(t) — %2 0o ~ B
+ /E 7%(15) 8_y vdY — /2 772(15) o ¥ + 5/9 (T)o(T)dy = 0.

Portanto, da expressao acima, temos

/Qp(T) (T /Qp’(T)@(T) dy+/0T/Qpﬁﬁdydt+/T/Q(L*pﬁdydt (2.51)

) dy
o) opT [l O )
+/z 20 oy T / 20 ad2+5/9<><T>dy—07
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onde L* é a adjunta de L dada formalmente por

. at)—m o (. . 0p Pp . b Op
L'p= T(t)A a—y(a(y>t)ay)+b( )8 oo &y, t) oy
ob Op 02b ¢ op
+8_y§+{8y8t ay]p‘éa

Como nao temos informagao sobre v(y,T") e ¥'(y, T), entao assumiremos que p(y,T) =

P(y,T)=0em Qe p(y,T) = 0 sobre ¥, o que juntamente com a separagao da fronteira

em (2.51)), nos da

/Q@,(_Zdy / dy+/ /p vdydt+/ /L* )0 dy dt

a(t) — 5 dp . a(t) — 5> dp . a(t) — ov
*/21 oy / ST LR s Py =t

=0 =0

4+ /Q p(TY3(T) dy = 0.

=0

Assumindo que
P+ L p =(t)(v—v2),

obtemos da expresséo acima que

a(t) — % Op G S —

Considerando p como solug¢ao do sistema adjunto associado

P+ L p=7@{)(v—uv) em Q
p(T) =p/(T) =0 em 2
p = 0 sobre X

e observando que ¥ ¢ solugao de (Z.41]), temos que

T a(t) — %5 dp
"L p)od dt+/ e P han=o. 92.53
/0 /Q(p Py o vz(t) oy (2:53)

e (240) e (2.53), obtemos

a(t) - % op\ ~ o~ 2
P Mt ) 7 ) S 22
/22 <0w2 ) 8y) Wy 0 Vi, e L5(X),
donde a(t) - m 5

Wo = W a_y SObre 22 (254)

Em resumo, obtemos o seguinte resultado:
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Teorema 2.2 Para cada wy, € L2(El) existe um unico equilibrio de Nash wy no sentido
de (2:30). Além disso, o sequidor wy é dado por
a(t) — 5 dp
= =7 2 7 bre ¥ 2.55
Wa %(wl) 072(t) 8y soore 2 ( )

onde {v,p} € a unica solugdo do sistema otimizado

V'+Lv=0 em Q
Pr+Lip=7@)(v—r2) em Q
wy sobre X
v= Lt) — 5 9 sobre X
o2 (t) Oy (2.56)
0 sobre ¥\Xg
p=0 sobre X
v(0) =2'(0) =0 em £
p(T)=p(T)=0 em Q.
Naturalmente {v,p} depende de w;:
{v.p} = {v(wi), p(wr)}. (2.57)

2.3 Controlabilidade Aproximada

Como temos provado a existéncia, unicidade e a caracterizagao do controle seguidor
) . ~ , . _ . .
wa, o lider w; deseja agora que a solugao v e v, avaliada no tempo t = 7', esteja o mais

proximo possivel de (v°,v!). Isso sera possivel se o sistema (2.56) for aproximadamente
controlavel. Estamos procurando

1
mf—/ w? dY (2.58)
2 Js,

onde w; esta sujeito

(U(T; w1),U/(T;w1)) € BL2(0,1)(007040) X BH71(0,1)(U1,041), (2-59)

assumindo que tal w; existe, ag, a; nameros reais positivos arbitrariamente pequenos e
{v°% v} € L2(0,1) x H7(0,1).
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Podemos reescrever (2.59) como sendo

v(T5wy) € v° + ag Brago

(2.60)
v (T7 wl) cul + a7 BH—1(071)
Para estudarmos (2.58), suponhamos que
2 00
T>—— ko = —————. 2.61
Ve T 3omb—a) (2:61)

Enunciaremos o seguinte teorema que sera tutil para o nosso propoésito.

Teorema 2.3 (Critério de Densidade) Seja D um subconjunto de um espaco de Hilbert

H. Entao, as sequintes condigoes sao equivalentes:

(i) D gera um subespago que é denso em H ;

(ii) Todo funcional linear continuo f em H que se anula em D € identicamente nulo em

H.

Demonstragao: Veja Aubin ([4], pagina 30). O

Agora, mostraremos que no caso (Z.20]), o seguinte teorema é verdadeiro:

Teorema 2.4 Assumamos que vale (Z61). Sejam wy € L*(X)) e wy um equilibrio de
Nash no sentido de (Z.30). Entao as fungoes (v(T),v'(T)) = (v(., T, w1, ws),v'(., T, wy, wa)),
onde v € solugio do sistema (2.27), geram um subconjunto denso de L*(0,1) x H~'(0,1).

Demonstragao: Decompomos a solugao (v, p) de ([2.56]) por

v=1v%+g (2.62)

P=Do+4q,

onde vy ¢ solucao de
vg+Lvy=0em Q
0 sobre >
a(t) — % Opo
=4 ———= —— sobre X 2.63
O Term ay T 20
0 sobre X\,

v0(0) = v4(0) = 0 em €2,
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po satisfaz
o+ L po=7(t)(vo — v2) em Q@
po = 0 sobre X (2.64)
po(T) = po(T') = 0 em €,

e {g,q} em (262) satisfazem

g+ Lg=0em Q

wy sobre X

a(t) — 3 dq
={ =22 "L gohre 3 2.65
g o2 oy (2:65)

0 sobre ¥\
9(0) = ¢'(0) = 0 em

¢'+Lq=~(t)gem Q
q = 0 sobre X (2.66)
¢T)=¢(T)=0em .

Definamos o operador

A LA(D) — H(Q) x L2(Q)

(2.67)
w1 — Aw; = {gl(T; wy) +0g(T), —Q(T;wl)}-

Observemos que A € L(L*(3), H () x L*(Q2)).

Usando (2.62) e (2.67), temos que (2.60) pode ser escrita como sendo

Awy € {v' —vo(T,w1) + 0g(T) + a1 By-101), —v° + vo(T,w1) — ap Breyy ) (2.68)

Seja f = {f° f'} € H}(Q) x L*() e introduzamos estados adjuntos ¢ e 1 definidos

como solugao tnica de
'+ L p=~(t)pem @
@ = 0 sobre X (2.69)

p(T) = f°, &' (T) = f'em Q.
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com 1 satisfazendo

V' +LiYp=0em Q

0 sobre >4

a(t) — %5 dy

————= — sobre ¥ 2.70
o2 By sobre ¥, (2.70)

0 sobre ¥\

»(0) =¢'(0) =0 em .

Y=

Multiplicamos (270); por ¢, solu¢ao de (Z.60]), e integramos o resultado de 0 até T,

para obtermos
T T
/ " qdt + / (L)qdt = 0.
0 0

Usando integragao por partes:
T T
q(T)Y(T) = q(0) ¥'(0) — ¢'(T)(T) + ¢'(0)1(0) + / bq" dt + / (L¢)gdt =0.
0 0
Integrando a expressao acima em 2 = (0, 1), obtemos

/Q o(T) ! (T)dy - / 4(0) ¥/(0)dy — / ¢(T)H(T)dy + / ¢(0)(0)dy

v [ [od i [ [ @onapa=o

De (266)3 e (2.70)3, a tltima expressao torna-se

T T
/ /¢q”dydt+/ /(L¢)qdydt = 0. (2.71)
o Jo o Ja
Substituindo

_a(t)— e 0 (. O\ 5o O 0% 0y
1o = =0T aw = L (050 ) +bntg ) G+ 0%

em (2Z77)):

/ /@Dq"dydt—/ / A@quydt / /0y< aly,t) )qdydt
// y,t 88tqdydt+// ¢y, t) qdydt—l—/ /5—0[ dt = 0.

Usando (270),, um calculo analogo como em (2.43)—-(2.49), a ultima igualdade acima

resulta em

//¢q"dydt+/ /L* wdde—/ () @@bdZ /Ea%ig% ‘Zfdz_o
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que juntamente com (2.66]),, tem-se

//¢q”dydt—i—/ /L* wdydt+/ ()7;_%¢d2_0

Separando a integral sobre a fronteira na tultima igualdade acima:

r P a(t) — aq a(t) — aq
L dyd —r < —_—dY+ —r = Yy = .
/0 /Qw(q T dy t+/21 o ¢ /zz 72 w 0. (272)
e (Z66),, ZT0), e &T2), obtemos

/0 /Qv(t)gwdydtz —%/2 %gz g:dz (2.73)

Por outro lado, multiplicamos (2.69); por g, solu¢ao de (Z63]), integramos o resultado

obtido em ambos os membros em € x (0,7), Q = (0, 1), e, finalmente, usamos integragao

por partes para obtermos

Lo @an- [ 900 [ 4@ e@an+ [ 510)6(0)dy

//g @dydlf%—// w)gdydt = // t)y g dy dt.

e ([263); e (269)3, a ultima igualdade acima torna-se
(9(T), 1) = {g' (D), f*) 1,120 / /g o dy dt+

// p)gdydt = // t)g v dy dt.

(2.74)

Substituindo
. oat) - o (. %) . Al ob )
L™ p= T@)Aﬁp a—y (a(y,t) a—y) + b(y’t)% + En é(y,t) 0_y
Lb0p [ 0e] 0
Oy Ot oyot  dy ot’
em (2.74)), temos

(9(T), £) = (g (T, )iy / [yt / [t avgay
o (. 86 8@
oy (a(y, t) )gdydt—l—/ /ayﬁt gdydt+/ /ay atgalyalt

/
ob Oy ®
/Q—ta—ygdydt—l—/ /b(y,t)aya gdydt — / /8 wgdydt
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Um célculo analogo como em (2.43))-(2.49), a ultima igualdade acima resulta em

(9(T), 1) = (' (T), £ s ez — 6 / 9(T)p(T) dy + / / o' dydt

/ / ¢Agdydt+/2“(t)(_? gidz
/ () &0 gdy dt—/ /ay< aly, t) )godydt
// y,t aagodydt+// &y, t) a I o dy dt
+5/0 /QgsodydtZ/o /Qv(t)g@bdydt,

ou seja,

(9(T), 1) =g (D), ) 1,100 — 0(9(T), [O) 1200y, 1130 / /9 pdydt

—m o (. dg § g dg  .0g
2 —_ - -
//[ Ag ay(a<y,t>ay)+b<y,t>8y8t+c<yt>ay+58 o dydi
_Lg
a(t) — 5> Og /() 830 //
+ _— dy. — gdydt = dy dt,
/2 20 Cay ™ T Bgvdy
isto é,

(9(T), 1) = (g/(T) + 69(T), ) sr-1(0) o / | (" + Lo gyt
a(t) — =3 a(t) — 5> Oy
2 A Y e SV Tt _
+ [ SOt eagas - [ SO 22 gdy /0 [A0gvdyar
que juntamente com (2.65]); e (Z.69),, vem
(9. £%) = 4/ (T) + 6T, P sanmon — [ "o o gy

T2 oy’
/ / ) g dydt. 2

Agora, separando a integral com termos de fronteira em (2.75]) e combinando com

(2.75)

(273)), obtemos
1 / 0 a a
(9(1), 1) = 4g'(T) + 99(T), f >H1<Q>,H1<Q>_/21(W)2W (;yp gdy
[T op . L[ e o0
/zz () oy’ 94> 0/22 Vi) By aydz
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que novamente combinando agora com (2.65])5, obtemos

(9(T), f1) = (g/(T) + 89(T), £) 1101 — /E % gg;

1 (alt) =) 9 D¢ 1 (a(t) =) 0q Op
/22 T oy oy / Vi) oy 0y

1 dX

ou seja,

Y3 (t) Oy

Definamos a dualidade entre H~1(0,1) x L?(0,1) e H3(0,1) x L*(0,1) por

- W) =55 02 45 = (¢ (T) + 89T, ) san e — (9T, 1) (2.76)

({g'(T) + 69(T LA ') = (g (T) + ag(T), fO>H*1(Q),Hé(Q) — (9(1), 11).
Assim, podemos escrever (2.70) por
a(t) — 5 0y
(o)== [ A s

onde <<, >> denota a dualidade entre os espagos H1(0,1) x L*(0,1) e H}(0,1) x L*(0,1).

Agora recorrendo ao resultado do Teorema 23] se

<<Aw1 f>> 1)+ d0g(T), f0>H*1(Q),H5(Q) — (g(T), 1) =0
para todo w; € L*(3;), entao
g_;j =0 sobre Xj. (2.77)

Portanto, no caso da hipotese ([2.20), segue de ([270), e (277) que

1 =0 sobre X. (2.78)

Combinando (2.78) e (2.70), temos

"+ LYp=0 em Q
1 =0 sobre X (2.79)
$(0) = ¢'(0) =0 em €,

que pela unicidade de solugao, vem que

¥ =0. (2.80)



Substituindo (280) em (2.69);, obtemos

"+ L =0 em Q@
¢ =0 sobre ¥ (2.81)
p(T) = f° ¢/ (T) = f' em Q,

2= (0,1). Pelo Teorema da Unicidade de Holmgren (cf. [I]), temos

p=0 em Q,
e portanto de (2.81))3, implica que
==,
e assim, pelo Teorema [2.3] segue o Teorema 2.4 O

Para finalizarmos esta se¢ao, temos como propoésito a procura do controle lider wy,
isto ¢, queremos encontrar wy, solugao de (Z58)) restrito a (2.60).

Antes, enunciaremos alguns resultados que serao essenciais para o desenvolvimento do

nosso estudo.

Teorema 2.5 (Fenchel-Rochafellar) Suponha que A € L(X,Y) onde X eY sao espagos
de Hilbert e que ¢ : X — RU{o0} e : Y — RU{oo} sdo funcionais nao-triviais
convezos e semicontinuos inferiormente. Suponha que exista x € Dom(y) N Dom(v)) tal

que @ € continua em x e Y € continua em Ax. Entdo

inf [p(x) +9(Az)] = — inf [p*(A%¢) + ¥*(=q)] = — min[p*(A%q) +¥*(=q)],
onde ¢* € a adjunta de ¢ e é dada por
" (p) = sup[(p, x) — ¢(z)]
zeX
Demonstragao: Veja Brezis ([§], pagina 15). O

Proposicao 2.1 (Caracterizagao de Solug¢ao) Suponha que H = Hy + Hy e que Hy e Ho
sao funcionais converos e semi-continuos inferiormente de um subconjunto convexo C' em
R, com Hy sendo gateaux-diferencidvel com derivada Hi. Entao, se u € C, as condigoes

sao equivalentes:
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(i) u € solugao do problema
inf H(p)

pel

(i) (Hi(p), & — p) + Hy(§) — Hy(p) >0 vEel;
(i) (H;(€),p—&) + Ha(p) — Ho(€) 20 VE€ O

Demonstragao: Vide Ekeland ([14], pagina 38). O

Com isso, o seguinte resultado ¢ verdadeiro:

Teorema 2.6 Assumamos que as hipsteses (H1) — (H3), (2.28) e (2.61) sao satisfeitas.

Entao o controle lider étimo wy € dado por

a(t) — m0/2 Op
N S A S b
wy, = 72(t) iy sobre >4

em que ¢ € dado pela solugao unica {p,,v,p} do sistema otimizado

"+ Lo=7(t)Y em Q

W'+ L =0 em Q

V'+Lv=0 em Q

P'+Lp=v(t)(v—12) em Q

=0 sobre X

(0 sobre >

= a(t) —mo/20p
oy’ (t) Oy

[ 0 sobre ¥\X (2.82)

( a(t) —mg/20p
) 3y sobre >4

v= 7@(1&) _ m0/2@ sobre Yo

() Oy
0 sobre X\X

p=0 sobre X
o(,T)=f% ¢, T)=f
v(0) =wv ()—0 em €
p(T)=p'(T)=0 em Q

sobre Y

\

e {f° f'} € H(0,1) x L*(0,1) € definido como solugdo tinica da desigualdade variacional

<UI(T’f)_U -f0>H Hl(Q) ( (Thf)_vomfl_fl)
(2.83)

tan (1701 =11 + ao(IFY = |FY) = 0,V F = {f°, f1} € HY(Q) x LA(<),
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onde em (2.83) escrevemos v(T, f) para explicitar o fato que a solugao {p,1,v,p} de
(2.82) depende de f.

Demonstracgao: Introduzamos dois funcionais proprios convexos

Fy: L*(2)) — RU {0}

Fy: HYQ) x L*(Q) — RU {oo}

como sendo
1
Fy(wy) :5/ w2dS Yy € (%)) (2.84)
31

Fy(Awy) = Fy({g/(T,w1) + 0g(T,wr), —g(T,w1)}) =

0 g(T) +0g(T) € v’ = v(T) + 0g(T) + o1 By,
, Se€
—g(T) c —’UO + ’U()(T, wl) — BLQ(OJ) (285)

oo, de outro modo

Observemos também que por (2.67) e (276) podemos definir explicitamente o

operador A*.

De fato, Vw; € L?(%;), temos

—/2 M8—@101 dx = <9,(T) +09(T), fO>H*1(Q)7H1(Q) N (g(T), fl)

V) Oy
= ({g(D) +9(T), —g (T} AL LD)
= Aw; =f
- <Aw1> .f>
= (w1, Af) o,
_ / A* fuy .
31
Entao, A* é dado por
A* L HY Q) x LA(Q) — L2(%y)
a(t) —mo/2 dp (2.86)

(ijfl) — A*f: - ’}/2(t) ayv

em que ¢ é dada em (2.69).
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Com essas notagoes, juntamente com o fato da imagem do operador A ser densa em

H=YQ) x L*(Q), encontrar (2.58)) ¢ equivalente

E t inf [F (A )
‘ ncontrar w1€1L1:12(21)[ 1(wr) + Fy(Aw)] (2.87)

Aplicando o teorema 2.5 ao problema (2.87) com X = L*(3), Y = H 1(Q) x L*(Q),
o=F:L*3) — RU{oo}e=Fy: HQ) x L*(Q) — R U {oo}, obtemos

e Sendo {QI(T, wlvf(wl))_'_(sg(Ta wlvf(wl))v _g/(Tv wlaf(wl))} S H_l(Q)XL2(Q)7
existe wy € L*(X1) de modo que Aw;y = {¢'(T,w1) + 6g(T,w1), —g(T,w1)} satisfaz

Aw, € {vl — (T, w1) + 6g(T) 4+ ot By-1(0,1y, —0° + vo(T, w1) — BLz(OJ)} =
FQ(A’LUl) =

Logo,
wy; € Dom(F;) N Dom(Fyo0 A). (2.88)

e Temos também que F) é continuo em wy.

De fato, seja |w} — wi|z2(x,) — 0. Assim, temos

1
() — F(w)] = 5 / fdz‘
1
1 'ﬂ n
5 — w1 dZ +/ wl(wl - wl)dZ
31
1/2
_1 2
5 ( ) / (W — wy)?dY
=0
1/2
1/2
+ / (W} — wp)?d% </ w%dZ) ,
\21 S X1
0

o que implica em

|Fy(wy) — Fi(wy)] — 0,

o que caracteriza a continuidade de F; em wy.
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Entao, temos

info, cr2(s) [F1(w1) + Fo(Awy)] =

. . X 2.89
— i [EAPPY) B (- PP (259
(f°,f1)eHg x L*(2)
Observemos que
i (w1) = Fi(w), (2.90)
visto que,
Ff(w) = sup {(wlawT)L%El) — Fi(wy) s wy € L2(21)}
w1€L2(21)
= sup {/ w%dZ—l/ w%dZ}
wleLz(Zl) 1 2 1
1
= sup {—/ w%dZ}.
wleLz(Zl) 2 1
= Fi(w), Yw; € L*(%)
Temos também que V f = {0, f1} € H} () x L*(Q),
F3({f°, '})
- sw {<<{g'<T>+6g<T>,—g<T>},{fO,F}>>—F2<Aw1>}
Awy €H-1(Q)x L2(R)
= s GO0y oy — D) T) - Faduy |
Awy €H-1(Q)x L2(R)
- —v’<T>+6g<T>+am,fo -
(100 Bagr ) <Bza ( 0 )i ()% Hy (2) (2.91)
—(v° = vo(T") — oo, Ja)}
—(UO_UO( ), ]?) + (! — (T )_I'(Sg(T)a}h)H*l(Q)xHé(Q)
+a; sup <71>]R)>H*1(Q)><H3(Q)+a0 sup (%’fl)
71 EB H—1(0,1) 'YOGBL2(0’1)
= (0(T) =%, F1) + (0! = v§(T) + 69(T), ) vz + al | V1] + ol 1]
or (2.86)), temos
~ — 2 N
4 (f) = - o200 (2.92)

VAt) Oy’
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e usando (2.90), obtemos

FH AP = Fr (—Ma—@)

V3 (t) Oy
B _at) —mo/20¢
-h < ) ay)

~

L () () =
dp

com 5~ € L*(3;). Portanto, (Z89) ¢ equivalente a
Y

inf  [Fy(wi) + Fo(Aw)] =

w1€L2(Xq)

et () () e

0t = (D) + 59(T), P sy + ol Pl + ao|f1|}

em que ¢ ¢ dada em (2Z69). Sendo assim, (2.93) ¢ o problema dual de (2Z58]).

Fazendo
n® =o° — vo(T)
nt = —vy(T) + dg(T),

e considerando a dualidade entre H~1(Q2) x L*(Q) e H}(Q2) x L*(£2), temos

L= L AP0 0 = 0 7Y = 0 ) iy

(2.93)

(2.94)

Entao, associamos a solugao do problema dual do lado direito de (2.93) & minimizagao

do funcional

O: Hy() x L*(Q) — R
definido por

o P = [ (") () @ oty (7P )

|| )] + aol F11.

Assim, temos

inf [Fl(wl) + FQ(AU)1>:| = _ min © {.]?07 .]?1})
Femi@x12(@)
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Agora, tomando 0 < ¢ = min{ag, a1} e usando a norma do grafico, reescrevemos o

funcional ([2293) como sendo

o P = [ (") () aw e oty 7P )

+EH(]/CD’F)HH3(Q)><L2(Q)'

(2.97)

Pelo teorema 2.1, temos que o funcional definido em (2.97) atinge um minimo ]? €
Hi(Q) x L*(2), solugdo do problema dual (2.95]), e este é tnico, pois o funcional O, é

estritamente convexo.

De fato, sejam {]?0, ]?1}, {9° g'} € HY(Q) x L*()). Pelos mesmos argumentos utiliza-

dos na prova da convexidade estrita do funcional (2.28)), temos
OIS I+ (1= M{e" ¢"}] = 20.({/°. '}) + ( - NG ({90 gl})

Portanto, para {f°, f1} # {¢°, ¢'} e A € (0, 1), obtemos

Assim, provamos que o funcional ©. tem um tinico minimo f € H3(Q) x L*(Q) que ¢é

solugao do problema dual ([2.953]). Portanto, de (2.58)) e (2.93)), segue que
inf / widy =
wleLz(Zl) b

. 2 o5 2
g 2 [, (5 mO/) (5) o=+ 0P P) oy
I

(0t — () + 59(T). ) s s +a1||f||+ao|f|}

restrito a (2.60).

Seja entao j?: {fo, fl} a unica solucao do seguinte problema dual:

~ i {1/E<A* 245 + (=, "} {0, F }>>+a1HPH+aO|F|}, (2.90)

Femi@xrz@) (2
onde A*f ¢ dada em (292).

Fagamos,u:f,fzfeH:@com
1

m- | (A fyras

= (({=n" "L A% P + |l + ol £
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Agora, temos

d

= S (F+MT- 1)

- B / (A%(F +A(F - f))Zdz}

- %[/E 2 (A AF- ) A(F - f)dE]

A=0

A=0

- | [ e Foanpat - a]
31

A=0

:/2 A*f(A*f — A*f)dS

L) 5 55

Pela proposicao 2.1] obtemos a desigualdade variacional

a(t) —mo/2 28_‘? 8_@_8_@ 720 Py g 1.0 il 70
[ (e )Vay (5~ & ) o=+ (PP o)+l -

1\

+aol 1 = (U0 S 1 A=t ") = anllfOll = aol 1] = 0.
Analisemos o termo (#x) em (2.100). Notemos que, por (2.76]) com

oy = D) = mo/20p

() Oy’
obtemos
[ (M) (5 ) s 04800, 1%, sy~ (01 @100
Também,

a(t) —mo/2\* 9y 0p o, N
/21 (T(t)) a—ya—ydE B <g (T) +0g(T), J/m>H*1(Q),H3(Q) - (Q(T), f ) (2.102)
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Portanto, de ZI01) e (ZI02), segue que

LS 5 (5-5)

o) 7 (t) dy \ 0y 9y (2.103)

= —(g(T), f — 1) + {g'(T) + 69(T), f* — ) vy @)
Substituindo (ZI03) em (ZI00), obtemos
—(9(T). F' = ) + (g (D) +69(T). F* = ) sy ey — 1) ey v
+(F1 1) + (") sy ooy — (F1on”) + (Il = Hfoll) +ao(If' = 1) = 0.
Assim,
—(9(T). ' = 1) + (g (T) +69(T). P = 1) yvqyrmiey = = 71 sy

H(F = 1)+ (111 = 1) + o (1FY = 1 £1]) = 0,

ou seja,
(g () +09(T) = ' " = 1) sy iy — (9T = 1 7 = )+ aa (1] = 117°11)
+ao(If' = 1) = 0.
Portanto,
(¢(T) +69(T) = v' + 04(T) = 59(T), f* = 1*) ysiy sy — (9(T) +v0(T) =0°, ' = f")
+aa (1P = 11£°11) + ao (17 = 1£1]) 2 0.
isto é,
(oh(T) +g'(T) = 0", F* = 1) sy iy — (00(T) + 9(T) =0, Fr = 1)
+ar (I = 101 +ao (|1 = 1) 20, ¥ Fe Hy(Q) x L*(Q).
Agora, tomando

vV=1vy+¢g

como em (2.62));, a prova esta concluida. O
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2.4 Apéndice — Existéncia, Unicidade e Regularidade

de Solucoes

Nessa se¢ao, objetivando a completude de nossa exposi¢ao, investigaremos a existéncia,
unicidade e regularidade de solugao para os sistemas (2.11) e (2.I]). Iniciamos com algumas

observagoes:
Observagao 2.5 A hipdtese (H1) implica que a(y,t) > 0.
Observacao 2.6 Temos
[ +9yl <Y & = <ad' +9y <7
Com efeito, temos que o/ +~'y <+, poisa/ <0 e 0 <y < 1. Também, temos que
—' < o + 7'y equivale a 0 < o ++'y +7" ou 0 < B+ 7'y que é verdade desde que
="
Observagao 2.7 Da hipdtese (H3) e da observacgao[Z.8, temos que

(v)?
v

() +~"(t) y| <

o que implica em

maX{|O//‘, ‘/6//‘} S (7,)2

g
e
|f}/”| < 2 (ry/)2
v
Representaremos por ((,)), || - |; (,), | - |, respectivamente, o produto escalar e a norma

em H}(0,1) e L*(0,1). Denotaremos por a(t, v, z) a forma bilinear definida em H}(0,1) x

H}(0,1) por
! v 0z
a(t,v,z) = a(y,t) — — dy.
(to.2) = [ aten) 55 dy

Note que a(t, v, z) é continua, simétrica, positiva.

Defini¢ao 2.1 Consideremos o problema (ZI1) com dados vy € H}(0,1) e vy € L(0,1).
Dizemos que uma fung¢ao v : (0,1) x R™ — R € solugao global fraca do problema (2.11)
quando

v € L™(0, 00, Hy(0,1))

v € L*(0,00, L*(0, 1))
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e satisfaz, para todo T > 0, a equagdo integral

//vfdydt e
/ /ro ——+a( ))v—dydtjt/T/a(y,t)@%dydt
// y,t) dedt+// ¢y, t) dedt+/ /5 £dydt =0,

V¢ € L*(0,T,Hy(0,1)) , & € L*(0,T,L*0,1)), £(0) = &(T) = 0 e satisfazendo as

0t )) vAEdy di

condigoes 1niciais
v(0) = vy, v'(0) = v;.

Agora enunciaremos o resultado que nos garante a existéncia e unicidade da solugao

global fraca para o problema (2Z.I1), no sentido da defini¢ao (2.1]).

Teorema 2.7 Sejam vy € HJ(0,1)NH?(0,1) ev; € Hi(0,1). Suponhamos que as hipdte-
ses (H1) — (H3) sdo satisfeitas com

1 ™ mo 1/2
< - -0 2.104
0<7<4<w+1)(10> (2.104)
¢ 2 2
) 1 2 ([ +1 1 (7 +4 m0)1/2
- > | — + — — | —— — . 2.105
2 [2%_‘_%( T )_I—%( 272 )}(2 ( )

Entao o sistema (2.11) possui uma tinica solugao global fraca v(y,t) (isto €, definida para

todot>0el0<y<1).
Demonstracgao:

Existéncia : Para a existéncia da solugdo global de (ZI1]), utilizaremos o método de

Faedo-Galerkin que consiste em trés etapas:

1. Construgao de solugoes aproximadas em um espago de dimensao finita;
2. Obtengao de estimativas a priori para as solugoes aproximadas;

3. Passagem ao limite das solu¢oes aproximadas.

Dividiremos a prova em dois casos:

Caso 1: w =0 sobre .

96



Solugoes Aproximadas
Consideremos {z,, A, }, v = 1,2,..., solu¢des do problema espectral
((z1,v)) = \(20,0), Vv € Hy(0,1).

Sabemos que z, = sen(vrz) , A, = (v7)? e que (z,),en € uma base Hilbertiana de H (0, 1).
Representaremos por V,, = [z1, 22, ..., 2] 0 subespago gerado pelos vetores 21, 23, ..., Zp,.

Se Uy, (t) € Vi, temos a representagao

= Z gum(t)zu(x)

Seja vy, (t) € V,, solugdo do sistema de equagoes diferenciais ordinarias

(v (t),0) + 721(15) (—% + a(t)) (VUm, VU) 4 a(t, vy, v) + (b(y, ) %7 v)
. Ovp, OV, _ .
Helt) G 0) + 8 (W,v> _0. vuev, -

Vm(0) = Vo — vo em H(0,1) N H?(0,1),

v,(0) = vy = vy em HE(0,1).

m

O sistema (2.106) tem uma solugdo real em algum intervalo (0,%,,). As estimativas a

priori a seguir permitirao estender as solugoes ao intervalo (0, 00) e tomar os limites nas

solugoes aproximadas de (ZI00).

Estimativa 2.1 Tomando v = v/, (t) em (2I06]);, obtemos

(tfp ) + 3 (=22 1 a(t)) (Vi V) + a0

Y2(t) 2
. o’ ov ov (2.107)
+ (b(y>t) 8—yavm) + (C(yat) a—y>vm) + 5 ( 8t 3 m) =0.
Agora,

(W (), v / (.02 dy = = Lt )2 (2.108)
man m th ’ 2 dt ’

(Von(t). Vo, / v Lo @109)
UmAt)s T o dt Um(y, o g '

(%—fm) = (W ()0 (0) = O (2.110)
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Substituindo (2108), (2109) e (2110) em (2.I07), obtemos

s P+ f(t) (720 4 a)) L ()| + alt, v, v}

dt
(’3 (.t ) + (é(y,t) a(;)—;,v;) + 8wl = 0. (2111)
Notemos que
a(ts U, vr,) = % % a(t, U, V) — %a’(t,vm,w 211
i) = / .9 (aa—;) % (2.113)
(506 %52 ) = 5 8000 000 ;o Ry
= [ L ora o
Também,
i | (524 at) gl = (<752 ) (=35 ) el
+d (05 ol
+ (15 ) gy gyl
o seja
mi@) (75 +00) el = [(—”;0 ®) 3 mw]
O3z 1ol 115

Substituindo (2112), (2113), (2114) e (2115) em (2.II1]), obtemos

;;1| 0 iy (5 ot0) ]
0 / , 1

[0 ¢ (5 0) Sl et

s | ooz [ en%m e,

—_

1
S t ms Ym) T S
2&( v v)

98



70
Obtemos, tomando mg = —, que
m

O + (00~ 52) ] ol = = (5 ) el

-1y |k Yo 9
— +— (L + L m
[QWVP mo ( 32 a0 | leml

vy 2k — T k 9
s ~ ) |l
mry Y Yo

2k — k 2k —
Queremos que % 0 ou v(t) > < ? TO) Y. Como ~(t) > 7, entao
7o
2k —
1> 7o ou 1y > k, onde k = Eo, onde E ¢ o moédulo de Young do material e o é a

secao transversal da corda.

Portanto, se 75 > k, entao

49 (o0~ 2) 2 e 20

o que substituindo a expressao acima em (2110, concluimos que

1 d /2 d mo 1 9 1 d
2dt|vm| + dt [( 2 +a(t)) 272(t)||vm|| } + 2dta(t,vm,vm)
]‘ / 1 ! 86 / 2 ! . a’Um , (2117)
_§a (ty'UmaUm) - 5/0 a_y(vm(t)) dy“_/(; C(y,t)a—y'l}m dy
+0]v, (1)]* < 0.
Notemos que
L ob 2
o — — U;n t > 0.
Aé%((»
Agora,
Loy moy e (@)@ +9"y)y
2a(y7t)_ 9 73 ( ‘I”}/y) ,yg—l— 73

m
Sabemos que (o’ +7'y)* < (v)? < ?0 o que implica em

/ /
mo 7Y
_ O/ ‘I’ / 21 > -
Pela observacao e da hipotese (H3), temos
G p )
/ / " 1 " 1 / / 2 /
(a+7w$f+vyw <ybf+WMV§7Aa+vw_1§:Lmo

73 v P TP 8
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e assim,

Portanto,

€

OVpp, OV, < Mo

1, I ol 2
-3 tmam:__ t——d m
¢ 3 omun) = 3 [ @052 5 4y > 20 L,

Temos que

o que implica

b Mo/ erl2
[ } /
0 0
1 /2
</ WZ)I 8vm
0

<[5
0 Y

OV,
dy

| dy

[0

|| dy

8vm

I 9

/
- d
4)\/0v |Um| Y,

onde A > 0. Tomando A\ tal que

AW)4 _moy
PG Nt
entao
1 ()
4\ N mo7Yy
Portanto,

1 N3
Ovp,
/e(w)—” o, dy| < 0 v+ O p
0 mo7y

ay ™ T 4 48 mn

1/2

< 0 2 0 () e
4 ’}/ moYo 8 2 2
= 0 o o (220) o
Ty pltm 1670 \ 2 mh
e assim obtemos
1, ! O 1 /mo\1/2
-5 t ms Ym C at— d _—<_> /t2
st + [ a0 dy =~ (52) o)
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Substituindo (ZI18) em (2.I17), obtemos

L P+ % {(—% +a(t)) Mi@) va(t)ﬂ

2dt" ™
hy ! D (2.119)
mo
L)+ 5 2 ()] g o <
by gpattomon) + [ = 1o (5| o <o
Escolhamos 0 > 0 tal que
0 1 mo 1/2
- > — ([ — 2.12
2~ 167 ( 2 ) (2.120)
e assim, obtemos de (2.119) que
D t —_— (—— t)i mt ~ 7, t) my Ym
5t OF + 5 | (<752 +a0) 53l O] + 5 ottt -

4}
+§|v;n(t)|2 <0, paratodo t>0.

Integrando a expressao de 0 até ¢, t > 0, obtemos

[ bR+ [ (<2 0) (I s

1 ["d 5 [
—l——/ —[a(s, Um, Um)]ds + 5/ v/ (s)]2ds < 0.
0 0

2 ds
Logo,
D r - beor s 2k (270 o) Il
51U 51 Um 700 5 ta U,
gy (-3 + 40) lem O + 500
1

5 t
~ L0, 0, 0m) + —/ W' (s)ds < 0.
> 2 J,

Como ~v(t) é limitada para t > 0 e a(t) € WH>*(0,00), entdo existe uma constante

1
c; > 0 tal que W (—? + a(t)) > ¢;. Sendo assim, tomemos
(1
Co = INin 5, C1 .
Portanto,

s (o O + [ 0] < 51O + gz (<552 +(0)) [ O
1

1 t
2 lt U ) 2000, v, ) — 5 / [t () 2ds

Assim, obtemos a Estimativa 2.1, a saber,

v + lom®)]]* < C, (2.122)
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onde

11 m 1 1
0= L[+ (=52 + ) gl + a0, 00,00

2 27 2
0*v]
Estimativa 2.2 Tomemos v = — 5 5 = —Av;, em (2.I06),. Logo,
Y
1 mo v,
2 2 m
A m 13 my
2dt|| OIF+ 55 ( 2 ) | U|+a<“ ay2)

(2.123)

. ol 0% 3 v, 00}, r2
(b0 5 ay2)+(c<y,t>a—y,— o)+ I =o.

Analizaremos os termos da equagao acima.

v\ 1d ) I )
o (1o =518 ) 38 [ ot 0@ty 3 [ it S0y

/ [aa 8vm] o' A Ovy, OV, [P
7 dy + ———
dy Oy | Oy dy Oy Oy |,

y=1 /1 b (01} )
— - dy
_ o Oy \ Jy

y=0
1 [Yab [ov,\? 1. v\ v
_5/0 _y<(9y) dy_§b(y’t)<3y)

Observacao 2.8 Sabemos que b(y,t) = —2 (7
v(t) > 0. Entao

y=0
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Também temos,

/1 0 [5( t>8vm} 8vind & t>8vm o P!
= a Y, )—— Yy—Cay,t)—(7— )
o Oy dy | Oy Ay Oy |,—
onde a ultima igualdade é uma consequéncia da integragao por partes.

Substituindo as expressoes acima em (ZI23), obtemos

1d / 2 1 mo d 2 1d lv 9
St OIF + 55 (=57 +a(0) 18wl + 55 [ (1) (Av,)* dy

2 2dt J,

1 [t 9 /1 0 [&iﬁvm} o’ 0a Ov,, O’
= | d(y.t) (Avy)’dy — | = | =" gy + —— 2 m

2/0 (9,8) (Avm)" dy o Oy [0y Oy (‘9yy Oy 0y Oy

1 [ ob <aq/ )2 1. (81/ )2
po | =2 dy — by, t) (=

2/0 oy \ Jdy Y73 (v, ¢) oy

Qv OV, [V

_x Zm 12 —

y=0

y=1

y=0

_ 2.124

y_1+/1£{é( t)_avm] Ovin 4 e
o oy | oy | oy Y

y=0

Temos visto que

1 [ 2 mo ' 2
-5 | @ @udy = P Au P
Também temos,
2
y s o + V/CU)
a y7t = 5 — (
t) = 5= (=
da » <o/+7’y) o4
dy v g
. 2

Portanto,
L9 [dadv,| ov, L 9%a 0v,, O, Y da 0%v,, O,

— | = dy= | 5arzdy+ [
o Oy [0y Oy | Oy o Oy* Oy Oy o Oy Oy* Oy

1 I\ 2 /

v\ * Ov,, Ov
= -2 — ] —="d
/0 (7) oy oy "’

/1 <a’ + v’y) v 0*v,, OV
-2 — dy.
0 gl v Oy* dy
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Obtemos

_2/1< ) 8vm8vm
o \v/ Oy 0Oy
A\ l/ ' m077r2

o 32 3

AN T2mgy’

Tomando

resulta que

121 1
Como 72|12 < |Avn|?, (7)? < % (—) e — < —, temos que

Y Y

< (2 ol Lt
v g T

1 I\ 2 /
Y\~ Ovy, Ov), 2 /mg\ /2
2 [ (2) GeTmay) < B AP+ (52) " e
o \v/ 0Oy 0Oy 32 2y \ 2
Também temos,
1 ! 92 ! / 2 !
0 vp, Ov;, v 1 0%V, | | OV
) ! 1) LY Um ™ / L ml =
' /0(a +7y)72 92 Oy y' o/ +7y|72 97 || oy
1 I\ 2| 92 /
o (2 %
0o \7 oy* || Oy
04 1
< (2 ) v+
~
Tomando A
(L) = m
gl 3272
obtemos
1 32(y)° < 2 (m0)1/2
AN mey T oy \ 2
Portanto,
1 !/ 92 /
0“v,, Ov 2 /mg\ /2
_2 / / l m md Am2 _(_0> 2
-2 [ LG ) < T+ 2 () )
e
[ ]
™41

dy |0y Oy | Oy — 1673 Yo \ 2
ob !

Temos que — = —2l e
Ay g
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De
ey 1) = T
v
8é "
a_y(y?t)___a
segue que
Lo ov,, | oV’ L 9¢ ov,, OV ! 9%v,, OV’
— | ’t_m md — m md +/ ,t m m
/oﬁy{c(y)ﬁy}ﬁyy o Oy dy dy (y)8y28
Temos
L 0¢ Ovy, O, m g ’</1 1| | Ov | | OV,
o Oy Oy Oy “Jo v |0y || Oy
1 "2 /
S/ 2(7) 1 Ovp | | Ovy, dy
o Y 7|0y || 0y

v ! 2 1 2
<4\ — A — |’
< A(v) [Av 2 + 510

mov 2 mo\ 1/2
< Sl Aunl + —— (52) Il
32 ’}/0 2

Também, temos

1 " "
/0 (y,t)aa;’mﬁgmd‘ /'O‘ el
/(a +vy)21
0 Y Y
1 ’7/ 2 a2vm
/)

0y?
7\ 1
< I A 2 . / 2.
<A (Tt + il

9%,
dy?
9*v,,

Oy?
ov),
y

ov),
Ay
ov),
Ay

dy

IN

dy

IA

N\ 4 / N3 1/2
Tomando A R 0] e i = 30 < i (ﬁ) , obtemos
g 3293 AN mey T 2%

1 2 / /

0°v,, Ov m 1 /mg\ /2

| w05 mdy\< L |Avm 45— (52) el
0 dy* dy gl Yo

Portanto, obtemos a estimativa
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Lo Ovy, | OV 1 (44 7%\ rmoyL/2
I m Um A 2 s Y 1 2.
[ o 5| Gy < Soan e (L) (50)

y=0 Y Y
Temos
da _ 5 (o/+7’y) v
dy ¥ ¥
da dvy, OV, |V By 8vm ' o/ |/ | v, ' o/ ‘
<ol 1 1o | L, )|+ 21T 0,4)] [ Lm0, ¢
dy oy Oy |,_o| =~ B~ ( ) (‘9@/( ) Y 0y( ) (‘9@/( )
B ) o
4\ B dy | \P Oy
2 (o' /? |00, 4|y M2 | Qv
T (7) R 2’12 | Oy 0.9
B’ ol ‘2 8(8'Y')*y [Ov, 2
Dm0 + 1,¢
oy , (L) Y| Oy L9
M (%m 2 8(a' )2y |Ovm ?
ﬁ’ 01} 2 (27’)3 Oy, 2
Lo+ (2L) | =2t
Seof +(2) |Gz
oty 4 (20 [ o
+— 5 oy —(0,t)| + o 9 (0,1)

Notemos que 5/ ="+ o <7 e |&/ ++'y| <~ implica |o/| <.

Temos

Oy, Lo Ov,, Oy, L 9%,
G0 [ o ( ay)dy—/o T,

Oy, L 9%, 1
/ Fm dy + 5 Zdy < ||| + |Avy,| < < T ) | Avyy, |
o Oy T

Portanto,

vy,
8—y(1’ t)

2 2
1
< (”* ) | Av|?.
T
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Pelo mesmo argumento, temos

[ ]
2

vy,
0.0

IA

2
<7T—|— 1) A, 2
7r

Portanto, obtemos

da Ovy, OV, |V 5/ o' n, t)2+ 2Y\* (7 +1 2|AU :
dy Oy d |, oy y T "
M 0 o P (2N (TN
12 2
Da hipotese (H3) obtemos que |o"| < (<) e |B" < <B>, e como
Y Y
¢y, t) = —w, temos
Y
[ J
vy, OV, [V |ﬁ”| Oy, o) ‘ || | Qv ‘ ! ‘
oy, t) =2 1,t (1) + —(0,t (0,
woGeGel <L ay( )| |G, |+ 1 B 0,0 o,
5) ‘ Oy, ' <O/)2 o’ ' Oy, ‘
S A Lo+ (& 0, | (0, ¢
<7 0y( ) g (‘9@/( ) (‘9@/( )
_1 5/ 1/2 av 2(5 )2 1/2 a’Um (1 t)
2 V()R | oy
/|1/2 av 2<a )2 1/2 8Um 0.1
271/2 By 015 2o’V | Dy (%)
ﬁ’ o’ 2 2(8)% | Ouy, 2
<52l + 20 152 an
o |ovl, > 9« 8vm 2
+ — | | y —(0,t)| + <4|O)/| oy — (0, t)‘
ﬁ’ o' > 2(¢)? | Oup 2
< Zm
<4 [yl 7 o
v/ Ov,, 2
g 0 (0, t) + <73) 9 —(0,t)
B’ ov), 2 27 T+ 1
(1,0 -+ 228 (1) ja,
|o/| ovl, Y? [+ 1 )
3 | oy (O,t) + -3 - | Avy,|
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(o)
||

Notemos que consideramos = |d/]® < (/).

Também obtemos

20’ (av;n )2 2(—a) <av;n )2 B <8v,’n )2 4 (av;n )2
— 1,t) | + 0,t)) —— 1,t) | —— 0,1
rall Sl 5, 00) — 55,00 -\ 3, 0t
1B (0, 8/ —|o/| [0, 2
4y < dy (l’t)) R oy
76" (O 2 _7d (O 2
- m m > .
4y <3y (1,t)) Ty (8?; <0’t>) ="
Substituindo as expressoes acima em (2Z.124]), obtemos

Ld [
2dt J,

1d 1 (_@

il + 5 (75 + o) FAwm®F + 55 [ alu.)(Bont) dy

! ! 1 2 / 3 1 2 / 3
Moy v g (LY (D) g (TE2) (D) | v ()P
4 3 1673 T 0 ™ vy
(2.125)
s 1 <m0>1/2 2 (m?+1 <m0)1/2 1 /(7244 <m0)1/2
27 \ 2 Yo w2 2 Y \ 272 2

[|v, ()]
<0, para todo ¢t > 0.

Portanto, de (Z125), da observacao 2.7 e das hipoteses sobre 7' e §, obtemos a Esti-

mativa 2.2, a saber

1d, , 2 1 mo d o 1d b 2
5 7l lom @I + ( 5 +“<t)> g Avm O+ 55 0 iy, ) (Avm(t)) dy (2.126)

)
+§Hv;n(t)H2 <0, paratodo t>0.

v B
oy?

Awv,, em (2.106]);. Logo,

Estimativa 2.3 Tomemos v = —

d / 12 1 mo 2
(0 T0) = [l +72( : + a(t)) | A0 ()] + alt, v, —Avy)

(2.127)
od 2 i vy, . Im _
ol + (05~ ) + (et 52, -0, ) =0
Como
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entao

a(t,vm,—Avm):/Ol < 0vm)

8@ aUm, 821)m
o Oy dy Oy

2, \ 2
(8 Um) a.

1@80_’”82%”0[ ‘</ |a +y'y| [ Ovm | | 020
o Oy 0y Oy’ - Jo V2 Ay || 0y?
1 N\ 2 5
§2/ (l) Ovw || 22
o \7 oy || Oy

1v 9%v,, 2 m, 1 9%v,, 2 Lo 4+ ~'y)2 9%, 9
/a(y,t)< 2)dy:—(;/( 2)dy—/( ;yy) ( 2)dy
0 oy 292 Jo \ Oy ; 5 3y
Lol +~y\? [ 02 2
o 2 o +7Yy v,
272' ! /0 < v ) <0y2) W

1 / / 2 2 2
_/ o +7Yy o dyZ—EIAva
0 o Oy? 32

mo myo mg )
t ms _A m > I oo o A . .
a( , U (Y ) el < 47_(_72 + 272 8,}/2) | |

Também, temos que

No entanto,

/

s ov
= b(y,t)Av,,——
[, M2

1 / / 2 1 ) )
S/ (M) (Avm)2dy—|—/ (8vm) "
0 ! o \ Oy

01 Av |2+ [0, |2

_82
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OV,

| Avy,|dy

.\ Ouy /1 o’ + 7'y
c(y,t)—, —Av,, || =
K v Ay’ )‘ 0 v

LT
0 Y

- 871'”)/

Substituindo as estimativas acima em (2.127), obtemos

d

7 (YU, Vo) + 7(; |Av,, 2 = 2|0, * <0, (2.128)

e lonll? +
241"
pois —% +a(t) >
0
Multiplicando (ZI28)) por 1€ somando a (2.120]) da Estimativa 2.2, obtemos

mo
2

0d / 6% d 2y 5 Mo 2 rpz L 12
1 (Tt Vi) ol P+ 2 22 AP = S+ 5 0]
) p ) d ) 5 (2.129)
Mo 2 . 2 2
— (- L Aval + 5= A et <
o (7 T a0) gldenl+ 5 | aly 0(@en)dy + P <0
ou seja,
Ldf ) 2y L mg )
5d—[||vmu (90, i) + el + 25 (=122 +a)) |00
5 moed y _d |1 mo 2 (2.130)
(A Avpr < £ |2 (- A -
+/ aly. t)(Avy,) dy} +gpoal ol < [272( 2 a(t)) | 1A
<0.

A ultima desigualdade decorre dos calculos vistos na desigualdade (2Z.117).

Consideremos a funcao numeérica definida por

1) I (01 + 3 (T (0), T () + 2 o]+ =5 (-5 +a0) 120, 0

+ /0 a(y, t)(Avy,)2dy

Assim, podemos escrever (ZI30) como sendo

2
EHI(T,) < _m05 |AUm‘

5 <—3 (2.131)
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Lema 2.4.1 Para todo t > 0, temos que 0 < H(t) < H(0).

Demonstracao: De fato, temos que

§ 5 1
3900 90| < Tl +
€
(-5 +alt) = 52205 aly,1) > 0
Portanto,

Agora, como

entao de (2.I31), temos que
H' () <0

para todo t > 0. Logo, H(t) é decrescente para todo ¢t > 0, isto é,
H(t) < H(0)

O

Como H(t) < H(0) para todo t > 0, obtemos estimativas para ||v] (t)|| e |Avy,(t)]
independente de t.

Passagem ao Limite : Das estimativas obtidas acima, extraimos uma subsequéncia
(U,)ven de (Vn)men tal que
v, = v em L>*(0,00; H3(0,1) N H?(0, 1))
v, = em L*®(0,00; Hy(0,1)).

v

Pelo teorema de compacidade de Aubin-Lions [30], extraimos uma subsequéncia

(v,)ven, que representamos ainda por (v,),en, tal que

v, — v fortemente em L? (O, oo ; L*(0, 1))
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Para 6 € D(0,T), temos

/ /v”z@dydt / vl 2) / i t) dt
o d

= lim ( ,2)0(t) dt = — lim T(vi,z)@’(t) dt

T—o00 T—o0

:—/ (v 2)0'(t) dt — — / (W', 2)0'(t
0

= — lim (v ,2)0'(t) dt = lim

T—o0 0 T—o0 0 d

=1

:/OOO d(v z)H(t)dt:/Ooo(U",Z)e(t)dt
/ /v”z@ ) dydt

(vl z) = (v",2) em LQ(O, oo ; L*(0, 1))

isto é,

Da hipotese (H1) e das Estimativas 2.1 e 2.2, temos

(- ) Gt

<C em [0,00).

~2 9 D2
Entao,
1 mo 821],/ « 1 mo 82’0 2
— | —— - —(—— — L™ ; L7(0,1)).
72( 5 +a(t)> 5 72< 5 +a(t)> e em (0,00;L*(0,1))

Integragao por partes nos da que

a(t,v,,z) = a(t,v,z) em L2 (0, oo ; Hy (0, 1)),

o (. ov, 42 . @ 2 T2
o (a0052) = 5 (atn0gt) en 220,005 220.1),

De fato, para z € D(0, 1), temos

& & ! ov, 0z
at,vy,zdt:/ (/a ,t—”—d)dt
/0 ot = [ ([ a0 525
(5 (o) )
- — — (a(y,t 2dy | dt
/0</0 dy <y>8y Y
& 18( 8@) )
s — (aly,t)= ) zdy | dt
0 (/oay < >8y Y
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isto é,

Logo,

Oy Oy Oy Ay
(§]
5 ov, o (. ov 2 72
o (cw0%) 5 (w0g) em r0oeir0.D)
Também,

ov, s Ov 2 72
) (W’Z) ) (E’Z) em L (O,OO,L (0, 1))

Das convergéncias acima, tomando m = v na equagao aproximada, temos
/!

(vl 2) + 721@) (—% + a(t)) (Vu,,Vz) +alt,v,2) + <b(y,t) aal;v7z)

5 ov,, ov,, B
+ <c(y,t)@,z) +0 <E’Z> =0

Ao limite com v — oo, temos

(", 2) + ! (—% + a(t)) (Vo,Vz) +alt,v,z) + (B(y,t)a—vl, z)

72 (t) Oy
+ | ¢ t)@ 2] +9 v z] =0 Vz € L*(0,00; L*(0,1))
ya 8y7 ata - ) ) ) )
ou seja,
p_ L (_mo v oy 20 1 ey 028 4 520
v ) ( 5 +a(t)> 5 +a(t,v, z) + b(y, t) o —l—c(y,t)ay +5at =0

em L2(0,00; L2(0,1)).

Das convergéncias obtidas, concluimos que
v(0)=0 e v'(0)=v; em (0,1)

provando que v é a solugao fraca do sistema (2.I1]) para o caso w = 0.
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Unicidade : Sejam v e v duas solug¢oes do teorema 2.7l Logo,

(", ) + ! (—@ +af(t )) (Vu, Vo) +alt,v, ) + (E(y,t)g—z,cp)

+( (y,t)g ,@) +5(%, ) =0
@, ) + 721(t) (—% + a(t)) (V0, Vo) +alt,v,¢) + (E(y, )%Z’ <p)
§ ov oo
+ (c(y,t)—y,ap) +90 (E, ) =0
Assim
(" —=0", ) + 21(15) (—% +a(t)> (V(v — ) Vgo) +a(t,v — 0, )

Tomando z = v — ¥ na equagao acima, resulta que

721@) (—% + af(t )) (Vz, Vgo) +alt,z, ) + (B(y,t)g—j,go)

+< (v, >g;,so) +6<gj,gp) —0 em L2(0,00;L%(0,1))

(2", ) +

Tomando ¢ = 2’ na equagao (2.132)), obtemos

(2",2) + 1 <_@ + a(t)) (Vz, V) +alt, z,2') + <B(y, )aZ/,z')

YA\ 2 Ay
+<é(y,t)g; )*5@; ’):0.
Agora
)= g [ 1P = P
(v22) = 34 [ 192y = 3 01
at, 2, 2') = §Ea(t,z, 2) — %a’(t, 2 2)
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im0 -2 [ P (2.138)
= 0y, zZ\Y, S 3 2 Yy .
2 =0 2/, Oy
1 [rab .,
== [ =()%dy.
2, ay(Z) y
Substituindo ([2Z.135) — (2.138) em (2.134)), obtemos
L e (oo e - Ly
sl OF + 55 (=5 +a(0) Fl@I + 5500t 22) = 5(¢.7,2)
Lo 5 (2.139)
- VAV - _Z / / 2:
2/0 ay(z)aly%—(c(y,t)ay,z)+c5|,z(t)| 0.

Um calculo anédlogo conforme visto na Estimativa 2.1, obtemos

iy (~ 5+ 0l0) IO + ate. 22) - 5a(0,5.2)
—i-g Ot |2/ (5)|?ds < 0

Como z(0) =0, 2/(0) =0, a(t,z,2) > 0 e a(0, z,2) < 0, entdo da expressao acima,

temos
31 OF + 5 (<52 +a0) =01 = 0
sma (— 55+ a(0) =01 > 55 >

entao, da expressao acima, temos
|Z'(@) =1lz(®)][ =0 em [0,00),

isto é,

z(t) = 0.

Logo,

v =1,

o que mostra a unicidade no caso w = 0.
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Caso 2: w # 0 sobre ¥
Inicialmente, tomemos w € HZ(0, 00; H¥/*(T')).

Seja g € H{ (0, 00; H*(R)) tal que

q(0,t) = w sobre X
q(1,t) =0 sobre X\

0
e que ¢q(y,0) = a—z(y,O) =0com0<y<l.
A existéncia de ¢ é garantida pelo teorema do traco.
Observemos que ¢” e Lq sao objetos de L? (O, oo; L2(0, 1))

Consideremos o problema misto
=—¢"—Lg em Q

p" + Lp
p(0,t) =0 sobre X
p(l,t) = O sobre 3\%,

p(y,0) y,0)=0, 0<y <1

Desde que —¢" — Lq € L? (0, oo; L2(0, 1)), segue do caso 1 visto anteriormente, que o

sistema acima possui uma tnica solucao fraca p.

Por defini¢ao de solugao fraca, V1 > 0, p satisfaz

/ / §dydt—/ /m -0+ aft) Apgdydt—/ /ay<
/ / y,t) fdydt—l—/ / c(y,t fdydt—l—5/ /—fd dt
_ /0 |t = Loy

em D'(0,T), V& € L*(0,T; Hy(9)).
Entao

v=ptq

satisfaz

) Edydt

/ /v"fdydt / /Q7 ———I—a( Avfdydt—/ /0y< aly,t) )fdydt

// y, 1) alfdydt—l—// éy,t fdydt+5//—§dydt
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em D'(0,T), V¢ € L? (O,T; H&(Q)), ou seja,

/OT/Q [UH - % (_? * a(t)> Av — (9% (d(y, t)g—:) + B(y,t)g_z

w0
F(y, )2 58—:

3y Edydt = 0,

em D'(0,T), V¢ € L*(0,T; Hy(Q)), isto &,

T
/0 /Q (v" + Lv)édydt =0, V&€ L*(0,T; Hy(Q)).

Logo,
V' +Lv=0 em Q.

Também, notemos que

v(0,t) = w sobre ¥
v(1,t) =0 sobre X\X,.

Com efeito, sobre Yy, vale

0(0,8) = (p+ ¢)(0,8) = p(0,t) + ¢q(0,8) =0+ w = w.
Agora, sobre ¥\Y,, temos

v(1,t) = (p+q)(1,t) =p(1,t) +q(1,t) =0+ 0= 0.

Finalmente, em 2, vale

i

v(y,0) =0, T (y,0) =0,
visto que,
v(y,0) = (p+q)(y,0) = p(y,0) + q(y,0) = p(y,0) = 0
e
Q. oy dp+a) _op 9, \y_ P o _

Portanto, v é a tnica solugao fraca do problema (ZI1]) para todo t > 0.

O

Para finalizarmos esta segao, como consequéncia do teorema 2.7, obtemos o seguinte

resultado:
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Teorema 2.8 Sejam uy € H}(Q)NH?*(Q) euy € HJ (). Assumamos que as hipdteses
(H1) — (H3) sao satisfeitas com

1 s mo\ /2
0<y <= (—)
7 4<7r—|—1> 10

5> 1+2 741 —I—l T2+ 4 <m0)1/2
2 2% 0 @ Yo \ 272 2 '

Entao o sistema (21) possui uma tnica solugio global fraca u(z,t) definida para todo

tZO exGQt.

Demonstracao: Sabemos que u(z,t) = v(y,t), x = a(t) + v(t)y, v(y,0) = vo(y) com

vo(y) = u(ao + Yy, 0) = uo(ao + 7o)

ov  Ou ou
Também t — = —(d ! —.
ambém temos que — 8:17( +'y) + T

Portanto,

1) = ‘o(,0) = (0'(0) +/(0)) (e + 301,0) + ' + 701, 0)

e entao

, , ou
v1(y) = ui(oo + 70y, 0) + (/(0) + (O)y)a—x(ao + 0¥, 0).
Temos que @ = @ e
My = Tor

1 2 1 2 Bo 2
ov ou 1 ou
2 _ 0 _ _ _ 2
||vol —/0 <—8y) dy —/0 (%—8%) —%dx =7 /ao <—8:c0) dx —%HUOH%(QO)

1 2 1 2
81)0 mo 81)0 mo 2 Mo 2
a(0,vg,v9) = a(y, 0 (—) dyg—/ (— dy = —||vol||” = —||u ,
(0, v, vo) /O (4,0) o 2 ) Gy 273” ol| 2%|| o3 )

Portanto,
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Mo 2
a(0, v, vo) < 2—%||U0HH3(QO)-

Como o/(0) ++/(0)y < +/(0), entéo

! o ou\ 1
2 2 ’ U
= dy < +v(0)=— | —dz,
|1 | /0 (Ul(y)) Y _/a (Ul 7( )8x) ~ T

0

e assim

2
2 2(v'(0))
jor|* < %|u1|2L2(Q0) + 70”“0”?{3(90)-

Temos

ov ou Ou 0%u
a—yl = — (a0 +70y)7% +7'(0) 5 (00 +%09) + ('(0) + 7 (0)y) 55 (a0 +70v)70
ouy Ouyg *ug
ox?

<5+ v’(O)% +9'(0)7(0)

Logo,

1 2
ov
2 o 1
||U1||H3(0,1) _/0 <—3y) dy

4(v(0))
< 270/ |uall gp o) + u

2
||U0||§{3(Qo) +4(+'(0)) WO\AU|%2(QO)-

m
Como Awvg = ypAug e a(y,0) < 2—(;, entao
Y0

lv Moy
[ a0y @y < "0 Sl
0

1 Bo 1
| Avg|? = / (Avg)dy = / (%AUO)Q%W = Y0l Auo|72(0y).
0 «

0
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Capitulo 3

Fluidos Micropolares em Dominios com

Fronteira Variavel

3.1 Definicoes e Notagoes

Este capitulo é destinado ao estudo do controle hierdrquico para fluidos micropolares
linearizado, no caso bi-dimensional, em um dominio R? x R; cuja fronteira ¢ variavel com
respeito a t, para t € [0,7] e T > 0. Mais precisamente, consideremos um aberto limitado

CAQ do R2 x Ry, que é a uniao de abertos limitados Q; C R?

x?

onde €); sao deformagoes de
um conjunto fixo Q do R? por um difeomorfirmo 7 a ser definido. Portanto, escreveremos
R? em vez de R2.
Assim, seja © um aberto limitado do R? fixado, ndo-vazio, cujos pontos sao representados
por y = (y1,%2) , onde 0s y; sdo numeros reais para i = 1, 2.
Seja €2 as imagens difeomorfas de 2 pela fungao
0, 7] — R*
t  — K(1).
Os vetores de ), s@o representados por x = (x1, %), onde x; sdo nimeros reais para

cada 1 = 1, 2. Portanto, temos
r=K(t)y, for 1 =1,2.
O dominio nao cilindrico @ de R? x R; ¢ definido por

@ = U {0 x {t}}.

0<t<T

120



Se a fronteira de €2; é I';, entao a fronteira lateral de @ é
= J e x {1}
0<t<T
Representaremos por @) o cilindro @ = €2 x [0,T[, com fronteira lateral ¥ dada por
Y =TI x[0,7[, onde I' é a fronteira de €.

Assumimos a seguinte hipotese sobre K (¢):

onde k ¢ uma fungao real k : [0,7] — R, tal que k € C*([0,T)), k(t) > ko > 0, ko sendo
constante e M uma matriz invertivel 2 x 2 cujas entradas sao niimeros reais.

Assim temos o difeomorfismo natural 7: Q) — @ definido por
(y,t) € Q = (z,1) € Q, onde == K(t)y.

Representaremos por Op, O, and O, subconjuntos abertos, nao-vazios e disjuntos de ).
Isso significa que O N O;, para i = 1,2, e O, N O; é vazio para i # j.

Denotemos por O, O;;, © = 1,2, a transformacao de O, O;, pela deformacao da apli-
cagao 7. Suponhamos as interse¢oes O, N Oy, O, N Ojy, i # j, vazias para 1 < 4,7 < 2.
Nessas condic¢oes, definimos dominios nao-cilindricos

0= J {0 x{t}}, O1= |J {0ux{#}},0:= | {0x x {t}}

0<t<T 0<t<T 0<t<T
que estao contidos em () e sao imagens por 7 dos cilindros de () com bases sobre O e
04, Os.

Consideramos o sistema de fluidos micropolares linearizado (em torno de (fAL, @))

p

2 - A2+ (h-V)2+ (2 V)R+Vi=Vxd+ X5
+3%5, +9%%5, em Q
W —AG+h-Vi+2-V0 =V xZ+3%s

_i_@(l))?@l +u(2)>?62 em (3.1)

2=0, @w=0 sobre &

2(0)=2° @(0)=a" em Q,
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onde (fAL, 5) pertence a classe

9) 5+ (0) 1 0) )
(flt’at) € L?(0,T;L" () x L*(0,T;L" (€)), para algum r > 1. (3:2)

No sistema [B1)), 2 = Z(z,t) = (21(z, 1), 22(x, t)) representa o campo velocidade do

Y sao a velocidade e a velocidade angular

fluido, w = @(x,t) & a velocidade angular, 2% e @
no tempo ¢ = 0. O subconjunto O C ; é o dominio controle (que é suposto pequeno
como desejado), (51, (52 C O sdo dominios de controles secundarios, as fungoes }, g
sdo chamadas de controles lideres ¢ o, 4@ (i = 1,2) sdo os controles seguidores. As

quantidades (Z - V)z, V x z e V X @ sdo definidas, respectivamente, por
(z-V)z=(2-Vz1,2-V2)

e V X z & o rotacional usual do campo z, isto é,

. 0% oA _ on o
sz_ﬁ—gjl 6—552 c wa—(8x2, axl)

Por X, Xs,,,% = 1,2, denotamos as fungdes caracteristicas sobre O e Oy.

3.2 Formulacao do Problema

Como usual, no contexto de fluidos incompressiveis, usaremos os seguintes espagos de

vetores:

Ht:{goeLQ(Qt); V.- =0em (), go-V:080brel"t},

onde v ¢ a normal unitaria exterior de €2, num ponto x € I';. Sejam O, 4, Oz 4 subcon-
juntos abertos de €2, representando os dominios de observabilidade para os seguidores,

que estao localizados de forma arbitraria em €;.

Funcionais custos em Q. Associado a solugao (Z,w) de (B.]), consideremos os

funcionais (secundarios)

~ a. T 0 T ,
Ji (f,ﬁ;%,ﬂ) = —’/ / IE—Ei,dIdedH—’/ / 99D 2dedt, i=1,2, (3.3)
2 0 67.‘,(1 2 0 61
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fz(?@;@,ﬂ)z // D — Wi g|* dedt + =
zd

e o funcional (principal)

/ / a9 )2dadt, i=1,2, (3.4)
o JOo;
/ L3 +1attyazar

onde v = (@(1),@(2)), u = (aW,u?), a, aZ > 0, 1, ul > () sdo constantes, € z; 4, W;q SA0

fungdes dadas em L2(O; 4 x (0,T)).

(3.5)

Observagao 3.1 Da reqularidade e unicidade da solugio (Z,w) de (31l) (vide observagao

[Z2 ) os funcionais custos Ji, Ji e J estio bem definidos.

Os seguidores o, g (1 = 1,2) assumem que os lideres }' e g tém feito escolhas
em suas estratégias (politicas) e eles, respectivamente, tentam encontrar um equilibrio de
Nash para seus custos Jie J; (1 =1,2), isto é, eles procuram controles @ 4@ (1=1,2),

dependendo de }' e g, tais que

h(F.5:9.) = oin h(F. 50, 5%.9)

7 (?,?;@ ﬁ) _ I£1(121)1 é(} ~1) 5(2),@ (3.6)
(S

7 (3.9:0.8) = min 1(F g0 %)

7, (?fd; v, ﬂ) = min L(F.5:0,a0,37). 0

O par (v,u) que satisfaz ([3.6]) and ([B.7) ¢ chamado equilibrio de Nash.

Note que, como os funcionais J; e J; sdo convexos, entdo (v,u) é um equilibrio de

Nash se, e somente se,

aji S (1) ~(2) Ay XU
<~<Z-><f,g,v<”,v<2>,u),v(’>—0 i=1,2 (3.8)
0%
e ~
OT; A iy e
< ~<z->(f,g;v,u<”,u<2>),u”>=0, i=1.2 (3.9)
oa
para todo (8 ,a) € L2(0; x (0,T)) x L2(O; x (0,T)).
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Apos acharmos o equilibrio de Nash para cada (?,ﬁ), encontraremos um controle

6timo (?, 9) tal que

J(£.5) = min J (£.3). (3.10)
(f.9)

sujeito a restricao de controlabilidade aproximada do tipo
( ( T f gvv U) ( /f /g /ﬁ a)) € BL2 (92¢) (zT 6) X BL2(Qt)(1/U\T7€)7 (311)

onde Bx(C,€) denota a bola em X com centro C' e raio e.

A metodologia consiste numa mudanga da equagao nao-cilindrica (3.1]) em uma equagao

cilindrica (3I7) pelo difeomorfismo 7. Sua inversa ¢ dada por
1.0 - Q tal que (x,t) € Q — (y,t) €Q, com y= K '(t)z.
Seja
z(z,t) = z(K~1(t)z, t)
W(x,t) = w(K '(t)z,t) (3.12)
Bla,t) = p(K~ (), ).
De (B12) e usando as notagoes
1
k(t)
r=Kty, y=K'(t)r

2 2
Ty = Z Ay j (t)yja Y= Z 6lr(t)xra
j=1 r=1

obtemos as seguintes identidades

K(t) = k(t)M = (ai;(t), K7(t) = =M~ = (B(1)).

0 0
O _ 3 1 0ty © 2 = 1)
Ly
rj=1
Entao,
azz 0zl 8z,~
Z B () (Dy;—(y, 1) + - (y, 1). (3.13)
dy ot
7lr=1
or (B.13) , temos
a/z\ / —1
%2 (0,0) = K (K (V2 + 2, (3.14)
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pois K(t).(K'(t)) = =K' (t)k~*(t). Como —— % _ = (;(t), obtemos

oz
0z; 2 0z;
i t) = () (.t d
8xj (LU, ) ;Bly( )8yl (y7 )7 (3 5)
que implica
0 2 0Pz;
a 2 l; 5l] /87“] )aylayr (y> )
Assim,
Azz ZL’ t ];1ﬁlj /87“] ay ayr (ya ) (316)
s_ 1y (1t
V-z= k(t)v (M~ z")
Além disso,

(ﬁ.v) 2= (ME)) V)2, (2-V)h=(2(E"(#)7).V)h

V5= Vply, )KL (t), Vx@ =K )V x w,

onde K~1(t) ¢ o cofator da matriz K ~'(¢).
Também,
Ixs= fXOX[O,T]

~(1
x5, = X0, 011

ow , _

S (1) = UK OKT OV
0w

A’LU ZL’ t j;lﬁlj /87“] )aylayr (y> )

h-Vi =h(K ()" Vuw
VO = z(K—l(t))T : ve

S)

0zi
Zﬁwv Xzt Z 7By &1:—)"

2,7=1

Portanto a mudanca de variaveis (3.12), transforma o problema de valor inicial de

fronteira (B.I]) no sistema equivalente:
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2 —yK' (K (V2 — ) 5lj(t)ﬁrj(t)%(yat) +((MET'(1)") - V)2

+(Z(KTH()") - V)R + Vp(y, ) K7 (t) = K1)V X w + fXoxpr)

jlr=1

+v%0, 011 VP Xopkpr em Q
2

0w
we— K (OK (050 = 3 Gyt 55— (nt) + A (O - Vo
j,lr= r
g 2 9z, (3.17)
+z K_lt TVOZ “'VXZ“‘ —1 j+15i' -
(K07 90 =3 S
+9Xox[o,1) + u(l)Xle[O,T} + U(Z)XOQX[O,T} em
V- (M1'2")=0 em Q@
z=0, w=0 sobre X
Z(y, O) = ZO(y)7 w(y7 O) = wO(y) eI Qv
onde (h, ) pertence a classe
(h,0) € L™ (Q) x L= (Q), (3.18)

(h;,0,) € L? (0, T;L" () x L2(0,T; L" (Q)) para algum r > 1.

Observacao 3.2 Usando as hipdteses sobre K(t), concluimos que as formas bilineares

2 0z 0o
a(z,0) = j;lﬂlj(t)ﬁm(t) ; 8—%8_w(y’t) dy,
2 0z 0
alz0) = 3 Bu(0B(0) | S5 ) dy

7lr=1
sio limitadas e coercivas em H(2) x Hy(Q) e em H}(Q) x HY(Q), respectivamente.

Usando uma técnica similar em Belmiloudi [7] (Capitulo 12), podemos provar que :

Para qualquer (f,v(l),v(2),g,u(l),u(2)) € (LQ(Q))3 X (L2(Q))3 e qualquer (zo, wg) €

H x L*(9), o sistema ([317) possui uma tinica solu¢do (z,w) na classe
(z,w) € (L=(0,T; H)N L*(0,T; V) x (L*(0,T; H) N L*(0,T;V)),

V={peHjQ); V-g=0em Q}, H={p e L*(Q); V-p=0em Q, ¢-v =0sobre '} .

Usando o difeomorfismo (y,t) — (x,t), de Q em @, obtemos uma unica solugdo (Z,W)
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para o problema (31) com regularidade

Funcionais Custos em Q. Do difeomorfismo 77! que transforma Q em Q, trans-

formamos os funcionais custos J;, J; e J nos funcionais custos J;, J; and J definidos

por
o7 4 2
Wfgow) = 5 [ [ 1de K]l -zl dyat
2 Jo 0.4
e (3.19)
+ B / / | det K (t)| |0 Pdydt,
2 Jo Jo,
~ dvl T 2
Tfgon) = 5[ [ 1aet k] o - wl dyde
2 0 Oi,d
_ (3.20)
+ B / / | det K (#)[|u® 2dydt,
2 Jo Jo,
e 2 2
J(f.9) =3 | det K()[([f|” + [g]")dydt, (3.21)
0o Jo
onde z;4, w;q sa0 as imagens de Z;4 e W;4 pelo difeomorfismo 771, v = (W, v?),

u = (uM u?), 0,4, Osq sdo as tranformacdes de 61,da (52761 pela deformacdao 771, e

a;, ay, 1, ;> 0 sdo constantes positivas.

Observagao 3.3 Da regularidade e unicidade da solugao (z,w) de (317), os funcionais
J;, jl e J estao bem definidos.

O equilibrio de Nash para os custos J; e J; (1=1,2) é o par (v,u), que depende de f

and g, solucao de

( Jl(f,g;'U,U) = TEI(llgl Jl(f’g;ﬁ(l)’v@)’u)’
’ (3.22)
\ J2(f,9;v,u) = min To(f, g: 00,52 )
¢ (
Ji(f.9:0,0) = win Ji(f, 90,70, u®),
7 ’ (3.23)
| 2 (f.g;v,u) = min To(f, g:v,u®, 7?).
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Observacao 3.4 Como os funcionais J; e J; sao converos e semi-continuos inferior-
mente, entao (v,u) € um equilibrio de Nash para os funcionais custos J; e J; se, e somente

se, verificam a equa¢io de Euler-Lagrange (vide Segao[3.3), isto €,

0J; .
<ﬁ(f,g; v<1>,v<2>,u>,ﬁ<“> =0, i=12 (3.24)
(%
e ~
0J; ; :
u

para todo (TD,a") € L2(0; x (0,T)) x L*(O; x (0,T)), onde a derivada acima é no

sentido de Gateauz.

Notemos que se (v,u) é o tnico equilibrio de Nash , dependendo de f and g, para (3.19)

1. ¢ o tinico equilibrio de Nash (9, %) para (3.3))

e (B.20), entao sua transformacgao , por 7~
e (B4), que depende de ? eg.

Lembremos que nosso problema inicial eram os controles ?, q, 78(1), 78(2), a®, a®
atuarem tal que a funcdo (Z, W), tnica solugao de (B1]), atinja em um tempo 7', o estado
ideal (2", @7) € L2(Q,) x L*(), com funcionais custos definidos por 33) e (34).

Do difeomorfismo 7, esse problema em @ foi transformado num problema equivalente
em Q. Assim | fixado (27, w?) € L3(Q) x L*(Q), os controles f, g, v, v® u® 4>
deverdo atuar tal que a tnica solugao (z,w) de ([BIT), avaliada em t = T', atinja o estado
ideal (27, w"). Isso sera feito no sentido da controlabilidade aproximada.

2, u®, u? dependendo de f e g, é o tinico

De fato, é suficiente provar que se vV, v
equilibrio de Nash para os funcionais custos (3.19) e (B:20]), entao temos a controlabilidade
aproximada. Isso significa que se existe o equilibrio de Nash e (z,w) é a tnica solugao
de (BI7), entdo o conjunto gerado por (z(-, T, f,g,v,u),w(-,T, f, g,v,u)) é denso em
L%(Q) x L*(), isto é , aproximar (27, w”). Isso sera provado na secdo B4 ou seja, apos
acharmos o equilibrio de Nash (na Se¢aoB.3]) para cada (f, g), encontraremos um controle
6timo (f,7) tal que

J(f,9) = min J(f.9), (3.26)

g

sujeito a restricao de controlabilidade aproximada do tipo

(Z(',T, f,g,U,U),U)(',T, f7g7v7u>) S BLZ(Q)(zT7 6) X BLZ(Q)(wT7€)' (327)
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3.3 Equilibrio de Nash

Nessa secao, mostraremos a existéncia e unicidade do equilibrio de Nash no

sentido (3:22), (8:23). Definamos os espagos
H; =L*(0; x (0,T)), H=HixHy Hi=L*(0;x(0,T))
e consideremos os operadores

L; € L (H;L*(Q)) definido como Li(v®) = z,

LieLl (’Hi; L? (Q)) definido como zi(u(i)) =w, 1=1,2,

onde (z,w) é uma solugao do seguinte sistema:

2 2 /(1)
(Z) KOK Y )vz® — (t T.tgi ¢
—R KT OV = 3 w0503 500

= K- ()wa()—l—v()on[OT] em ()
2 2,,,(%)
8w

_yK/( ) Z 513 BT] 3yz ( )

7,lr=1

2 (4)
; 0z; i
+ Z(—l)]ﬂﬁzj& v +ulxoxpr em Q

ij=1

V- (MY (zNT)=0 em Q
20 =0, w® =0 sobre %
20(y,0) = 2'(y), w(y.0) = uwi'(y) em Q

Podemos escrever a solugao (z,w, p) of (3.I7) como sendo

(Z, wap) = (le(l) + L2v(2) + q, Elu(l) + Egu(z) + T, p(l) + p(2) —+ S),

onde (q,r,s) é solugao do sistema:

129

+HR(EH(t)T) - V)20 + (0K (1)) - V)R + Vp(y,t

FR(E($)T - V' + 20 (K1(4)T - Ve = Z BV x 20

and H = H; x Ho,

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)



2
- 0 -
0~y DK OV = Y A5, - (0.0) + (K (1)) Vg
jlr=1 T
+Ha@(K™H(0))") - V)R + Vs(y, ) K7 (t) = K1)V X 7+ fXoupr em Q
2
, _ O*r _
=y KT OV~ Y g8, 50— (. 8) + B (1) Vr
=1 YiGYr
9 9 | 9q. (3.32)
+q(K~1 (1) - VO = Zﬁn’v X q+ Z(_l)ﬁ_lﬁijﬁ + gXoxp,r) em Q
i=1 ij=1 —J
V-(M~1¢g")=0 em Q
gq=0, r=0 sobre X
q(y7 O) = qO(y)v T(yu O) = TO(y) em {2
Podemos reescrever os funcionais definidos em ([B.3)) e (84) por
a [T 2
Ji(f givou) = —Z/ / | det K (1)] |Lio™ + Lyw® — (214 — q)|" dydt
2 Jo 0.4
. (3.33)
+ ﬂ/ / | det K (£)||o® 2dydt, i=1,2
2 Jo Jo
e
~ a; [T ~ ~ 2
Hfigo) = 5 [ e ko] [E® + Lou® (s - )| dyde
b (3.34)

~ T '
+ &/ / | det K (8)[|u® 2dydt, i=1,2.
2 0 O;

Assim, por (3:24) e ([3:25), os vetores ((vM, v@), (uM u?))) € H x H ¢ um equilibrio de
Nash se

ai(Liv" + Lov® — (2,4 — q), Lo )12 (0, yx0m)) + (0D, 995, =0, i=1,2 (3.35)

1

e

(L + Lou® — (wig = 1), L) 120, ,w0my) + Fi(u®, 0D )y,

=0, i=1,2, (3.36)
para todo (0, @), (1™, 4?)) € H x H. Consequentemente,
(L [L1v® + Lyo® = (20— @), 8 )iz0, awomy) + (0™, 8V)3, =0, i =1,2 (3.37)

(3

e

(L [Lyut + Lou® — (wi =), @9) 20, oy + (@, %), =0, i =1,2, (3.38)

%
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para todo (9, 9?), (4@, 4®)) € HxH, onde Li € L (L2(Q);H;) e LT € L(L2(Q): H;)
sdo, respectivamente, os operadores adjuntos de L; e L; definidos em (328) e (3.29).

De (337) e (3:38) podemos deduzir que

OéZL;k [Ll’l)(l) + LQ’U@)]X@M + ,uZ’v(Z) = OéiL;-k[(ZLd — q)Xoi,d] em Hi, 7, = 1, 2

&L L + Lou@xo, , + i = &L [(wia —7)xo,,] em Hi i=1,2.
Se considerarmos o operador L € £ (H x H;H x H) definido como
L((0®,v®), (@ u®)) = (@auLi[Liv® + Liv®]xo, , + o,
az L3[LivW + LyowP]xo, , + pav®@,

&121k [Zlu(l) + Zzu(z)]Xol,d + fyu,

&2Z§ [Zlu(l) + Z2U(2)]X02,d + figu®),
entdo, = = (v, v?), (uM, u?)) € H x H ¢ um equilibrio de Nash se
L(E) =1, (3.39)
com

U = (o Li[(z1,4— Q)Xol,da s L5[(22,4 — q)XOQ,d’ a; Li[(wy,q4 — T)Xol,w Qg Ly [(wa,q — T)on,d)~
Assim, temos o seguinte resultado.

Proposicao 3.1 Suponhamos que

I I

|| Lol? < 4pa,  aol|Ly|® < 4y,  @ol| Lol < 4fia,  @a|La|? < 40, (3.40)

onde || - || denota a mnorma do operador linear correspondente. Entdo L. é um operador
invertivel. Em particular, para cada (f,g) € L* (O x (0,T)) x L* (O x (0,T)), existe
um inico equilibrio de Nash ((vV(F,q), v P (f,9)), WV (F,g),u?(F,g))) no sentido de

(3.22) e (3.23).
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Demonstracgao: Observemos que

(L((v(l)’ 9(2))’ (u(l, u(2)))), (v(l)’ 9(2))’ (u(l, U(2))))Hx7-t

2 .
= lloD]3, + al('z1 LivW, LivW) 20, xom) + H2l[v@][3,
]:
) _ _ N 2 o~
+2(Y LiwD, Lyow®) 120, <0,y + BalluV]|3, + a2(> Liu®, Liu®M) 120, x0.1)
j=1 Jj=1

2
+M2||u(2)||3_{2 + ag(z:l Lj’u/(])’ Llu(2))L2(027dX(0,T)) et /"LIHU(l)Hg‘[l + M2’|U(2)||g{2
‘]:

+o ||L1’U(1 ||L2 (01,4x(0,T)) t o (L2U(2)7 le(l))LQ(OLdX(O,T))

+az(LivW, Lyw®) 120, 11 0m) + 02l LavP 720, 0.y + FalluVBy, + Fiallu® |13,
"—551 ||L1u(1) H%2(Ol’d><(0,T)) + 551 (L2u(2)7 Llu(l))LQ(OLdX(O,T)) + a2 ||L2u(2) ||%2(02,d><(07T))
+&2(Z1U(1), z2u(2)>L2(027d><(0,T))-

Usando a desigualdade de Young, temos
Qg
al(L2v(2)7Ll’v(l)>L2(Ol,dX(07T)) 2 _OleLl’U(l)H%Z(ol,dx(o,cr)) - ZHL2’U(2)H%Z(ol,dx(om)v

Q9
Oéz(Ll’U(l), L2v(2))L2(OLd><(O,T)) > —Oé2||L2U(2)||%2(c92,dx(o,T)) - ZHLl’U(l)||%2((927d><(0,T))7

~ ~ a1~
al(L2U Llu )L2(old><(0 7)) 2 _0‘1’|L1U(1)||2Lz(ol,dx(o;r)) - Z||L2“(2)H%2(ol,dx(o,cr))
~ o Qo ~
az(Llu L2U )L2(02 ax(0,7)) = _0‘2HL2U(2)H%Z(og,dx(()j)) - ZHLIU(”||2L2(o2,dx(o,T))-

Portanto,

(L((’U(l), ,U(2))7 (u(l)’ u(2))), ((,U(l)’ rv(2))’ (u(l)7 u(2))))7-[><7{

> M1||’U(1)||72L¢1 + ,U2||'U(2)||311 ||L2'u(2 ||L2 (O1.4%(0,T)) ||Ll’l7(1 ||L2 (02.4%x(0.T))
il D2, + ellu® |2, - HLzu@ 1220, ax0.y) — ~2 PIEu®20, 01

> (= L) V1, + (u2 - L)o@, (3-41)
(i — —||L1|| a2, + (2 — }1|E2||2>r|u<2>r|%2

> ([0 ||H1 + @[5, + 1u®l%, + [lu®]13,)

=[[((0",v?), (@D, u®)|3,5,

132



onde 7 = min{sn — %[ 4|, s — 2| Lo |2 7 — S| Eal?, o — B2 Eall?} > 0, (vide ().
Agora, definamos o funcional a : (H x H) x (H x H) — R por
a((v®,v@), (u®,u@)), BV, ?), @V, 7®@))
= (L((v®,v®), (u®, u@)), (@D, 8), @Y, 7))30.
Obviamente, da definicdo do operador L e da desigualdade (3.41]), a(-,-) é uma forma

bilinear, continua e coerciva. Consequentemente, pelo teorema de Lax-Milgram, implica

que para todo ¢ € (H x H) vale

a(z,y) = <g0,g})(ﬂx7{ 3xny VY EHXH, (3.42)

com 7 = ((v®,v®), (u®, u@)) e 7 = (@Y, 5?), @Y, 7@)). Por outro lado, como

(e, @(ﬂxﬂ X (HxH) = (LZ, Y) 3,

a prova da proposicao [3.1] estd completa. O

Em seguida, para efeitos de completude de nossa exposi¢ao, obtemos a caracterizagao
do equilibrio de Nash (obtido na proposigaoB1l) em termos de solucao do sistema adjunto.
Observemos que a caracterizagao ([3.24)), (8:25)) do equilibrio de Nash pode ser escrito como

segue: (v,u) = ((vM, v@), (uM,u?)) é um equilibrio de Nash se

ai(z — ziaaﬁ(i))Lz(Oi,dx(O,T)) + (0@, 89), =0, i=1,2,

~ | DI _ (3.43)
al(w — Wj,q, 7(2))L2(Oi,dX(O,T)) + Ml(u(l)a u(l))Hl = 07 1= ]-7 2a

para todo (97, 4®) € H; x H;, onde (89, 4®) (i = 1,2) ¢ a solugao forte do problema

ﬁti) - yK,( ) Vﬁ(l Z ﬁl] ﬁ?“j 826@ (ya t)
=1 aylayr

+HR(EHD)T) - V)Y + (BV(K 1)) - V)R + VB (y, 1) K(2)

= K1 (t)V x 7" +v()X(9><[0T] em ()

. ~@ _ .
W~ gROKOV0 = Y 6000 8y Doy, 0+ BT @)T 750

| 2 | (3.44)
B8O (K (1)T - vﬁ;Zﬁii(t)V % ﬁ(i)+2(—1)j+lﬁij(t)

ij=1

"'_u(i)XOix[O,T] em @

Vo (MHBNT) =0 em Q
BYD =0, v =0 sobre X
BY0)=0, 7D0)=0 em Q,
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com (h, ) na classe (3.15).
Para expressarmos (3.43) de forma conveniente, introduzamos estados adjuntos (g, r®)

(1 =1,2) como solugoes do problema:

@) ' G 82(I(Z
—q," +yK'(t) K~ (t)Vq Z B ()8 (055 (0 )

7lr=1
—(KY )" DgVh + V) (y, ) K(t) :K—l(t)V x )
+6(“<K-1<t>>T-w+a,< ~ %)X, am Q

(i) / () 527(2
-1y +yK' (K (H)Vr Z B () Br; (t) ( t)
e " (3.45)
—h(K\(t T @ — ZB HV x q? Z( 1)j+15.,(t)ai
X ~ ij ayg_]

+ai(w — Wia)Xo,, €m Q
V(M (@?))=0 em Q
q? =0, % =0 sobre X
q(T)=0, r(T)=0 em A

Aqui, Dy significa o gradiente simétrico de ¢:
Dy =V + V'

Multiplicando (34H); por 8%, [B4%5), por 4, e integrando por partes, obtemos

r (4)
( 980 — K (1)K - Y B0t 6 g, V1)
J,lir=1
FROE (1)) - V)BD +(89 (K~ (1)T) - T - (K 0V 51) o
il BD
= Q4 (Z zz,omﬁ >L 20 2.ax(0.T))
(Tu), O yK'(6) K () VD — Z B () Br;(t) ( y:1) (3.46)
3lr=1

FR(K()T - VA0 + 8O (K1 (1)) ~ve—2@-i )V x 8

2 (@)
_ Z (_1)j+1ﬁij(t)%>
b= @

o~ o (@)
| = «; (UJ Wi oy Y )L2((9¢,d><(07T)) '
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Por outro lado, multiplicando (3.44)); por q® e ([B.44), por r®, segue que

( ' (4)
(CI(Z'),B&)_yK/(t)K j;lﬁm )8y (t ayg (y,1)
HREO)) - V)BY +(BO(K 1)) - VR~ (K@Y 1))
= (¢"

'v(’ )

| 2500
CRNCII 0 _ E: ) 0
(T » Ve Y ( ) vfy 61] 67“] 8ylayr (ya )

H;

7lr=1

+h(K(1)" - VA + YK (1)) -ve—Zﬁvaﬂ“)

=1
2 (@)
-> )
=1 P/
| = (¢, .

Portanto, de(3.46) e (8.47), obtemos

ai(z — Zia; ﬁ(i))Lz(Oi,dx(O,T)) = (q(i)> ’U(i))m,

&Z(w — Wi, V(i))LQ(Oi,dX(O,T)) = (T(i)v u(i))'Hm

para qualquer (v, u®) € H; x H,.
Combinando as identidades acima e (3.43), obtemos
, 1
) — ——q®
v - qaXo,
s 0;

. 1
u) = —=rxp,

i

com i =1,2.

(3.47)

(3.48)

(3.49)

Em resumo, dado (f,g9) € L*(O x (0,T)) x L*(O x (0,7)), o par (v,u) =
(v, @), (uM, u?)) é um equilibrio de Nash no sentido de ([3.22), (3:23) se, e somente

se, vale (3.49), onde (z,w, g, q®, r) r?) ¢ a solucio do sistema aclopado:
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—yK' K (6)Vz = Y B(t)5(1) 7z () + (R(KTH(1)") - V)2

=1 8%8%
+(ETH(1)") - V)R + Vply, ) K (t) = K1)V x w + fXo

1 1
(1) )
——q X0, — —4 X0, em @
O gt O )
2

we= yK OK T OV0— Y 001805 500 + UK O - Vo

J,l,r=1
0z;
( VG Zﬁuv X z+ Z j+1ﬁijf + gxo
3—j

i,7=1
1 1
H1 2
q®

—q) +yK'(t)K Z B3 (£) Br; (1) 8y8 (Y1) (3.50)

Jlr=1

—(K Y)Y DgVh + Vi (y, Y K1 (t) = K-1(t)V x rC

+§(")(K-1(t))T Vi + iz zm)xod - Q
2,-(2)

(4) !
-y +yK(t ' |
4y (0K Zﬁ it ayayr(y !
2 )
_E(K‘l(t))T o) Zﬁn’(t)v x q(z‘) + Z(_1)j+15ij(t) quz
2 — 3—j

+a;(w — wia)Xe,, em Q

v-<M—1 T =0, V- (M1 q))=0 em Q
z2=q" =0, w=r® =0 sobre X

2(0)=0, w(0)=0, ¢T)=0, rDT)=0 em

3.4 Controlabilidade Aproximada

Como temos provado a existéncia, unicidade e a caracterizacao dos seguidores v e
u® (i = 1,2), os lideres f e g querem agora que a solucio (z,w) de (B.I7), avaliada no
tempo t = T, esteja o mais proximo possivel de (27, w?). Isso é possivel se o sistema
(B.I7) for aproximadamente controlavel.

Obtivemos o seguinte resultado de controlabilidade aproximada.

Teorema 3.1 Suponhamos (f,g) € L*(Ox(0,T))xL*(Ox(0,T)) e sejam (v(f, g),u(f,g))
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um equilibrio de Nash no sentido de (3.23), (3.23). Entdo as fungoes

(Z(T),’UJ(T)) = (Z('7T7 fagvvvu)7w('7T7 fvgavvu>>7

onde (z,w) € solu¢io do sistema (317), geram um subconjunto denso de H x L*(Q).

Demonstragao: Pela linearidade do sistema de otimalidade (8:50]), podemos assumir,

sem perda de generalidade, que
zig=0 and w;q=0, ¢=1,2.

Para provarmos a densidade desejada, consideremos (€,7) € H x L*(Q) tal que
(2(T). &)rz(@) + (w(T),M)r2) =0, ¥ (f,9) € L*(O x (0,T)) x L*(O x (0,T)). (3.51)

Devemos mostrar que (€,7) = 0. Para isso, consideremos o seguinte sistema:

(

—p +yK'(HK Z B ()85 (t) ( t)

3lr=1

—(K7'(t))"(Dp)h + VaK ' (t) = K1 (t)V x ¢ + K~ (t)0 Vi)
+a18Wx0, , + 2Bx0,, em Q,

, a?w
—iby + yK' () K™ Z Bii (1) By (t) ( t)
7,lr=1
0,
_h, K “v X j+1 i 7
( Zﬁ = ”ZI B G
_'_&17( )Xol,d + O‘27( )ond €m Q
7 / 82 (2
B0 — yK' (1)K S S A o)
7,lr=1

+(E(K—1(t)T.V))B(i) + (B(i)(K_l(t) ) - V)E + V]_D(i (y, t)K_l(t) (3.52)

S
—K- 1)V x4 = —— pxo, em Q,
1

%

i )X 92/
Wy K OKT OV = 3 Bu0)Bs(0) 55 s o
7,lr=1
+R(E' ()" VAW + 8K (#)" - VO - Zﬁn-(t)v x B
=1
0By 1
j 1 i _ =
- Z * 52] ay3—j — ﬂleoz €1l Qa

2,7=1
V- (Mt =0, V- (MB))T)=0 em Q,
p=p8Y=0, ¢=~D=0 sobre %,
e(T)=¢ (M) =n, BY0)=0 ~+7(0)=0 em Q.
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Multiplicamos ([3.52); por z, ([352)s por w, [B52); por q e ([B52), por r, onde
(z,w,q,r) ¢ solugao de (BH0) (com (24, w;q) = 0, i = 1,2), e integramos os resulta-

dos obtidos em @), para obtermos

( 1 1
(o, fxo — Eq(l)Xol - Eq@)XOz)LZ(Q) — (& 2(1))2
= (al/g(l)xol,d + a26(2)x(92,d7 Z)L2(Q)’ (3 53)
1 1 ’
(@D,gXo - ~—Z(1)Xol - ~_Z(2)X02)L2(Q) - (77>7~U(T))L2(Q)
H1 H2
L = (&17(1)9((91@ + &27(2)X(92,d7 ’LU)LQ(Q)
e
(1 (i) (i) :
(——¥x0:: 8" )2 = (B, 2)r2(0, yx 01y, =12,
H , , (3.54)
(_ﬁ_wXOia Z(Z))L2(Q) = ai(7(2)7 w)L2((9i7d><(0,T))7 1= 17 2.
\ 7

De (3.54)), temos

4

(_i<pXO17 q(l))LQ(Q) - O‘I(ﬁ(l)v Z)L2(c91,dx(0,T))7

(—iSOXOQ, q(z))Lz(Q) = ay(8%, Z)LZ(OQ,dx(o,T))a

(_%WO“ Mg = @1 (7Y, w) 120, ux0.1))
\ (_%%«92’ Z(2))L2(Q) = &2(7(2)7w)]ﬁ(oz,dx(o,T))'

Somando a primeira e a segunda equacao e, logo apds a terceira e a quarta equacao

da expressao acima, obtemos
1 1

(507 _Eq(l)X(% - Eq(z)XOQ)LQ(Q) = (alﬁ(l)XOLd + a2ﬁ(2)X02,da Z)LQ(Q) ( )
3.55
1 1 ~ ~
(¥, —EZ(”XOI - @Z(Q)XOQ)LQ(Q) = (@7 Wxo, , + @7 x0,., w)r2)
Substituindo ([B.55) em (353), segue que
(Ea Z(T))LQ(Q) = (90’ fXO)LZ(Q)> \V/f S L2(O X (Oa T))> (3 56)
(1, w(T))r20) = (¥, 9x0)12(@), V9 € L*(O x (0,T)).
Da identidade acima e da condic¢ao (3.51]), temos
(p, ) =0 in Ox(0,T). (3.57)

Segue de (B.57) juntamente da hipotese O; C O (i = 1,2), que o lado direito do
sistema para (8%, ~v%) em (352) é nulo . Portanto,

BY4) =0 in @ (3.58)
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pois (87(0),7?(0)) = 0. Substituindo [B58) em (B5J), obtemos que (¢, 1) é solucdo do

seguinte sistema:

(

o UK KOV~ Y A0 lay o, 1) = (KT (1) (Dg)h

J,lr=1 T
+VrK Y (t) = K-1(t)V ><¢+K K-1(t)0Vy em Q,

2

N S ST o) = BUE )V

7lr=1

j Ip; 3.59
- Z ﬁuv X @ — Z;l +1ﬁij ay:)—j €1 Qa ( )

V-(M 'e") =0 em Q,
=0, ¢¥v=0 em Ox(0,7T),
=0, =0 sobre X,
| o(T)=¢ ¥(T)=n em Q.

De (357), (B59) e a condi¢ao de observabilidade provada por Fernandez-Cara e

Guerrero [22] (Lemma 1, pp. 433), obtemos

(p, ) =0 in Q. (3.60)
De fato, os coeficientes da parte principal
0%
—J;@J )3 (1) 8y a Zﬁ 068rs(t) 501

de acordo com as afirmagoes sobre K (t) sao de classe C?.

Em particular, (¢,7) = 0. Isso completa a prova do teorema [3.11 O

Devido aos resultados obtidos na Secao B3], podemos tomar, para cada par (f,g), o
equilibrio de Nash (v,w) associado a solu¢ao (z,w) de (BI7). Mostraremos que existe

um par de controle lider (f,7) solucdo do seguinte problema:

1 T
inf = det K 2 Ndyd .
/0 /O| et K@)|(IFP + |gP)dydt (3.61)

(£.9) €Uaq 2

onde U,q ¢ o conjunto de controles admissiveis

Ug = {(f,9) € L?(Ox(0,T)) x L*(Ox(0,T)); (z,w) solugio de [BIT) e satisfaz [B27)}

Para isso, consideremos o seguinte resultado:
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Teorema 3.2 O controle lider otimo, isto €, o controle lider que resolve o problema

(EE1), ¢ dado por (£,9) = (), onde (p,1, BV,7D) € solugio de (3I2).

Demonstracao: Usaremos um argumento de dualidade. Definamos o operador linear

continuo L : L2(O x (0,T) x L*(O x (0,T) — L*(Q2) x L*(2) como sendo

L(fvg) = (Z(,T7 f,g,'U,U)),UJ(',T; f,g,'U,UJ))
e introduzamos

Fi(fig) =1 / [ det K ()| (|12 + [gf?) dydt
2 Joxo,m)

0, se (§+z(T),n+w(T)) € Bra(z",€) x Br2(w”,¢),

00, caso contrario.

Fy(&,m) =
Entéao, o problema (B.61]) equivale a
inf [F3(f.9) + Fa((£.9)] (3:62
e pelo teorema da dualidade de Fenchel - Rockfellar [45], temos
inf [F1(f.9) + Fa(L(f.9))] = Inf [FY (L7 (&,m)) + F5(=(&.m))] (3.63)

onde L* : L?(Q) x L*(2) — L*(O x (0,T))) x L*(O x (0,T)) ¢ a adjunta de L.
De (3.52) obtemos (3.50). Desse modo, temos

(L*(éa 77) (f> ))Lz (Ox(0,T))x L2 (Ox(0,T)) ((€ 77) (fag))Lz(Q)XLZ(Q)

= ((¢,9), (£, g)) 2(0x(0,T))x L2(Ox (0,T))

e, portanto
L*(&,n) = (¢, ¥). (3.64)
Como
Fr( _1 det K (t 2 3 dydt
o) = 5 [det K ()] (Ipl? + ) dy
Ox(0,7)
e

F2*( - (Ea 77)) = €||(€>77)||L2(Q)><L2(Q) - ((6777)7 (zT’ wT))L2(Q)XL2(Q)a
entao

f [F(f.9) + B(L(f9)] =~ (igr’lnf)@(ﬁm), (3.65)

(£.9)
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onde o funcional © : L?(Q2) x L*(2) — R ¢ definido por

1
@(670)25/0( )|detK(t)\(\<p\2+|¢\2)dydt+6||(£,n)I|L2<Q>XLz(m
x(0,T

- ((Ea 77)’ (ZT> wT))Lz(Q)XLz(Q)-

O funcional © é continuo e estritamente convexo. Assim, para resolvermos o problema
(B:65) e consequentemente (3.6I)), é suficiente provarmos que o funcional © é coercivo.

Mais precisamente, mostremos que

lim inf O, m) > €. (3.66)
1Mz 0)x 2= [ (€ M) L2@)xL2(0)

Com efeito, consideramos uma sequéncia (£,,,7,) € L*(Q) x L*(Q) tal que

11(&, M)l lL2@) <22 —+ 00, as n — oo. (3.67)

Denotemos por (,,, ¥, ﬁn ,% ) a sequéncia correspondente da solugao de (B.52).

Para (&,,7) = (&0, 10)/1(€0s 1)l [L2(@)x12(), escrevamos

P Un (i) ()
(‘pruwn’/gn 7/7n )_ < 9 /Bn 7711
1€ m)llLz@)x 2@ 11(Ens M)l lL2@)xz2 ()
a solugdo de BE2) com (¢, (T), ¥n(T)) = (€.,7,). Portanto,
O(&,,, ) _
| (ﬁrz%ﬁn) | |I)J|2|(Q)><L2(Q)
ns Tn ) 1 IL2(Q)x L2 (0 ~ -~
= S [ det K ()] (1@l + [4?) dydt
Ox(0,T)

+€H(€n7ﬁ”)||1‘2(ﬂ xL2(Q) — ((én,ﬁn) (z U)T))LQ(Q)XLQ(Q) (3-68)

> & m)ll2@)xr20) / | det K (£)] (1@, + [n]?) dydt
2 Ox(0,T)
+€— ((Ena M) (ZT> wT))LZ(Q)XLZ(Q)

Analizaremos dois casos :

Caso 1: liminf/ et K(8)] (1@, + |8 ?)dydt > 0:
Ox(0,T)

n—o0

Caso 2: liminf/ | det K(t)|(|@,|* + \@nﬁ)dydt =0.
Ox(0,7)

n—o0
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No primeiro caso, devido a (3.67]), obtemos por (B.68]) que
(én’ nn)

lim inf = +00.
(& "n)HL2(Q)xL2(Q)_>°°||(€nann>||L2 Q)xL2(Q)

Agora analizaremos o segundo caso. Consideremos uma subsequéncia (ainda denotada

pelo indice n para simplificar a notagao) tal que , quando n — oo,

/ [ det K(8)| (13,2 + [0 [?) dydt — 0 (3.69)
Ox(0,T)

~ ~

(€,.,m,) — (&,7) fracamente em L*(Q) x L*(Q). (3.70)
Consequentemente,
@00 By ) (@.0.8"”.39) fracamente em L*(0,T: (V x H}(Q)?),

onde (@ @Z),B ,7(2 ) é a solugao de (3.52)) com (@(T),@Z(T)) = (E, ﬁ)

De (3.69) deduzimos que
(@.4)=0 in Ox(0,T).
Desse modo, seguindo os mesmos argumentos para obter ([3.60), temos

(@,9)=0inQ
e, portanto, (£,7) = 0. Logo, de (B70) deduzimos
(€,.7.) — 0 fracamente em L*() x L*(9). (3.71)

Como uma consequéncia de (B.71]), podemos tomar o limite em (B.68) para obtermos

(3.66]). Isso completa a prova. O
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