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RESUMO

Esta Tese teve dois objetos de estudo: Propriedades Estocásticas em uma vari-
edade Riemananniana, a saber, Completude Estocástica, Parabolicidade e pro-
priedade Feller, e a geoemtria do tensor de Bakry-Emery. Na primeira parte
da tese estudamos tais propriedades estocásticas no contexto de submersões Ri-
emannianas e imersões isométricas, tendo como ponto de partida o trabalho
de Pigola e Setti [28] sobre a propriedade Feller. No nosso primeiro resultado,
provamos que se uma imersão isométrica em uma variedade Cartan-Hadamard
possui vetor curvatura média com norma limitada ento a imersão é Feller. Um
análogo desse resultado já era conhecido para o caso de completude estocástica
[30]. Em seguida estabelecemos condições necessárias e suficientes para que uma
submersão seja estocasticamente completa (respec. parabólica), a saber, se uma
submersão Riemanniana tem fibra mı́nima e o espaço total é estocasticamente
completo (respec. parabólico) então a base é estocasticamente completa (respec.
parabólica). Reciprocamente, se a submersão Riemanniana tem fibra mı́nima
e compacta e a base é estocasticamente completa (respec. parabólica) então o
espaço total é estocasticamente completo (respec. parabólico). Finalmente pro-
vamos que uma submersão Riemanniana tem fibra mı́nima e compacta então o
espaço total é Feller se, e somente se, a base é Feller.
Na segunda parte desta Tese estudamos o tensor de Bakry-Emery Ricci, Ricf ,
que é uma extensão, no caso de variedades ponderadas, do tensor de Ricci. Es-
tudamos a seguinte situação: Ricf ≥ −cG, onde c é uma constante positiva e
G ≥ 0 é uma função suave. Esta limitação nos permitiu obter algumas conse-
quencias geométricas e topológicas, que passamos a descrever.
Seja Mf uma variedade Riemanniana ponderada e p0 ∈ Mf fixado. Nosso pri-
meiro resultado é uma estimativa superior, fora da bola geodésica de raio r0,
para o Laplaciano ponderado da função distância r ao ponto p0, mf , em ter-
mos da integral da função G. A primeira consequência dessa estimativa é uma
estimativa para o volume ponderado Volf(B(R)) de uma bola geodésica de raio
R em termos da integral da função G. A estimativa de mf , juntamente com a
hipótese de f ser radial e ∂r f ≥ −a, a ≥ 0 (ou |f | ≤ k) também nos permite
demonstrar um teorema de comparação entre mf e maG, Laplaciano da função
distância no modelo de curvatura aG, bem como um teorema de comparação
entre o volume ponderado de uma bola geodésica de raio R em Mf , Volf(B(R)) ,
e o volume da bola geodésica de raio R no modelo MaG, de curvatura aG.
Utilizando uma versão ponderada da fórmula de Bochner provamos que, se
Ricf ≥ G′ então Mf satisfaz o prinćıpio do máximo de Omori-Yau, onde G é
uma função suave, positiva, não decrescente e tal que G−1 não é integrável. Em
particular conclúımos que Mf é estocasticamente completa.
O próximo resultado que obtivemos estende, para o tensor Ricf , um teorema
de Myers devido a Ambrose [1]. Para tanto, uma hipótese sobre a função f foi
necessária. Como aplicação, estendemos um resultado de compacidade de Ricci
solitons de Fernandez-Lopes e Garcia-Rio [15].
Em 1976, Yau [36] provou uma estimativa para o gradiente de uma função u,
positiva, harmônica em B(2R), no caso de M ser completa e Ric ≥ −k, k ≥ 0.
Tal estimativa depende apenas de R e k e foi estendida, no caso ponderado, para
funções f -harmônicas positivas, supondo Ricf ≥ −k e Ric ≥ −H, k,H ≥ 0.
Brighton [9] obteve estimativas para o gradiente de uma função f -harmônica
positiva utilizando somente a hipótese Ricf ≥ −k. As estimativas que obtive-
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mos estendem as estimativas citas acima e, no caso em que f = G = 0 resultam
na estimativa original de Yau.
Finalmente, provamos um teorema de comparação entre o primeiro autovalor
de Dirichlet da bola geodésica de raio R em Mf e o primeiro autovalor de Di-
richlet da bola geodésica de raio R em MG. Tal resultado estende, para o caso
ponderado, um resultado de Bessa e Montenegro [4]
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ABSTRACT

In this thesis we studied two objects: stochastic properties in Riemannian
manifolds, more precisely stochastic completeness, parabolicity and the Feller
property and geometric properties of Bakry Emery Ricci tensor.First, we studied
such stochastic properties on Riemannian submersions and isometric immersi-
ons. The initial motivation was the work of Pigola and Setti [30] about the
Feller property. In our first result, we proved that if a isometric immersion
on a Cartan-Hadamard manifold has bounded mean curvature vector then the
immersion is Feller. An analogous result was know for stochastic complete-
ness. After, we stabilish necessary and sufficient conditions to a Riemannian
submersion be stochastically complete (parabolic). More precisely if a Rieman-
nian submersion has minimal fiber and the total space is stochastically complete
(parabolic) then the basis is also stochastically complete (parabolic). Conver-
sely, if the Riemannian submersion has compact minimal fiber and the basis is
stochastically complete (parabolic, Feller) then the total space also is. We also
proved that if a Riemannian submersion has compact minimal fiber then the
total space is Feller if, and only if the the basis is Feller. In the second part
we studied the Bakry Emery Ricci tensor Ricf , wich is a natural extension of
the Ricci tensor in the context of weighted manifolds. We studied the following:
suppose that Ricf has a lower bound −cG where G is a smooth nonnegative
function and c a positive constant. Such lower bound allow us to obtain some
geometric and topological consequences as we describe below. Consider Mf a
weighted Riemannian manifold. The first consequence is an upper estimate,
outside a geodesic ball of radius r0, for the weighted Laplacian of the Rieman-
nian distance in terms of the function G.
Let Mf be a weighted Riemannian manifold and p0 ∈Mf fixed. Our first result
is an upper bound, outside of a geodesic ball of radius R centered in p0, for
the weighted Laplacian os the Riemannian distance function from p0 in terms
od the function G. The first consequence of this estimate is an estimate for
the weighted volume Volf(B(R)) of a geodesic ball with radius R in terms of
the integral of G. This estimate together the assumption of f be radial and
∂r f ≥ −a, a ≥ 0 (or |f | ≤ k) allow us to prove a comparison theorem for mf e
maG, the Laplacian of distance function on the Riemannian model of curvature
aG, as such as a comparison theorem for the weighted volume of a geodesic ball
with radius R on Mf , Volf(B(R)) , and the volume of the geodesic ball with
radius R on the Riemannian model MaG, with curvature aG.
Using a weighted version of the Bochner formula we proved that if Ricf ≥ G′

then Mf satisfies the Omori-Yau Maximum Principle, where G is a positive,
nondecreasing smooth function, such that G−1 does not belong to L1(Mf ). In
particular we conclude that Mf is stochastically complete.
The next result we proved extends, for the tensor Ricf , a type Myers theorem
due to Ambrose [1]. For this an additional assumption on f was required. As an
aplication of this result we extended a result about compacity of Ricci solitons
due to Fernandez-Lopez e Garćıa-Rio [15].
In 1976, Yau [36] proved an estimate for the gradient of a positive harmonic
function u, defined on B(2R), when M is complete and Ric ≥ −k, k ≥ 0. Such
estimate depends only on R and k and was extended, to the weighted case,
to f -harmonic positive functions, when Ricf ≥ −k and Ric ≥ −H, k,H ≥ 0.
Brighton [9] obtained estimates for the gradient of a positive f -harmonic func-
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tion assuming only Ricf ≥ −k. We obtained estimates for the case Ricf ≥ −G
where G is a smooth nonnegative function and when f = G = 0 we recover the
original estimate of Yau.
Finally we proved a comparison theorem between the first eigenvalue of the
geodesic ball of radius r on Mf and the first eigenvalue of the geodesic ball of
radius r of the model MG. Such result extends, to the weighted case, a result
due to Bessa e Montenegro [4]
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3 Propriedades Estocásticas em Submersões Riemannianas 30
3.1 Propriedade Feller em Imersões Isométricas . . . . . . . . . . . . 30
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Caṕıtulo 1

Introdução

Azencott [2] iniciou o estudo da relação entre completude estocástica e pro-
priedades geométricas em variedades Riemannianas.Lembre que M é estocasti-
camente completa se, para algum λ > 0, toda função λ-subharmônica positiva
é constante. Ele exibiu um exemplo de uma variedade M geodesicamente com-
pleta e estocasticamente imcompleta. Em tal exemplo, a curvatura seccional
KM de M tem descrescimento rápido até −∞ e é tal decrescimento que per-
mite que M seja estocasticamente incompleta. A partir de então, uma série
de trabalhos surgiu relacionando propriedades geométricas tais como limitações
nas curvaturas seccional e de Ricci e crescimento do volume de bolas geodésicas
com a completude estocástica e também parabolicidade. Relembre que uma
variedade M é dita parabólica se toda função subharmônica limitada é cons-
tante. O estudo dessas relações levou não somente à descoberta de proprieda-
des geométricas que implicam completude estocástica ou parabolicidade como
também à criação de critérios para decidir quando uma variedade é estocasti-
camente completa ou parabólica como, por exemplo, o teste de Khas’minskii e
teoremas de comparação via modelos Riemannianos, onde a verificação de tais
propriedades em geral é mais simples. No mesmo artigo, Azencott também estu-
dou variedades onde o semi-grupo do calor et∆ preserva o conjunto das funções
cont́ınuas que se anulam no infinito. Tais variedades são ditas Feller. Após o
artigo de Azencott houve uma intensa busca por propriedades geométricas que
implicassem que uma variedade é Feller, por exemplo [13], [21], [22], [24], [32],
[36]. Uma grande parte dessas condições geométricas era consequencia de li-
mitações na curvatura de Ricci. Uma abordagem bastante interessante foi feita
por Pigola and Setti em [28], onde uma caracterização de soluções minimais
de um problema eĺıptico devida a Azencott [2] foi usada de modo a obter um
critério mais simples para decidir se uma variedade Riemanniana é Feller (Teo-
rema 3.1.4), similar àqueles usados para provar a parabolicidade e a completude
estocástica em variedades Riemannianas.

Em [7], G. P. Bessa, S. Pigola e A. Setti consideraram variedades Riemanni-
anas Feller e estocasticamente completas e estudaram soluções de certas EDP’s
fora de um conjunto compacto, resultando em um grande número de aplicações
geométricas, ver [7, Thms. 16, 18, 20, 21 ].

Vale lembrar que existe uma ampla gama de variedades Riemannianas que
são simultâneamente Feller e estocasticamente completas. Por exemplo, os so-
litons de Ricci, as variedades de Cartan-Hadamard cuja curvatura seccional
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possui decaimento quadrático, subvariedades mı́nmas propriamente imersas em
variedades de Cartan-Hadamard, etc.

Em nosso primeiro resultado provamos que toda subvariedade propriamente
imersa com vetor curvatura média limitado de uma variedade de Cartan-Hadamard
é Feller. Mais precisamente, provamos o seguinte:

Teorema 1.0.1 Seja ϕ : M ↪→ N uma imersão isométrica própria de uma m-
subvariedade M com vetor curvatura média H em uma n-variedade Cartan-
Hadamard N . Se ϕ tem vetor curvatura média limitado e supM |H| < ∞,
então M é Feller.

Um resultado já conhecido era que subavariedades propriamente imersas com
vetor curvatura média limitado são estocasticamente completas, ver [30].
Nós também provamos completude estocástica e a propriedade Feller de uma
importante classe de variedades Riemannianas, a saber, as submersões Rieman-
nianas com fibras mı́nimas compactas. Tal classe de variedades foi inicialmente
estudada na década de 1960 por O’Neill [26], [27] e Gray [17] de modo a produzir
novos exemplos de variedades com curvatura seccional não-negativa e variedades
com curvatura de Ricci positiva.

Nossos segundo estabelece que se π : M → N é uma submersão Rieman-
niana com fibra mı́nima compacta F , então M é estocasticamente completa (
respec. parabólica) se, e somente se, N é estocasticamente completa (respec.
parabólica).

Teorema 1.0.2 Seja π : M → N uma submersão Riemanniana com fibra mı́nima
Fp = π−1(p), p ∈ N . Então

i. Se M é parabólica, então N é parabólica.

ii. Se M é estocasticamente completa, então N é estocasticamente completa.

Se, além disso, as fibras Fp são compactas, então:

iii. Se N é parabólica, então M é parabólica.

iv. Se N é estocasticamente completa, então M é estocasticamente completa.

O próximo teorema estabelece que se uma submersão Riemanniana tem fibra
mı́nima e compacta então o espaço total é Feller se, e somente se, a base for
Feller.

Teorema 1.0.3 Seja π : M → N uma submersão Riemanniana com fibra mı́nima
compacta F . Então M é Feller se, e somente se, N é Feller.

A geometria de comparação via curvatura de Ricci teve como ińıcio a ten-
tativa de estender, para a curvatura de Ricci, os resultados obtidos para a
curvatura seccional como por exemplo o Teorema de Toponogov e o Teorema da
Alma. Tal abordagem se revelou extremamente dif́ıcil. Um dos caminhos mais
promissores dessas tentativas foi considerar limitações inferiores para o tensor
de Ricci por constante. Um dos resultados mais relevantes dessa abordagem é o
”Spliting Theorem”. A partir dáı, a busca de resultados para generalizações do
tensor de Ricci teve ińıcio. Uma generalização bastante interessante chamado
tensor de Bakry Emery Ricci, dentro de um contexto mais geral de variedades
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ponderadas,que passamos a descrever. Seja (M, 〈, 〉) uma variedade geodesica-
mente completa. Uma variedade ponderada, denotada por Mf , é uma tripla
(M, 〈, 〉, dµ), com dµ = e−fdν onde f é uma função real, suave em M e dν é o
elemento de volume Riemanniano de M . Neste contexto, o Laplaciano ponde-
rado ∆f = ∆ − 〈∇,∇f〉 surge naturalmente. O tensor de Bakry Emery Ricci,
denotado por Ricf = Ric + Hess f é uma generalização natural do tensor de
Ricci no contexto de variedades ponderadas e é natural indagar quais resulta-
dos válidos para o tensor de Ricci podem ser estendidos para o tensor de Bakry
Emery Ricci. Assim como no caso do tensor de Ricci, existe uma fórmula de
Bochner relacionando o Laplaciano ponderado ∆f e Ricf

1

2
∆f |∇u|2 = |Hessu|2 + 〈∇u,∇(∆fu)〉+ Ricf (∇u,∇u) (1.0.1)

Vale lembrar que muitos dos resultados obtidos para Ricf consideram uma li-
mitação inferior por uma constante, tal qual já havia sido feito para Ric . Aqui,
no entanto, estamos interessados uma limitação inferior por uma função suave
G. Este relaxamento exige entretanto, uma hipótese sobre a função f .

No primeiro resultado é uma estimativa para a curvatura média das esferas
geodésicas mf em termos de uma estimativa inferior para Ricf como em Wey
e Willie em [34] trocando a estimativa inferior (n− 1)H, com H constante, por
(n− 1)G onde G : R→ R é uma função cont́ınua.

Proposição 1.0.1 Se Ricf (∂r , ∂r ) ≥ G(r) então dado um segmento geodésico
minimal e r0 > 0 temos

mf (r) ≤ mf (r0)−
∫ r

r0

G(t)dt (1.0.2)

para r ≥ r0.

Da proposição acima segue a seguinte estimativa de volume

Proposição 1.0.2 Seja Mf variedade ponderada tal que Ricf ≥ G. Então
existem constantes positivas A,B,C,D tais que

Volf(B(R)) ≤ A+B

∫ R

r0

e
Cr+

∫ r
r0

∫ s
r0

[G(t)−D]dtds
dr

Note que, no caso que G é constante, reobtemos a estimativa de Wei e Wylie
[34].

Os Teoremas 1.0.4 e 1.0.5 abaixo, foram obtidos, independentemente, por
Pigola et al in [31].

Teorema 1.0.4 Seja Mf uma variedade ponderada e γ um segmento geodésico
minimal a partir de p ∈ Mf . Suponha que Ricf ≥ (n− 1)G onde G : R → R é
uma função suave, par. Então

(i) Se ∂rf ≥ −a, a ≥ 0 ao longo de γ então mf (r) ≤ maG(r) ao longo de γ

(ii) Se |f | ≤ K ao longo de γ então mf (r) ≤ mn+4K
G (r) ao longo de γ.
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Como consequencia do Teorema 1.0.4 temos a seguinte comparação de volumes.

Teorema 1.0.5 Seja Mf uma variedade ponderada e p ∈Mf fixado. Suponha
que Ricf ≥ (n− 1)G onde G : R→ R é uma função suave, par. Então

(i) Se ∂rf ≥ −a ao longo de todo segmento geodésico minimal a partir de p
então para R ≥ r > 0

Volf(B(R)) )

Volf(B(r))
≤ eaR vol nG(R)

vol nG(r)

(ii) If |f | ≤ K then for 0 < r ≤ R
Volf(B(R))

Volf(B(r))
≤

vol n+4K
G (R)

vol n+4K
G (r)

No próximo teorema provamos que, sob uma limitação inferior adequada para
Ricf , Mf satisfaz o prinćıpio do Máximo de Omori-Yau.

Teorema 1.0.6 Seja Mf uma variedade ponderada com pólo o e seja uma
função suave G : [0,∞) → [0,∞) tal que G(0) > 0, G′(t) ≥ 0, 1

G 6∈ L1(+∞).
Se Ricf (∂r , ∂r ) ≥ −C2G′(r), então o prinćıpio do máximo de Omori Yau é
válido em Mf . Em particular Mf é estocasticamente completa.

O próximo teorema estende um resultado devido a Wraith [35], o qual é
equivalente a um resultado clássico de Ambrose [1].

Teorema 1.0.7 Seja M uma variedade Riemanniana completa, não-compacta
e seja γ(t), t ≥ 0 um raio geodésico de M e f função suave, não negativa, radial
à partir de γ(0) com ∂f

∂t ≤ 0. Se o limite

lim
t→∞

∫ t

0

Ricf (γ′(s), γ′(s))ds (1.0.3)

existe, então tal limite é finito.

O teorema acima é equivalente à

Teorema 1.0.8 Seja M variedade Riemanniana completa e suponha que exis-
tem q ∈ M e f função suave, não negativa, radial em q com ∂f

∂t ≤ 0 tal que,
para toda geodésica γ partindo de q vale

lim
t→∞

∫ t

0

Ricf (γ′(s), γ′(s))ds =∞ (1.0.4)

Então M é compacta.

Como consequencia do Teorema acima temos:

Teorema 1.0.9 Seja Mf uma variedade Riemanniana ponderada, completa e
f ∈ C∞(M) como no Teorema acima. Suponha que

Ricf + LXg ≥ cg (1.0.5)

para alguma função suave c e X campo de vetores suave em M . Se

lim
t→∞
{
∫ t

0

c(s)ds− 2|X(t)|} =∞

Então M é compacta.
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No próximo resultado apresentamos algumas estimativa do gradiente de uma
função f -harmônica positiva. Note que, quando f = 0 e G = 0 reobtemos a
estimativa devida a Yau [36]

Teorema 1.0.10 Seja Mf uma variedade ponderada completa com Ricf (∂r , ∂r ) ≥
−(n − 1)G(r) onde G ∈ C0(R+) é positiva. Se u é uma função f -harmônica
positiva definida em B(q, 2R) com R ≥ 1, então em B(q,R)

(i) |∇u|u ≤
√

C̃1

R2 + C̃2

R

∫ 2R

1
G(t)dt+ n{ 2

n |∇f |2 − 2 C̃3

R }2 + 2(n− 1) sup
B(q,R)

G

(ii) Se existe 0 ≤ a < 1
2 tal que 〈∇ lnu,∇f〉 ≤ a|∇ lnu|2 então

|∇u|
u ≤

√
C̃1

R2 + C̃2

R

∫ 2R

1
G(s)ds+ 2(n− 1) sup

B(q,R)

G

(iii) |∇u|u ≤
√

C̃1

R2 + C̃2

R

∫ 2R

1
G(s)ds+ C3(n) sup

B(q,R)

G

onde α = maxS(q,1) ∆fr e as constantes C̃1, C̃2 e C̃3 dependem somente de n e
α.

O próximo resultado, para o caso f = 0 é devido a Bessa e Montenegro [4].

Teorema 1.0.11 Seja Mf uma variedade ponderada e MG um modelo Rie-
manniano G.

i Se mf (t, θ) ≤ mG(t),∀t ∈ (0, R),∀θ ∈ Sn−1 então λ1(BMf
(R)) ≤ λ1(BMG

(R))

ii Se mf (t, θ) ≥ mG(t),∀t ∈ (0, R),∀θ ∈ Sn−1 então λ1(BMf
(R)) ≥ λ1(BMG

(R))



Caṕıtulo 2

Preliminares

2.1 Operadores Diferenciais em Variedades

Nesta secção serão provados alguns resultados bsicos envolvendo o gradi-
ente e o Laplaciano de funçes reais de classe C∞ definidos em M e a divergência
de campos de vetores em M . Denotaremos por D(M) o conjunto das funções
suaves definidas em M e por X(M) o conjunto dos campos de vetores suaves
definidos em M .

Definição 1 Seja f ∈ D(M) suave. O gradiente de f o campo de vetores em
M , definido pela seguinte condição

〈grad f,X〉 = X(f) , ∀X ∈ X(M) .

Decorre da definição que se f, g ∈ D(M) então:

1. grad (f + g) = grad f + grad g;

2. grad (f.g) = f grad g + g grad f .

Definição 2 Seja X ∈ X(M). A divergência de X a função divX : M −→ R,
definida por

divX(p) = tr [Y (p) 7→ (∇YX)(p)].

As propriedades abaixo decorrem diretamente da definição.

1. div (X + Y ) = divX + div Y ;

2. div (f.X) = f.divX + 〈grad f,X〉 ,

para quaisquer X,Y ∈ X(M) e qualquer f ∈ D(M).

Definição 3 Seja f ∈ D(M). O Laplaciano de f é o operador ∆ : D(M) −→
D(M) definido por

∆f = div (grad f).

Usando as propriedades do gradiente e divergente, prova-se facilmente que

1. ∆(f + g) = ∆f + ∆g;

17



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES 18

2. ∆(f.g) = f∆g + g∆f + 2〈grad f, grad g〉,

para quaisquer f, g ∈ D(M).

Proposição 2.1.1 Sejam (x1, . . . , xn) um sistema de coordenadas locais em M
e f ∈ D(M). Então

grad f =

n∑
i,j=1

gij
∂f

∂xj

∂

∂xi
,

onde gij = 〈 ∂∂xi ,
∂
∂xj
〉 e (gij) a inversa da matriz (gij).

Prova: Como grad f ∈ X(M) e { ∂
∂x1

, . . . , ∂
∂xn
} constitui uma base, podemos

escrever

grad f =

n∑
i=1

ai
∂

∂xi
.

Portanto〈
grad f,

∂

∂xj

〉
=

n∑
i=1

ai

〈
∂

∂xi
,
∂

∂xj

〉
=

n∑
i=1

aigij =

n∑
i=1

gijai. (2.1.1)

Assim considerando as matrizes F =
(
〈grad f, ∂

∂xj
〉
)
n×1

, A = (ak)n×1 e G =

(gij)n×n, decorre que F = GA. Então sendo G invertvel temos A = G−1F e
com isso um elemento genrico de A se escreve como

ai =

n∑
j=1

gijfj ,

onde fj = 〈grad f, ∂
∂xj
〉 = ∂f

∂xj
. Portanto

grad f =

n∑
i=1

 n∑
j=1

gijfj

 ∂

∂xi

=

n∑
i,j=1

gij
∂f

∂xj

∂

∂xi
.

Proposição 2.1.2 Sejam (x1, . . . , xn) um sistema de coordenadas locais em M

e X =
n∑
j=1

aj
∂
∂xj

um campo de vetores em M. Então

divX =

n∑
i=1

 n∑
j=1

ajΓ
i
ij +

∂ai
∂xi

 ,
onde Γkij são os smbolos de Christoffel da mtrica em M.
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Prova: Por definição, divX = tr[Y 7→ ∇YX]. Então

∇ ∂
∂xi

X = ∇ ∂
∂xi

 n∑
j=1

aj
∂

∂xj

 =

n∑
j=1

∇ ∂
∂xi

[
aj

∂

∂xj

]

=

n∑
j=1

[
aj∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
+
∂aj
∂xi

∂

∂xj

]
.

Faça ∇ ∂
∂xi

∂
∂xj

=
n∑
k=1

Γkij
∂
∂xk

, para obter

∇ ∂
∂xi

X =

n∑
j=1

[
n∑
k=1

ajΓ
k
ij

∂

∂xk
+
∂aj
∂xi

∂

∂xj

]

=

n∑
k=1

 n∑
j=1

ajΓ
k
ij +

∂ak
∂xi

 ∂

∂xk
.

Como divX =

n∑
i,l=1

gil
〈
∇ ∂

∂xi

X,
∂

∂xl

〉
, temos que

divX =

n∑
i=1

 n∑
j=1

ajΓ
i
ij +

∂ai
∂xi

 .
Proposição 2.1.3 Sejam (x1, . . . , xn) um sistema de coordenadas locais em M

e X =
n∑
i=1

ai
∂
∂xi

um campo de vetores em M. Então

divX =
1
√
g

n∑
i=1

∂

∂xi
(ai
√
g),

onde g = det (gij).

Prova: Temos, inicialmente, que

Γiij =
1

2

n∑
l=1

[
∂

∂xi
gjl +

∂

∂xj
gli −

∂

∂xl
gij

]
gli.

Então

2

n∑
ij=1

ajΓ
i
ij =

n∑
i,j=1

aj

{
n∑
l=1

[
∂

∂xi
gjl +

∂

∂xj
gli −

∂

∂xl
gij

]
gli

}

=

n∑
ij,l=1

aj
∂gjl
∂xi

gli +

n∑
i,j,l=1

aj
∂gli
∂xj

gli −
n∑

i,j,l=1

aj
∂gij
∂xl

gli.(2.1.2)

Trocando i por l na primeira parcela, temos que (2.2) se reduz a

2

n∑
i,j,l=1

ajΓ
i
ij =

n∑
i,j,l=1

aj
∂gli
∂xj

gli =

n∑
i,j,l=1

ai
∂glj
∂xi

gli. (2.1.3)
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Logo, usando (2.3) e a Proposição 2.1.2, temos

divX =

n∑
i=1

ai
2

n∑
j,l=1

glj
∂glj
∂xi

+
∂ai
∂xi


=

n∑
i=1

ai
2

n∑
j,l=1

gjl
∂gjl
∂xi

+
∂ai
∂xi

 .
Usando o fato de que

n∑
j,l=1

gjl
∂gjl
∂xi

=
1

g

∂g

∂xi
, obtemos

divX =

n∑
i=1

[
ai
2

1

g

∂g

∂xi
+
∂ai
∂xi

]

=

n∑
i=1

[
ai
2

1
√
g

∂
√
g

∂xi
+
∂ai
∂xi

]

=
1
√
g

n∑
i=1

[
∂ai
∂xi

√
g + ai

(
√
g)

∂xi

]

=
1
√
g

n∑
i=1

∂(ai
√
g)

∂xi
.

Proposição 2.1.4 Sejam (x1, . . . , xn) um sistema de coordenadas locais em M
e f ∈ D(M). Então

∆f =
1
√
g

n∑
i,j=1

∂

∂xi

(
√
ggij

∂f

∂xj

)
.

Prova: Por definição temos que

∆f = div (grad f) .

Assim, pela Proposição 2.1.1, temos que

grad f =

n∑
i,j=1

gij
∂f

∂xj

∂

∂xi
.

Usando a Proposição 2.1.3, obtemos que

∆f = div (grad f) =
1
√
g

n∑
i=1

∂

∂xi

 n∑
j=1

gij
∂f

∂xj

√g


=
1
√
g

n∑
i,j=1

∂

∂xi

(
√
ggij

∂f

∂xj

)
,

onde g = det (gij).
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Definição 4 Seja f ∈ D(M). Definimos o Hessiano de f em p ∈ M como o
operador linear Hess f : TpM −→ TpM , dado por

(Hess f)Y = ∇Y grad f , ∀Y ∈ TpM .

Podemos considerar Hess f como um tensor tal que para cada par de campos
X,Y ∈ X(M), temos

(Hess f)(X,Y ) = 〈(Hess f)(X), Y 〉.

2.2 Modelos Riemannianos

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e o ∈M fixado e denote por Cut (o)
o cut-locus de o e Cut ∗(o) = Cut (o)

⋃
{o}. Em M \ Cut ∗(o) é posśıvel definir

coordenadas polares com pólo o, isto é, a cada ponto p ∈M \Cut ∗(o) podemos
associar um raio r = dist (x, o) e um ”ângulo”polar θ, que corresponde à direção
da geodésica minimizante ligando o a p.
Em coordenadas polares podemos escrever a métrica g como

g = dr2 +Aijdθidθj (2.2.1)

onde (θ1, . . . , θn−1) são coordenadas em Sn−1 e Aij(r, θ) é uma matriz positiva
definida.
Se A =

√
detAij segue que o elemento de volume da variedade M se escreve

dM = A(r, θ)drdθ

Segue da expressão do Laplaciano em um sistema de coordenadas que

∆ =
∂2

∂r2
+

∂

∂r

(
lnA

) ∂
∂r

+ ∆Sn−1(r) (2.2.2)

onde ∆Sn−1(r) é o Laplaciano de Sn−1(r).

Definição 5 Dizemos que M é uma variedade com pólo se existe o ∈ M tal
que Cut (o) = ∅. O ponto o chamado de pólo.

Observe que se M possui pólo o então temos coordenadas polares definidas em
M \ {o}.
Passamos agora a um caso especial de variedades com pólo, que serão bastante
utilizados a longo do texto.

Definição 6 Uma variedade Riemanniana com pólo o é chamada de modelo
Riemanniano se A(r, θ) = A(r), isto é, Aij(r, θ) = σ2(r)dθ2, onde dθ2 é a
métrica de Sn−1 e σ(r) é uma função suave, positiva.

Lema 1 Seja (M, g) modelo Riemanniano com a métrica g dada por 2.2.1,
então, o elemento de volume Riemanniano µ é dado, em coordenadas polares,
por

dµ = σn−1(r)drdθ
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onde dθ é o elemento de volume Riemanniano de Sn−1. O Laplaciano em (M, g)
é escrito em coordenadas polares como

∆ =
∂2

∂r2
+

∂

∂r

(
lnσn−1(r)

) ∂
∂r

+
1

σ2(r)
∆Sn−1

Vejamos alguns exemplos de modelos Riemannianos:

Exemplo 1 Em Rn, tome σ(r) = r dáı

dµ = rn−1drdθ

e

∆ =
∂2

∂r2
+
n− 1

r

∂

∂r
+

1

r2
∆Sn−1

Exemplo 2 Em Hn, tome σ(r) = sinh(r), portanto

dµ = sinhn−1 rdrdθ

e

∆ =
∂2

∂r2
+ (n− 1) coth(r)

∂

∂r
+

1

sinh2(r)
∆Sn−1

2.3 Imersões e Submersões

2.3.1 Imersões Isométricas

Nesta seção apresentaremos uma bem conhecida fórmula que será utilizada
na primeira parte deste trabalho. Seja ϕ : M ↪→ N uma imersão isométrica
de uma m-variedade Riemanniana M em uma n-variedade N . Faremos aqui,
como é usual, a identificaç ão do vetor X ∈ TpM com dϕpX ∈ Tϕ(p)N . Seja
g : N → R uma função suave e considere a função f = g ◦ ϕ, então, para todo
X ∈ TpM temos

〈grad f,X〉 = df(X) = dg(X) = 〈grad g,X〉

donde grad g = grad f + (grad g)⊥ Denotando por ∇ e ∇ as conexões Rieman-
nianas de M e N , respectivamente, calculemos o Hessiano de f = g ◦ ϕ onde
g, é uma função suave em N . Usando a equação de Gauss e a decomposição
anterior obtemos, para X,Y ∈ TpM :

Hess f(X,Y ) = 〈∇X grad f, Y 〉
= 〈∇X(grad f − α(X, grad f)), Y 〉
= 〈∇X grad f, Y 〉
= X〈grad f, Y 〉 − 〈grad f,∇XY 〉
= 〈∇X grad g, Y 〉+ 〈(grad g)⊥,∇XY 〉
= Hess g(X,Y ) + 〈(grad g)⊥, α(X,Y )〉
= Hess g(X,Y ) + 〈grad g, α(X,Y )〉
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Dáı segue que

Hess f(p)(X,Y ) = Hess g(ϕ(p))(X,Y )+〈α(X,Y ), grad g〉(ϕ(p)), ∀X,Y ∈ TpM

Tomando uma base ortonormal {X1, . . . , Xm} de TpM e tomando o traço obtem-
se

4f(p) =

m∑
i=1

Hess g(ϕ(x))(Xi, Xi) + 〈H, grad g〉(ϕ(p)), (2.3.1)

onde H = Traceα denota o vetor curvatura média da imersão, ver [23].

2.3.2 Submersões Riemannianas

Nesta seção apresentaremos alguns fatos básicos sobre submersões Rieman-
nianas necessários às nossas demonstrações. Para uma exposição completa do
assunto ver [26]. Sejam M e N variedades Riemannianas, uma aplicação suave,
sobrejetiva π : M → N é uma submersão se a diferencial dπq tem posto máximo
para todo q ∈ M . Se π : M → N é uma submersão, então para todo p ∈ N a
pré-imagem Fp = π−1(p) subvariedade mergulhada de M , e chamada de fibra
em p.

Definição 7 Uma submersão π : M → N é chamada submersão Riemanniana
se para todo p ∈ N e todo q ∈ Fp, a restrição de dπ(q) ao subespaço ortogonal
TqF

⊥
p é uma isometria sobre TpM .

Dados p ∈ N e q ∈ Fp, um vetor tangente ξ ∈ TqM é dito vertical se ele
for tangente à Fp. O vetor tangente ξ ∈ TqM é dito horizontal se ele pertence
ao espaço ortogonal (TqFp)

⊥. Dado ξ ∈ TM , suas componentes horizontal e
vertical serão denotadas, respectivamente, por ξh and ξv. Denotando por D
a m − n distribuição em M formada por campos de vetores horizontais então
segue que a segunda forma fundamental das fibras F é um tensor simétrico
SF : D⊥ ×D⊥ → D, definido por

SF (v, w) = (∇Mv W )h,

onde W é uma extensão vertical de w e ∇M é a conexão de Levi–Civita de M .
Dado um campo X ∈ X(N), existe um único campo horizontal X̃ ∈ X(M)

que é π-relacionado com X, isto é, para todos p ∈ N e q ∈ Fp, então dπq(X̃q) =
Xp, chamado levantamento horizontal de X. Por outro lado, um campo hori-

zontal X̃ ∈ X(M) é chamado básico se ele for π-relacionado com algum campo
X ∈ X(N). O lema a seguir é bastante útil.

Lema 2 Sejam X̃, Ỹ ∈ X(M) básicos, então valem as seguintes relações:

a. gM (X̃, Ỹ ) = gN (X,Y ) ◦ π

b. [X̃, Ỹ ]h é básico e π-relacionado com [X,Y ]

c. ∇M
X̃
Ỹ é básico e π-relacionado com ∇NXY
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Observe que as fibras são subvariedades totalmente geodésicas (emM) quando
SF = 0. O vetor curvatura média da fibra é o campo horizontal H definido por1

H(q) = −
k∑
i=1

SF (q)(ei, ei) = −
k∑
i=1

(∇Mei ei)
h (2.3.2)

onde (ei)
k
i=1 é um referencial ortonormal local na fibra de q. Observe que, em

geral, H não é básico. Por exemplo, quando as fibras são hipersuperf́ıcies de
M , então H é básico se, e somente se, todas as fibras têm curvatura média
constante. As fibras são subvariedades mı́nimas de M quando H ≡ 0. O Lema
a seguir, cuja prova pode ser vista em [5], será bastante útil na prova do Teorema
3.1.2.

Lema 3 Seja X̃ ∈ X(M) um campo de vetores básico , π-relacionado com

X ∈ X(N). Então vale a seguinte relação entre as divergências de X̃ e X em
x ∈ N e em x̃ ∈ Fx, respectivamente.

divM (X̃)(x̃) = divN (X)(x)− gN (X̃x̃, Hx̃)

= divN (X)(x)− gN (dπx̃(X̃x̃), dπx̃(Hx̃))

Em particular, se as fibras são mı́nimas, então divM X̃ = divNX.

Seja u : N → R uma função suave e denote por ũ = u ◦ π : M → R seu le-

vantamento à M . É imediato mostrar que ˜gradN u = gradM ũ, o levantamento
horizontal gradN u é o gradiente do levantamento horizontal ũ, gradM ũ. Sem-

pre usaremos o til sobreescrito X̃, ũ para denotar o levantamento horizontal de
X, u, respectivamente.

2.4 Curvaturas

Nesta seç ão relembraremos definições e propriedades básicas a respeito
das curvaturas seccional, escalar e de Ricci.

Definição 8 O tensor curvatura Rm de uma variedade riemanniana Mn é
uma correspondncia que associa a cada par X,Y ∈ X(M) uma aplicação linear
Rm(X,Y ) : X(M) −→ X(M) dada por

Rm(X,Y )Z = ∇Y∇XZ −∇Y∇XZ +∇[X,Y ]Z ,

∀Z ∈ X(M).

Proposição 2.4.1 Verifica-se que o tensor curvatura satisfaz as seguintes pro-
priedades para quaisquer X,Y, Z, T ∈ X(M)

a) 〈Rm(X,Y )Z, T 〉 + 〈Rm(Y,Z)X,T 〉 + 〈Rm(Z,X)Y, T 〉 = 0 (1aIdentidade
de Bianchi);

b) 〈Rm(X,Y )Z, T 〉 = −〈Rm(Y,X)Z, T 〉;
1Por vezes o vetor curvatura média é definido como H(q) =

∑k
i=1 SF (q)(ei, ei)
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c) 〈Rm(X,Y )Z, T 〉 = −〈Rm(X,Y )T,Z〉;

d) 〈Rm(X,Y )Z, T 〉 = 〈Rm(Z, T )X,Y 〉.

Definição 9 Seja σ ⊂ TpM um subespaço bidimensional do espaço tangente
TpM e sejam x, y ∈ σ dois vetores linearmente independentes. Definimos a
curvatura seccional K de M em p segundo σ por

K(x, y) =
〈R(x, y)x, y〉
|x ∧ y|

,

onde |x ∧ y| = 〈x, x〉〈y, y〉 − 〈x, y〉2.

Lema 4 Sejam M uma variedade riemanniana e p ∈M . Defina uma aplicação
trilinear R′ : TpM × TpM × TpM → TpM por
〈R′(X,Y,W ), Z〉 = 〈X,W 〉〈Y, Z〉 − 〈Y,W 〉〈X,Z〉,∀ X,Y, Z,W ∈ TpM .
Então M tem curvatura seccional constante c se e somente se Rm = cR′, onde
Rm a curvatura de M .

Seja X ∈ TpM um vetor unitário. Tomemos {z1, . . . , zn−1, zn = X} uma
base ortonormal de TpM .

Definição 10 A curvatura de Ricci de M na direção de X em p definida por

Ric p(X) =
1

n− 1

n−1∑
i=1

〈Rm(X, zi)X, zi〉 .

Definição 11 A curvatura escalar de M em p definida como

S(p) =
1

n

n∑
j=1

Ric p(zj) .

2.5 Tensor de Ricci

Definição 12 Define-se o tensor de Ricci Rc : X(M)× X(M)→ F(M) por

Rc(Y,Z) = tr {X 7→ Rm(X,Y )Z}

Em coordenadas
Rc = Rcjkdx

j ⊗ dxk

onde

Rcjk = Rc(∂j , ∂k)

= tr {X 7→ Rm(X, ∂j)∂k}

Para o cálculo de Rcjk considere a aplicação T : X(M) → X(M) dada por
T (X) = Rm(X, ∂j)∂k então a matriz (Ti`)n×n tem elementos da forma

Ti` = 〈T (∂i), ∂`〉
= 〈Rm(∂i, ∂j)∂k, ∂`〉
= Rmijkgm`
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logo tr (T ) =
∑n
i=1 Tii =

∑n
i=1R

m
ijkgmi portanto

Rcjk = tr (T ) =

n∑
i=1

Rmijkgmi

e o tensor de Ricci se escreve em coordenadas como

Rc =

n∑
i=1

Rmijkgmidx
j ⊗ dxk

Quando gim = δim a expressão do tensor de Ricci fica

Rc = Riijkdx
j ⊗ dxk

Observação 1 Note que como o tensor de Ricci é definido em termos do traço
de uma aplicação então a sua expressão em coordenadas locais não depende
das coordenadas escolhidas logo é mais comum o uso da expressão em um
”frame”ortonormal(pois em geral tal escolha simplifica os cálculos).

2.6 Núcleo do Calor e Propriedades Estocásticas

SejaM uma variedade Riemanniana geodesicamente completa e4 = div ◦ grad
o operador de Laplace-Beltrami definido no espaço C∞0 (M) de funções su-
ves com suporte compacto. O operador 4 é simétrico com respeito ao pro-
duto escalar em L2(M) e admite uma única extensão auto-adjunta a um ope-
rador semi-limitado , também denotado por 4, cujo domı́nio é o conjunto
W 2

0 (M) = {f ∈ W 1
0 (M), 4f ∈ L2(M)}, (detalhes em [12]), onde W 1

0 (M) é
o fecho de C∞0 (M) com respeito a norma

(u, v)1 =

∫
M

u v dµ+

∫
M

〈∇u, ∇v〉 dµ.

O operador4 define o semigrupo do calor {et4}t≥0, que nada mais é do que uma
famı́lia de operadores autoadjuntos, positivos definidos e limitados em L2(M),
tais que se u0 ∈ L2(M), então a função u(x, t) : = (et4u0)(x) ∈ C∞((0,∞)×M)
é solução da equação do calor

∂

∂ t
u(t, x) = 4xu(t, x)

u(t, x)
L2(M)−→ u0(x) as t→ 0+

(2.6.1)

Ademais, existe uma função suave p ∈ C∞(R+ ×M ×M), chamada de núcleo
do calor de M , tal que

et4u(x) =

∫
M

p(t, x, y)u(y) dµy, (2.6.2)

detalhes em [13], [19]. O núcleo do calor possui as seguites propriedades:

1.
∂p

∂t
= 4yp;
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2. p(t, x, y) > 0;

3. p(t, x, y) =
∫
M
p(s, x, z)p(t− s, z, y)dz;

4.
∫
M
p(t, x, y)dy ≤ 1,

para todo x ∈M e todo t > 0, s ∈ (0, t).
Em [2], Azencott estudou variedades Riemannianas onde o semigrupo do

calor et4 deixa invariante o conjunto das funções cont́ınuas que se anulam no
infinito. Ele introduziu o conceito de variedades Feller [2, p. 200], que passamos
a descrever:

Definição 13 Uma variedade Riemanniana completa M é dita Feller se

et4(C0(M)) ⊂ C0(M), (2.6.3)

onde C0(M) = {u : M → R, continuous : u(x)→ 0 as x→∞}.

A seguir, apresentamos, sem demonstração, alguns exemplos de variedades Feller

1. Rn (vide [28])

2. Ricci solitons (vide [7])

3. Variedades Cartan-Hadamard (vide [28] ou Caṕıtulo 3 adiante)

Definição 14 Uma variedade Riemanniana M é dita estocasticamente com-
pleta se, para algum (para todo) (x, t) ∈M × (0,∞),∫

M

p(x, y, t)dy = 1.

São exemplos de variedades estocásticamente completas:

1. Rn

2. Ricci solitons (vide [7])

3. Variedades Cartan-Hadamard (vide [30])

O teorema abaixo, cuja demonstração pode ser encontrada em [30] estabelece
um série de equivalências a completude estocástica

Teorema 2.6.1 Seja M variedade Riemanniana. São equivalentes:
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(i) M é estocasticamente completa

(ii) ∀ λ > 0, a única solução limitada, não-negativa de ∆u ≥ λu em M é u ≡ 0

(iii) ∀ λ > 0, a única solução limitada, não-negativa de ∆u = λu em M é u ≡ 0

(iv) ∀ T > 0, a única solução limitada, em M× (0, T ), do problema de Cauchy{
∂
∂ tu = 4u
u|t=0+ = 0, no sentido L1

loc(M)

é u ≡ 0

(v) Para toda u ∈ C2(M), u∗ < ∞ e para todo γ < u∗ vale infΩγ ∆u ≤ 0,
onde Ωγ = {x ∈M ;u(x) > γ}

(vi) M satisfaz o prinćıpio do máximo fraco de Omori-Yau

O teorema acima nos permite provar o seguinte resultado, conhecido como teste
de Khas’minskii

Teorema 2.6.2 Seja M uma variedade Riemanniana. Se M admite uma função
γ de classe C2 tal que γ(x)→∞ quando x→∞ e, para algum λ > 0 vale

∆γ ≤ λγ

fora de um compacto, então M é estocasticamente completa.

Observe que os exemplos acima são variedades geodesicamente completas. No
entanto, existem variedades estocasticamente completas que são geodesicamente
incompletas, como mostra o exemplo abaixo:

Exemplo 3 Seja M = Rm \ {0},m ≥ 3, munido da métrica canônica. Então
M é geodesicamente incompleta. Considere a função

γ(x) = |x|2 + |x|2−m =
|x|m + 1

|x|m−2

Observe que γ(x) → ∞ quando x → ∞. Ademais, para todo x ∈ M vale que
|∇|x||2 = 1 e |x|∆|x| = m− 1 Donde

∆γ(x) = 2|x|∆|x|+ 2 + (2−m)|x|1−m∆|x|+ (2−m)(1−m)|x|−m

= 2m+ (2−m)(m− 1)|x|−m − (2−m)(m− 1)|x|−m

= 2m

para todo x ∈ M , isto é, γ satisfaz as condições do teste de Khas’minskii.
Portanto M é estocasticamente completa.
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Definição 15 Uma variedade Riemanniana é dita parabólica se toda função
subharmonica limitada é constante.

Apresentamos, sem demonstração, os seguintes exemplos de variedades pa-
rabólicas

1. R2 (vide [19])

2. Rn, n ≥ 3 não é parabólico (vide [19])

3. Toda variedade compacta (Teorema de Hopf)

O teorema abaixo e sua demonstração podem ser encontrados em Grigor’yan
[20].

Teorema 2.6.3 São equivalentes:

1. M é parabólica

2. Existe função superharmônica positiva não-constante em M

3. A função de Green G(x, y) em M é finita para todo x 6= y

4. Para algum/todo x ∈M , ∫ ∞
1

p(t, x, y)dt <∞

5. Existe solução limitada, não nula da equação

∆u− q(x)u = 0,

para alguma/toda função q ∈ C∞0 (M), com q não negativa e não identi-
camente nula



Caṕıtulo 3

Propriedades Estocásticas
em Submersões
Riemannianas

3.1 Propriedade Feller em Imersões Isométricas

Como consequência das relações entre a propriedade Feller e as desigualda-
des isoperimétricas de Faber-Krahn, Pigola and Setti [28] provaram o seguinte
resultado.

Teorema 3.1.1 (Pigola-Setti) Seja ϕ : M ↪→ N uma imersão isométrica com
vetor curvatura média H de uma variedade Mm em uma variedade Cartan-
Hadamard Nn. Se ∫

M

|H|mdµM <∞ (3.1.1)

então M é Feller. Em particular

a. Toda variedade Cartan-Hadamard é Feller.

b. Toda subvariedade mı́nima de uma variedade Cartan-Hadamard é Feller.

No nosso caso, a condição ‖H‖Lm(M) < ∞ no teorema 3.1.1 foi trocada pela
condição da imersão ser própria e por uma limitação na norma do vetor curva-
tura média. Nós provamos o seguinte resultado:

Teorema 3.1.2 Seja ϕ : M ↪→ N uma imersão isométrica própria de uma m-
subvariedade M com vetor curvatura média H em uma n-variedade Cartan-
Hadamard N . Se ϕ tem vetor curvatura média limitado e supM |H| < ∞,
então M é Feller.

Vale notar que subvariedades propriamente imersas em variedades de Cartan-
Hadamard que possuem vetor curvatura média com crescimento controlado1 são
estocasticamente completas, ver detalhes em [30].

1Significando que supBN (p,t)∩ϕ(M) |H| ≤ c2 · t2 · log2(t + 2), c constante e t >> 1.

30
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Antes da demonstração, apresentaremos alguns teoremas que serão utilizados
na mesma. Iniciamos com um teorema, devido a Azencott [2], que relaciona a
propriedade Feller e o decaimento no infinito de uma solução minimal de um
certo problema de Dirichlet.

Teorema 3.1.3 (Azencott) São equivalentes.

a. M é Feller.

b. Para todo Ω ⊂⊂ M com fronteira suave e para toda constante λ > 0, a
solução minimal h : M \ Ω→ R do problema de Dirichlet ∆h = λh, on M \ Ω

h = 1, on ∂Ω
h > 0, on M \ Ω

(3.1.2)

Satisfaz h(x)→ 0, as x→∞

Observação 2 O limite lim
x→∞

h(x) = 0 significa que, dado ε > 0 existe um

compacto K = K(ε) ⊂ M tal que h(x) < ε, ∀x ∈ M \ K. Uma prova do
teorema acima pode ser encontrada em [28, Thm. 3.2].

Definição 16 Dizemos que u : M \Ω→ R é uma supersolução do problema de
Dirichlet 3.1.2 se u satisfaz{

∆u ≤ λu, on M \ Ω
u ≥ 1, on ∂Ω

(3.1.3)

Uma subsolução para o problema de Dirichlet acima é definida de maneira
análoga, revertendo as desigualdades em 3.1.3.

O próximo teorema, devido a Pigola and Setti [28, Prop. 6.1], estabelece
uma comparação entre a solução e a supersolução do problema de Dirichlet
3.1.2.

Teorema 3.1.4 (Pigola-Setti) Seja Ω um aberto relativamente compacto com
fronteira suave ∂Ω em uma variedade Riemanniana M e seja λ > 0. Sejam
u e h, respectivamente, uma supersolução positiva e uma solução minimal do
problema 3.1.2. Então

h(x) ≤ u(x), ∀x ∈M \ Ω.

Em particular se u(x)→ 0 quando x→∞ então M é Feller.

Utilizando o Teorema 3.1.4 prova-se o Teorema 3.1.2.
Demonstração Seja p ∈ ϕ(M) ⊂ N e seja ρN (x) = distN (p, x) a função distância
em N . Sejam λ,R > 0 constantes positivas e defina G : N \BN (p,R)→ R por
G(x) = g ◦ ρN (x), onde g : [R,+∞)→ R é dada por

g(t) = e−
√
λ(t−R)

e BN (p,R) é a bola geodésica de raio R e contro p. Seja Ω = ϕ(BN (p,R)) um
aberto relativamente compacto de M , (lembre que ϕ é uma imersão própria) e
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defina u : M \ Ω→ R por u = G ◦ ϕ. Seja x ∈M tal que ϕ(x) ∈ N \BN (p,R).
Pela fórmula 2.3.1, tomando uma base ortonormal de Tϕ(x)M temos que

4u(x) =

m∑
i=1

Hess (g ◦ ρN )(ϕ(x))(ei, ei) + 〈H, grad(g ◦ ρN )〉(ϕ(x))

Seja t = ρN (ϕ(x)) e escolhendo uma base ortonormal {ei} para Tϕ(x)M tal
que e2, . . . , em são tangentes à esfera ∂BN (p, t) e e1 = a · (∂/∂t) + b · (∂/∂θ),
a2 + b2 = 1, onde ∂/∂θ ∈ [[e2, . . . , em]], |∂/∂θ| = 1, ∂/∂t = grad ρN obtemos
que

4u(x) =

m∑
i=1

Hess (g ◦ ρN )(ϕ(x))(ei, ei) + 〈H, grad(g ◦ ρ)〉(ϕ(x))

= a2g′′(t) + b2g′(t)Hess ρN (ϕ(x))(
∂

∂θ
,
∂

∂θ
)

+g′(t)

m∑
i=2

Hess ρN (ϕ(x))(ei, ei) + g′(t)〈grad ρN , H〉

= (1− b2)g′′(t) + b2g′(t)Hess ρN (ϕ(x))(
∂

∂θ
,
∂

∂θ
)

+g′(t)

m∑
i=2

Hess ρN (ϕ(x))(ei, ei) + g′(t)〈grad ρN , H〉

≤ g′′(t) + g′(t)〈grad ρN , H〉 (3.1.4)

Observe que g é positiva, g′ = −
√
λ g < 0 e g′′ = λ g > 0. Então

4u(x) ≤ g′′(t) + g′(t)〈grad ρ,H〉
= λg(t) + (−

√
λ)g(t)〈grad ρ,H〉

≤ (λ+
√
λ sup

M
·|H|)g(t)

= µ · g(t)

= µ · u(x)

Além disso, se x ∈ ∂Ω então u(x) = 1, e como x→∞ em M , ϕ(x)→∞ em N .
Portanto u(x)→ 0 quando x→∞. Seja h > 0 a solução minimal do problema ∆h = µ · h, on M \ Ω

h = 1, on ∂Ω
h > 0, on M \ Ω.

Pelo Teorema 3.1.4
h(x) ≤ u(x), ∀x ∈M \ Ω

Tomando, na desigualdade acima, o limite quando x→∞ obtemos

0 ≤ lim
x→∞

h(x) ≤ lim
x→∞

u(x) = 0

e conclui-se que M é Feller.
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3.2 Completude Estocástica e Parabolicidade em
Submersões Riemannianas

Para melhor ilustrar o segundo resultado deste caṕıtulo, considere um re-
cobrimento Riemanniano π : M̃ → M . É sabido que M̃ é estocasticamente
completa se, e somente se M é estocasticamente completa. Uma prova deste
resultado, baseada no fato que o movimento Browniano em M é levantado em
um movimento Browniano em M̃ e, reciprocamente o movimento Browniano
em M̃ se projeta em um movimento Browniano em M , pode ser encontrada no
livro de D. K. Elworthy [14]. A situação é diferente se, ao invés de completitude
estocástica, considerarmos parabolicidade.

Se π : M̃ → M é um recobrimento Riemanniano e M̃ é parabólica, então
M é parabólica, ver[28, Sec. 9]. No entanto, a rećıproca não é verdadeira em
geral, como observado em [28, p.24]. Por exemplo, o disco ”duplamente furado”é
parabólico e tem como recobrimento o disco de Poincaré, que não é parabólico.

No próximo teorema nós consideramos parabolicidade e completitude es-
tocástica em uma submersão Riemanniana π : M → N com fibra mı́nima Fp =
π−1(p), p ∈ N .

Teorema 3.2.1 Seja π : M → N uma submersão Riemanniana com fibra mı́nima
Fp = π−1(p), p ∈ N . Então

i. Se M é parabólica, então N é parabólica.

ii. Se M é estocasticamente completa, então N é estocasticamente completa.

Se, além disso, as fibras Fp são compactas, então:

iii. Se N é parabólica, então M é parabólica.

iv. Se N é estocasticamente completa, então M é estocasticamente completa.

Observações

• Um recobrimento Riemanniano é um caso particular de submersão Rie-
manniana com fibra mı́nima compacta, dáı os itens i. and ii. estendem os
supracitados resultados sobre parabolicidade e completitude estocástica.

• A compacidade das fibras nos itens iii. and iv. é necessária como mostram
os exemplos a seguir.

1. π : R3 → R2 é submersão Riemanniana com fibra mı́nima não-compacta
R. Note que a base R2 é parabólica enquanto que R3 não é.

2. O produto M1×M2, de uma variedade estocasticamente incompleta
M1 por uma variedade estocasticamente completa M2 é estocastica-
mente incompleta. A projeção π : M1 ×M2 →M2 é uma submersão
Riemanniana com fibra totalmente geodésica M1, (necessariamente
não-compacta). A baseM2 é estocasticamente completa mas o espaço
total M1 ×M2 não é.

No caso da propriedade Feller, Pigola and Setti provaram o seguinte resultado.

Teorema 3.2.2 (Pigola-Setti) Seja π : M̃ →M um k-recobrimento Rieman-

niano, k <∞. Então M̃ é Feller se, e somente se, M é Feller.
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Ademais, eles exibiram um exemplo de um∞-recobrimento π : M̃ →M tal que
M̃ é Feller enquanto M não é Feller. Eles também provaram que se M é Feller
então todo k-recobrimento Riemanniano, k ≤ ∞ M̃ é Feller, ver [28, Thm. 9.5].
A demonstração dos itens i. e ii. segue da caracterização de parabolicidade
e completude estocástica em termos do prinćıpio do máximo fraco de Omori-
Yau no infinito, provado por Pigola-Rigoli-Setti em [29], [30]. Em resumo, eles
provaram o seguinte teorema.

Teorema 3.2.3 (Pigola-Rigoli-Setti) Uma variedade Riemanniana M é pa-
rabólica, (resp. estocasticamente completa) se, e somente se, para toda u ∈
C2(M), u∗ = supM u <∞, e para todo η > 0 valer

inf
Ωη
4u < 0, (resp. ≤ 0) (3.2.1)

onde Ωη = {u > u∗ − η}.

Demonstração(itens i. e ii.) Seja π : M → N uma submersão Riemanniana
com fibra mı́nima F , onde M é parabólica (resp. estocasticamente completa).
Suponha, por contradição, que N é não-parabólica (resp. estocasticamente in-
completa). Pelo Teorema 3.3 existem η > 0 e u ∈ C2(N) com u∗ <∞ tais que
infΩη 4u ≥ 0, (resp. > 0).

Seja ũ ∈ C2(M) o levantamento horizontal de u. Aplicando o Lema 3 a

X = gradu e X̃ = grad ũ, temos que divN X = 4Nu(x) = divM X̃ = 4M ũ(y)
para todo y ∈ Fx = π−1(x).

Claramente ũ∗ = supM ũ = u∗ < ∞, e definindo Ω̃η = {ũ > ũ∗ − η} temos
que

inf
Ω̃η

4M ũ = inf
Ωη
4u ≥ 0, (resp. > 0),

isto mostra que M é não-parabólica, (resp. estocasticamente incompleta) con-
tradizendo a hipótese de M ser parabólica, (resp. estocasticamente completa).
De fato, pode ser mostrado que se M é L∞-Liouville então N é L∞-Liouville.
Lembre que M é L∞-Liouville se toda função harmônica limitada u : M → R
é constante. Basta tomar o levantamento à M de u ∈ C∞(N) harmônica limi-
tada. O levantamento ũ ∈ C∞(M) é limitado e harmônico, donde constante ,
implicando que u também é constante.

Iniciamos a demonstração do item iii. com duas definições.

Definição 17 Seja M uma variedade Riemanniana completa e v : M → R uma
função cont́ınua. Dizemos que v é uma função exaustão se todos os conjuntos
de ńıvel Bvr = {x ∈M ; v(x) < r} são pré-compactos.

Se a função exaustão v é suave, C∞(M), então os conjuntos de ńıvel Bvr são
hipersuperf́ıcies suaves para quase todo r ∈ v(M) ⊂ R.

Definição 18 Sejam Ω aberto précompacto de M e v : Ω → R. O fluxo da
função v através de Γ = ∂Ω é definido por

flux Γv =

∫
Γ

〈grad v, ν〉dσ

onde ν é o campo normal unitário exterior à Γ.
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O próximo resultado, devido a Grigor’yan [18, Thm. 7.6], é fundamental na
prova do item iii.

Teorema 3.2.4 (Grigor’yan) Uma variedade M é parabólica se, e somente
se, existe uma exaustão suave v em M tal que∫ ∞

1

dr

flux ∂Bvr v
=∞.

Demonstração[item iii] Seja π : M → N uma submersão Riemanniana com fibra
mı́nima compacta F . Seja v : N → R uma função exaustão e Bvr , r > 0, seus
conjuntos de ńıvel. Como as fibras são compactas é imediato que o levantamento
ṽ de v é uma função exaustão de M . Além disso, o conjunto de ńıvel Bṽr de

ṽ é precisamente o conjunto B̃vr = π−1(Bvr ) = {Fp = π−1(p), p ∈ Bvr }. Seja
ν o campo normal unitário exterior à ∂Bvr . O levantamento ν̃ de ν é o campo

normal unitário exterior à ∂B̃vr . Ademais,

〈gradM ṽ, ν̃〉(q) = 〈gradN v, ν〉(p), ∀p ∈ ∂Bvr and ∀q ∈ Fp
Portanto,

flux ∂Bṽr (ṽ) =

∫
∂Bṽr

〈gradM ṽ, ν̃〉 d̃σ =

∫
Fp

∫
∂Bvr

〈gradN v, ν〉dσ(p) dFp = vol(Fp)·flux ∂Bvr (v)

Dáı, ∫ ∞
1

dr

flux ∂Bṽr
= vol(Fp)

−1 ·
∫ ∞

1

dr

flux ∂Bvr
=∞

Isto prova que M é parabólica. Note que usamos o fato de que em uma sub-
mersão Riemanniana com fibra mı́nima compacta, o volume das fibras é cons-
tante, ver [5] para maiores detalhes.

Demonstração(item iv.) A demonstração do item iv. é uma aplicação de um
recente resultado de L. Mari e D. Valtorta [25] que estabelece uma equivalencia
entre o critério de Khas’minskii e a completude estocástica. Em resumo, eles
provaram o seguinte.

Teorema 3.2.5 (Khas’minskii-Mari-Valtorta) Uma variedade Riemanni-
ana aberta M é estocasticamente completa se, e somente se, existe uma função
exaustão suave, (denotada função de Khas’minskii), γ : M → R satisfazendo
4γ ≤ λ γ fora de um compacto, para algum/todo λ > 0.

Por hipótese, temos uma submersão Riemanniana π : M → N com fibra mı́nima
compacta com base N estocasticamente completa.

Pelo Thorema 3.2.5, existe uma função de Khas’minskii γ em N . É imediato
que o levantamento γ̃ é uma função de Khas’minskii em M . Isto mostra que M
é estocasticamente completa. Observe que em [6] os autores provaram o item
iv. com uma hipótese de controle no crescimento do vetor curvatura média das
fibras.

3.3 Propriedade Feller em Submersões Rieman-
nianas

Nosso terceiro resultado é uma extensão de um teorema devido a Pigola-
Setti 3.2.2, no entanto, ele não estende o teorema 9.5 de [28]. Nós provamos o
seguinte resultado.
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Teorema 3.3.1 Seja π : M → N uma submersão Riemanniana com fibra mı́nima
compacta F . Então M é Feller se, e somente se, N é Feller.

A ideia da demonstração é explorar a relação entre a solução minimal do pro-
blema de Dirichlet em N \ Ω e M \ Ω̃ via um argumento de exaustão que nos
permite concluir a validade da propriedade Feller para N usando a validade da
propriedade Feller para M .

Demonstração Seja {Ωn}∞n=1 uma exaustão de N por compactos com fron-
teira suave. Tome Ω ⊂ Ω1 um aberto com fronteira suave fixado e λ > 0.
Denotando por Ω̃ = π−1(Ω) e tomando Ω̃n = π−1(Ωn), obtemos uma exaustão
de M por compactos com fronteira suave. Para cada n ≥ 1, considerere hn a
solução minimal do problema de Dirichlet 4Nhn = λh, on Ωn \ Ω

hn = 1, on ∂Ω
h = 0, on Ωn

(3.3.1)

Seja h̃n = hn ◦ π o levantamento de hn. Como as fibras são mı́nimas, os levan-
tamentos h̃n satisfazem o problema de Dirichlet

4M h̃n = λh̃, on Ω̃n \ Ω̃

h̃n = 1, on ∂Ω̃

h̃ = 0, on Ω̃n

(3.3.2)

De fato, como as fibras Fp são mı́nimas temos por [5] que divM (X̃) = divN (X)

onde X̃ e X são π-relacionados. Em particular

4M h̃n(x̃) = divM (gradM h̃n)(x̃)

= divN (gradN hn)(π(x̃))

= 4Nhn(π(x̃))

= λhn(π(x̃))

= λh̃n(x̃)

De π(∂π−1(Ω)) ⊂ ∂Ω, π(∂π−1(Ωn)) ⊂ ∂Ωn conclúımos que h̃n = 1 in ∂Ω̃, e

h̃n = 0 em ∂Ω̃n. Aplicando o Teorema 3.1.4, temos que, para cada n ≥ 1, a
função h̃n é a solução minimal do problema de Dirichlet (3.8).

Agora, suponha que M é Feller. Devemos mostrar que dado ε > 0 existe um
compacto K ⊂ N tal que h(x) < ε para todo x ∈ N \ K. Como M é Feller,

dado ε > 0 existe um K̃ ⊂ M tal que h̃(x̃) < ε,∀x̃ ∈ M \ K̃. Tome K = π(K̃)

e K̃0 = π−1(K). Então temos que K̃ ⊂ K̃0 portanto M \ K̃0 ⊂ M \ K̃, isto é,

h̃(x̃) < ε,∀x̃ ∈M \ K̃0. Mas h̃ = h ◦ π logo, para todo x ∈ N \K temos

h(x) = h(π(x̃)) = h̃(x̃) < ε

Pelo Teorema 3.1.3, conclúımos que N é Feller.
Agora, suponha que N é Feller, então

lim
x→∞

h(x) = 0
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Como a fibra Fp é compacta, se x̃→∞ em M então x→∞ em N dáı

lim
x̃→∞

h̃(x̃) = lim
x̃→∞

h(π(x̃)) = lim
x→∞

h(x) = 0

isto é, M é Feller.



Caṕıtulo 4

A Geometria do tensor de
Bakry-Emery

4.1 Do Tensor de Bakry Emery

Iniciaremos esta seção com algumas definições:

Definição 19 Uma variedade ponderada é uma tripla (M, g, dµ) onde (M, g) é
uma variedade Riemanniana e dµ = e−fdM , onde dM é o elemento de volume
Riemanniano de M e f é uma função suave em M . Denotaremos a variedade
ponderada por Mf .

Definição 20 O Laplaciano ponderado de uma função u é dado por

∆fu = ∆u− 〈∇f,∇u〉

Observação 3 Ao longo deste trabalho denotaremos o Laplaciano ponderado
da função distância a um ponto fixado por mf .

O tensor de Bakry Emery, denotado por Ricf = Ric + Hess f , é uma gene-
ralização natural do tensor de Ricci no contexto de variedades ponderadas e
é natural indagar quais resultados válidos para o tensor de Ricci podem ser
estendidos para o tensor de Bakry Emery Ricci. Um resultado que será de ex-
trema utilidade é a fórmula de Bochner ponderada, que é inteiramente análoga
à fórmula de Bochner clássica, como podemos ver abaixo.

Lema 5 (Bochner)Se Mn é uma variedade Riemanniana e f : M → R é uma
função suave, então

1

2
∆|∇f |2 = |Hess f |2 + 〈∇f,∇(∆f)〉+ Ric (∇f,∇f) (4.1.1)

Passemos agora a fórmula de Bochner ponderada.

Lema 6 Seja Mf uma variedade Riemannaniana ponderada e u : Mf → R uma
função suave, então

1

2
∆f |∇u|2 = |Hessu|2 + 〈∇u,∇(∆fu)〉+ Ricf (∇u,∇u) (4.1.2)

38
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Demonstração: Inicialmente, observe que, pela fórmula de Bochner temos

1

2
∆f |∇u|2 =

1

2
∆|∇u|2 − 1

2
〈∇f,∇|∇u|2〉

= |Hessu|2 + 〈∇u,∇(∆u)〉+ Ric (∇u,∇u)− 1

2
〈∇f,∇|∇u|2〉

Mas

〈∇u,∇∆fu〉 = 〈∇u,∇(∆u− 〈∇f,∇u〉)〉
= 〈∇u,∇∆u〉 − 〈∇u,∇〈∇f,∇u〉〉
= 〈∇u,∇∆u〉 − ∇u〈∇f,∇u〉
= 〈∇u,∇∆u〉 − 〈∇∇u∇f,∇u〉+ 〈∇f,∇∇u∇u〉

Dáı, segue que

1

2
∆f |∇u|2 = |Hessu|2+〈∇u,∇∆fu〉+Ricf (∇u,∇u)+〈∇f,∇∇u∇u〉−

1

2
〈∇f,∇|∇u|2〉

Afirmação 1 〈∇f,∇∇u∇u〉 = 1
2 〈∇f,∇|∇u|

2〉

De fato, note que

1

2
〈∇f,∇|∇u|2〉 =

1

2
∇f(〈∇u,∇u〉)

= 〈∇∇f∇u,∇u〉
= Hessu(∇f,∇u)

= Hessu(∇u,∇f)

= 〈∇f,∇∇u∇u〉

Donde segue o resultado.
Nosso primeiro resultado é uma estimativa para a curvatura média das es-

feras geodésicas mf em termos de uma estimativa inferior para Ricf como em
Wey e Willie em [34] trocando a estimativa inferior (n−1)H, com H constante,
por (n− 1)G onde G : R→ R é uma função cont́ınua.

Proposição 4.1.1 Se Ricf (∂r , ∂r ) ≥ G(r) então dado um segmento geodésico
minimal e r0 ≥ 0 temos

mf (r) ≤ mf (r0)−
∫ r

r0

G(t)dt (4.1.3)

para r ≥ r0.

Demonstração: Aplicando a fórmula de Bochner formula 4.1.2 para o caso f = 0
a função r(x) = dist (p, x) obtemos

0 = |Hess r|2 +
∂

∂r
(∆r) + Ric (∇r,∇r)

≥ 1

n− 1
(∆r)2 +

∂

∂r
(∆r) + Ric (∇r,∇r)
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Como ∆r = m(r) é a curvatura média da esfera geodésica de raio r vem que

m′ ≤ − m2

n− 1
− Ric (∂r , ∂r ) (4.1.4)

Observe que

mf (r) = ∆fr

= ∆r + 〈∇f,∇r〉
= ∆r − ∂r (f)

= m(r)− ∂r (f)

e Ricf (∂r , ∂r ) = Ric (∂r , ∂r ) + Hess f(∂r , ∂r ) ≥ G(r) donde

m′f (r) = − m2

n− 1
− Ric (∂r , ∂r )−Hess f(∂r , ∂r )

= − m2

n− 1
− Ricf (∂r , ∂r )

≤ − m2

n− 1
−G(r)

≤ −G(r)

Integrando de r0 a r obtemos o resultado. Uma consequencia imediata da
proposição acima é seguinte estimativa de volume

Proposição 4.1.2 Seja Mf variedade ponderada tal que Ricf ≥ G. Então
existem constantes positivas A,B,C,D tais que

Volf(B(R)) ≤ A+B

∫ R

r0

e
Cr+

∫ r
r0

∫ s
r0

[G(t)−D]dtds
dr

Demonstração: Segue, da fórmula de Bochner ponderada que

m′f (t, θ) ≤ − 1

n
m2(t, θ) +G(t) (4.1.5)

Integrando de r0 a R temos

mf (R, θ) ≤ mf (r0, θ)−
1

n

∫ R

ro

m2(t, θ)dt+

∫ R

r0

G(t)dt (4.1.6)

Lembre que mf (r, θ) =
A′f (r,θ)

A(r,θ) portanto

e
∫R
r0
mf (t,θ)dt

=
Af (R, θ)

Af (r0, θ)

Dáı

Af (R, θ) ≤ Af (r0, θ)e
∫R
r0
mf (t,θ)dt

≤ Af (r0, θ)e
∫R
r0
mf (r0,θ)dt− 1

n

∫R
r0

∫ s
ro
m2(t,θ)dtds+

∫R
r0

∫ s
r0
G(t)dtds
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Denotando por A(r0, R) = B(R) \B(r0) temos

Volf A(r0, R) =

∫ R

r0

∫
Sn−1

Af (r, θ)dθdr

≤
∫ R

r0

∫
Sn−1

Af (r0, θ)e
{
∫ r
r0
mf (r0,θ)dt− 1

n

∫ r
r0

∫ s
ro
m2(t,θ)dtds+

∫ r
r0

∫ s
r0
G(t)dtds}

dθdr

Agora, note que

e
∫ r
r0
mf (r0,θ)dte

∫ r
r0

∫ s
r0
G(t)dtds

e
1
n

∫ r
r0

∫ s
ro
m2(t,θ)dtds

≤ eCre
∫ r
r0

∫ s
r0
G(t)dtds

e
1
n

∫ r
r0

∫ s
ro
m2(t,θ)dtds

(4.1.7)

onde C = max{0, sup
Sn−1

mf (r0, θ)} ≥ 0 donde, tomando D = inf
Sn−1

m2(t, θ)

n
temos

Volf A(r0, R) ≤
∫ R

r0

∫
Sn−1

Af (r0, θ)e
{Cr+

∫ r
r0

∫ s
r0

[G(t)−m
2(t,θ)
n ]dtds}

dθdr

≤
∫ R

r0

∫
Sn−1

Af (r0, θ)e
{Cr+

∫ r
r0

∫ s
r0

[G(t)−D]dtds}
dθdr

= B

∫ R

r0

e
{Cr+

∫ r
r0

∫ s
r0

[G(t)−D]dtds}
dr

onde B =
∫
Sn−1 Af (r0, θ)dθ.

Finalmente

Volf(B(R)) = Volf B(r0) + Volf A(r0, R)

≤ Volf B(r0) +B

∫ R

r0

e
{Cr+

∫ r
r0

∫ s
r0

[G(t)−D]dtds}
dr

Tomando A = Volf B(r0) segue o resultado.
Os Teoremas 4.1.1 e 4.1.2 abaixo, foram obtidos, independentemente, por

Pigola, Rigoli, Rimoldi e Setti em [31].

Teorema 4.1.1 Seja Mf uma variedade ponderada e γ um segmento geodésico
minimal a partir de p ∈ Mf . Suponha que Ricf ≥ (n− 1)G onde G : R → R é
uma função suave, par. Então

(i) Se ∂rf ≥ −a, a ≥ 0 ao longo de γ então mf (r) ≤ maG(r) ao longo de γ

(ii) Se |f | ≤ K ao longo de γ então mf (r) ≤ mn+4K
G (r) ao longo de γ.

Demonstração(item (i)) Considere snG a solução do seguinte problema sn′′G +GsnG = 0
snG(0) = 0
sn′G(0) = 1

(4.1.8)
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Note que

mG = (n− 1)
sn′G
snG

(4.1.9)

Dáı temos

(sn2
Gm)′ = 2snGsn

′
Gm+ sn2

Gm
′

≤ 2snGsn
′
Gm+ sn2

G(− m2

n− 1
− Ric (∂r , ∂r ))

= 2snGsn
′
Gm− sn2

G

m2

n− 1
− sn2

GRic (∂r , ∂r )

= −
( snGm√

n− 1
−
√
n− 1sn′G

)2

+ (n− 1)(sn′G)2 − sn2
GRic (∂r , ∂r )

≤ (n− 1)(sn′G)2 − sn2
GRic (∂r , ∂r )

≤ (n− 1)(sn′G)2 − sn2
Gf
′′ − sn2

G(n− 1)G

e

(sn2
GmG)′ = 2snGsn

′
GmG + sn2

Gm
′
G

= 2(n− 1)(sn′G)2 + sn2
G

(
(n− 1)

sn′G
snG

)′
= 2(n− 1)(sn′G)2 + sn2

G(n− 1)
(
sn′′GsnG − (sn′G)2

)
= 2(n− 1)(sn′G)2 + (n− 1)sn′′GsnG − (n− 1)(sn′G)2

= (n− 1)(sn′G)2 + (n− 1)snG(−GsnG)

= (n− 1)(sn′G)2 − (n− 1)G(r)sn2
G

Conclúımos estão que (sn2
Gm)′ ≤ (sn2

GmG)′ + sn2
G∂

2
r (f) e, integrando de 0 a r

sn2
G(r)m(r) ≤ sn2

G(r)mG(r) +

∫ r

0

sn2
G(t)f ′′(t)dt (4.1.10)

Aplicando integração por partes no lado direito da desigualdade acima∫ r

0

sn2
G(t)f ′′(t)dt = sn2

G(t)f ′(t)
∣∣∣r
0
−
∫ r

0

f ′(t)(sn2
G(t))′dt

= sn2
G(r)f ′(r)−

∫ r

0

f ′(t)(sn2
G(t))′dt

Finalmente obtemos

sn2
G(r)mf (r) ≤ sn2

G(r)mG(r)−
∫ r

0

f ′(t)(sn2
G(t))′dt (4.1.11)

Como ∂r (f) = f ′(r) ≥ a então

sn2
G(r)mf (r) ≤ sn2

G(r)mG(r) + asn2
G(r)
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portanto

mf (r) ≤ mG(r) + a = maG(r)

onde maG é a curvatura média da esfera geodésica do modelo Riemanniano
ponderado MaG

Demonstração(item ii.)
Aplicando integração por partes na desigualdade 4.1.11 obtemos

sn2
G(r)mf (r) ≤ sn2

G(r)mG(r)−
∫ r

0

f ′(t)(sn2
G(t))′dt

≤ sn2
G(r)mG(r)− (sn2

G(t))′f(r) +

∫ r

0

(sn2
G)′′(t)f(t)dt

≤ sn2
G(r)mG(r)− (sn2

G(t))′f(r) +K

∫ r

0

(sn2
G)′′(t)dt

≤ sn2
G(r)mG(r) + 2K(sn2

G(r))′

Da Equação 4.1.9 vem que

sn2
G(r)mf (r) ≤ sn2

G(r)mG(r) + 2K2snG(r)sn′G(r)

Finalmente segue que

mf (r) ≤ mG(r) + 4K
sn′G(r)

snG(r)

= mG(r) + 4K
mG(r)

n− 1

= mG(r)
(

1 +
4K

n− 1

)
= mn+4K

G (r)

O próximo lema será crucial no demonstração do Teorema 4.1.2

Lema 7 Sejam f e g funções cont́ınuas tais que f(s) > 0, g(s) > 0 e
f(s)

g(s)
é

não-crescente para s > 0. Defina F (t) =

∫ t

0

f(s)ds and G(t) =

∫ t

0

g(s)ds então

F (t)

G(t)
é não-crecente para s > 0

Como consequencia do Teorema 4.1.1 temos a seguinte comparação de volu-
mes.

Teorema 4.1.2 Seja Mf uma variedade ponderada e p ∈Mf fixado. Suponha
que Ricf ≥ (n− 1)G onde G : R→ R é uma função suave, par. Então

(i) Se ∂rf ≥ −a ao longo de todo segmento geodésico minimal a partir de p
então para R ≥ r > 0

Volf(B(R)) )

Volf(B(r))
≤ eaR vol nG(R)

vol nG(r)
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(ii) If |f | ≤ K then for 0 < r ≤ R
Volf(B(R))

Volf(B(r))
≤

vol n+4K
G (R)

vol n+4K
G (r)

Demonstração(item i.) Seja Mn
G,a = (Mn

G, gG, e
−h, O) onde (Mn

G, gG) é o mo-
delo Riemanniano com curvatura seccional G, O ∈ Mn

G e h(x) = −ar(x) =
−adist (x,O). Denotando por dMG,a = AaGdtdθn−1 o elemento de volume de
Mn
G,a então AaG(r) = earAG(r) onde AG(r) é o elemento de volume de Mn

G.
Como Ricf ≥ (n− 1)G e ∂rf ≥ −a conclúımos que mf (r) ≤ a+mG(r).

Observe que(
lnAf (r, θ)

)′
= mf (r) =≤ a+mG(r) =

(
ln(AaG(r, θ))

)′
isto é,

A′f (r, θ)

Af (r, θ)
≤ (AaG)′(r, θ)

AaG(r, θ)

Afirmação 2 Se 0 < r < R então
Af (R, θ)

Af (r, θ)
≤ (AaG)(R, θ)

AaG(r, θ)

De fato,

Af (R, θ)

Af (r, θ)
= e

∫ R

r

mf (s)ds

≤ e

∫ R

r

(a+mG(s))ds

= e

∫ R

r

(
ln(AaG(r, θ))

)′
ds

=
(AaG)(R, θ)

AaG(r, θ)

Dáı, a função r 7→ Af (., θ)

AaG(., θ)
é não-crescente. Pelo Lema 7 conclúımos que a

função t 7→

∫
Af (t, θ)∫
AaG(t, θ)

é não-crescente para t > 0. Se 0 < r1 < r, 0 < R1 < R

com r1 ≤ R1, r ≤ R obtemos∫ R

R1

Af (t, θ)dt∫ r

r1

Af (t, θ)dt

≤

∫ R

R1

AaG(t, θ)dt∫ r

r1

AaG(t, θ)dt

Observe que mf (r, θ) = mf (r) dáı mf (r) = ∆fr. Da mesma forma, tem-
se m(r, θ) = m(r) donde Af (r, θ) = Af (r) e AG(r, θ) = AG(r). Escrevendo
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A(p,R1, R) = B(p,R) \B(p,R1) = B(R) \B(R1) então

Volf (A(p,R1, R)) =

∫
B(R)\B(R1)

Af (s)dsdθ

=

∫
S(1)

∫ R

R1

Af (s)dsdθ

= ωn

∫ R

R1

Af (s)ds

onde ωn = vol (Sn−1(1)). Analogamente temos

vol aG(R1, R) =

∫
BG(R)\BG(R1)

easAG(s)dsdθ

=

∫
S(1)

∫ R

R1

easAG(s)dsdθ

= ωn

∫ R

R1

easAG(s)ds

≤ eaRωn

∫ R

R1

AG(s)ds

= eaRvolG(R1, R)

Finalmente

Volf (A(p,R1, R))

Volf (A(p, r1, r))
=

ωn

∫ R

R1

Af (s)ds

ωn

∫ r

r1

Af (s)ds

≤
ωn

∫ R

R1

AaG(s)ds

ωn

∫ r

r1

AaG(s)ds

=
vol aG(R1, R)

vol aG(r1, r)

≤ eaR
volG(R1, R)

volG(r1, r)

Fazendo r1 = R1 = 0 temos o resultado.
Demonstração( item ii.)

Considere An+4K
G o elemento de volume do modelo Riemanniano ponderado

Mn+4K
G , portanto o mesmo cálculo do item (i) permanece válido. Como

Volf (A(p,R1, R))

Volf (A(p, r1, r))
≤ vol aG(R1, R)

vol aG(r1, r)
(4.1.12)

fazendo r1 = R1 = 0 obtemos

Volf (B(p,R))

vol n+4K
G

(R) ≤ Volf (B(p, r)))

vol n+4K
G (r)

(4.1.13)
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4.2 Propriedades Estocásticas e Ricf

Definição 21 Dizemos que uma variedade Riemanniana satisfaz o prinćıpio do
máximo de Omori-Yau se, para toda função u ∈ C2(M), com u∗ = supM u <∞,
existe uma sequencia {xn} ⊂M com as seguintes propriedades

(a) u(xk) > u − 1
k

(b) |∇u(xk)| < 1
k

(c) ∆u(xk) < 1
k

O próximo resultado estabelece condições para que uma variedade satisfaça
o prićıpio do máximo de Omori-Yau

Teorema 4.2.1 (Borbély, Bessa, Pigola, Rigoli, Rimoldi, Setti) Seja Mf uma
variedade Riemanniana ponderada, completa e suponha que existe uma função
γ, não negativa, de classe C2 e constantes A,B > 0 satisfazendo as seguintes
condições

(a) γ(x)→∞ quando x→∞

(b) |∇γ| ≤ A fora de um compacto

(c) ∆fγ ≤ BG(γ) fora de um compacto

onde G é uma função suave definida em [0,+∞) e tal que
(i) G(0) = 0 (ii) G′(t) ≥ 0 on [0,+∞) (iii) G(t)−1 6∈ L1(+∞)

Então o prinćıpio do máximo de Omori-Yau para ∆f é válido. O resultado
é válido quando γ(r) = r(x) é a função distância a um ponto o fixado e assumi-
mos que a desigualdade (c) ocorre fora do cut locus de o (note que, neste caso,
(a) e (b) são automaticamente satisfeitas).

Definição 22 Dizemos que uma variedade Riemanniana satisfaz o prinćıpio do
máximo fraco de Omori-Yau se, para toda u ∈ C2(M), com u∗ = supM u <∞,
existe uma sequencia {xn} ⊂M satisfazendo as condições (a) e (c) da definição
21.

Em [7] Bessa, Pigoli e Setti provaram o seguinte resultado:

Teorema 4.2.2 Seja Mf uma variedade ponderada completa e suponha que

Ricf ≥ −k2 (4.2.1)

para algum k ≥ 0 ou {
Ricf (x) ≥ −k2

1(r(x))
|∇f |(x) ≤ −k2

2(r(x))
(4.2.2)

onde ki(r) são funções cont́ınuas, não-decrescentes tais que ki(r)→∞ quando
r →∞ e

1√
k2

1(t) + k2
2(t)

6∈ L1(+∞)

Então Mf é estocasticamente completa.
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O Teorema 4.2.1, juntamente com a fórmula de Bochner nos permite concluir
que, sob uma limitação inferior adequada para Ricf , Mf é estocasticamente
completa. Observe que o Teorema abaixo não exige um controle da norma do
gradiente de função f . No entanto, é necessário que Mf possua pólo.

Teorema 4.2.3 Seja Mf uma variedade ponderada com pólo o e seja G como
no Teorema 4.2.1. Suponha que Ricf (∂r , ∂r ) ≥ −C2G′(r). Então o prinćıpio
do máximo de Omori Yau é válido em Mf . Em particular Mf é estocasticamente
completa.

Demonstração
Aplicando a fórmula de Bochner 4.1.2 a função distância r temos

0 = |Hess r|2 + 〈∇r,∇(∆fr)〉+ Ricf (∇r,∇r)

= |Hess r|2 +
∂

∂r
(∆fr) + Ricf (∇r,∇r)

≥ ∂

∂r
(∆fr) + Ricf (∇r,∇r)

dáı
∂

∂r
(∆fr) ≤ C2G′(r)

Integrando a desigualdade de t0 a t acima obtemos

∆fr(t, θ) ≤ ∆fr(t0, θ) + C2G(r(t))− C2G(r(t0))

≤ C̃G(r(t))

para todo t > t0, i.e, fora da bola B(t0). Pelo Teorema 4.2.1 conclúımos que o
prinćıpio do máximo de Omori-yau para ∆f vale para Mf ,isto é, Mf é estocas-
ticamente completa.

4.3 Teorema de Myers para Ricf

Em [1] Ambrose provou o seguinte resultado:

Teorema 4.3.1 Seja M variedade Riemanniana completa e suponha que existe
p ∈M tal que para toda geodésica γ partindo de p vale

lim
t→∞

∫ t

0

Ric (γ′(s), γ′(s))ds =∞ (4.3.1)

Então M ćompacta.

Observação 4 Em [16] Galloway provou a compacidade de M sob a condição

lim
t→∞

∫ t

0

sλRic (γ′(s), γ′(s))ds =∞, 0 ≤ λ < 1 (4.3.2)

Wraith [35] provou o seguinte teorema, o qual é equivalente ao teorema de
Ambrose.
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Teorema 4.3.2 Seja M variedade Riemanniana completa e não compacta e
seja γ(s), s ≥ 0 raio geodésico em M . Se

lim
t→∞

∫ t

0

Ric (γ′(s), γ′(s))ds (4.3.3)

existe, tal limite é finito.

A seguinte pergunta surge naturalmente no contexto de variedades ponderadas:
é posśıvel, no Teorema de Ambrose, substituir Ric por Ricf ? O exemplo a
seguir mostra que a simples substituição de Ric por Ricf não é posśıvel.

Exemplo 4 Seja M = Rn e tome f(x) = 1
2 |x|

2 então Hess f = Id. Seja γ
geodésica normalizada partindo da origem então

Ricf (γ′, γ′) = Ric (γ′, γ′) + Hess f(γ′, γ′) = 0 + Hess f(γ′, γ′) = 1

Observe que

lim
t→∞

∫ t

0

Ricf (γ′(s), γ′(s))ds = lim
t→∞

∫ t

0

1ds =∞

mas Rn não é compacto.

Observe que, no exemplo acima, a função f é radial, não negativa e crescente.
Tais condições sugerem que uma extensão do Teorema de Ambrose para Ricf
requer uma condição sobre a função f ( e sua derivada radial). Tais condições
são dadas no teorema abaixo.

Teorema 4.3.3 Seja M uma variedade Riemanniana completa, não-compacta
e seja γ(t), t ≥ 0 um raio geodésico de M e f função suave, não negativa, radial
à partir de γ(0) com ∂f

∂t ≤ 0 e tal que o limite

lim
t→∞

∫ t

0

Ricf (γ′(s), γ′(s))ds (4.3.4)

existe, então tal limite é finito.

Demonstração
Da equação 4.1.4 segue a equação de Ricatti

Ricf (∂r , ∂r ) ≤ −m′f −
1

n− 1
(m)2 (4.3.5)

Integrando a desigualdade acima de 1 a t e tomando o limite quando t tende ao
infinito obtemos

lim
t→∞

∫ t

1

Ricf (γ′(s), γ′(s))ds ≤ lim
t→∞

∫ t

1

(−m′f (s)− 1

n− 1
(m)2(s))ds

Se o limite no lado esquerdo da desigualdade acima é infinito então o limite no
lado direito também é infinito. Em particular, conclúımos que

lim
t→∞

(−mf (t)−
∫ t

1

(m)2(s)ds) =∞ (4.3.6)

e
lim
t→∞

−mf (t) =∞
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Afirmação 3 Existe um t∞ tal que lim
t→t−∞

−mf (t) =∞

Como lim
t→∞

(−mf (t) −
∫ t

1

(m)2(s)ds) = ∞ então existe um t1 > 1 tal que

−mf (t)−
∫ t

1

(m)2(s)ds > 10,∀t ≥ t1

Defina a sequencia {tn} por tn+1 = tn+ 1
10n−1 então lim

n→∞
tn = t1 +

10

9
. Observe

que, se −mf (t) ≥ k, ∀t ≥ tn−1 então, para todo t ≥ tn temos

−mf (t) >

∫ t

1

m2(s)ds

>

∫ tn

tn−1

(mf (s) +
∂f

∂s
)2ds

≥
∫ tn

tn−1

(m2
f (s) + 2mf (s)

∂f

∂s
)ds

Como∂f∂s ≤ 0 e −mf (t) ≥ k segue que 2mf (s)∂f∂s ≥ −2k ∂f∂s ≥ 0 donde

−mf (t) ≥
∫ tn

tn−1

(m2
f (s) + 2mf (s)

∂f

∂s
)ds

≥
∫ tn

tn−1

(k2 − 2k
∂f

∂s
)ds

= k2(tn − tn−1)− 2k[f(tn)− f(tn−1)]

≥ k2(tn − tn−1)

= k2 1

10n−2

Observe que −mf (t) ≥ 10n,∀t ≥ tn.
De fato, usando um argumento de indução temos que, para n = 1 o resultado é
verdadeiro, isto é, −mf (t) ≥ 10,∀t ≥ t1. Assuma, por hipótese de indução, que
−mf (t) ≥ 10n,∀t ≥ tn então, o cálculo acima nos permite concluir que, para
t ≥ tn+1 > tn

−mf (t) ≥ (10n)2 1

10n−1
= 10n+1,∀t ≥ tn+1

Finalmente, obtemos

lim
n→∞

−mf (tn) = lim
x→ 10

9

−mf (t1 + x) ≥ lim
n→∞

10n =∞

Mas isso contradiz o fato de −mf ser suave fora de uma vizinhança de γ(0),
portanto, o limite em 4.3.4 é finito.

Observe que podemos enunciar o Teorema acima de maneira equivalente:

Teorema 4.3.4 Seja M variedade Riemanniana completa e suponha que exis-
tem q ∈ M e f função suave, não negativa, radial em q com ∂f

∂t ≤ 0 tal que,
para toda geodésica γ partindo de q vale

lim
t→∞

∫ t

0

Ricf (γ′(s), γ′(s))ds =∞ (4.3.7)
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Então M é compacta.

Como consequencia do Teorema acima temos:

Teorema 4.3.5 Seja M uma variedade Riemanniana completa e f ∈ C∞(M)
como no Teorema acima. Suponha que

Ricf + LXg ≥ cg (4.3.8)

para alguma função suave c e X campo de vetores suave em M . Se

lim
t→∞
{
∫ t

0

c(s)ds− 2|X(t)|} =∞

Então M é compacta.

Demonstração: Seja γ geodésica partindo de p então

LXg(γ′, γ′) = 2
d

ds
g(γ′, γ′)

da´

Ricf (γ′(s), γ′(s)) + LXg(γ′(s), γ′(s)) ≥ c(γ(s))

Integrando de 0 a t obtemos∫ t

0

Ricf (γ′(s), γ′(s))ds ≥
∫ t

0

c(γ(s))ds−
∫ t

0

LXg(γ′(s), γ′(s))ds

=

∫ t

0

c(γ(s))ds−
∫ t

0

2
d

ds
g(γ′, γ′)ds

=

∫ t

0

c(γ(s))ds− 2g(γ′(t), γ′(t)) + 2g(γ′(0), γ′(0))

≥
∫ t

0

c(γ(s))ds− 2|X(γ(t))|+ 2g(γ′(0), γ′(0))

Tomando o limite quando t→∞ obtemos

lim
t→∞

∫ t

0

Ricf (γ′(s), γ′(s))ds ≥ lim
t→∞
{
∫ t

0

c(γ(s))ds−2|X(γ(t))|}+2g(γ′(0), γ′(0))

Como, por hipótese, o limite do lado esquerdo da desigualdade tende a infinito
quando t→∞ então

lim
t→∞

∫ t

0

Ricf (γ′(s), γ′(s))ds =∞

Pelo teorema anterior segue que Mf é compacta.

Observação 5 O teorema acima foi provado por Fernadez-Lopes e Garcia-
Rio[REFERENCIA], no caso do tensor de Ricci com a condição de c ser uma
constante positiva e X ser um campo limitado.
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4.4 Estimativa do Gradiente

Em [?], Yau provou a seguinte estimativa para o gradiente de uma função
harmônica positiva:

Teorema 4.4.1 Seja Mn uma variedade Riemanniana completa com Ric ≥
−(n − 1)K onde K ≥ 0 é constante. Suponha que u é uma função harmônica
positiva em M e que B(p,R) é bola geodésica em M , então

|∇u|
u
≤ C(n)

(1 +R
√
K

R

)
(4.4.1)

em B(p, R2 ), onde C(n) é uma constante que depende somente de n.

Como consequencia temos que se M é tal que Ric ≥ 0 então M não admite
função harmõnica positiva não constante.
Uma extensão desse resultado para Ricf foi obtida por Chen e Chen [10]

Teorema 4.4.2 Seja Mf variedade ponderada completa tal que Ricf ≥ −H,
com H ≥ 0 constante. Suponha que Ric ≥ K,K ≥ 0. Se u é uma função
f-harmônica positiva definida na bola geodésica B(p, 2R) ento, em B(p,R) vale

|∇u|
u
≤ C(n)

(√
H +K + sup

B(p,2R)

|∇f |+ 1

R

)
(4.4.2)

onde C(n) é uma constante que depende somente de n.

Observe que quando f é constante, a estimativa acima se reduz à estimativa
de Yau. Em [9] Brighton obteve duas estimativas para o gradiente de uma
função f-harmônica positiva sob a hipótese de Ricf ≥ −H2, onde H ≥ 0 é
constante. Vale ressaltar que, ao contrário da estimativa obtida por Chen e
Chen, as estimativas obtidas por Brighton não se reduzem à estimativa de Yau
no caso de f constante e H = 0.
No próximo resultado apresentamos algumas estimativa do gradiente de uma
função f -harmônica positiva. Note que, em qualquer dos casos abaixo, quando
f = 0 e G ≥ 0 constante é posśıvel reobter a estimativa devida a Yau Y1.

Teorema 4.4.3 Seja Mf uma variedade ponderada completa com Ricf (∂r , ∂r ) ≥
−(n − 1)G(r) onde G ∈ C0(R+) é positiva. Se u é uma função f -harmonica
positiva definida em B(q, 2R) com R ≥ 1, então em B(q,R)

(i) |∇u|u ≤
√

C̃1

R2 + C̃2

R

∫ 2R

1
G(t)dt+ n{ 2

n |∇f |2 − 2 C̃3

R }2 + 2(n− 1) sup
B(q,R)

G

(ii) Se existe 0 ≤ a < 1
2 tal que 〈∇ lnu,∇f〉 ≤ a|∇ lnu|2 então

|∇u|
u ≤

√
C̃1

R2 + C̃2

R

∫ 2R

1
G(s)ds+ 2(n− 1) sup

B(q,R)

G

(iii) |∇u|u ≤
√

C̃1

R2 + C̃2

R

∫ 2R

1
G(s)ds+ C3(n) sup

B(q,R)

G

onde α = maxS(q,1) ∆fr e as constantes C̃1, C̃2 e C̃3 dependem somente de n e
α.
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Seguindo a ideia original de Yau, multiplicamos |∇h|2 por uma função ”cut-
off”de modo a obter uma função que possui um máximo no interior de B(p, 2R).
Para isso, considere a função φ : B(p, 2R)→ [0, 1] dada por φ(x) = j(r(x)) onde
r(x) = dist (p, x) e a função j : [0, 2R] → [0, 1] é uma função de classe C3 que
satisfaz, para algum c > 0, as propriedades abaixo:

(i) j ≡ 1 on [0, R]

(ii) supp j ⊂ [0, 2R]

iii) − c
R

√
j ≤ j′ ≤ 0

(iv) |j′′| ≤ c
R2

Escrevendo J = φ|∇h|2 temos

∇J = |∇h|2∇φ+ φ∇|∇h|2 (4.4.3)

e

∇|∇h|2 =
∇J
φ
− J∇φ

φ2
(4.4.4)

O Laplaciano ponderado de J é dado por

∆fJ = φ∆f |∇h|2 + |∇h|2∆fφ+ 2〈∇φ,∇|∇h|2〉 (4.4.5)

Observe que J ≥ 0 e que J|∂B(q,2R) = 0 dáı o máximo de J é atingido em

q0 ∈ B(q, 2R) e no ponto q0 temos ∇J(q0) = 0 e ∇|∇h|2(q0) = −J ∇φφ (q0).

Demonstração (i):
Seja h = lnu então gradh = 1

u∇u e ∆fh = −|∇w|2. Observe que

|Hessh|2 ≥ 1

n
(∆h)2

=
1

n
(∆fh+ 〈∇h,∇f〉)2

≥ 1

n
(∆fh)2 +

2

n
∆fh〈∇h,∇f〉

=
1

n
|∇h|4 − 2

n
|∇h|2〈∇h,∇f〉

Segue da fórmula de Bochner que

1

2
∆f |∇h|2 ≥

1

n
|∇h|4− 2

n
|∇h|2〈∇h,∇f〉−〈∇h,∇|∇h2〉+Ricf (∇h,∇h) (4.4.6)

Em particular, no ponto q0 temos

φ∆f |∇h|2(q0) ≤ −|∇h|2∆fφ(q0) + 2
J

φ

|∇φ|2

φ
(q0) (4.4.7)
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Sendo Ricf ≥ −(n− 1)G,G ≥ 0 segue da Proposição 4.1.1 que

∆fr(q0) ≤ ∆fr(p) + (n− 1)
∫ r(q0)

1
G(t)dt ≤ α+ (n− 1)

∫ 2R

1
G(t)dt

onde α = supSn−1 ∆fr(p, θ), r(p) = 1.
Observe que

∆fφ = j′′ + j′∆fr ≥ −
C2

R2
− C1

R

[
α+ (n− 1)

∫ 2R

1

G(t)dt
]

(4.4.8)

donde, substituindo na equação 4.4.7 e usando que |∇φ|
2

φ ≤ C2
1

R2 obtemos

φ∆f |∇h|2(q0) ≤ J

φ

{2C2
1 + C2

R2
+
C1

R

[
α+ (n− 1)

∫ 2R

1

G(t)dt
]}

(q0) (4.4.9)

Calculando 4.4.6 em q0 e fazendo Ricf ≥ −(n− 1)G e J = φ|∇h|2 vem que

1

2
∆f |∇h|2(q0) ≥

[ 1

n

J2

φ2
− 2

n

J

φ
〈∇h,∇f〉 − 〈∇h,∇|∇h2〉 − (n− 1)G

J

φ

]
(q0)

(4.4.10)
Em q0 temos

2
J

φ
〈∇f,∇h〉 ≤ 2

J

φ
|∇f ||∇h| = 2

J
3
2

φ
3
2

e

〈∇h,∇|∇h|2〉 = 〈∇h,−J∇φ
φ2
〉

≤ |∇h|| − J

φ
| |∇φ|
φ

=
J

3
2

φ
3
2

|∇φ|
φ

≤ J
3
2

φ
3
2

C1

R
φ−

1
2

≤ J
3
2

φ2

C1

R

Denotando por E =
2C2

1+C2

R2 + C1

R

[
α + (n − 1)

∫ 2R

1
G(t)dt

]
segue das equações

4.4.6 e 4.4.9 que,

J(q0){E} ≥ φ2∆f |∇h|2(q0)

≥
{ 2

n
J2 − 2

n
2φ2 J

φ
〈∇f,∇h〉 − 2φ2〈∇h,∇|∇h|2〉 − 2(n− 1)GJφ

}
(q0)

≥
{ 2

n
J2 − 2

n
φ22

J
3
2

φ
3
2

|∇f | − 2J
3
2
C1

R
− 2(n− 1)GJ

}
(q0)

=
{ 2

n
J2 − 2

J
3
2

φ

[2φ
1
2

n
|∇f | − 2

C1

R
φ
]

︸ ︷︷ ︸
(∗)

−2(n− 1)GJ
}

(q0)
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Vamos estimar o termo (∗) (omitiremos q0 por conveniência)

2
J

3
2

φ

[2φ
1
2

n
|∇f | − 2

C1

R
φ
]

= 2

√
n√
n

J

φ
J

1
2

[2φ
1
2

n
|∇f | − 2

C1

R
φ
]

≤ J2

n
+
[2φ

1
2

n
|∇f | − 2

C1

R
φ
]2
n
J

φ2

Conclúımos então

J(q0){E} ≥
{ 2

n
J2 − J2

n
−
[2φ

1
2

n
|∇f | − 2

C1

R
φ
]2
n
J

φ2
− 2(n− 1)GJ

}
(q0)

=
J2

n
(q0)− n

[2φ−
1
2

n
|∇f | − 2

C1

R

]
(q0)− 2(n− 1)G(r(q0))J(q0)

Ou seja

n
{
E + n

[2φ−
1
2

n
|∇f | − 2

C1

R

]
+ 2(n− 1)G(r(q0))

}
≥ J(q0) (4.4.11)

Restrigindo-se à bola B(q,R) temos que, para todo p ∈ B(q,R) vale

|∇u|
u

(p) ≤

√
n
{2C2

1 + C2

R2
+
C1

R

[
α+ (n− 1)

∫ 2R

1

G(t)dt
]

+ n
[2φ−

1
2

n
|∇f | − 2

C1

R

]
+ 2(n− 1)G(r(q0))

}
Demonstração (ii):
Tome novamente h = lnu. Por hipótese temos que existe 0 ≤ a < 1

2 tal que
〈∇h,∇f〉 ≤ a|∇h|2. Neste caso, sendo Ricf ≥ −(n− 1)G, a equação 4.4.6 fica

1

2
∆f |∇h|2 ≥

(1− 2a)

n
|∇|4 − 〈∇h,∇|∇h|2〉 − (n− 1)G|∇h|2 (4.4.12)

Resolvendo a equação 4.4.5 para ∆f |∇h|2 obtemos

∆f |∇h|2 =
1

φ
∆fJ −

J

φ2
∆fφ− 2〈∇φ, ∇J

φ
− J∇φ

φ2
〉 (4.4.13)

Substituindo a equação acima e as expressões de J e ∇|∇h|2 em 4.4.12 tem-se:

1

φ
∆f |∇h|2 ≥

J

φ2
∆fφ+2〈∇φ

φ
,
∇J
φ
〉−2〈∇φ

φ
, J
∇φ
φ2
〉+2

(1− 2a)

n

J2

φ2
−2〈∇h, ∇J

φ
−J∇φ

φ2
〉−2(n−1)G

J

φ
(4.4.14)

Novamente, seja q0 ∈ B(q, 2R) ponto de máximo de J , então, a equação acima,
calculada em q0 fica

0 ≥ 1

φ
∆fJ(q0)

≥ J

φ2

[
∆fφ− 2

|∇φ|2

φ
+ 2

(1− 2a)

n
J + 2〈∇h,∇φ〉 − 2(n− 1)Gφ

]
(q0)
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Como J
φ2 ≥ 0 segue que

2
(1− 2a)

n
J(q0) ≤

[
−∆fφ+ 2

|∇φ|2

φ
− 2〈∇h,∇φ〉+ 2(n− 1)Gφ

]
(q0) (4.4.15)

Perceba que, se q0 ∈ B(q, 1) então sendo φ ≡ 1 em B(q,R) segue que q0 é ponto
de máximo de |∇h|2 dáı, 4.4.15 fica

2
(1− 2a)

n
J(q0) ≤ 2(n− 1)G(r(q0))

Restingindo-se à bola B(q,R) conclúımos que

|∇u|
u
≤

√
2n(n− 1)

2(1− 2a)
G(r(q0)) (4.4.16)

Suponha agora que q0 ∈ B(q, 2R) \ B(q, 1) e seja δ > 0 a ser escolhido posteri-
ormente, então

2|〈∇h,∇φ〉| ≤ 2|∇h||∇φ|

= 2

√
φδ√
φδ
|∇h||∇φ|

≤ δφ|∇h|2 +
|∇φ|2

δφ

= δJ +
1

δ

|∇φ|2

φ

Usando a equação 4.4.8 e a última desigualdade acime vem que

2
(1− 2a)

n
J(q0) ≤ C1

R
α+

C1

R
(n−1)

∫ 2R

1

G(t)dt+
C2

R2
+
(

2+
1

δ

) |∇φ|2
φ

(q0)+δJ(q0)+2(n−1)G(r(q0))φ(q0)

(4.4.17)
Donde(2(1− 2a)

n
−δ
)
J(q0) ≤

[
α+(n−1)

∫ 2R

1

G(t)dt
]C1

R
+
C2

R2
+
(

2+
1

δ

) |∇φ|2
φ

(q0)+2(n−1)G(r(q0))φ(q0)

(4.4.18)

Como |∇φ|
2

φ ≤ C2
1

R2 e escolhendo δ = (1−2a)
2n finalmente obtemos

3(1− 2a)

2n
J(q0) ≤

[
α+(n−1)

∫ 2R

1

G(t)dt
]C1

R
+
C2

R2
+
(2− 4a+ 2n

1− 2a

)C2
1

R2
+2(n−1)G(r(q0))

(4.4.19)
Restringindo-se à bola B(q,R) conclúımos

|∇u|
u
≤

√
2n

3(1− 2a)

{[
α+ (n− 1)

∫ 2R

1

G(t)dt
]C1

R
+
C2

R2
+
(2− 4a+ 2n

1− 2a

)C2
1

R2
+ 2(n− 1)G(r(q0))

}
(4.4.20)

Demonstração (iii):
Sejam ε ∈ (0, 1) e h = uε então

∇h = εuε−1∇u
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∆h = εuε−1∆u+ ε(ε− 1)uε−2|∇u|2

and

∆fh = ε(ε− 1)uε−2|u|2

= ε2u
2ε

u2

(ε− 1)

εuε
|u|2

=
(ε− 1)|h|2

εh

Observe que

|Hessh|2 ≥ (∆h)2

n

=
(∆fh+ 〈∇f,∇h〉)2

n

=
1

n

( (ε− 1)|h|2

εh
+ 〈∇f,∇h〉

)2

E

〈∇h,∇∆fh〉 = 〈∇h,∇(
(ε− 1)|h|2

εh
)〉

=
ε− 1

εh
〈∇h,∇|∇h|2〉+

ε− 1

εh
|h|2(− 1

h2
|h|2)

=
ε− 1

εh
〈∇h,∇|∇h|2〉 − ε− 1

εh2
|∇h|4

Como Ricf ≥ −(n− 1)G segue da fórmula de Bochner que

1

2
∆f |∇h|2 ≥ 1

n

( (ε− 1)|h|2

εh
+ 〈∇f,∇h〉

)2

+
ε− 1

εh
〈∇h,∇|∇h|2〉 − ε− 1

εh2
|∇h|4 − (n− 1)G(r)|∇h|2

=
(ε− 1)2|∇h|4

nε2h2
+

2(ε− 1)|∇h|2

nεh
〈∇f,∇h〉+

〈∇f,∇h〉2

n
+
ε− 1

εh
〈∇h,∇|∇h|2〉

− (ε− 1)|∇h|4

εh2
− (n− 1)G(r)|∇|2

Desejamos obter uma estimativa inferior para ∆f |∇h|2 por termos envolvendo

apenas h e |∇h|. Para tanto, considere um ponto q ∈ B(p, 2R) tal que 〈∇h,∇f〉(q) ≤
a |∇h|

2

h (q), para alguma constante a a ser escolhida a posteriori. Então, no ponto
q temos:

(∗)1

2
∆f |∇h|2 ≥ (ε− 1)2|∇h|4

nε2h2
+

2(ε− 1)|∇h|2

nεh
〈∇f,∇h〉+

〈∇f,∇h〉2

n
+
ε− 1

εh
〈∇h,∇|∇h|2〉

− (ε− 1)|∇h|4

εh2
− (n− 1)G(r)|∇|2

≥
[ (ε− 1)2 + 2aε(ε− 1)− nε(ε− 1)

nε2

] |∇h|4
h2

+
(ε− 1)

εh
〈∇h,∇|∇h|2〉 − (n− 1)G(r)|∇h|2
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Observe que o coeficiente de |∇h|
4

h2 é positivo se, e somente se

a <
nε− ε+ 1

2ε
(4.4.21)

Agora, suponha que no ponto q temos 〈∇f,∇h〉(q) ≥ a |∇h|
2

h então

(∗∗)1

2
∆f |∇h|2 ≥ (ε− 1)2|∇h|4

nε2h2
+

2(ε− 1)

nεh

(h
a
〈∇f,∇h〉

)
〈∇f,∇h〉+

〈∇f,∇h〉2

n

+
ε− 1

εh
〈∇h,∇|∇h|2〉 − (n− 1)G(r)|∇|2

=
(ε− 1)2 − nε(ε− 1)

nε2

|∇h|4

h2
+

2(ε− 1) + εa

anε
〈∇f,∇h〉2

+
ε− 1

εh
〈∇h,∇|∇h|2〉 − (n− 1)G(r)|∇|2

Neste caso, o coeficiente de 〈∇f,∇h〉2 é positivo se, e somente se

a >
2(1− ε)

ε
(4.4.22)

Observe que as equações 4.4.21 e 4.4.22 são satisfeitas simultâneamente quando

2(1− ε)
ε

< a <
nε− ε+ 1

2ε

Resolvendo para ε obtemos 3
3+n < ε. Como n ≥ 1 conclúımos que ε > 3

4 . Logo,

se ε ∈ ( 3
4 , 1) existe um a satisfazendo (∗) e (∗∗). Tome ε = 7

8 e a = 1
2 dáı, segue

de (∗) ou (∗∗) que

1

2
∆f |∇h|2 ≥

(7n− 6

49nh2

) |∇h|4
h2

− 1

7h
〈∇h,∇|∇h|2〉 − (n− 1)G(r)|∇h|2 (4.4.23)

Resolvendo a equaç ão 4.4.5 para ∆f |∇h|2 obtemos

∆f |∇h|2 =
1

φ
∆fJ −

J

φ2
∆fφ− 2〈∇φ

φ
,
∇J
φ
− J∇φ

φ2
〉 (4.4.24)

Substituindo 4.4.3, 4.4.4 e 4.4.24 in 4.4.23 temos

1

2
∆f |∇h|2 =

1

2

[ 1

φ
∆fJ −

J

φ2
∆fφ− 2〈∇φ

φ
,
∇J
φ
− J∇φ

φ2
〉
]

≥
(7n− 6

49nh2

)J2

φ2
− 1

7h
〈∇h, ∇J

φ
− J∇φ

φ2
− (n− 1)G(r)

J

φ
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Agora, resolvendo para ∆fJ segue que

1

φ
∆fJ ≥ J

φ2
∆fφ+ 2〈∇φ

φ
,
∇J
φ
− J∇φ

φ2
〉+

(7n− 6

49nh2

)J2

φ2

− 2

7h
〈∇h, ∇J

φ
− J∇φ

φ2
〉 − (n− 1)G(r)

J

φ

=
J

φ2
∆fφ+ 2〈∇φ

φ
,
∇J
φ
〉 − 2〈∇φ

φ
, J
∇φ
φ2
〉+

(14n− 12

49nh2

)J2

φ2

− 2

7h
〈∇h, ∇J

φ
− J∇φ

φ2
〉 − 2(n− 1)G(r)

J

φ

Como J ≥ 0 e J = 0 em ∂B(p, 2R) segue que o máximo de J é atingido em
algum ponto q0 ∈ B(p, 2R). Suponha que q0 6∈ Cut(p) então, calculando a
desigualdade acima em q0 e resolvendo para J obtemos(14n− 12

49nh2

)
J(q0) ≤

[
−∆fφ+ 2

|∇φ|2

φ
− 2

7h
〈∇h,∇φ〉+ 2(n− 1)G(r)φ

]
(q0)

(4.4.25)

Há dois casos a considerar:
Se q0 ∈ B(p, 1) então, segue de R ≥ 1 que φ ≡ 1 e q0 é o ponto de máximo de
J = |∇h|2 em B(p,R), dáı, a equação 4.4.25 fica(14n− 12

49nh2

)
J(q0) ≤ 2(n− 1)G(r)

Segue da definição de J que

|∇u|(q0) ≤
√

64n(n− 1)

7n− 6
G(r) sup

B(p,2R)

u (4.4.26)

Suponha agora que q0 6∈ B(p, 1). Como φ é radial temos que

∇φ = j′∇r

e
∆fφ = j′′ + j′∆fr

Lembre que Ricf ≥ −(n− 1)G, em particular, Ricf (∂r , ∂r ) ≥ −(n− 1)G(r) e,
pelo Teorema 4.1.1 segue que

∆fr(q0) ≤ ∆fr(1) + (n− 1)

∫ r(q0)

1

G(s)ds

≤ α+ (n− 1)

∫ 2R

1

G(s)ds

onde α = supS(p,1) ∆fr.
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Da construção de j segue

∆fφ = j′′ + j′∆fr

≥ − c

R2
− c

R

(
α+ (n− 1)

∫ 2R

1

G(s)ds
)

= −cα
R
− c(n− 1)

R

∫ 2R

1

G(s)ds− c

R2

Seja δ > 0 então 2|〈∇h,∇φ〉| ≤ δφ
h |∇h|

2 + h
δφ |∇φ|

2.
Substituindo ambas as desigualdades acima em 4.4.25 obtemos que(14n− 12

49nh2
− δ

7h2

)
J(q0) ≤

[cα
R

+
c

R2
+
c(n− 1)

R

∫ 2R

1

G(s)ds+
(

2+
1

7δ

) |∇φ|2
φ

+2(n−1)G(r)φ
]
(q0)

Sendo R ≥ 1 e |∇φ|
2

φ ≤ c2

R2 tomando δ = 1
7 vem que

(13n− 12

49n

) J
h2

(q0) ≤ cα+ 3c2

R
+

c

R2
+
c(n− 1)

R

∫ 2R

1

G(s)ds+2(n−1)G(r)φ(q0)

(4.4.27)

Restrinjindo-se à bola B(p,R) e usando h = u
7
8 finalmente obtemos

|∇u|
u
≤

√
64n(cα+ 3c2)

13n− 12

1

R
+

64n

13n− 12

c

R2
+

64n

13n− 12

c(n− 1)

R

∫ 2R

1

G(s)ds+
128n(n− 1)

13n− 12
sup
B(p,R)

G

4.5 Autovalores

Seja BM (R) a bola geodésica de raio R em uma variedade Riemanniana
completa M e λ1(BM (R)) o primeiro autovalor de Dirichlet de BM (R). Analo-
gamente denote por BM(k)(R) e λ1(BM(k)(R)), respectivamente, a bola geodésica
de raio R na forma espacial M(k) de curvatura constante k e o primeiro auto-
valor de Dirichlet de BM(k)(R).
Em [11] Cheng provou que, se a curvatura seccional de M é limitada superior-
mente KM ≤ k e R < min{inj (p), π√

k
} ( π√

k
=∞ se k ≤ 0) então λ1(BM (R)) ≥

λ1(BM(k)(R)). Ademais, ele também provou que se Ric ≥ (n − 1)k então
λ1(BM (R)) ≤ λ1(BM(k)(R)) para todo R > 0, com a igualdade ocorrendo se, e
somente se, R < inj (p) e BM(k)(R) e BM (R) são isométricas.
Denote por m(t, θ) e mk(t), respectivamente, as curvaturas médias das esfe-
ras geodésicas ∂BM (R) e ∂BM(k)(R) em (t, θ), relativamente ao campo normal
unitário −∂t. Bessa e Montenegro [4] provaram o seguinte resultado:

Teorema 4.5.1 Sejam M uma variedade Riemanniana completa e M(k) a
forma espacial de curvatura constante k.

(i) Se m(t, θ) ≤ mk(t),∀t ∈ (0, R),∀θ ∈ Sn−1 então λ1(BM (R)) ≤ λ1(BMk(R))

(ii) Se m(t, θ) ≥ mk(t),∀t ∈ (0, R),∀θ ∈ Sn−1 então λ1(BM (R)) ≥ λ1(BMk(R))
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Em qualquer dos casos acima, a igualdade ocorre se, e somente se, m(t, θ) =
mk(t) para todo 0 < t ≤ R e todo θ ∈ Sn−1.

Observe que, como KM ≤ k implica m(t, θ) ≥ mk(t) e Ric ≥ (n − 1)k implica
m(t, θ) ≤ mk(t), o teorema de Cheng decorre do resultado de Bessa e Montene-
gro. No caso de variedades ponderadas Setti [S] provou um resultado análogo
ao teorema de Cheng acima, sob a hipótese de Ricf ≥ α, com α constante.
O resultado a seguir é uma versão ponderada do teorema de Bessa e Montenegro.

Teorema 4.5.2 Sejam Mf uma variedade ponderada completa e M(G) um mo-
delo Riemanniano com curvatura seccional G. Então

(i) Se mf (t, θ) ≤ mG(t),∀t ∈ (0, R),∀θ ∈ Sn−1 então λ1(BMf
(R)) ≤ λ1(BMG

(R))

(ii) Se mf (t, θ) ≥ mG(t),∀t ∈ (0, R),∀θ ∈ Sn−1 então λ1(BMf
(R)) ≥ λ1(BMG

(R))

Em qualquer dos casos acima, a igualdade ocorre se, e somente se, mf (t, θ) =
mG(t) para todo 0 < t ≤ R e todo θ ∈ Sn−1.

Demonstração
Seja u : BMG

(R) → R a primeira autofunção de Dirichlet positiva. Sabemos
que u é radial e que u′(t) ≤ 0. Ademais, u satisfaz a equação

u′′(s) + (n− 1)
sn′G
snG

u′(s) + λ1(BMG
(R))u(s) = 0 (4.5.1)

para todo s ∈ [0, R].
Defina v : BMf

(R) → R por v(t, θ) = u(t), onde t = r(q) = dist (p, q) então
∇v = u′∇r and ∆v = u′′ + u′∆r.
Portanto

∆fv = ∆v − 〈∇v,∇f〉
= u′′ + u′∆r − u′〈,∇r,∇f〉
= u′′ + u′∆r − u′f ′

= u′′ + u′∆fr

da equação 4.5.1 segue

−∆fv

v
=
−u′′ − u′∆fr

u

= (n− 1)
sn′G
snG

u′

u
+ λ1(BMG

(R))−∆fr
u′

u

= [mG(t)−mf (t, θ)]
u′

u
+ λ1(BMG

(R))

Do teorema de Barta temos que

sup
Ω

(−∆fv

v
) ≥ λ1(Ω) ≥ inf

Ω
(−∆fv

v
)
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Dáı

λ1(BMf
(R)) ≤ supBMf (R)[(mG(t)−mf (t, θ))

u′

u
] + λ1(BMG

(R))
e

λ1(BMf
(R)) ≥ infBMf (R)[(mG(t)−mf (t, θ))

u′

u
] + λ1(BMG

(R))

No primeiro caso, se (mG(t)−mf (t, θ)) ≥ 0 então supBMf (R)[(mG(t)−mf (t, θ))u
′

u ] ≤
0 donde λ1(BMf

(R)) ≤ λ1(BMG
(R)).

No segundo caso, se (mG(t)−mf (t, θ)) ≤ 0 então infBMf (R)[(mG(t)−mf (t, θ))u
′

u ] ≥
0 donde λ1(BMf

(R)) ≥ λ1(BMG
(R)).

Observe que se mG(t) = mf (t, θ) para todo t, θ então, novamente pelo teorema
de Barta temos

λ1(BMG
(R)) = inf

BMf (R)
(−∆fv

v
)

≤ λ1(BMf
(R))

≤ sup
BMf (R)

(−∆fv

v
)

= λ1(BMG
(R))
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