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RESUMO

Esta Tese teve dois objetos de estudo: Propriedades Estocdsticas em uma vari-
edade Riemananniana, a saber, Completude Estocastica, Parabolicidade e pro-
priedade Feller, e a geoemtria do tensor de Bakry-Emery. Na primeira parte
da tese estudamos tais propriedades estocasticas no contexto de submersoes Ri-
emannianas e imersoes isométricas, tendo como ponto de partida o trabalho
de Pigola e Setti [28] sobre a propriedade Feller. No nosso primeiro resultado,
provamos que se uma imersao isométrica em uma variedade Cartan-Hadamard
possui vetor curvatura média com norma limitada ento a imersao é Feller. Um
analogo desse resultado ja era conhecido para o caso de completude estocastica
[30]. Em seguida estabelecemos condigbes necessérias e suficientes para que uma
submerséo seja estocasticamente completa (respec. parabdlica), a saber, se uma
submersao Riemanniana tem fibra minima e o espago total é estocasticamente
completo (respec. parabdlico) entéo a base é estocasticamente completa (respec.
parabdlica). Reciprocamente, se a submersao Riemanniana tem fibra minima
e compacta e a base é estocasticamente completa (respec. parabdlica) entdo o
espago total é estocasticamente completo (respec. parabdlico). Finalmente pro-
vamos que uma submersao Riemanniana tem fibra minima e compacta entao o
espaco total é Feller se, e somente se, a base é Feller.

Na segunda parte desta Tese estudamos o tensor de Bakry-Emery Ricci, Rict,
que é uma extensao, no caso de variedades ponderadas, do tensor de Ricci. Es-
tudamos a seguinte situacao: Ricy > —cG, onde ¢ é uma constante positiva e
G > 0 é uma fungao suave. Esta limitacao nos permitiu obter algumas conse-
quencias geométricas e topoldgicas, que passamos a descrever.

Seja My uma variedade Riemanniana ponderada e py € My fixado. Nosso pri-
meiro resultado é uma estimativa superior, fora da bola geodésica de raio ry,
para o Laplaciano ponderado da funcao disténcia r ao ponto pg, my, em ter-
mos da integral da fungdo G. A primeira consequéncia dessa estimativa é uma
estimativa para o volume ponderado Vol¢(B(R)) de uma bola geodésica de raio
R em termos da integral da funcdo G. A estimativa de my, juntamente com a
hipétese de f ser radial e 0, f > —a,a > 0 (ou |f| < k) também nos permite
demonstrar um teorema de comparagao entre my e mqq, Laplaciano da fungao
distancia no modelo de curvatura aG, bem como um teorema de comparagao
entre o volume ponderado de uma bola geodésica de raio R em My, Vols(B(R)),
e o volume da bola geodésica de raio R no modelo M,q, de curvatura aG.
Utilizando uma versdao ponderada da férmula de Bochner provamos que, se
Ric; > G’ entao My satisfaz o principio do maximo de Omori-Yau, onde G é
uma funcdo suave, positiva, ndo decrescente e tal que G~! ndo ¢ integravel. Em
particular concluimos que My é estocasticamente completa.

O préximo resultado que obtivemos estende, para o tensor Ricg, um teorema
de Myers devido a Ambrose [1]. Para tanto, uma hipétese sobre a fungao f foi
necesséaria. Como aplicacao, estendemos um resultado de compacidade de Ricci
solitons de Fernandez-Lopes e Garcia-Rio [15].

Em 1976, Yau [36] provou uma estimativa para o gradiente de uma fungao u,
positiva, harmoénica em B(2R), no caso de M ser completa e Ric > —k, k > 0.
Tal estimativa depende apenas de R e k e foi estendida, no caso ponderado, para
fungbes f-harmonicas positivas, supondo Ricy > —k e Ric > —H, k,H > 0.
Brighton [9] obteve estimativas para o gradiente de uma func¢ao f-harmoénica
positiva utilizando somente a hipétese Ricy > —k. As estimativas que obtive-



mos estendem as estimativas citas acima e, no caso em que f = G = 0 resultam
na estimativa original de Yau.

Finalmente, provamos um teorema de comparagao entre o primeiro autovalor
de Dirichlet da bola geodésica de raio R em My e o primeiro autovalor de Di-
richlet da bola geodésica de raio R em M. Tal resultado estende, para o caso
ponderado, um resultado de Bessa e Montenegro [4]



ABSTRACT

In this thesis we studied two objects: stochastic properties in Riemannian
manifolds, more precisely stochastic completeness, parabolicity and the Feller
property and geometric properties of Bakry Emery Ricci tensor.First, we studied
such stochastic properties on Riemannian submersions and isometric immersi-
ons. The initial motivation was the work of Pigola and Setti [30] about the
Feller property. In our first result, we proved that if a isometric immersion
on a Cartan-Hadamard manifold has bounded mean curvature vector then the
immersion is Feller. An analogous result was know for stochastic complete-
ness. After, we stabilish necessary and sufficient conditions to a Riemannian
submersion be stochastically complete (parabolic). More precisely if a Rieman-
nian submersion has minimal fiber and the total space is stochastically complete
(parabolic) then the basis is also stochastically complete (parabolic). Conver-
sely, if the Riemannian submersion has compact minimal fiber and the basis is
stochastically complete (parabolic, Feller) then the total space also is. We also
proved that if a Riemannian submersion has compact minimal fiber then the
total space is Feller if, and only if the the basis is Feller. In the second part
we studied the Bakry Emery Ricci tensor Rice, wich is a natural extension of
the Ricci tensor in the context of weighted manifolds. We studied the following:
suppose that Ricy has a lower bound —cG where G is a smooth nonnegative
function and c a positive constant. Such lower bound allow us to obtain some
geometric and topological consequences as we describe below. Consider Mf a
weighted Riemannian manifold. The first consequence is an upper estimate,
outside a geodesic ball of radius r0, for the weighted Laplacian of the Rieman-
nian distance in terms of the function G.

Let My be a weighted Riemannian manifold and py € M fixed. Our first result
is an upper bound, outside of a geodesic ball of radius R centered in pgy, for
the weighted Laplacian os the Riemannian distance function from pg in terms
od the function GG. The first consequence of this estimate is an estimate for
the weighted volume Vol¢(B(R)) of a geodesic ball with radius R in terms of
the integral of G. This estimate together the assumption of f be radial and
Or f > —a,a >0 (or |f| < k) allow us to prove a comparison theorem for my e
mqc, the Laplacian of distance function on the Riemannian model of curvature
a@G, as such as a comparison theorem for the weighted volume of a geodesic ball
with radius R on My, Volf(B(R)), and the volume of the geodesic ball with
radius R on the Riemannian model M,qg, with curvature aG.

Using a weighted version of the Bochner formula we proved that if Ric; > G’
then My satisfies the Omori-Yau Maximum Principle, where G is a positive,
nondecreasing smooth function, such that G=! does not belong to L'(My). In
particular we conclude that My is stochastically complete.

The next result we proved extends, for the tensor Ricg, a type Myers theorem
due to Ambrose [1]. For this an additional assumption on f was required. As an
aplication of this result we extended a result about compacity of Ricci solitons
due to Fernandez-Lopez ¢ Garcia-Rio [15].

In 1976, Yau [36] proved an estimate for the gradient of a positive harmonic
function u, defined on B(2R), when M is complete and Ric > —k, k > 0. Such
estimate depends only on R and k and was extended, to the weighted case,
to f-harmonic positive functions, when Ric; > —k and Ric > —H, k, H > 0.
Brighton [9] obtained estimates for the gradient of a positive f-harmonic func-
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tion assuming only Ricy > —k. We obtained estimates for the case Ric; > —G
where G is a smooth nonnegative function and when f = G = 0 we recover the
original estimate of Yau.

Finally we proved a comparison theorem between the first eigenvalue of the
geodesic ball of radius r on M; and the first eigenvalue of the geodesic ball of
radius r of the model M. Such result extends, to the weighted case, a result
due to Bessa e Montenegro [4]
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Capitulo 1

Introducao

Azencott [2] iniciou o estudo da relagdo entre completude estocdstica e pro-
priedades geométricas em variedades Riemannianas.Lembre que M é estocasti-
camente completa se, para algum A > 0, toda fungao A-subharmonica positiva
é constante. Ele exibiu um exemplo de uma variedade M geodesicamente com-
pleta e estocasticamente imcompleta. Em tal exemplo, a curvatura seccional
Ky de M tem descrescimento réapido até —oo e é tal decrescimento que per-
mite que M seja estocasticamente incompleta. A partir de entao, uma série
de trabalhos surgiu relacionando propriedades geométricas tais como limitagoes
nas curvaturas seccional e de Ricci e crescimento do volume de bolas geodésicas
com a completude estocastica e também parabolicidade. Relembre que uma
variedade M é dita parabdlica se toda func¢ao subharménica limitada é cons-
tante. O estudo dessas relagoes levou nao somente a descoberta de proprieda-
des geométricas que implicam completude estocéstica ou parabolicidade como
também a criacao de critérios para decidir quando uma variedade é estocasti-
camente completa ou parabdlica como, por exemplo, o teste de Khas'minskii e
teoremas de comparagao via modelos Riemannianos, onde a verificagdo de tais
propriedades em geral é mais simples. No mesmo artigo, Azencott também estu-
dou variedades onde o semi-grupo do calor e’ preserva o conjunto das funcoes
continuas que se anulam no infinito. Tais variedades sdo ditas Feller. Apds o
artigo de Azencott houve uma intensa busca por propriedades geométricas que
implicassem que uma variedade é Feller, por exemplo [13], [21], [22], [24], [32],
[36]. Uma grande parte dessas condi¢bes geométricas era consequencia de li-
mitagoes na curvatura de Ricci. Uma abordagem bastante interessante foi feita
por Pigola and Setti em [28], onde uma caracterizacdo de solugbes minimais
de um problema eliptico devida a Azencott [2] foi usada de modo a obter um
critério mais simples para decidir se uma variedade Riemanniana é Feller (Teo-
rema 3.1.4), similar aqueles usados para provar a parabolicidade e a completude
estocastica em variedades Riemannianas.

Em [7], G. P. Bessa, S. Pigola e A. Setti consideraram variedades Riemanni-
anas Feller e estocasticamente completas e estudaram solugoes de certas EDP’s
fora de um conjunto compacto, resultando em um grande nimero de aplicagoes
geométricas, ver [7, Thms. 16, 18, 20, 21 |.

Vale lembrar que existe uma ampla gama de variedades Riemannianas que
sao simultaneamente Feller e estocasticamente completas. Por exemplo, os so-
litons de Ricci, as variedades de Cartan-Hadamard cuja curvatura seccional

12



CAPITULO 1. INTRODUCAO 13

possui decaimento quadratico, subvariedades minmas propriamente imersas em
variedades de Cartan-Hadamard, etc.

Em nosso primeiro resultado provamos que toda subvariedade propriamente
imersa com vetor curvatura média limitado de uma variedade de Cartan-Hadamard
é Feller. Mais precisamente, provamos o seguinte:

Teorema 1.0.1 Seja p: M — N uma imersao isométrica propria de uma m-
subvariedade M com vetor curvatura média H em uma n-variedade Cartan-
Hadamard N . Se ¢ tem vetor curvatura média limitado e sup,; |[H| < oo,
entao M ¢ Feller.

Um resultado ja conhecido era que subavariedades propriamente imersas com

vetor curvatura média limitado sdo estocasticamente completas, ver [30].
Nés também provamos completude estocastica e a propriedade Feller de uma
importante classe de variedades Riemannianas, a saber, as submersoes Rieman-
nianas com fibras minimas compactas. Tal classe de variedades foi inicialmente
estudada na década de 1960 por O’Neill [26], [27] e Gray [17] de modo a produzir
novos exemplos de variedades com curvatura seccional nao-negativa e variedades
com curvatura de Ricci positiva.

Nossos segundo estabelece que se m: M — N é uma submersao Rieman-
niana com fibra minima compacta F', entdo M é estocasticamente completa (
respec. parabdlica) se, e somente se, N é estocasticamente completa (respec.
parabdlica).

Teorema 1.0.2 Sejam: M — N uma submersao Riemanniana com fibra minima
F,=n"Yp), p€ N. Entio

1. Se M € parabdlica, entao N € parabdlica.
1. Se M € estocasticamente completa, entao N € estocasticamente completa.
Se, além disso, as fibras F, sdo compactas, entdo:
iti. Se N € parabolica, entao M € parabdlica.
iv. Se N ¢é estocasticamente completa, entdo M € estocasticamente completa.

O préximo teorema estabelece que se uma submersao Riemanniana tem fibra
minima e compacta entdo o espaco total é Feller se, e somente se, a base for
Feller.

Teorema 1.0.3 Sejam: M — N uma submersao Riemanniana com fibra minima
compacta F'. Entao M ¢ Feller se, e somente se, N ¢ Feller.

A geometria de comparacgao via curvatura de Ricci teve como inicio a ten-
tativa de estender, para a curvatura de Ricci, os resultados obtidos para a
curvatura seccional como por exemplo o Teorema de Toponogov e o Teorema da
Alma. Tal abordagem se revelou extremamente dificil. Um dos caminhos mais
promissores dessas tentativas foi considerar limitagoes inferiores para o tensor
de Ricci por constante. Um dos resultados mais relevantes dessa abordagem é o
”Spliting Theorem”. A partir dai, a busca de resultados para generalizacoes do
tensor de Ricci teve inicio. Uma generalizagao bastante interessante chamado
tensor de Bakry Emery Ricci, dentro de um contexto mais geral de variedades
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ponderadas,que passamos a descrever. Seja (M, (,)) uma variedade geodesica-
mente completa. Uma variedade ponderada, denotada por My, ¢ uma tripla
(M, {,),dp), com du = e~Fdv onde f é uma fungao real, suave em M e dv é o
elemento de volume Riemanniano de M. Neste contexto, o Laplaciano ponde-
rado Ay = A — (V,Vf) surge naturalmente. O tensor de Bakry Emery Ricci,
denotado por Ricy = Ric 4 Hess f é uma generalizagdo natural do tensor de
Ricci no contexto de variedades ponderadas e é natural indagar quais resulta-
dos validos para o tensor de Ricci podem ser estendidos para o tensor de Bakry
Emery Ricci. Assim como no caso do tensor de Ricci, existe uma férmula de
Bochner relacionando o Laplaciano ponderado Ay e Ricy

1
§Af|Vu|2 = |Hess u|® + (Vu, V(Asu)) + Rict (Vu, Vu) (1.0.1)

Vale lembrar que muitos dos resultados obtidos para Ricg consideram uma li-
mitacao inferior por uma constante, tal qual ja havia sido feito para Ric. Aqui,
no entanto, estamos interessados uma limitacao inferior por uma funcao suave
G. Este relaxamento exige entretanto, uma hipétese sobre a fungao f.

No primeiro resultado é uma estimativa para a curvatura média das esferas
geodésicas my em termos de uma estimativa inferior para Ric; como em Wey
e Willie em [34] trocando a estimativa inferior (n — 1)H, com H constante, por
(n—1)G onde G: R — R é uma fungao continua.

Proposigao 1.0.1 Se Rict (9,,0,) > G(r) entao dado um segmento geodésico
minimal e rog > 0 temos

myg(r) < myg(rg) — /T G(t)dt (1.0.2)

para T > 1g.

Da proposigao acima segue a seguinte estimativa de volume

Proposicao 1.0.2 Seja My variedade ponderada tal que Ricy > G. Entdo
existem constantes positivas A, B, C, D tais que

R o s
Vol (B(R)) < A+ B / eI Jr (G =Dl g
T0

Note que, no caso que G é constante, reobtemos a estimativa de Wei e Wylie
[34].

Os Teoremas 1.0.4 e 1.0.5 abaixo, foram obtidos, independentemente, por
Pigola et al in [31].

Teorema 1.0.4 Seja My uma variedade ponderada e v um segmento geodésico
minimal a partir de p € My. Suponha que Ricy > (n —1)G onde G: R — R €
uma funcdao suave, par. Entdo

(i) Se Orf > —a,a >0 ao longo de v entdo my(r) < maa(r) ao longo de vy

(i) Se |f| < K ao longo de vy entdo ms(r) < m&™5(r) ao longo de .
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Como consequencia do Teorema 1.0.4 temos a seguinte comparacao de volumes.

Teorema 1.0.5 Seja My uma variedade ponderada e p € My fizado. Suponha
que Ricy > (n —1)G onde G : R — R € uma fun¢do suave, par. Entdo

(i) Se O.f > —a ao longo de todo segmento geodésico minimal a partir de p
entdo para R>1r >0
Vols(B(R))) _ orVol&(R)
Vol;(B(r)) — vol & (r)

(i) If | f| < K then for 0 <r <R
Vol (B(R)) _ vol 745 (R)
(

Volg(B(r)) = vol 5H5(r)

No préximo teorema provamos que, sob uma limitacao inferior adequada para
Rice, My satisfaz o principio do Méximo de Omori-Yau.

Teorema 1.0.6 Seja My uma variedade ponderada com pélo o e seja uma
fungio suave G: [0,00) — [0,00) tal que G(0) > 0,G'(t) > 0,4 & L'(+00).
Se Ric (0,0, ) > —C%G'(r), entdo o principio do mdximo de Omori Yau é
vdalido em My. Em particular My é estocasticamente completa.

O préximo teorema estende um resultado devido a Wraith [35], o qual é
equivalente a um resultado cldssico de Ambrose [1].

Teorema 1.0.7 Seja M uma variedade Riemanniana completa, ndao-compacta
e seja y(t),t > 0 um raio geodésico de M e f funcdo suave, nao negativa, radial
& partir de y(0) com % < 0. Se o limite
t

lim [ Rict (7/(s),7(s))ds (1.0.3)

t—o0 0
existe, entao tal limite € finito.
O teorema acima é equivalente a

Teorema 1.0.8 Seja M wvariedade Riemanniana completa e suponha que exis-
tem q € M e f funcao suave, ndo negativa, radial em q com % < 0 tal que,
para toda geodésica vy partindo de q vale
¢
lim [ Rice (v/(s),7(s))ds = oo (1.0.4)
t—o00 0
Entao M € compacta.
Como consequencia do Teorema acima temos:

Teorema 1.0.9 Seja My uma variedade Riemanniana ponderada, completa e
f e C®(M) como no Teorema acima. Suponha que

Rict +Lxg > cg (1.0.5)

para alguma fungao suave ¢ e X campo de vetores suave em M. Se

lim {/O o(s)ds — 2 X (1]} = oo

t—o0

Entao M € compacta.
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No proximo resultado apresentamos algumas estimativa do gradiente de uma
funcao f-harmonica positiva. Note que, quando f = 0 e G = 0 reobtemos a
estimativa devida a Yau [36]

Teorema 1.0.10 Seja My uma variedade ponderada completa com Ricg (0,0, ) >
—(n — 1)G(r) onde G € C°(R,) € positiva. Se u é uma funcdo f-harménica
positiva definida em B(q,2R) com R > 1, entao em B(q, R)

() W < JC 1 G2 PRG()dt 4+ n{2|Vf12 2%} +2(n—1) sup G
B(g,R)
(ii) Se existe 0 < a < 3 tal que (VInu,Vf) < a|VInul? entio

u o Co 2R
‘Lulg S+ G(s)ds—l—Q(n—l)Bs(uII){)G
7

(1i1) \Luul < \/g; + %ffRG(s)ds—i—Cg(n) sup G
B(q,R)

onde o = maxg g 1) Ayr € as constantes 51, Cy e 63 dependem somente den e
a.

O préximo resultado, para o caso f =0 é devido a Bessa e Montenegro [4].

Teorema 1.0.11 Seja My uma variedade ponderada e Mg um modelo Rie-
manniano G.

i Semy(t,0) < mg(t),Vt € (0,R),V0 € S"~ 1 entio A\ (Bar, (R)) < A (B (R))

i Semy(t,0) > ma(t), Ve € (0,R),V0 € S"~! entdo A (B, (R)) > A (Bug (R))



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Operadores Diferenciais em Variedades

Nesta secgao serao provados alguns resultados bsicos envolvendo o gradi-
ente e o Laplaciano de funges reais de classe C'*° definidos em M e a divergéncia
de campos de vetores em M. Denotaremos por D(M) o conjunto das fungoes
suaves definidas em M e por X(M) o conjunto dos campos de vetores suaves
definidos em M.

Definicao 1 Seja f € D(M) suave. O gradiente de f o campo de vetores em
M, definido pela sequinte condi¢cao

(grad f,X) = X(f), VX € X(M) .
Decorre da defini¢ao que se f,g € D(M) entao:
1. grad (f + g) = grad f + grad g;
2. grad (f.g) = fegrad g+ ggrad f.

Definicao 2 Seja X € X(M). A divergéncia de X a fungdo divX : M — R,
definida por
div X (p) = tr[Y (p) = (V¥ X)(p)].

As propriedades abaixo decorrem diretamente da definicao.

1. div(X +Y)=divX +divY;

2. div (f.X) = fdivX + (grad f,X) |,
para quaisquer X,Y € X(M) e qualquer f € D(M).
Definicao 3 Seja f € D(M). O Laplaciano de f é o operador A : D(M) —
D(M) definido por

Af =div (grad f).
Usando as propriedades do gradiente e divergente, prova-se facilmente que

1. A(f+g)=Af+Ag;

17
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A(f.9) = fAg + gAf + 2(grad f,grad g),

para quaisquer f,g € D(M).

Proposigao 2.1.1 Sejam (x1,...,x,) um sistema de coordenadas locais em M
e f € D(M). Entao

—~ . 0f 0
grad f = Z 830] oz;’

7,7=1

onde gij = (5=, 50=) e (9”) a inversa da matriz (gi;).
i J

Prova: Como grad f € X(M) e {2

) s
Borr " Bor } constitui uma base, podemos
escrever

- 0
grad f = ;aia—xi .

Portanto

<gradf, > 1 <8xl 8x> Zalg” ;gijai. (2.1.1)

i=

Assim considerando as matrizes F' = ((grad fs a%j)) » ,A = (ag)nx1 € G =
n

(gij)nxn, decorre que F' = GA. Entéo sendo G invertvel temos A = G lF e
com isso um elemento genrico de A se escreve como

n
_ ijf.
az—§ g f]v
=1

onde f; = (grad f, %) = 57’;. Portanto

grad f = Z Zgijfj %

i=1 | j=1

_ zn: gijﬁ 9
8:10]- 81'1

ij=1

Pr0p051gao 2.1.2 Sejam (x1,...,2,) um sistema de coordenadas locais em M

eX = Z a; a‘; um campo de vetores em M. Entao
J_

divX = Z Zaj ,

i=1 | j=1

onde Ffj sao os smbolos de Christoffel da mtrica em M.
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Prova: Por definigdo, div X = tr[Y — Vy X]. Entao

n 8 n a
VX = Vi | lag, | =LV [a]
j=1 Jj=1
" o da; 0
- j=1 {ajvazl dzj  Ox; 8%:|
Faca V o ai Z ” 8;1; , para obter

N 0 Oa; 0
_ k9 i J
Vg Xk = 2 [Z a5 I 9zy | Om ij]

j=1 Lk=1
n n
0 0
= Zajl_‘k + aak 87
k=1 |j=1 z Tk

nL 0]
Como div X = E g <Vaa X, a>, temos que
_ T
i,l=1

divX = Z Zaj

i=1 | j=1

Proposigao 2.1.3 Sejam (x1,...,x,) um sistema de coordenadas locais em M

n
eX=> ai% um campo de vetores em M. Entdo
i=1 ’

1 & 0
divX = — —(a;+/g
\@;axi( V9)
onde g = det (g;5).

Prova: Temos, inicialmente, que

n

1 0 1o} 1o} .
Fz —_ P — —— i lz.
zZ: [Gml gji + oz, oy aa:lgj} g
Entao
2 i asz:j = i a; i ig]z + 91i — 7 9ij gh
£ ~ ox; 0 Oz
ij=1 1,7=1 =1 J
n a ] ‘ n a ; n 8 ;
S IL VR S LR SR CHLEEES
ij,l=1 v i,4,0=1 i,4,0=1

Trocando ¢ por | na primeira parcela, temos que (2.2) se reduz a

n

& i Ogii 45 - Og1; 45
2 ) o= > a5 9" = > a o (2.1.3)
i i

i,5,l=1 i,5,0=1 i,5,0=1




CAPITULO 2. PRELIMINARES 20

Logo, usando (2.3) e a Proposicao 2.1.2, temos

- -a- - dg Oa; ]
divX = g lj lj i
v Z 2 g ox; 81‘1
i=1 L 7,l=1 1
n i n 1
B Z 2 Z g 833, + E)mi
i=1 L 7,l=1 1
dgji 1 9y
gLz = 7S
Usando o fato de que Z 9r; g0, , obtemos

J,l=1

divX = Z

Proposicao 2.1.4 Sejam (x1,...,x,) um sistema de coordenadas locais em M
e f € D(M). Entdo

1 &9 . Of
8= 05 X o (V055

ij=1
Prova: Por definicao temos que
Af =div(grad f) .
Assim, pela Proposicao 2.1.1, temos que

~ ,;0f 0
grad f = Z 833] 0z,

7,7=1

Usando a Proposigao 2.1.3, obtemos que

n

" Of
— ij
Af = div(grad f) = E &Ez jEZlg oz, N

= Zazl(fg” )

1,5=1

onde g = det (gi;).
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Definicao 4 Seja f € D(M). Definimos o Hessiano de f em p € M como o
operador linear Hess f : T,M — T, M, dado por

(Hess f)Y =Vygrad f, VY € T,M .

Podemos considerar Hess f como um tensor tal que para cada par de campos
X,Y € X(M), temos

(Hess f)(X,Y) = ((Hess f)(X),Y).

2.2 Modelos Riemannianos

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e o € M fixado e denote por Cut (o)
o cut-locus de o e Cut *(0) = Cut (0) U{o}. Em M \ Cut *(0) é possivel definir
coordenadas polares com pdlo o, isto é, a cada ponto p € M\ Cut *(0) podemos
associar um raio r = dist (z, 0) e um ”angulo”polar 8, que corresponde & diregao
da geodésica minimizante ligando o a p.
Em coordenadas polares podemos escrever a métrica g como

g =dr® + A;;do"de’ (2.2.1)

onde (0,...,0"" 1) sdo coordenadas em S" ! e A;;(r,0) é uma matriz positiva
definida.
Se A = ,/det A;; segue que o elemento de volume da variedade M se escreve

dM = A(r,0)drdd
Segue da expressdao do Laplaciano em um sistema de coordenadas que

2 0 )
+ - (A) 5 + Asa (2.2.2)

A=z tg

onde Agn-1(,) ¢ 0 Laplaciano de S"~(r).

Definicao 5 Dizemos que M € uma variedade com pdélo se existe o € M tal
que Cut (o) = 0. O ponto o chamado de pdlo.

Observe que se M possui pdlo o entao temos coordenadas polares definidas em
M\ {o}.

Passamos agora a um caso especial de variedades com pdlo, que serao bastante
utilizados a longo do texto.

Definicao 6 Uma variedade Riemanniana com polo o é chamada de modelo
Riemanniano se A(r,0) = A(r), isto é, A;j(r,0) = o?(r)d6*, onde db? € a
métrica de S"~! e o(r) é uma funcio suave, positiva.

Lema 1 Seja (M,g) modelo Riemanniano com a métrica g dada por 2.2.1,
entao, o elemento de volume Riemanniano u é dado, em coordenadas polares,
por

dp = o™ (r)drdf
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onde d € o elemento de volume Riemanniano de S"~'. O Laplaciano em (M, g)
€ escrito em coordenadas polares como

2 9, . \D 1
A— ﬁ—FE(IHO’ (T‘))E—FUT(T)ASn—l

Vejamos alguns exemplos de modelos Riemannianos:
Exemplo 1 Em R", tome o(r) = r dai
dp = r""tdrde

9?2 n—120 1

Azi -
3r2+ r Or r2

Exemplo 2 Em H", tome o(r) = sinh(r), portanto

dp = sinh™ ' rdrdf

0? 0 1

A -
or  sinh?(r)

Agnfl

2.3 Imersoes e Submersoes

2.3.1 Imersoes Isométricas

Nesta segao apresentaremos uma bem conhecida féormula que sera utilizada
na primeira parte deste trabalho. Seja ¢ : M — N uma imersao isométrica
de uma m-variedade Riemanniana M em uma n-variedade N. Faremos aqui,
como ¢ usual, a identifica¢ a0 do vetor X € T, M com dy,X € T, N. Seja
g : N — R uma funcao suave e considere a fungdo f = g o ¢, entdo, para todo
X € T,M temos

(grad f, X) = df (X) = dg(X) = (grad g, X)

donde grad g = grad f + (grad g) L Denotando por V e V as conexdes Rieman-
nianas de M e N, respectivamente, calculemos o Hessiano de f = g o ¢ onde
g, ¢ uma funcdo suave em N. Usando a equacdo de Gauss e a decomposicao
anterior obtemos, para X,Y € T, M:

Hess f(X,Y) = (Vxgradf,Y)

— (Vx(grad f — (X, grad f)), )
(Vx grad £,Y)
X(grad f,Y) — (grad f,VxY)
= (Vxgradg,Y) +((gradg)L,VxY)
Hess g(X,Y) + ((grad g) L, a(X,Y))
Hess g(X,Y) + (grad g, a(X,Y))
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Dai segue que

Hessf(p)(X, Y) = HeSSg((p(p))(X, Y)+<Q(X7 Y)vgradgx(p(p))’ VXY € TPM

Tomando uma base ortonormal { X7, ..., X,,} de T, M e tomando o trago obtem-
se
Af(p) =Y Hess g(p(z))(Xi, X;) + (H,grad g) (o (p)), (2.3.1)
i=1

onde H = Tracea denota o vetor curvatura média da imerséao, ver [23].

2.3.2 Submersoes Riemannianas

Nesta secao apresentaremos alguns fatos bésicos sobre submersoes Rieman-
nianas necessarios as nossas demonstragoes. Para uma exposicao completa do
assunto ver [26]. Sejam M e N variedades Riemannianas, uma aplicacao suave,
sobrejetiva m: M — N é uma submersdo se a diferencial dr, tem posto maximo
para todo g € M. Se w : M — N é uma submersao, entao para todo p € N a
pré-imagem Fj, = 7~ 1(p) subvariedade mergulhada de M, e chamada de fibra
em p.

Definicao 7 Uma submersao m : M — N é chamada submersao Riemanniana
se para todo p € N e todo q € F, a restricio de dm(q) ao subespago ortogonal
TquJ- ¢ uma isometria sobre T, M.

Dados p € N e ¢ € F,, um vetor tangente { € T, M é dito vertical se ele
for tangente a F},. O vetor tangente £ € T, M ¢é dito horizontal se ele pertence
ao espaco ortogonal (Tqu)J—. Dado ¢ € T M, suas componentes horizontal e
vertical serdo denotadas, respectivamente, por &" and ¢V. Denotando por D
a m — n distribuicao em M formada por campos de vetores horizontais entao
segue que a segunda forma fundamental das fibras F é um tensor simétrico
ST DLt x DY — D, definido por

S (v, w) = (VW)

onde W é uma extensdo vertical de w e VM é a conexao de LevifCiV~ita de M.
Dado um campo X € X(N), existe um dnico campo horizontal X € X(M)

que é m-relacionado com X, isto é, para todos p € N e g € F,, entdo dny(X,) =
Xp, chamado levantamento horizontal de X. Por outro lado, um campo hori-

zontal X € X(M) é chamado bdsico se ele for m-relacionado com algum campo
X € X(N). O lema a seguir é bastante 1til.

Lema 2 Sejam X', Y € X(M) bdsicos, entdo valem as seguintes relagies:

a. ¢M(X,Y) =gV (X,Y)or
b. [X,Y]" € bdsico e m-relacionado com [X,Y]

c. V%{Y ¢ bdsico e m-relacionado com VYY
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Observe que as fibras sao subvariedades totalmente geodésicas (em M) quando
ST =0. O vetor curvatura média da fibra é o campo horizontal H definido por!

k

k
H(q) = - ZSF(Q)(%Q) =- Z(Vé\f%)h (2.3.2)

i=1

onde (e;)%_, é um referencial ortonormal local na fibra de g. Observe que, em
geral, H nao é bésico. Por exemplo, quando as fibras sao hipersuperficies de
M, entao H é bésico se, e somente se, todas as fibras tém curvatura média
constante. As fibras sdo subvariedades minimas de M quando H = 0. O Lema
a seguir, cuja prova pode ser vista em [5], serd bastante til na prova do Teorema
3.1.2.

Lema 3 Seja X € X(M) um campo de vetores bdsico , mw-relacionado com
X € X(N). Entao vale a sequinte relagao entre as divergéncias de X e X em
x € N e em x € F,, respectivamente.

div i (X)(F) = diVN(X)(x)—gN()?a,%)
= div n(X)(z) — gy (dmz(X3), dnz (Hz))

Em particular, se as fibras sdo minimas, entao div y X = div y X.

Seja u: N — R uma fungio suave e denote por v = uomw: M — R seu le-
vantamento & M. E imediato mostrar que gr/a‘a; u = grad,, u, o levantamento
horizontal grad, u é o gradiente do levantamento horizontal u, grad,, u. Sem-
pre usaremos o til sobreescrito X ,u para denotar o levantamento horizontal de

X, u, respectivamente.

2.4 Curvaturas

Nesta se¢ ao relembraremos definigoes e propriedades basicas a respeito
das curvaturas seccional, escalar e de Ricci.

-

Definicao 8 O tensor curvatura Rm de uma variedade riemanniana M™ €
uma correspondncia que associa a cada par X, Y € X(M) uma aplicagao linear
Rm(X,)Y) : X(M) — X(M) dada por

BRm(X,Y)Z =VyVxZ —-VyVxZ+ VixyiZ,
VZ € X(M).

Proposigao 2.4.1 Verifica-se que o tensor curvatura satisfaz as sequintes pro-
priedades para quaisquer X,Y,Z. T € X(M)

a) (Rm(X,Y)Z,T)+ (Rm(Y,Z)X,T) + (Rm(Z,X)Y,T) = 0 (1*Identidade
de Bianchi);

b) (Rm(X,Y)Z,T) = —(Rm(Y,X)Z,T);

LPor vezes o vetor curvatura média é definido como H(q) = ,’f:l SF(q)(es, )
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¢) (Rm(X,Y)Z,T) = —(Rm(X,Y)T, Z);
d) (Rm(X,Y)Z,T) = (Rm(Z,T)X,Y).

Definicao 9 Seja 0 C T,M um subespaco bidimensional do espaco tangente
T,M e sejam x,y € o dois vetores linearmente independentes. Definimos a
curvatura seccional K de M em p sequndo o por

(R(z,y)z,y)

K(z,y) = Ay

)

onde [z Ay = (z,2){y,y) — (z,y)*.

Lema 4 Sejam M uma variedade riemanniana e p € M. Defina uma aplicagcao
trilinear R’ : T,M x T,M x T,M — T,M por

(R(X, Y W), Z) = (X, WYY, Z) - (Y, WNX,Z),V XY, Z,W € T, M.

Entao M tem curvatura seccional constante ¢ se e somente se Rm = cR’, onde
Rm a curvatura de M.

Seja X € T,M um vetor unitdrio. Tomemos {z1,...,2,_1, 2, = X} uma
base ortonormal de T}, M.

Definicao 10 A curvatura de Ricci de M na dire¢cdo de X em p definida por

n—1

Z(Rm(X, zi) X, z;) .

=1

1

n —

Ric,(X) =
Definigao 11 A curvatura escalar de M em p definida como

S(p) = %ch,,(zj) .
j=1

2.5 Tensor de Ricci
Defini¢ao 12 Define-se o tensor de Ricci Re: X(M) x X(M) — §(M) por
Re(Y, Z) = tr {X v Rm(X,Y)Z}

Em coordenadas _
Rc = RCjkdIJ ® da®
onde
RCjk = Rc(ajv 81@)
= tr{X — Rm(X,0,)0x}

Para o cdlculo de Rcjj, considere a aplicacao T' : X(M) — X(M) dada por
T(X) = Rm(X,0;)0) entao a matriz (Tj¢)nxrn tem elementos da forma

Tie = (T(0:),00)
(Rm(@z, aj)ak, 8@)

_ m
= Rijk:ng
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logo tr (T') = Y"1 Tii = Yy R}y .gmi portanto
n
Rej = tr (T) = ZRZ‘lwm
i=1
e o tensor de Ricci se escreve em coordenadas como

Rc = Z Rzmj’kgmidxj ® dx*

i=1
Quando g, = d;m a expressao do tensor de Ricci fica
Re = Rjjkdxj ® dx*

Observagao 1 Note que como o tensor de Ricci € definido em termos do traco
de uma aplicagao entao a sua expressao em coordenadas locais nao depende
das coordenadas escolhidas logo € mais comum o uso da expressao em um
"frame” ortonormal(pois em geral tal escolha simplifica os cdlculos).

2.6 Nucleo do Calor e Propriedades Estocasticas

Seja M uma variedade Riemanniana geodesicamente completa e A = div o grad
o operador de Laplace-Beltrami definido no espaco C5°(M) de fungdes su-
ves com suporte compacto. O operador A é simétrico com respeito ao pro-
duto escalar em L?(M) e admite uma tnica extensdo auto-adjunta a um ope-
rador semi-limitado , também denotado por A\, cujo dominio é o conjunto
WE(M) = {f € W§(M), Af € L*(M)}, (detalhes em [12]), onde W3 (M) é
o fecho de C§°(M) com respeito a norma

(u,v)lz/ uvdu—i—/ (Vu, Vo) dp.
M M

O operador A define o semigrupo do calor {e**};>0, que nada mais ¢ do que uma
familia de operadores autoadjuntos, positivos definidos e limitados em L?(M),
tais que se ug € L?(M), entdo a funcio u(z,t): = (e!®ug)(x) € C((0,00) x M)
é solugao da equacgao do calor

—u(t,x) = Dgu(t,z)

ot (2.6.1)

L2(0)
—

u(t, ) uo(z) as t—0F

Ademais, existe uma funcao suave p € C*° (R4 x M x M), chamada de nicleo
do calor de M, tal que

GtAU xTr) = T u 0.
() /Mpu, ) u(y) duy, (26.2)

detalhes em [13], [19]. O ntcleo do calor possui as seguites propriedades:

9p _

1. =
ot

AyP?
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2. p(t,z,y) > 0;
3. p(tamay) = fMp(Sava)p(t - s,z,y)dz,

4. [y otz y)dy <1,

para todo x € M e todo t > 0, s € (0,1).

Em [2], Azencott estudou variedades Riemannianas onde o semigrupo do
calor e?® deixa invariante o conjunto das funcdes continuas que se anulam no
infinito. Ele introduziu o conceito de variedades Feller [2, p. 200], que passamos
a descrever:

Definicao 13 Uma variedade Riemanniana completa M € dita Feller se
e (Co(M)) € Co(M), (2.6.3)
onde Co(M) = {u: M — R, continuous: u(xz) — 0 as z — oo}.

A seguir, apresentamos, sem demonstracdo, alguns exemplos de variedades Feller

1. R™ (vide [28])
2. Ricci solitons (vide [7])
3. Variedades Cartan-Hadamard (vide [28] ou Capitulo 3 adiante)

Definicao 14 Uma variedade Riemanniana M € dita estocasticamente com-
pleta se, para algum (para todo) (x,t) € M x (0,00),

/ p(z,y,t)dy = 1.
M

Sao exemplos de variedades estocdsticamente completas:

1. R?

2. Ricci solitons (vide [7])

3. Variedades Cartan-Hadamard (vide [30])

O teorema abaixo, cuja demonstracao pode ser encontrada em [30] estabelece

um série de equivaléncias a completude estocéstica

Teorema 2.6.1 Seja M variedade Riemanniana. Sdo equivalentes:
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(i) M é estocasticamente completa

(i) ¥ X > 0, a dnica solugdo limitada, ndo-negativa de Au > Au em M éu =0
(i) ¥ A > 0, a dnica solugao limitada, nao-negativa de Au = u em M éu =0
(iv) YT > 0, a dnica solugdo limitada, em M x (0,T), do problema de Cauchy

%u = Au
uj—o+ = 0, no sentido L}, (M)

loc

N
IS
MMl
o

(v) Para toda v € C*(M),u* < oo e para todo v < u* vale info Au < 0,
onde Qy = {z € M;u(z) >~}

(vi) M satisfaz o principio do mdximo fraco de Omori-Yau

O teorema acima nos permite provar o seguinte resultado, conhecido como teste
de Khas’minskii

Teorema 2.6.2 Seja M uma variedade Riemanniana. Se M admite uma fung¢do
v de classe C? tal que v(x) — 0o quando x — oo e, para algum \ > 0 vale

Ay <My
fora de um compacto, entdo M € estocasticamente completa.

Observe que os exemplos acima sao variedades geodesicamente completas. No
entanto, existem variedades estocasticamente completas que sao geodesicamente
incompletas, como mostra o exemplo abaixo:

Exemplo 3 Seja M = R™\ {0}, m > 3, munido da métrica candénica. Entdo
M € geodesicamente incompleta. Considere a fun¢do

.
v(x) = |z* + || :W

Observe que y(x) — oo quando © — co. Ademais, para todo x € M wvale que
|V]z||? =1 e |z|A]z| = m — 1 Donde

Avy(z) = 20|Afe|+2+ (2 —m)z/' " Alz] + (2 = m)(1 —m)|z[~"
= 2m+ (2 - m)(m— D[ — (2 - m)(m — a7
= 2m

para todo x € M, isto é, v satisfaz as condi¢oes do teste de Khas’minskii.
Portanto M € estocasticamente completa.
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Definigao 15 Uma variedade Riemanniana é dita parabdlica se toda fungao
subharmonica limitada é constante.

Apresentamos, sem demonstracido, os seguintes exemplos de variedades pa-
rabélicas

1. R? (vide [19])

2. R™,n > 3 ndo é parabdlico (vide [19])

3. Toda variedade compacta (Teorema de Hopf)

O teorema abaixo e sua demonstracao podem ser encontrados em Grigor’yan
[20].

Teorema 2.6.3 Sdo equivalentes:

1. M € parabdlica
2. Euziste fun¢ao superharmonica positiva nao-constante em M
3. A fungdo de Green G(x,y) em M € finita para todo x # y

4. Para algum/todo x € M,

| ptaar < o
1

5. Faxiste solugao limitada, nao nula da equagao
Au — g(z)u =0,

para alguma/toda fungdo q € C5°(M), com q ndo negativa e nao identi-
camente nula



Capitulo 3

Propriedades Estocasticas
em Submersoes
Riemannianas

3.1 Propriedade Feller em Imersoes Isométricas

Como consequéncia das relagoes entre a propriedade Feller e as desigualda-
des isoperimétricas de Faber-Krahn, Pigola and Setti [28] provaram o seguinte
resultado.

Teorema 3.1.1 (Pigola-Setti) Seja p: M — N uma imersao isométrica com
vetor curvatura média H de uma variedade M™ em uma variedade Cartan-
Hadamard N™. Se

/ |H|md,u]w < o0 (3.1.1)
M
entao M € Feller. Em particular

a. Toda variedade Cartan-Hadamard é Feller.

b. Toda subvariedade minima de uma variedade Cartan-Hadamard é Feller.

No nosso caso, a condi¢do [|H|zm(ar) < 00 no teorema 3.1.1 foi trocada pela
condicao da imersao ser prépria e por uma limitagao na norma do vetor curva-
tura média. Nés provamos o seguinte resultado:

Teorema 3.1.2 Seja ¢: M — N uma imersao isométrica propria de uma m-
subvariedade M com vetor curvatura média H em uma n-variedade Cartan-
Hadamard N . Se ¢ tem vetor curvatura média limitado e supy, |H| < oo,
entao M € Feller.

Vale notar que subvariedades propriamente imersas em variedades de Cartan-
Hadamard que possuem vetor curvatura média com crescimento controlado! sdo
estocasticamente completas, ver detalhes em [30].

1Significando que SUPB \ (p,6) (M) [H| < c? -2 -log?(t + 2), c constante e t >> 1.
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Antes da demonstragdo, apresentaremos alguns teoremas que serdo utilizados
na mesma. Iniciamos com um teorema, devido a Azencott [2], que relaciona a
propriedade Feller e o decaimento no infinito de uma solugao minimal de um
certo problema de Dirichlet.

Teorema 3.1.3 (Azencott) Sao equivalentes.
a. M € Feller.
b. Para todo Q@ CC M com fronteira suave e para toda constante A > 0, a

solugdo minimal h : M\ Q@ — R do problema de Dirichlet

Ah=MAh, on M\Q
h=1, on 0N (3.1.2)
h >0, on M\Q

Satisfaz h(x) — 0, as © — o0

Observagao 2 O limite lim h(z) = 0 significa que, dado € > 0 existe um
o0

r—
compacto K = K(e) C M tal que h(z) < e, Yo € M\ K. Uma prova do
teorema acima pode ser encontrada em [28, Thm. 3.2].

Defini¢ao 16 Dizemos que u: M\ Q — R é uma supersolu¢ao do problema de
Dirichlet 3.1.2 se u satisfaz

Au
U

Uma subsolugdo para o problema de Dirichlet acima é definida de maneira
andloga, revertendo as desigualdades em 3.1.3.

Au, on M\

L on 90 (3.1.3)

IV IA

O préximo teorema, devido a Pigola and Setti [28, Prop. 6.1], estabelece
uma comparacao entre a solugao e a supersolucao do problema de Dirichlet
3.1.2.

Teorema 3.1.4 (Pigola-Setti) Seja 2 um aberto relativamente compacto com
fronteira suave 02 em uma variedade Riemanniana M e seja A > 0. Sejam
u e h, respectivamente, uma supersolucao positiva e uma solucao minimal do
problema 3.1.2. Entao

h(z) <u(x), Vo e M\ Q.

Em particular se u(x) — 0 quando x — oo entao M € Feller.

Utilizando o Teorema 3.1.4 prova-se o Teorema 3.1.2.
Demonstragdo Sejap € o(M) C N e seja py(x) = disty (p, x) a funcao distancia
em N. Sejam A\, R > 0 constantes positivas e defina G: N \ By(p, R) — R por
G(z) = gopn(z), onde g : [R,+00) — R é dada por

g(t) = e7VAR)

e By(p, R) é a bola geodésica de raio R e contro p. Seja Q = ¢(Bn(p, R)) um
aberto relativamente compacto de M, (lembre que ¢ é uma imersao prépria) e
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defina u: M\ Q — R por u = G o p. Seja x € M tal que ¢(z) € N\ By(p, R).
Pela férmula 2.3.1, tomando uma base ortonormal de T, ;)M temos que

Dufx) = ) Hess(gopn)(p())(ei er) + (H,grad(g o pv)) (#(2))

i=1

Seja t = pn(p(x)) e escolhendo uma base ortonormal {e;} para T, )M tal
que e, ..., e, sao tangentes & esfera dBy(p,t) e ey = a - (9/0t) + b - (0/09),
a?+b? =1, onde 9/00 € [lea, ..., en]], |0/00] = 1, /0t = grad px obtemos
que

Au(x) = ) Hess(go pn)(p(x))(ei es) + (H, grad(g o p))(io(x))

i=1

— Q1) + b () Hess p (p(@) (2, 2

76" 96’
+4'(t) Z Hess py (0()) (e, €i) + ¢’ (t)(grad pn, H)

= (=B (1) + 9 (1) Hess o () g, o)
/(1) D Hess o () (e 1) + () lgxad v, H)
=2
< g"(t) +g'(t){grad pw, H) (3.1.4)

Observe que g é positiva, ¢ = —vVAg < 0e g’ = Ag > 0. Entéo
Mu@) < g"(t) + g (t) (grad p, H)
= Ag(t) + (=VN)g(t)(grad p, H)
(A + VAsup-[H|)g(t)
M
pg(t)
= p-u(2)

A

Além disso, se x € 9 entdo u(z) = 1, e como x — oo em M, p(x) — co em N.
Portanto u(z) — 0 quando x — co. Seja h > 0 a solugdo minimal do problema

Ah = p-h, on M\Q
h 1, on 0f)
h > 0, on M\Q.

Pelo Teorema 3.1.4
h(z) <wu(z), Ve e M\ Q

Tomando, na desigualdade acima, o limite quando x — oo obtemos

0 < lim h(z) < lim u(x) =0

r—r00 Tr— 00

e conclui-se que M é Feller.
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3.2 Completude Estocastica e Parabolicidade em
Submersoes Riemannianas

Para melhor ilustrar o segundo resultado deste capitulo, considere um re-
cobrimento Riemanniano 7: M — M. E sabido que M ¢ estocasticamente
completa se, e somente se M é estocasticamente completa. Uma prova deste
resultado, baseada no fato que o movimento Browniano em M ¢ levantado em
um movimento Browniano em M e, reciprocamente o movimento Browniano
em M se projeta em um movimento Browniano em M, pode ser encontrada no
livro de D. K. Elworthy [14]. A situagao ¢ diferente se, ao invés de completitude
estocéstica, considerarmos parabolicidade. .

Se m: M — M ¢é um recobrimento Riemanniano e M ¢é parabdlica, entao
M é parabdlica, ver[28, Sec. 9]. No entanto, a reciproca nio é verdadeira em
geral, como observado em [28, p.24]. Por exemplo, o disco ” duplamente furado”é
parabdlico e tem como recobrimento o disco de Poincaré, que nao é parabdlico.

No préximo teorema nds consideramos parabolicidade e completitude es-
tocdstica em uma submersao Riemanniana 7: M — N com fibra minima F), =
' (p),p € N.

Teorema 3.2.1 Sejan: M — N uma submersao Riemanniana com fibra minima
F,=n"1(p), p€ N. Entio

i. Se M € parabdlica, entao N € parabdlica.
1. Se M € estocasticamente completa, entdo N ¢é estocasticamente completa.
Se, além disso, as fibras F, sdo compactas, entdo:
113. Se N € parabolica, entao M é parabilica.
w. Se N € estocasticamente completa, entao M € estocasticamente completa.
Observagoes

e Um recobrimento Riemanniano é um caso particular de submersao Rie-
manniana com fibra minima compacta, dai os itens i. and ii. estendem os
supracitados resultados sobre parabolicidade e completitude estocéstica.

e A compacidade das fibras nos itens iii. and iv. é necessaria como mostram
os exemplos a seguir.

1. m: R® — R? é submersdo Riemanniana com fibra minima nio-compacta
R. Note que a base R? é parabdlica enquanto que R nio é.

2. O produto M; x Ms, de uma variedade estocasticamente incompleta
M, por uma variedade estocasticamente completa My é estocastica-
mente incompleta. A projecao w: My x My — My é uma submersao
Riemanniana com fibra totalmente geodésica M7, (necessariamente
nao-compacta). A base My é estocasticamente completa mas o espago
total M7 x M5 nao é.

No caso da propriedade Feller, Pigola and Setti provaram o seguinte resultado.

Teorema 3.2.2 (Pigola-Setti) Seja 7: M — M um k-recobrimento Rieman-
niano, k < oo. Entdo M é Feller se, e somente se, M ¢é Feller.
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Ademais, eles exibiram um exemplo de um oo-recobrimento 7 : M — M tal que
M ¢ Feller enquanto M nao é Feller. Eles também provaram que se M ¢é Feller
entdo todo k-recobrimento Riemanniano, k < oo M é Feller, ver [28, Thm. 9.5].
A demonstragdo dos itens i. e ii. segue da caracterizagdo de parabolicidade
e completude estocastica em termos do principio do méaximo fraco de Omori-
Yau no infinito, provado por Pigola-Rigoli-Setti em [29], [30]. Em resumo, eles
provaram o seguinte teorema.

Teorema 3.2.3 (Pigola-Rigoli-Setti) Uma variedade Riemanniana M € pa-
rabdlica, (resp. estocasticamente completa) se, e somente se, para toda u €
C?(M), u* = sup,, u < 00, e para todo n > 0 valer

iélf Au <0, (resp. <0) (3.2.1)

onde Q, = {u>u* —n}.

Demonstragdo(itens i. e ii.) Seja m: M — N uma submersdo Riemanniana
com fibra minima F, onde M é parabdlica (resp. estocasticamente completa).
Suponha, por contradigdo, que N é ndo-parabdlica (resp. estocasticamente in-
completa). Pelo Teorema 3.3 existem 1 > 0 e u € C*(N) com u* < 0o tais que
infg, Au >0, (resp. >0).

Seja u € C?(M) o levantamento horizontal de u. Aplicando o Lema 3 a
X =gradu e X = grad w, temos que divy X = Ayu(z) = divy X = Apu(y)
para todo y € F, = m~ ().

Claramente u* = sup,,; ¥ = u* < 00, e definindo Qn = {u > u* — n} temos
que

inf Ay = inf Au > 0, (resp. > 0),
Qy Qy,

isto mostra que M é nao-parabdlica, (resp. estocasticamente incompleta) con-
tradizendo a hipdtese de M ser parabdlica, (resp. estocasticamente completa).
De fato, pode ser mostrado que se M é L*-Liouville entao N é L°°-Liouville.
Lembre que M é L*°-Liouville se toda fun¢ao harmonica limitada u: M — R
é constante. Basta tomar o levantamento & M de u € C°°(N) harménica limi-
tada. O levantamento @ € C'*°(M) é limitado e harmoénico, donde constante ,
implicando que u também é constante.

Iniciamos a demonstragao do item iii. com duas definigoes.

Definigao 17 Seja M uma variedade Riemanniana completa ev : M — R uma
funcdo continua. Dizemos que v € uma fungao exaustdo se todos os conjuntos
de nivel BY = {x € M;v(z) <1} sao pré-compactos.

Se a fungao exaustdo v é suave, C°°(M), entdo os conjuntos de nivel BY sdo
hipersuperficies suaves para quase todo r € v(M) C R.

Definicao 18 Sejam () aberto précompacto de M e v: 2 — R. O fluxo da
fungdo v através de T' = 02 € definido por

flux pv = /(gradv, v)do
r

onde v é o campo normal unitdrio exterior a T.
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O préximo resultado, devido a Grigor'yan [18, Thm. 7.6], é fundamental na
prova do item iii.

Teorema 3.2.4 (Grigor’yan) Uma variedade M € parabdlica se, e somente
se, existe uma eraustao suave v em M tal que

/°° dr
o = OQ.
1 ﬂuXaBgU

Demonstragaolitem iii] Seja m: M — N uma submersdo Riemanniana com fibra
minima compacta F. Seja v: N — R uma funcdo exaustdo e BY, r > 0, seus
conjuntos de nivel. Como as fibras sao compactas é imediato que o levantamento
v de v é uma funcio exaustdo de M. Além disso, o conjunto de nivel BY de
¥ é precisamente o conjunto BY = 7~ 1(BY) = {F, = n7'(p), p € B'}. Seja
v o campo normal unitario exterior & 9B;. O levantamento v de v é o campo
normal unitério exterior a 8§}?. Ademais,

(grad,; v, 7)(q) = (grady v, v)(p), Vp € 0By and Vq € F,

Portanto,

flux 53 (V) = / (grad,, 7,) do = / / (grady v, v)do(p) dF, = vol(F},)-flux sp. (v)
dBY Fp JOBY

Dai,

< d < d
/ S - vol(F,) ™t / T
1 fHuxgps 1 fluxopy

Isto prova que M é parabdlica. Note que usamos o fato de que em uma sub-
mersao Riemanniana com fibra minima compacta, o volume das fibras é cons-
tante, ver [5] para maiores detalhes.

Demonstragao(item iv.) A demonstracao do item iv. é uma aplicagdo de um
recente resultado de L. Mari e D. Valtorta [25] que estabelece uma equivalencia
entre o critério de Khas'minskii e a completude estocéstica. Em resumo, eles
provaram o seguinte.

Teorema 3.2.5 (Khas’minskii-Mari-Valtorta) Uma variedade Riemanni-
ana aberta M € estocasticamente completa se, e somente se, existe uma funcdo
exaustio suave, (denotada fungdo de Khas'minskii), v: M — R satisfazendo
Ay < Ay fora de wm compacto, para algum/todo A > 0.

Por hipétese, temos uma submersao Riemanniana 7: M — N com fibra minima
compacta com base N estocasticamente completa.

Pelo Thorema 3.2.5, existe uma fungao de Khas'minskii v em N. E imediato
que o levantamento 7 é uma fungdo de Khas’minskii em M. Isto mostra que M
é estocasticamente completa. Observe que em [6] os autores provaram o item
iv. com uma hipdtese de controle no crescimento do vetor curvatura média das
fibras.

3.3 Propriedade Feller em Submersoes Rieman-
nianas
Nosso terceiro resultado é uma extensao de um teorema devido a Pigola-

Setti 3.2.2, no entanto, ele ndo estende o teorema 9.5 de [28]. Nés provamos o
seguinte resultado.
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Teorema 3.3.1 Sejan: M — N uma submersao Riemanniana com fibra minima
compacta F'. Entao M é Feller se, e somente se, N é Feller.

A ideia da demonstragao é explorar a relagao entre a solu¢ao minimal do pro-
blema de Dirichlet em N\ Qe M \ Q via um argumento de exaustdo que nos
permite concluir a validade da propriedade Feller para N usando a validade da
propriedade Feller para M.

Demonstragao Seja {,}52; uma exaustdo de N por compactos com fron-
teira suave. Tome Q C §2; um aberto com fronteira suave fixado e A > 0.
Denotando por Q = 771(Q) e tomando €2,, = 771(£2,,), obtemos uma exaustao
de M por compactos com fronteira suave. Para cada n > 1, considerere h,, a
solugao minimal do problema de Dirichlet

Anhn, =Ah, on Q,\Q
hy, =1, on 0N (3.3.1)
h =0, on £,

Seja ?Ln = hy, om o levantamento de h,. Como as fibras sao minimas, os levan-
tamentos h,, satisfazem o problema de Dirichlet

AME,L = )\E, on ﬁn \ Q
hn =1, on 90 (3.3.2)
h =0, on £,

De fato, como as fibras F, sdo minimas temos por [5] que div (X)) = div y(X)
onde X e X sao m-relacionados. Em particular

Aphn(Z) = div p(grady, ha) ()
= div n(grady ha)(7(2))
= ANh (w(2))

= Ahn(n(7))
= ()

De 7(0r~1(Q)) C 09, (07~ 1(Q,)) C 8, concluimos que h, = 1 in 99, e
l~zn =0 em Bﬁn. Aplicando o Teorema 3.1.4, temos que, para cada n > 1, a
funcdo h,, é a solugdo minimal do problema de Dirichlet (3.8).

Agora, suponha que M é Feller. Devemos mostrar que dado € > 0 existe um
compacto K C N tal que h(z) < € para todo z € N\ K. Como M ¢é Feller,
dado € > 0 existe umKCMtalque h(z r) <e, VxEM\K TomeK—w(K)
e Ko = n'(K). Entdo temos que K C K, portanto M \ Ko C M \ K, isto ¢,
h(z ) <&, Vi e M\ Ky. Mas h = hom logo, para todo z € N \ K temos

h(z) = h(n(z)) = h(T) < e

Pelo Teorema 3.1.3, concluimos que N é Feller.
Agora, suponha que N é Feller, entao

lim h(z) =0

Tr—r00
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Como a fibra F,, é compacta, se T — oo em M entdo  — oo em N dai

lim A(Z) = lim h(x(Z)) = lim h(z) =0

T—00 T—r00 T—r00

isto é, M é Feller.



Capitulo 4

A Geometria do tensor de
Bakry-Emery

4.1 Do Tensor de Bakry Emery

Iniciaremos esta secdo com algumas definigoes:

Definicao 19 Uma variedade ponderada € uma tripla (M, g,du) onde (M, g) é
uma variedade Riemanniana e dy = e~ fdM, onde dM ¢ o elemento de volume
Riemanniano de M e f é uma fun¢ao suave em M. Denotaremos a variedade
ponderada por M;.

Definicao 20 O Laplaciano ponderado de uma fun¢ao u € dado por
Aju = Au—(Vf,Vu)

Observagao 3 Ao longo deste trabalho denotaremos o Laplaciano ponderado
da funcao distancia a um ponto fizado por my.

O tensor de Bakry Emery, denotado por Ricy = Ric + Hess f, é uma gene-
ralizacao natural do tensor de Ricci no contexto de variedades ponderadas e
é natural indagar quais resultados vélidos para o tensor de Ricci podem ser
estendidos para o tensor de Bakry Emery Ricci. Um resultado que serd de ex-
trema utilidade é a formula de Bochner ponderada, que é inteiramente andloga
a férmula de Bochner clédssica, como podemos ver abaixo.

Lema 5 (Bochner)Se M™ é uma variedade Riemanniana e f: M — R é uma
funcdo suave, entao

%A|Vf|2 = |Hess f|* + (Vf,V(Af)) + Ric(Vf, V) (4.1.1)

Passemos agora a formula de Bochner ponderada.

Lema 6 Seja My uma variedade Riemannaniana ponderada e w: My — R uma
funcdo suave, entao

1
5Af|vu|2 = |Hessu|? + (Vu, V(A ju)) + Rict (Vu, Vu) (4.1.2)

38
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Demonstracdo: Inicialmente, observe que, pela férmula de Bochner temos
1 2 1 2 1 2
SAVaP = SANVGP - (91, 9|Vup)

1
= |Hessul? + (Vu, V(Au)) + Ric (Vu, Vu) — 5<Vf, V|Vul?)

Mas

(Vu, VAjsu) (Vu, V(Au — (Vf,Vu)))

(Vu, VAu) — (Vu, V(V f, Vu))

(Vu, VAu) — Vu(V f, Vu)

(Vu, VAu) — (V. Vf,Vu) + (Vf, Vg, Vu)

Dai, segue que
1 1
5Af|vu\2 = |Hess u|*+(Vu, VA ju)+Rict (Vu, Vu)+(V £, VVuVu>—§<Vf7V|Vu|2>

Afirmacao 1 (Vf, Vg, Vu) = 3(Vf,V|Vul?)

De fato, note que

%<Vf,V|Vu\2> = %W(W%V@)
= (vaVu,Vu>
Hessu(V f,Vu)
Hessu(Vu, Vf)
= <Vf,VvuVU>

Donde segue o resultado.

Nosso primeiro resultado é uma estimativa para a curvatura média das es-
feras geodésicas my em termos de uma estimativa inferior para Ric; como em
Wey e Willie em [34] trocando a estimativa inferior (n —1)H, com H constante,
por (n —1)G onde G: R — R é uma fungéo continua.

Proposigao 4.1.1 Se Rict (0,,0,) > G(r) entao dado um segmento geodésico
minimal e rg > 0 temos

my(r) < my(rg) — / "Gt (4.1.3)

para T > Tg.

Demonstragao: Aplicando a férmula de Bochner formula 4.1.2 para o caso f =0
a fungéo r(z) = dist (p, z) obtemos

0 = |Hessr|*+ %(Ar) + Ric (Vr, Vr)

(A

S 0 .
> ar(AT) + Ric (Vr, Vr)
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Como Ar = m(r) é a curvatura média da esfera geodésica de raio r vem que

2

s D
m < - Ric (0, , 0y )
Observe que
my(r) = Agr
= Ar+ (Vf,Vr)
= Ar—20, (f)

= m(r) =0, (f)
e Rict (05,0, ) = Ric(9y,0, ) + Hess f(0,,0, ) > G(r) donde

2

mi(r) = ——— —Ric(d,,d, ) — Hess f(d,,d,)

n—1

m2

= - 1—Rin(3r,ar)

n —

m2

IN

—G(r)

n—1

—G(r)

IN

(4.1.4)

Integrando de rg a r obtemos o resultado. Uma consequencia imediata da

proposicao acima é seguinte estimativa de volume

Proposicao 4.1.2 Seja My variedade ponderada tal que Ric; > G. Entdo

existem constantes positivas A, B, C, D tais que
R - s
Vol¢(B(R)) < A+ B / Oty I [G(O)=Dldtds g,
To

Demonstragao: Segue, da formula de Bochner ponderada que

ms(t,0) < —lmz(tﬁ) +G(t)

n

Integrando de ¢y a R temos

R R
m¢(R,0) < myg(ro,0) — %/ m2(t,9)dt+/ G(t)dt

Lembre que my(r,0) = “if(gf)) portanto

G mpeora _ As(R,0)

.Af(’l"o, 0)
Dai

A (R, 0) Ay (1o, 0)elro ™0t

IN

IN

(4.1.5)

(4.1.6)

Ay (ro, e)esz my(ro,0)dt—L [ [2 m®(t,0)dtds+ [ [7 G(t)dtds
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Denotando por 2A(rg, R) = B(R) \ B(ro) temos
R
Volg A(rg, R) = / Ag(r,0)dbdr
0 Sn—l

R r s r s
[ Al e GO0 g
T0 sn—1

Agora, note que

efTTO my (Toﬁ)dtef:O f:o G(t)dtds ecref:(’ f:o G(t)dtds

6% f:o [ m?(t,0)dtds < 6% f:o [ m?(t,0)dtds (417)
m2(t, )
onde C' = max{0, sup m¢(ro,0)} > 0 donde, tomando D = inf ——— temos

sn—1 Sn—1 n

" (Cra [T [5Gt — ™20 gt 44}
Vol A(rg, R) < / Ag(ro,0)e ro Iro " dfdr

o S§n—1

IN

R
/ Ag(ro, )t v Jro GO =PIt} g g
70 Sn—1

R
= B/ ACTH[ [5G —Dldtds} 4

7o

onde B = [, Af(ro,0)df.
Finalmente

Vol¢(B(R)) = Volf B(rg) + Vols (1o, R)
R
< Vol B(rg) + B/ ACTH[] J5G(H=Dldtds} 5

To

Tomando A = Volg B(rg) segue o resultado.
Os Teoremas 4.1.1 e 4.1.2 abaixo, foram obtidos, independentemente, por
Pigola, Rigoli, Rimoldi e Setti em [31].

Teorema 4.1.1 Seja My uma variedade ponderada e v um segmento geodésico
minimal a partir de p € My. Suponha que Ric; > (n —1)G onde G: R — R €
uma funcdo suave, par. Entdo

i) Se O.f > —a,a > 0 ao longo de v entdo ms(r) < mea(r) ao longo de ~y
f
i) Se |f| < K ao longo de v entio ms(r) < m%TE(r) ao longo de ~.
f G

Demonstragao(item (i)) Considere sng a solugdo do seguinte problema

sng +Gsng =0
sng(0) =0 (4.1.8)
sng(0) =1
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Note que
!/
sn
=(n-1)—¢ 4.1.9
me = (n—1) 2 (4.19)
Dai temos
(sn&m)’ = 2sngsngm + snZm/

2
< 2sngsngm + sné(fmil — Ric(0,,0,))
n

2
m 1~ snZRic (9, ,0,)

n —

= 2sngsngm — snZ,

snagm ;)2 /N2 2 s
_( - —+v/n— 1377,G> + (n —1)(sng)” — sngRic (0, ,0r )
/n —

< (n—1)(sng)?* — sn&Ric (0, ,0,)
< (n—1)(sng)? — snE& f" — sn&(n— 1)G
e
(snZmg) = 2sngsngma + sngmy
N
= 2(n—1)(sng)*+ sn%((n - 1)Sn—G>
sng

snZ(n —1) (sn'ésng - (sn’G)2)

= 2(n—1)(sng)* + (n — Dsnfsng — (n — 1)(sng)?
= (n—1)(snk)*+ (n — 1)sng(—Gsng)
= (n—1)(sng)* — (n—1)G(r)sng

Concluimos estdo que (snZm)’ < (snZmg)’ + sn%02(f) e, integrando de 0 a r

sng(rym(r) < sng(ryme(r) + /0 ' snZ,(t) f (t)dt (4.1.10)

Aplicando integracao por partes no lado direito da desigualdade acima

r T

/ O (tdt = s () (1)

Finalmente obtemos

sn&(rymy(r) < sng(r)yma(r) — /OT () (sn& (1)) dt (4.1.11)
Como 9, (f) = f'(r) > a entéo

sng(r)ymy(r) < sng(ryme(r) + asng(r)
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portanto

my(r) <mg(r) +a=mea(r)

onde myg é a curvatura média da esfera geodésica do modelo Riemanniano
ponderado Mg

Demonstragdo(item ii.)

Aplicando integracdo por partes na desigualdade 4.1.11 obtemos

sng(rymy(r) < sn&(r /f (snZ
< sng(ryme(r) — (Sné(t))'f(T)Jr/ (sng)" ()£ (t)dt

IN

snZ (ryma(r) — (sn&(t)) +K/ sn)"(

< sng(r)me(r) + 2K (sng(r))

Da Equagao 4.1.9 vem que
sng(rymy(r) < sng(r)ymeg(r) + 2K 2sng(r)sng(r)
Finalmente segue que

sng(r)
sna(r)
mg(r)
n—1
= mg(r) (1 + ﬂ)

-1

IN

my(r) ma(r) +4K

= mg (7") + 4K
mg+4K(r)

O proximo lema sera crucial no demonstragao do Teorema 4.1.2

(),
9(s)

ndo-crescente para s > 0. Defina F(t / f(s)ds and G(t / g(s)ds entao
0

£(t)

G(t)

Como consequencia do Teorema 4.1.1 temos a seguinte comparagao de volu-
mes.

Lema 7 Sejam f e g fungoes continuas tais que f(s) > 0, g(s) >0 e

€ nao-crecente para s > 0

Teorema 4.1.2 Seja My uma variedade ponderada e p € My fizado. Suponha
que Ricy > (n —1)G onde G : R — R € uma fun¢do suave, par. Entdo

(i) Se O.f > —a ao longo de todo segmento geodésico minimal a partir de p
entao para R>1r >0
Vols(B(R))) _ arVol&(R)
Volg(B(r)) — vol g (r)
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(i) If | f| < K then for 0 <r <R
Voly(B(R)) _ vol nHE(R)

Vole(B(r)) ~ vol 545 (r)

Demonstragdo(item i.) Seja Mg , = (ME, g,e~",0) onde (MZ, gg) é o mo-
delo Riemanniano com curvatura seccional G, O € My e h(z) = —ar(z) =
—adist (z, 0). Denotando por dMg,, = A%dtdd" ' o elemento de volume de
Mg, , entao A% (r) = e Ag(r) onde Ag(r) é o elemento de volume de M.
Como Ricy > (n—1)G e 0, f > —a concluimos que ms(r) < a + meg(r).

Observe que
(10 As(:0)) = ms(r) =< 0+ mar) = (n(A5(0)))’

Ay(r0) _ (A5)(r.0)
Ag(r,0) = A%(r,0)

isto é,

(A%) (R, 0)
A& (r, 9)

Af(R,0)
Ag(r,0)

Afirmagao 2 Se 0 < r < R entao <

De fato,

R
Af(R,e) e/T mf(s)ds

Ag(r,0)
R
/ (a +mg(s))ds
< elr
R )
/ (m(Ag(n 9))) ds
= eJsr
_ (AY(R.9)
A (r,0)
Dai, a fungao r — Aj (-,9) ¢é nao-crescente. Pelo Lema 7 concluimos que a
AL(.,0)
.Af(t,e)
fungao t — *——— é ndo-crescente parat > 0. Se 0 <r; <r,0< Ry < R
Ag(t,0)
com 71 < Ry, < R obtemos
R R
.Af(t 0)dt AL (¢, 0)dt
/ Ay (t,0)d / AL (t,0)d
Observe que my(r,0) = my(r) dal my(r) = Ayr. Da mesma forma, tem-

se m(r,0) = m(r) donde A¢(r,0) = As(r) e Ag(r,8) = Ag(r). Escrevendo
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A(p,R1,R) = B(p,R) \ B(p, R1) = B(R) \ B(R1) entao

Vol (A(p, R1, R)) = / Ay (s)dsd
B(R)\B(f1)

R
/ Ay (s)dsdf
5(

1) /R,
R
= wy Ay (s)ds
Ry

onde w, = vol (S""1(1)). Analogamente temos

vol&(R1,R) = e Ag(s)dsdo

/BG(R)\BG(Rl)
R
/ / e A (s)dsdf
s(1) /R,
R

wn/ e Ag(s)ds
Ry

R
< e, Ac(s)ds
Ry

= e*Byolg(Ry, R)

Finalmente

R

n d
Vol (A(p, R1, R)) “ Ri As(s)ds

Vol (A(p,71,7)) o T.Af(s)ds
R

W, A& (s)ds
Ry

wn | A&(s)ds

r1
VOl %(Rl, R)
vol &(ry,7)
eaRvol ¢(R1,R)
vol g(r1,7)

IN

<

Fazendo r; = Ry = 0 temos o resultado.
Demonstragao( item ii.)

45

Considere A’C’;+4K o elemento de volume do modelo Riemanniano ponderado

Mg+4K , portanto o mesmo cédlculo do item (i) permanece vélido. Como

Vol¢ (A(p, R1, R)) < vol4(R1, R)

4.1.12
Volt (A(p,r1,7) = vol&(rm,7) (112)

fazendo r; = R; = 0 obtemos
Vol (B(p. ) _ Vol (B(p.r)) i

vol ’é+4K vol Té+4K(r)
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4.2 Propriedades Estocasticas e Rict

Definigao 21 Dizemos que uma variedade Riemanniana satisfaz o principio do
mdzimo de Omori-Yau se, para toda func¢iou € C*(M), com u* = sup,, u < 0o,
existe uma sequencia {x,} C M com as sequintes propriedades

(a) u(zg) >u— ¢
(b) |Vu(zy)| < %
(c) Au(zy) < +

O préximo resultado estabelece condigoes para que uma variedade satisfaga
o pricipio do maximo de Omori-Yau

Teorema 4.2.1 (Borbély, Bessa, Pigola, Rigoli, Rimoldi, Setti) Seja My uma
variedade Riemanniana ponderada, completa e suponha que existe uma funcdo
v, ndo negativa, de classe C? e constantes A, B > 0 satisfazendo as sequintes
condigoes

(a) v(x) = 0o quando x — oo
(b) |Vy| < A fora de um compacto
(c) Agy < BG(7) fora de um compacto

onde G € uma fun¢do suave definida em [0,+00) e tal que
(i) G(0) =0 (ii) G'(t) >0 on [0,4+00) (iii) G(t)~t & L*(+00)

Entdo o principio do mdzimo de Omori-Yau para Ay € vdlido. O resultado
¢ vdlido quando ~(r) = r(x) € a fungao distancia a um ponto o fizado e assumi-
mos que a desigualdade (c) ocorre fora do cut locus de o (note que, neste caso,
(a) e (b) sao automaticamente satisfeitas).

Definicao 22 Dizemos que uma variedade Riemanniana satisfaz o principio do
mdzimo fraco de Omori-Yau se, para toda u € C2(M), com u* = sup,, u < oo,
existe uma sequencia {x,} C M satisfazendo as condigoes (a) e (¢) da defini¢ao
21.

Em [7] Bessa, Pigoli e Setti provaram o seguinte resultado:

Teorema 4.2.2 Seja M; uma variedade ponderada completa e suponha que
Ricy > —k? (4.2.1)

para algum k > 0 ou
Rice (z) > —kf(r(x))
{ i) = ikt 422

onde k;(r) sao fungoes continuas, ndo-decrescentes tais que k;(r) — oo quando

T — 00 €
1

k2 () + K3(1)
Entao My € estocasticamente completa.

¢ L' (+o0)
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O Teorema 4.2.1, juntamente com a férmula de Bochner nos permite concluir
que, sob uma limitacdo inferior adequada para Ricy, My é estocasticamente
completa. Observe que o Teorema abaixo nao exige um controle da norma do
gradiente de funcdo f. No entanto, é necessario que My possua pdlo.

Teorema 4.2.3 Seja My uma variedade ponderada com pdélo o e seja G como
no Teorema 4.2.1. Suponha que Ric (0,0, ) > —C?G'(r). Entdo o principio
do mdzimo de Omori Yau € valido em My. Em particular My ¢ estocasticamente
completa.

Demonstragao
Aplicando a férmula de Bochner 4.1.2 a funcao distancia r temos

0 = |[Hessr|* + (Vr,V(Asr)) + Rice (Vr, Vr)
= |Hess7|* + %(Afr) + Ricg (Vr, Vr)

> %(Afr) + Rice (Vr, V)

dai

0 :
(A7) < C2G(r)

Integrando a desigualdade de tg a t acima obtemos
Apr(t,0) < Apr(to,0) + C*G(r(t)) — C*G(r(to))
CG(r(1))

IN

para todo t > tg, i.e, fora da bola B(tg). Pelo Teorema 4.2.1 concluimos que o
principio do méximo de Omori-yau para Ay vale para M;,isto é, My é estocas-
ticamente completa.

4.3 Teorema de Myers para Ric

Em [1] Ambrose provou o seguinte resultado:

Teorema 4.3.1 Seja M variedade Riemanniana completa e suponha que existe
p € M tal que para toda geodésica vy partindo de p vale

t
lim [ Ric(v/(s),7(s))ds = 00 (4.3.1)
t—oo Jg

Entdao M éompacta.

Observagao 4 Em [16] Galloway provou a compacidade de M sob a condi¢do

t
lim s*Ric (7/(s),7'(s))ds = 00,0 < A < 1 (4.3.2)

t—o0 0

Wraith [35] provou o seguinte teorema, o qual é equivalente ao teorema de
Ambrose.



CAPITULO 4. A GEOMETRIA DO TENSOR DE BAKRY-EMERY 48

Teorema 4.3.2 Seja M wvariedade Riemanniana completa e ndo compacta e
seja y(s),s > 0 raio geodésico em M. Se

lim [ Ric(y/(s),7'(s))ds (4.3.3)

t—o0 0
existe, tal limite € finito.

A seguinte pergunta surge naturalmente no contexto de variedades ponderadas:
é possivel, no Teorema de Ambrose, substituir Ric por Ric;? O exemplo a
seguir mostra que a simples substituicao de Ric por Ricy nao é possivel.

Exemplo 4 Seja M = R" e tome f(z) = %|x|2 entdo Hess f = Id. Seja ~
geodésica normalizada partindo da origem entdo

Rict (7,7") = Ric (7v/,7') + Hess f(v',7') = 0+ Hess f(7/,7) =1

Observe que

¢ ¢
lim [ Rice (v'(s),7'(s))ds = lim [ 1ds = oo

t—o0 0 t—o00 0
mas R™ nao € compacto.

Observe que, no exemplo acima, a funcao f é radial, ndo negativa e crescente.
Tais condigbes sugerem que uma extensao do Teorema de Ambrose para Ricf
requer uma condigao sobre a funcao f ( e sua derivada radial). Tais condigoes
sao dadas no teorema abaixo.

Teorema 4.3.3 Seja M uma variedade Riemanniana completa, ndo-compacta
e seja y(t),t > 0 um raio geodésico de M e f fung¢ao suave, nao negativa, radial
a partir de v(0) com % <0 e tal que o limite

t

lim Rict (7/(s),7/(s))ds (4.3.4)

t—o0 0
existe, entdo tal limite € finito.

Demonstracao
Da equacao 4.1.4 segue a equacao de Ricatti

1
n—1

Rict (0,0, ) < —m'y — (m)? (4.3.5)

Integrando a desigualdade acima de 1 a t e tomando o limite quando ¢ tende ao
infinito obtemos

t t 1

lim [ Rict (v'(s),7(s))ds < lim [ (=m/s(s) —

t—oo Jq t—oo Jq n—1

(m)*(s))ds

Se o limite no lado esquerdo da desigualdade acima é infinito entao o limite no
lado direito também € infinito. Em particular, concluimos que

lim (—rm(£) — /1 (m)2(s)ds) = 0o (4.3.6)

t—o0

Jim (1) =
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Afirmagao 3 Euziste um to tal que lim —my(t) = oo
t—to

¢
Como tlim (—my(t) — / (m)?(s)ds) = oo entdo existe um t; > 1 tal que
— 00 1

—my(t) — /1t(m)2(s)ds > 10,Vt > ¢

10
Defina a sequencia {t,} por t,+1 = t,+ 10,1%1 entao lim t, =t; +—. Observe
n—oo 9

que, se —my(t) > k,Vt > t,_1 entdo, para todo t > t,, temos
t
—-mg(t) > / m?(s)ds
1
t
" Of o
—)"d
> [ g+ By

tn—1

> [ )+ 2mp) Z s

tn—1

Como% <0 e —mg(t) > k segue que 2mf(s)ﬁ > —2k% > (0 donde

s
—nptt) = [ w3+ 2mp()Eas

tn—1

b o of
> /tnl(k — 2k )ds
= kz(tn - tnfl) - 2k[f(tn) - f(tnfl)]
> E(th —tn_1)
_ g2 L
=k 102

Observe que —my(t) > 10", Vt > t,,.
De fato, usando um argumento de inducao temos que, para n = 1 o resultado é
verdadeiro, isto é, —my(t) > 10,Vt > t1. Assuma, por hipdtese de indugéo, que
—mg(t) > 10", Vt > t,, entdo, o calculo acima nos permite concluir que, para
t> tpgr >t ,

10n71

—my(t) > (10™)? = 10"TH Wt >t

Finalmente, obtemos

—_— — T ST n_
HILH;O my(ty) xlirr% my(ts +x) > nl;néo 10" = 00
Mas isso contradiz o fato de —m ser suave fora de uma vizinhanga de v(0),
portanto, o limite em 4.3.4 é finito.
Observe que podemos enunciar o Teorema acima de maneira equivalente:

Teorema 4.3.4 Seja M variedade Riemanniana completa e suponha que exis-
tem q € M e f fun¢ao suave, ndo negativa, radial em q com % < 0 tal que,
para toda geodésica y partindo de q vale

lim [ Rict (v/(s),7(s))ds = oo (4.3.7)

t—o0 0
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Entao M € compacta.
Como consequencia do Teorema acima temos:

Teorema 4.3.5 Seja M uma variedade Riemanniana completa e f € C*°(M)
como no Teorema acima. Suponha que

Rics + Lxg > cg (4.3.8)

para alguma fungdo suave ¢ e X campo de vetores suave em M. Se

tlggo{/ $)ds — 2| X ()]} = 0

Entao M € compacta.

Demonstracao: Seja vy geodésica partindo de p entao

d
VAR, el ot
Lxg(v',7") dsg(v )

da’
Rict (7v/(s),7(8)) + Lxg(v'(5),7'(s)) = e(v(s))

Integrando de 0 a ¢ obtemos

/Ricf(*y’(s),v'(s))ds > dS—/ Lxg(y ' (s))ds
0

ds—/2 g, )

( (s)ds = 29(v'(£), 7' (1)) + 29(7'(0),7'(0))

c(v(s))ds = 21X (v(t))] + 29(+'(0),7'(0))

vV

I
hh\\

Tomando o limite quando t — oo obtemos

lim [ Ric (7/(s),7'(s))ds > lim {/ ))ds—2| X (v(t))]}+29(7'(0),~'(0))

t—o0 0 t—o00

Como, por hipétese, o limite do lado esquerdo da desigualdade tende a infinito
quando t — oo entao

lim / Rict (7/(s),7'(s))ds = o0

t—o0 0

Pelo teorema anterior segue que My é compacta.

Observagao 5 O teorema acima foi provado por Fernadez-Lopes e Garcia-
Rio[REFERENCIA], no caso do tensor de Ricci com a condigdo de ¢ ser uma
constante positiva e X ser um campo limitado.
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4.4 Estimativa do Gradiente

Em [?], Yau provou a seguinte estimativa para o gradiente de uma fungéo
harmonica positiva:

Teorema 4.4.1 Seja M™ uma variedade Riemanniana completa com Ric >
—(n— 1)K onde K > 0 € constante. Suponha que u é uma fun¢io harménica
positiva em M e que B(p, R) € bola geodésica em M, entio

[Vul
<

< c)(

M) (4.4.1)

R

u
em B(p, g), onde C(n) € uma constante que depende somente de n.

Como consequencia temos que se M é tal que Ric > 0 entao M nao admite
funcdo harmonica positiva ndo constante.
Uma extenséo desse resultado para Ric; foi obtida por Chen e Chen [10]

Teorema 4.4.2 Seja My variedade ponderada completa tal que Ricy > —H,
com H > 0 constante. Suponha que Ric > K, K > 0. Se u € uma fun¢do
f-harménica positiva definida na bola geodésica B(p,2R) ento, em B(p, R) vale

v 1
Vul C(n)(\/H TK+ sup |Vf+ f) (4.4.2)
u B(p.2R) R

onde C(n) é uma constante que depende somente de n.

Observe que quando f é constante, a estimativa acima se reduz a estimativa
de Yau. Em [9] Brighton obteve duas estimativas para o gradiente de uma
funcao f-harménica positiva sob a hipétese de Ric; > —H?, onde H > 0 é
constante. Vale ressaltar que, ao contrario da estimativa obtida por Chen e
Chen, as estimativas obtidas por Brighton ndo se reduzem a estimativa de Yau
no caso de f constante e H = 0.

No préximo resultado apresentamos algumas estimativa do gradiente de uma
funcao f-harmonica positiva. Note que, em qualquer dos casos abaixo, quando
f=0e G >0 constante é possivel reobter a estimativa devida a Yau Y1.

Teorema 4.4.3 Seja My uma variedade ponderada completa com Ricy (0, , 0, ) >
—(n —1)G(r) onde G € C°(Ry) € positiva. Se u é uma funcdo f-harmonica
positiva definida em B(q,2R) com R > 1, entao em B(q, R)

() < JG 4 G PRamyar+n{2|VF)2 —2%32 +2(n—1) sup G
B(q,R)

(ii) Se existe 0 < a < 3 tal que (VInu,Vf) < a|VInul? entio
W—u"l < % + % 2RG(s)ds—i—?(n— 1) sup G
B(q,R)

(i) ‘v—uul < \/g;—i—% 2RG(s)ds+Cg(n) sup G
B(g,R)

onde oo = maxg(q,1) Afr € as constantes 51, 52 e 53 dependem somente de n e
Q.
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Seguindo a ideia original de Yau, multiplicamos |Vh|? por uma fungdo ”cut-
off’de modo a obter uma fungéo que possui um méximo no interior de B(p, 2R).
Para isso, considere a funcao ¢ : B(p,2R) — [0, 1] dada por ¢(x) = j(r(x)) onde
r(x) = dist (p,x) e a funcdo j : [0,2R] — [0,1] é uma fungdo de classe C® que
satisfaz, para algum ¢ > 0, as propriedades abaixo:

(i) j=1on [0,R]
(ii) suppj C [0,2R)]
i) —£\j < <0
(iv) 17" < 7=

Escrevendo J = ¢|Vh|? temos

VJ = |Vh]*’V¢ + ¢V|Vh|? (4.4.3)
¢ vJ Ve
VIVR]? = == —J-= 4.4.4

O Laplaciano ponderado de J é dado por
ApJ = ¢Af|VR]? + |[VA[2A ¢+ 2(Ve, V|VR|?) (4.4.5)

Observe que J > 0 e que Jjpp(g2r = 0 dal o mdximo de J ¢ atingido em
go € B(q,2R) e no ponto g temos V.J(qo) = 0 e V|Vh|*(q) = —J%(qo).
Demonstragao (i):

Seja h = Inwu entdo grad h = %Vu e Arh = —|Vw|?. Observe que

|Hess h|> > %(Ah)Q
_ %(Afh+<vh,vf>)2
> %(Afh)2+%Afh<vh>vf>
= |VAl - 2 VR (YR, V)

Segue da férmula de Bochner que
1 1 2
5Af|Vh\2 > £|Vh|4—E|Vh|2(Vh7Vf}—(Vh,V|Vh2>+Ricf (Vh,Vh) (4.4.6)

Em particular, no ponto ¢y temos

2
OAF|Vh*(q0) < —|Vh[*Aso(g0) + 2% |V5|

(20) (4.4.7)
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Sendo Ricy > —(n — 1)G,G > 0 segue da Proposicdo 4.1.1 que
Apr(go) < Apr(p) + (n—1) [ G(t)dt < o+ (n— 1) [7F G(t)dt
onde o = supgn—1 Ayr(p, 8),r(p) = 1.

Observe que

App=3"+j'Apr > —@—a[aﬂn—n/mca)dt} (4.4.8)
f ] i f R2 R : A
donde, substituindo na equagao 4.4.7 e usando que |V$‘2 < %12 obtemos

g{QCfP;C? n % [a F(n-1) /12R G(t)dt] }(qo) (4.4.9)

Calculando 4.4.6 em qq e fazendo Ricy > —(n — 1)G e J = ¢|Vh|? vem que

OO Vh[* (q0) <

1 ) 1J2 2J ) J
S MIVAP(@0) 2 [ 55 = LS VR V) — (VR VIVR) — (n = 1G5 | (a0)
(4.4.10)
Em ¢¢ temos ‘
£<Vf Vh)<2—|Vf||Vh|—2Jg
¢ b3
€
(Vh,V|Vh*) = (Vh, J%)
J Vel
Vh|| - =
< [Vh] L
_ TVl
¢z ¢
JEC .
< gfﬁb
Ji ¢y
< -
< PR

Denotando por & = w +4 {a +(n-1) f G(t)dt] segue das equagoes
4.4.6 e 4.4.9 que,

J(@){E} > ¢*As|Vh[*(qo)
> {2 %w?gw V) — 26%(Vh, VIVA?) — 2(n — 1)G.J6 }(a)
2 2 301
> {E - =4 2—|Vf|—2,] f—Q(n—l)GJ}( 0)

_ {2(}2_27[ |Vf|—2%¢> —2(n—1)GJ}(QO)

()
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Vamos estimar o termo (%) (omitiremos gy por conveniéncia)

R - LRy
S e

Concluimos entao

Hade) = {20 == (2w - 25ke] n s - 20 - 16T @)
= Ttao) 2219125 (a0) — 20—~ )G (a0) T a0)
Ou seja
2072 C
n{e+n[ IVf| -2 R} +2(n —1)G(r(q ))} > J(q0) (4.4.11)

Restrigindo-se & bola B(g, R) temos que, para todo p € B(q, R) vale

u i 2 1 2 1
|V1L|(P)§\/n{2clR—gC+CR[a+(nl) [ G +n[ 22 \Vf\—2% +2(n— )C(r(a))}

Demonstragao (ii):
Tome novamente h = Inwu. Por hipétese temos que existe 0 < a < % tal que
(Vh,Vf) < a|Vh|?. Neste caso, sendo Ric; > —(n — 1)G, a equacio 4.4.6 fica
1 1-2
A/ (VA? > %\w‘ — (Vh,V|VAP) — (n — 1)G|VA]?  (4.4.12)

Resolvendo a equagio 4.4.5 para A¢|Vh|?> obtemos

1 J vJ Vo
A¢|Vh? = “ArJ — ZAsp—2(Vp, — — J— 4.4.13
£IVh| s 16 —2(Vo 5 pE ) ( )
Substituindo a equacio acima e as expressoes de J e V|Vh|? em 4.4.12 tem-se:
1 ti) VI, V¢ Vo ( 2a) J? vJ _V¢ J
—A¢|Vh|? > A +2 — J—=)+ Vh, ——J—5)—2(n—1)G=
(4.4.14)

Novamente, seja gg € B(q,2R) ponto de maximo de J, entdo, a equagao acima,
calculada em ¢q fica

1
0 —ArJ
> ¢ £J(q0)

> ¢2A¢—2

Vol?
¢

+2(1—2a)

J 4+ 2(Vh, V) —2(n — 1)G|(q0)
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Como % > 0 segue que

(1—2a)

Vo[

2 Ta0) < [=As6+2 = = 2V, Vo) +2(n 1)G¢] (q0) (4.4.15)

Perceba que, se qp € B(g, 1) entao sendo ¢ = 1 em B(q, R) segue que ¢ é ponto
de maximo de |Vh|? dai, 4.4.15 fica

(1 —2a)

2 J(q0) <2(n —1)G(r(qo))

Restingindo-se & bola B(g, R) concluimos que

Vil \/ S GO (a) (4.4.16)

Suponha agora que gy € B(q,2R) \ B(g,1) e seja § > 0 a ser escolhido posteri-
ormente, entao

2(Vh, V)| < 2VA||[VY]

~ 2B wnvs
< 5¢|Vh|2+|v52|2
= 5J+(15|V(Z’|2

Usando a equagao 4.4.8 e a ultima desigualdade acime vem que

1-2 c, C 2R C 1\ [Vo]?
o . a)J(QO) < Eloz—i-fl(n—l) 1 G(t)dt+R§+(2+5)(f'(qo)+5J(qo)+2(n—1)G(7“(q0)>¢(CIO)
(4.4.17)
Donde
2(1 -2 2 G, C 1\ [Vel*
(%_5),]@05 [a+(n-1) 1 G(t)dt]fl+R—§+(2+g)| j' (40)+2(n—1)G(r(d0)) #(0)
(4.4.18)
Como % < gz e escolhendo § = % finalmente obtemos
3(1 -2 2 C, Cy (2—4a+2n\C?
%J(qo) < [a+(n—1) 1 G(t)dt}fljuR—iJr(#) R12+2(n—1)G(T(qo))

(4.4.19)
Restringindo-se a bola B(g, R) concluimos

(4.4.20)

Demonstragao (iii):
Sejam € € (0,1) e h = u® entdo

Vh =cut"'Vu
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Ah = eut P Au+ (e — 1)uf 2| Vul?

and

Ash (e — Du?|ul?

2e
-1
82“’ (E )|’LL|2

u?  eus
(e =DhS
ch

Observe que

(Ah)?
(Ah 4 (Vf,Vh))?
_ 1((6 - 1T)l|h|2

n ch

|[Hessh|? >

+(V/, Vh>) ’

(Vh,VAsR) = <w,v<<€‘€+)|h‘2)>

_oe—1 oy, €1, 1o
= (VA VIVAP) + = b (= k)
_oe—1 2y €—1 4
= - (VAV|VAP) = |V

3

Como Rics > —(n — 1)@ segue da férmula de Bochner que

1 9 1/(e—1)|h2 2 e—1 9y €—1 4 9
il > (A e _ _ _
SAVAE > (SR (VA VR)) 4 (VA VIV — VA = (n = 1)G()|VA
(e —1)2|Vh*  2(e—1)|Vh]? (Vf,Vh)? -1 0
= h h h
YR VL Vh) e+ — = (VA VIVA[)
e—1)|Vh[*
SEZUIVRE e

Desejamos obter uma estimativa inferior para A f\VhP por termos envolvendo

apenas h e |Vh|. Para tanto, considere um ponto g € B(p, 2R) tal que (Vh,V f)(q) <

2
a IV:I (¢), para alguma constante a a ser escolhida a posteriori. Entao, no ponto

q temos:

(= 2VAI* | 2= DIVHP
ne2h? neh
e —1)|Vh|?*
EE DV e
(e —1)2 4 2ae(e — 1) —ne(e — 1)1|VA|* (e
[+

1 (Vf,Vh)? e—1
ZA 2 ’ 2
(*)2 #|Vh| + - +— (Vh,V|Vh|*)

v

(Vf,Vh)

~ (O, VIVAR) — (016 TP

ne2
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. Vhlt cps
Observe que o coeficiente de | h2| € positivo se, e somente se

ne—e+1
< — 4.4.21
a 5 ( )

|Vh|?
ey

Agora, suponha que no ponto g temos (Vf, Vh)(q) > entao

(e —1)%Vh*  2(e—
ne2h? neh
—1

+ = (VA VIVA[) = (n = )G ()| V]

(e—1)2—ne(e —1)|VA* 2(e—1)+ea

+
ne? h? ane

v

n

(Vf,Vh)?

3

+ (Vh,V|Vh>) = (n — 1)G(r)|V|?

-1
eh
Neste caso, o coeficiente de (V f, Vh)? é positivo se, e somente se

2(1—¢)
€

a >

(4.4.22)

Observe que as equagoes 4.4.21 e 4.4.22 sdo satisfeitas simultaneamente quando

2(1—¢) ne—e+1
<a<
€ 2e

3 p 3
Resolvendo para € obtemos 37— < e. Como n > 1 concluimos que € > 7. Logo,

se € € (2,1) existe um a satisfazendo (x) e (xx). Tome e = £ e a = 1 daf, segue

8
de (%) ou (*x*) que

n — 6) M

1 2
Z > L
g 8rIVhI" 2 (49nh2

h? 77L<Vh’v‘wb‘2> — (n=1)G(r)|Vh|* (4.4.23)

Resolvendo a equag a0 4.4.5 para A¢|Vh|? obtemos

1 J Vo VJ .V
gAfJ - @Am _o Yo VI Vo, (4.4.24)

Substituindo 4.4.3, 4.4.4 e 4.4.24 in 4.4.23 temos

Ay|Vh|? =

1 . Al J . N6 V] Ve

SA7|VA? = i[gAJ‘J B0 =2 =T
Tm-6\J2 1, VJ Vo J
(o) 57 ~ (V05— T3 ~ (0= 16003

Vf,Vh)?
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Agora, resolvendo para A;J segue que

—%(Vh, % - J%f> . l)G(r)%
—%(Vh, % - J%f> —o(n— 1)0(7«)%

Como J > 0e J =0 em dB(p,2R) segue que o méximo de J é atingido em
algum ponto qo € B(p,2R). Suponha que qo ¢ Cut(p) entao, calculando a
desigualdade acima em gq e resolvendo para J obtemos

2
|V$| _ %(th Vo) +2(n—1)G(r)¢|(q0)
(4.4.25)

(1471 —12

i )70) < [~850+2

H4 dois casos a considerar:
Se qo € B(p,1) entdo, segue de R > 1 que ¢ =1 e gg é o ponto de méximo de
J =|Vh|? em B(p, R), dai, a equacgdo 4.4.25 fica

(14n —12

W)J(QO) <2(n—-1)G(r)

Segue da definicao de J que

wG(r) sup u (4.4.26)

Vul(qo) <
[Vul(q0) e— i

Suponha agora que ¢o € B(p,1). Como ¢ é radial temos que
Vo =j4Vr
Arp=37"+j Agr

Lembre que Ricy > —(n — 1)G, em particular, Rict (0, ,0,) > —(n — 1)G(r) e,
pelo Teorema 4.1.1 segue que

r(q0)
A¢r(go) < Apr(l)+(n— 1)/1 G(s)ds

IN

2R
a+(n— 1)/1 G(s)ds

onde o = supgp, 1) Afr.
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Da construgao de j segue

qub = j”—‘y—j/AfT

c ¢ 2R
> “m R (a +(n-1) 1 G(s)ds)
_ca c¢(n—1) 2R c
= 5 7 1 G(s)ds i

Seja & > 0 entio 2|(Vh, V)| < 32|Vh|? + {5V,
Substituindo ambas as desigualdades acima em 4.4.25 obtemos que

(C =) 7@ < [+ o) 2RG(s)cL«er(%ri) ‘W|2+2(n—1)G(’")¢} (@)

e g b
10nh? T Rt r ) %) 6
Sendo R>1e |V$|2 < 6—22 tomando § = % vem que
13n — 12\ J ca+3 ¢ c¢(n—1) [?F
(W)ﬁ(%) S—fr TmRtTT R ! G(s)ds+2(n—1)G(r)d(qo)
(4.4.27)
Restrinjindo-se & bola B(p, R) e usando h = u¥ finalmente obtemos
|Vl 64n(ca + 3c2) 1 64n ¢ 64n  c(n—1) [*F 128n(n — 1)
< — — G(s)ds + ——————— G
w S\ B2 BRI BnonR Baoz k) GO Tm S

4.5 Autovalores

Seja Bp(R) a bola geodésica de raio R em uma variedade Riemanniana
completa M e Ay (B (R)) o primeiro autovalor de Dirichlet de Bas(R). Analo-
gamente denote por Byy(x) (R) e A1 (Buwr) (R)), respectivamente, a bola geodésica
de raio R na forma espacial M(k) de curvatura constante k e o primeiro auto-
valor de Dirichlet de By (R).

Em [11] Cheng provou que, se a curvatura seccional de M é limitada superior-
mente K < k e R < min{inj (p), %} (ﬁ =00 se k < 0) entdo A\ (By(R)) >
A (Bumry(R)). Ademais, ele também provou que se Ric > (n — 1)k entao
A (B (R)) < Mi(Buky(R)) para todo R > 0, com a igualdade ocorrendo se, e
somente se, & < inj(p) e By (R) e By (R) sdo isométricas.

Denote por m(t,0) e my(t), respectivamente, as curvaturas médias das esfe-
ras geodésicas By (R) e 0By (R) em (t,0), relativamente ao campo normal
unitdrio —9;. Bessa e Montenegro [4] provaram o seguinte resultado:

Teorema 4.5.1 Sejam M wma variedade Riemanniana completa e M(k) a
forma espacial de curvatura constante k.

(i) Sem(t,0) < my(t),¥t € (0, R),¥0 € S"1 entdo A1 (Byr(R)) < M(Bu, (R))

(ii) Sem(t,0) > my(t),Vt € (0, R),¥0 € S*~ entio A1 (Bar(R)) > A1 (Bu, (R))
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Em qualquer dos casos acima, a igualdade ocorre se, e somente se, m(t,0) =
mg(t) para todo 0 <t < R e todo § € S"~1.

Observe que, como Ky < k implica m(t,0) > my(t) e Ric > (n — 1)k implica
m(t,8) < myg(t), o teorema de Cheng decorre do resultado de Bessa e Montene-
gro. No caso de variedades ponderadas Setti [S] provou um resultado andlogo
ao teorema de Cheng acima, sob a hipdtese de Ricy > «, com « constante.

O resultado a seguir é uma versao ponderada do teorema de Bessa e Montenegro.

Teorema 4.5.2 Sejam My uma variedade ponderada completa e M (G) um mo-
delo Riemanniano com curvatura seccional G. Entao

(i) Semy(t,0) < mg(t),Vt € (0, R),¥8 € S"~! entio M (B, (R)) < M(Barg (R))
(ii) Semy(t,0) > mq(t),Vt € (0,R),V0 € S"~L entio M (Bu, (R)) > M (B (R))

Em qualquer dos casos acima, a igualdade ocorre se, e somente se, mys(t,0) =
mg(t) para todo 0 <t < R e todo § € S*71.

Demonstracao
Seja u : By, (R) — R a primeira autofungao de Dirichlet positiva. Sabemos
que u é radial e que u/(t) < 0. Ademais, u satisfaz a equacao

u’(s)+ (n— l)%u’(s) + M (Bug (R)u(s) =0 (4.5.1)

para todo s € [0, R].

Defina v : By, (R) — R por v(t,0) = u(t), onde t = r(q) = dist (p,q) entdo
Vv =4'Vr and Av = u” + v’ Ar.

Portanto

A = Av—(Vu,Vf)

= W +dAr—u'(,Vr,Vf)
= u' +dAr - f

= " +uAypr
da equacgao 4.5.1 segue
Ay _ —u —u'Ayr
v u
sng u’ u
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Dai
M(Bar, (R) < 51y, im0 (1) — my(0,0) ] + A (Basg ()
M(Bar, (R) 2 infi, () [0ma (1) — ms(t,0) '] + M (Barg (R)

No primeiro caso, se (

0 donde A (B, (R)) < A (B (R)).

No segundo caso, se (mq(t)—m(t,0)) < 0 entao infp,, (r) [(ma(t)—my(t, 0))%] >
0 donde A;(Bay, (R) )

Observe que se mg(
de Barta temos

~ —
Vv
>
S|
S
22

IN

A(Bum, (R))
Arv

sup (——1-)

BMf(R) v

A1 (B (R))

IN
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