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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo apresentar uma metodologia de cdlculo do angulo de deflexdo
da luz causado por um campo gravitacional. Esta metodologia consiste em utilizar o principio
de Fermat generalizado para um espaco-tempo com simetria esférica e estitico e o teorema
de Gauss-Bonnet, associando a métrica 6ptica a métrica induzida em uma superficie. No pri-
meiro momento sdo apresentadas as equagoes de campo gravitacional, algumas solugdes das
equagodes de campo e formulacdo generalizada do principio de Fermat. Apresenta-se algumas
defini¢cdes essenciais sobre geometria diferencial e € desenvolvido o teorema de Gauss-Bonnet.
Neste trabalho foi possivel compreender que a focalizacao dos raios luminosos tem um caréter
topoldgico, como mostrado por Gibbons e foi possivel apresentar uma metodologia que possi-
bilita calcular o angulo de deflexdo da luz tanto para espacos assintoticamente planos quanto
nao planos.

Palavras-chave: Relatividade Geral. Angulo de Deflexdo da Luz. Teorema de Gauss-bonnet.



ABSTRACT

This work aims to present a methodology for the calculation of the angle of light deflection cau-
sed by a gravitational field. This methodology consists in using the generalized Fermat principle
for a space-time with spherical and static symmetry and the Gauss-Bonnet theorem, associating
the optical metric with the metric induced in a surface. We present the equations of the gravita-
tional field, some solutions of the field equations and the generalization of the Fermat principle.
Some essential definitions of differential geometry are presented and the Gauss-Bonnet theorem
is developed. In this work it was possible to understand the focus of the light rays has a topolo-
gical character, as shown by Gibbons and it was possible to present the methodology that allows
to calculate the angle of light deflection that can be used for asymptotically flat spacetime and
for non-asymptotically flat spacetime.

Keywords: General Relativity. Deflection Angle of Light. Gauss-Bonnet theorem.
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latinas (i, j, ...) tomando valores 1,2,3. Caso esta ndo seja assim serd mencionado no corpo do

texto.
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1 INTRODUCAO

A Teoria da Relatividade Geral formulada por Einstein € provavelmente a mais bo-
nita entre as teorias fisicas [[1]. A Teoria da Gravitacdo Universal de Newton concordava com a
maioria dos dados experimentais, porém existia um inconveniente na teoria de Newton: a a¢do
a distancia. Um corpo sob um campo gravitacional devido a uma fonte sente instantaneamente
um deslocamento da fonte no espago e isso estava em desacordo com a Teoria da Relativi-
dade Especial. Foi trabalhando nessa inconsisténcia que Einstein generalizou a Relatividade
Especial|2]].

A Relatividade Geral nasceu da inconsisténcia citada acima, porém o que faz esta
teoria elegante € a sua natureza geométrica, além de sua concordancia com os dados experi-
mentais. A natureza da Gravitagdo Universal considera a interacao gravitacional por meio de
uma forca em um espaco estatico, a Relatividade Geral considera a gravidade como sendo a
deformacdo do espaco-tempo dindmico devido a uma distribui¢cdo de matéria e energia. Vale
ressaltar que ela recobra a teoria da Gravitacdo Universal quando a fonte geradora do campo
gravitacional deforma fracamente o espago-tempo, isso garante que os acertos da Gravitagdo
Universal sao recobrados pela Relatividade Geral,ou seja, a interpretacdo pelas duas teorias sao
diferentes, mas os valores numéricos concordam nesse limite. Em alguns casos extremos a Re-
latividade Geral concorda com os dados experimentais e a Gravitacdo Universal ndo. Por este
motivo que atualmente adota-se a Relatividade Geral como correta e teoria de Newton como
uma aproximacao desta [3]].

A formulacio relativistica da gravitagdo teve sua confirmacao experimental primei-
ramente com precessao do periélio de Mércurio, desvio gravitacional da frequéncia de um feixe
de luz devido ao campo gravitacional e deflexdo da luz devido a um campo gravitacional. A Te-
oria da Relatividade Geral propde que uma distribuicdo de matéria ou energia pode deformar o
espaco-tempo. A deflexdo da luz consiste na mudanca de caminho dos raios luminosos devido
a essa distribuicdo de matéria ou energia, quando isso ocorre essa distribuicdo € chamada de
Lente Gravitacional, por analogia com a 6tica [4].

A deflexdo da luz devido a um campo gravitacional é bastante estudada na astrono-
mia, na cosmologia e na fisica tedrica, como exemplo de sua importancia estd a investigacao
da sondagem de planetas extrasolares, matéria escura, energia escura e as estruturas nulas do
espago-tempo [3].

Neste trabalho € apresentada uma metodologia que permite calcular a deflexdo da
luz devido a um campo gravitacional por meio do Principio de Fermat e o Teorema de Gauss-

Bonnet. A importancia da metodologia apresentada € pelo fato de que com ela € possivel fazer
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calculos para distancias finitas.

No segundo capitulo sdo apresentadas as equacdes de campo gravitacional. Apresenta-
se uma forma para a métrica de um espaco-tempo estitico que possui simetria esférica. Com
isso resolve-se as equagdes de campo gravitacional onde serdo encontradas as métricas de
Schwarzchild e Kottler, além de apresentar algumas relacdes tteis para um fluido perfeito. No
final do capitulo reservou-se uma secao para apresentar a métrica Optica e a generalizacao do
principio de Fermat para espaco estdtico e esfericamente simétrico. As principais referéncias
foram [1,[3}/6].

O terceiro capitulo tem como objetivo apresentar ¢ compreender o teorema de
Gauss-Bonnet. Para fazer isso serd necessdrio apresentar alguns conceitos como o de superficie
regular e plano tangente, primeira forma fundamental da geometria diferencial e métrica in-
duzida, superficies orientdveis, curvatura geodésica e curvatura total. Com isso apresenta-se e
demonstra-se o teorema de Gauss-Bonnet e faz-se algumas aplica¢des elementares para que o
leitor se familiarize com este. A referéncia fundamental € [7]. Este capitulo é diferente dos ou-
tros devido a apresentacao dos conceitos de maneira mais formal, pois os conceitos matematicos
apresentados neste capitulo sdo fundamentais para o para a formulagdo das metodologias apre-
sentadas nesse trabalho.

O quarto capitulo consiste em apresentar a metodologia de cédlculo do angulo de
deflexdo da luz via teorema de Gauss-Bonnet. Na primeira secao apresenta-se as ideias funda-
mentais de [8]. A metodologia consiste em associar a métrica optica do espaco-tempo estatico e
com simetria esférica a métrica induzida por uma superficie. Com isso pode-se usar o teorema
de Gauss-Bonnet para calcular o angulo de deflex@o da luz devido a um campo gravitacional
de uma lente gravitacional. [8] além de mostrar uma forma para o angulo de deflexdo da luz,
também mostra que o foco dos raios luminosos que formam a imagem € uma caracteristica to-
poldgica. Na segunda seccdo apresenta-se o desenvolvimento presente em [5], neste artigo sao
apresentadas algumas defini¢cdes e investigagdes que permitem calcular o angulo de deflexdo da
luz no limite fraco para distancias finitas entre observador, lente e fonte.

A originalidade deste trabalho estd presente nas duas dltimas secdes do quarto
capitulo. Na terceira secdo apresenta-se um estudo sobre o angulo de deflexdo da luz no li-
mite fraco para distancias finita na geometria de Ellis wormhole. Na quarta e Ultima se¢ao
estuda-se as implicacdes ao considerar distancias finitas para a métrica de Schwarzchild e suas
implicagdes no pardmetro de deflexdo da luz, ¥, do formalismo parametrizado pds-newtoniano(PPN).
Além de estudar as consequéncias de considerar distancias finitas para uma métrica tipo schwar-

child com modelo de quebra de simetria de lorentz por meio do campo de bumblebee.
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2 PRINCIPIOS DE RELATIVIDADE GERAL

Este capitulo consiste em apresentar as Equacdes de Campo Gravitacional, citar
algumas solugdes de interesse e fazer uma apresentacdo do Principio de Fermat para o caso de
um espaco curvo estatico. Para um estudo em Teoria da Relatividade Geral pode-se utilizar as

referéncias [3]], 1,69, /10], esta dltima é uma boa referéncia para um primeiro contato.
2.1 Equacoes de Campo Gravitacional

A Teoria da Relatividade Geral interpreta a gravidade como sendo uma deformacao
do espaco-tempo, fazendo deste dindmico, teoria essa que relaciona a geometria do espago
tempo com a matéria e energia. Cabe aqui citar um pensamento de John Archibal Wheeler que
pode ser expresso pela seguinte frase "A matéria diz ao espaco como se curvar e o espago diz
a matéria como se mover”. Note por esta frase o quao entrelacados estdo a matéria e o espago
e isso se traduz matematicamente pelas Equagoes de Campo Gravitacional.

Nao existe uma dedugdo rigorosa das Equacoes de Campo. Pode-se encontrar uma
dedugdo heuristica em [2]. Neste trabalho é mostrado de forma bastante elegante que uma
mistura de razoabilidade fisica, simplicidade matemaética e sensibilidade estética conduz as
Equagées de Campo Gravitacional.

O intervalo infinitesimal ds entre dois eventos - pontos coordenados do espaco-
tempo - é responsdvel pela no¢ao de distancia no espago-tempo. Essa distdncia é modificada
pelo campo gravitacional devido a uma distribuicdo de matéria e energia, pois como foi dito
a matéria modifica o espaco-tempo e com isso a distincia entre os eventos, a descri¢do dessa
distor¢do € dada pelo tensor métrico cujas componentes sao gy, onde U, v =0,1,2,3 com

coordenada O sendo temporal e as outras espaciais. O intervalo infinitesimal pode € descrito por

ds* = guydxtdx". 2.1

Resolver as equagdes de campo significa encontrar g,y uma vez fornecia uma distribui¢do de
matéria e energia. Antes de apresentar Equacoes de Campo Gravitacional é conveniente apre-

sentar a parte da acdo que representa a geometria, conhecida como A¢do de Einstein-Hilbert,

SEH =

/ /—gRd*x, (2.2)

onde d*x é o elemento infinitesimal do espaco-tempo, g é o determinante da métrica e R é o

167rG/ 167G /c*

escalar de Ricci calculados para a métrica g,y [3]. Uma maneira fécil para variar esta acdo €

pelo Principio Variacional de Palatini que pode ser encontrado em [11]. Variando esta acao
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com relac@o as componentes do tensor métrico encontra-se

1
Guv — R‘uv - EguvR — 0, (2.3)

sendo Ry as componentes do tensor de Ricci e Gy conhecido como as componentes do tensor

de Einstein, essas quantidades sdo construidas por meio da métrica g,v. Com o tensor métrico

constréi-se os coeficientes de conexdo I'jj,, explicitamente
T2, = L% (3 gny +dvgnu— 24
uv = 58 [ u8nv +vEnu — nguv] . 2.4)

Assim pode-se construir o tensor de curvatura cujas componentes Sao Ri By

as componentes do tensor de curvatura em fungdo dos coeficientes de conexdo e suas derivadas,

pode—se escrever

a saber

RS

gy = 08T ey — O +To T — T Ty 2.5)

ng "~ ap

Com isso o tensor de Ricci € dado por Ry = Rﬂnv e o escalar de Ricci é dado por R = g"VRy,y,
onde g"" sdo os elementos da matriz inversa da matriz formada pelas componentes da métrica.
O conjunto de equagdes (2.3) ¢ conhecido como equagdes de campo na auséncia de fonte. Para
obter as equacdes de forma integral € preciso considerar uma acao total somando a A¢do de
Einstein-Hilbert um termo devido a matéria S,,. [3] afirma que a variacdo da agdo devido a
matéria s6 pode ser feita quando se conhece sua forma previamente, mas que de modo geral

pode-se representar esta variagao por

58, = —% / T 8ghYy/ —gd'x, (2.6)

onde o & representa variacdo e T, pode ser identificado como as componentes do Tensor
densidade de energia-momento que possui divergéncia nula,V,T#" = 0. Com isso, pode-se

apresentar as equagdes de campo

1 InG

Einstein acrescentou um termo a mais na acdo Sgy, € o termo que envolve a constante cos-
moldgica A, que foi introduzido devido ao fato de que as equacdes de campo previam que o
universo estava em expansao e este termo a mais tornaria o universo estatico, atualmente sabe-
se que o universo estd realmente em expansdo, mais detalhes podem ser vistos em [12]. A agdo
com a constante cosmoldgica torna-se

1

S=SgH+Sm=——
EH T Om = 160G/t

/ d*x\/—g(R—2A) +S,. (2.8)

A variacdo desta acdo é andloga e a equacdo de campo gerada com o termo da constante cos-
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moldgica acrescentado é

1 8nG

O que serd feito nas proximas se¢des € apresentar algumas solucdes das equagdes de campo que

serdo necessarias nos proximos capitulos.
2.2 Espaco Esfericamente Simétrico e Estatico

Nesta secdo busca-se apresentar uma constru¢dao do tensor métrico formado pelas
componentes g,y que seja estatico e seja esfericamente simétrico. O caminho tomado para
fazer isto sera baseado em [|6]].

Tome o conjunto de coordenadas x* = (¢,x!,x?,x>) do espaco-tempo tal que as com-
ponentes do tensor métrico nao dependem do tempo, ou seja, carater estatico e a distancia entre
dois eventos infinitesimalmente préximos tenha a parte espacial como func¢ao sé dos invariantes

de rotagao, dr?,r-dr, r. Logo, o intervalo infinitesimal toma a forma
ds? = —F(r)dt* + E(r)(r-dr)dt + D(r)(r - dr)*> + C(r)dr - dr. (2.10)

Usando coordenadas esféricas,

x! = rsin@cos ¢,

x?> = rsin@sing, (2.11)

x> =rcos®,
e algumas redefini¢cdes necessdrias, pode-se obter uma forma bastante simples para a equagdo

(2.10), a saber
ds* = —A(r)dt> + B(r)dr’ + r*d6® + r’ sin 0%d . (2.12)

Esta € a forma padrao para apresentar a métrica esfericamente simétrica e estatica e também esta
implicito que a velocidade da luz, ¢, foi tomada como a unidade (¢ = 1). Busca-se encontrar
as formas de A(r) e B(r) para uma fonte com essa simetria. Identificando as componentes do
tensor métrico da equagdo (2.12)), pode-se escrever todas as componentes em forma de uma

matriz diagonal,

go 0O 0 0 “A(P) 0 0 0
0 gn O O 0 B(r) 0 0
(guv) = = ") ) : (2.13)
0 0 g»n O 0 0 r 0
0 0 0 g3 0 0 r>*sinB?
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Com isso, pode-se calcular as componentes Gy, as ndo nulas sdo

AB A A
Gop = ——= + —= — —— 2.14
00 rBz+r2 a5’ (2.14)

A B 1
Gii=——=(1-= 2.15
=" r2( B>’ ( )

r (Al B r? A (A B

= [T ) A= (). 2.1
Oz 2B<A B)+2AB[ 2(A+B>] (2.16)
Gs3 = G sin 62, (2.17)

onde linha representa derivacao com relagdo a varidvel . Nas proximas secoes serdo abordadas

as solucdes e caracteristicas usadas no desenvolvimento dos capitulos futuros.

2.3 Espaco de Schwarzchild

Uma das solu¢des mais simples das Equagdes de Campo Gravitacional é a métrica
gerada por um corpo estatico, esfericamente simétrico e eletricamente neutro. Tome este corpo
na origem do sistema de coordenadas, tendo massa M e esteja em uma regido delimitada por
r < R. Logo o tensor densidade de energia-momento para r > R é nulo, porque ndo existe
matéria nesta regido, ou seja, Ty = 0. Com isso, as equagdes de campo tornam-se Gy = 0,
onde Gy sdo dados pelas equagdes a (2.17). Logo

B 1 /A B
-G Giy=-|—+—1|=0. 2.18
2 00 +G11 p (A + B) (2.13)

Note que como r > e A(r),B(r) # 0 em (2.18)) é facil ver que

d;?—rB=0—>A(r):%. (2.19)
Quando r € bastante grande, ou seja para um ponto muito distante do corpo, € natural que os
efeitos dele sejam nulos. Logo espera-se que muito longe da fonte a métrica seja plana, ou seja,
ela deve reproduzir a métrica de Minkowski. Nesse limite A — 1 e B — 1, tornando o C da
equacao igual a unidade, C = 1.

Agora € necessario tomar o limite classico. A Teoria da Relatividade Geral deve
recobrar a Lei da Gravita¢do Universal de Newton no limite ¢ — oo. Tome uma perturbacdo da
métrica de Minkowski do seguinte modo, g,y = diag(—1+h,1,1,1), (h < 0). Como no limite
classico y = (1 —v?/c?)'/?2 — 1 a quadrivelocidade, U* = ¢(1,v/c), que tem as componentes

espaciais muito menores que a temporal, torna-se aproximadamente U* = (c,0).
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Neste limite pode-se tomar as coordenadas espaciais x' = (x! =x, x> =y, x> =2)

da equacdo da geodésica, pois esta equacdo que fornece a trajetoria de uma particula,

cC=—=. (2.20)

Pois, 1“60 = 0;g00/2 = d;h/2. Usando o fato que a aceleragio é igual ao potencial gravitacional

® = GM/r, onde G ¢ a constante da gravitagdo universal. Tomando,

dh d [(2GM
o~ od (—rcz ) ! @:21)
pode-se considerar ¢ = 1 e assim escrever
2GM
Alr)=1-— . (2.22)
r

Com a equacdo (2.22), a (2.19) e a constante igual a unidade, pode-se escrever o intervalo

infinitesimal como

2GM 26M\ !
ds* = — (1 — ) dr* + (1 — —) dr* +r*d6* + r?sin 6%d ¢>. (2.23)
r r
Esta solucdo representada por (2.23) é uma das solu¢des mais simples das equacdes de campo
e quem a descobriu foi Schwarzchild em 1916, e € conhecida na literatura como Solucdo de

Schwarzchild, por motivos 6bvios.
2.4 Fluido Perfeito

O objetivo desta secdo é apresentar algumas condi¢des que as fungdes A(r) e B(r)
da equagdo (2.12) devem satisfazer para um fluido perfeito. O desenvolvimento desta se¢do
serd feito de acordo com [10] e considerando a velocidade da luz como a unidade, ou seja,
¢ = 1. Um fluido perfeito é definido com um fluido que ndo tem viscosidade e ndo conduz
calor no referencial comével a ele. A conducdo de calor estd associada as componentes Tp;,
para um fluido perfeito a energia s6 pode fluir se as particulas fluirem e isso implica que Tp; =
0. A viscosidade estad associada a for¢a paralela a interface entre as particulas, a auséncia de
viscosidade implica que T;; = O(i # j), observando que 7;; neve ser diagonal para todos os
referenciais comoveis, entdo T;; para um fluido perfeito deve ser fungdo s6 da forga por unidade
de drea, chamada de pressdo e é representada por p, assim T;; = pJ;;.

Considere um fluido perfeito, com pressao p e densidade p, sabe-se que o tensor

densidade de energia-momento é dado por

Tyv = (p +p)UnUy + pguv- (2.24)
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Pelas equagdes de campo (2.7), Gyy = 8wGTyy, as componentes fora da diagonal do tensor
densidade energia momento sdo nulas. Logo U;Uj = 0, assim U; = 0. Como U*U,, = —1 entdo

Up = V/A, explicitamente, as componentes nio nulas de T,y sdo
Too = PA, Ti1 = pB, Ty = pr?, Tz3 = pr’sin 6%, (2.25)

Pode-se reunir as equagoes (2.14), (2.13), (2.16), (2.17), com as equacdes (2.23)) e assim escre-
ver as equagdes de campo (2.12)). Logo, obtém-se

AB A A
D L L _87GoA 2.26
rB2 2 2B i ( )
A B 1
rA r2< B) et ( )
r (Al B r? A (A B
S (2 e A (22| = 8nGor, 2.28
2B(A B)+2AB{ 2(A+B>} ropr (228)

Observe que
rB' 1 - d ! 1
B B ar| \' B)|

Logo, pode-se escrever B(r) como

-
2Gm(r)} , (2.29)

r

B(r) = [1 -

onde m(r) é tal que
m(r) =4n / 7 p (F)dF. (2.30)
0

Note que m(0) = 0, pois B(r) tem que ser finito na origem. Observe que apesar da semelhanga
m(r) ndo é a massa propria, pois o trivolume (¢ = constante) é dado pelo elemento de volume
V/Br? sin(0)drd0d¢. Uma relagdo importante sai diretamente do fato da derivada covariante
do tensor densidade de energia-momento ser nula. Usando isso juntamente com a defini¢ao da
métrica e das componentes 7}, encontra-se

A 2p

VT =0— — =— :
g A (p+p)

(2.31)

Com as fungdes p(r) e p(r) juntamente com a equagdo dm/dr = 4nr’p(r) e B=1—2Gm(r)/r
as fungdes A(r) e B(r) estdo determinadas. Porém é conveniente eliminar A(r) e B(r) na
equagdo de campo pra ter uma relacdo entre p e p. A saber, tome a equagdo (2.27). Pode-

se escrever entao
/

A 1 1
= —|8nGp+—(1-=||B. 2.32
= o ()] e
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Usando (2.31)) e (2.29), pode-se reescrever (2.32)) como

3
dp _ (p+p)(4nGpr +Gm). (233)
dr r(r—2Gm)

Esta equagdo, (2.33)), é conhecida como equacdo de Tolman-Oppenheimer-Volkoff. Usando

(2.33) em (2.31)), e facil ver

A" 8nGpr’ +2Gm
A r(r—2Gm)
O exposto nesta secao ja € suficiente para dar continuidade aos capitulos futuros, por economia

(2.34)

€ conveniente prosseguir para solucdo de Kottler.
2.5 Espaco de Kottler

O Espago de Kottler [13]] se diferencia dos outros dois apresentados acima, pois
neste espacgo considera-se a constante cosmoldgica A tendo um valor diferente de zero. O con-
junto de equagdes a ser resolvido sdo os fornecidos por (2.9). Neste espago além de considerar
a deformacao causada por uma massa M, que é o caso de Schwarzchild, considera-se também
a deformacdo da métrica devido a constante cosmoldgica, ou seja, T,y tem componentes nao
nulas para um r > R. Para que seja utilizado o mesmo formalismo adotado da sec¢@o anterior
€ preciso considerar uma certa mudanga neste problema, no sentido de induzir um tensor den-
sidade de energia-momento causado pela constante cosmoldgica. A obtencdo desta solugdo foi
feita de acordo com as indicacdes de um exercicio de [3].

Comece por reescrever a equagao @) com 7T,y do seguinte modo

1

Comparando com as equagdes (??) e (??) pode-se induzir que &(r) = {(r) = A e com isso
utilizar o desenvolvimento da se¢do passada para encontrar a métrica. Resolvendo a equagao
(??) é simples ver

1

a 2
Alr)=1——-—=Ar".
(r) r 3 d

Observe que a constante a € 2GM no caso em que fosse resolvido o prolema de um corpo
esfericamente simétrico e com massa M com a constante cosmologica A = 0. Entdo para um

corpo com massa, M, obtém-se o espaco de Kottler, a saber

26M 1 26M 1, 5\
ds® = — (1 — — §Ar2) dr* + (1 — — §Ar2) dr* +1r2d6? + r*sin 0%dg?.
r r
(2.36)
Vale ressaltar que, quando a constante cosmoldgica € positiva, A > 0, o espagco € chamado

de Espaco de Sitter e quando ela é negativa, A < 0, o espaco é chamado de Espaco anti-de
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Sitter.[3]]
2.6 Principio de Fermat para um Espaco Curvo Estatico

Agora seréd desenvolvido o Principio de Fermat generalizado para um espaco curvo
e estatico. Antes de ir para o desenvolvimento que valida esta generalizagdo € conveniente
apresentar alguns conceitos importantes sobre geodésicas nulas. O desenvolvimento que sera
aqui apresentado € baseado em [3]].

Dada uma particula de massa m em uma espaco curvo que possua uma métrica
cujas componentes sao g,y onde (u,v = 0,1,2,3). O caminho tomado por esta particula €

obtido variando a acdo S, com o parametro sendo o tempo préprio 7, a saber

S=-m / dt* = —m / VeuvdxtdxV. (2.37)

A equagdo de movimento € a equagao da geodésica neste espaco curvo, dada por
LAY add (2.38)
dt? B4t dr '

O conceito de geodésica e os coeficientes de conexdo I' sdo apresentados no capitulo 3 no

contexto de métrica induzida, porém a definicao € a mesma para um espaco de dimensdao maior

e pra uma métrica genuina, a inica mudanca € o valor tomado pelos indices que € igual ao da

dimensao do espago. Esses conceitos estdo presente em todas as referéncias citadas no inicio

deste capitulo.

Tome um outro pardmetro A tal que T = 7(4), fazendo a mudanca de T para A na
equagdo (2.38)) € facil obter

(2.39)

> dx®dxP (AL AP dt L dat
oz Y g an T (Em) a Mg

Se f(A) for nulo, entdo a equagdo tem a mesma forma que a equacio e dé
chamado de pardametro afim por sua propriedade de preservar a forma da equacdo da geodésica
neste caso.
Existem outras a¢des que fornecem a equacdo da geodésica (2.38). Se A for um
parametro afim, entdo a acao
51 = % / dlguv%%, (2.40)
fornece a mesma equagdo de movimento (2.38)), porém com A no lugar de 7. Cabe aqui reforgar
que esta acdo s6 pode ser usada se o pardmetro A for afim. Agora pode-se definir o conceito de

geodésicas nulas.
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Uma geodésica nula serd o caminho tomado por um raio luminoso em um espago
tempo curvo assim como uma geodésica tipo tempo descreve o caminho de uma particula.

No caso de geodésicas nulas a escolha do pardmetro € delicada no sentido de ndo
poder usar a parametrizacdo do tempo proprio, pois ele € nulo durante todo o caminho. Define-

se geodésicas nulas como curvas integrais do campo vetorial k% tal que ele seja do tipo luz

k%q = 0. (2.41)

Além disso este campo vetorial tem que satisfazer a equagdo (2.39), com k% = dx%*/dA, que

pode ser representado como segue
k% okP + T8 k%KY = F(A)KP. (2.42)

Com isso pode-se escolher um pardmetro tal que f(A) = 0, de modo que satisfaga a equagio da

geodésica. Usualmente utiliza-se o momento do f6ton como parametro. Com isso ,
K% 9gkP + T k%1 = 0. (2.43)

Com as informagdes acima pode-se apresentar o Principio de Fermat generalizado.
Tome um espago curvo estatico, isso significa que go; = 0 e guv 7# guv(f). Considere todas as
geodésicas nulas que conectam dois eventos P e (. Cada geodésica pode ser descria por trés
fungdes x/(¢) = 0 e que levard At para ir de P para Q. O que se pretende mostrar a seguir é que
as geodésicas nulas sdo as curvas que minimizam Az. Um fato que deve ser usado € que no caso
de geodésicas nulas o intervalo infinitesimal fornece

0=di® + 8 gxidy. (2.44)
800

Tomando a equacdo da geodésica, mudando o pardmetro de A para ¢, de forma andloga a

equacao (2.39), e multiplicando pela métrica

d2xH dx® dxP drt\ ' d? dxM
a *ax ( ) ~ (2.45)

2 A L 2 Z e T
Svu g Yhvepymar ~\an ) an®ta

De acordo com as caracteristicas da métrica pode-se escrever trés das quatro equagdes presentes

na (2.45) como segue

2. 07,0 j -1 5 j
d?x dx° dx dx7 dx* <dt) d*t  dx 0 (2.46)

S TG g T g g~ \ah ) anSiar T

Como x° = r a ’parte temporal”da equacio (2.45) fornece

1 dxk dar\ ' %t
Y oA B R 2.47
goo " dt <d7L) A2 (247)
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Por outro lado a identidade (2.44]) fornece

dx° dx 8 dx' dx/
dt dt  goo dt dr’

Logo usando (2.47) e (2.48) em (2.46), além de usar a notacio f := df/dt, é ficil ver que

(2.48)

8 jk 8ij ik
g,-jx] + (Fijk — Lrioo — 2—]F0k0) x]x =0. (2.49)
800 800

Observe que o segundo termo do primeiro membro possui x/x* que é simétrico, logo se o termo

entre parénteses for anti-simétrico este termo serd nulo, logo pode-se simetrizar do seguinte
modo

8 jk 8ij 8ik ik
gijx + (Fijk — =L T00 — =L oko — —lroj'o) =0 (2.50)
800 800 800

Mas uma vez considerando as caracteristicas da métrica pode-se escrever o termo entre parénteses

como

8k 8ij i —800 j 8ij 8 jk
(Fijk — =T — =LTok0 — ﬁr0,'0) S 11 {3]' (—ﬁ) + Ji (——”) — 0, (—LH :
£00 £00 800 2 £00 800 800
(2.51)

Substituindo (2.51) em (2.49) e definindo H;; = —gi;/g00

d’x) 1 dx/ dx*

H;i—— + = [0;Hy + O H;; — 0;H x| — —— = 0. 2.52
Jdt2+2[Jlk+k J Jk] dt dt ( )

A equacdo (2.52)) nada mais é do que a equacdo da geodésica com o ¢ sendo o parametro afim
e com as componentes da métrica H;;, essa métrica € chamada de Métrica Optica. Ou seja, as

geodésicas nulas sdo tais que no espaco da métrica dptica
5 / dt = 0. (2.53)

Este nada mais € que o Principio de Fermat que diz que os raios luminosos percorrem trajetorias
de menor tempo. Porém neste caso houve uma generaliza¢do para um espago-tempo curvo e
estdtico.

No préximo capitulo serd estudado os conceitos fundamentais da geometria diferen-
cial com foco no teorema de Gauss-Bonnet, teorema este que ¢ fundamental para desenvolver
a metodologia do célculo de deflexdo da luz que sera desenvolvida no quarto capitulo. Diante
disso, a constru¢do do préximo capitulo € diferente dos outros, pois sera utilizado um forma-
lismo mais matemadtico para apresentar os conceitos, de modo que seja possivel compreender a

natureza do Teorema de Gauss-Bonnet.
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3 TEOREMA DE GAUSS-BONNET

Neste capitulo busca-se apresentar alguns conceitos basicos sobre geometria dife-
rencial, enunciar e demonstrar o teorema de Gauss-Bonnet tanto na sua versao local quando
global. Além disso, serdo feitas algumas aplicacdes simples para que o leitor possa compreen-
der cada parte que constitui o teorema. Por meio deste teorema que é formulada a metodologia
para o calculo de deflexado da luz.

Este capitulo sera baseado no livro ”Differential Geometry of Curves and Surfaces”
do professor Manfredo, [7]. Outras referéncias que irdo auxiliar sd@o os livros [14-16] onde
este Ultimo € um 6timo livro para um primeiro contato com geometria diferencial, uma outra
referéncia que fala sobre estes assuntos com um olhar mais intuitivo é [[17] de andlise tensorial.

As defini¢des a seguir foram retiradas de [7], caso ndo seja desta referéncia serd

indicado.

3.1 Superficie Regular e Plano Tangente

Um conceito fundamental que estard presente em todo o capitulo é o de superficie

e € definida por [[7] como segue:

Definiciio 1 Um subconjunto S C R? é uma superficie regular se para cada p € S, existe uma
vizinhanga V. C R3 e um mapa x : U — V NS que vai um aberto U € R? para VNS € R, tal

que:

1 x ¢ diferencidvel. Isso significa que se x(q",q%) = (x(¢",4%),y(¢",4%),2(¢",¢*)) onde
(q'.q%) € U, as fungées x(q',4%),y(q",4%),2(q", %) tem derivadas parciais continuas de

todas as ordens.

2 x é um homeomorfismo. Como |l| garante que X é continuo, isso significa que X tem

1

uma inversa X' : VNS — U continua, ou seja, X' é a restricdo de um mapa continuo

F :W C R3 — R? em um conjunto aberto W contendo VNS
3 (Condicdo de regularidade.) Para cada q € U, o mapa diferencial dx, : R> - R3 é

injetivo.

O mapeamento x € dito uma parametrizagao de S. Usando esta parametrizagcao
¢ possivel definir uma base vetorial local na superficie, esta base vetorial compde o espago

tangente da superficie no ponto, vamos construir iSso como segue.



26

Seja e; = (1,0) e e; = (0,1) a base candnica do R? com coordenadas (¢',4°), e
seja f; = (1,0,0),f, = (0,1,0) e f3 = (0,0, 1) a base candnica do R? com coordenadas (x,,z).

Seja ¢ = (g}, q(z)) € U, o vetor e; é tangente a curva g' = (ql,q%) cuja a imagem é

q' — (x(q".48).v(q",4%).2(q" . 4})), 3.1)

que é a curva imagem, chamada de curva coordenada ¢* = q%, sobre S e tem em x(g) o vetor

ox dx dy 9z
s = (o 557 341) o

as derivadas sdo computadas sempre no ponto g e o vetor (3.2)) ¢ dado de acordo com a base

tangente

1, f2, f3}. De modo andlogo, o vetor e é tangente a curva ¢ = (g),¢?) cuja a imagem é
g g q q0-9 y g

a* — (x(a0,4%).¥(a5,9%),2(a0,4%)), (3.3)

onde ii representa a curva coordenada ¢' = q(l) sobre S e o vetor tangente €

Jx (dx dy Jz
02 \dq* 9q?’ dq* )"

(3.4)

Uma defini¢do importante que ird nos auxiliar é a seguinte

Definiciio 2 Dada superficie parametrizada x : U C R?> — R3, X é um mapa diferencidvel que
vai de U C R? para R>. x é regular se dxg R? — R3 ¢ injetivo para todo q € U. Isso significa

os vetores dx/dq" e dx/dq? sdo linearmente independentes para todo q € U.

De agora em diante derivadas parciais df/dx serdo representadas por d.f, caso
sejam derivadas com relagdo as coordenadas representa-se por 8q,- f = 0d;f e também, baseado
em [[18] para a base do espaco tangente, ;X =: €| e dhx =: €. Com essas defini¢des podemos
associar a cada ponto x(¢) € S uma base local {&,€,} de um espaco vetorial. Tal espaco
vetorial é o espago tangente a S em x(g) e é representado por Tx(g) (S) e com isso qualquer vetor
pertencente a Ty(,)(S) pode ser escrito como uma combinagdo linear da base local {e1,€2}.
Observe a ﬁgura onde foi modificado apenas os eixos de R? para ¢', ¢*.

Note que o espaco tangente em um ponto g € S fica completamente definido desde

que se conheca a parametrizacdo, pois com ela pode-se construir a base deste espaco.
3.2 Primeira Forma fundamental e métrica induzida

Agora sera apresentado o conceito de Primeira forma fundamental da geometria
diferencial que permite estudar caracteristicas geométricas da superficie. Como de costume o

desenvolvimento abaixo € baseado em [7]] e partes em [|17].
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Figura 1 — Base vetorial local da superficie

e ———

a’xq
] F?
€2
— q' ‘izl)

coordinate
curves

fi

Fonte: [7], modificado

Inicia-se pelo fato de que S é um subconjunto de R3. Como o produto interno é
bem definido em R? basta induzir a nogéio de produto interno para o espago tangente de cada
ponto da superficie. Seja x(q) = p, assim T),S € o espago tangente do ponto p € S, logo o
produto interno induzido no espaco tangente 7,5 serd representado por (, ),. Dados dois vetores
wi,Wa2 €T,5 C IR? entdo o o produto interno (wy, ws) » = (W1,w2) ((,) é o produto interno do
RY).

Defini¢ao 3 A primeira forma quadrdtica I, em T,,S é chamada de primeira forma fundamental

das superficies regulares S C R em p € 8. I, :T,S — R, tal que
I,(w) =(w,w), = lw|? > 0. (3.5)

Como existe uma base para cada T),S pode-se reescrever os vetores de 7,5 como uma combinagao
linear da base e com isso efetuar o produto interno. Note que dada uma origem em R> a
parametrizacdo x de S € um vetor posi¢ao que varre os pontos da superficie. Logo tomando dois
pontos pertencentes a S infinitesimalmente préximos, tome p =x(q) e p+dp =x(q+dq), e
usando a regra da cadeia, o vetor que liga esses pois pontos e que pertence ao espago tangente
¢ dado por

dx = ﬁdql + ﬁdq2 =¢e1dq' +€2dq?. (3.6)

g g2

Basta agora usar a primeira forma quadratica para calcular o quadrado dessa distancia infinite-
simal, assim

ds* = (e1,€) (dg")* +2(e1,8)dq' dg* + (2, &) (dg*)*. (3.7)

Cabe agora introduzir algumas nomenclaturas e definir uma representacdo para os produtos

internos acima. Da geometria riemanianna toma-se “emprestado”o conceito de métrica e define
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a chamada métrica induzida em S. Para isso tome a seguinte representacao:

(€1,€1) =1 hyy
(€1,€) =t hia(= hat) (3.8)

<82,82> = hzz.

Onde hy1,h12,hy sdo chamadas de componentes da métrica induzida. Usando a conveng¢do
de Einstein que diz que indices repetidos de um dos lados da igualdade estdo somados e o
somatorio € suprimido, a soma varre valores que sdo previamente conhecidos, no caso abaixo

os indices tomam valores de 1 e 2. A equacdo (3.7), pode ser reescrita como
ds* = hj;dq'dq’. 3.9)

Uma parametrizacio x é dita ser ortogonal se sjo = 0 para todo (¢',¢%) € U. As vezes os h; j
sdo representados como uma matriz quadrada simétrica que tem determinante representado por

det(h;;) =: h e tem elementos de sua inversa denotador por (h;;)~! =: h'/.
3.3 Vetor Normal, Superficie Orientavel

De posse do espago tangente e sua base € possivel definir a aplicacdo normal de
Gauss, que associa a cada ponto p pertencente a S um vetor unitdrio normal a 7,,S, diz que este
vetor unitario normal € ortogonal a S em p.

Da geometria analitica sabe-se que o produto vetorial no R? (representado por A) de
dois vetores resulta em um outro vetor que € ortogonal aos outros dois. Logo fazendo o produto
vetorial dos dois vetores de base do espaco tangente de S em um ponto p pode-se obter o vetor

que é normal a S em p, onde p = x(g) (g € U). SejaN: U — R3, logo

ENE
N=—"—"""1(q). (3.10)
|81/\82|(61)

Agora € conveniente definir o conceito de drea de uma regido pertencente a superficie. Uma
regido R C § € a unido de um dominio com seu bordo, uma regido € dita limitada se pode ser en-
volvida por uma bola do R3. Tome uma parametrizagio x(U) — S, tome R como contida dentro
de uma vizinhanca da parametrizacao, isso significa que existe W C U uma regido limitada de
U tal que a restricio x(W) = R, logo W = x~(R).

Por outro lado € conhecido da geometria analitica que a norma do produto vetorial
de dois vetores é numericamente igual a drea do paralelogramo formado por eles, logo tomando
o produto vetorial dos dois vetores de base do espaco tangente e integrando teremos a area da

regido. Pode-se definir drea do seguinte modo

Definicao 4 Seja R C S uma regido limitada de uma superficie regular contida dentro de uma
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vizinhanga de uma parametrizacdo x : U C R* — S. O mimero positivo

A(R) :// ey A&|dg'dg? (3.11)
W=x"1(R)

é chamado de drea da regido R.

Esta defini¢do tem fortes indicacdes para ser adotada, note que usando as operacdes de vetores

no R3 é facil mostrar que
el Nel* = (e1,81) (62,8) — (€1,6)°. (3.12)

Reescrevendo em termos da métrica induzida é facil ver que |€; A &| = v/l e a definicdo de drea

torna-se:
A(R) = // Vhdg'dg®. (3.13)
W=x"1(R)

Um conceito importante que serd necessario € o de superficie orientavel. Define-se

como

Definicao S Uma superficie regular S é orientdvel se é possivel cobri-la com uma familia de
vizinhangas coordenadas, de tal modo que se um ponto p € S pertence a duas vizinhangas desta
familia, entdo a mudanca de parametros tem jacobiano positivo. A escolha de uma familia
acima é chamada de uma orientacdo para S se for possivel fazé-lo. Se ndo for possivel escolher

uma familia a superficie é dita ndo orientdvel.

Para que S seja orientdvel basta que exista o campo vetorial normal unitrio N : U — R3

continuo em toda a superficie.
3.4 Derivada Covariante, Transporte Paralelo e Curvatura Geodésica

O conceito que serd apresentado agora € o de Derivada Covariante, este conceito é
fundamental pois € com ele que se define a curvatura geodésica de uma curva, esta por sua vez
estd presente no teorema de Gauss-Bonnet. Primeiro serd dada uma definicio geométrica da

derivada covariante e ap6s serd apresentado uma forma de calcular esta quantidade.

Definicao 6 Seja w um campo vetorial diferencidvel em um abertoU C Se p € U. Sejay € T)S.
Considere a curva o : (—€,€) — U com a(0) = p ey =da/dt(0). Seja w(t) a restri¢do de
w: (—¢,€) acurva . O vetor obtido pela projecio de dw /dt no plano tangente T,S é chamado

de derivada covariante em p do vetor w relativo a'y. Denotado por Dw/dt(0).

Note que a superficie S estd contida no R? logo a derivacdo de campos vetoriais

diferencidveis € bem definida. Derivar um campo vetorial sobre a superficie ndo garante que
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este novo vetor pertenga ao espaco tangente no ponto, esta defini¢io estd dizendo que deve-se

pegar apenas a componente deste novo vetor que pertence ao espago tangente. Observe a figura

Figura 2 — Derivada Covariante

Fonte: [7]]

Agora mostra-se como calcula a derivada covariante de um campo vetorial com
relac@o a outro e também que as componentes independem da curva o, de modo que a derivada
covariante seja um conceito intrinseco.

A derivada parcial de um vetor de base do espaco tangente pode ser escrita como
uma combinacdo linear da propria base, pois pela defini¢cao de derivada covariante caso apareca
alguma parte que ndo pertenga ao espaco tangente basta tomar a projecao desta parte sobre ele.
Assim pode-se escrever

Viej =g, (3.14)

onde i, j,k assumem os valores {1,2}, Fﬁ‘j sdo conhecidos como simbolos de Christoffel de
segunda espécie, ou coeficiente de conexao, e V; representa a derivada parcial com relagcao a
coordenada i do vetor de base € projetada no espago tangente. Como (&;,€;), = h;; de acordo
com os coeficientes da métrica induzida que pode ser visto em (3.8) é facil mostrar usando a

BT que

1
Ty = 5 [Ohji+ djha — Athij] (3.15)

Assim, os simbolos Fﬁ-‘j dependem s6 da primeira forma diferencial, ou seja, da métrica induzida
(hij). Com isso, pode-se obter a derivada covariante do campo vetorial w = w'g;. Note que
tanto as componentes w' quanto a base sdo fungdes das coordenadas (g',¢%) que por sua vez
sdo fungdes do pardmetro da curva ¢. Logo derivando w e usando (3.14)), além de notar o fato

que a derivada de w no plano tangente € a propria derivada covariante de w,

Dw  dw' - dg
=g +wTk—Lg. 3.16
dr  ar ST G (3.16)




31

Usando o fato de que no ultimo termo do lado direito os indices k e i sdo mudos(estdo soma-
dos) entdo pode-se permuta-los e notando que de acordo com a definigdo dg'/dt = y' pode-se

reescrever (3.16)) como

Dw dWi ki 1
— = | — +w'T &. 3.17
dt [ dt W | G-17)
Observe que a derivada covariante nao depende da curva e € um conceito intrinseco. Outra
defini¢ao importante € o de transporte paralelo. Primeiro se define o conceito de campo paralelo

ao longo de uma curva.

Definicao 7 Um campo w sobre uma curva parametrizada o(t) : I — S é dito paralelo se para

todo t € I a derivada covariante é nula (Dw/dt = 0).
Com isso pode-se definir transporte paralelo de um vetor sobre uma curva.

Definigdo 8 Seja o : I — S uma curva parametrizada e wo € Ty (S), to € I. Desde que W seja
paralelo ao logo de a, com w(ty) = wg. O vetor wy, t| € I, é chamado de transporte paralelo

de wq ao longo de o até o ponto t.

Esta defini¢ao pode ser compreendida de modo direto no caso euclidiano. Por exem-
plo, pense em um campo vetorial no R?, como os simbolos de Christoffel sdo nulos a derivada
covariante € a derivadas simples do vetor com relacdo ao parametro da curva. Como a derivada
covariante do campo vetorial é nula, este campo € um campo constante que é transportado por
toda a curva apenas transladando ele.

Convém agora definir a derivada covariante de um campo vetorial unitdrio ao longo
de uma curva pertencente a uma superficie orientada em termos de um vetor unitdrio e seu

modulo. Para isso, serd apresentada a defini¢ao de derivada covariante

Definicao 9 Seja w um campo de velocidades unitdrio( unitdrio significa que < w,w >=1
para todo ponto onde o campo estd definido) ao longo de uma curva o : 1 — S, onde S é uma
superficie orientdvel. Desde que w(t),t € I, é um vetor unitdrio, dw/dt é normal a w e desta
forma

Dw

XS A(NAW), (3.18)

onde A(t) = [Dw/dt] é o valor algébrico da derivada covariante de w em t.

Note que N € o vetor normal a superficie no ponto, logo a derivada covariante € ortogonal tanto
a N quando a w.
Agora pode-se definir o conceito de curvatura geodésica que é andlogo a curvatura

de uma curva plana

Definicao 10 Seja C uma curva regular e orientada contida em uma superficie também orien-

tada S, e seja a(s) uma parametrizacdo de C por comprimento de arco na vizinhanga de p € S.
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O valor algébrico da derivada covariante (Do’ /ds| = K, de o/ (s) em p é a chamada curvatura

geodésica de C em p.

Pode-se definir geodésicas por curvas que tenham curvatura geodésica nula, x, =0, se a(s) =

a'g;, pode-se facilmente encontrar a equagao da geodésica, a saber

d*al . do’ dok
S+ o, (3.19)

A partir de agora serd apresentada uma forma de calcular o valor algébrico da deri-
vada covariante e com isso encontrar a curvatura geodésica.

Sejam v e w dois campos vetoriais unitdrios ao longo de & : I — S. Busca-se definir
uma funcdo ¢ : I — S tal que ¢, t € I determina o angulo de v para w na orientacdo de S.
Considere também Vv ao longo de o de modo que {v,v} é uma base ortonormal positiva para

todo ¢ € I. Logo, para todo ponto w pode ser escrito nessa base como
w(t) =a()v(t) +b()¥(t) & a4+ =1. (3.20)

Para definir este angulo, basta fixa-lo em um ponto e estender ele por todo o intervalo de acordo

com o lema abaixo

Lema 1 Sejam a e b duas funcées diferencidveis em I, a* +b*> = 1, e @y tal que a(ty) = cos @y
e b(ty) = sin@y. Entdo a fungdo diferencidvel
t
©=¢y+ [ (ab —d'b)dt (3.21)
fo

é tal que a(t) =cos @, b(t) =sing, t €I, e ¢(ty) = Pp.

Prova: E suficiente mostrar que A = acos @ +bsin@ = 1. Usando o fato de a* +b*> = 1 que
implica em aa' + bb' = 0, basta agora derivar A. Derivando encontra-se que A’ =0 o que
mostra que A é constante. Como A’=0 implica que a> +b* = 1 entdo A = acos ¢ +bsin@ = 1.
(Q.E.D.)

Pode-se relacionar as derivadas covariantes de dois vetores por meio do angulo

formado entre eles. Veja o lema abaixo.

Lema 2 Sejam v e w dois campos vetoriais diferencidveis unitdrios ao longo de o : I — S,

Dv] _[Dw]  do
HEE S (3:22)

entdo

onde @ é dado pelo lemall]

Prova: Sejam Vv =NAvV e w =NAW. Logo, escrevendo w na base {v,v}

W = COS @V +sin @V, (3.23)
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W =CcosONAV+sin@N AV, (3.24)
W = COS OV — sin Qv. (3.25)
Notando que < v,v >=0, < v,V >=0, e <V,v>= — <v,V >. Ao derivar w e tomar o

produto interno com W fornecido por (3.23) é fdcil ver que

d
<wW.,W>= d—(f+ <V, V>. (3.26)

Por fim, olhando a defini¢do de valor algébrico da derivada covariante a se torna
Dv| |Dw L do
dt | | dt dt’

A proposicdo a seguir permite computar o valor algébrico da derivada covariante

(Q.E.D.)

ao longo de uma curva com parametriza¢ao ortogonal apenas conhecendo as componentes da

métrica induzida.

Proposicio 1 Seja x(q', qz) uma parametrizacdo ortogonal (hi, = 0) de uma vizinhanga em S

orientada, e w(t) um campo de velocidades unitdrio ao longo de x(q'(t),q*(t), entdo

DY A [ d g do
[dt] 2\/—{91’122 dhi1—— o }+ e (3.27)

onde @(t) € o dngulo que €| faz com w de acordo com a orientagdo.

Prova: A principio €;, para i = 1,2 ndo é unitdrio, usando a ortogonalidade pode-se definir o
unitdrio dele como & = € /\/h;i. Além disso, & N& = N, onde N € dado pela orientagdo de S e
{&1,8,N} forma uma base local positivamente orientada. Usando o lema 2} pode-se escrever

Dw) _[D&], do
{dt}—{m]*w (3.28)

Analisando o primeiro termo do lado direito pode-se escrever pela definicdo de valor algébrico
da derivada covariante que

D&, dé& . . dé, A A dq! A A dg

— | =(—,NA& )=(—,& ) =(01€,8) — + (&,&) —. 3.29

[dt] <dt 1> <dt2 <112>dt+<212>dt (3.29)
Note que, derivando h;1 =< €1,€& >com relacdo a q2 e usando o fato que 0;€; = d;€;, tem-se
que

1
Eazhll =< ohel, € >=< 18,6 >=0|(< €,& >)— < J1€,& >,
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lancando mdo de que hy, = 0, conclui-se
1
< 8]81,82 >= —Eazh“. (3.30)

Agora pode-se substituir € = \/h;;&. Assim,

1
< 018,8 >= ———0dhy]. 3.31
1€1,& i hht (3.31)
De modo andlogo
1
< 0hE,& >= ——01hy. 3.32
hEL, & N/ 1h2 (3.32)

Substituindo e em (3.30)

Dw 1 dq? dq' do
— | = —=2R d1hpp— — hhj1— —.
[dt] zﬂ{lzzdt gy Jrdt
Assim a proposigdo estd demonstrada.(Q.E.D)

Com esta proposi¢ao pode-se apresentar a curvatura geodésica apresentada na defini¢ao

8 usando w = a/(s), a saber

1 dq? dg'| d
Ke=—+ {alhzzi — 82h11i} + _(P (3.33)

3.5 Tensor Curvatura, Teorema Egregium de Gauss e Curvatura Total

Nesta seccdo sera apresentado de maneira heuristica o conceito de curvatura gaus-
siana de uma superficie, apresentar o teorema Egregium e por fim definir a curvatura gaussiana
por meio do tensor curvatura usando uma defini¢ao encontrada em [/17].

Dada uma superficie S C R existem dois tipos de curvaturas. Uma é a curva-
tura média e estd relacionada com a propriedades da superficie quando estudada como estando
imersa no R3. A outra é a curvatura gaussiana ou curvatura total que fornece informacio da
superficie por si s6 e € uma caracteristica intrinseca. Um exemplo simples € o caso de um cilin-
dro reto imerso no R3. Observando esta superficie como imersa no R? é facil deduzir que ela
tem alguma curvatura, pois de fato ela ndo € um plano, e a curvatura média dessa superficie é
realmente diferente de zero.

Agora observando este mesmo cilindro de forma intrinseca e levando em consideragao
que um cilindro reto nada mais € do que um plano enrolado pode ver que as caracteristicas como
distancias entre dois pontos sdo iguais, ou seja, de modo intrinseco uma regido do cilindro é
equivalente a um plano, deste modo pode-se mostrar que a curvatura total é nula.

Convém apresentar o Teorema Egregium de Gauss, egregium vem do latim e signi-

fica excelente. O fato da curvatura total ser intrinseca a superficie € algo notdvel, pois nao era
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esperado que fosse, por isso Gauss nomeou o teorema como egregium, “teorema notavel”. Em

[7]] este teorema € definido como segue.

Teorema 1 (Teorema Egregium de Gauss) A Curvatura Gaussiana K de uma superficie é inva-

riante por isometrias locais.

Sejax: U — S uma parametrizagiode Se p€ S. Se ¢ : V C S — S,onde V C x(U)
¢ a vizinhancga do ponto p, ¢ uma isometria local em p, entdo y = xo ¢ é uma parametrizacao de
Sem ¢(p). Desde que ¢ seja uma isometria, os coeficientes da primeira forma fundamental (
ou seja, as componentes da métrica induzida) nas parametrizagdes X € y concordam nos pontos
g e ¢(q). Como os coeficientes da métrica induzida concordam os coeficientes de conexido
também concordam pois sdo fungdo dos 4;; de acordo com (@]) A descoberta de Gauss € que
a curvatura gaussiana € funcao s6 da primeira forma fundamental, pois antes deste teorema ela
era fungdo da primeira e segunda formas fundamentais. Mais detalhes podem ser encontrados
em [7].

Agora serd apresentado o tensor curvatura e serd dado uma defini¢do para a curva-
tura total.

Uma maneira de encontrar o tensor curvatura é transportando um vetor via trans-
porte paralelo por dois caminhos distintos que possuam a origem e final em comum. O vetor no
final depende do caminho que foi adotado se o espago tiver alguma curvatura. Note o exemplo
retirado de [[10] abaixo.

Tome trés caminhos, arcos de grandes circulos, sobre uma esfera. Tome um vetor
transportado paralelamente pelo ponto A — B — C — A. De acordo com a figura[3| pode-se ver
de forma clara que apds o vetor ser transportado por este caminho ele diferente do vetor inicial,
isto se da pelo fato do espaco ter curvatura gaussiana nao nula.

Para que seja possivel encontrar uma forma para o tensor curvatura em funcao dos
coeficientes da métrica induzida, o que serd feito aqui é tomar dois caminhos infinitesimais de
um ponto P até um ponto P+ dP + 8P sobre uma superficie S com uma parametriza¢do X.
Observe a figura4, Tome um vetor A com componentes A’ em P e transporte A paralelamente
pelos caminhos C; : P —- P+dP -+ P+dP+0PeCy:P— P+ 8P — P+dP -+ 6P. Faz-
se agora uma investigacao sobre a diferenca do vetor A transportado paralelamente pelos dois
caminhos. Transportando paralelamente o vetor A pelo caminho Cj, tomando variagdes até

ordem dois, 0»(dq8q), e tomando I, ,(P+dP) =T (P)+ I, (P)dq", obtém-se

C1: A (P4+dP+8P)=A"—T" Akdg! — AT, 8q" — A"0, T dq" 84" + A*dq' Sq" T,
(3.34)
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Figura 3 — Transporte paralelo sobre caminho fechado

Fonte: [|10]

Figura 4 — Transporte paralelo sobre caminhos distintos

Fonte: Elaborado pelo autor

Analogamente transportando o vetor A pelo caminho C,, tem-se

Cy:A(P+dP+8P) =A'—ATL dg' —A™ 8q" —A*Sq"dq o, T, — A*Sq"dg' T T . (3.35)

kr™ml-

Tomando a diferenca do vetor A, AA!, pelos dois caminhos e organizando os indices mudos é
facil obter

AA' = (9T}, — T}, +TT, — T, A'dq' 8q. (3.36)

kr* ml

O termo entre parenteses € conhecido como tensor curvatura e € denotado por R, assim

R, =T}, —oT% +T0r, —TNT" (3.37)

kr™ ml-
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Agora é conveniente apresentar este tensor como contraido com a métrica induzida, note
. n
Rijk = hinRjkl- (3.38)

Definindo o simbolo de Christoffel de primeira espécie I'; j; := %(ajl’lki + Okhij — dihji), os dois

ultimos indices sdo simétricos, pode-se reescrever a equagao (3.38) como
Rijui = OLij — AL ji + ULt — T D (3.39)

Como de costume os indices variam de 1 a 2. Pode-se definir a curvatura gaussiana de acordo

com [17]:
Rizia _ 0il122 — o1 + 1%, T — 15,

h h

Os outros componentes sdo nulos, observe Rj11; = Rz = 0.Esta curvatura gaussiana esta

K=

(3.40)

de acordo com [[7] e pode ser encontrada na secdo denominada The Gauss theorem and the
Equations of Compatibility e pode ser encontrado em [17]. Com a equagio (3.40) pode-se
encontrar a curvatura gaussiana para uma parametrizacdo x ortogonal, i1, = 0, desenvolvendo

esta equagao usando o fato de que h = hy1hyy e hit = h;] encontra-se

1 1 oh h
K = ——{{822/111 ——82h11 ( 2711 + 2 22)1 -+
2h11hao 2 hi hao (3.41)
1 dihyy  dihi '
d11hy — =0d1h )
+[11 22 2122(h22+h11

Ainda pode-se simplificar esta expressao por

bRl e

Esta ultima equacdo fornece a curvatura gaussiana em termo dos componentes da métrica indu-

zida na superficie por uma parametriza¢ao ortogonal.
O desenvolvimento realizado nesta secao foi, apesar de preciso, superficial. Um
estudo mais aprofundado sobre as curvaturas de uma superficie pode ser encontrado nas re-

feréncias dadas no inicio deste capitulo.

3.6 Teorema de Gauss-Bonnet

Antes de comecgar esta seccdo convém citar uma frase presente em [[7] que mostra
a grandiosidade do Teorema de Gauss-Bonnet, o autor diz que o Teorema de Gauss-Bonnet €
provavelmente o teorema mais importante no estudo de geometria diferencial de superficies.

Esta € a secdo mais importante do capitulo. Porém, fez-se necessario apresentar

todo o exposto acima, mesmo que de forma rapida. Esta se¢ao, nao diferenciando-se das outras,
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serd baseada em [7]]. Antes de enunciar o teorema nas suas duas versdes € preciso ainda definir
mais algumas entidades que sdo apresentadas abaixo.
Seja a : [0,1] — S um mapa continuo de um intervalo fechado [0,/]. Este mapa é

chamado de curva parametrizada simples, fechada e regular por partes se
e (0) = a(l), (curva fechada)
o 1) £y 1,1 €[0,1] = a(t]) # a(tp) (sem auto-intersec¢do)

e Existe uma subdivisdo

O=tH<n<..<t(<tgyr1=I

de [0,1], tal que o é diferenciével e regular (a(r) # 0) em todo intervalo do tipo [;,41];

i=0,...,ke d(r) é bem definido exceto em um ndmero finito de pontos.

Os pontos a(t;) (i =0, ...,k) sdo chamados de vértices da curva o, o ([t;,;11]) sdo os
arcos regulares da curva o e o/([0,/]) é chamado de curva fechada regular por partes. Convém
investigar os vértices e definir os angulos externos da curva.

Por regularidade, para cada vértice a(t;) existe limite pela direita e esquerda de

o/ (t;). Tome € > 0 infinitesimal:

a/(ti_) 7£ 07
o (th) #0.

lim, ;- o' (t) (3.43)

limzﬁtgr OC/(Z‘)
1

Tome S orientada e seja 6;,0 < |6;] < 7, 0 menor angulo formado por o/ (#; ) até o/(r;"). Se
|6;] # 7 o sinal de 6; e dado por det (' (1), e/ (1;7),N). Ou seja, se & (t;) ndo € um bico o sinal
de 6; é dado pela orientagdo de S. Os angulos 6; sdo chamados de angulos externos dos vértices
o' (t;). Observe a figura[3]

Figura 5 — Angulos externos

Fonte: [7]

Se o(t;) for um vértice que forma um bico”, |6;| = 7, escolhe-se 6; do seguinte
modo. Por regularidade, existe &’ > 0 tal que der(a/(t; — €),a/(t; + €),N) ndo muda de sinal

para todo 0 < € < €. O determinante d4 o sinal de 6;. Observe a figura [6]
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2

Figura 6 — Angulo externo no caso do vértice ser um ’bico’

a'(tj —€)

o {i; +e)

alt;)

a(t; +€) alt;)

gi=-7 6,‘=Tf

Fonte: [7]

Seja ¢; : [t;,t;+1] — R fungdes diferencidveis que fornecem para cada € [t;,1;11] 0
angulo positivo de € para &/ (t), de acordo com o lema pagina 31.

Alguns fatos vindos da topologia serdo apresentados sem prova, pois as demonstragdes
fogem do escopo deste trabalho. Um fato que serd preciso para demonstrar o teorema de Gauss-

Bonnet na sua versao local é o ”"Teorema do Indice de Rotagcdo”.

Teorema 2 (Teorema do Indice de Rotacdo) De acordo com as definicdes acima

k k

Y (@i(ti1) — i) + ) 6 = +2m, (3.44)
i=0 i=0

em que * ¢ de acordo com a orientacdo de Q.

Este teorema diz que a variacdo total do angulo dos vetores tangentes de & com
uma direcao dada mais a soma dos angulos externos dos vértices € 2. Uma demonstragao
deste teorema pode ser encontrada em [[14].

Outro teorema importante € que deve ser conhecido de todo aluno que possui co-

nhecimento de célculo diferencial e integral é o Teorema de Gauss-Green.

Teorema 3 (Teorema de Gauss-Green) Se P(q', qz) e Q(ql,qz) sdo fungoes diferencidveis em
uma regido simples A C R?,e com o contorno dado por q' = q'(s) e g* = ¢*(s), entdo
ko psi 1 2
i;)/is'“ [P‘ilis + Q‘iiis} ds — //A (g—qu - g—;) dq'dg’. (3.45)
Tanto a demonstracdo quanto exercicios sobre este teorema podem ser encontrados em [[19]] ou
em [20]]. Por fim, uma regidao R C S é chamada de regido simples se ela ¢ homeomorfa ao disco
e seu bordo € o traco de uma curva parametrizada simples, regular por partes e fechada.

Seja x : U — S uma parametrizagdo de S compativel com a orientacdo e seja R C

x(U) uma regido simples de S. Se f ¢ uma funcdo diferencidvel em S, entdo escolhida a
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orientacdo de x a integral
[ fla P )idgdg (3.46)
W=x"1(R)

independe da parametrizacdo.A integral de f sobre a a regido R € denotada por

//Rfdc, (3.47)

onde do € o elemento infinitesimal de area.
Com todo o exposto acima pode-se enunciar o teorema de Gauss-Bonnet na sua

versao local.

Teorema 4 TEOREMA DE GAUSS-BONNET (LOCAL). Seja x : U — S uma parametrizacdo
ortogonal, hy = 0, de uma superficie orientada S, U € R? é homeomorfo a um disco aberto
e X é compativel com a orientacdo da superficie S. Seja R C xX(U) uma regido simples de S e
seja o : [ — S, tal que IR = a(I). Assumindo que o € positivamente orientada, parametrizado
por comprimento de arco s, e seja &(sp),...,(sx) e O, ..., O, respectivamente, os vértices e

angulos externos de o. Entdo

ko s k
[ [Kao+ Y [ wys)ds+ Y oi=2n (3.48)
R i=0"/5i i=0

onde K é a curvatura gaussiana da superficie S e Kq(s) é a curvatura geodésica do arco regular

da curva o.

Antes de partir para a demonstracdo do teorema vale ressaltar que a parametrizacdo ser orto-
gonal € apenas para simplificar a demonstracdo deste e como se pode ver a equacdo (3.48)) ndo
depende de parametrizacdo. Com isso pode-se ir para a demonstracao.

Demonstragd@o: Como a parametrizacdo é ortogonal, pode-se usar a equacdo e (3.-49)

1 32h11> (31h22) } 1,
Kdo=—={d,| — | +0 dg dqg-. 3.49
//R 5 { h ( N/ A/ q dq (3.49)
Agora usando a equagdo do Teorema de Gauss-Green com
__(&h
P=—(%h).
o-(4)

de modo que

S

Obtém-se que

k

Sivl ] dq' dq?
Kdo = — —— < —obhi|— + dhyy—— » ds. 3.50
//R c ,-;)s,- 2\/%{ 211ds+122ds s (3.50)
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Agora usando a equagdo da curvatura geodésica dada por (3.33))

k Sit1 k Si ld .
[ [Kao=-Y [ xyoas+ Y [T as, (3.51)
R i=0+/si i—0/si ds

Note que pode-se usar o teorema fundamental do cdlculo e apos usar o teorema do indice de

rotacdo no ultimo termo do lado direito.Como o estd orientado positivamente,

k Si+1 k
[ [Kdo+ Y [ kds+ ) 6=2m
R i=0"Si i=0

Que estd de acordo com a equagdo ([3.48) e com isso o teorema estd demonstrado. (Q.E.D.)

Com o teorema local demonstrado serdo fornecidos alguns fatos topolégicos e defini¢oes
para que seja possivel apresentar e demonstrar o teorema de forma global.

Seja § uma superficie regular. Uma regido R C S € dita regular se R é compacta e se
o seu contorno € formado por uma unido finita de curvas simples e regular por partes que nao
se intersectam.

Um triangulo € uma regido simples que possui apenas trés vértices com angulos
externos o; # 0, (i =1,2,3).

Uma triangulag¢do de uma superficie regular R € uma decomposicdo em triangulos,

uma familia finita de triangulos {7;}Y |, tal que
o« R=UL T

e Se T;(T; # ¢, entdo € um vértice ou uma aresta em comum. Os tridngulos que compdem

uma triangulacdo nao se sobrepdem.

Dada uma triangulacdo de uma regido regular R C S de uma superficie S. Serd usada
a seguinte notacao: F € o numero de faces(como cada triangulo possui uma face F' também sera
o nimero de triangulos), V € o numero de vértices, A é o numero de arestas. A caracteristica de

Euler-Poincaré de uma triangulagado € representada por y e € calculada do seguinte modo:
x=F—-A+V. (3.52)

Um estudo mais preciso em topologia e caracteristica de Euler-Poincaré pode ser visto em
[11]. Faz-se necessario apresentar quatro proposicdes sem demonstracao retiradas de [7]. As

proposicoes sao
Proposicao 2 Toda regido regular de uma superficie regular admite uma triangulacdo.

Proposicao 3 Seja S uma superficie orientada e {xq}, & € A, a familia de parametrizacoes

com orientacdo compativeis com a orientac¢do de S. Seja R C S uma regido regular de S. Entdo
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existe uma triangulagdo tal que todo triangulo estd contido em alguma vizinhanca coordenada
da familia {Xy}. E se o contorno de todo tridngulo é positivamente orientado, tridngulos

adjacentes tem orientagdes opostas em arestas em comum. Observe a figural7}

Figura 7 — Triangulos adjacentes com aresta comum com orientacdo oposta

o

Fonte: [7]

Proposicao 4 Se R C S é uma regido regular da superficie S, a caracteristica de Euler-Poincaré

ndo depende da triangulagdo de R. Denota-se convenientemente Y = X(R).

Por fim, considere uma regido R regular contida em uma superficie orientavel S e seja T uma
triangulacdo de R tal que todo tridngulo 7; € T, j = 1,...,k, estd contido em uma vizinhanga
coordenada x;(U;) de uma familia {xq }, & € A, compativel com a orientagdo de S. Seja f uma
funcao diferencidvel em S, a integracdo de f sobre a regidao R ndo depende da triangulacdo em

do mapeamento de acordo com a seguinte proposi¢ao

Proposicao S De acordo com a notac¢do acima, a soma

k
Z//l faj.45)\/hjdgjdg;
i=0 X; (T)

ndo depende da triangulagdo T ou da familia {X;} de parametrizagdo de S

Ou seja, esta soma tem o significado geométrico da integral sobre a regido regular R da func¢édo

f. Com isso pode-se enunciar o teorema de forma global.

Teorema S TEOREMA DE GAUSS-BONNET (GLOBAL). Seja R C S uma regido regular
de uma superficie orientada e Cy,...,C, as curvas fechadas simples e regulares por partes que
formam o bordo dR de R. Supondo que cada C; é positivamente orientado e seja 6, ...,0, o

conjunto de dngulos externos das curvas Cy,...,C,. Entdo

& p
;)/C Kg(s)ds—i-//RKdG-i-lZéOz —21x(R), (3.53)

aqui s denota os comprimentos de arco de C;, e as integrais sobre C; representa a soma das

integrais sobre os arcos regulares de C;.
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Demonstragdo: Pela proposicdo 3, considere uma triangulacdo onde cada tridngulo esteja
contido em uma vizinhanca coordenada de uma familia de parametrizacoes ortogonais. Deste
modo, se cada tridngulo estd positivamente orientado as arestas que sdo comuns a tridngulos
adjacentes tem orientagdes opostas.

Pode-se usar o Teorema de Gauss-Bonnet local em cada tridngulo da triangulacdo
e somar os resultados usando a proposicdo 5 e como cada aresta interior terd duas orientacoes

que sdo opostas, obtém-se

n F 3
y /C g (5)ds + / /R Kdo+Y Y 6y =2xF, (3.54)
i=07%i

j=lk=1

onde F denota o niimero de faces, ou tridngulos, da triangulagdo T e para cada tridngulo T);
existem os trés angulos externos 601, 62, 0j3.
Definindo por ¢ = T — 0; os dngulos internos da triangulagdo Tj, pode-se escre-

ver que
F 3 F 3 F 3
Y You=Y Y (mn—9p)=32F-Y Y ¢ (3.55)
j=lk=1 j=lk=1 j=1k=1

Agora é importante usar uma notagdo que segue abaixo,

Ae representa o niimero de arestas externas

A; representa o niimero de arestas internas

V. representa o niimero de vértices externos

Vi representa o niimero de vértices internos

Os vértices externos se subdividem, Vo, = Vo + Ve, onde Ve, sdo os vértices devido a
triangulacdo e V,. sdo os devido as curvas que formam o contorno da regido. Para compreender

melhor a notacdo acima, veja a figura|S} Um fato simples de se verificar é que se uma curva C;

Figura 8 — identificagdo de arestas e vértices.

Ve C

o

Fonte: Elaborado pelo autor.
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€ fechada, entdo A, = V,. E pode-se provar por indugdo que
3F =2A;+A.. (3.56)

Para um esbog¢o da demonstragdo veja o ApéndicelA] Antes de retomar a equagdo (3.54) convém
analisar a soma dos angulos interno. Com o auxilio da figura|S\para que se possa ter uma no¢do
é facil ver que para cada vértice interno a soma dos angulos internos ao redor dele é 2w, para
cada vértice externo da triangulacdo a soma dos dngulos internos ao redor dele é T e para
cada vértice externo da curva o angulo interno dele é por definicdo ™ menos o dngulo externo.

Somando todas as parcelas,
F 3 p
Y Y 0u=2aVi+ WV +Vee— Y 6. (3.57)
j=lk=1 I=1

Usando as equagdes (3.55),(3.56),(3.57) em (3.54)) e organizando é fdcil ver que

n P
Z/ Kg(s)ds+// Kdo + Z 0, =2nF —n(2A;+A,) + 27V + 1V,. (3.58)
i—0/Ci R I=1
Usando que A=A;+A, eV =V;+V, em , tem-se
n )4
Z/ Kg(s)ds+// Kdo +Y 6 = 2nF —21A+27V — 1A, — Vo). (3.59)
i=07Ci R

=1

Por fim, usando o fato que A, =V, e a defini¢do da caracteristica de Euler-Lagrange

;/C Kg(s)ds+//RKdo+éel:2”(13),

Que estd de acordo com a equagdo (Q.E.D.)
Com o Teorema de Gauss-Bonnet demonstrado esta secdo teve seu objetivo reali-

zado. Cabe agora fazer algumas aplicacdes deste teorema.

3.7 Aplicacoes elementares do Teorema de Gauss-Bonnet
3.7.1 Soma dos angulos internos de um poligono.

A primeira aplicacao se refere a encontrar qual € a soma dos angulos internos de
um Poligono. Pode-se usar o Teorema de Gauss-Bonnet na sua forma local.

Como um poligono é uma figura plana cujo interior forma uma regiao homeomorfa
a um disco e € formado por segmento de retas fica evidente que ele estd imerso no plano. Logo,
a curvatura total de Gauss € nula e como € formado por retas que sao as geodésicas portanto a

curvatura geodésica € nula. Com isso o teorema local de Gauss-Bonnet (3.48)) para um poligono
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de n torna-se

0, =2m. (3.60)
1

n

1

Note que este resultado j4 € notavel pelo fato de mostrar que para qualquer poligono a soma dos

angulos externos € igual a 27, usando agora a defini¢do de angulo interno, 6; = 7w — ¢;,
n
Y oi=(n-2)m (3.61)
i=1

Este resultado pode ser encontrado nos livros de ensino fundamental, observe a figura [9] que

ilustra este fato para alguns casos.

Figura 9 — Soma dos angulos internos de um poligono

v

Fonte: Elaborado pelo autor.

3.7.2 Caracteristica de Euler-Poincaré de uma esfera.

Outra aplicacdo interessante consiste em em utilizar o teorema no caso de de S ser

uma superficie orientdvel compacta, com isso o teorema se torna

/ /S Kdo = 21x(S). (3.62)

Agora como aplicagdo procura-se saber qual € a caracteristica de Euler-Poincaré de uma esfera

de raio a. Como a métrica induzida por uma esfera é dada por
ds® = a’d0* + a*sin 62dp?, (3.63)

usando a 0 =: ¢! € [0,7] e ¢ = ¢* € [0,27]. A partir a equagio (3.42) é facil ver que K = 1/a?
e o elemento de drea do = a®sin0dOd¢. Logo (3.61)) torna-se

2 T
2y (S) = /0 do /0 deaizaz sin0d0dg = 4w — x(S) = 2. (3.64)

Este resultado que é conhecido, de fato uma esfera pode ser deformada continuamente para um
tetraedro ou um cubo e como ) € um invariante topoldgico o tetraedro compartilha 0 mesmo

valor de } de uma esfera. No caso do tetraedro y =4 — 644 =2.
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3.7.3 Verificacdo do teorema de Gauss-Bonnet para uma regido simples de um espaco
plano.

Como exercicio cabe verificar a validade do Teorema de Gauss-Bonnet de uma

regido formada por dois arcos de circulo, o primeiro com raio a e angulo o e o segundo com
raio b e 4ngulo f. Veja a figura[10]

Figura 10 — Aplica¢@o 3 do Teorema de Gauss-Bonnet
y

F 3

02 [o

5.\ g .“ 61

Fonte: Elaborado pelo autor.

Como trata-se de uma figura plana, a curvatura gaussiana € zero. Uma vez que retas
sdo as geodésicas no plano as curvaturas geodésicas das curvas Cy,C3,C5 sdo nulas. Desse

modo, o teorema toma a seguinte forma
/ Kgpdlsa + / Keudsy+ 61 + 0y + 05+ 64+ 05 = 2. (3.65)
G Cy

Observa-se pela figura que foi adotado o sentido anti-hordrio. Com isso 0 = 7/2, 6, = —1/2,
03 =m/2,04=m/2e 05 =m—a— 3. Como o espago é plano, a derivada covariante é a prépria
derivada e parametrizando por comprimento de arco, a curvatura geodésica nada mais € que a
norma da derivada com relagdo ao comprimento de arco do vetor tangente.

Como as duas curvas sdo arcos de circulo € conveniente fazer o caso de uma curva

que € um arco de circulo com raio r. A curva pode ser parametrizada como
o(s) =rcos(s/r)X+rsin(s/r)y.

Assim o vetor tangente € dado por

do

- = —sin(s/r)&k+cos (s/r)§.

Para encontrar a curvatura geodésica basta derivar novamente, pois o espaco € plano, e calcular
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a norma do vetor, logo

= 15, (s) = L (3.66)

r

ra
ds?

Sabendo disso e substituindo o elemento de linha ds = rd ¢, a equagio torna-se

¢ B+ 1 T T T T
—ad —bd ———t =+ = —a—p =2mrm. 3.67
/oaa¢+/(x Gdo+o —Stots+m B=2n (3.67)

Integrando e ajustando os termos fica claro que 27 = 27 € o como era obvio o Teorema de

Gauss-Bonnet € valido.

3.7.4 Verificagdo do teorema de Gauss-Bonnet para uma regido simples sobre a esfera.

Um outro exercicio consiste em verificar a validade do teorema em um caso seme-
lhante ao da Aplicacdo 2, porém tomando uma parte da casca esférica, usando coordenadas
esféricas esta parte consiste em considerar uma esfera de raio a, 0 € [0,7] e ¢ € [0, ], de

acordo com a figura

Figura 11 — Aplicacdo 4 do Teorema de Gauss-Bonnet

Fonte: Elaborado pelo autor.

Primeiro s6 existem duas curvas que sdao o bordo dessa superficie, ambas sdo arcos
de grandes circulos logo sdo geodésicas. E como € uma regido simples, ¥ = 1. Tome a normal
apontando na direcdo radial, da origem para a superficie, logo pode-se orientar o caminho
fechado do bordo da regido como: quando ¢ =0, 8 vai de 0 a ¥ e quando ¢ = «, 0 vai de
7 a 0. Por fim € f4cil notar que os angulos externos sao ambos 7 — . Entdo, o teorema toma a
forma

o T 1
/ do / d9—a*sin 6d0dp+ 21 — 20 = 2. (3.68)
0 0

Com isso 21 = 27 e 0 teorema se mostrou consistente.
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3.7.5 Um par de geodésicas em um espaco de curvatura ndo positiva ndo forma uma regido
simples.

Por fim, uma aplicacdo apresentada em [7] que sera ttil no proximo capitulo, isso
faz com que esta aplicacdo seja a mais importante. Avalie a afirmagao abaixo.

Seja S uma superficie orientada com curvatura gaussiana negativa ou nula. Entdo
duas geodésicas ¥ e y» que comecam em um ponto p € S ndo podem se encontrar novamente
em outro ponto g € § de modo que os tragos de y; e p» possam a formar uma regido R simples
de S.

Assumindo que elas se encontrem em g € S. Pelo Teorema de Gauss-Bonnet no

caso em que R seja simples
/ / Kdo +0) + 6, =27 (3.69)
R

Como as duas geodésica ndo sao mutuamente tangentes, 6 < T e 6, < 7. Logo

//KdG:27t—91—92 > 0. (3.70)
R

Porém K < 0, o que é uma contradi¢@o.

Isso mostra que dado uma superficie com curvatura nao positiva, por exemplo um
plano ou uma superficie hiperbdlica, duas geodésicas que sao concorrentes em um ponto nao
se encontrao em nenhum outro formando uma regiao simples, sem furos. Este resultado sera
importante no préoximo capitulo, pois ele sera usado.

Com isso os objetivos deste capitulo foram concluidos. Mais aplicagdes sobre o

Teorema de Gauss-Bonnet podem ser encontradas nas referéncias citadas neste capitulo.
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4 CALCULO DO ANGULO DE DEFLEXAO DA LUZ VIA TEOREMA DE
GAUSS-BONNET

Este capitulo tem por finalidade calcular o angulo de deflexdo da luz ao passar
por uma lente gravitacional utilizando o Teorema de Gauss-Bonnet. A primeira vez que essa
abordagem apareceu na literatura foi em [8]]. O que serd apresentado na préxima se¢do sdo as
ideias e as condi¢des utilizadas neste artigo. As duas secdes Ultimas deste capitulo sio referentes

aos resultados que foram obtidos durante a realizacao deste trabalho.

4.1 Angulo de Deflexiio para Observador e Fonte distantes da Lente Gravitacional.

Em [8]] considera-se o limite astrondomico de deflexdo fraca, ou seja, o campo gra-
vitacional gerado pela lente é fraco, de modo que o caminho dos raios de luz desviam pouco
de uma linha reta - geodésicas em um espago-tempo plano. Dada esta condi¢do, a teoria € de-
senvolvida tratando os raios de luz como geodésicas espaciais da métrica 6ptica e aplicando o
Teorema de Gauss-Bonnet no espaco da métrica Optica.

Neste artigo o autor modelou as galdxias atuando como lentes gravitacionais por
um fluido perfeito com simetria esférica e estatico. Para aplicar o Teorema de Gauss-Bonnet
o artigo apresenta duas regides D e D, que representam a deflexdo fraca dos raios de luz.
Observe a figura

Figura 12 — Geometria de deflexdo fraca, regides Dy e D,

Fonte: [8]]

A regido D tem como contorno as geodésicas y; € 9, que se cruzam em dois vértices
onde S representa a localiza¢do da fonte e O o observador. O contorno dD é tal que o 9 vai de
S até O e y vai de O até S fazendo um caminho fechado e orientado. Considera-se que D tem
a lente gravitacional L no centro e tanto a fonte S quando o observador O estdao muito distantes
de L de modo que os dngulos internos sao positivos € muito pequenos.

Note que Dj tem a lente gravitacional L responsavel pela curvatura do espaco-tempo
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e ela pode ter singularidade ou ndo. Se a lente ndo for singular D é uma regido simples e
x(Dp) = 1. Como os contornos sdo geodésicas as curvaturas geodésicas sdo nulas por fim pode-
se usar cada angulo externo como fun¢do do respectivo angulo interno,com essas consideracoes

Teorema de Gauss-Bonnet apresentado no capitulo anterior torna-se

ﬁo—}—ﬁS://DleG. 4.1)

Se a lente for singular D ndo serd mais simples e a caracteristica de Euler-Poincaré
nao serd mais igual a unidade. Para ver isso basta tomar uma regido simples e em seu interior
tome alguma regido e retire de modo que a regido terd um furo, essa regido pode ser levada a
um tridngulo que seja triangulado por tridngulos menores onde um foi retirado por deformagodes

continuas. Observe a figura

Figura 13 — Caracteristica de Euler-Poincaré para uma regiao com furo.

Fonte: [8]]

Assim, pode-se calcular a caracteristica de Euler-Poincaré da regiao que é igual
a da regido do tridngulo com a dada triangulagdo sem um tridngulo interno, logo x(D;) =
6 — 12+ 6 = 0. Considerando agora que o contorno de D; além de ser formado por y; e p»
¢ formado também por Y1, que € uma curva fechada que engloba a lente o Teorema de Gauss-

Bonnet torna-se

Bo+ Bs = 27r+7{ Kgds+/ Kdo. 4.2)
/8 Dy

Observe agora a regido D, que tem contorno formado por ¥ que vaide S a O e
Y¥p vai de O para §. Como a lente gravitacional ndo estd nesta regido a regido € simples com
caracteristica de Euler-Poincaré ) (D;) = 1. Se a regido D, for assintoticamente plana e tanto
§ quanto O estejam neste regime o caminho do contorno ¥, pode ser tomado com um setor
circular centrado em L e intersecte ¥ em O ¢ S.

Tome ¢ a coordenada angular com centro em L, no caso do regime de regido assin-
toticamente plana os angulos externos formados por pelos contornos da regidao D, sdo aproxi-

madamente 7 /2 e a variagdo angular de ¢ do caminho 7, € ot + 7 onde ¢ € o dngulo de deflexdo
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da luz, a € positivo e muito menor que 7. Assim, o Teorema de Gauss-Bonnet torna-se

T+o ds
/o Kg()/p)%d(]) —T= —/ b, Kdo. 4.3)

Onde foi usado que o caminho ¥ é geodésico de modo queky(y1) =0 . Uma caracteristica
importante desta regido D, é que por ndo ter a fonte em seu interior faz com que o dngulo de
deflexdo da luz ndo dependa diretamente da possivel singularidade da lente L que possa ocorrer
em Dj.

De posse da construcdo acima pode-se agora analisar o caso de um fluido perfeito
estdtico e que € esfericamente simétrico. Primeiro passo € tomar a métrica Optica de um de
um espago com essas caracteristicas, ou seja, espaco de acordo com a métrica (2.12). Usando
o plano equatorial 6 = 7 /2, isso pode ser feito sem perda de generalidade pela simetria da
métrica. Escrevendo a métrica 6ptica desse espago, H;; = —gi;j/goo (i=1,2,onde | =r,2 = ¢),
cujas geodésicas fornecem a projecdo espacial dos caminhos dos raios de luz, pelo Principio de

Fermat. A métrica 6ptica relacionada a (2.12) é

Hyy Hp B(r)/A(r) 0
) = — . 4.4
o (H H) ( o /Am) @

Com essa métrica pode-se desenvolver todo o procedimento do capitulo 3, substituindo 4;; por
H;j. Para usar o teorema de Gauss-Bonnet nas formas apresentadas nas equacdes acima, €
preciso conhecer a curvatura total.

A curvatura total pode ser obtida em termo da parametrizacao dada pela métrica
optica que € ortogonal usando a equagao e para o caso do fluido perfeito desenvolvidos
na se¢do 2.2 usa-se também (2.29)), (2.30), (2.33) e (2.34). Ap6s algumas manipulagdes, pode-
se escrever

2Gm A(r)/B(r) 3Gm 4rnGr 2Gm 3Gm )
K=— 1— — 1-— 1-— 272G :
Ao [ 2 26m \P ;)T P

4.5)

Tendo a curvatura agora € interessante conhecer o elemento de area, observando a equagdo
(330). e
B

do =vHdrdep — do= = 1drd. (4.6)

O artigo afirma que como seu desenvolvimento estd interessado em deflexdes fracas é conve-
niente utilizar o limite de estrela de fluidos ndo relativistica de modo que a pressdo pode ser
negligenciada, p = 0. [[10] classifica esse fluido como “poeira”e o define como uma colecdo de
particulas que estdo em repouso em um dado referencial de Lorentz e seu tensor densidade de

energia momento € dado pelo de um fluido perfeito com p = 0.
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Observando mais uma vez a defini¢do de B(r) dada por (2.29) e tomando p =0

pode-se escrever Kdo como

_3/2 3
Kdo — 28" (1 _ ZGm) {1 _3Gm _anGr (1 _ ZG—m)} drdg. 4.7)
r

r2 r 2r 2Gm

Nesse sentido, pode-se fazer aplicagdes que sdao consolidadas na literatura para testar a metodo-
logia adotada até o momento.

O caso mais simples € o caso usando a métrica de Schwarzchild apresentada no
capitulo 2. Neste caso m(r) = M e como esta métrica é vélida a partir de um dado 2GM que
¢ o horizonte de eventos gerado pela distribuicdo de matéria da fonte. Logo, para r > 2GM a

métrica € valida e p = 0. Assim pode-se reescrever a equagao (4.7)) do seguinte modo

~3/2
ZG’") {1 . 3G—m] drde. (4.8)

Kdo=— 11—
°© ( 2r

1”2 r

Observando o integrando de (4.8) representado, de forma grosseira, por Kdo /drd@, pode se

ver que

-3/2
Kdo _ 2Gm (1_2Gm) [1_3Gm} <0 49)

drdp 12 2r

Observe que a integragdo de (#.9) no intervalo dado por r e @ serd negativa.

r

Analisando que a curvatura total € negativa juntamente com a aplicagcdo 5 do capitulo
3 que diz que duas geodésicas num espago com curvatura nao positiva nunca tem dois pontos
em comum formando assim a fronteira de uma regido simples, y(R) = 1. Fica evidente que
neste caso vai ocorrer o encontro dos raios luminosos descritos por D por causa do horizonte
de eventos que faz com que y(D;) =0, ou seja, é por causa da topologia ndo trivial que os raios
luminosos s@o focados no observador, O. Isso significa que a regido D; ndo pode ser formada
nesse caso se nao houver singularidade.Mas € importante deixar claro que mesmo tento singu-
laridade a deflexao da luz ocorre, por exemplo, o Sol deflete os raios luminoso e nao possui
singularidade.

Usando o contorno D, que conduz a equagdo (4.3). Como a métrica optica no caso
em questdo € assintoticamente plana, o caminho definido por 7, € um arco de circunferéncia
com um raio muito grande a, logo ky(y,) = 1/a e ds = ad¢. Além disso, como o limite de
deflexdo é fraco, considere o parametro de impacto, b, muito maior que 2GM (b > 2GM).
Entao pode-se aproximar o caminho da luz por uma reta de acordo com a figura (14| de modo

que r(¢) = b/sin(¢) e r > b. Tomando o limite de r > b > 2GM em (4.8)) a equagdo (4.3)

torna-se
T o0 2GM
om—/ d¢>/ (— . )drd¢). (4.10)
0 b/sin¢ r

Ap6s uma integracao simples e retomando a velocidade da luz por meio de uma andlise dimen-
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Figura 14 — Aproximacao do caminho do raio luminoso por linha reta.

r(p)

Fonte: Elaborado pelo autor.

sional é facil obter
_4GM

bc?

Este angulo de deflexdo € bastante conhecido na literatura e € o resultado encontrado para

4.11)

deflexdo fraca por outros métodos, mostrando que a metodologia estd consistente para este
caso.

Uma outra aplicac@o € usando Plummmer Model, [8|] apresenta esta aplicagdo por
ser um dos modelos mais simples que possui realidade fisica de fato. Este sistema é modelado
por uma densidade p, tal que

e
p(r)=po (1+—2> : (4.12)
"o
Onde p € a densidade central e ry € um raio de escala de modo que

m(r) = me (%)3 [1 + (%)2] B . (4.13)

A métrica correspondente € solucdo interior com m.. finito e proporcional a massa newtoni-
ana total deste modelo no limite ndo relativistico Gme/ro < 1. Pode-se com isso calcular
Kdo /drd¢. Fazendo a mudanga de varidvel u = r/rg, obtem-se

Gm  GMo
ron

W21+ u?)72. (4.14)

Note que (4.13) juntamente com derivada da definicao de m(r) conduz a

r—GchZ—’f = 4nGp — 4nGpr® =3Gm(1 +u?)"". (4.15)

Expandindo (4.7) até primeira ordem de m/r pois é proporcional a Gm.. /ro < 1 e usando (4.15))

pode-se escrever o integrando do seguinte modo
Kd 2Gme. 3 G*m?
O o M= M <1—( ))+0l m“}. (4.16)

dudp ~ ro (1—|—u2)% 1+ u? r(z)

Pode-se utilizar a regido D; e apresentar o angulo de deflexdo da luz nesse limite. Desse modo,
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basta integrar no limite de linha reta analogamente ao que foi feito no caso de Schwarzchild.

Fazendo uma mudanca de varidvel r para u, a saber,

T 0 2 o
ax "o [ au Ot __1 3<1—%>, (4.17)
0 b/rosing 0 (14u?)? (14 u?)

e computando a integracdo encontra-se

o~4

1+—
2
o

2 —1
Gm=- b { b ] . (4.18)

ro 1o
Este limite estd de acordo com a literatura e € interessante observar que o caso b < rq recobra
o angulo de deflexdo de Schwarzchild.

Por ultimo o [8] apresenta um exemplo buscando o angulo de deflexdo do modelo
singular isothermal sphere. O artigo continua usando o limite ndo relativistico, ou seja, re-
solvendo a equacdo Tolman-Oppenheimer-Volkoff (2.33)) para a primeira ordem de velocidade
isotrépica de dispersio do fluido estelar £2. Ao resolver mostra-se que

X . ()_2r22
oG M T TG

P (4.19)

Entdo, cabe agora resolver a equagio (4.3) e encontrar 6. Dado (4.9) e a forma da curvatura
total em (4.5) se atentando pelo fato de no limite estudado p = 0 e > < 0, de modo direto

pode-se encontrar que
Kdo  4rt

drdo = ——( +6X%), (4.20)

claramente tende a zero se r > 0, pois £> < 0. Cabe agora analisar a outra integracio, da
equagdo (4.3) onde faz-se necessario analisar a curvatura geodésica. A métrica utilizada € a

métrica Optica H;;, tal que
B(r) » 1

d do~. 4.21
A" T An® @20

Um caminho circular € definido por ter um vetor tangente apenas na direcdo angular. Represen-

dt* =

tando por ¥, o vetor tangante unitdrio ao caminho circular. Logo pode-se escrever

7=(0,7)). (4.22)

Como ele € unitario pode-se tomar o produto escalar dele por ele mesmo, de acordo com a

métrica induzida ( ou seja, a métrica Optica). A saber

H,ﬂdﬂfé = sz(’}'/g)z — (,y;b>2 = —. (423)

Como este vetor tangente a curva € unitdrio a curvatura geodésica € o valor algébrico da de-

rivada covariante. Tomado a parametriza¢do e o vetor normal de modo que K, > 0, pode-se
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encontrar as componentes da derivada covariante e depois tomar a sua norma. Encontrando as
componentes (i=1—=r,i=2— ¢):

N |

D o -
d—’;f” — J T+ T T, (4.24)
AR
— | =1 A TR (4.25)

Como os coeficientes de conexao nao nulos sao F% 15 1“52, l"%z € como '}’{, =0, entdo a componente

angular dada na equacdo (4.25) € nula e a componente radial dada por (4.24) torna-se

11

{%} - —%H”alez(?,%)z = %%a, (:‘—2> %. (4.26)
Logo tomando a norma ao quadrado da derivada covariante pode-se escrever

N ARAL ZARY

o 2] (2] < (2] ) w)

Substituindo (4.26)) em (@.27)) e usando a as equagdes e ap0s (4.19) tem-se
2
Kg = \/%%% (4.28)

Da métrica dada em (4.21) é facil ver que para um caminho circular dt = (dt/d¢)d¢ = r/\/A.

Com isso pode-se escrever a equagio (4.3), para a primeira ordem de X2.
T+a
/o Kedt — 7 = 0. 4.29)

Substituindo (4.28)), dt, e a definicio em funcdo de m( que pode ser escrito como fungio de X2)
pode-se reescrever (4.29) como

(1—-6%%) [mta _

A integracgao € trivial e com isso pode-se encontrar o angulo de deflexdo em primeira ordem de

Y2, A saber
o =47y, (4.31)

Este resultado estd de acordo a literatura. Em [3] exite um exercicio para encontrar este angulo
de deflexao por meio de outra metodologia. Uma referéncia que fale sobre a solugdo singular
isothermal sphere € [21]).

Agora € conveniente apresentar os resultados de [22] que utiliza a metodologia

apresentada acima realizada por [8] para calcular o angulo de deflexdo da luz no limite de
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aproximacao fraca para o caso de duas geometrias de wormholes. [22]] abordou a geometria de
Ellis wormhole e Janis-Newman-Winnicour wormhole.
A geometria de Ellis wormhole pode ser descrita pelo elemento infinitesimal entre

dois eventos do seguinte modo
ds? = —di* +dr* + (P +a*®)d0* + (r* + a*) sin 0%d¢>. (4.32)

Em que para r = 0 a "garganta”do wormhole é recuperada. A varidvel r varia de menos a mais
infinito, porém o artigo restringe para r > (. Assim como nos casos acima pode-se construir a

métrica Optica H;; e tomando 6 = 7 /2. Pode-se escrever

= (' ° (433)
) — 0 (r2+a2) . .

Os indices 1 e 2 representam respectivamente r € ¢, pode-se calcular a curvatura total de acordo

com a equagao (3.42)).

a2

Visando calcular o angulo de deflexdo de acordo com a regido D, e usando a equacao é
preciso calcular tanto o ds quanto a curvatura geodésica do caminho circular com raio tendendo
ao infinito, pois y; € uma geodésica. De modo andlogo estuda-se este caminho circular que tem
vetor tangente unitdrio a curva na forma da equacao (.22)). A partir disso e usando a equagdo

(4.43)) que fornece a métrica Optica, conclui-se

1
012
=—. 4.35
B = v (4.35)
Calculando as componentes da derivada covariante, a componente nao nula é
D) (4.36)
dt | (rP4a?) '

Em vista disto a curvatura geodésica do caminho é

2
py,1!
K, = HH<{5?]> :Ezﬁzs. (4.37)

Agora como se pode escrever o elemento infinitesimal do caminho como dt = Vr? +a%d¢.

Pode-se escrever, tomando o limite de r — oo,

. r

Desta maneira, pode-se usar as equagoes (4.44) e (4.48)) para resolver a equagado (4.3) além de
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notar usar o fato que do = V' r2 +adrd¢. por este motivo e usando a aproximagio de linha

reta pode-se reescrever ({.3) como

"o [T 4 1l a’ 4.39
o — — 7 —EllipticF [ =% ). -
/0 (P/b/sinq) "Rt a2)n 1PHe ( bz) (439)

Onde EllipticF representa a integral eliptica do primeiro tipo, mas detalhes podem ser encon-
trados em [18]]. Agora expandindo a integral eliptica assumindo que o parametro de impacto
suficientemente grande para que a luz passe distante da “garganta”do wormhole, a?/b* < 0,

para obter um valor aproximado . Logo

4
N/ do [2[)2 sing? — = sm(p (4.40)
Integrando (4.40) € facil obter
2 4
ma- 97ma
N —s — ——. 4.41
402 64b* (441)
O resultado que [22] apresenta no artigo como valor consolidado na literatura é
2 4
ma” a
o~ 0 4.42
o (5): a2

Logo comparando o valor aproximado de o das equacgdes (#.41) e (#.42), € possivel ver que
eles concordam em primeira ordem de a?/b*. O resultado nio concorda em segunda ordem e
o autor do artigo argumenta que € pelo fato da aproximagdo da trajetoria por linha reta. Isso
estd presente no intervalo de integracdo b/sin @, e que correcdes de segunda ordem ndo fazem
parte dos objetivos do artigo. Com isso [22] apresenta a geometria de Janis-Newman-Winnicour
wormhole pelo elemento infinitesimal entre dois eventos

om\P om\ P om\ ' 7P
dszz—(l——m> +(1——m) +<1——m> 2ld0% +sin02d9?.  (4.43)

r r r

Tomando o plano 6 = /2 pode-se escrever a matriz formada pelo elementos da métrica optica

como 2
(1—22)" 0
(H;) = r . (4.44)
! 0 P2 (1—2my' =P
Assim, pode-se calcular a curvatura total de acordo com a equagdo (3.41)), a saber
m(2mpPB +m—2Pr) 2m\ 2P
K= i B 4.45
r2(r—2m)? r (443)

A curvatura deste modo € muito rebuscada e € conveniente tomar o limite para ela ser linear em

m, pois o caso estudado € no limite de deflexdo fraca, m < r. Desse modo, pode-se aproximar
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a curvatura total por

2B
K~ _2Pm (1—2—’”) . (4.46)

r3 r
Tomando o limite do caminho circular centrado da lente L e ter raio que tende ao infinito, pelos
mesmos procedimentos pode-se ver que Kyds = d¢. Desse modo, pode-se resolver a equagido

(4.3), ou seja

r w 28 (1-4B) /2
ax [do [ ar [2ﬁ3m (1 —2—'") ] r(l —2—’") . (4.47)
0 b/sin¢ r r r

Expandindo o integrando de (4.47) em termos de m/r, pois m/r < m/b < 1, pode-se ver que

n * I m
ax o[ ar (—2 - —3> 2mB. (4.48)
0 b/sin¢ r r

Integrando (4.48)) € facil ver que

_4pm Bm’m

x5 b2

(4.49)

Assim como no caso da geometria de Ellis wormhole, [22] apresenta o valor do dngulo de

deflexdo no limite de deflex@o fraca da geometria de Janis-Newman-Winnicour wormhole que

2
ax P o (’%) . (4.50)

consta na literatura, a saber

b
Mais uma vez o resultado obtido pela metodologia nova concorda apenas no primeiro termo o
que deve ser devido a aproximagdo de linha reta para a trajetéria do raio de luz.

A metodologia de calculo do angulo de deflexdo da luz formulada em [8] foi utili-
zada para abortar em diversos tipos de geometrias do espago-tempo, [23H27]. Um artigo que
aborta o angulo de deflexdo da luz com essa metodologia para o caso de uma geometria de
Schwarzchild com quebra de simetria de lorentz por meio do campo de bumblebee é [28]]. Na
ultima secdo deste capitulo serd abordada o estudo do angulo de deflex@o da luz por meio de

outra metodologia, tal metodologia é apresentada a seguir.

4.2 Angulo de deflexao para observador e fonte a uma distancia finita da lente gravitaci-
onal.

Esta secdo tem o intuito de apresentar a metodologia e caracteristicas presentes em
[S]. Neste artigo os autores discutem a extensao do cdlculo do angulo de deflexdo para um
espaco que nao seja assintoticamente plano. Cabe aqui também afirmar que o artigo utiliza
(c = G =1), logo o desenvolvimento abaixo preserva essa escolha.

O artigo apresenta a métrica para um espaco estitico e esfericamente simétrico,
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apresentado pelo elemento infinitesimal entre dois eventos de acordo com (2.12)),
ds* = —A(r)di* 4+ B(r)dr* + r*d6” + r*sin 6°d ¢°.

Ap6s, sdo definidos os elementos da métrica Gtica usando a simetria para tomar 6 = /2, se-
guindo o mesma representacdo dos indices (1 representa r e 2 representa ¢), logo a matriz que
representa a métrica optica € igual a apresentada em (4.4), a saber
(Hij) = Hyy Hiz\ _ (B(r)/A(r) 0
ly) — -
Hiy Hy 0 2 JA(r)
De acordo com a métrica dptica pode-se apresentar 0s vetores unitdrios tangentes aos raios

luminosos, pode-se definir como
dx'
dr
Como a métrica Optica € a que minimiza o tempo 7, € o elemento infinitesimal € igual ao apre-

sentado em (4.21) pode-se ver que & de fato & unitario, a saber

i

(4.51)

dx' dx/ 5 o
dt* = ( Hjj——— ) dt* — H;jK'k/ = 1. (4.52
Ydt dt Y )
Vale ressaltar que a k' sio as componentes do vetor tangente unitirio com relagio ao caminho
do raio luminoso e ele € unitario se for tomado o produto interno de acordo com a métrica optica
e ndo com a métrica do espaco tempo estatico e esfericamente simétrico fornecida por (2.12)).
Em seguida, o artigo apresenta o parametro de impacto, para isso é conveniente

tomar um parametro afim A,de acordo com o exposto no capitulo 2, e a agdo S| apresentada em

(2.40),
dx* dxV

1
$1= [ dhqsu'r g

Tomando as constantes de movimento de interesse pode-se escrever

dt
E=A(r)— 4.53
d¢
L=r"=%. 4.54
"o (4.54)
Com isso o pode-se definir o parametro de impacto b como segue
L rdo

S 4.55
E Adt (453)

Observe que com uma algebra simples pode-se definir as componentes do vetor unitario tan-
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gente k' como funco do pardmetro de impacto,
dr bA
12y _ (4r oA
(k ,k)_(d¢,1) -y (4.56)
De posse de todo o exposto € facil obter a equagdo da 6rbita, basta tomar juntamente com
o fato de que o vetor tangente € unitario.Entdo, a equagdo da 6rbita é
2 2 4
dr r r
=) = 4.57
(a’q)) B  ABb? (4.57)
O leitor deve se perguntar se de fato b definido por (4.55) é de fato o pardmetro de impacto.
Para responder isso, tome o caso em que a métrica do espaco tempo estético e esférico seja
assintoticamente plana, ou seja, A — 1 € B — 1 se r — . Tomando este limite em fica
claro que o menor r € b que legitima a escolha desta defini¢do.

Construindo agora os vetores unitarios que estdo nas direcoes radial, onde a lente

na origem, e angular. Pode-se construir como segue

; 1
€rad = (\/?H,O) ) (4.58)

Clng = <o,\/%22) : (4.59)

Com essas defini¢des fica facil calcular o angulo que o raio luminoso faz com a direcao radial,
V. Basta que se tome o produto escalar entre e| ; € k', pois como os dois sdo unitdrios pode-se
definir o cosseno deste angulo do seguinte modo

\/Hlle dr

o dg (4.60)

—H..o ] —
cosV = Hjje, .k =

Porém, como cosW envolve uma derivada € mais conveniente utilizar a fun¢ao seno para deixar
em termo apenas das funcdes e ndo de derivadas. Para isso, basta usar a equagdo da orbita

presente em e a relagdo fundamental da trigonometria, desse modo,

sin¥ = b\/Z. (4.61)
r

Agora cabe fazer algumas defini¢des para se prosseguir. Representa-se a fonte por S, e o obser-
vador por R e a lente por L, ndo havera abuso de notacio pois 0 momento angular nao aparecera
mais. Sejam Ws e W os angulos entre o raio luminoso e a direcdo radial na posicao da fonte
e observador, respectivamente. Sejam ¢g € ¢r as posicoes angulares da fonte e observador,
respectivamente, de modo que ¢rs = @r — ¢s € a separacao angular entre os dois. Pode-se de-

finir a quantidade o que os autores do artigo dizem que € a equacao fundamental de todo o
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desenvolvimento.

o =Yg —Ws+ ¢gs. (4.62)

Tome geodésicas que ligam, dois a dois tanto fonte quanto observador quanto a lente formando
o tridangulo embebido no espago formado pela métrica 6tica representado por RV{.
Note que a é definido como a soma de trés escalares em pontos diferentes o que
nao garante que ele seja bem definido. Faz-se necessario estudar se ele estd bem definido.
Primeiro tome ¥, o angulo interno ao ponto L onde esta a lente gravitacional e com

isso pode-se definir outra quantidade,
oy =W —¥Ys+V¥;. (4.63)

Observe a figura[I5|para ver uma representacdo deste tridngulo embebido no espago gerado pela
métrica optica.

. ~ A . 7 . s, R S
Figura 15 — Representag@o do tridngulo embebido no espaco da métrica 6tica V7.

"
e

Fonte: [5]).

Observe que se o espaco for plano a soma dos angulos internos totalizam 7 o que
faz da quantidade onp ser nula neste caso.
Lang¢ando mao do ZTeorema de Gauss-Bonnet, aplica-se o teorema no tridngulo

geodésico representado na figura|15|¢€ facil ver

(X\y:// Kdo. (4.64)
Rvi

Pode-se ver que ooy € um invariante da geometria diferencial. Porém, existe um possivel pro-
blema que possa ocorrer. Observe que se caso L seja uma singularidade, um buraco negro por
exemplo, torna-se dificil definir ¥;. Devido a esse fato é conveniente do ponto de vista pratico
trabalhar com ¢gg, pois por este ser definido fora de um possivel horizonte de eventos ele parece
ser mais simples de ser computado.

Considere agora outro tridngulo V7" embebido no espago gerado pela métrica dtica
de acordo com a figura[I6] Este tridngulo como tendo dois lados andlogos ao da figura[I5] mas

com o caminho de S a R sendo um arco de circulo de raio r.. Se r, — oo e a métrica Gtica seja
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Figura 16 — Representagdo do tridngulo embebido no espaco da métrica 6tica V7.

TR T— . e 7+ X

Tp

L s
Fonte: [5].

assintoticamente plana. Entdo k; — 1/r. e df = r.d¢. Desse modo,

R
/S Keodlt = fps. (4.65)

Aplicando o Teorema de Gauss-Bonnet neste triangulo, € facil ver que
/ Kdo+ ¢rs — (1 +W¥) +3n =2m.

Organizando a equagdo acima e pode-se escrever ¥, como funcdo de @gs € da integracdo da

curvatura total. Assim,

Y :¢RS—|—// Kdo. (4.66)

Usando a equacao (4.60), a definicdo de onp e (4.64) € possivel escrever o definido em (4.63))

como

a:// ch—/ KdG:—/ Kdo. (4.67)
vy VL RUs

Onde RIS € a a regido do tridngulo embebido que possui o caminho circular menos o tridngulo
embebido que tem a fonte, a lente e o observador. Note que a equagdo mostra que €
também um invariante da geometria diferencial. No caso em que R e S estdo muito distantes da
lente L a equacdo (4.67) estd de acordo com a (4.3) mostrando que & € o angulo de deflexdo
da luz neste caso. Apds, [S] apresentar todas as defini¢des acima mencionadas ele apresenta a
metodologia.

Existem duas maneiras de calcular @, pois as equacdes e sempre con-
cordam. Usando a equacdo (4.62) o que € necessdrio é calcular os trés angulos que compdem
a. No caso de o autor afirma que é mais trabalhoso pois ndo se conhece a geodésica a
principio que liga S a R. Desse modo, o autor divide em dois casos, o caso de uma geometria
assintoticamente plana e o caso da geometria ndo ser assintoticamente plana.

No caso da geometria ser assintoticamente plana, ou seja, A —1e B — 1 se r — co.
Assumindo que a fonte e o observador estdo muito distantes da lente gravitacional. Busca-se

mostrar que nesse caso o a formula que fornece o angulo de deflexdo luz pode ser deduzido.
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Tome Wr = 0 e Wg = © mantendo o pardmetro de impacto constante com rg — oo € rg — oo,

Logo a equagdo (4.62) torna-se
o= Pps— . (4.68)

Agora € necessdrio computar @rs. Tomando a equacdo da orbita e fazendo a mudanca de

variavel de u = 1/r. Pode-se escrever

du\?
(%> = F(u). (4.69)

Seja ug = 1/rg, onde r( é a menor distincia da trajetdria, pode-se integrar a equagdo (4.69) de
modo que
(4.70)

up 1
bns =2 | ———du
0 /F(u)
Reescrevendo o em fun¢do de (4.70) encontra-se a equagdo presente na literatura que fornece

o angulo de deflexdo da luz, aqui serd representado por Q, a saber

up 1
=2 du—m. 4.71
0o /0 ) U—m (4.71)

Este resultado pode ser encontrado, com as devidas analogias em [29]. Em seguida, [S] apre-
senta a metodologia para distancias finitas.

A motivacao de assumir distancias finitas € de buscar melhorar os resultados tedricos
feitos para a aproximacao de distancias infinitas e com isso refinar os resultados. Observe que
por mais que as distancias sejam finitas elas ainda serdo muito maiores que o tamanho da lente.

Assim, pode-se integrar e reescrever @ considerando ug = 1/rg e us = 1/rs. Desse modo

uo 1 up 1
a= / . _du+ / du+Wp— s 4.72)
UR \/F(M) us \/F(l/l)
A equagdo leva em consideragao distancias finitas e € equivalente a (4.67).

O artigo apresenta o intervalo de Schwarzchild, usando ro = 2GM, fazendo a modificagdo

-1
ds? = — (1 . r—g) a4 (1 _ r—g) dr® + 12d6* + 1 sin 02d¢>. 4.73)
r r
Pode-se usar a equagdo da érbita para determinar F (u) em (4.69)), neste caso

1
F(u) = i u* 4 rou’, (4.74)
para o calcular a quantidade Wg — Wg neste espago o artigo expande em serie de potencias de

re. Usando a equacdo (4.61) pode-se tomar a fungao arcsin(x) dos dois lados da equacdo. Além
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disso, como sin(x — 7r) = sin —x pode-se encontrar escrevendo

—¥ = arcsin ([Z — r_g) — .
r \/ r

Expandindo em série de poténcias de r, encontra-se

Yr—¥s = |[arcsin(bug)+ arcsin (bug) — ] —
br, ug* us® 2, 3.2, 3
_ g + + O(r;buz; r5bu (4.75)
2 [w—wumz V=g | OS]

Observe que no caso de ug — 0 e ug — 0 A equacao ¢ recobrada.

Agora partindo para o caso ndo assintoticamente plano. Para exemplificar o artigo
apresenta o elemento de linha do espaco de Kottler que foi apresentada no capitulo 2. A equagdo
que apresenta este elemento de linha é , usando r, = 2GM pode-se reescrever-lo como

1 1 -
ds* = — (1 s §Ar2) dr* + (1 e §Ar2) dr* +r?d6* + r’sin0%d¢>.  (4.76)

r r

Com esta métrica pode-se usar a equagio pois serdo consideradas distancias finitas. Para
calcular a diferenca Wg — Wy usa-se uma expansio em série de poténcias, em termo de rg € A.
De modo geral, para uma func¢io de f(x,y) com as derivadas continuas expandida até segunda

ordem tem-se

fx,y) = f(0,0)+x 8xf|(o,o)ﬂLyayf}(o,O)Jr

1
+ 5 [x2 Bucfl(0.0) + 20 Bunf| g gy + 37 O | (070)] . 4.77)

Usando procedimento andlogo ao usado no caso de Schwarzchild para escrever —Wg. Obser-

vando a equagdo (4.51)) e escrevendo de forma genérica o angulo ¥ como

A\ 12
Y = arcsin [bu (1 — e — ﬁ) ] . (4.78)

Pode-se expandir ¥ apresentado em (4.78)) de acordo com (4.77)) e usar o artificio para reescre-
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ver —Wg. Apds algumas manipulacdes

Wr—Ws = [arcsin(bug)+ arcsin (bug) — m] —

_ brg ug? n us? _
2 [ V1= (bug)> /11— (bus)?
bA 1 bA 1

" Gur (1— (bur))2  bus (1— (bus)?) 2

L bur (—14+20%ug) [ 50 2rA | A? N
8 (1— (bug)2)32 %87 3ug  oud
L bus (C1H26%) [ 2rA A2)
8 (1—(bug)?)32 8" 3ug ' 9ul
+ O(r3:rgAs A?). (4.79)

Expandindo o integrando e fazendo a integracdo de cada termo e considerando que bug < 0 e

bur < 0 na equagdo (4.72). Ap6s algumas manipulagdes é possivel obter @gs, a saber

Oors = m—arcsin(bug) — arcsin (bug) +

N r_g{l—(bu,e)/z 1—bu5221+

b [ (1= (bug)?)'/2 "~ (1— (bug)?)!/?
+ Ab3 I,tR +

6 (1_(buR) )1/2 (1— (bus) )1/2

Argb [ 2—3(bug)* 2 —3(bus)? } 2

o(r;, A 4.80

T {(1—(buR)2)3/2 (1— (bus)?)3/2 +0(rg, A?). (4.30)

Com isso pode-se construir o 0. Somando as equagdes (.79) e (4.80). A saber

o = ¢ [\/1—(buR)2+\/1—(bus)2} -
b [ /1= (bug)? \/1— buS ]+

6 UR

1 1

\/l—buR \/l—bus

Este é o angulo de deflexdo para distancias finitas no limite fraco para a métrica de Kottler que

n Argb

+0(rg, AY). (4.81)

nao ¢ assintoticamente plana. Observe que o diverge para bur — 0 e bug — 0, mas as distancias
apesar de grandes sao finitas.
Antes de analisar um caso assint6tico € interessante apresentar outra geometria que

também ndo € assintoticamente plana. Em [5] € apresentada a métrica conforme de Weyl, cujo
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elemento de linha é

1
dS2 = —A(}")dl’z—l—md}”z+r2d92+r281n(9>2d¢2
r
2
A(r) = 1—3m}/——m—|—yr—kr2
r
m = w (4.82)

Usando o mesmo procedimento adotado no espago de Kottler pode-se encontrar apds a expansao

e omitindo o termo de 72, pois a contribuicdo é igual a da constante cosmoldgica, com isso

Y —¥s = arcsin(bug)+ arcsin (bug) — 1w —
- mb[ g + s ]—l—
(1= (bup)®)'/> (1 (bug))!/?
SR S -
2 L(1=(bug))'/2 (1= (bug)*)'/?

my {buR(Z — (bug)?)  bus(2— (b”S)Z)] + O(mz, 72) (4.83)

2 [ (1= (bug)?)> (1= (bus)?)3/
Observe mais uma vez que se as distancias da fonte e do observador tendem ao infinito, entdao
Wr — Wy diverge, mas isso ndo € problema pois as distancias sdo grandes porém finitas. Agora
no mesmo contexto que foi empregado para o espaco de Kottler pode-se computar @rs nessa

métrica, a saber

ors = 7 —arcsin (bug) — arcsin (bug) +
+ ﬂ |: 2—(buR 2 2—(bu5)2 } B
b | (1—(bug)®)1 /2~ (1— (bug)?)!/2
by 1 1
2 {(1 — (bug)?)1/? + (1— (bus)z)l/Z} +
my (bug)? (bug)?
T2 [(1 — (bug)?)3/2 + (1— (bus)2)3/2] +0(m?,7°). (4.84)

De posse das equacdes (4.83)) e (4.84) pode-se computar o angulo de deflexdo . A saber

o = 27’” {\/1 — (bug)? +/1 - (bus)z} -

bu bu
- [(1 - (bu2)2)3/2 - (bu§)2)3/2] +0(7,m’) (4.85)

De posse do angulo de deflexdo o pode-se estudar o limite da fonte e observador muito longes

da lente gravitacional para os dois casos acima. Observe que no caso do espaco de Kottler, o
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angulo de deflexao torna-se

2y Ab (1 1\  Argd
e Ab T , 4.86
T (uR+uS>+ 6 (4.86)

O trabalho [5] sugere que este seja o resultado corrigido. J4 no caso da no espaco de Weyl essa

aproximacao o angulo de deflexdo fornece
ar—. (4.87)

Com isso o artigo apresentou uma generalizacdo da utilizacdo da métrica 6tica para mensurar
o angulo de deflexdo da luz para distancias finitas tornando possivel para espacos que nao sao

planos no infinito.

4.3 Angulo de Deflexiio da Luz considerando distincias finitas na geometria de Ellis
Wormbhole.

Esta se¢do tem como objetivo mostrar resultados obtidos neste trabalho sobre a
aplicagdo da metodologia desenvolvida em [5] que foi apresentada na secdo[.2]para a geometria
de Ellis Wormhole fornecida pela métrica de (4.32)

ds> = —dt* +dr* + (r2 + czz)de2 + (1”2 +Clz) sin 92d¢2-

Observe que essa geometria ndo € do tipo |i devido ao fator (r? 4 a?) multipli-
cando o elemento de angulo sélido. Cabe aqui fazer uma transformagdo de coordenadas para
que seja possivel calcular o angulo de deflexdao da luz por meio de metodologia de [5]] que foi

apresentada acima. Para isso, tome a seguinte transformacgdo de coordenadas:
t=1, r=r-d, 06=0, ¢=70. (4.88)

Com isso pode-se calcular o Jacobiano da transformacdo de coordenadas e ver a condi¢do que

a coordenadas tem que obedecer para que ele seja positivo.

1 0 00
B 2\ —1/2
J= g ( (a/0r> ) (1) g = (1—(a/P?) " £057>a (4.89)
0 0 0 1

Como o Jacobiano € diferente de zero pode-se calcular os componentes do tensor métrico no

sistema de coordenadas x* por meio da relagio

Sy = §”xp§vx0 gps onde, (gu = %) ) (4.90)
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Calculando cada componente do tensor métrico pode-se escrever o elemento de linha no sistema

de coordenadas x. ApOs retirar as barras das coordenadas o elemento de linha torna-se
ds? = —di® + (1 —(a/r)?) " drP+PdQ>. 4.91)

Observe que essa transformacdo forneceu uma forma esférica e estitica para a geometria de
Ellis. Agora pode-se aplicar a metodologia de [5].

O primeiro procedimento adotado aqui serd descobrir quem € ug, que € o inverso
da distancia de maior aproximacao da trajetoria do raio luminoso e a lente gravitacional e o
centro do wormhole de Ellis. Usando a equacao (4.59) para a geometria fornecida por e

igualando F(u) a zero, obtém-se
F(u)=d* (1/p* —?) (1/a* —u*) = 0. (4.92)

Combinando as raizes da equacao com o fato do jacobiano ser positivo se encontra
que a raiz possivel para o jacobiano ser positivo é uy = 1/b. De posse do ug pode-se buscar
as outras quantidades que compde o angulo de deflexdo da luz & que € fornecido pela equagdo
(4.62).

Usando a equagio (4.51), o fato de sin (x — ) = sin —x, e a equagdo (4.81)),

Y — Wy = arcsin (bug) + arcsin (bug) — 7. (4.93)

Para obter a forma do angulo de deflexao da luz falta computar @gs, que € funcio direta de uma
integracdo que tem como primitiva a Funcdo Eliptica do Primeiro Tipo Imcompleta represen-

tada por EllipticF(x|m).

bd b b2
/ Jio azuzx;tl 77 a EllipticF (arcsin(au) | a_z) . (4.94)

Como pelo fato de |, Cf’ dxdf/dx = f(b) — f(a) o angulo de deflexdo da luz para a geometria de

Ellis wormhole é

o = arcsin(bug) + arcsin(bug) — T +

+ 2b EllipticF | arcsin(a/b) | L
- 1pta mla - | —
a P a2

b b? b?
- [EllipticF (arcsin(auR) | ;) + EllipticF (arcsin(aug) | ;)} . (4.95)

Este resultado € analitico e depende diretamente do inverso das distancias entre observador e

lente gravitacional e entre a fonte e lente gravitacional além de depender do raio da garganta do
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wormhole, a, e da menor distancia da trajetéria até o centro do wormhole.

Agora € interessante que se encontre esse valor de forma aproximada e comparar
com o encontrado na literatura. Tome o caso em que a < b, ou seja, a trajetdria do raio luminoso
passa bastante longe da garganta do wormhole. Neste limite, pode-se fazer uma expansao em

Série de Taylor de F (u)_l/ 2 com ordens de a em 0 e integrando com relacio a u obtém-se

bdu a’
/ = arcsin(bu) + — (arcsin(bu) —bu/1— b2u2> +
V1 —a2u?/1— b2 4b (4.96)

(varesin(bu) — 3bun/1 = b2 (2672 +3) ) + 0 () .

Neste limite o angulo de deflexdo da luz torna-se

&
64D

o = ra’ + 9a' _
42 64b?
&2
- (arcsin(buR) —bukm) _
4
- <9arcsin(buR) —3bug /1 — b2ug? (2b2uR2 +3)> B
2
_ Zﬁ (arcsin(bus) —busm> _
a 5
- 6Lﬂ(9m“m“““)_3mﬂvﬂi:ﬁ;?(ﬂ9%2+3n'*0(2:>~ (4.97)

Considerando que tanto a fonte quanto o observador estdao muito distantes da lente gravitacional

de modo que bur < 1 e bug < 1, o angulo de deflexdo da luz torna-se

2 4
(x::gg§4—ég%z. (4.98)
Observe que esse resultado difere do resultado obtido pela equacio (4.41)), onde foi utilizada a
metodologia de que envolve o teorema de Gauss-Bonnet porém foi feita a aproximagao de linha
reta. O resultado apresentado em (4.98)) estd de acordo com a literatura como em [30] e [31].
Isso faz com que a solugdo analitica (4.83) seja consistente com a literatura e seja mais precisa

que a solucao obtida em (4.41]).

4.4 Angulo de Deflexdo da Luz considerando distancias finitas. Implicacdes no forma-
lismo PPN e na solucao tipo Schwarzchild com modelo de Bumblebee.

Durante os estudos sobre o angulo de deflexdo da luz devido a um campo gravi-
tacional foi possivel investigar e obter resultados sobre a deflexdo da luz no caso da métrica
de Schwarzchild e as implica¢des no formalismo parametrizado pds-newtoniano (PPN) e na
solugdo tipo Schwarzchild com quebra de simetria de Lorentz por meio do modelo de Bumble-

bee.
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Como ja foi deduzido no capitulo 2 e ja foi apresentado na equagdo (4.63)), a métrica
de Schwarzchild é

—1
ds? — — (1 _ r_g) d? + (1 - r—g) dr? + 12d6* + 12 sin 62d¢>.
r r

Em 2018 foi encontrada uma solucdo exata de uma geometria tipo schwarzchild com quebra de
simetria de lorentz por meio do modelo de bumblebee, essa solugdo foi apresentada em [32] e €
apresentada por

dszz—(l—rf) >+ (1+1) (1—%)_]dr2+r2d£22. (4.99)

Onde r, continua sendo o raio de schwarzchild e / € diretamente proporcional a norma quadrada
do campo de bumblebee. Observe que essa métrica nao € assintoticamente plana, pois quando
para r muito grande, a métrica ndo se torna a de minkowski devido ao termo (1+-1).

Desde o surgimento da Teoria da Relatividade Geral, varias outras teorias surgiram
como tentativas de modifica-la. Essas teorias e a Teoria da Relatividade Geral tem em co-
mum que o campo gravitacional se manifesta por meio da deformacgdo do espaco-tempo. Essas
teorias possuem uma solucdo para um espago-tempo estdtico e esfericamente simétrico simi-
lar a solu¢do de Schwarzchild, a tnica diferenca € a presenca de coeficientes numéricos, um
modo conveniente de discutir essas teorias é acrescentando dois parimetros 3 e 7, a métrica de

Schwarzchild modifica-se do seguinte modo

r

Nl% to

—1
dst = [1-242(B -5 |at+ (1-y2) ar+ 202 (4.100)
r r

=N

Para a Teoria da Relatividade Geral, B = y = 1. Chama-se a inclusdo desses pardmetros como
formalismo pds-newtoniano parametrizado (parametrised post-Newtonian formalism). Alguns
autores gostam de tratar os testes da Teoria da Relatividade Geral para a métrica (#.100), ou
seja, adotando o formalismo PPN e com isso obter as previsdes tedricas em funcio desses
parametros.[33]]

O angulo de deflexdo da luz também € estudado no formalismo PPN e o parametro
Y estd diretamente relacionado com o angulo de deflexdo da luz. Este formalismo pode ser
encontrado em [9]. Um artigo que apresenta o angulo de deflexdo da luz por esse formalismo
€ [34]]. Tomando a distancia angular mensurado pelo observador entre a lente gravitacional e a
fonte seja nula, o angulo de deflexdo da luz considerando as distancias muito grandes, torna-se

a:%’(Hy). (4.101)

A equacdo acima também pode ser vista em [6].
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Com isso pode-ser feito o estudo do angulo de deflexdo da luz com a metodologia
apresentada por [5]] que considera distancias finitas tanto do observador como da fonte.

Antes de calcular o dngulo de deflexdo da luz para distancias finitas no caso de
Schwarzchild € interessante calcular algumas quantidades importantes que o compde. Como ja
foi apresentado antes, o F(u) que foi definido de acordo com a equagdo (4.74),

1
T

3

F(u) —u o’

E conveniente calcular uma quantidade que compde @gg, essa quantidade pode ser encontrada
na expressao do angulo de deflexdo da luz para distancias de fonte e observador muito dis-
tantes onde o angulo de deflexdo, o, € dado por (4.71). Escrevendo as funcdes em temo das
primitivas,

oo = 2F (up) —2F(0) — 7, onde F(u (4.102)

12 em rg € integrando encontra-se uma forma

Fazendo a expansdo em séries de Taylor de F'(u)

pra F(u), a saber

_ re b2l —2 g
F(Lt) = CerSll’l(bl/l) + %\/ﬁ + 0 ﬁ . (4103)

Como € conhecido da literatura, o angulo de deflexdo da luz no caso de observador e fonte
estejam muito distantes da lente gravitacional o dngulo de deflexao da luz é o = 2r,/b. Com-

binando este fato com a equacdo a cima pode-se mensurar F(ug) até primeira ordem utilizando
a equacdo (4.102). A saber

2
2F(up) = T+ O (%) (4.104)

Desse modo, pode-se estudar o angulo de deflexdo para distancias finitas. Agora cabe escrever

todas as partes que compdem o angulo de deflexdo. O angulo de deflexdo da luz em termo de

F(up), pode ser dado utilizando a equacdo (4.72), a saber
o = (2F(ug) — ) — F(ug) — F(us) + P+ ¥s. (4.105)

Assim, basta utilizar as equagoes (4.75), (@.103)) e (@.104)) e obter o dngulo de deflexdo da luz

na métrica de Schwarzchild, a saber

2
_Ts 2 2 "s
a="% [\/l—bzuR—i—\/l—b%tS] +0 <ﬁ> . (4.106)

Observe que tomando bug < 1 e bug < 1, pode-se fazer a aproximagdo (1 +x)" ~ 1 4+ nx. Com
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isso a equacdo (4.106)) torna-se

2
_ ot _Tegp20 420 "s

Primeira consideracdo a ser feita com esse resultado é quando se compara com a equagao
(4.101) isso fornece
1
y=1-3 [Prug+bu3]. (4.108)

Este resultado € bastante importante, pois considerando apenas a métrica de Schwarzchild é
possivel obter um valor diferente de 7y, pois para a teoria da Relatividade geral esse parametro
seria igual a unidade, porém considerando distancias finitas o valor de y deixa de ser a unidade
e passa a depender das caracteristicas do sistema formado pelo observador, lente gravitacional
e fonte de acordo com a equagio ({.108).

Cabe agora analisar o sistema fonte, Terra, Sol e confrontar o valor experimental
de ¥ que pode ser visto em [35] com a equagdo (4.108). Observe que as fontes emissoras de
luz estdo muito mais distantes que a distancia Terra-Sol, definida como a unidade astrondmica,
neste caso serd considerado ug = 0. O parametro de impacto b serd tomado como o raio do
Sol. Os valores experimentais das quantidades necessdrias podem ser vistas em [36]. A saber
au = 149597870700(3)m e b = 6.9551(4)108m. Com isso pode-se mensurar o valor de ¥ como

1 (6.95514 108)2

— 1= — 1.00000. 4.109
T T 2 (1495978707003)2 (4109)

O que mostra que devido a precisdo dos dados, o ¥y devido ao angulo de deflexao

da luz para métrica de Schwarzchild com distincias finitas ndo influencia no valor obtido pela
Relatividade Geral, ¥ = 1. Esse resultado concorda com os valores experimentais de y que
podem ser vistos em [35,37,38].

De modo analogo ao que foi feito nesta se¢do pode-se fazer o estudo do angulo de
deflexdo da luz para a métrica tipo Schwarzchild com quebra de simetria de lorentz por meio
do campo de bumblebee, dado pela equagio (4.99),

ds? = — (1 - r—g) i+ (1+1) (1 - r—g)_l dr* + Q2.

r r

Cabe aqui ressaltar que essa métrica nao € assintoticamente plana o que legitima estudar o
angulo de deflexdo da luz considerando distancias finitas. Observa-se que o tnico componente
da métrica que muda com relagiio a métrica de Schwarzchild é o g, = (1+1)(1—a/r)~!. Neste
caso fica evidente que a tnica coisa que ird mudar é o F(u), pois ird ird aparecer um fator de
(1+1)"/2. Como no caso de I ser nulo, a métrica de Schwarzchild é recobrada, entio a equagio

(4.104) continua vdlida, s6 que a integrais serdo multiplicadas por (1 + l)l/ 2x~1+1/2. Com
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isso o angulo deflexdo da luz torna-se

o= (1 + é) 2F (ug) — (1 + é) [F(ur) +F(us)] + Vg + Vs — 7. (4.110)

Tomando s6 os fatores de primeira ordem € fécil obter

2
_ sl e Y B - Ts 4Ts
o= [\/1 b uR+\/1 b us} + > 2(arcsm(buR)+arcsm(bus))+0 bz’lb .

4.111)
Acreditamos que esse seja o valor correto para o caso tipo schwarzchild com campo de bumble-
bee. O que pode parecer estranho € o fator [7/2, pois parece que ele independe do pardmetro de
impacto o que pode gerar o falso resultado que mesmo para a lente muito distante do observador
e da fonte o angulo de deflexdo da luz seja ndo nulo. Porém observe que no limite de observador
e fonte muito distantes da lente, b =~ rg = rg, de acordo com a figura

Figura 17 — Representacdo do tridngulo embebido no limite da lente gravitacional muito
distantes do observador e da fonte.

R

'r

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dado o limite, o dngulo de deflexdo da luz torna-se nulo, pois o termo de schwarz-
child torna-se nulo e arcsin 1 = /2, desse modo,

nl |l /m =&
_m_Lm omy 4.112
*=3 2<2+2> 0 @.112)

O que € o esperado, pois se a lente gravitacional estd muito distante do subsistema observador-
fonte espera-se que a deformacdo do espago-tempo devido a lente gravitacional nesse subsis-
tema seja muito fraca, ou seja, quanto mais longe esteja a lente desse subsistema mais fraca
deve ser a deformacdo do espaco tempo no subsistema. Com isso, considerando o limite da

lente muito distante do subsistema espera-se que o angulo de deflexdo da luz seja nulo.
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5 CONCLUSAO

O desenvolvimento do presente estudo possibilitou apresentar uma metodologia de
calculo da deflex@o da luz causada por uma lente gravitacional que foi baseada em [8]] e [5]. Para
que fosse possivel abordar essa metodologia foi preciso apresentar as equagdes que fornecem
a dindmica do campo gravitacional, apresentar algumas solugdes de interesse e apresentar uma
generalizacdo do Principio de Fermat para um espago curvo estatico e esfericamente simétrico,
todo esse desenvolvimento se encontra no segundo capitulo. Além disso, foi necessario apre-
sentar alguns conceitos essenciais de geometria diferencial para que pudesse ser apresentado e
demonstrado o teorema de Gauss-Bonnet tanto na sua forma local como global.

O quarto capitulo foi reservado para apresentar a metodologia de calculo da deflexdao
da luz que consistiu em associar a métrica optica de um espaco tempo estdtico e esfericamente
simétrico a uma métrica induzida por uma superficie em um espaco euclidiano tridimensional.
Com essa associacao foi possivel tratar os raios luminosos como curvas no espaco tridimensio-
nal de acordo com o Principio de Fermat e utilizar o teorema de Gauss-Bonnet. Na peniltima
secdo do capitulo 4 foi possivel investigar o angulo de deflexdo da luz para a geometria de El-
lis wormhole para distancias finitas. Nesta investigacdo encontrou-se uma forma analitica para
o angulo de deflexdo da luz em termo das distancias finitas. Quando foi tomado o limite de
distancias muito grandes para a solucao encontrada foi visto que no limite dos raios luminosos
passando muito distantes da garganta do wormhole o angulo de deflexdo da luz

na®>  9a*
~ 2 T eant
€ consistente com o obtido para a mesma geometria, mas com a utilizacdo de outros métodos
de investigacdo e isso reforca a validade da solucio encontrada.

Na altima secdo do capitulo 4 foi apresentada a investigagc@o que consiste em estudar
o angulo de deflexdao da luz com distancias finitas para o espaco de Schwarzchild e com isso foi
apresentada uma forma para o parametro Y diferente da unidade para a Teoria da Relatividade
Geral, em termo das distancias do sistema Lente-Observador-Fonte,

1
y=1-3 [b?uf + b*ug] .

Além disso, foi estudado o angulo de deflexdo da luz para a solucdo tipo Schwar-
child acoplado com o campo de bumblebee que € responsdvel pela quebra espontinea de sime-
tria de Lorentz. Neste estudo, foi considerado distancias finitas devido ao fato dessa solugao

ndo ser assintoticamente plana. Com isso foi aplicada a metodologia de [3]] e foi visto que o
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angulo de deflexdo da luz tomou a forma

2

o= ’;?—g {\/1 — b2 + \/1 - b2u§] + %l - % (arcsin (bug) + arcsin (bus)) + O %,l%’
acredita-se que este seja o resultado correto para esta solucao e como foi visto mesmo com o
fator Im/2 ndo sendo func¢do do pardmetro de impacto, o outro termo que possui / cancela o
termo independente no limite da lente muito distante do subsistema observador-fonte, o que
¢ esperado, pois quanto mais longe a lente gravitacional do subsistema observador-fonte mais

fraca sdo os efeitos gerados no subsistema devido a ela.

Como perspectivas futuras, busca-se expandir este estudo para o campo da cosmo-
logia, buscando maneiras de aplicar essa metodologia para as métricas que tentam modelar o
universo como a métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker e para teorias F(R) e teoria
da gravitacdo de Brans-Dicke.
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APENDICE A - IDENTIDADE SOBRE TRIANGULACOES

Um esboco de demonstragao pode ser dado pelo método de indugao. Para cada caso
que aparecerd sera retirado um triangulo da triangulacao e a identidade continuara sendo vélida
de acordo com a hipétese de inducao.

Dada uma triangulacdo a identidade 3F = 2A; + A, € verdadeira. Por indugdo, tome
a triangulacao formada por um triangulo, este caso F =1, A; =0 e A, = 3, logo ¢ verdadeiro.

Agora € necessario dividir em casos e usar a hipotese de inducao. A hipétese con-
siste em que se for verdadeira a identidade para uma triangulacdo com um tridngulo a menos,
também vale para a triangulagdo original.

Caso 1: O triangulo retirado tem apenas um vértice em comum com outro tridngulo,

de acordo com a figura 1. Usando linha a triangulacdo sem um tridngulo (F’,A},Al) e sem linha

Figura 1.
para a triangulagdo original(F,A;,A,) é facil ver que F' = F — 1, A} = A; e A, = A, — 3, logo
3F' =2A +A, — 3F =2A; + A,

Caso 2: O tridngulo retirado tem uma aresta em comum com outro tridngulo, de acordo com a

figura2. Assim F' =F — 1, Al =A;—1,A, = A, —2+1, logo
3F =241+ A = 3F = 2A; + A,

Caso 3: O triangulo retirado tem duas arestas em comum com a triangulagdo, de acordo com a
figura 3. Assim F/ =F — 1, Al =A;—2,A, =A,—1+2,logo

3F' =2AI+ A, — 3F =24, + A,
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Figura 2.

Figura 3.

Caso 4: O triangulo retirado tem trés arestas em comum com a triangulac¢do, de acordo com a
figura4. Assim F/ =F — 1, Al =A; -3, A, = A, +3, logo

Figura 4.

3F =241+ AL — 3F =24, +A.

E com isso a demonstragdo esta completa, e a relacdo € verdadeira para qualquer triangulagao.
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