UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA - UFC
CENTRO DE CIENCIAS
CURSO DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

DAMIAO JUNIO GONCALVES ARAUJO

EQUACOES DIFERENCIAIS ELIPTICAS
NAO-VARIACIONAIS,
SINGULARES/DEGENERADAS:
UMA ABORDAGEM GEOMETRICA

FORTALEZA
2012



DAMIAO JUNIO GONCALVES ARAUJO

EQUACOES DIFERENCIAIS ELIPTICAS
NAO-VARIACIONAIS,
SINGULARES/DEGENERADAS: UMA
ABORDAGEM GEOMETRICA

Tese submetida & Coordenacao do Curso de
Pos-graduacao em Matemética da  Universidade
Federal do Cearé, como requisito para obtengao do grau

de Doutor em Matemética.

Area de concentacao: Anélise Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Eduardo Vasconcelos Oliveira

Teixeira.

FORTALEZA
2012



Dados Internacionais de Catalogacao na Publicagao
Universidade Federal do Ceara

Biblioteca do Curso de Matemaética

A668e

Aratjo, Damiao Jinio Gongalves
Equagoes Elipticas Nao-Variacionais Singulares/Degeneradas: uma abor-
dagem Geométrica/ Damido Junio Gongalves Araijo. -2012.

83f. : il. color., : enc. : 31 cm

Tese(doutorado) - Universidade Federal do Cearé, Centro de Ciéncias, Depar-
tamento de Matemaética, Programa de Pos-Graduacao em Matematica, Forta
leza, 2012.

Area de Concentracao: Analise Matematica

Orientacao: Prof. Dr. Eduardo Vasconcelos Oliveira Teixeira.

1. Analise matematica. 2 Equacoes diferenciais parciais. 1. Titulo

CDD 515




il

Dedicado a Oslenne.



"E preciso forca pra sonhar e perceber que a

estrada vai além do que se vé.”

Marcelo Camelo.

v



Agradecimento

Agradego & Deus pela forca e perseveranca que tem me dado para que eu pudesse
concluir mais uma etapa da minha vida.

Aos meus pais Jilio e Lourdes pelo amor, carinho e educagao dados ao longo dos
anos. As minhas irmas Jane Kelly e Janielly pelo companheirismo e pelas dificuldades
compartilhadas desde o inicio de nossas vidas.

A minha amada esposa Oslenne, pelo apoio, incentivo, confianca, paciéncia e acima
de tudo pelo o amor recebido.

A todos os amigos que a vida me proporcionou e que foram importantes para que
tudo isso tenha se realizado: Flavio, Jocel, Junior Nano, Erasmo, Rondinelle, Wilson,
Michel, Gleydson, Marcelo Carvalho, Juscelino, Allana, Vinicius, Rodrigo, Edilberto,
Mauro, Wesley, Kelton, Jonatan, Nasareno, Isaias, Tiarlos, Chaves, Joao Vitor, Jobson,
Luiz Antonio, Fabiana, Disson, Adriano, Marcelo Dario, Joao Francisco, Tiago e Ernani.

A todos os professores que estiveram presente em minha vida académica, em especial
aos professores Mério, Humberto, Conceicao, Fco. Eduardo, Ricardo, Wilson, Paulo
Cézar, Diego, Silvano, Fabio, Abdénago, Caminha, Marcos Melo, Levi, Alexandre, Jorge
Herbert, Joao Lucas e a minha orientadora de mestrado Bianca Calsavara.

Ao meu orientador e amigo Eduardo Teixeira, pelos conselhos e ensinamentos nao
necessariamente matematicos, importantes para o meu amadurecimento profissional e
pessoal.

Aos professores Fabio Montenegro, Diego Moreira, Boyan Sirakov e José Miguel
Urbano, pelas sugestoes dadas e pela disponibilidade para participarem da banca
examinadora.

Aos funcionarios do departamento de matematica, em especial a Andrea Dantas.

A Coordenacio de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES) e
o Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnologico (CNPq), orgaos

financiadores.



Resumo

este presente trabalho, faremos o estudo de importantes propriedades geométricas
Ne analiticas de solucoes de equacoes diferenciais parciais elipticas totalmente
nao-lineares do tipo: singulares e degeneradas. O estudo de processos de combustao
que se degeneram ao longo do conjunto de anulamento da densidade de um gas, um
caso particular de problemas do tipo "quenching", apresentam em sua modelagem
equacoes singulares que estao descritas neste trabalho. Nesta primeira parte iremos
obter propriedades de uma solucao minimal, que vao desde o controle completo 6timo,
até a obtencao de estimativas de Hausdorff da fronteira livre singular. Por fim, iremos
obter a regularidade 6tima de solugoes de equagoes em que suas propriedades de difusao
(elipticidade) se deterioram na ordem de uma poténcia do seu gradiente ao longo do

conjunto em que tal taxa de variacao se anula.

Palavras-Chaves: estimativas otimas, regularidade de solugoes, EDPs elipticas

singulares, EDPs elipticas degeneradas, estimativas Hausdorff.
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Abstract

n this work we study important geometric and analytic properties to solutions of fully
Inonlinear elliptic partial differential equations, both singular and degenerate types. The
study of combustion processes that degenerate along the null-set of the density of a gas,
a particular case of quenching problems, present in their modeling, equations described
in this work. In this first part we obtain properties of a minimal solution, since the
complete optimal control until the Hausdorff estimates of the singular free boundary.
Ultimately, we obtain the optimal regularity to equation solutions where their diffusion
property (elipticity) deterorate in a power of their gradient along the set where such rate

of variation nullifies.

Key Words: optimal estimates; regularity of solutions; singular elliptic PDEs,
degenerate elliptic PDEs, Hausdorff estimates.
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Introducao

Conteudo
Uma abordagem geométrica . . . . . . . . . . ... 3
Continuidade 6tima do gradiente . . . . . . . . . .. ..o )

A busca por propriedades intrinsecas de solugoes de equacoes diferenciais parciais, se
torna uma tema relevante desde a fundacgao da teoria de analise moderna de EDPs,
por volta do século XVIII. Tal estudo se torna necessario na modelagem mateméatica de
fenomenos que sao governados por equagoes diferenciais parciais de segunda ordem.
Como parte central no desenvolvimento desta teoria, destacamos a busca de um
modulo de continuidade universal de solucoes de tais equagoes. Dentro dessa tematica,
temos a teoria de DeGiorgi-Nash-Moser para equagoes da forma divergente, onde
encontramos a obtencao do moédulo universal de continuidade para solugoes da equacao
linear homogénea Lu = 0. Outro avanco destacéavel, esta na teoria de regularidade para

solugoes de viscosidade de equagoes uniformemente elipticas nao lineares,
F(D*u) =0 (1)

que atraiu a atencao da comunidade matematica nessas ultimas trés décadas. E sabido
que solugoes da equagao homogénea (1), sao localmente de classe Ch* para um expoente
universal «y, isto ¢, que depende apenas das constantes N-dimensao e A, A-constantes de
elipticidade, veja [3]. Caso nenhuma hipotese estrutural seja imposta para o operador F,
a regularidade Ch® ¢ de fato 6tima, veja [31,32] e [33]. Sob hipétese de concavidade ou
convexidade em F, um teorema devido a Evans e Krylov, estabelece que solucoes sao C>%.

A teoria de regularidade para o caso nao-homogéneo

F(X,D*u) = f(X) (2)
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naturalmente se torna um caso mais delicado. Como consequéncia, solugoes de tais
equacoes podem nao ser tao regulares quanto as do caso homogéneo. Em um trabalho
inovador, Caffarelli [6], estabelece estimativas WP a priori para solugoes de (2), onde
f € LP, com p < N-dimensao, adicionando ao operador F uma hipétese do tipo VMO para
seus coeficientes. Recentemente, E. Teixeira em [44], fornece um modulo de continuidade
universal 6timo para equagoes totalmente nao-lineares de coeficientes variaveis, baseado

nas propriedades de fraca-integrabilidade que o potencial f em (2) pode assumir.

Apesar da distinta importancia dos avancos citados acima, um grande nimero de
modelos matematicos, que envolvem operadores cuja elipticidade se degenera ao longo de
uma regiao desconhecida a priori, que depende de sua propria solugao. Tais modelos sao
chamados de problemas de fronteira livre. Esta degradacao eliptica proxima dessa regiao,
requer o uso de uma teoria de regularidade pra solu¢oes mais sofisticada do ponto de vista
matematico.

Por exemplo, o processo de combustao de um géas em uma certa regiao, pode ser

descrito matematicamente pelo seguinte problema de fronteira livre:

u® - F(Du) = 1 em {u>0} )
u=|Vul = 0 em o{u>0}

para 0 < 0 < 1, onde F representa o processo de combustao e u a densidade do géas.
Observe que o processo de combustao se deteriora na regiao onde a densidade do gas é

nula.

Fig. 0.1: Processo de combustédo de um gés.

Podemos observar que solucoes dessa equacio ja nao podem ser CZ, pois sua hessiana se

torna ilimitada proxima da fronteira livre singular o{u > 0}.

De uma forma geral, iremos desenvolver neste presente trabalho, uma abordagem

geométrica para equagoes elipticas totalmente nao-lineares singulares/degeneradas do tipo

L(X,u,Du, D*u) ~ 1, (4)
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onde veremos que a magnitude da singularidade/degenerescéncia da equagao acima, reflete

diretamente nas propriedades geométricas das solugoes proximo a fronteira livre singular.

De acordo com a teoria desenvolvida neste trabalho, o mesmo fora dividido em duas

partes, que serao tratados de forma preliminar nas proximas secoes.

Uma abordagem geométrica

O objetivo maior desta primeira parte, ¢ estudar finas propriedades geométricas de

equagoes elipticas nao-variacionais singulares da forma:

u - F(DAW) ~ Xusg em Q

()
u = f em 0Q),

onde Q C RN, para N > 2 ¢ um dominio Lipschitz e limitado,f uma funcao dada continua,
nao negativa e limitada. O operador F é assumido uniformemente eliptico e por fim,
0 < 0 <1 ¢ a constante que indica o grau de singularidade que envolve a equagao (5).

Voltando ao inicio desta introdugao, mas precisamente para a equagao (3), vemos que
tal modelagem possui uma estrutura equivalente a equagao singular acima, dai podemos
ter uma no¢ao da importancia (em diversas areas cientificas) dos resultados matematicos
que estao por vir.

A teoria variacional, F(M) = Trago(M), para o problema de fronteira livre (3)
¢ atualmente bem compreendida. Ela estd associada a minimizagao de funcionais

nao-diferenciaveis da forma:
1
J §|Vu(X)|2 + u(X)YdX — min. (6)

Veja, por exemplo (2,34, 35| e [47]. O problema acima é bastante diferente daquele
tratado no cléassico trabalho de Crandall, Rabinowitz e Tartar em [13]. Este tltimo fora
recentemente estudado numa versao totalmente nao-linear em [17].

Mais do que obter resultados relevantes para este caso, foi percebido que esta
abordagem faz uma conexao com o estudo de problemas do tipo Obstaculo e Cavidade, até
entao tratados como problemas de origens distintas. O caso extremo y = 1, relacionado ao
problema variacional (6), representa o problema de obstaculo e foi estudado por Caffarelli
em [5]. Alguns anos depois, Alt e Caffarelli estudaram o caso y = 0, que relata o problema
de cavidade, em [1]. A versao totalmente nao-linear do problema de obstéculo tem sido

estudada em [30] por Lee e Shahgholian. Mais recentemente, o problema de cavidade
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nao-variacional foi desenvolvido por Ricarte e Teixeira em [37]. A tabela abaixo resume

o desenvolvimento da teoria para estes casos.

Casos Problemas Variacional Nao-variacional

vy =0 Obstaculo Caffarelli (1977)  Lee-Shahgholian (2001)
vy=1 Cavidade Alt-Caffarelli (1981) Ricarte-Teixeira (2011)

O delicado caso intermediario, quando 0 < y < 1, na versao totalmente nao-linear,
serd abordado neste presente trabalho, que traz novas e delicadas adversidades, como
exemplo, a nao homogeneidade da equagao satisfeita no conjunto de positividade {u > 0}

e a utilizacao de técnicas de blow-up sobre conjunto singular
F(u) =o{u>0}NnQ,

desconhecido a priori.

A falta de abordagens variacionais e de energia para este caso, geram dificuldades
significativas no problema em questao, e assim, solugoes nao-variacionais foram escolhidas
de um modo especial. De fato, uma vez que o problema de fronteira livre considerado
neste trabalho tem um carater nao-variacional, nao se pode usar a for¢a da linguagem
distribucional para configurar uma formulacao fraca do problema. Em vez disso,
empregaremos um esquema de perturbagao e assim obteremos estimativas uniformes com
respeito ao parametro de aproximacao €. Uma solucao para o problema de fronteira
livre totalmente nao-linear (5) sera portanto, obtida como o limite de aproximagcoes
apropriadas.

O primeiro grande problema a ser abordado para este caso, fica por parte da
regularidade 6tima para solugbes da equacdo (5). A busca por estimativas 6timas para
equacoes heterogéneas, Lu = f(X,u) é em geral, um caso delicado. Para o tipo de
singularidade estudado neste presente trabalho, ¢ importante notarmos que estimativas
6timas podem ser entendidas como equagoes invariantes (tangencialmente) por um tipo
de reescalonamento. Mostraremos na secao 2.3 deste trabalho que tais solugoes sao
localmente C"2v. Esse resultado fora somente obtido num tratamento variacional, para
minimizantes do funcional de Euler-Lagrange, veja [2,34,35] e [19, 20].

No capitulo 3, temos o segundo resultado destacével desta primeira abordagem, em
que solugoes minimas, isto €, solugoes obtidas a partir de uma adaptagao do método
de Perron, crescem precisamente como dist(X,§ (u))”ﬁ, que corresponde a taxa de
crescimento maximo permitido. Tal resultado implica numa geometria bastante restritiva
proximo a fronteira livre §F(u). Como consequéncia de nossa estimativa gradiente 6tima,

Teorema 2.3.1 e a taxa de crescimento 6timo, Teorema 3.1.2, uma solu¢ao do problema
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(5) esta "aprisionada” entre o grafico de dois multiplos da fungao dist(X, § (u))”ﬁ, isto
¢,

c - dist(X, F(w) v <u(X) < C-dist(X, F(w)' 2y, Xe{u>oh.

Devido as tais consideragoes geométricas, no capitulo 3.2 estabelecemos uma desigualdade
de Harnack homogénea para solugdes de (5) dentro de bolas, B C {u > 0}, onde B ¢
tangente & F(u). No capitulo 4, sob a adicao de uma hipotese estrutural do operador
F, estabelecemos estimativas Hausdorff da fronteira livre, em particular mostramos que
Xusonar € BV(Q), ou seja, {u > 0} é localmente um conjunto de perimetro finito. Ainda
nessa secao, mostramos que a fronteira reduzida tem H™ ' medida total. Os dois capitulos
seguintes fecham a primeira parte deste trabalho através da obtenc¢ao de uma solucao para

o problema de fronteira livre totalmente nao-linear (3) com propriedades geométricas e

analiticas desejadas.

Continuidade 6tima do gradiente
|

A segunda parte deste trabalho, realizada em conjunto com E. Teixeira e G. Ricarte,
tem como principal finalidade a obtencao de estimativas 6timas interiores para equacoes

elipticas degeneradas da forma:
H(X, Vu)F(X,D*u) =f(X) em B; C RN, (7)

onde f € L>(B;) e o operador H: B; x RN — R degenera com uma taxa comparavel a

uma poténcia da magnitude do gradiente, isto é,
Apl® < H(X, ) < Alpl%, (8)

para algum 6 > 0. O operador de 2% ordem F: By x Sym(N) — R na equagao (7) é
o responsavel pela difusao, ou seja, F é um operador uniformemente eliptico totalmente

nao-linear.

Em diversos modelos matematicos, a degenerescéncia eliptica ocorre ao longo do

conjunto singular:

S(u) :={X: Vu(X) =0},

de uma solucao existente. De fato, um certo nimero de equagoes elipticas degeneradas

tem seus graus de degenerescéncia comparados a

f(Vu)|D*ul ~ 1, (9)
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para alguma funcio f: RN — R, com Zero(f) = {0}. Assim, compreender o efeito
preciso sobre a falta de suavidade imposta pela equagdo modelo (9) nos guia a uma
melhor compreensao sobre a teoria de regularidade 6tima para uma quantidade razoavel

de operadores elipticos degenerados.

Uma rapida inferéncia na estrutura da equagao (7) nos revela que nenhuma teoria de
regularidade universal para tal equacio pode ir além da regularidade CH*, para o em (1).
De fato, o termo de degenerescéncia H (X, Vu) forga as solugoes a serem menos regulares
que solugoes do problema uniformemente eliptico proximo de seu conjunto singular. Esta
caracteristica particular indica que a obtencao de estimativas de regularidade 6tima para
solucoes de (7) nao deve seguir de técnicas de pertubagao. De fato, isto exige novas
ideias envolvendo uma interacao de equilibrio entre a teoria de regularidade universal para
equagoes uniformemente elipticas e o efeito de degenerescéncia atribuidos pelo operador
difusao (8).

Sob esta andlise estrutural, mostramos que uma solugao de viscosidade u, de (7)
s 1
¢ pontualmente diferencidvel e seu gradiente, ¢ localmente de classe CO™n% 5!, O

expoente 6timo de Holder-continuidade para o gradiente de solugoes,

1
[?) = min{oco_,m}, (10)

nos da precisamente a regularidade 6tima e universal de equagoes degeneradas do tipo
(7).

A originalidade do principal resultado apresentado nesta secao, esta precisamente na
obten¢ao do expoente de Hélder-continuidade 6timo do gradiente de uma solucao da
equagao degenerada (7), que por sua vez, ¢ uma importante informagao dentro de uma
quantidade de anélises qualitativas de EDPs, tais como anéalise de blow-ups, problemas
de fronteira livre, estimativas geométricas, etc. Ela é uma aquisicao extra-qualitativa em
relagdo ao recente resultado de Imbert e Silvestre, [21], onde foi provado que solugoes
de viscosidade de (7) s@o continuamente diferenciaveis. O logistica da prova de nosso
principal resultado foi inspirado pelos recentes trabalhos de Teixeira, [43,44] e [45].

Toda essa abordagem estd compreendida no capitulo 6 e se encontra organizada da
seguinte forma: Na secao 6.1 iremos apresentar o principal resultado relativo a segunda
parte deste trabalho. Na secao 6.2 iremos expor algumas implicagoes que esse resultado
tem em relagao a resolucao de alguns problemas em aberto bastante conhecidos na teoria

de regularidade eliptica. A prova do Teorema principal esta desenvolvida nas sec¢Oes finais.



Capitulo

Preliminares

Conteudo
1.1 Notagoes . . . . . . . .« L e e e 7
1.2 Solugoes no sentido da viscosidade . . . . . . . . . ..o 9

este capitulo, iremos prescrever algumas defini¢oes, observagoes e resultados que,
Nimprescindivelmente serao utilizados no decorrer deste trabalho. Desta forma,
partiremos das notacoes que serao empregadas, passando pela nocao de solugao no sentido
da viscosidade para equacoes elipticas totalmente nao-lineares, indo até a uma breve
apresentacao de algumas defini¢oes relativas a teoria geométrica da medida, que tera
sua linguagem fortemente utilizada no capitulo 4. Embora nao haja um rigor enquanto a
demonstracao de tais resultados, todos serao devidamente referenciados para uma possivel
leitura detalhada. Indicaremos a leitura dos capitulos iniciais da tese de doutorado de
G. Ricarte em [36], para um estudo preliminar da teoria de equagoes elipticas totalmente
nao-lineares. Para uma leitura mais detalhada sobre a teoria geométrica da medida,

recomendamos a dissertacado de mestrado de J. Silva, veja [40].

1.1 Notacoes

No presente trabalho, iremos fazer uso da notacao padrao utilizada na literatura
classica. As equacoes e problemas estudados aqui serao modelados no espago euclideano
N-dimensional, RN. Denotaremos Q como um dominio limitado em RN. Para um
dominio @ C RN, 90 sera entendido como o bordo do dominio @. De maneira usual,

Xo serd a fungao caracteristica do conjunto O. A bola aberta de raio r > 0 centrada
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no ponto Xy serda denotada por B,(X,). Usualmente, a bola de raio r, centrada na
origem sera escrito simplesmente como B,. Além disso, para cada k > 0, iremos denotar
kB, (Xo) := Bir(Xo). J& o produto escalar usual em RN sera representado por (-,-) . Dado
um vetor & = (&;,---,&n) € RN, sua norma euclideana sera denotada por |&] := m
O produto tensorial & ® 1 denota a matriz cuja entradas sao dadas por &; onde,
1 <1,j < N. Para o traco do produto entre duas matrizes A = (Aij)nxn € B = (Byj)nxn,
denotaremos

traco(A - B) := Ay;By;. (1.1)

Para uma fungao u: Q — R, seu gradiente e sua Hessiana em um ponto X € Q serao

denotados respectivamente por
Vu(X) = (u)i<j<a e D*u(X) = (d5u)1<ij<a,

onde dju e Oyu representam a j-ésima derivada direcional de u e a i-ésima derivada
direcional de 0ju, respectivamente.

O espaco de todas matrizes simétricas N x N sera denotado por Sym(N). Um operador
F: Q x Sym(N) — R é dito uniformemente eliptico, se existem duas constantes positivas
0 < A < A tais que, para cada M € Sym(N) e X € Q,

AV < FIX, M+ N) = F(X, M) < AN, VN >0. (1.2)
Equivalentemente, um operador (A, A)-eliptico pode ser definido sob a seguinte condicao:
F(X, M+ N) < F(X, M)+ AN = AN | (1.3)

para todo x € Q e M, N € Sym(N), onde ||N*|| representa o maximo da parte positiva
dos autovalores de NV, e [|[N~|| = ||(—=N)"||. Tal condigao nos garante que F(X, M) é uma
fungao Lipschitz em M € Sym(N) e além disso F é nao-decrescente em Sym(N), isto é,
para NN <M (M — N > 0) temos F(X,N') < F(X, M).

Note que, sendo F (A, A)-eliptico, a matriz formada pelas derivadas parciais de F,

(D(i»i)F)1<ij<N ¢ uma matriz positiva definida. Para cada ¢ > 0, defina

F.(X, M) := ¢F (x, %M) vV XeQ. (1.4)

Podemos observar que o operador F, tem as mesmas constantes de elipticidade do operador
F, isto é, F. é um operador (A, A)-eliptico.
Para o estudo sobre teoria geométrica da medida que serd feito no capitulo 4,

denotaremos a medida de Lebesgue N-dimensional de um certo conjunto A C RN por
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LN(A). Ja a notacao HN! significara a (N —1)-medida de Hausdorff. Por fim, constantes
C,Ci,Cyy--- > 0 e c,co,CqyCay -+ > 0 dependerao somente da dimensao, do grau de
singularidade/degenerescéncia e das constantes de elipticidade A, A as quais chamaremos

de universais. Qualquer dependéncia adicional serd devidamente enfatizada.

1.2 Solucoes no sentido da viscosidade
|

O termo "viscosity solutions", surge inicialmente no ano de 1983, em um trabalho de
M. Crandall e P. Lions, em [11], relacionado as equagao de Hamilton-Jacobi. A origem do
termo é justificada pelo uso de um método chamado "vanishing viscosity"para a obtencao
da existéncia de solucoes para tais equacgoes. A definicao atual para solugdes no sentido
da viscosidade foi dada por Evans no ano de 1980, em [14]. Depois disso, importantes
propriedades foram refinadas em um trabalho feito em conjunto por Crandall, Evans
e Lions [12], em 1984. A principal dificuldade em definir soluc¢do fraca de equagoes
totalmente nao-lineares é a auséncia de uma estrutura divergente. Veremos na defini¢ao
de solucao no sentido da viscosidade, assim como na linguagem variacional, o uso de
fungoes teste suaves e de um procedimento para fazer as derivadas que aparecem na
equacao incidirem sobre as fungoes teste. Entretanto, este procedimento sera nao-linear,
em contraste com o procedimento usado no tratamento variacional.

Para um operador G: Q x RN x Sym(N) — R, dizemos que uma funcio u € C°(Q)
¢ uma sobresolucio de viscosidade de G(X, Vu, D?*u) = 0, sempre que ao tocarmos por
baixo, o grafico de u por uma fungao suave @ em um ponto Y € Q (ou seja, Y minimo
local de u—¢@), entdo G(Y, V(Y),D?@(Y)) < 0. Também dizemos que u € C°(B;) é uma
subsolucdo de viscosidade para a equacao G(X, Vu,D?u) = 0, sempre que ao tocarmos
por cima, o grafico da fungdo u em um ponto Z € By, por uma fungao suave @ (isto é,
Z & minimo local de @ —u), entdo G(Z,V@(Z),D?*@(Z)) > 0. Dizemos que u ¢ uma
solug¢ao no sentido da viscosidade caso ela seja uma sobresolu¢ao e uma subsolugao no
sentido definido acima.

O fato crucial da definigdo acima, é que se G ¢ nao-decrescente em M (com respeito
a ordem parcial das matrizes simétricas Sym(N)), entdo a nogao classica de solugao é

equivalente ao da viscosidade. Para uma leitura detalhada, recomendamos o classico [4].
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D aremos inicio neste capitulo, ao estudo referente a primeira parte do nosso trabalho,

que tem como objetivo mostrar a existéncia de solu¢oes para a equagao singular
F(D*u) = yuw'™" - Xuusop (2.1)

bem como uma estimativa de regularidade 6tima uniforme para solugoes de problemas
aproximados, secao 2.3. Para a sequéncia, denotaremos ) como sendo um dominio
Lipschitz e limitado em RN, para N > 2. A funcéo f: 0Q — R, sera fixada com um dado
de fronteira continuo, o operador F € C'(Sym(N) \ {0}) sera um operador uniformemente
eliptico totalmente nao linear e 0 <y < 1 um nuamero real fixado.

Numa abordagem totalmente nao linear, o problema de regularidade 6tima para
solugoes da equagao (2.1) é uma questdo bastante delicada. Parte da sutileza desse
problema vem da complexidade intrinseca da teoria de regularidade para solugoes de
viscosidade de equacOoes uniformemente elipticas. Como mencionado no Capitulo |,

sabemos da literatura atual que solugoes de equagoes homogéneas
F(D*u) =0, (2.2)

tem limitacdo C"* a priori, para algum p > 0 que depende apenas de N,A e A. Sob

hipétese de concavidade ou convexidade em F, um Teorema devido a Evans e Krylov,
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estabelece que solucdes sao C»*. Contudo, Nadirashvili e Vladut recentemente mostraram
que dado qualquer 0 <n < 1 é possivel construir um operador uniformemente eliptico F,
cujas solucdes da equacdao homogénea (2.2) nao sao C', veja [33|, Teorema 1.1.
Portanto, a fim de obter uma estimativa de regularidade 6tima referente ao problema
de fronteira livre (2.1), é natural assumir que F tem estimativa C*>™ a priori para algum
0 < T < 1 pequeno. Tal hipotese sera aplicada na se¢ao 2.3, apesar de que o Teorema

2.3.1 nao depende de tal condicao.

2.1 Esquema de aproximacao singular

ara o devido propésito, iremos desenvolver uma abordagem de aproximacao singular
P devid to, d 1 bord d 1

que nos permita lidar com a falta de abordagens variacionais naturalmente nao disponiveis.
Assim, iremos sugerir o seguinte esquema de pertubagao singular para o problema de

fronteira livre (3):

F(D*u) = Be(u), em Q
(Ee)
u = f em 0Q.

O termo de pertubagao singular 3. é construido da seguinte forma: inicialmente escolha

sua fungao favorita p € C3°[0, 1] e denote

Y
=1+—. 2.3
o +3 — (2.3)
Ao longo do presente trabalho, « serda sempre fixado com o valor denotado acima. Na

sequéncia, defina

t—z“co

Bs(t):Jo " pls)ds, (2.4)

onde 0 < 0y < 15 ¢ uma escolha técnica arbitraria. Note que B, ¢ uma aproximagao suave

de X(0,00)- Finalmente, iremos definir

Be(t) = yt''Be(t). (2.5)

Tal construgao é cuidadosamente realizada para preservar o escalonamento natural da

equagao (2.1). A figura abaixo ilustra a pertubagao singular ..
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vt

Pe

|
|
|
f

1
goe®  (1+09)e™

Fig. 2.1: Esquema de aproximagéo singular

2.2 Existéncia de Solucoes Minimais

Nesta secao iremos discutir a existéncia de uma solucao de viscosidade para a equagao
(E¢). Mais além, iremos aqui estabelecer um processo para selecionar solugoes especiais
de tal equacao. Como serd mostrado na secao 3, a familia constituida por esta solucoes
ird por fim satisfazer as caracteristicas geométricas desejadas. Tais propriedades irao nos
fornecer estimativas de Hausdorff da fronteira livre (veja 4).

Note que a falta de monoticidade da equagao (E.) com respeito a variavel u, nao nos
permite fazer uso de uma aplicacao direta do método classico de Perron. O préximo

Teorema provado em [37], ¢ uma adaptacao do método de Perron.

Teorema 2.2.1. Seja g uma fun¢ao Lipschitz, limitada definida em R. Suponha F
uniformemente eliptica e que a equacdo F(D*u) = g(u) admite uma subsolucio de
wviscosidade Lipschitz w, e uma sobresolu¢ao de viscosidade Lipschitz u* tais que w, =

w =1f e C(0Q). Defina o conjunto de fungoes,
S:={weC(Q) w, <w<u" ew sobresolucio de F(D*u) = g(u)}.

Entao,

v(x) = Vivréfsw(x)

¢ uma solugdo de viscosidade continua de F(D*u) = g(u) ev = f continuamente em 9Q.

A existéncia de uma solugdo minimal para a equagao (E.) se da escolhendo u, = u,(¢)
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e U = u*(e) solugoes dos seguintes problemas de Dirichlet

F(D*u,) = ¢, em Q F(D*u*) = 0, em Q

u, = f em 0Q, uw = f em 0Q,

onde,

Ci=supPe ~ .

A existéncia das fungdes u, e u* é uma consequéncia natural do classico método de
Perron. Por construcao u, é subsolucao de viscosidade de (E;) e u* é uma sobresolucao
de viscosidade da equacdo (E.). Note que u*,u, € C®'(Q)NC(Q). Entdo, uma aplicacao

direta do Teorema 2.2.1 nos dé o seguinte resultado de existéncia:

Teorema 2.2.2 (Existéncia de solu¢oes minimas). Seja Q € R™ um dominio Lipschitz e
f e C(0Q) um dado de fronteira nao-negativo. Entdao, para cada € > 0 fizado, a equagao

(E.) tem uma solucdo minimal de viscosidade u, € C(Q).

Como previamente mencionado, mais do que assegurar a existéncia de solugoes de
viscosidade para (E;), o Teorema 2.2.2 nos fornece uma escolha particular de solugoes para
tal equacao. Em comparagao com a teoria variacional, esta escolha é uma substituicao
para a selegao de minimizantes do funcional de Euler-Lagrange (veja por exemplo [42] para
mais detalhes). Portanto, salvo indicagdo do contrario, sempre que falarmos de solugao
de viscosidade para (E.), estamos nos referimos a solugdo minima de viscosidade obtida

pelo Teorema 2.2.2, sendo essa denotada por u..

2.3 Regularidade C"P

O primeiro grande resultado obtido neste trabalho é uma estimativa de regularidade
Otima, uniforme em ¢, disponivel para solugoes de (E.). Iremos mostrar que wu. é
uma funcio localmente C" e iremos determinar f > 0 6timo em termos do grau de
singularidade y. Essa relevante informagao tem sido até entao conhecida somente para
solugdes variacionais, [19,20,34| e suas provas fazem um uso decisivo em consideragoes de
energia. A principio, ainda nao esta claro que se pode esperar a mesma teoria regularidade
encontrada em problemas nao variacionais.

Assim, comecgaremos esta secdo de uma maneira bastante informal, fazendo uso de
consideracoes heuristicas, que nos guie aos resultados genuinos que serao estabelecidos
logo depois. Vamos analisar o problema de fronteira livre limite (3). Suponha que 0 é um

ponto da fronteira livre e, —e, o vetor normal unitario, apontando para a fase {u = 0}.
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Se u é C"P em 0, entdao, em uma pequena vizinhanga, ou melhor, em B, N{u > 0}, para
p < 1, u comporta-se como ~ X!*P. Por outro lado, o potencial singular da equacao

em (3) é da ordem ~ X\ R0

Y Tendo em vista a teoria de regularidade para equacgoes
totalmente nao lineares heterogéneas F(D?u) = f(X), estabelecida em [6] e [45], obtemos
a seguinte implicacao:

XU e —  weCo,

weak

O raciocinio acima nos da o seguinte sistema de equacoes algébricas

01 +B)y—1) = -1

B =15

Resolvendo tal sistema em [3, obtemos 3 = ﬁ, 0 que guia a obter a mesma regularidade
6tima estabelecida na teoria variacional.

Deste modo, o Teorema abaixo iré estabelecer estimativas locais de regularidade chmv
para a solugao u. da equacao (E.), uniforme em ¢. De fato, iremos obter um controle
universal no gradiente de u, proximo a fronteira livre em termos do valor de u,. Como
u, = 0 ao longo da fronteira livre, nossa estimativa fornecera a regularidade desejada sob
a interface § = o{u > 0}NQ. Lembramos que estamos trabalhando sob a hipotese natural

de que F possui estimativas C>® a priori.

Teorema 2.3.1 (regularidade 6tima uniforme). Dado Q' € Q, existe uma constante C
com dependéncia em, ||flls, Y, Q', dimensao, elipticidade, porém independente de €, tal

que, qualquer familia de solugdes de viscosidade {u.} da equagao (E.) satisfaz,

IV (X)]* < Cu.(X)Y, VXeQ

1»2ZY

e |5 uniformemente em ¢.

Em particular, u, € C

Demonstracao. Por simplicidade, iremos retirar o subindice ¢ em u,, escrevendo

simplesmente u. Iremos analisar a seguinte funcao auxiliar

vi=P(ue) Ve, para P(t) =t

O nosso objetivo final é mostrar que v é localmente limitado em Q, limitagao essa que
nao depende de e. Para o que segue, iremos escolher uma funcao positiva ¢ € C2(Q) tal

que ¢lan = 0 e satisfaz [Vo|> = O(¢). Defina, na sequéncia,

w:=¢-v em Q,
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e seja Xo € Q o ponto de maximo de w em Q, isto é
$(Xo) - v(Xo) = max w.
Q
Diferenciando w e usando a equagao (E.), obtemos

Di(U = (biV + d)Vi y Dij(U = (bi]'V + (bivj + d>jvi + d)Vi]' (26)

D Fy(D*u)Dyuwe = Bl (W (2.7)
i
Seja Ay = Fij(D*u(Xo)). Pela elipticidade uniforme do operador F, a matriz (Aj) é
estritamente positiva. Além disso, como X, é um ponto de maximo, D?w(X,) é nao

positiva. Portanto,

0 >3 i AyDyw(Xo)

(2.8)
= [\) Zi,j AijDij(b + 2Tr ((AU)VCI) @ VV) + (I) Zi,j AijDijv (Xo)
Segue de (2.6) e do fato de que X, é um ponto critico de w,
V(X
T(Xo) = —v(Xo) LX) (2.9)

d(Xo)

Combinando (2.9), a elipticidade de (Ay) e as propriedades analiticas de ¢, chegamos a

VY AgDyd +2Tr (Ay) Vo @ V) > — )v > AyDyd + 2Tr (Ay) Vo ® Vv)‘

= —v

2
2 AyDyd + $T1" (Ay) Vo ® V‘b)‘

> —C(A)max {|D2¢|, ’V‘b’z}v
Q

¢
= —Cov.
(2.10)

Agora, iremos nos ater ao termo Zi‘j AyDijv(Xo). Diferenciando v, obtemos

Div =/ (Ww|Vul + 2p(u) ) wug. (2.11)
k
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Novamente diferenciando,

Dyv = (" + ' (W) Vul + 20" (ww Z Uiy
K

+ 29’ (u)y Z Wil + 2 (u) Z(ukjukj + Wlyj)
X

k

Segue-se de (2.9) e (2.11) que, em Xy, para cada 1,

1 i
;Ukuki = —m {IP/(U)U1|VU|2 +V%} .

Entao, combinando esta igualdade com (2.6), encontramos

(B (w))?
b(u)

v

AyDyv = [lb"(u)—Z e

} AijVu (%9 VU|VU|2 —2

(W) Ay [Vul + 2 (u) (Tr(D*u(Ay)D*u) + BL(w)|[Vul?) .

Por elipticidade e definicao da fungao ¢, seguem as estimativas:

A;Vu®@ Vu > AVul,
AyVue Vel < AlVUl- V],
Ayuyl < AF(D*u) = AR (u),
Tr(D*u(Ay)D*u) > 0,
g 2y,
Y(u)

AijVu X Vd)

16

(2.12)

Para essa tltima igualdade ¢ importante notar que —y? +v > 0. Usando todas essas

estimativas acima em (2.12) obtemos

A
ADyv > (=72 y) v HVup =2y IVl [V

Y AU B (WIVU + 2u~ BV,
Por outro lado, para t > 0

Be(t) = yt" 'B.(t) < yt'
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(§]
BI(t) = vy(y— 1tV ?B.(t) + vyt 'B.(t)

> vy — Dt ?Be(t).

t— B
(= (255 ) >0

Onde temos usado que,

B/
Isso nos da,

A
Ay = (£ Y-V = 2y DSVl V4l

— AYPUTYT T VUl = 2y(1 —y)w 2 u Y [Vl

A (2.13)
= (=y*+y)Av-u?Vul* — ZYE$’VU«’ [V
— AY2u?|Vul? — 2y(1 —y)u 2 Vul.
Combinando (2.8), (2.10) e (2.13), e levando em conta que |Vd| = O(d), temos
Cov > OA(=Y* +v)v—Cu?[Vul> — 2yAu v|Vu - [V
= A=Y +y)v— Cu?Vuf = 2yAuu w2 AV - [Vl
> =y +v)v— Cw VUl — 2C(§yAu gV,
onde C; := (Y?A +2y(1 —v)) > 0. Claramente, podemos assumir
IVu(Xo)hu(Xo) # 0.
Dai, como |V$[> = O(¢), obtemos
Cou "2 > (A (—y* +v)v—Cy) — 2C(p)yAu I /v. (2.14)

Na regiao |ue] > 1, F(D?u,) ¢ uniformemente limitada, independentemente de «.

Assim, pelo principio do maximo de Alexandroff-Bakeman-Pucci,
lue| < Cy,
para uma constante C; que nao depende de €. Por tais consideragoes e por (2.14), segue
C3 = AM=v? + V)b (XoJv(Xo) — Cav/V(Xo) d(Xo).-

para constantes universais Cz, C4; que também nao dependem de e. Claramente a
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estimativa acima implica que,
V(X)$(X) < v(Xo)p(Xo) < C,
isto é,
duY|Vul < C. (2.15)
para constante C que depende apenas da dimensdo, elipticidade, vy, ||f|w ¢ ¢, mas

independe de €.
1

Assim, pela estimativa obtida em (2.15), podemos observar que a func¢ao ug é Lipschitz
e por argumentos classicos, ||u£||cl’ﬁ ¢ localmente limitada uniforme em ¢. Portanto a

prova do Teorema 2.3.1 esta concluida. O

A regularidade 6tima uniforme estabelecida no Teorema 2.3.1 nos fornece, em
particular, compacidade para a familia de solugoes da Equagao (E.). Isso também sera

importante para nossa analise na seguinte consequéncia do Teorema 2.3.1:

Corolario 2.1. Dado Q' € Q, existem constantes C e tq9 > 0 dependendo em vy, Q' e

pardmetros universais tais que para Xo € Q' e r < 19, entdo

sup e < Ue(Xo) + Cue (Xo)Y/2r + Cr™
BT(XO)

onde, ocz]—l—L

2—v’
Demonstracao. Defina a seguinte fungao auxiliar
fY) :i=u (Y) —u (Xo) — Vue (Xo) - (Y —Xo).
onde Y € B,(Xp). Claramente,
f(Xo) = [VI(Xo)l =0
e portanto, do Teorema 2.3.1 obtemos
F(Y) = f(Xo)| < C- Y = Xol%

o que imediatamente nos fornece, por desigualdade triangular,

Ue(Y) < ue(Xo) + [Vue (Xo)[ - [Y — Xol + CIY — Xo|*.
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Contudo, aplicando mais uma vez o Teorema 2.3.1,
Ue(Y) < ue(Xo) + Cue(Xo)"? - [Y — Xol + CIY — Xo|%,

e a prova do Corolario 2.1 esta concluida.

19
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a se¢do anterior mostramos que solugoes da equagao (E.) sdo localmente de classe
‘ \‘ 1, . . o e

C 2v. Desse fato, iremos concluir que tal estimativa nos fornece uma limitagao
superior em quao rapida a solucao u, decresce proxima superficie de nivel {u, ~ ¢*}, para

o como em (2.3). Ou seja,
w0 (Z) < [dist(Z, fu, ~ ePI°.

O principal resultado que iremos provar nesta capitulo, nos diz que solu¢oes minimas
crescem precisamente como dist(Xo,{u. ~ €*})%, veja Corolario 3.2. De fato, iremos
estabelecer uma propriedade de nao-degenerescéncia forte para solugoes minimas, que de
uma forma adicional terd uma importancia fundamental em nossa analise de blow-up.
Provado isso, teremos entao um controle preciso (tanto inferior como superior) do
grafico de uma solugao minima. De uma forma mais elucidativa, a figura abaixo mostra

o comportamento do grafico dessa solu¢ao em uma direcao fixada:
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a{ua > E(x}

Fig. 3.1: Controle completo da solu¢éo mininual

Para facilitar a compreensao dos argumentos que serao utilizados na sequéncia, iremos
introduzir algumas notacgoes que serao usadas a partir desta secao e em todo o restante

deste presente trabalho.

{ue > «} = {xeQu(x)>«}
ft>u>A = {xeQ|1>ulx) > A}
d.(X) = dist(X, dfu. > %)),
B:(X) = Ba.x(X).

3.1 Nao-degenerescéncia
|

A obtenc¢ao da nao-degenerescéncia de uma solu¢ao minima esta baseada na construgao
de uma sobresolucao apropriada, cujo valor em um disco interno é muito menor do que
os valores tomados pela solugdo minima na mesma regiao. A figura abaixo mostra o

comportamento desta sobresolugao, a ser construida na proposigao a seguir.
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0Q)

Fig. 3.2: Funcgéo barreira.

Proposigao 3.1.1. Assuma, sem perda de generalidade que 0 € Q. Dado 0 < 1, existe
uma funcio simétrica radial ® € CH'(Q) e constantes universalmente pequenas 0 < ¢y < 1

e0< ¢y <1 tais que
1. 0 =200 em B¢y
i 0>cm' T em Q\B,
iti. 0 satisfaz F(D?0(X)) < B(0(X)), pontualmente em Q, onde p = B1, como em (2.5).

Demonstracao. Inicialmente defina,

20, para 0 < |X| <cm;
0(X) =4 ao(IX|—cm)?+20y para cm < X[ <
AlX|*+B para [X| >n1.

onde as constantes agp, A, B e ¢; serao escolhidas posteriormente. Nosso primeiro objetivo

¢ fazer com que a funcao seja de fato Ch'. Para isto, temos ao longo do conjunto [X| =1,
ao(1—c1) M +20, =0(X) = An*+B (3.1)

assim, obtemos

L
(1—c1)?

Além disso, diferenciando 0 e seu gradiente ao longo de |X| =1, obtemos

a = [An*? +7n7%(B —200)] .

2a0(1 — ¢1)X; = Ao 2X;. (3.2)
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Combinando (3.1) e (3.2) encontramos

Aom 2 1

21 —e) ~ (e AT (B 200]. 33
Na sequéncia, tome
cii= % € (0,1),
que implica na relacao o« = ﬁ, onde, como sempre, & é tomado como (2.3) . Por fim,
definimos
B =20y — %ﬂa>

de forma que (3.3) seja satisfeita. Voltando a construgdo inicial, obtemos

;

209 para 0 < [X| < cm;
Ao? a—2 2
0(X) = — (IXI =cm)* + 200 para cm < [X] <n;

A
AIX* + (200 _ 71“) para X| > 1.

\

Podemos observar que por sua propria construcao, 8 € Ch'. Note que ainda temos o
parametro A a ser ajustado. Nosso proximo passo serda mostrar que 8 ¢ uma sobresolucao

apropriada, isto é, queremos estabelecer
F(D?6) < B(6) (3.4)

pontualmente. Para tal propoésito, iremos primeiramente analisar tal equacao na regiao

cin < |X] < 1. Calculos diretos mostram que,

L XX cm XiX;
ei.:AZaZ# ) 51'— 1Y)
= Ao [|><|2+< |><|)<] |><|2)}’

em ¢im < |X| <. Para um ponto da forma X = (|X|,0,---,0), temos
01 = /AOCZT]‘X_2
0 = Aoln®? <1 - C‘—”) sei>1
X
Gi]- = 0 se i # ]

Por invariancia simétrica de 0 e elipticidade do operador F, obtemos

F(D?0(X)) < A |Aa*n®* 2+ (N—1)Ax*? (1 — (IL]YTI])} < ANAX ™2, (3.5)
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Lembrando que N é a dimensao do espago. Contudo, na regiao ¢im < |X| <1, temos
A 04
20, < 0(X) < ol + 20o.
Tendo em conta que a func¢ao By definida em (2.4) é ndo-decrescente na regido em questao,

vO(X)Y"'B4(200)
> y0(m)Y "B1(200)

A v
> Y(—ﬂ‘”rz%) B1(200).

B(O(X))

v

\%

2

Portanto, tomado 0 < A < 1 suficientemente pequeno,

A v 1
Y <iocn°‘ +200) Bi(200) > Ey(ZGO)V_1B1(ZGO) > ANAx >

e assim, obtemos a desigualdade pontual desejada,
F(D%6) < B(6(X)),

na regiao ¢im < |X| < n. Desta vez, iremos nos ater a regiao n < |X|. Um célculo simples
nos mostra que,

0y = A [(a— 2)IX[* X X; + 6y5/X|*77] .
Entao, em um ponto da forma (|X|,0,---,0), obtemos
011 = Acx(oc—1)[X[*?

0y = AOC|X|(X72 sei>1

eij: 0 S€l7é]

Portanto, novamente por invariancia simétrica de 0 e a elipticidade do operador F,

podemos escrever
F(D*0(X)) < A[Aa(ax— 1)+ (N — T Ax]|X[*? < ANAan*2. (3.6)

Por outro lado, na regiao n < |X|, temos para M > sup |X|, que
XeQ

[0 4
M“2|><|“—“7>0,
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e assim,

1 v .
BO0) > v (A (X~ 3n°) +260)  B(B) > ¥ (AM™ + 260" B(@lm),
Entao, reajustando A > 0 suficientemente pequeno, se necessario, podemos assegurar que
AM® 4 20, < 40y,

e portanto,

B(B(X)) >y (400)" ' B(O(M)).

Finalmente por 3.6 e pela desigualdade acima, bem como diminuindo o valor de A > 0

ainda malis, se necessario, iremos obter

F(D?6(X)) < ANAIX|* <y (400)""" B(8(n)) < B(8(X)).
Assim segue (7ii). Por construgao (i7) é valido, e a prova da Proposi¢ao 3.1.1 esta
concluida. O

A Proposigao 3.1.1 nos fornece a existéncia de uma barreira apropriada numa escala
unitaria ¢ = 1. Para o fornecimento de uma sobresolucao desejada para qualquer ¢ > 0
pequeno, faremos uso do seguinte argumento: Fixado ¢ > 0, consideremos o operador

eliptico totalmente nao-linear
Fo(M) = &2 “F(e* 2 M).

Através de uma simples verificacao é possivel observar que F, é uniformemente eliptica e
suas constantes de elipticidade sao as mesma do operador F. A Proposicao 3.1.1 aplicada
para F, fornece uma funcao C"', a qual denotaremos por 8 = 0(¢) e que satisfaz a seguinte

desigualdade diferencial
F.(D?6(X)) = ¥ *F(e**D?6(X)) < B1(8(X)).
Finalmente, definamos
0:(X) := *0(e'X), (3.7)

onde, mais uma vez, « é o valor definido em (2.3). Além de tudo, verificamos 0. definida

acima satisfaz
v 0. =200e% em B¢, en;

v 0. > cm* em Q\Bsn;
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v 0. € CM(Q) satisfazendo a condicdo de sobresolucao para (E.).

Feito isso, estamos em condigoes de estabelecer a nao-degenerescéncia forte de solugoes

minimas para o problema singular perturbado (E.).

Teorema 3.1.1 (Nao-degenerescéncia Forte). Seja Xy € {u, > €¢*}. Entao existe duas

constantes universais ¢y > 0 e ro > 0 tais que se v < 1¢, entao vale,

sup u. > cor’,
Br(XO)

para o« como em (2.3).

Demonstracao. Dado 1 < 1y, construimos 0, para 1 = r/e. Por minimalidade de u,,
u.(Z) > 0.(2),

para algum ponto Z € 9B, (Xy). De fato, suponha por contradi¢ao que u. < 6, ao longo
de 0B,. Defina

min{0,, 1} em By
W, = o
U, em Q\B,.

Entao, w, ¢ sobresolugao de (E); Contudo, em B,,,, obtemos,
U, > e > 200" =0, = wy,
o que contradiz a minimalidade de u.. Para concluir, temos

cr* < 0.(Z) <ue(Z) < supu,
Br

assim, o Teorema esta provado. ]

Um Corolario imediato do Teorema 3.1.1 combinado com o Corolario 2.1 é o controle

superior e inferior de u, por r* em B, C {u, > ¢*}.

Corolario 3.1. Dado um subdominio Q' € Q, existe uma constante positiva universal

C = C(Q7) tal que para Xy € Q' N{u, > e*} er < 19,

C'r* < sup ue < ue(Xo) + Cue(Xo)*r + Cr*
BT(XO)
Relembremos que fora definido a seguinte notacao: d.(X) = dist (X, 0{u, > €*}). Nosso
proximo passo serd mostrar que de fato u, cresce a uma taxa 6tima relacionada a distancia

da fronteira, ou seja ~ d.
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Teorema 3.1.2 (Crescimento 6timo). Seja Xo € {u, > €*}. Entao existe cg > 0 universal

tal que
us(XO) > COds(XO)“-

Demonstra¢ao. Vamos supor por contradigdo que tal constante nao existe. Assim,
terfamos a existéncia de uma sequéncia de pontos X,, € {u, > €%}, com d, := d.(X,) = 0

e

3 -

Vamos definir,

1
v (Y) = EuE(Xn +d,.Y).

A funcdo v, > 0 esta definida em By, e pela regularidade CH*' de u,, Teorema 2.3.1, vy,

é limitada Cf(;‘;‘_] (By). Facilmente podemos verificar que v, é uma solugdo minima para

Fo(D?v,) = va‘yBﬁ(vn) em By, (3.8)

onde, F,(M) := d2*F(d¥2M) para todo M € Sym(N) onde B < ¢ uma aproximagao

suave de t* estabelecido em (2.4). Dessas varias definigoes, podemos constatar que

n

x
0 para 0§t§00<di) ,

; (3.9)

1 para tg(]—o‘o)-<d—) .

Como F,, é uniformemente eliptica com as mesmas constantes de elipticidade do operador

F, podemos aplicar o Teorema 3.1.1 a v,,, e obtermos

sup vy > cok™, (3.10)
B«

para uma constante universal ¢, e para k > 0 qualquer. Portanto, da regularidade CH*!

para v, (veja a prova do corolario (2.1)), temos
Va(X) < va(0) + Cva (0)FX] + CIXP%
para uma constante universal C > 0. Em particular, para ko < 1,

1
v (X) < vy (0) 4 v (0) (%) " e+ %e“, em B,
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9
Se tomarmos n > 1, teremos v, (0) < —0pe* e assim,

— 10

vn(X) < 0pe* in B

Ko*
Em vista da equagdo (3.8) e de (3.9), vemos que
Fo(D*vy) =0 em By,

para n > 1. Porém, pela desigualdade classica para o caso homogeéneo, veja [6], e a

nao-degenerescéncia forte, obtida em (3.10)

co (%)“ < supvn < Cvn(0) = o(1),

o que por fim, nos fornece uma contradicao. O

Uma consequéncia relevante do Teorema 3.1.2 é o controle completo da solucao

minimal u,(X) em termos de d¢(X)%.

Corolario 3.2. Dado um subdominio Q' € Q, existe uma constante universal C = C(Q’)
tal que para X € Q' N{u, > €%} e ¢ < d(X),

Cde(X)* < ue(X) < CMa (X)™

Demonstracao. A desigualdade inferior segue imediatamente do Teorema 3.1.2. Agora

para Z € o{u, > ¢*}, segue do Corolario 2.1 que,
w(X) < €%+ Ce*de(X) + Cde(X)* < Cde(X)",

0 que prova o presente resultado. O

O controle geométrico obtido no Corolario 3.2 nos fornece uma densidade
uniformemente positiva da regiao {u, > ¢*}. De uma forma mais elucidativa, para
qualquer bola B, (X) com X € {u, > €%}, a drea ocupada por {u, > e*}NB,(X) é no minimo
C% da drea total da bola B,(X), para algum 0 < C < 100 universalmente determinado
(veja figura 3.3) .
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olue > e}

Fig. 3.3: Densidade positiva do conjurto. > e*}

Corolario 3.3. Dado um subdominio Q' @ Q, existe constante 0 < ¢ < 1, dependendo
somente de Q' e pardmetros universais, tal que para quaisquer X € Q' N{u, > €%} e

€ K, temos
N (B (X) N > &)
LN(Bs) -

Demonstracao. Pela nao-degenerescéncia forte existe Yy € Bs(X) N{uw, > &%} tal que
U (Yo) > cod™.

Por regularidade 6tima e o Corolario 3.1, obtemos, para Y € B(Yy) N Bs(X)

we(Y) > ue(Yo) — [Vue(Yo)| - [Y = Yol = CiY — Yo[*
> cpd® — Crd%2[Y — Yol — Cy|Y — Yl
> (co—Cy(T+1%)) 08"
> e

para 0 < T < 1 escolhido universalmente pequeno. Concluindo,
LN (Bs(X) N{ue > €*}) > LN (Bs(X) N Bxs(Yo)) > cd™.
para uma certa constante universal ¢ > 0. U

3.2 Desigualdades de Harnack

Em relacao a teoria de equagoes diferenciais parciais elipticas de segunda ordem, é

sabido que desigualdades de Harnack estao entre os seus temas centrais de estudo da
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teoria de EDPs. Para solucoes de viscosidade nao negativas de equagoes totalmente

nao-lineares heterogéneas, isto ¢,
F(D™) = f(X), em Q,

Krylov-Safonov [28] e Caffarelli [6] (veja também [3]|, Capitulo 4) provaram a seguinte

desigualdade 6tima de Harnack:

supv < C(n, A\, A) <inf v+ ||f||Ln(Q1)) . (3.11)
Q1,2 Q1,2
Como mencionado nos capitulos anteriores, uma das maiores dificuldades é de fato lidar
com equagoes singulares, como em (5), onde o lado direito dessa equagao se torna ilimitado
estando cada vez mais proximo de uma certa regiao singular. Em particular, se tentarmos
observar o termo singular yuY~'(X) como o lado direito da equacao diferencial acima, isto
é, f(X) , a desigualdade classica de Harnack (3.11) nao nos dara informagoes universais
proximo da fronteira livre.

O principal objetivo desta secao ¢é estabelecer, estimativas do tipo Harnack

Homogénea, uniforme em ¢, para solugoes da equagao (E.).

Teorema 3.2.1 (Desigualdade L'-Harnack). Dado Q' € Q, X, € {u, > ¢*}N Q. Entdo

J[ u. dx > cp®,
Bp(Xo)

para uma constante universal ¢ > 0, que independe de €.

Demonstragao. Do Lema 3.1.1, existem Yy € B,(Xo) N{u, > €%} e algum ¢y > 0 universal,
tal que
U, (YO) > COp(x'

Como na prova do Corolario 3.3, para 8 < 1 universal, obtemos

U (Y) > Cp* em Bgy(Yo).

Finalmente,
J[ U, dx > CNJ: U, dx > Cp“)
Bp(Xo) Bp(Xo)NBep(Yo)
para C > 0 uma constante universal. Assim, a prova esta concluida. O

Nosso proximo resultado é uma desigualdade de Harnack homogénea para bolas que

tangenciam a fronteira livre aproximada o{u, > €*}.
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Teorema 3.2.2 (Desigualdade de Harnack em bolas tangentes). Seja Xo € {u. > €%} e

e < d:=d.(Xy). Entao, existe uma constante universal C > 0 tal que

sup U, < C inf u,.
B%(Xo) B%(XO)

Demonstracao. Seja &g, &1 € B%(XO), tal que

inf u. =u(&) e sup u. =u(&).
B%(Xo) B 4 (Xo)
2

Como d.(&) >

, por nao-degenerescéncia

ST =¥

uc(&) > Cyd”. (3.12)
Por outro lado, usando o corolario 3.1, obtemos
Ue(&1) < ue(Xo) + Caue(Xo)2d + Cod™.
Como na prova do Corolario 2.1, para Y € 0{u, > ¢*}, temos que
Ue(Xo) < ue(Y) + Coue(Y)Zd + Cod* < C3d™.
Assim, pelas trés ultimas desigualdades, obtemos

sup U, < C inf wu,.
B 4 (Xo) B%(XO)
2

para uma constante C > 0 que independe da solucao u, como também de ¢. O



Capitulo

Estimativas de Hausdorff da Fronteira

Livre

P ] esta se¢ao, iremos mostrar certas propriedades uniformes da medida geométrica das
~ g%-superficies de nivel de u.. Estas superficies aproximam a fronteira livre limite
§:=0{u>0}NQ, onde u é a funcdo limite desejada. A partir desta se¢ao trabalharemos

sob a seguinte condicao estrutural adicional para o operador F:

Definicao 4.1. Dizemos que um operador eliptico uniforme F: Sym(N) — R ¢é
assintoticamente concavo se existe uma matriz positiva definida F = (fij)i]. e uma

constante nao negativa Cg > 0 tal que
fyMy —F(M) > —Cy, (AC)

para toda matriz M € Sym(N).

Inicialmente, iremos indicar que, de fato, a hipotese (AC) é uma condigao assintotica
quando |[M|| > 1, que é suficiente para ||[M|| — +oco. Ela representa uma espécie de
condicao de concavidade no infinito para F. No caso de operadores concavos, Cp = 0. A
condicao estrutural (AC) surge das consideragoes de alguns trabalhos recentes no que diz

respeito ao operador recessao
F*(M) = lim uF(n"M).
p—0

O operador limite F* deve ser interpretado como a equagao tangente do escalonamento
eliptico natural em F. Por exemplo, para um ntmero relevante de operadores elipticos, é
possivel verificar a existéncia do limite

bij = lim Fl](./\/l)
[[M][—o0
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Nesse caso, F*(M) = Tr(b;;M) e assim (AC) é automaticamente satisfeita. Um exemplo

particularmente interessante é a classe dos operadores da forma

N
FuM) = f(A, Mgy An) == ) (1T+ A0

j=1

onde t ¢ um numero natural par. Para esta familia de operadores, temos Ff = A e a
condigao (AC) esté satisfeita.

Em [37], Ricarte e Teixeira provaram que o operador recessao F* possui a condigao de
fronteira livre para problemas de cavitagao totalmente nao-lineares. Para enfatizar ainda
mais tal condicdo, em [41], estimativas de regularidade de solugoes para F(X, D*u) = f(X)
sao bem estabelecidas via propriedades da fungao recessao.

Um outro exemplo que reforca a condicao de concavidade no infinito, vem da classe

de operadores que satisfazem a condigao
F(AM) < AF(M) 4+ w(M)

para todo 0 < A < 1, onde ”A}li”m w(M) = 0 e F(0) = 0. A definigao (AC) é
—00

imediatamente satisfeita para esta condicao.
Antes de continuarmos, iremos fazer algumas observacoes, para uma melhor

organizacao de argumentos sistematicos que irao surgir dentro de algumas demonstracoes.

Observacao 4.1. Dados Xy € {u, > €%}, onde ug(Xo) = C1€* para algum C; > 1, ¢ < p
e p universalmente pequeno, temos da reqularidade dtima, que em B,(Xo), para p < 1 a

ser ajustado em breve, a sequinte estimativa:
W > (Cre® + Co(Cre®)p+ Cop®)" .

Além disso, se € € tomado pequeno de modo que

e o raio p, escolhido universalmente pequeno, para que tenhamos

2
(1+2C)p* < 7y ;CF

entao obtemos a sequinte desigualdade

Yuzlq > ZCF em Bp(XO)>
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para Cg > 0 como em (AC). Além disso, pelo fato de
(1 —o0p)e* < Cye®,
temos, (veja (2.5) e (2.4))
F(Dzue) = Be(u,) = yuZ’K em B, (Xo).

Como conclusio, obtemos que u. € uma fij-fungao subharmonica em B,(Xo) para ¢ < 1,

1.€.,

fijDi]"LLE Z F(DZ'LLE) — CF = yuz_] — ZCF Z 0.

Estamos agora prontos a estabelecer a primeira estimativa tipo Hausdorff para a

superficie de nivel {u; ~ ¢*}.

Lema 4.1. Dado um subdominio Q' @ Q, existe uma constante C dependendo de Q'
e parametros universais tais que, para Xo € Q' N{u, > €%}, com u.(Xy) = Cye%, onde

Cy > 1 e e < p para p universalmente pequeno, temos

J u,Y|VuFdX < CppM,

{Cre*<ue<p*NB,(Xo)
para quase todo 0 < p < 1.

Demonstracao. Iniciamos a prova verificando que para € e p universalmente pequenos,

vale a seguinte desigualdade diferencial:

Z fijDij (u?) Z 0 em {UO > O} N Bp(Xo) (41)

i

onde F = (fy)

seguinte argumento: fixe um operador linear nao-singular A: RN — RN, Assim,

1 1
Z fijDij (ug") = Z fijDij ((LLED‘ @) A) @) A_])
] ]

;j» como na Definigao (4.1). Para mostrar tal estimativa, faremos uso do

_ 1 (l — 1) W Ty (A—‘f (A—‘)TV (U0 A) @V (ug 0 A)) oA
X 06

+ L (A’1}" (A D? (1 0 A)) oA,
(06

(4.2)

Além disso, u oA resolve a seguinte equagao uniformemente eliptica totalmente nao-linear,

Fa(D*v) =yv' ',
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onde o operador F5 é dado por
FA(M) :=F(A )T MA™).

Facilmente podemos verificar que Fo é de fato uniformemente eliptica, com as mesmas
constantes de elipticidade do operador F. Assim, pela regularidade 6tima, Teorema 2.3.1,
obtemos

IV (u; 0 A)* < Clu, 0 A).

Assim,
1<L4)wwwAWzg<L4)wmAw (43)
(08 X X x

Da condigao estrutural (AC),

Tr((A")TFATD2(u, 0 A))

v

F(A™T DX (u.0A)- A7) = Ct

v

F((D*ue) o A) — Cr (4.4)

v

v(u, 0o A" — Cy.

pois D?(u, 0o A) = (AT - D?u, - A) o A. Portanto, escolhendo A satisfazendo

1
F=—AA"T
C

onde C > 0 ¢ a constante da desigualdade (4.3), bem como combinando (4.3), (4.4) e
(4.2), obtemos,

« T 1 1
2y fabyus) = (__] us Vo AP o AT + s (yul ! - )

1_ 1 1_
1) uE Y 4 &ug" ] (yuZ’1 —Cy)

1
o
= lu?‘ ((l +v— 1) w — CF)
o o
1 1;—1 Y y—1

L (qu o). )

Finalmente, da Observagao 4.1, concluimos que para € e p universalmente pequenos, a

inequagao diferencial (4.1) é de fato verdadeira.



CAPITULO 4. ESTIMATIVAS DE HAUSDORFF DA FRONTEIRA LIVRE 36

Agora iremos dar continuidade a prova do Lema 4.1. Defina a seguinte fungao corte,

ev/Cy em {u, < Cie*)
1
O = u®  em {Cie* <u, < pu*h

poooem {ue >uth

Claramente temos,

1 1

1 1

{Cyex<ue <p*INBy(Xo) B (Xo)

Usando a classica formula de integracao por partes,

1 1
J fijq)i(usoc ))dX = - J D - fij (ug" )ijdX
P Bo(X
e 1 T 1 . . (4.7)
+ 5 J fUCD(ug‘)l . (X] — Xg)) dHNit
0B, (Xo)

Além disso, da desigualdade obtida em (4.1), obtemos

J fij(u§)i(u§)jdx < 15 J (O fij(uslz)i' (X —x)) dHN .

{Cyex<ue <p™INB, (Xo) 0B, (Xo)

Aplicando as derivadas dos integrandos da estimativa acima, podemos escrevé-la da

seguinte forma,
—y X -3 i\ N—1
fi]'ue DquDjuE dx < 5 O - fijug D{LLE . (X — Xo)dH .
{Crex<ue <pu*INB, (Xo) 0B, (Xo)

Finalmente, da elipticidade uniforme e da regularidade 6tima de u,, temos

J uwY|VuldX < CupMN,
{Crex<ue <p*}NBp (Xo)

como desejado. O

Para o proximo resultado, iremos recordar a seguinte notacao classica: dado um

conjunto G C RN, iremos denotar

Ns(G) :={X e RV | dist(X, G) < &}.
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Na sequéncia, vamos mostrar o principal passo com respeito a obtencao da limitagao

uniforme da HN"'-medida de Hausdorff das superficies de nivel o{u, > ¢*}.

Lema 4.2. Fizado Q' € Q, existe uma constante C* que depende apenas de Q' e

pardmetros universais tais que se,

dist(Q',00)

C'ru<2o<
=P 10

entao, para p, W, € > 0 universalmente pequenos com | < p, temos
LN ({Cre* < ue < uNBy(Xp)) < Cup™,

onde novamente C = C(Q’) depende apenas de Q' e constantes universais, com Xy €

Q'NAHCre™ < ), de(Xo) < THA ¢y > 7,

Demonstragao. Seja {B;} uma familia finita de bolas que formam uma cobertura para
0{Cie* < u¢} N By(Xp), com raios constantes iguais a C*u e centro X; € 9{Cie* <

U} N By(Xo), onde C* sera escolhida a posteriori. Pelo Lema Heine-Borel, existe uma

ZXBJ- <m.
j

constante universal m tal que

Além disso, podemos assumir que
UB) < [Va(Q) nBip(X0)]
j
onde d := dist(Q’,0Q). Como na prova do Lema 4.1, considere
ev/Cy oem {u, < Cye*h
1

O=q uf em {Cie¥<u, <p*}

poooem {ue > uth

Iremos agora afirmar que é possivel encontrar, para cada j, bolas B]] e sz, ambas contidas

em Bj, satisfazendo:

(1) os raios de B e B} sao da ordem p (sob uma contragao universal)

of3 o2
(2) ©> \/;},LemBJ]e(Dg \/;uemsz.

Para mostrar a afirmacgao acima, iremos argumentar da seguinte forma: tome X; € J—lBj,
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tal que

u.(X;) = supu,.
7B

Pela nao-degenerescéncia forte,

Cru\~
ua(X1)ZCo< 4) > p,

caso C* > 1 seja tomada suficientemente e universalmente grande. Da tltima estimativa

obtida na prova do Corolario 2.1, dado X € Bj, obtemos

Y
2

U (X) > p*—GC, [SUP ue |- Xy = X[ = CoXy — X% (4.8)

B;

Pelo fato de que u.(X;) = C1e* < u* e fazendo uso novamente do Corolario 2.1, temos

Sup U, < us(Xj)+C2C*u£(xj)%u+C2(C*u)a

B;

< (T4 GC + G(CH)) s

Combinando a estimativa acima com (4.8) e tomando

1 v
X =Xi| < 5= (14 C,C" 4+ C,(C*)¥) 2,
2C,
obtemos 3
OX(X) = u.(X) > Zw‘ em Bl :=B,1(X)

onde 1 := Cine
Cii=—
" 4C,

¢ uma constante universal. Para finalizar a prova desta primeira afirmacao, devemos

NI=

(1T+ G+ C(CH)%) 77,

escolher C* grande o suficiente, de modo que se tenha
¢ <C* = B/ CB,.

Observe que essa escolha estd sendo feita de modo universal. Similarmente, para sz =

Brjz(Xj) onde rjz = G < C*y, temos

OX)* =u: <

Wl N

T

Da propriedade (2) provada acima, podemos afirmar a existéncia de uma constante
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universal k > 0 tal que, para cada j € N
|(D - mj’ > KU,
em no minimo uma das bolas BJ], sz C By, onde

m; = k @ (X)dX.

j

De fato, caso tal afirmacgao nao ocorresse, existiriam duas sequéncias Xy € Bj1 eYy € sz,

\ﬁ‘\[ OV _ 100X —myl +1@(YV) —myl 5 o)
iy H ) .

tomando k — oo, ou seja, uma contradicao.

tais que

Portanto, pela classica desigualdade de Poincaré em bolas, temos

1
K2pu? < —J |® — my*dX < Cguz—J IVO[2dX,
Bl Jg [Bs[ Je,

j
e assim,

J WYV Pdx > CafB.
{Cre*<u <p™}NB;

Além disso, por nao-degenerescéncia, para todo Y € {Cye* < u, < u*} N B,(Xo), temos
CSdS(Y)“ S U (Y) < uoc.

Portanto,
{Cre* <u. < u*}NBy(Xo) C Nc%u (0{Cre™ < u N Byy(Xo)),
para Cs = v/Cs. Entao, para u < p, e C* > 1, ambos universais,
Ny (3[Cre™ < uf By (X)) € [J2B; € B4, (X0),

assim,

{Cre® < ue < u*3NBy(Xo) C | J2Bj C Bay(Xo). (4.10)
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Finalmente, aplicando o Lema 4.1 e fazendo uso das inclusoes acima, temos

CrupN"' > u Y|V, [fdx

J'134‘)0(0)0{(?1 £X<Ue <p}

— 2
— u, ' Vu,[~dx
m 2B;N{CqeX*<ue<p*}

C
=D _IB

C
> HﬂBp(XO) U{C]i“ <Ug < H“H)

v

v
|

onde C; e C4 sao constantes universais, que completam a prova do Lema. O
Na sequéncia, relembremos a definicao da d-densidade.

Definicao 4.2. Dado um subconjunto G C RN, dizemos que G tem a &- propriedade de
densidade em Q para 0 < 6 < 1, se existe T > 0 tal que

LN (Bs(X)NA) _
LN (Bs(X))  —

para todo X € 0GNQ. Se a propriedade acima € vdlida para qualquer 0 < & < 1, dizemos

que G tem densidade uniforme em Q ao longo de 0G.
Abaixo iremos fazer uso de um resultado, classico da teoria da medida.
Lema 4.3. Dado um conjunto aberto A @ Q, temos que:

a) Se existe & tal que A tem a d-propriedade de densidade, entao existe uma constante
C = C(t,N), onde:

ING(OA) B (X)] < 3y-ING(0G) N1 B,(X) N AT+ CopM"

com X € 0ANQ ed K p.

b) Se A tem densidade uniforme em Q ao longo de A, entao [0A N Q| = 0.
Com isso, estamos prontos para afirmar e provar o principal resultado desta secao.

Teorema 4.0.3. Dado Q' € Q existe uma constante universal C = C(Q’') > 0, tal que
LN (N({Cre* < we}) NBy(Xo)) < Crp™,

onde, C; > 1, Xo € Q' No{Cie* < u}, de(Xp) < ]]—odist(_O_/, 0Q), u <€ p com p

universalmente pequeno e Cie* < u*. Em particular,

HN T (Q{Cre™ < u} N By(Xop)) < CpM.
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Demonstracao. Por uma pequena adaptacao na estimativa obtida no Corolario 3.3,

obtemos

LN (Bu(X) m{ue > C15(x})
LN (B, (X)) =

para X € o{u, > Cye*}. Concluimos que, o{u, > Ci1e*} tem a p—propriedade de

densidade, e pelo Lema 4.3, para uma constante universal M > 0, temos

1
2NGC,
+ MpupN.

LN (Nu(a{ue > C1€“}) N Bp(XO)) S

LN (Nu(a{ue > C15“}) N Bp(XO) N {ue > C1€“})

(4.11)
Do Corolario 2.1, dado Y € NV, (0{ue > C1e*}) NB,(Xo) N{u, > Ce*}e Z € d{u, > Cye*},

podemos estimar

w(Y) w(Z) + C3u(Z)Z|1Z = Y|+ C5lZ — Y|

IN

IN

u 4 C3p®2 p+ Cap®

IA

Dp,

onde a ultima desigualdade, vem de C;e* < p. Assim, verificamos que existe D > 0

universal, tal que
N (0{ue > Cie*P) NB,(Xo) N{ue > C1e%} € {Cre* < ue < DuINB,y(Xo).  (4.12)
Finalmente, do Lema 4.2, concluimos que
LN ({Cre* < ue < Dp* N By(Xo)) < Capp™ ', (4.13)
assim, combinando (4.11), (4.12) e (4.13) obtemos,
LN (Mo{ue > C1e*P) NBy(Xo)) < CyppN

Para concluir a prova da estimativa da medida de Hausdorff HN', seja {B;} uma
cobertura de 0{Cie* < u.} N B,(Xo), onde cada bola esta centrada em 0{Cie* < u )N

B,(Xo) com raios iguais a p. Podemos escrever

JBj € Mal{Cre™ < 1e}) N By (Xo).
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Portanto, existem constantes dimensionais Cs, Cg > 0, tais que

Ht‘q (0{Cre® <u N By(Xo)) < Cs) Area(0B;)

= % > LN (By)

C
< fLN (Mu{Cre® < ueh) NByiu(Xo))
< CeCalp+ )N =CsCyp™ " +0(1)

Por fim, tomando p — 0, conseguimos finalizar a prova do Teorema. O
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5.1 O problema limite

esta se¢ao, iremos abordar o problema de fronteira livre da equagao totalmente nao
Nlinear obtida quando ¢ — 0. Nosso ultimo objetivo serd encontrar uma solugao
para o problema de fronteira livre (3), que goza de todas as propriedades geométricas e
analiticas desejadas.
Nossa anéalise comega pela compacidade de solu¢oes minimas da equagdo (E¢). De

fato, o Teorema 2.3.1 implica que, para qualquer Q' € Q,

ell 125 ) <K (5.1)

para algum K independente de e. Além disso, {u.},., ¢ uma sequéncia compacta Cl..(Q)
e a menos de uma subsequéncia,

lim u, =: uy. (5.2)
e—0

1,55 . -
Claramente, de (5.1), a funcao limite uy estd em C )27 (Q). Ademais, esta segao sera
devotada ao estudo da fungao limite uy e o problema de fronteira livre que ela resolve.

Por questoes de conveniéncia para esta leitura, iremos a seguir, convencionar as
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seguintes notacoes:

fuo >0} == {xeQlu(x) >0}
S(UO) = a{uo > O} N Q,
do(X) = dist(X,F(uo)).

O préximo Teorema recupera a equagao totalmente nao-linear satisfeita por uy no seu

conjunto de positividade, bem como o seu comportamento proximo a fronteira livre §(1).

Teorema 5.1.1. A funcao limite uy definida em (5.2) é uma solugao de viscosidade para
F(D*u) =yu' em{u>0}. (5.3)

Além disso, para um subdominio Q' € Q fizado, existe uma constante C = C(Q') que

depende apenas de Q' e constantes universais tais que para qualquer X € Q' N{uy > 0},

Cdo(X)* < ue(X) < C'do(X),

para do(X) < w. Em particular, uy € uma solucao para o problema de fronteira
livre (3).
Demonstra¢ao. Vamos fixar um ponto Xo € {ug > 0} e seja uy(Xo) := o > 0. Por

continuidade uy > %0‘ em B,(Xp) para algum p > 0. Como u, — uy uniformemente sob

compactos, entao para ¢ < 1 temos

1
u, > 3° > (1+ o0p)e”.

Ou seja, u, satisfaz

F(D*u) =yw™' em B (Xo),

1ol
por conta de estabilidade de solugoes de viscosidade sob convergéncia uniforme, veja [12].
Dai concluimos que uy é de fato uma solucao de viscosidade para a equacao (5.3).

Por fim, iremos obter as estimativas que dao conta da taxa de crescimento da solugao
Uo. Para isto, fixemos Xy € Q' N{uy > 0}, com dy(Xy) < }‘dist(Q’, 0Q) e uy(Xo) =s > 0.
Para ¢ < 1 temos

w(Xo) > % > e,

Assim, de acordo com o Corolério 3.1.2, obtemos
us(XO) > Cds(XO)“-

Seja Y. € o{u, > €%} tal que d¢(Xo) = |Xo — Ye|. Pela convergéncia uniforme, temos que
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Y. = Y, para algum Y, onde uy(Yy) = 0. Concluimos entao que,
Uuo(Xo) > C[Xo — Yo|* > Cdo(Xo)".

A outra estimativa ¢ obtida de modo similar. O

A propriedade da nao-degenerescéncia forte obtida para as solugdes aproximadas .

também vale para a solugao uy do problema limite em questao.

Teorema 5.1.2. Dado Q' € Q, existem constantes universais C,py > 0, dependendo
apenas de Q' e pardmetros universais, tais que para qualquer X € Q' N{uy > 0}, p < po

e do(X) < %’am, vale a sequinte estimativa

C'p™ < sup up < up(X) + Cuo(X)?p + Cp™.
Bo(X)
A prova do Teorema 5.1.2 é bastante similar & prova presente no Teorema 5.1.1 e
portanto, iremos omitir os detalhes. Para o que segue, mostraremos que as configuragoes
de aproximagao relacionadas a regido {u, > ¢*} convergem na métrica de Hausdorff para

uma configuragao limite, relacionada com o conjunto de positividade {uy > 0}.

Teorema 5.1.3. Dado d >0 e ¢ < 1, valem as sequintes inclusoes:

{fuy>0NQ" C Ny ({ue > Cie*h N Q" e {ue>Cie*pnQ’ C Ny ({fup >0)NnQ’".

Demonstracao. Iremos primeiramente mostrar a segunda desigualdade. Suponha, por
contradicao, que tal inclusao é falsa. Assim, teriamos §y > 0 e uma sequéncia de pontos
{X¢}, satisfazendo

a) Xe € Q' N{u, > Cye};
b) dist(Xe,{uo > 0}) > do;

C) Xe = Xp, € diSt(Xo,{Uo > O}) > 0.

Segue diretamente da propriedade c) que Xy nao esté no conjunto de positividade {uy > 0},
isto é, uy(Xo) = 0. Contudo, pelo item a) podemos fazer uso da nao-degenerescéncia forte,

Teorema 3.1.1, ou seja, para cada ¢ > 0 podemos encontrar Z, € B%éo(Xe), tal que

Ue(Z) = sup u, > Cog. (5.4)
B%éo(xs)

para algum C > 0 universal. Tomando ¢ — 0, a menos de uma subsequéncia, Z, — Z, €

B%éo(Xo), onde

[ > 0} By (Xo) # 0. (5.5)
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O que, pelo item c), nos leva a uma contradigao, .
Para mostrar a desigualdade que falta, iremos seguir os mesmos argumentos.
Novamente iremos supor que tal desigualdade nao é valida. Assim, existiria & > 0 e

uma sequéncia de pontos {Y,}, tais que:
d) Ys € {uO > O},
e) dist(Ye,{u, > Cie*}) > 01;

Portanto, devido ao item d) e pela nao-degenerescéncia forte, Teorema 5.1.2; temos que,

para cada ¢ > 0 existe Z, € B%& (Ye) tal que

w(Z:) = sup uy > Cod. (5.6)
B%‘sl (Ye)

Como u, — 1y sob compactos, temos da desigualdade acima que, para ¢ < 1,
u(Ze) > %61 > Cqe¥,
o que nos da,
{ue > Cre® N B, (Vo) # 0. (5.7)
Onde, pelo item e), temos uma contradigao. O

Com algumas propriedades obtidas acima para a solugao 1y, basta apenas uma
repeticao fiel da prova do Corolario 3.3 para mostrar que o conjunto {uy > 0} tem
densidade uniforme positiva ao longo da fronteira livre §(uy). Segue abaixo o respectivo

Teorema:

Teorema 5.1.4. Dado Q' € Q existe uma constante 0 < ¢ < 1, dependendo de Q' e de

pardmetros universais, tais que

S (BX) Nt > 0] _
B T

para todo X € F(ug) N Q.
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Q
7 no

Fig. 5.1: A fronteira livreF (1) ndo possui pontos de cuspide como na figura acima.

E possivel concluir que a regido {uy > 0} ndo pode apresentar cuspides ao longo da
fronteira livre no sentido da fase {u = 0}. De fato, caso existisse algum ponto de cuspide

da fronteira livre (veja a figura 7.1) teriamos:

LN (B, (X) N {uy > O})
LN (B, (X))

— 0 quando p — 0.

Assim, a propriedade de densidade acima corresponde, em termos qualitativos, a um
resultado de regularidade para a fronteira livre F(ug).

Como consequéncia dos resultados obtidos no Capitulo 3.2, iremos mostrar que uma
desigualdade de Harnack homogénea é valida proxima a fronteira livre F(uy). Como
mencionado na sec¢ao 3.2, esse resultado é bastante surpreendente a primeira vista, pois se
tentarmos observar o termo singular yu~"(X) como o lado direito da equacio diferencial
acima, a desigualdade classica de Harnack (3.11) nao nos daria informagoes universais

proximo da fronteira livre (o).

Teorema 5.1.5 (Desigualdade de Harnack em bolas tangentes). Seja Xy € {uy > 0} e

d:= do(Xy). Entao, existe uma constante universal C > 0 tal que

sup uo < C inf uy.
B4 (Xo) B%(Xo)
2

Demonstracao. Seja &g, &1 € B%(Xo), tais que

inf up =uo(&) e sup up =uo(&).
BgXo) B 4 (Xo)
2

Como do(&) > %

, pelo Teorema 5.1.1, temos

Up(&) > Crd™. (5.8)
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Por outro lado, do Teorema 5.1.2,
Uo(&1) < up(Xo) + Cauo(Xo)2d + Cod™
Como na demostracao do Corolario 2.1, para qualquer Y € 0{uy > 0}, temos
uo(Xo) < uo(Y) + Couto(Y)ZId + Cod* = C,d™.
Entao, das duas tltimas desigualdades,

wo(&) < Cid”,

portanto,
sup uy < C4 inf .
B 4 (Xo) B 4 (Xo)
7 2
para uma constante C4 > 0 que nao depende de . U

Como na prova do Corolario 3.2.1, podemos estabelecer uma limitacao inferior para

integrais solidas de uy: para todo Xo € o{ug > 0} N Q'
C] po‘ SJ[ LLodX, (59)
Bp(Xo)

onde C; = C;(Q’) > 0. Para o que segue, iremos estabelecer um controle inferior e

superior para integrais esféricas de u,.

Teorema 5.1.6. Dado Q' € Q, existe uma constante universal C = C(Q’), tal que para
todo Xy € 0{uy > 0N Q7

(Z’1p‘X §J~ uy dHN T < Cp*~.
9B (Xo)

Demonstracao. Para mostrar a estimativa superior, basta usar diretamente, que

Y
2

uo(Y) < uo(Xo) + Cup(Xo) Zp + Cp?,
obtida do Teorema 5.1.2 para todo Y € 0B, (Xo).

Para o que falta, iremos mostrar a limitagao inferior por meio de contradicao. Deste
modo, suponha que a estimativa inferior nao seja vélida. Existiria entao, p, > 0 e
Xm € 0{ug > 0}, tais que

1 uedHN " =o(1), (5.10)

P JoB,,, (Xm)
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quando m — oco. Usando o Teorema da mudanca de variaveis, (5.10) implica em

1
— uedHN ! =o(1), (5.11)
P J B 1o (Xom)
para todo 0 < r < 1. Defina
vm(X) = p;xuO(Xm + me)-

Pela regularidade uniforme obtida em (5.1), a menos de uma subsequéncia, temos que vy,

converge uniformemente sob conjuntos compactos de RN a uma funcao vy. Além disso,
Fn(D*v) =Vl em {v, >0}, (5.12)
onde Fi (M) == p%F(p;.M). Para todo 0 <1 < 1,

J[ uo(V)dHN T = f Uo(Xm + pmX)dHN ! = p% f Vi (X)dHN .
OBrpm (Xm) 9B+ (0) 9B+ (0)

Entao, de (5.11), e fazendo m — oo, obtemos

,)[ vo dHN T = p & f udHN =0, Vo<r<l.
B-(0) 0Brpm (Xm)
Portanto, vo = 0 em B; o que contradiz a propriedade (5.9) para cada vy,. O

5.2 Estimativas geométricas da fronteira livre
|

Nesta segao iremos obter finas propriedades relacionadas a teoria geométrica da
medida para a fronteira livre §F(uy). Como no Capitulo 4, iremos trabalhar sob a
hipotese estrutural (AC). O primeiro resultado nos fornece a finitude local da medida

HN"1-Hausdorff da fronteira livre F(uy).

Teorema 5.2.1. Dado um subdominio Q' @ Q existe uma constante universal C =

C(Q’) > 0, dependendo de Q' e constantes universais, tais que
LN (Nu({uo > O}) N Bp(XO)) S CHqu)

onde, Xo € Q' No{uy > 0}, do(Xp) < ﬂ—odist(Q’, 0Q)), <K p e p universalmente pequeno.
Em particular,

HN(Bp(Xo) NF(uwo)) < CpMN .



CAPITULO 5. O PROBLEMA DE FRONTEIRA LIVRE LIMITE 20

Demonstragao. Dos Teoremas (4.0.3) and (5.1.3), temos para £ < 1

Vo (fue > Cre®}) N B,(Xo)| < CppMNT
(§]

{uo > 01N By (Xo) € Ny({ue > C1e%}) N B, (Xo).
Dai, facilmente obtemos
Nul{uo > 01 N By(Xo) € My ({ue > Cre™}) N By (Xo),

o que nos da a estimativa desejada. O

Uma consequéncia do Teorema 5.2.1 é que a regiao {uy > 0} tem perimetro localmente
finito. O resultado chave que mostraremos no proximo teorema, nos diz que a fronteira
livre reduzida, 0,eq4{uo > 0} tem medida total. Mais importante, provaremos que em torno

de pontos Z da fronteira reduzida, vale o seguinte comportamento,
HY (By(Z) NF(u)) ~ o™

Em particular, a fronteira livre tem vetor normal no sentido da medida geométrica em
quase todos os pontos de F(ug). Para uma consulta acerca da definicdo de vetor normal

no sentido da medida geométrica, veja [40].

F(uo) B,

Fig. 5.2:F(up) tem perimetro localmente finito.

Teorema 5.2.2. Dado Q' € Q, existe uma constante positiva C = C(Q’), que
depende somente de Q' e constantes universais, tais que para qualquer By(Xo), com p

universalmente pequeno, centrada num ponto da fronteira livre xo € 0{uy > 0}, entdo

C TN < HN T (Breafuo > 0} N B, (Xo)) < CpN.
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Em particular,
HN_] (a{uo > 0}\ ared{uo > 0}) = 0.

Demonstracao. A estimativa superior segue do Teorema 5.2.1. Nos falta entao verificar a
estimativa inferior. Fixado Xy, iremos definir a funcao normalizada vo: By — R por
uo(Xo — pX)
Vo(X) = —————.
p
Argumentando de modo totalmente analogo a prova do Teorema 4.1, para p

universalmente pequeno, obtemos,

1
L(vg) = pz""Z fyDi(ug) >0 em {vo > 0}NBy. (5.13)
i
Nosso proximo passo € construir uma barreira apropriada. Seja 1 uma fungao nao negativa
em By, com P =1em Bys e P =0 fora de By/s. Seja @ a solucao do seguinte problema

de valor inicial:
LO = —p em B,

® = 0 em O0B;.

Pela teoria de regularidade eliptica classica, @ é suave e, em particular, para todo 0 <
o<1,

@l cxs,,,) < Ciy (5.14)

Bi,2

para uma constante universal C; > 0. Também pelo principio do méximo ® > 0 em B;

e pelo principio do maximo de Hopf,
f;;0;0v; > C; > 0, ao longo de 0By, (5.15)

onde v; é a j-ésima coordenada do vetor normal exterior de 0B;(0). Aplicando a férmula

de Gauss-Green generalizada, chegamos a seguinte igualdade:

J {@L(v(%)—v(%m}dx — J {cpfﬁai(v;?)—v§fﬁai®}njdHN*‘
{vo>0}NB, 0rea{vo>0}NB;4
- J v F 0 Dv;dHN
{vo>0}N0B;
(5.16)

1
Como @L(vg) > 0, temos

1 1 1 1
J {oLeg) —viLo} ax > Jtl)vo“dxz J v dx. (5.17)

{vo>0}NB; B4 By/s
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Da limitagao uniforme do gradiente para vy, da elipticidade e (5.14), estimamos

@0 (vg ) dHN | < CYHN T (Bea{vo > 0} N By).

ared{vo >O}OB 1

Além disso, olhando para a regiao de integracao, obtemos

1
J' vo“fijaid)nj dHNi] = O,
0red{vo>0}NB1
e por (5.15),

1
J' \)Oafijai(D'\/jdHNi1 > 0.
{vo>0}N0B;

Combinando (5.16), (5.17), (5.18) e (5.19), concluimos que

1
J vidx < C1HN T (0ea{vo > 0} N By).
Bis

Por outro lado, pela nao-degenerescéncia, como na prova do Teorema 3.2.1, temos

1
J[ vy dx > Cs.
By /5(0)
para uma constante universal C > 0. Finalmente de (5.21) e (5.22) obtemos

IHN71 (ared{VO > 0} N B1) Z Coy

02

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

para uma constante universal ¢y > 0, assim a estimativa inferior esta provada. A medida

total da fronteira reduzida segue por consideragoes classicas da teoria geométrica da

medida.

O
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P ] esta secao iremos fazer o estudo referente a segunda parte deste trabalho, que trata

da obtencao da regularidade 6tima para equacoes elipticas degeneradas da forma:
H(X, VWF(X,D*u) = f(X) em By, (6.1)

onde F é uniformemente eliptica, f € L* e para algum 0 > 0, H satisfaz a seguinte

condicao de degenerescéncia,
ABI® < H(X, B) < AlpP° (6.2)

para cada p € RN e X € By. Para efeito de normalizacio, assumiremos sem perda de
generalidade que F(X,0) = 0 para todo X € Bj.
Como mencionado outras vezes nesse presente trabalho, segue da teoria de

Krylov-Safanov, veja [3|, que solugoes de viscosidade de uma equagdo homogénea de
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coeficientes constantes
F(D*u) =0,

sao localmente de classe Ch®, para algum expoente g = oo(N, A, A) universal. No
decorrer deste capitulo, o seré entendido como tal expoente. Caso nao tenha sido imposta
nenhuma condicao adicional a F, oy é de fato o expoente 6timo. Veja [31,32] e [33]. Para
a classe de equacoes com coeficientes variaveis, solugoes sao em geral, somente de classe
CO% ¢ esta regularidade ¢ 6tima, a menos que alguma condicao de continuidade em seus
coeficientes (ou seja, na aplicagdo X — F(X,-)) seja imposta. Tal condi¢ao é bastante
natural, estando sempre presente na teoria linear: Lu = a;;Diu. Para o nosso objetivo
de encontrar uma estimativa Ch* para solucoes da equacio (6.1), iremos daqui em diante,

assumir uma hipotese de continuidade nos coeficientes de F, a saber:

up [F(X, M) — F(Y,M)|
IS M|

< C-w(X=Y], (6.3)

onde C > 0 é uma constante positiva e w é um modulo de continuidade normalizado,
isto &, w : Ry — R, & nao-decrescente com w(0") =0 e w(1) = 1. Tal condicao pode
ser relaxada, é suficiente tomar alguma condigao do tipo VMO, veja [5]. Iremos optar
pela condicao (6.3) por questdes de simplicidade. Para uma notagao conveniente, iremos

denotar

F(X,M) —F(Y,M
HFHw::inf{C>O: Sup’(a ) — F(Y, M)|

<Cw(X—=Y]), VX, YEB; +. (6.4)
IM][<1 M|

Para concluir os nosso comentarios iniciais sob a condi¢ao de continuidade (6.3), solugoes

de viscosidade da equacao
F(X, D*u) = f(X) € L™(By),

sao localmente de classe C"P, para todo 0 < B < oty. Veja [5,44].

6.1 O resultado principal

Nesta secao, iremos apresentar o principal resultado acerca da teoria que sera
desenvolvida neste capitulo. Tal resultado fornecera uma estimativa de regularidade 6tima

para fungoes u, satisfazendo

Vul® . [F(D*u)| <1, 08>0, (6.5)
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no sentido da viscosidade, para algum operador uniformemente eliptico F. Como
comentado no inicio deste capitulo, para o caso nao-degenerado, isto ¢, 0 = 0, a melhor

T+oy . . . . .
oe - O ponto delicado, esta em obter uma estimativa universal

regularidade possivel é C
precisa o suficiente para que o grau de singularidade 6 > 0, que surge da equagao (6.5)
seja explicitamente sentido, ao longo do conjunto singular (Vu)~'(0).

Para entender alguns fatos acerca do que devemos esperar neste estudo, vamos olhar

de um modo ingénuo para a seguinte EDO:

que pode ser resolvida de uma maneira simples para t € (0,00). A solucao é u(t) =
tire. Apoés algumas inferéncias heuristicas, torna-se razoavel aceitar que Ci+e é uma
barreira superior para qualquer estimativa de regularidade universal para a equacao (6.5).
Portanto, a estimativa de regularidade o6tima ideal que se deve esperar para funcgoes
. ~ {1
satisfazendo a Equacao (6.5) deve ser Ch™min®o i),
Apobs esses comentarios técnicos e didaticos, estamos aptos a formular o principal

resultado o qual foi dedicado este capitulo.

Teorema 6.1.1. Seja u uma solugao de viscosidade de
H(X, Vu)F(X,D*u) =f(X) em By. (6.6)

Assuma f € L*®(By), H satisfaz (6.2) e F: By x Sym(N) — R € uniformemente eliptico

s

com coeficientes continuos, isto €, satisfazendo (1.2) e (6.3). Fizado um expoente

1
o€ (0,0) N (0> m} y

entio existe uma constante C(N, A, Ay, [[Fllw, [[fllooy @) > 0, dependente apenas de
Ny AAY ([Fllas [Iflleo € o, tal que

ullcrasy ) < CONGA A Y, [Fllaws [ Fllooy o) - [[1f|ie.

Segue no Corolario abaixo, uma importante consequéncia do Teorema 6.1.1.

Corolario 6.1. Seja u solugao de viscosidade de
H(X, VWF(D*u) =f(X) in B. (6.7)

Assuma f € L®(By), H satisfazendo (6.2), F uniformemente eliptica e concava. Entio w
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. 1.1 . -
€ localmente C T+ e essa reqularidade é otima.

O Corolario 6.1 segue do Teorema 6.1.1 onde solugoes de equagdes coOncavas sao

localmente de classe C"' pelo Teorema de Evans-Krylov.

E interessante compreender o Teorema 6.1.1 como um modelo de classificacdo para
equacoes elipticas degeneradas, conectando a magnitude da degenerescéncia do operador &
regularidade 6tima de suas respectivas soluc¢oes. De fato, como mencionado anteriormente,
varias equagoes tem seus graus de degenerescéncia comparavel a uma equagao modelo da

forma |Vu/®|F(D?u)| < 1. Iremos explorar essa perspectiva na proxima secao.

6.2 Aplicacoes e perspectivas
]

A heuristica da classificagao de degenerescéncia mencionado no paragrafo anterior,
possui de fato um vasto campo de aplicabilidade. Nesta secao intermediaria, iremos
comentar sobre algumas consequéncias que a estimativa de regularidade 6étima mostrada

na Secao 6.1 dispoe para teoria de regularidade eliptica.

Na sequéncia, iremos usar o Teorema 6.1.1 e o Corolario 6.1 para solucionar casos
particulares de alguns problemas abertos bastante conhecidos. O resultado obtido nesta
se¢ao nos da a esperanga de que progressos decisivos possam ser contemplados para casos

mais gerais em um futuro proximo.
6.2.1 Equacoes da teoria de supercondutividade

Comecaremos nesta sec¢ao, comentando sobre algumas aplicagoes que o Teorema 6.1.1
fornece para a teoria de supercondutividade, onde as equagoes totalmente nao-lineares do
tipo:

F(X, D*u) = g(X, Wx(vuso) (6.8)

regem os modelos mateméticos desta teoria. A equacdo (6.8) representa a equagao
estacionaria para a "mean field theory of superconducting vortices"quando a funcao de
fluxo escalar admite uma dependéncia funcional no potencial magnético escalar, veja [9].
Propriedades de existéncia e regularidade da Equagao (6.8) foram estudadas em [7] e [8].
A novidade no estudo da Equacao (6.8) esta em testar a equacdo apenas por polindémios
que tocam a solugao com |VP(Xo)| # 0. Foi provado em |[7], corolario 7, que solugdes sao
localmente C%* para algum 0 < « < 1. Para operadores concavos, foi provado em [7]

corolario 8, que solucdes estdo em WP, Uma aplicacdo da formula de monotonicidade de
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Alt-Caffarelli-Friedman [7], Lema 9, fornece regularidade C"' para o problema particular

Au=cu X{|Vu|>0}- (69)

A Equagao (6.8) pode ser obtida como o problema limite, quando & — 0, para a familia

de equagoes singulares da forma
|vu(‘3|(S : F(X> Dzué) = 9(X> ué)) Bs. (Eé)

De fato, segue do Teorema 6.1.1 que se us é uma solugdo normalizada de (E;), para &

suficientemente pequeno, isto é, para
d <1 — o,

entao podemos estimar

HuHCi,% <C, (6.10)
oC

para uma constante C > 1, que ndo depende de 6. Em particular, a estimativa (6.10) nos
da compacidade local para a familia de solugoes {us}s~o de (Es). Seja uy a funcdo limite

de tal sequéncia, ou seja,

Uy = lim Ws.
j—o0
para 8; = o(1). De (6.10), temos,
Vus;, — Vuy localmente uniforme, (6.11)
u € CUR(By). (6.12)

Agora, fixemos um ponto regular Z € By de uy, isto é,
IVue(Z)| > 0.

A convergéncia gradiente (6.11) e a estimativa (6.12) nos da a existéncia den > 0 pequeno,
tal que ]

inf [Vus| > —[Vus(Z)| =¢

Blnr%z)| us| > 10| uo(Z)| =: co,

para todo & < 1. Assim,
g(X,us) - [Vus| ™ — g(X,up),  uniformemente em B, (Z).

Resumimos a discussao acima com o seguinte Teorema:
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Teorema 6.2.1. Seja us € C°(By) uma solugdo de viscosidade de (Es), com |ug| < 1,
0 < 1, onde g € continua em w e mensurdvel e limitada em X. Assuma que o operador F
estd sob as hipdteses do Teorema 6.1.1. Entao, fizado um nimero o« < oo(N, A, A), para

O suficientemente pequeno, temos
HLL5|’CI,<X(B4/5) S C(N, }\, /\, OC).

Em particular,

us — Uy € C'*(By ),
e Uy € uma solucao de viscosidade de (6.8).

A principal vantagem do Teorema 6.2.1, em comparagao com a teoria de regularidade
desenvolvida em [7], ¢ que ela nos da a estimativa C"* 6tima, para o caso mais geral de

operadores totalmente nao lineares, nao necessariamente concavos.

6.2.2 Visitando a teoria do oo-laplaciano

Irenos agora visitar a teoria do operador co-laplaciano ,
AOOV = Zvivjvij (613)
i

a qual esta relacionada ao problema de melhor extensao Lipschitz para um dado de
fronteira fixado. Além disso, o operador acima tem como caracteristicas a nao-linearidade
e alta degenerescéncia. A teoria das fungoes infinito-harmonicas, isto é, solu¢ées da EDP

homogénea

tem recebido uma grande atencao. Um dos principais problemas em aberto da teoria
moderna de EDPs est4 em mostrar que funcdes infinito-harménicas sao de classe C'. Essa
conjectura tem sido respondida positivamente por O. Savin [39] no plano. Evans e Savin,
|15] melhoraram o resultado para C* para algum o > 0 pequeno, porém somente em duas
dimensoes. Muito recentemente, Evans e Smart provaram que fungoes infinito-harmoénicas
sao q.t.p. diferenciaveis independentemente da dimensdo, veja [16]. Nao obstante,
caracteristicas de nao-continuidade de Vu podem ser inferidos por argumentos ingénuos.

O famoso exemplo de fun¢ao infinito-harménica

[V
SV

a(x,y) :=x3 —y (6.14)
devido a Aronsson por volta dos anos 60, determina a regularidade 6tima ideal para tal

problema. Ou seja, a teoria de regularidade universal para funcoes infinito-harmonicas
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nao pode ir além de Chs. Até onde sabemos, nao houve antes qualquer resultado
significativo de que funcoes infinito-harmonicas devem ou nao ter uma regularidade chs
universal, a menos de especulacoes baseadas no exemplo de Aronsson. De outra maneira,
porém, a desconfianca para a validade da conjectura da regularidade Chs para fungoes
infinito-hamonicas se confirma explorando as propriedades de escalonamento da equacao.

Por exemplo, podemos escrever o operador infinito-laplaciano como
Asv = (Vv)'- D> - Vv,
e desta forma, torna-se tentador comparar suas caracteristicas de degenerescéncia com
IVul? - |Au| < 1, (6.15)

que possui as mesmas propriedades de escalonamento de A, e cujas solugoes sao
a1 . ~ . -

Ch72 regulares, do Corolario 6.1. Embora, em geral nao seja verdade que funcoes

infinito-harmonicas satisfazem (6.15), essa observacao nos leva a um interessante guia

heuristico.

Note que o exemplo de Aronsson - como quaisquer exemplos populares na teoria
de EDPs - é uma funcao de varidveis separaveis. Na sequéncia, como uma aplicacao
do Corolario 6.1, mostraremos que qualquer func¢do infinito-harmonica com variaveis

I 1
separaveis ¢ de fato, localmente Chs.

Proposicao 6.2.1. Seja u: By C RN — R wuma funcdo infinito-harmonica. Assuma u

uma fungao de varidveis separdveis, i.e.,
w(X) = o1(x1) + 02(x2) + - - - oa(xn),

para o; € C°(By). Entio u € C1’]§(B1/2).
Demonstracao. Um calculo direto nos mostra que

2

0= Axu = |oy(x1) 107 (x1) + lo1(x2) [P0y (x2) + - - - + [on (xn) P o (xn). (6.16)

De forma rotineira, justificamos o calculo acima usando a maquinaria da solucao de
viscosidade. Notamos, contudo, que o i-ésimo termo na equagao (6.16) depende apenas
da variavel x;. Portanto, como a soma acima é nula, cada termo deve ser constante, isto
é7

N
|03 (x1) Poy (xi) = T, Z T = 0. (6.17)

i=1
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Aplicando a regularidade Chs para cada o; que segue do Corolério 6.1, temos que a prova

da Proposicao 6.2.1 esté concluida. O

Em um nimero de problemas fisicos e geométricos, solugdes herdam a simetria radial
do dado de fronteira. Portanto, é bastante razoavel analisarmos a regularidade 6tima para

solugoes radialmente simétricas.

Proposicao 6.2.2. Seja u € C°(B;) uma funcio radialmente simétrica, isto €, w(X) =

v(r) para v := |X|, satisfazendo

Aoou = f(|X|)u)) em B]

1,1
loc *

no sentido da viscosidade. Assuma f € C°([0,1] x R). Entdov € C

Demonstracao. Um calculo direto nos mostra

X
Vu(X) = V/(”W
D*u(X) = iv”(r)x R X +v'(1) lId — Lx ® X
X[? X IXP?
Portanto, concluimos que v satisfaz,
V()2 v (1) = f(r,v(r), (6.18)

no sentido da viscosidade. Como
f(r,v(r)) € Li.(By),

. . L5 .
podemos aplicar o Corolario 6.1 para obtermos v € C,/!** o que prova a proposi¢ao. [

Comentamos que a regularidade da Proposicao 6.2.2 é 6tima quando
AOO|X|% = constante.

Ainda iremos mencionar que, para fun¢bes com o infinito-laplaciano limitados, E.
Lindgren, seguindo as ideias de [16], estabeleceu recentemente estimativas Lipschitz e

diferenciabilidade q.t.p. .
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6.2.3 Outras equagoes elipticas degeneradas

Um outro exemplo interessante a ser explorado é o operador p-laplaciano:
Apu = div ([VulP?Vu)  parap > 2. (6.19)
Ele aparece por exemplo na equagao de Euler-Lagrange associada a integral p-energia
J(Du)de — min.

O estudo de equagoes envolvendo o operador p-laplaciano tem recebido uma grande
atencao nos ultimos 50 anos. Em particular, a teoria de regularidade para fungoes
p-harmonicas tem sido um assunto de intensa investigagao, desde o final dos anos 60,

quando Uraltseva em [46] provou que solugoes fracas da equagdo homogénea
Ayh =0, (6.20)

¢ localmente de classe CY*™NP) para algum o(N,p) > 0. A regularidade 6tima para
fungoes p-harmonicas no plano foi obtida por Iwanec e Manfredi, em [23]. O expoente
6timo de Holder continuidade do gradiente de fungdes p-harmonicas em altas dimensoes,

d > 3, tem sido o maior problema em aberto desde entao.

O operador p-laplaciano pode ser escrito na forma nao-divergente, simplesmente

aplicando formalmente as derivadas da seguinte forma:
Apu = IVulP2Au+ (p — 2)[VulP“Au. (6.21)
A nogao de solugoes fracas, usando a estrutura divergente em (6.19), e na forma

nao-divergente em (6.21) sdo equivalentes, veja [25].

Dentro do contexto de fungoes com o p-laplaciano limitado, é conjecturado que a

. L. ’
regularidade 6tima deve ser CP , onde

1 1

—+—/:1.
P P

Nosso proximo resultado nos dd uma resposta parcial para esta conjectura.

Proposicao 6.2.3. Seja p > 2 e u satisfazendo

Apu| < C,  em By.
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Assuma uw radialmente simétrica, i.e. w(X) =v(r) para v :=|X|. Entdaov € C}’O/C(Bﬂ.

Demonstracao. Um calculo direto, como na prova da Proposicao 6.2.2 nos revela a
seguinte limitagao

1p—215,/ Ip—4 124,
VPV + P vV <G
no sentido da viscosidade. Portanto, como uma aplicagao do Corolério 6.1, obtemos

1
Yoo ~ Cp’
loc — “loo

veC

e a proposicao em questao esta provada. ]

Estimativas da forma [VulP72|D*u| < C nfo sdo raras em um certo namero de

problemas envolvendo o operador p-laplaciano, veja por exemplo [30]. Vamos mencionar
. . _] ~ .

também que estimativas da forma (e + |[Vv[]2)"z |D%v| < C sdo comumente obtidas para

solugoes fracas de equagoes da forma divergente, Dy (Ai(Dv)) =0, veja [18], Capitulo 8.

Iremos encerrar esta se¢ao, revisitando o operador infinito-laplaciano como o limite do
operador p-laplaciano, quando p — co. Seja h € C°(B;) uma funcao infinito-harménica.

Para cada p > 1, seja h,, a solucao do seguinte problema

Aphp == 0, in 83/4
hp = h, on 83/4.

E sabido que h, forma uma sequéncia de funcoes equicontinuas e h, — h localmente

uniforme para h. Em particular
Ash, =0(1), quando p — oo.

Dessa forma, iremos denotar h, como a aproximacao p-harmonica da funcao

infinito-harmonica h em Bj 4.

Proposigao 6.2.4. Seja h € C°(By) uma fungao infinito-harmonica hy, sua aprozimagao

p-harmonica. Assuma |Ash,| = O(p~") quando p — co. Entio h € C1’]§(B1/2).
Demonstragao. Como hy, é p-harmonica, ela satisfaz
IVh,Ah, = (2 — p)Axh,.

Pelo principio do méaximo,
Iolli, ., < Il -
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Da hipotese de aproximagao e do Corolario 6.1, temos

oll iy, , < C

para uma constante C que independe de p. A prova da proposi¢ao segue por argumentos

padroes. O

Outra interessante Proposicao relaciona fungoes p-harmoénicas com infinito-laplaciano

limitado.

Proposicao 6.2.5. Seja u uma fungdo p-harmoénica By C RN. Assuma Asou € L°(By).
Entaou € C]‘% (B]/z).

Demonstracao. A prova segue por argumentos similares aos da prova da Proposicao 6.2.4.
O

Segue como um problema em aberto, se a Proposicao 6.2.5 vale mesmo sem a hipotese
extra de limitacdo do infinito-laplaciano. E plausivel conjecturar que se ot(N,p) é o

expoente de Holder continuidade 6timo (universal) para fungoes p-harmoénicas, entao

(N, p) > %—’1—0(1), quando p — oo.

6.3 Compacidade universal

A partir desta secao comecaremos a desenvolver a prova da principal estimativa de
regularidade 6tima apresentada na segao 6.1, a saber, Teorema 6.1.1. Nesta primeira
etapa, iremos obter um tipo compacidade universal que nos dari acesso a teoria de
regularidade 6tima para solugoes da equagao (6.1). Na prova que iremos apresentar,
faremos uso da principal ferramenta técnica obtida no recente trabalho de Imbert e

Silvestre, [21].
Lema 6.1. Seja G € RN um vetor arbitrdrio e w € C(By), uma solucdo de viscosidade de
d + Vul’F(X, D*u) = £(X), (Eq)

satisfazendo ||u||ie@,) < 1. Dado & > 0, existe € > 0, dependendo somente de N,A, A, e

Y, tal que se
HNlHi1 ) ”F(X> M) — F(0, M)HL""(BH + ”f”l-‘x’(Bl) <& (6'22)
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entdo podemos existe uma fungio h, solugio de uma equagao (A, A)-uniformemente

eliptica de coeficientes constantes
F(D*h) =0, B, (6.23)

tal que
[w—hlliem,,) <. (6.24)

Demonstracao. Iremos supor por contradi¢ao, que a tese do Lema em questao falha.
Assim, devemos encontrar um certo nimero 8y > 0 e sequéncias, Fj(X, M), fj, ; e w;,

satisfazendo
v FXM) 6 (A, A)-cliptico,
v AIMITT IR M) = F(0, M) [t (s,) = oT),
Vo il = o(1),
Vo [ulliem) < Te
v G 4+ Vy'F (X, DAyy) = fj,

onde,

sup [u; — h| > 8o, (6.25)
B1,2

para todo h satisfazendo uma certa equacao diferencial (A, A)-uniformemente eliptica
homogénea de coeficientes constantes como em (6.23).

Inicialmente, argumentando como em [21], a sequéncia u; é pre-compacta na
topologia-C°(By2). De fato, como em [21] Lema 4, existe uma constante universalmente

grande Ay > 0, tal que, se para alguma subsequéncia {dj, Jxen, tivermos,
5, | > Ao, Vk €N,

entdo, a sequéncia de solugdes correspondentes, {u;, fien, ¢ limitada em C%®'(B,3). Caso
tenhamos

;| < Aoy V) > o,

entdo, pela desigualdade de Harnack, veja [22], {uj}j>j, ¢ limitado em C%#(B,/3) para
algum 0 < 3 < 1 universal.

Da compacidade acima mencionada, a menos de uma subsquéncia,

W — U, localmente uniforme em By/3,
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para algum u., € CO‘B(B2/3). Nosso principal objetivo é provar que a funcao limite U
¢ solugdo de uma equagao to tipo (6.23). Para isso iremos mais uma vez dividir nossa
analise em dois casos.

Se |dj| é limitado, podemos extrair uma subsequéncia de {dj}, que converge para algum
Goo € RN. Além disso, pela elipticidade uniforme e pelo segundo item das propriedades

listadas acima, a menos de uma subsequéncia F;(X, ) — F(-), e
|Too + Voo "F(D*use) =0,

Argumentando como em [21], Se¢ao 6, concluimos que Uy, € uma solu¢ao de uma equagao
eliptica de coeficientes constantes e homogénea, o que contradiz (6.25).
Se |qj| é ilimitado, entdo a menos de subsequéncia, |qj| — oo. Neste caso, defina

€; = qj/Id;l, entao u; satisfaz sera solucao de

| (X
&+ 41 g (X, DAyy) = DY
Gl G Y

Tomando j — oo e outra subsequéncia, caso necessite, iremos também encontrar uma
funcao limite U, satisfazendo Foo(D?*Us,) = 0 para algum operador (A, A)-uniformemente
eliptico, §o. Como no caso anterior, isto nos leva a uma contradigao com (6.25). Assim,

o Lema esta provado. O

6.4 Oscilagcao de decaimento
|

Nesta secao, iremos desenvolver a oscilagao de decaimento, que ird finalmente nos
fornecer a estimativa de regularidade 6tima C"* para solucoes da equacao (7). A primeira
tarefa sera obter uma versao discreta da estimativa de regularidade, e é justamente isto

que o lema seguinte nos fornecera.

Lema 6.2. Seja G € RN um wvetor arbitrdrio e w € C(By) normalizada, i.c., lu] < 1,
solucao de viscosidade de
G+ Vul’F(X, D*u) = f(X). (Eq)

Dado o € (0,9) N (0O, 9]?]7

somente de N;A; A, O e «, tais que se

existem constantes 0 < py < 1/2 e €y > 0, dependendo

”M”_] ’ HF(Xa M) - F(O> M)HL‘X’(BH + HfHL‘X’(Bl) < €o, (6'26)
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entdo existe uma func¢ao afim £(X) = a+ b- X, tal que

sup [u(X) — €(X)] < py*e.

B,

Além disso,
|Cl| + |6| < C(N))\v/\))

para uma constante universal C(N, A, A) que depende apenas da dimensao e das constantes

de elipticidade.

Demonstracao. Para um 6 > 0 a ser escolhido a posteriori, seja h uma solugao de uma
equacao (A, A)-uniformemente eliptica homogénea com coeficientes constantes, que esta
d-proxima de u em [*°(B;/,). A existéncia de tal funcao é assegurada pelo Lema 6.1,
para algum ¢, escolhido suficientemente pequeno, dependendo apenas de 0 e parametros
universais. A partir da escolha do J, que sera universalmente escolhido logo depois, iremos
concluir que a escolha do ¢y serd também universal.

De (6.24) e da condigdo de normalizagao de u, segue que

LB, < T+8 <2

Bi,2

entretanto, da teoria de regularidade disponivel para h, veja por exemplo [3], capitulos 4

e b, podemos estimar

sup [h(X) — (Vh(0) - X +h(0))] < C(N,AA) -1 vr >0, (6.27)
B,
IVR(0)] + [h(0)] < C(N,AA), (6.28)

para alguma constante universal 0 < C(N, A, A). Iremos denotar
£(X) := Vh(0) - X 4+ h(0). (6.29)
Prontamente, segue da desigualdade triangular que

sup [u(X) — €(X)] < 54 C(N, A, A) - py e, (6.30)

Bo,

Agora, fixado um expoente & < &y, iremos escolher py e & de modo que

o 1
po = N LAY (6.31)

T4+

1 1 xp—o
= E(zcm,)\,/\)) ’ (6.52)
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onde 0 < C(N,A,A) é a constante universal que aparece em (6.27). Ressaltamos que
as escolhas acima dependem somente de Ny,A; A e do expoente 0 < o < «p fixado.

Finalmente, combinando (6.27), (6.30), (6.31) e (6.32), obtemos

T+
1 o Xo—&
)) —l—C(N,)\,/\)-p(])-HX-pOO

supu(X) — (X < —( 1

Bo, 2 \2C(N,A A
1
— p(1)+¢x)
e o Lema esta provado. O

Na sequéncia, iremos iterar o Lema 6.2 em bolas diddicas para obtermos a precisa
oscilacao de decaimento da diferenca entre u e as fungoes afim {, que serao definidas

abaixo.

Lema 6.3. Sob as condigoes do Lema anterior, existe uma sequéncia de fungoes afim

G (X) == ay + Bk - X satisfazendo

a1 — @y + pK[Bysr — Bl < Copl ™%, (6.33)
tal que
sup [u(X) — 6(X)| < S (6.34)
k

Po

onde « € um expoente fizado, tal que

o € (0,x) N (0, %} (6.35)

e Co uma constante universal que depende apenas da dimensao e elipticidade.

Demonstracao. Para esta demonstragao iremos utilizar indugao finita. O caso k = 1 segue
exatamente do Lema 6.2. Suponha que as estimativas (6.33) e (6.34) sejam vélidas para

j=1,2,--- k. Defina seguinte fungao reescalonada

(1 — &) (psX)
k(1+x)

v(X) = (
Po

Segue da hipotese de indugao que [v| < 1. Além disso, v satisfaz a seguinte equacao

diferencial
_ 9
|07 by + V| Fi(X, D) = fi(X),

onde
f(X) = pp 1O pkX)



CAPITULO 6. CONTINUIDADE OTIMA DO GRADIENTE 68

_a 1
Fi(X, M) == p5""F <pgx, i M) :
Po

Podemos observar que o operador Fy é (A, A)-eliptico. Além disso, a w-norma da oscilagao
dos respectivos coeficientes de Fy, como definido em (6.4), que posteriormente serdo

chamados de 3y, nao aumenta. Ademais, temos a seguinte estimativa

K[1—(146)]
el < po s - (6.36)

1

T concluimos que (Fy, fy)

Devido a escolha do expoente feita em (6.35), a saber o <
satisfazem as hipoteses de pequenez (6.26), do Lema 6.2.
Desta forma, mostramos que v estd sob as hipoteses do Lema 6.2, que garante a

existéncia de uma funco afim £(X) := a + b-X com |a| + [b] < C(N, A, A), tal que

sup [v(X) — U(X)| < py*=. (6.37)

B,

Na sequéncia, definamos a (k+1)-ésima funcao afim, €1 (X) := a4 —|—6k+1 - X, da seguinte
forma:

1 k 2 o e
Q41 = Qg + p(() o a € bk+1 = bk + pg‘kb.

Desfazendo o reescalonamento em (6.37), obtemos

sup [uw(X) — e (X)] < p(()k+1)(1+o¢)

B
plg+1

e a prova do Lema 6.3 estd completa. O

6.5 Regularidade local sob o regime de pequenez

Nesta secao, ainda sob as hipdteses dos Lemas 6.2 e 6.3, iremos estabelecer, para um

expoente fixado « satisfazendo a condigao (6.35), a existéncia de uma func¢ao afim

—

0(X) = a, + b, - X,

tal que
b, +la.] <G,
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onde

sup [u(X) — 4,(X)| < Cr'* vr < 1, (6.38)
B,

para uma constante positiva C que depende somente das constantes N, A, A, 0 e «.

Inicialmente, segue de (6.33), que os coeficientes da sequéncia de fungoes afim £
geradas no Lema 6.3, ou seja, Bk e ay, sao sequéncias de Cauchy em RN e em R,

respectivamente. Sejam b, e a, os coeficientes limites, isto é,

lim by = b, eRN (6.39)
klim ax = a,€R. (6.40)

Além disso, segue da estimativa obtida em (6.33) que

Co  k(+w)
6.41
1 — Po 0 ) ( )
Co
1 —po

la, —a] <

b, —bul < ok, (6.42)

Agora, fixado 0 < r < py, iremos escolher k € N tal que
o5 <1 < pg.

Por fim, obtemos a seguinte estimativa

sup [u(X) — 6 (X)] < sup [u(X) — (X))

B B
< sup [u(X) — &(X)| + sup [€(X) — € (X)]
B k
Po Po
< Pl 1 Co k(1)
: —Cpo
< T+o |:1 + : ] e
Po 1 —po
e a prova do Teorema 6.1.1 estd completa. U

6.6 Regime de pequenez

Nesta ultima secao iremos mostrar que para concluirmos a prova do Teorema 6.1.1
¢ suficiente obter que a estimativa (6.38) é valida na origem para uma solu¢do u sob as

hipoteses dos Lemas 6.2 e 6.3.
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Seja v € C(B;) uma solugao de viscosidade de
H(X, VV)F(X, D*v) = f(X),

onde H satisfaz (8) e F é um operador (A, A)-eliptico com coeficientes continuos, ou seja,
que satisfazem (1.2) e (6.3). Fixado um ponto Yy € By, e definindo u: By — R como
VX +Y)

u(X): —

para parametros n e T a serem determinados, podemos observar que u é solugao no sentido
da viscosidade para

Hy (X, VU Fy (X, D2u) = £,(X),

onde
n’ T
FacXM) = —F <nX+Y0,T?M) (6.43)
- n\° T
HoalX,B) = (2) H(ﬂXﬂLYo)ﬁp) (6.44)
.r]9+2
felX) = S X+ Vo). (6.45)

Assim, como comentado na secao 1, F,. ¢ uniformemente eliptica com as mesmas
constantes de elipticidade do operador original F, ou seja, tal operador é (A, A)-eliptico.
Por uma anéalise similar, H,, . satisfaz a mesma condi¢ao de degenerescéncia (8), com as

mesmas constantes. Vamos inicialmente escolher

T := max {1> HVHL‘X’(BM} )

para que tenhamos, [u] < 1 em B;(Yy). Agora, para o ¢y universal que surge nas hipoteses

do Lema 6.2, faremos a seguinte escolha

S min{1,7\~(80HfHLJo)e%z,w1 (”;ﬁ )}

onde w™! (mf""w) foi tomado pelo simples fato da fungao w ser crescente em (0,1). A

partir de tais escolhas teremos,

v jul <1 em By;
Vo el < e

v ”M”_] HFH,T(X> M) - Fn,T(()» M) HL°°(B1) < €.
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Feito tais escolhas, u estara sob as hipoteses do Lema 6.2. Provada a estimativa (6.38)
para u em 0, obteremos a estimativa C"P apropriada para a funcdo original v em termos

de |[V||t(B,) € ||f||Lee(B,) em um ponto genérico Yy € By/,. De fato, por (6.38) temos

T
sup v(Y) —£4.(Y) < C 1+“r1+°‘, vr < 1. (6.46)
B+(Yo) n
Em suma, a estratégia acima atesta que, para mostramos o Teorema 6.1.1, é suficiente
trabalhar sob o regime de pequenez posto como hipotese na demonstracao do Lema 6.2.
Uma vez estabelecida a estimativa regularidade 6tima para a funcao normalizada u, a

estimativa correspondente para v sera prontamente obtida.
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