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Resumo

Neste presente trabalho, faremos o estudo de importantes propriedades geométricas

e analíticas de soluções de equações diferenciais parciais elípticas totalmente

não-lineares do tipo: singulares e degeneradas. O estudo de processos de combustão

que se degeneram ao longo do conjunto de anulamento da densidade de um gás, um

caso particular de problemas do tipo "quenching", apresentam em sua modelagem

equações singulares que estão descritas neste trabalho. Nesta primeira parte iremos

obter propriedades de uma solução minimal, que vão desde o controle completo ótimo,

até a obtenção de estimativas de Hausdorff da fronteira livre singular. Por fim, iremos

obter a regularidade ótima de soluções de equações em que suas propriedades de difusão

(elipticidade) se deterioram na ordem de uma potência do seu gradiente ao longo do

conjunto em que tal taxa de variação se anula.

Palavras-Chaves: estimativas ótimas, regularidade de soluções, EDPs elípticas

singulares, EDPs elípticas degeneradas, estimativas Hausdorff.
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Abstract

In this work we study important geometric and analytic properties to solutions of fully

nonlinear elliptic partial differential equations, both singular and degenerate types. The

study of combustion processes that degenerate along the null-set of the density of a gas,

a particular case of quenching problems, present in their modeling, equations described

in this work. In this first part we obtain properties of a minimal solution, since the

complete optimal control until the Hausdorff estimates of the singular free boundary.

Ultimately, we obtain the optimal regularity to equation solutions where their diffusion

property (elipticity) deterorate in a power of their gradient along the set where such rate

of variation nullifies.

Key Words: optimal estimates; regularity of solutions; singular elliptic PDEs,

degenerate elliptic PDEs, Hausdorff estimates.
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Introdução

Conteúdo

Uma abordagem geométrica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

Continuidade ótima do gradiente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

A busca por propriedades intrínsecas de soluções de equações diferenciais parciais, se

torna uma tema relevante desde a fundação da teoria de análise moderna de EDPs,

por volta do século XVIII. Tal estudo se torna necessário na modelagem matemática de

fenômenos que são governados por equações diferenciais parciais de segunda ordem.

Como parte central no desenvolvimento desta teoria, destacamos a busca de um

módulo de continuidade universal de soluções de tais equações. Dentro dessa temática,

temos a teoria de DeGiorgi-Nash-Moser para equações da forma divergente, onde

encontramos a obtenção do módulo universal de continuidade para soluções da equação

linear homogênea Lu = 0. Outro avanço destacável, está na teoria de regularidade para

soluções de viscosidade de equações uniformemente elípticas não lineares,

F(D2u) = 0 (1)

que atraiu a atenção da comunidade matemática nessas últimas três décadas. É sabido

que soluções da equação homogênea (1), são localmente de classe C1,α0 para um expoente

universal α0, isto é, que depende apenas das constantes N-dimensão e λ,Λ-constantes de

elipticidade, veja [3]. Caso nenhuma hipótese estrutural seja imposta para o operador F,

a regularidade C1,α0 é de fato ótima, veja [31, 32] e [33]. Sob hipótese de concavidade ou

convexidade em F, um teorema devido a Evans e Krylov, estabelece que soluções são C2,α.

A teoria de regularidade para o caso não-homogêneo

F(X,D2u) = f(X) (2)
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naturalmente se torna um caso mais delicado. Como consequência, soluções de tais

equações podem não ser tão regulares quanto as do caso homogêneo. Em um trabalho

inovador, Caffarelli [6], estabelece estimativas W2,p a priori para soluções de (2), onde

f ∈ Lp, com p < N-dimensão, adicionando ao operador F uma hipótese do tipo VMO para

seus coeficientes. Recentemente, E. Teixeira em [44], fornece um módulo de continuidade

universal ótimo para equações totalmente não-lineares de coeficientes variáveis, baseado

nas propriedades de fraca-integrabilidade que o potencial f em (2) pode assumir.

Apesar da distinta importância dos avanços citados acima, um grande número de

modelos matemáticos, que envolvem operadores cuja elipticidade se degenera ao longo de

uma região desconhecida a priori, que depende de sua própria solução. Tais modelos são

chamados de problemas de fronteira livre. Esta degradação elíptica próxima dessa região,

requer o uso de uma teoria de regularidade pra soluções mais sofisticada do ponto de vista

matemático.

Por exemplo, o processo de combustão de um gás em uma certa região, pode ser

descrito matematicamente pelo seguinte problema de fronteira livre:






uθ · F(D2u) = 1 em {u > 0}

u = |∇u| = 0 em ∂{u > 0}
(3)

para 0 < θ < 1, onde F representa o processo de combustão e u a densidade do gás.

Observe que o processo de combustão se deteriora na região onde a densidade do gás é

nula.

Gas

Ar

Fronteira livre

Fig. 0.1: Processo de combustão de um gás.

Combustão

Podemos observar que soluções dessa equação já não podem ser C2, pois sua hessiana se

torna ilimitada próxima da fronteira livre singular ∂{u > 0}.

De uma forma geral, iremos desenvolver neste presente trabalho, uma abordagem

geométrica para equações elípticas totalmente não-lineares singulares/degeneradas do tipo

L(X, u,Du,D2u) ≈ 1, (4)
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onde veremos que a magnitude da singularidade/degenerescência da equação acima, reflete

diretamente nas propriedades geométricas das soluções próximo à fronteira livre singular.

De acordo com a teoria desenvolvida neste trabalho, o mesmo fora dividido em duas

partes, que serão tratados de forma preliminar nas próximas seções.

Uma abordagem geométrica

O objetivo maior desta primeira parte, é estudar finas propriedades geométricas de

equações elípticas não-variacionais singulares da forma:






uθ · F(D2u) ∼ χ{u>0} em Ω

u = f em ∂Ω,
(5)

ondeΩ ⊂ R
N, paraN ≥ 2 é um domínio Lipschitz e limitado,f uma função dada contínua,

não negativa e limitada. O operador F é assumido uniformemente elíptico e por fim,

0 < θ < 1 é a constante que indica o grau de singularidade que envolve a equação (5).

Voltando ao inicio desta introdução, mas precisamente para a equação (3), vemos que

tal modelagem possui uma estrutura equivalente à equação singular acima, dai podemos

ter uma noção da importância (em diversas áreas científicas) dos resultados matemáticos

que estão por vir.

A teoria variacional, F(M) = Traço(M), para o problema de fronteira livre (3)

é atualmente bem compreendida. Ela está associada à minimização de funcionais

não-diferenciáveis da forma:

∫
1

2
|∇u(X)|2 + u(X)γdX −→ min. (6)

Veja, por exemplo [2, 34, 35] e [47]. O problema acima é bastante diferente daquele

tratado no clássico trabalho de Crandall, Rabinowitz e Tartar em [13]. Este último fora

recentemente estudado numa versão totalmente não-linear em [17].

Mais do que obter resultados relevantes para este caso, foi percebido que esta

abordagem faz uma conexão com o estudo de problemas do tipo Obstáculo e Cavidade, até

então tratados como problemas de origens distintas. O caso extremo γ = 1, relacionado ao

problema variacional (6), representa o problema de obstáculo e foi estudado por Caffarelli

em [5]. Alguns anos depois, Alt e Caffarelli estudaram o caso γ = 0, que relata o problema

de cavidade, em [1]. A versão totalmente não-linear do problema de obstáculo tem sido

estudada em [30] por Lee e Shahgholian. Mais recentemente, o problema de cavidade
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não-variacional foi desenvolvido por Ricarte e Teixeira em [37]. A tabela abaixo resume

o desenvolvimento da teoria para estes casos.

Casos Problemas Variacional Não-variacional

γ = 0 Obstáculo Caffarelli (1977) Lee-Shahgholian (2001)

γ = 1 Cavidade Alt-Caffarelli (1981) Ricarte-Teixeira (2011)

O delicado caso intermediário, quando 0 < γ < 1, na versão totalmente não-linear,

será abordado neste presente trabalho, que traz novas e delicadas adversidades, como

exemplo, a não homogeneidade da equação satisfeita no conjunto de positividade {u > 0}

e a utilização de técnicas de blow-up sobre conjunto singular

F(u) = ∂{u > 0} ∩Ω,

desconhecido a priori.

A falta de abordagens variacionais e de energia para este caso, geram dificuldades

significativas no problema em questão, e assim, soluções não-variacionais foram escolhidas

de um modo especial. De fato, uma vez que o problema de fronteira livre considerado

neste trabalho tem um caráter não-variacional, não se pode usar a força da linguagem

distribucional para configurar uma formulação fraca do problema. Em vez disso,

empregaremos um esquema de perturbação e assim obteremos estimativas uniformes com

respeito ao parâmetro de aproximação ε. Uma solução para o problema de fronteira

livre totalmente não-linear (5) será portanto, obtida como o limite de aproximações

apropriadas.

O primeiro grande problema a ser abordado para este caso, fica por parte da

regularidade ótima para soluções da equação (5). A busca por estimativas ótimas para

equações heterogêneas, Lu = f(X, u) é em geral, um caso delicado. Para o tipo de

singularidade estudado neste presente trabalho, é importante notarmos que estimativas

ótimas podem ser entendidas como equações invariantes (tangencialmente) por um tipo

de reescalonamento. Mostraremos na seção 2.3 deste trabalho que tais soluções são

localmente C1,
γ

2−γ . Esse resultado fora somente obtido num tratamento variacional, para

minimizantes do funcional de Euler-Lagrange, veja [2, 34, 35] e [19, 20].

No capítulo 3, temos o segundo resultado destacável desta primeira abordagem, em

que soluções mínimas, isto é, soluções obtidas a partir de uma adaptação do método

de Perron, crescem precisamente como dist(X,F(u))1+
γ

2−γ , que corresponde à taxa de

crescimento máximo permitido. Tal resultado implica numa geometria bastante restritiva

próximo a fronteira livre F(u). Como consequência de nossa estimativa gradiente ótima,

Teorema 2.3.1 e a taxa de crescimento ótimo, Teorema 3.1.2, uma solução do problema
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(5) está ”aprisionada” entre o gráfico de dois múltiplos da função dist(X,F(u))1+
γ

2−γ , isto

é,

c · dist(X,F(u))1+
γ

2−γ ≤ u(X) ≤ C · dist(X,F(u))1+
γ

2−γ , X ∈ {u > 0}.

Devido as tais considerações geométricas, no capítulo 3.2 estabelecemos uma desigualdade

de Harnack homogênea para soluções de (5) dentro de bolas, B ⊂ {u > 0}, onde B é

tangente à F(u). No capítulo 4, sob a adição de uma hipótese estrutural do operador

F, estabelecemos estimativas Hausdorff da fronteira livre, em particular mostramos que

χ{u>0}∩Ω ′ ∈ BV(Ω), ou seja, {u > 0} é localmente um conjunto de perímetro finito. Ainda

nessa seção, mostramos que a fronteira reduzida tem Hn−1 medida total. Os dois capítulos

seguintes fecham a primeira parte deste trabalho através da obtenção de uma solução para

o problema de fronteira livre totalmente não-linear (3) com propriedades geométricas e

analíticas desejadas.

Continuidade ótima do gradiente

A segunda parte deste trabalho, realizada em conjunto com E. Teixeira e G. Ricarte,

tem como principal finalidade a obtenção de estimativas ótimas interiores para equações

elípticas degeneradas da forma:

H(X,∇u)F(X,D2u) = f(X) em B1 ⊂ R
N, (7)

onde f ∈ L∞(B1) e o operador H : B1 × R
N → R degenera com uma taxa comparável a

uma potência da magnitude do gradiente, isto é,

λ|~p|θ ≤ H(X,~p) ≤ Λ|~p|θ, (8)

para algum θ > 0. O operador de 2a ordem F : B1 × Sym(N) → R na equação (7) é

o responsável pela difusão, ou seja, F é um operador uniformemente elíptico totalmente

não-linear.

Em diversos modelos matemáticos, a degenerescência elíptica ocorre ao longo do

conjunto singular:

S(u) := {X : ∇u(X) = 0},

de uma solução existente. De fato, um certo número de equações elípticas degeneradas

tem seus graus de degenerescência comparados a

f(∇u)|D2u| ≈ 1, (9)
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para alguma função f : RN → R, com Zero(f) = {0}. Assim, compreender o efeito

preciso sobre a falta de suavidade imposta pela equação modelo (9) nos guia a uma

melhor compreensão sobre a teoria de regularidade ótima para uma quantidade razoável

de operadores elípticos degenerados.

Uma rápida inferência na estrutura da equação (7) nos revela que nenhuma teoria de

regularidade universal para tal equação pode ir além da regularidade C1,α0 , para α0 em (1).

De fato, o termo de degenerescência H(X,∇u) força as soluções a serem menos regulares

que soluções do problema uniformemente elíptico próximo de seu conjunto singular. Esta

característica particular indica que a obtenção de estimativas de regularidade ótima para

soluções de (7) não deve seguir de técnicas de pertubação. De fato, isto exige novas

ideias envolvendo uma interação de equilíbrio entre a teoria de regularidade universal para

equações uniformemente elípticas e o efeito de degenerescência atribuídos pelo operador

difusão (8).

Sob esta análise estrutural, mostramos que uma solução de viscosidade u, de (7)

é pontualmente diferenciável e seu gradiente, é localmente de classe C0,min{α−
0 ,

1
1+θ

}. O

expoente ótimo de Hölder-continuidade para o gradiente de soluções,

β := min

{
α−
0 ,

1

1+ θ

}
, (10)

nos dá precisamente a regularidade ótima e universal de equações degeneradas do tipo

(7).

A originalidade do principal resultado apresentado nesta seção, está precisamente na

obtenção do expoente de Hölder-continuidade ótimo do gradiente de uma solução da

equação degenerada (7), que por sua vez, é uma importante informação dentro de uma

quantidade de análises qualitativas de EDPs, tais como análise de blow-ups, problemas

de fronteira livre, estimativas geométricas, etc. Ela é uma aquisição extra-qualitativa em

relação ao recente resultado de Imbert e Silvestre, [21], onde foi provado que soluções

de viscosidade de (7) são continuamente diferenciáveis. O logística da prova de nosso

principal resultado foi inspirado pelos recentes trabalhos de Teixeira, [43, 44] e [45].

Toda essa abordagem está compreendida no capítulo 6 e se encontra organizada da

seguinte forma: Na seção 6.1 iremos apresentar o principal resultado relativo à segunda

parte deste trabalho. Na seção 6.2 iremos expor algumas implicações que esse resultado

tem em relação a resolução de alguns problemas em aberto bastante conhecidos na teoria

de regularidade elíptica. A prova do Teorema principal está desenvolvida nas seções finais.



Capítulo 1
Preliminares

Conteúdo

1.1 Notações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2 Soluções no sentido da viscosidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

Neste capítulo, iremos prescrever algumas definições, observações e resultados que,

imprescindivelmente serão utilizados no decorrer deste trabalho. Desta forma,

partiremos das notações que serão empregadas, passando pela noção de solução no sentido

da viscosidade para equações elípticas totalmente não-lineares, indo até a uma breve

apresentação de algumas definições relativas à teoria geométrica da medida, que terá

sua linguagem fortemente utilizada no capítulo 4. Embora não haja um rigor enquanto à

demonstração de tais resultados, todos serão devidamente referenciados para uma possível

leitura detalhada. Indicaremos a leitura dos capítulos iniciais da tese de doutorado de

G. Ricarte em [36], para um estudo preliminar da teoria de equações elípticas totalmente

não-lineares. Para uma leitura mais detalhada sobre a teoria geométrica da medida,

recomendamos a dissertação de mestrado de J. Silva, veja [40].

1.1 Notações

No presente trabalho, iremos fazer uso da notação padrão utilizada na literatura

clássica. As equações e problemas estudados aqui serão modelados no espaço euclideano

N-dimensional, R
N. Denotaremos Ω como um domínio limitado em R

N. Para um

domínio O ⊂ R
N, ∂O será entendido como o bordo do domínio O. De maneira usual,

χO será a função característica do conjunto O. A bola aberta de raio r > 0 centrada
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no ponto X0 será denotada por Br(X0). Usualmente, a bola de raio r, centrada na

origem será escrito simplesmente como Br. Além disso, para cada k > 0, iremos denotar

kBr(X0) := Bkr(X0). Já o produto escalar usual em R
N será representado por 〈·, ·〉 . Dado

um vetor ξ = (ξ1, · · · , ξN) ∈ R
N, sua norma euclideana será denotada por |ξ| :=

√

〈ξ, ξ〉.
O produto tensorial ξ ⊗ ψ denota a matriz cuja entradas são dadas por ξiψj onde,

1 ≤ i, j ≤ N. Para o traço do produto entre duas matrizes A = (Aij)N×N e B = (Bij)N×N,

denotaremos

traço(A · B) := AijBij. (1.1)

Para uma função u : Ω→ R, seu gradiente e sua Hessiana em um ponto X ∈ Ω serão

denotados respectivamente por

∇u(X) := (∂ju)1≤j≤d e D2u(X) := (∂iju)1≤i,j≤d,

onde ∂ju e ∂iju representam a j-ésima derivada direcional de u e a i-ésima derivada

direcional de ∂ju, respectivamente.

O espaço de todas matrizes simétricas N×N será denotado por Sym(N). Um operador

F : Ω× Sym(N) → R é dito uniformemente elíptico, se existem duas constantes positivas

0 < λ ≤ Λ tais que, para cada M ∈ Sym(N) e X ∈ Ω,

λ‖N‖ ≤ F(X,M+N ) − F(X,M) ≤ Λ‖N‖, ∀ N ≥ 0. (1.2)

Equivalentemente, um operador (λ,Λ)-elíptico pode ser definido sob a seguinte condição:

F(X,M+N ) ≤ F(X,M) +Λ‖N +‖− λ‖N −‖ (1.3)

para todo x ∈ Ω e M,N ∈ Sym(N), onde ‖N +‖ representa o máximo da parte positiva

dos autovalores de N , e ‖N −‖ = ‖(−N )+‖. Tal condição nos garante que F(X,M) é uma

função Lipschitz em M ∈ Sym(N) e além disso F é não-decrescente em Sym(N), isto é,

para N ≤M (M−N ≥ 0) temos F(X,N ) ≤ F(X,M).

Note que, sendo F (λ,Λ)-elíptico, a matriz formada pelas derivadas parciais de F,
(

D(i,j)F
)

1≤i,j≤N
é uma matriz positiva definida. Para cada ε > 0, defina

Fε(X,M) := εF

(

X,
1

ε
M
)

∀ X ∈ Ω. (1.4)

Podemos observar que o operador Fε tem as mesmas constantes de elipticidade do operador

F, isto é, Fε é um operador (λ,Λ)-elíptico.

Para o estudo sobre teoria geométrica da medida que será feito no capítulo 4,

denotaremos a medida de Lebesgue N-dimensional de um certo conjunto A ⊂ R
N por
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LN(A). Já a notação HN−1 significará a (N−1)-medida de Hausdorff. Por fim, constantes

C,C1, C2, · · · > 0 e c, c0, c1, c2, · · · > 0 dependerão somente da dimensão, do grau de

singularidade/degenerescência e das constantes de elipticidade λ, Λ as quais chamaremos

de universais. Qualquer dependência adicional será devidamente enfatizada.

1.2 Soluções no sentido da viscosidade

O termo "viscosity solutions", surge inicialmente no ano de 1983, em um trabalho de

M. Crandall e P. Lions, em [11], relacionado as equação de Hamilton-Jacobi. A origem do

termo é justificada pelo uso de um método chamado "vanishing viscosity"para a obtenção

da existência de soluções para tais equações. A definição atual para soluções no sentido

da viscosidade foi dada por Evans no ano de 1980, em [14]. Depois disso, importantes

propriedades foram refinadas em um trabalho feito em conjunto por Crandall, Evans

e Lions [12], em 1984. A principal dificuldade em definir solução fraca de equações

totalmente não-lineares é a ausência de uma estrutura divergente. Veremos na definição

de solução no sentido da viscosidade, assim como na linguagem variacional, o uso de

funções teste suaves e de um procedimento para fazer as derivadas que aparecem na

equação incidirem sobre as funções teste. Entretanto, este procedimento será não-linear,

em contraste com o procedimento usado no tratamento variacional.

Para um operador G : Ω × R
N × Sym(N) → R, dizemos que uma função u ∈ C0(Ω)

é uma sobresolução de viscosidade de G(X,∇u,D2u) = 0, sempre que ao tocarmos por

baixo, o gráfico de u por uma função suave ϕ em um ponto Y ∈ Ω (ou seja, Y mínimo

local de u−ϕ), então G(Y,∇ϕ(Y), D2ϕ(Y)) ≤ 0. Também dizemos que u ∈ C0(B1) é uma

subsolução de viscosidade para a equação G(X,∇u,D2u) = 0, sempre que ao tocarmos

por cima, o gráfico da função u em um ponto Z ∈ B1, por uma função suave ϕ (isto é,

Z é mínimo local de ϕ − u), então G(Z,∇ϕ(Z), D2ϕ(Z)) ≥ 0. Dizemos que u é uma

solução no sentido da viscosidade caso ela seja uma sobresolução e uma subsolução no

sentido definido acima.

O fato crucial da definição acima, é que se G é não-decrescente em M (com respeito

a ordem parcial das matrizes simétricas Sym(N)), então a noção clássica de solução é

equivalente ao da viscosidade. Para uma leitura detalhada, recomendamos o clássico [4].



Capítulo 2
Existência e Regularidade

Conteúdo
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Daremos início neste capítulo, ao estudo referente a primeira parte do nosso trabalho,

que tem como objetivo mostrar a existência de soluções para a equação singular

F(D2u) = γuγ−1 · χ{u>0}, (2.1)

bem como uma estimativa de regularidade ótima uniforme para soluções de problemas

aproximados, seção 2.3. Para a sequência, denotaremos Ω como sendo um domínio

Lipschitz e limitado em R
N, para N ≥ 2. A função f : ∂Ω→ R+ será fixada com um dado

de fronteira contínuo, o operador F ∈ C1(Sym(N) \ {0}) será um operador uniformemente

elíptico totalmente não linear e 0 < γ < 1 um número real fixado.

Numa abordagem totalmente não linear, o problema de regularidade ótima para

soluções da equação (2.1) é uma questão bastante delicada. Parte da sutileza desse

problema vem da complexidade intrínseca da teoria de regularidade para soluções de

viscosidade de equações uniformemente elípticas. Como mencionado no Capítulo ,

sabemos da literatura atual que soluções de equações homogêneas

F(D2u) = 0, (2.2)

tem limitação C1,µ a priori, para algum µ > 0 que depende apenas de N, λ e Λ. Sob

hipótese de concavidade ou convexidade em F, um Teorema devido a Evans e Krylov,
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estabelece que soluções são C2,α. Contudo, Nadirashvili e Vladut recentemente mostraram

que dado qualquer 0 < η < 1 é possível construir um operador uniformemente elíptico F,

cujas soluções da equação homogênea (2.2) não são C1,η, veja [33], Teorema 1.1.

Portanto, a fim de obter uma estimativa de regularidade ótima referente ao problema

de fronteira livre (2.1), é natural assumir que F tem estimativa C2,τ a priori para algum

0 < τ < 1 pequeno. Tal hipótese será aplicada na seção 2.3, apesar de que o Teorema

2.3.1 não depende de tal condição.

2.1 Esquema de aproximação singular

Para o devido propósito, iremos desenvolver uma abordagem de aproximação singular

que nos permita lidar com a falta de abordagens variacionais naturalmente não disponíveis.

Assim, iremos sugerir o seguinte esquema de pertubação singular para o problema de

fronteira livre (3): 




F(D2u) = βε(u), em Ω

u = f em ∂Ω.
(Eε)

O termo de pertubação singular βε é construído da seguinte forma: inicialmente escolha

sua função favorita ρ ∈ C∞

0 [0, 1] e denote

α := 1+
γ

2− γ
. (2.3)

Ao longo do presente trabalho, α será sempre fixado com o valor denotado acima. Na

sequência, defina

Bε(t) =

∫ t−εασ0
εα

0

ρ(s)ds, (2.4)

onde 0 < σ0 < 1
2

é uma escolha técnica arbitrária. Note que Bε é uma aproximação suave

de χ(0,∞). Finalmente, iremos definir

βε(t) = γt
γ−1Bε(t). (2.5)

Tal construção é cuidadosamente realizada para preservar o escalonamento natural da

equação (2.1). A figura abaixo ilustra a pertubação singular βε.
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σ0εα (1 + σ0)εα

βε

γtγ−1

| |

Fig. 2.1: Esquema de aproximação singular

2.2 Existência de Soluções Minimais

Nesta seção iremos discutir a existência de uma solução de viscosidade para a equação

(Eε). Mais além, iremos aqui estabelecer um processo para selecionar soluções especiais

de tal equação. Como será mostrado na seção 3, a família constituída por esta soluções

irá por fim satisfazer as características geométricas desejadas. Tais propriedades irão nos

fornecer estimativas de Hausdorff da fronteira livre (veja 4).

Note que a falta de monoticidade da equação (Eε) com respeito a variável u, não nos

permite fazer uso de uma aplicação direta do método clássico de Perron. O próximo

Teorema provado em [37], é uma adaptação do método de Perron.

Teorema 2.2.1. Seja g uma função Lipschitz, limitada definida em R. Suponha F

uniformemente elíptica e que a equação F(D2u) = g(u) admite uma subsolução de

viscosidade Lipschitz u⋆ e uma sobresolução de viscosidade Lipschitz u⋆ tais que u⋆ =

u⋆ = f ∈ C(∂Ω). Defina o conjunto de funções,

S :=
{
w ∈ C(Ω); u⋆ ≤ w ≤ u⋆ e w sobresolução de F(D2u) = g(u)

}
.

Então,

v(x) := inf
w∈S

w(x)

é uma solução de viscosidade continua de F(D2u) = g(u) e v = f continuamente em ∂Ω.

A existência de uma solução minimal para a equação (Eε) se dá escolhendo u⋆ = u⋆(ε)
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e u⋆ = u⋆(ε) soluções dos seguintes problemas de Dirichlet






F(D2u⋆) = ζ, em Ω

u⋆ = f em ∂Ω,
e






F(D2u⋆) = 0, em Ω

u⋆ = f em ∂Ω,

onde,

ζ := supβε ∼ ε
γ−1.

A existência das funções u⋆ e u⋆ é uma consequência natural do clássico método de

Perron. Por construção u⋆ é subsolução de viscosidade de (Eε) e u⋆ é uma sobresolução

de viscosidade da equação (Eε). Note que u⋆, u⋆ ∈ C0,1(Ω)∩C(Ω). Então, uma aplicação

direta do Teorema 2.2.1 nos dá o seguinte resultado de existência:

Teorema 2.2.2 (Existência de soluções mínimas). Seja Ω ∈ R
n um domínio Lipschitz e

f ∈ C(∂Ω) um dado de fronteira não-negativo. Então, para cada ε > 0 fixado, a equação

(Eε) tem uma solução minimal de viscosidade uε ∈ C(Ω̄).

Como previamente mencionado, mais do que assegurar a existência de soluções de

viscosidade para (Eε), o Teorema 2.2.2 nos fornece uma escolha particular de soluções para

tal equação. Em comparação com a teoria variacional, esta escolha é uma substituição

para a seleção de minimizantes do funcional de Euler-Lagrange (veja por exemplo [42] para

mais detalhes). Portanto, salvo indicação do contrário, sempre que falarmos de solução

de viscosidade para (Eε), estamos nos referimos à solução mínima de viscosidade obtida

pelo Teorema 2.2.2, sendo essa denotada por uε.

2.3 Regularidade C1,β

O primeiro grande resultado obtido neste trabalho é uma estimativa de regularidade

ótima, uniforme em ε, disponível para soluções de (Eε). Iremos mostrar que uε é

uma função localmente C1,β e iremos determinar β > 0 ótimo em termos do grau de

singularidade γ. Essa relevante informação tem sido até então conhecida somente para

soluções variacionais, [19,20,34] e suas provas fazem um uso decisivo em considerações de

energia. A princípio, ainda não está claro que se pode esperar a mesma teoria regularidade

encontrada em problemas não variacionais.

Assim, começaremos esta seção de uma maneira bastante informal, fazendo uso de

considerações heurísticas, que nos guie aos resultados genuínos que serão estabelecidos

logo depois. Vamos analisar o problema de fronteira livre limite (3). Suponha que 0 é um

ponto da fronteira livre e, −en o vetor normal unitário, apontando para a fase {u = 0}.
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Se u é C1,β em 0, então, em uma pequena vizinhança, ou melhor, em Bρ ∩ {u > 0}, para

ρ ≪ 1, u comporta-se como ∼ X1+βn . Por outro lado, o potencial singular da equação

em (3) é da ordem ∼ X
(1+β)·(1−γ)
n . Tendo em vista a teoria de regularidade para equações

totalmente não lineares heterogêneas F(D2u) = f(X), estabelecida em [6] e [45], obtemos

a seguinte implicação:

X(1+β)·(1−γ)
n ∈ Lθ

weak
=⇒ u ∈ C1,1− 1

θ .

O raciocínio acima nos dá o seguinte sistema de equações algébricas






θ(1+ β)(γ− 1) = −1

β = 1−
1

θ
.

Resolvendo tal sistema em β, obtemos β = γ
2−γ

, o que guia a obter a mesma regularidade

ótima estabelecida na teoria variacional.

Deste modo, o Teorema abaixo irá estabelecer estimativas locais de regularidade C1,
γ

2−γ

para a solução uε da equação (Eε), uniforme em ε. De fato, iremos obter um controle

universal no gradiente de uε próximo à fronteira livre em termos do valor de uε. Como

uε = 0 ao longo da fronteira livre, nossa estimativa fornecerá a regularidade desejada sob

a interface F = ∂{u > 0}∩Ω. Lembramos que estamos trabalhando sob a hipótese natural

de que F possui estimativas C2,τ a priori.

Teorema 2.3.1 (regularidade ótima uniforme). Dado Ω ′ ⋐ Ω, existe uma constante C

com dependência em, ‖f‖∞, γ, Ω ′, dimensão, elipticidade, porém independente de ε, tal

que, qualquer família de soluções de viscosidade {uε} da equação (Eε) satisfaz,

|∇uε(X)|2 ≤ Cuε(X)γ, ∀ X ∈ Ω ′.

Em particular, uε ∈ C
1, γ

2−γ

loc
, uniformemente em ε.

Demonstração. Por simplicidade, iremos retirar o subíndice ε em uε, escrevendo

simplesmente u. Iremos analisar a seguinte função auxiliar

v := ψ(uε)|∇uε|2, para ψ(t) = t−γ.

O nosso objetivo final é mostrar que v é localmente limitado em Ω, limitação essa que

não depende de ε. Para o que segue, iremos escolher uma função positiva φ ∈ C2(Ω) tal

que φ|∂Ω ≡ 0 e satisfaz |∇φ|2 = O(φ). Defina, na sequência,

ω := φ · v em Ω,
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e seja X0 ∈ Ω o ponto de máximo de ω em Ω̄, isto é

φ(X0) · v(X0) = max
Ω̄
ω.

Diferenciando ω e usando a equação (Eε), obtemos

Diω = φiv+φvi , Dijω = φijv+ φivj +φjvi +φvij (2.6)

e
∑

i,j

Fij(D
2u)Dijuk = β

′
ε(u)uk. (2.7)

Seja Aij := Fij(D
2u(X0)). Pela elipticidade uniforme do operador F, a matriz (Aij) é

estritamente positiva. Além disso, como X0 é um ponto de máximo, D2ω(X0) é não

positiva. Portanto,

0 ≥ ∑
i,jAijDijω(X0)

=
[

v
∑

i,jAijDijφ+ 2Tr ((Aij)∇φ⊗∇v) +φ∑
i,jAijDijv

]

(X0).
(2.8)

Segue de (2.6) e do fato de que X0 é um ponto crítico de ω,

∇v(X0) = −v(X0)
∇φ(X0)
φ(X0)

. (2.9)

Combinando (2.9), a elipticidade de (Aij) e as propriedades analíticas de φ, chegamos a

v
∑

i,jAijDijφ+ 2Tr ((Aij)∇φ⊗∇v) ≥ −
∣

∣

∣
v
∑

i,jAijDijφ+ 2Tr ((Aij)∇φ⊗∇v)
∣

∣

∣

= −v

∣

∣

∣

∣

∑
i,jAijDijφ+

2

φ
Tr ((Aij)∇φ⊗∇φ)

∣

∣

∣

∣

≥ −C(Λ)max
Ω̄

{
|D2φ|,

|∇φ|2
φ

}
v

=: −C0v.

(2.10)

Agora, iremos nos ater ao termo
∑

i,jAijDijv(X0). Diferenciando v, obtemos

Div = ψ
′(u)ui|∇u|2 + 2ψ(u)

∑

k

ukuki. (2.11)
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Novamente diferenciando,

Dijv = (ψ ′′uiuj + ψ
′(u)uij)|∇u|2 + 2ψ ′(u)ui

∑

k

ukukj

+ 2ψ ′(u)uj
∑

k

ukuki + 2ψ(u)
∑

k

(ukjukj + ukukij).

Segue-se de (2.9) e (2.11) que, em X0, para cada i,

∑

k

ukuki = −
1

2ψ(u)

{
ψ ′(u)ui|∇u|2 + v

φi

φ

}
.

Então, combinando esta igualdade com (2.6), encontramos

AijDijv =

[

ψ ′′(u) − 2
(ψ ′(u))2

ψ(u)

]

Aij∇u⊗∇u|∇u|2 − 2 v
φ

ψ ′(u)

ψ(u)
Aij∇u⊗∇φ

+ψ ′(u)Aijuij|∇u|2 + 2ψ(u)
(

Tr(D2u(Aij)D
2u) + β ′

ε(u)|∇u|2
)

. (2.12)

Por elipticidade e definição da função φ, seguem as estimativas:

Aij∇u⊗∇u ≥ λ|∇u|2,

|Aij∇u⊗∇φ| ≤ Λ|∇u| · |∇φ|,

|Aijuij| ≤ ΛF(D2u) = Λβε(u),

Tr(D2u(Aij)D
2u) ≥ 0,

[

ψ ′′(u) − 2
(ψ ′(u))2

ψ(u)

]

= (−γ2 + γ)u−γ−2.

Para essa última igualdade é importante notar que −γ2 + γ > 0. Usando todas essas

estimativas acima em (2.12) obtemos

AijDijv ≥ (−γ2 + γ)λvu−2|∇u|2 − 2γΛ
u

v

φ
|∇u| · |∇φ|

−γΛu−γ−1βε(u)|∇u|2 + 2u−γβ ′
ε|∇u|2.

Por outro lado, para t > 0

βε(t) = γt
γ−1Bε(t) ≤ γtγ−1
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e

β ′
ε(t) = γ(γ− 1)tγ−2Bε(t) + γt

γ−1B ′
ε(t)

≥ γ(γ− 1)tγ−2Bε(t).

Onde temos usado que,

B ′
ε(t) = ε

−βρ

(

t− σ0ε
β

εβ

)

> 0.

Isso nos dá,

AijDijv ≥ (−γ2 + γ)λv · u−2|∇u|2 − 2γΛ
u

v

φ
|∇u| · |∇φ|

− Λγ2u−γ−1 · uγ−1|∇u|2 − 2γ(1− γ)uγ−2 · u−γ|∇u|2

= (−γ2 + γ)λv · u−2|∇u|2 − 2γΛ
u

v

φ
|∇u| · |∇φ|

− Λγ2u−2|∇u|2 − 2γ(1− γ)u−2|∇u|2.

(2.13)

Combinando (2.8), (2.10) e (2.13), e levando em conta que |∇φ| = O(φ), temos

C0v ≥ φ(λ(−γ2 + γ)v− C1)u
−2|∇u|2 − 2γΛu−1v|∇u| · |∇φ|

= φ(λ(−γ2 + γ)v− C1)u
−2|∇u|2 − 2γΛu−1u−γuγ/2

√
v|∇φ| · |∇u|2

≥ φ(λ(−γ2 + γ)v− C1)u
−2|∇u|2 − 2C(φ)γΛu−γ

2
−1
√
vφ|∇u|2,

onde C1 := (γ2Λ+ 2γ(1− γ)) > 0. Claramente, podemos assumir

|∇u(X0)|u(X0) 6= 0.

Daí, como |∇φ|2 = O(φ), obtemos

C0u
−γ+2 ≥ φ(λ(−γ2 + γ)v− C1) − 2C(φ)γΛu−γ

2
+1
√

vφ. (2.14)

Na região |uε| ≥ 1, F(D2uε) é uniformemente limitada, independentemente de ε.

Assim, pelo princípio do máximo de Alexandroff-Bakeman-Pucci,

|uε| ≤ C2,

para uma constante C2 que não depende de ε. Por tais considerações e por (2.14), segue

C3 ≥ λ(−γ2 + γ)φ(X0)v(X0) − C4
√

v(X0)φ(X0).

para constantes universais C3, C4 que também não dependem de ε. Claramente a
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estimativa acima implica que,

v(X)φ(X) ≤ v(X0)φ(X0) ≤ C,

isto é,

φu−γ|∇u|2 ≤ C. (2.15)

para constante C que depende apenas da dimensão, elipticidade, γ, ‖f‖∞ e φ, mas

independe de ε.

Assim, pela estimativa obtida em (2.15), podemos observar que a função u
1
α
ε é Lipschitz

e por argumentos clássicos, ‖uε‖
C
1,

γ
2−γ

é localmente limitada uniforme em ε. Portanto a

prova do Teorema 2.3.1 está concluída.

A regularidade ótima uniforme estabelecida no Teorema 2.3.1 nos fornece, em

particular, compacidade para a família de soluções da Equação (Eε). Isso também será

importante para nossa análise na seguinte consequência do Teorema 2.3.1:

Corolário 2.1. Dado Ω ′ ⋐ Ω, existem constantes C e r0 > 0 dependendo em γ, Ω ′ e

parâmetros universais tais que para X0 ∈ Ω ′ e r ≤ r0, então

sup
Br(X0)

uε ≤ uε(X0) + Cuε(X0)γ/2r+ Crα

onde, α = 1+
γ

2− γ
.

Demonstração. Defina a seguinte função auxiliar

f(Y) := uε(Y) − uε(X0) −∇uε(X0) · (Y − X0).

onde Y ∈ Br(X0). Claramente,

f(X0) = |∇f(X0)| = 0

e portanto, do Teorema 2.3.1 obtemos

|f(Y) − f(X0)| ≤ C · |Y − X0|
α,

o que imediatamente nos fornece, por desigualdade triangular,

uε(Y) ≤ uε(X0) + |∇uε(X0)| · |Y − X0|+ C|Y − X0|
α.
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Contudo, aplicando mais uma vez o Teorema 2.3.1,

uε(Y) ≤ uε(X0) + Cuε(X0)γ/2 · |Y − X0| + C|Y − X0|
α,

e a prova do Corolário 2.1 está concluída.



Capítulo 3
Não-degenerescência de soluções

mínimas

Conteúdo

3.1 Não-degenerescência . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3.2 Desigualdades de Harnack . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

Na seção anterior mostramos que soluções da equação (Eε) são localmente de classe

C1,
γ

2−γ . Desse fato, iremos concluir que tal estimativa nos fornece uma limitação

superior em quão rápida a solução uε decresce próxima superfície de nível {uε ∼ εα}, para

α como em (2.3). Ou seja,

uε(Z) . [dist(Z, {uε ∼ εα})]
α
.

O principal resultado que iremos provar nesta capítulo, nos diz que soluções mínimas

crescem precisamente como dist(X0, {uε ∼ εα})α, veja Corolário 3.2. De fato, iremos

estabelecer uma propriedade de não-degenerescência forte para soluções mínimas, que de

uma forma adicional terá uma importância fundamental em nossa análise de blow-up.

Provado isso, teremos então um controle preciso (tanto inferior como superior) do

gráfico de uma solução mínima. De uma forma mais elucidativa, a figura abaixo mostra

o comportamento do gráfico dessa solução em uma direção fixada:
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∂{uε > ε
α}

Fig. 3.1: Controle completo da solução minimaluε.

Para facilitar a compreensão dos argumentos que serão utilizados na sequência, iremos

introduzir algumas notações que serão usadas a partir desta seção e em todo o restante

deste presente trabalho.

{uε > κ} := {x ∈ Ω | uε(x) > κ},

{τ > uε > λ} := {x ∈ Ω | τ > uε(x) > λ},

dε(X) := dist(X, ∂{uε > ε
α}),

Bε(X) := Bdε(X)(X).

3.1 Não-degenerescência

A obtenção da não-degenerescência de uma solução mínima está baseada na construção

de uma sobresolução apropriada, cujo valor em um disco interno é muito menor do que

os valores tomados pela solução mínima na mesma região. A figura abaixo mostra o

comportamento desta sobresolução, a ser construída na proposição à seguir.
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.

.

∂Ω

b

b

η

Fig. 3.2: Função barreira.

Proposição 3.1.1. Assuma, sem perda de generalidade que 0 ∈ Ω. Dado 0 < η, existe

uma função simétrica radial θ ∈ C1,1(Ω) e constantes universalmente pequenas 0 < c2 < 1

e 0 < c1 < 1 tais que

i. θ ≡ 2σ0 em Bc1η

ii. θ ≥ c2η1+
γ

2−γ em Ω \ Bη

iii. θ satisfaz F(D2θ(X)) ≤ β(θ(X)), pontualmente em Ω, onde β = β1, como em (2.5).

Demonstração. Inicialmente defina,

θ(X) =






2σ0 para 0 ≤ |X| ≤ c1η;

a0(|X| − c1η)
2 + 2σ0 para c1η ≤ |X| ≤ η;

A|X|α + B para |X| ≥ η.

onde as constantes a0, A, B e c1 serão escolhidas posteriormente. Nosso primeiro objetivo

é fazer com que a função seja de fato C1,1. Para isto, temos ao longo do conjunto |X| = η,

a0(1− c1)
2η2 + 2σ0 = θ(X) = Aη

α + B (3.1)

assim, obtemos

a0 =
1

(1− c1)2

[

Aηα−2 + η−2(B − 2σ0)
]

.

Além disso, diferenciando θ e seu gradiente ao longo de |X| = η, obtemos

2a0(1− c1)Xi = Aαη
α−2Xi. (3.2)
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Combinando (3.1) e (3.2) encontramos

Aαηα−2

2(1− c1)
=

1

(1− c1)2

[

Aηα−2 + η−2 (B− 2σ0)
]

. (3.3)

Na sequência, tome

c1 :=
γ

2
∈ (0, 1),

que implica na relação α = 1
1−c1

, onde, como sempre, α é tomado como (2.3) . Por fim,

definimos

B = 2σ0 −
A

2
ηα,

de forma que (3.3) seja satisfeita. Voltando à construção inicial, obtemos

θ(X) =






2σ0 para 0 ≤ |X| ≤ c1η;
Aα2

2
ηα−2(|X| − c1η)

2 + 2σ0 para c1η ≤ |X| ≤ η;

A|X|α +

(

2σ0 −
A

2
ηα
)

para |X| ≥ η.

Podemos observar que por sua própria construção, θ ∈ C1,1. Note que ainda temos o

parâmetro A a ser ajustado. Nosso próximo passo será mostrar que θ é uma sobresolução

apropriada, isto é, queremos estabelecer

F(D2θ) ≤ β(θ) (3.4)

pontualmente. Para tal propósito, iremos primeiramente analisar tal equação na região

c1η ≤ |X| ≤ η. Cálculos diretos mostram que,

θij = Aα
2ηα−2

[

XiXj

|X|2
+

(

1−
c1η

|X|

)(

δij −
XiXj

|X|2

)]

,

em c1η ≤ |X| ≤ η. Para um ponto da forma X̄ = (|X|, 0, · · · , 0), temos

θ11 = Aα2ηα−2

θii = Aα2ηα−2
(

1−
c1η

|X|

)

se i > 1

θij = 0 se i 6= j.

Por invariância simétrica de θ e elipticidade do operador F, obtemos

F(D2θ(X)) ≤ Λ
[

Aα2ηα−2 + (N− 1)Aα2ηα−2
(

1−
c1η

|X|

)]

≤ ΛNAα2ηα−2. (3.5)



CAPÍTULO 3. NÃO-DEGENERESCÊNCIA DE SOLUÇÕES MÍNIMAS 24

Lembrando que N é a dimensão do espaço. Contudo, na região c1η ≤ |X| ≤ η, temos

2σ0 ≤ θ(X) ≤
A

2
ηα + 2σ0.

Tendo em conta que a função B1 definida em (2.4) é não-decrescente na região em questão,

β(θ(X)) ≥ γθ(X)γ−1B1(2σ0)

≥ γθ(η)γ−1B1(2σ0)

≥ γ

(

A

2
ηα + 2σ0

)γ−1

B1(2σ0).

Portanto, tomado 0 < A≪ 1 suficientemente pequeno,

γ

(

A

2
αηα + 2σ0

)γ−1

B1(2σ0) >
1

2
γ(2σ0)

γ−1B1(2σ0) > ΛNAα
2ηα−2

e assim, obtemos a desigualdade pontual desejada,

F(D2θ) ≤ β(θ(X)),

na região c1η ≤ |X| ≤ η. Desta vez, iremos nos ater à região η ≤ |X|. Um cálculo simples

nos mostra que,

θij = Aα
[

(α− 2)|X|α−4XiXj + δij|X|
α−2
]

.

Então, em um ponto da forma (|X|, 0, · · · , 0), obtemos

θ11 = Aα(α− 1)|X|α−2

θii = Aα|X|α−2 se i > 1

θij = 0 se i 6= j.

Portanto, novamente por invariância simétrica de θ e a elipticidade do operador F,

podemos escrever

F(D2θ(X)) ≤ Λ [Aα(α− 1) + (N− 1)Aα] |X|α−2 ≤ ΛNAαηα−2. (3.6)

Por outro lado, na região η ≤ |X|, temos para M ≥ sup
X∈Ω

|X|, que

Mα ≥ |X|α −
ηα

2
> 0,
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e assim,

β(θ(X)) ≥ γ
(

A

(

|X|α −
1

2
ηα
)

+ 2σ0

)γ−1

B(θ(η)) > γ (AMα + 2σ0)
γ−1
B(θ(η)),

Então, reajustando A > 0 suficientemente pequeno, se necessário, podemos assegurar que

AMα + 2σ0 < 4σ0,

e portanto,

β(θ(X)) > γ (4σ0)
γ−1
B(θ(η)).

Finalmente por 3.6 e pela desigualdade acima, bem como diminuindo o valor de A > 0

ainda mais, se necessário, iremos obter

F(D2θ(X)) ≤ ΛNAα|X|α−2 < γ (4σ0)γ−1 B(θ(η)) ≤ β(θ(X)).

Assim segue (iii). Por construção (ii) é válido, e a prova da Proposição 3.1.1 está

concluída.

A Proposição 3.1.1 nos fornece a existência de uma barreira apropriada numa escala

unitária ε = 1. Para o fornecimento de uma sobresolução desejada para qualquer ε > 0

pequeno, faremos uso do seguinte argumento: Fixado ε > 0, consideremos o operador

elíptico totalmente não-linear

Fε(M) := ε2−αF(εα−2M).

Através de uma simples verificação é possível observar que Fε é uniformemente elíptica e

suas constantes de elipticidade são as mesma do operador F. A Proposição 3.1.1 aplicada

para Fε fornece uma função C1,1, a qual denotaremos por θ = θ(ε) e que satisfaz a seguinte

desigualdade diferencial

Fε(D
2θ(X)) = ε2−αF(εα−2D2θ(X)) ≤ β1(θ(X)).

Finalmente, definamos

θε(X) := ε
αθ(ε−1X), (3.7)

onde, mais uma vez, α é o valor definido em (2.3). Além de tudo, verificamos θε definida

acima satisfaz

X θε = 2σ0ε
α em Bc1εη;

X θε ≥ c2ηα em Ω \ Bεη;
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X θε ∈ C1,1(Ω) satisfazendo a condição de sobresolução para (Eε).

Feito isso, estamos em condições de estabelecer a não-degenerescência forte de soluções

mínimas para o problema singular perturbado (Eε).

Teorema 3.1.1 (Não-degenerescência Forte). Seja X0 ∈ {uε > εα}. Então existe duas

constantes universais c0 > 0 e r0 > 0 tais que se r < r0, então vale,

sup
Br(X0)

uε ≥ c0rα,

para α como em (2.3).

Demonstração. Dado r < r0, construímos θε para η = r/ε. Por minimalidade de uε,

uε(Z) > θε(Z),

para algum ponto Z ∈ ∂Br(X0). De fato, suponha por contradição que uε ≤ θε ao longo

de ∂Br. Defina

wε =






min{θε, uε} em Br;

uε em Ω \ Br.

Então, wε é sobresolução de (Eε); Contudo, em Bc1r, obtemos,

uε > ε
α > 2σ0ε

α ≡ θε = wε,

o que contradiz a minimalidade de uε. Para concluir, temos

c2r
α ≤ θε(Z) < uε(Z) ≤ sup

Br

uε,

assim, o Teorema está provado.

Um Corolário imediato do Teorema 3.1.1 combinado com o Corolário 2.1 é o controle

superior e inferior de uε por rα em Br ⊂ {uε > ε
α}.

Corolário 3.1. Dado um subdomínio Ω ′ ⋐ Ω, existe uma constante positiva universal

C = C(Ω ′) tal que para X0 ∈ Ω ′ ∩ {uε > ε
α} e r ≤ r0,

C−1rα ≤ sup
Br(X0)

uε ≤ uε(X0) + Cuε(X0)γ/2r+ Crα

Relembremos que fora definido a seguinte notação: dε(X) = dist (X, ∂{uε > εα}). Nosso

próximo passo será mostrar que de fato uε cresce a uma taxa ótima relacionada à distância

da fronteira, ou seja ∼ dαε .
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Teorema 3.1.2 (Crescimento ótimo). Seja X0 ∈ {uε > ε
α}. Então existe c0 > 0 universal

tal que

uε(X0) ≥ c0dε(X0)α.

Demonstração. Vamos supor por contradição que tal constante não existe. Assim,

teríamos a existência de uma sequência de pontos Xn ∈ {uε > ε
α}, com dn := dε(Xn) → 0

e

uε(Xn) ≤
1

n
dαn.

Vamos definir,

vn(Y) :=
1

dαn
uε(Xn + dnY).

A função vn ≥ 0 está definida em B1, e pela regularidade C1,α−1 de uε, Teorema 2.3.1, vn
é limitada C1,α−1

loc
(B1). Facilmente podemos verificar que vn é uma solução mínima para

Fn(D
2vn) = γv

1−γ
n B ε

dn
(vn) em B1, (3.8)

onde, Fn(M) := d2−αn F(dα−2n M) para todo M ∈ Sym(N) onde B ε
dn

é uma aproximação

suave de t+ estabelecido em (2.4). Dessas várias definições, podemos constatar que

B ε
dn
(t) =






0 para 0 ≤ t ≤ σ0
(

ε

dn

)α

,

1 para t ≤ (1− σ0) ·
(

ε

dn

)α

.

(3.9)

Como Fn é uniformemente elíptica com as mesmas constantes de elipticidade do operador

F, podemos aplicar o Teorema 3.1.1 à vn, e obtermos

sup
Bκ

vn ≥ c0κα, (3.10)

para uma constante universal c0 e para κ > 0 qualquer. Portanto, da regularidade C1,α−1

para vn (veja a prova do corolário (2.1)), temos

vn(X) ≤ vn(0) + Cvn(0)
γ
2 |X| + C|X|α,

para uma constante universal C > 0. Em particular, para κ0 ≪ 1,

vn(X) ≤ vn(0) + vn(0)
γ
2

(σ0

10

)
1
α

ε+
σ0

10
εα, em Bκ0.
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Se tomarmos n≫ 1, teremos vn(0) ≤
9

10
σ0ε

α e assim,

vn(X) ≤ σ0εα in Bκ0.

Em vista da equação (3.8) e de (3.9), vemos que

Fn(D
2vn) = 0 em Bκ0 ,

para n ≫ 1. Porém, pela desigualdade clássica para o caso homogêneo, veja [6], e a

não-degenerescência forte, obtida em (3.10)

c0

(κ0

2

)α

≤ sup
B κ0

2

vn ≤ Cvn(0) = o(1),

o que por fim, nos fornece uma contradição.

Uma consequência relevante do Teorema 3.1.2 é o controle completo da solução

minimal uε(X) em termos de dε(X)α.

Corolário 3.2. Dado um subdomínioΩ ′ ⋐ Ω, existe uma constante universal C = C(Ω ′)

tal que para X ∈ Ω ′ ∩ {uε > ε
α} e ε ≤ dε(X),

Cdε(X)
α ≤ uε(X) ≤ C−1dε(X)

α.

Demonstração. A desigualdade inferior segue imediatamente do Teorema 3.1.2. Agora

para Z ∈ ∂{uε > εα}, segue do Corolário 2.1 que,

uε(X) ≤ εα + Cεα
γ
2dε(X) + Cdε(X)

α ≤ Cdε(X)α,

o que prova o presente resultado.

O controle geométrico obtido no Corolário 3.2 nos fornece uma densidade

uniformemente positiva da região {uε > εα}. De uma forma mais elucidativa, para

qualquer bola Bρ(X) com X ∈ {uε > ε
α}, a área ocupada por {uε > εα}∩Bρ(X) é no mínimo

C% da área total da bola Bρ(X), para algum 0 < C ≤ 100 universalmente determinado

(veja figura 3.3) .
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∂{uε > ε
α}

b
b

X

Y0 .

.

Fig. 3.3: Densidade positiva do conjunto{uε > εα}

Corolário 3.3. Dado um subdomínio Ω ′ ⋐ Ω, existe constante 0 < c ≤ 1, dependendo

somente de Ω ′ e parâmetros universais, tal que para quaisquer X ∈ Ω ′ ∩ {uε > εα} e

ε≪ δ, temos
LN (Bδ(X) ∩ {uε > ε

α})

LN(Bδ)
≥ c.

Demonstração. Pela não-degenerescência forte existe Y0 ∈ Bδ(X) ∩ {uε > ε
α} tal que

uε(Y0) ≥ c0δα.

Por regularidade ótima e o Corolário 3.1, obtemos, para Y ∈ Bτδ(Y0) ∩ Bδ(X)

uε(Y) ≥ uε(Y0) − |∇uε(Y0)| · |Y − Y0| − C1|Y − Y0|
α

≥ c0δ
α − C1δ

α·γ
2 |Y − Y0|− C1|Y − Y0|

α

≥ (c0 − C1 (τ+ τ
α)) δα

> εα,

para 0 < τ≪ 1 escolhido universalmente pequeno. Concluindo,

LN (Bδ(X) ∩ {uε > ε
α}) ≥ LN (Bδ(X) ∩ Bτδ(Y0)) ≥ cδN.

para uma certa constante universal c > 0.

3.2 Desigualdades de Harnack

Em relação à teoria de equações diferenciais parciais elípticas de segunda ordem, é

sabido que desigualdades de Harnack estão entre os seus temas centrais de estudo da
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teoria de EDPs. Para soluções de viscosidade não negativas de equações totalmente

não-lineares heterogêneas, isto é,

F(D2v) = f(X), em Q1,

Krylov-Safonov [28] e Caffarelli [6] (veja também [3], Capítulo 4) provaram a seguinte

desigualdade ótima de Harnack:

sup
Q1/2

v ≤ C(n, λ,Λ)
(

inf
Q1/2

v+ ‖f‖Ln(Q1)

)

. (3.11)

Como mencionado nos capítulos anteriores, uma das maiores dificuldades é de fato lidar

com equações singulares, como em (5), onde o lado direito dessa equação se torna ilimitado

estando cada vez mais próximo de uma certa região singular. Em particular, se tentarmos

observar o termo singular γuγ−1(X) como o lado direito da equação diferencial acima, isto

é, f(X) , a desigualdade clássica de Harnack (3.11) não nos dará informações universais

próximo da fronteira livre.

O principal objetivo desta seção é estabelecer, estimativas do tipo Harnack

Homogênea, uniforme em ε, para soluções da equação (Eε).

Teorema 3.2.1 (Desigualdade L1-Harnack). Dado Ω ′ ⋐ Ω, X0 ∈ {uε > ε
α} ∩Ω ′. Então

∫

Bρ(X0)

uε dx ≥ cρα,

para uma constante universal c > 0, que independe de ε.

Demonstração. Do Lema 3.1.1, existem Y0 ∈ Bρ(X0)∩ {uε > ε
α} e algum c0 > 0 universal,

tal que

uε(Y0) ≥ c0ρα.

Como na prova do Corolário 3.3, para θ≪ 1 universal, obtemos

uε(Y) ≥ Cρα em Bθρ(Y0).

Finalmente, ∫

Bρ(X0)

uε dx ≥ CN
∫

Bρ(X0)∩Bθρ(Y0)

uε dx ≥ Cρα,

para C > 0 uma constante universal. Assim, a prova está concluída.

Nosso próximo resultado é uma desigualdade de Harnack homogênea para bolas que

tangenciam a fronteira livre aproximada ∂{uε > εα}.
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Teorema 3.2.2 (Desigualdade de Harnack em bolas tangentes). Seja X0 ∈ {uε > ε
α} e

ε ≤ d := dε(X0). Então, existe uma constante universal C > 0 tal que

sup
Bd

2
(X0)

uε ≤ C inf
Bd

2
(X0)
uε.

Demonstração. Seja ξ0, ξ1 ∈ Bd
2
(X0), tal que

inf
Bd

2
(X0)
uε = u(ξ0) e sup

Bd
2
(X0)

uε = u(ξ1).

Como dε(ξ0) ≥
d

2
, por não-degenerescência

uε(ξ0) ≥ C1dα. (3.12)

Por outro lado, usando o corolário 3.1, obtemos

uε(ξ1) ≤ uε(X0) + C2uε(X0)
γ
2d + C2d

α.

Como na prova do Corolário 2.1, para Y ∈ ∂ {uε > εα}, temos que

uε(X0) ≤ uε(Y) + C2uε(Y)
γ
2d + C2d

α ≤ C3dα.

Assim, pelas três últimas desigualdades, obtemos

sup
Bd

2
(X0)

uε ≤ C inf
Bd

2
(X0)
uε.

para uma constante C > 0 que independe da solução uε como também de ε.



Capítulo 4
Estimativas de Hausdorff da Fronteira

Livre

Nesta seção, iremos mostrar certas propriedades uniformes da medida geométrica das

∼ εα-superfícies de nível de uε. Estas superfícies aproximam a fronteira livre limite

F := ∂{u > 0}∩Ω, onde u é a função limite desejada. A partir desta seção trabalharemos

sob a seguinte condição estrutural adicional para o operador F:

Definição 4.1. Dizemos que um operador elíptico uniforme F : Sym(N) → R é

assintoticamente côncavo se existe uma matriz positiva definida F = (fij)ij e uma

constante não negativa CF ≥ 0 tal que

fijMij − F(M) ≥ −CF, (AC)

para toda matriz M ∈ Sym(N).

Inicialmente, iremos indicar que, de fato, a hipótese (AC) é uma condição assintótica

quando ‖M‖ ≫ 1, que é suficiente para ‖M‖ → +∞. Ela representa uma espécie de

condição de concavidade no infinito para F. No caso de operadores côncavos, CF = 0. A

condição estrutural (AC) surge das considerações de alguns trabalhos recentes no que diz

respeito ao operador recessão

F⋆(M) := lim
µ→0

µF(µ−1M).

O operador limite F⋆ deve ser interpretado como a equação tangente do escalonamento

elíptico natural em F. Por exemplo, para um número relevante de operadores elípticos, é

possível verificar a existência do limite

bij := lim
‖M‖→∞

Fij(M).
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Nesse caso, F⋆(M) = Tr(bijM) e assim (AC) é automaticamente satisfeita. Um exemplo

particularmente interessante é a classe dos operadores da forma

Fι(M) = fι(λ1, λ2, · · ·λN) :=
N∑

j=1

(1+ λιj)
1/ι,

onde ι é um número natural par. Para esta família de operadores, temos F⋆ι = ∆ e a

condição (AC) está satisfeita.

Em [37], Ricarte e Teixeira provaram que o operador recessão F⋆ possui a condição de

fronteira livre para problemas de cavitação totalmente não-lineares. Para enfatizar ainda

mais tal condição, em [41], estimativas de regularidade de soluções para F(X,D2u) = f(X)

são bem estabelecidas via propriedades da função recessão.

Um outro exemplo que reforça a condição de concavidade no infinito, vem da classe

de operadores que satisfazem a condição

F(λM) ≤ λF(M) +ω(M)

para todo 0 < λ < 1, onde lim
‖M‖→∞

ω(M) = 0 e F(0) = 0. A definição (AC) é

imediatamente satisfeita para esta condição.

Antes de continuarmos, iremos fazer algumas observações, para uma melhor

organização de argumentos sistemáticos que irão surgir dentro de algumas demonstrações.

Observação 4.1. Dados X0 ∈ {uε > ε
α}, onde uε(X0) = C1ε

α para algum C1 > 1, ε≪ ρ

e ρ universalmente pequeno, temos da regularidade ótima, que em Bρ(X0), para ρ ≪ 1 a

ser ajustado em breve, a seguinte estimativa:

uγ−1ε ≥ (C1ε
α + C2(C1ε

α)
γ
2 ρ+ C2ρ

α)γ−1.

Além disso, se ε é tomado pequeno de modo que

εα <
ρα

C1

e o raio ρ, escolhido universalmente pequeno, para que tenhamos

(1+ 2C2)ρ
α ≤ γ−1

√

2

γ
CF

então obtemos a seguinte desigualdade

γuγ−1ε ≥ 2CF em Bρ(X0),
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para CF > 0 como em (AC). Além disso, pelo fato de

(1− σ0)ε
α < C1ε

α,

temos, (veja (2.5) e (2.4))

F(D2uε) = βε(uε) = γu
γ−1
ε , em Bρ(X0).

Como conclusão, obtemos que uε é uma fij-função subharmônica em Bρ(X0) para ε≪ 1,

i.e.,

fijDijuε ≥ F(D2uε) − CF = γu
γ−1
ε − 2CF ≥ 0.

Estamos agora prontos a estabelecer a primeira estimativa tipo Hausdorff para a

superfície de nível {uε ∼ εα}.

Lema 4.1. Dado um subdomínio Ω ′ ⋐ Ω, existe uma constante C dependendo de Ω ′

e parâmetros universais tais que, para X0 ∈ Ω ′ ∩ {uε > εα}, com uε(X0) = C1ε
α, onde

C1 > 1 e ε≪ ρ para ρ universalmente pequeno, temos

∫

{C1εα<uε<µα}∩Bρ(X0)

u−γ
ε |∇uε|2dX ≤ CµρN−1,

para quase todo 0 < ρ≪ 1.

Demonstração. Iniciamos a prova verificando que para ε e ρ universalmente pequenos,

vale a seguinte desigualdade diferencial:

∑

ij

fijDij

(

u
1
α
ε

)

≥ 0 em {u0 > 0} ∩ Bρ(X0). (4.1)

onde F = (fij)ij, como na Definição (4.1). Para mostrar tal estimativa, faremos uso do

seguinte argumento: fixe um operador linear não-singular A : RN → R
N. Assim,

∑

ij

fijDij(u
1
α
ε ) =

∑

ij

fijDij

((

u
1
α
ε ◦A

)

◦A−1
)

=
1

α

(

1

α
− 1

)

u
1
α
−2

ε Tr
(

A−1F
(

A−1
)T ∇ (uε ◦A)⊗∇ (uε ◦A)

)

◦A−1

+
1

α
u

1
α
−1

ε Tr
(

A−1F
(

A−1
)T
D2 (uε ◦A)

)

◦A−1.

(4.2)

Além disso, uε◦A resolve a seguinte equação uniformemente elíptica totalmente não-linear,

FA(D
2v) = γvγ−1,
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onde o operador FA é dado por

FA(M) := F((A−1)TMA−1).

Facilmente podemos verificar que FA é de fato uniformemente elíptica, com as mesmas

constantes de elipticidade do operador F. Assim, pela regularidade ótima, Teorema 2.3.1,

obtemos

|∇(uε ◦A)|2 ≤ C(uε ◦A)γ.

Assim,
1

α

(

1

α
− 1

)

|∇(uε ◦A)|2 ≥
C

α

(

1

α
− 1

)

(uε ◦A)γ. (4.3)

Da condição estrutural (AC),

Tr((A−1)TFA−1D2(uε ◦A)) ≥ F((A−1)T ·D2(uε ◦A) ·A−1) − CF

≥ F((D2uε) ◦A) − CF
≥ γ(uε ◦A)γ−1 − CF.

(4.4)

pois D2(uε ◦A) = (AT ·D2uε ·A) ◦A. Portanto, escolhendo A satisfazendo

F =
1

C
AAT

onde C > 0 é a constante da desigualdade (4.3), bem como combinando (4.3), (4.4) e

(4.2), obtemos,

∑
ij fijDij(u

1
α
ε ) =

C−1

α

(

1

α
− 1

)

u
1
α
−2

ε |∇(uε ◦A)|2 ◦A−1 +
1

α
u

1
α
−1

ε

(

γuγ−1ε − CF
)

≥ 1

α

(

1

α
− 1

)

u
1
α
−2+γ

ε +
1

α
u

1
α
−1

ε

(

γuγ−1ε − CF
)

=
1

α
u

1
α
−1

ε

((

1

α
+ γ− 1

)

uγ−1ε − CF

)

=
1

α
u

1
α
−1

ε

(γ

2
uγ−1ε − CF

)

.

(4.5)

Finalmente, da Observação 4.1, concluímos que para ε e ρ universalmente pequenos, a

inequação diferencial (4.1) é de fato verdadeira.
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Agora iremos dar continuidade a prova do Lema 4.1. Defina a seguinte função corte,

Φ =






ε α
√
C1 em {uε ≤ C1εα};

u
1
α
ε em {C1ε

α < uε ≤ µα};

µ em {uε > µ
α}.

Claramente temos,

∫

{C1εα<uε≤µα}∩Bρ(X0)

fij(u
1
α
ε )i · (u

1
α
ε )jdX =

∫

Bρ(X0)

fijΦi(u
1
α
ε )jdX. (4.6)

Usando a clássica fórmula de integração por partes,

∫

Bρ(X0)

fijΦi(u
1
α
ε )jdX = −

∫

Bρ(X0)

Φ · fij(u
1
α
ε )ijdX

+
1

ρ

∫

∂Bρ(X0)

fijΦ(u
1
α
ε )i · (xj − xj0)dHN−1.

(4.7)

Além disso, da desigualdade obtida em (4.1), obtemos

∫

{C1εα<uε≤µα}∩Bρ(X0)

fij(u
1
α
ε )i(u

1
α
ε )jdX ≤ 1

ρ

∫

∂Bρ(X0)

Φ · fij(u
1
α
ε )i · (xj − xj0)dHN−1.

Aplicando as derivadas dos integrandos da estimativa acima, podemos escrevê-la da

seguinte forma,

∫

{C1εα<uε≤µα}∩Bρ(X0)

fiju
−γ
ε DiuεDjuε dx ≤

α

ρ

∫

∂Bρ(X0)

Φ · fiju−γ
2

ε Diuε · (xj − xj0)dHN−1.

Finalmente, da elipticidade uniforme e da regularidade ótima de uε, temos

∫

{C1εα<uε≤µα}∩Bρ(X0)

u−γ|∇u|2dX ≤ CµρN−1,

como desejado.

Para o próximo resultado, iremos recordar a seguinte notação clássica: dado um

conjunto G ⊂ R
N, iremos denotar

Nδ(G) := {X ∈ R
N | dist(X,G) < δ}.
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Na sequência, vamos mostrar o principal passo com respeito a obtenção da limitação

uniforme da HN−1-medida de Hausdorff das superfícies de nível ∂{uε > εα}.

Lema 4.2. Fixado Ω ′ ⋐ Ω, existe uma constante C⋆ que depende apenas de Ω ′ e

parâmetros universais tais que se,

C⋆µ ≤ 2ρ ≤ dist(Ω ′, ∂Ω)

10

então, para ρ, µ, ε > 0 universalmente pequenos com µ≪ ρ, temos

LN ({C1ε
α < uε < µ

α} ∩ Bρ(X0)) ≤ C̄µρN−1,

onde novamente C̄ = C̄(Ω ′) depende apenas de Ω ′ e constantes universais, com X0 ∈
Ω ′ ∩ ∂{C1εα < uε}, dε(X0) ≤ dist(Ω ′,∂Ω)

10
e C1 > 1.

Demonstração. Seja {Bj} uma família finita de bolas que formam uma cobertura para

∂{C1ε
α < uε} ∩ Bρ(X0), com raios constantes iguais a C⋆µ e centro Xj ∈ ∂{C1ε

α <

uε} ∩ Bρ(X0), onde C⋆ será escolhida a posteriori. Pelo Lema Heine-Borel, existe uma

constante universal m tal que
∑

j

χBj
≤ m.

Além disso, podemos assumir que

⋃

j

Bj ⊂
[

Nd
8
(Ω ′) ∩ B4ρ(X0)

]

.

onde d := dist(Ω ′, ∂Ω). Como na prova do Lema 4.1, considere

Φ =






ε α
√
C1 em {uε ≤ C1εα};

u
1
α
ε em {C1ε

α < uε ≤ µα};

µ em {uε > µ
α}.

Iremos agora afirmar que é possível encontrar, para cada j, bolas B1j e B2j , ambas contidas

em Bj, satisfazendo:

(1) os raios de B1j e B2j são da ordem µ (sob uma contração universal)

(2) Φ ≥ α

√

3

4
µ em B1j e Φ ≤ α

√

2

3
µ em B2j .

Para mostrar a afirmação acima, iremos argumentar da seguinte forma: tome X1 ∈ 1
4
Bj,
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tal que

uε(X1) = sup
1
4
Bj

uε.

Pela não-degenerescência forte,

uε(X1) ≥ c0
(

C⋆µ

4

)α

≥ µα,

caso C⋆ ≫ 1 seja tomada suficientemente e universalmente grande. Da última estimativa

obtida na prova do Corolário 2.1, dado X ∈ Bj, obtemos

uε(X) ≥ µα − C2
[

sup
Bj

uε

]
γ
2

· |X1 − X| − C2|X1 − X|α. (4.8)

Pelo fato de que uε(Xj) = C1εα < µα e fazendo uso novamente do Corolário 2.1, temos

sup
Bj

uε ≤ uε(Xj) + C2C
⋆uε(Xj)

γ
2µ+ C2(C

⋆µ)α

≤ (1+ C2C
⋆ + C2(C

⋆)α)µα.

Combinando a estimativa acima com (4.8) e tomando

|X − X1| <
1

2C2
(1+ C2C

⋆ + C2(C
⋆)α)−

γ
2µ,

obtemos

Φα(X) = uε(X) ≥
3

4
µα em B1j := Br1j (X1)

onde r1j := C̃1µ e

C̃1 :=
1

4C2
(1+ C2C

⋆ + C2(C
⋆)α)−

γ
2 ,

é uma constante universal. Para finalizar a prova desta primeira afirmação, devemos

escolher C⋆ grande o suficiente, de modo que se tenha

C̃1 ≪ C⋆ =⇒ B1j ⊂ Bj.

Observe que essa escolha está sendo feita de modo universal. Similarmente, para B2j :=

Br2
j
(Xj) onde r2j := C̃2µ≪ C⋆µ, temos

Φ(X)α = uε ≤
2

3
µα.

Da propriedade (2) provada acima, podemos afirmar a existência de uma constante
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universal κ > 0 tal que, para cada j ∈ N

|Φ−mj| > κµ,

em no mínimo uma das bolas B1j , B
2
j ⊂ Bj, onde

mj :=

∫

Bj

Φ(X)dX.

De fato, caso tal afirmação não ocorresse, existiriam duas sequências Xk ∈ B1j e Yk ∈ B2j ,
tais que

α

√

3

4
−

α

√

2

3
≤ Φ(Xk) −Φ(Yk)

µ
≤ |Φ(Xk) −mj| + |Φ(Yk) −mj|

µ
→ 0, (4.9)

tomando k→ ∞, ou seja, uma contradição.

Portanto, pela clássica desigualdade de Poincaré em bolas, temos

κ2µ2 ≤ 1

|Bj|

∫

Bj

|Φ −mj|
2dX ≤ C3µ2

1

|Bj|

∫

Bj

|∇Φ|2dX,

e assim, ∫

{C1εα<uε<µα}∩Bj

u−γ
ε |∇uε|2dx ≥ C4|Bj|.

Além disso, por não-degenerescência, para todo Y ∈ {C1ε
α < uε < µ

α} ∩ Bρ(X0), temos

C5dε(Y)
α ≤ uε(Y) ≤ µα.

Portanto,

{C1ε
α < uε < µ

α} ∩ Bρ(X0) ⊂ N 1
C6
µ (∂{C1ε

α < uε} ∩ B2ρ(X0)) ,

para C6 = α
√
C5. Então, para µ≪ ρ, e C⋆ ≫ 1, ambos universais,

N 1
C6
µ (∂{C1ε

α < uε} ∩ B2ρ(X0)) ⊂
⋃

2Bj ⊂ B4ρ(X0),

assim,

{C1ε
α < uε < µ

α} ∩ Bρ(X0) ⊂
⋃

2Bj ⊂ B4ρ(X0). (4.10)
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Finalmente, aplicando o Lema 4.1 e fazendo uso das inclusões acima, temos

C7 µρ
N−1 ≥

∫

B4ρ(X0)∩{C1εα<uε<µα}

u−γ
ε |∇uε|2dx

≥ 1

m

∑∫

2Bj∩{C1εα<uε<µα}

u−γ
ε |∇uε|2dx

≥ C4

m

∑
|Bj|

≥ C4

m
|Bρ(X0) ∪ {C1ε

α < uε < µ
α}|,

onde C7 e C4 são constantes universais, que completam a prova do Lema.

Na sequência, relembremos a definição da δ-densidade.

Definição 4.2. Dado um subconjunto G ⊂ R
N, dizemos que G tem a δ- propriedade de

densidade em Ω para 0 < δ < 1, se existe τ > 0 tal que

LN (Bδ(X) ∩A)
LN (Bδ(X))

≥ τ

para todo X ∈ ∂G∩Ω. Se a propriedade acima é válida para qualquer 0 < δ < 1, dizemos

que G tem densidade uniforme em Ω ao longo de ∂G.

Abaixo iremos fazer uso de um resultado, clássico da teoria da medida.

Lema 4.3. Dado um conjunto aberto A ⋐ Ω, temos que:

a) Se existe δ tal que A tem a δ-propriedade de densidade, então existe uma constante

C = C(τ,N), onde:

|Nδ(∂A) ∩ Bρ(X)| ≤
1

2Nτ
|Nδ(∂G) ∩ Bρ(X) ∩A| + CδρN−1

com X ∈ ∂A ∩Ω e δ≪ ρ.

b) Se A tem densidade uniforme em Ω ao longo de A, então |∂A ∩Ω| = 0.

Com isso, estamos prontos para afirmar e provar o principal resultado desta seção.

Teorema 4.0.3. Dado Ω ′ ⋐ Ω existe uma constante universal C = C(Ω ′) > 0, tal que

LN (Nµ({C1ε
α < uε}) ∩ Bρ(X0)) ≤ CµρN−1,

onde, C1 > 1, X0 ∈ Ω ′ ∩ ∂{C1εα < uε}, dε(X0) <
1
10
dist(Ω ′, ∂Ω), µ ≪ ρ com ρ

universalmente pequeno e C1ε
α < µα. Em particular,

HN−1(∂{C1ε
α < uε} ∩ Bρ(X0)) ≤ CρN−1.
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Demonstração. Por uma pequena adaptação na estimativa obtida no Corolário 3.3,

obtemos
LN (Bµ(X) ∩ {uε > C1ε

α})

LN (Bµ(X))
≥ C2,

para X ∈ ∂{uε > C1ε
α}. Concluímos que, ∂{uε > C1ε

α} tem a µ−propriedade de

densidade, e pelo Lema 4.3, para uma constante universal M > 0, temos

LN (Nµ(∂{uε > C1ε
α}) ∩ Bρ(X0)) ≤ 1

2NC2
LN (Nµ(∂{uε > C1ε

α}) ∩ Bρ(X0) ∩ {uε > C1ε
α})

+ MµρN−1.

(4.11)

Do Corolário 2.1, dado Y ∈ Nµ(∂{uε > C1ε
α})∩Bρ(X0)∩ {uε > C1ε

α} e Z ∈ ∂{uε > C1εα},
podemos estimar

u(Y) ≤ u(Z) + C3u(Z)
γ
2 |Z− Y|+ C3|Z− Y|α

≤ µα + C3µ
αγ

2µ+ C3µ
α

≤ Dµα,

onde a última desigualdade, vem de C1εα < µ. Assim, verificamos que existe D > 0

universal, tal que

Nµ(∂{uε > C1ε
α}) ∩ Bρ(X0) ∩ {uε > C1ε

α} ⊂ {C1ε
α < uε < Dµ

α} ∩ Bρ(X0). (4.12)

Finalmente, do Lema 4.2, concluímos que

LN ({C1ε
α < uε < Dµ

α} ∩ Bρ(X0)) ≤ C4µρN−1, (4.13)

assim, combinando (4.11), (4.12) e (4.13) obtemos,

LN (Nµ({uε > C1ε
α}) ∩ Bρ(X0)) ≤ C4 µρ

N−1.

Para concluir a prova da estimativa da medida de Hausdorff HN−1, seja {Bj} uma

cobertura de ∂{C1εα < uε} ∩ Bρ(X0), onde cada bola está centrada em ∂{C1ε
α < uε} ∩

Bρ(X0) com raios iguais a µ. Podemos escrever

⋃

Bj ⊂ Nµ({C1ε
α < uε}) ∩ Bρ+µ(X0).
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Portanto, existem constantes dimensionais C5, C6 > 0, tais que

HN−1
µ (∂{C1ε

α < uε} ∩ Bρ(X0)) ≤ C5
∑

Area(∂Bj)

=
C5

µ

∑
LN (Bj)

≤ C6

µ
LN (Nµ({C1ε

α < uε}) ∩ Bρ+µ(X0))

≤ C6C4(ρ+ µ)
N−1 = C6C4 ρ

N−1 + o(1)

Por fim, tomando µ→ 0, conseguimos finalizar a prova do Teorema.
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5.1 O problema limite

Nesta seção, iremos abordar o problema de fronteira livre da equação totalmente não

linear obtida quando ε → 0. Nosso último objetivo será encontrar uma solução

para o problema de fronteira livre (3), que goza de todas as propriedades geométricas e

analíticas desejadas.

Nossa análise começa pela compacidade de soluções mínimas da equação (Eε). De

fato, o Teorema 2.3.1 implica que, para qualquer Ω ′ ⋐ Ω,

‖uε‖
C
1,

γ
2−γ (Ω ′)

≤ K, (5.1)

para algum K independente de ε. Além disso, {uε}ε>0 é uma sequência compacta C1
loc
(Ω)

e a menos de uma subsequência,

lim
ε→0

uε =: u0. (5.2)

Claramente, de (5.1), a função limite u0 está em C
1, γ

2−γ

loc
(Ω). Ademais, esta seção será

devotada ao estudo da função limite u0 e o problema de fronteira livre que ela resolve.

Por questões de conveniência para esta leitura, iremos à seguir, convencionar as
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seguintes notações:

{u0 > 0} := {x ∈ Ω | u0(x) > 0},

F(u0) := ∂{u0 > 0} ∩Ω,

d0(X) := dist(X,F(u0)).

O próximo Teorema recupera a equação totalmente não-linear satisfeita por u0 no seu

conjunto de positividade, bem como o seu comportamento próximo à fronteira livre F(u0).

Teorema 5.1.1. A função limite u0 definida em (5.2) é uma solução de viscosidade para

F(D2u) = γuγ−1 em {u > 0}. (5.3)

Além disso, para um subdomínio Ω ′ ⋐ Ω fixado, existe uma constante C = C(Ω ′) que

depende apenas de Ω ′ e constantes universais tais que para qualquer X ∈ Ω ′ ∩ {u0 > 0},

Cd0(X)
α ≤ u0(X) ≤ C−1d0(X)

α,

para d0(X) ≤ dist(Ω ′,∂Ω)

4
. Em particular, u0 é uma solução para o problema de fronteira

livre (3).

Demonstração. Vamos fixar um ponto X0 ∈ {u0 > 0} e seja u0(X0) := σ > 0. Por

continuidade u0 ≥ 1
2
σ em Bρ(X0) para algum ρ > 0. Como uε → u0 uniformemente sob

compactos, então para ε≪ 1 temos

uε ≥
1

8
σ > (1+ σ0)ε

α.

Ou seja, uε satisfaz

F(D2uε) = γu
γ−1
ε em B 1

2
ρ(X0),

por conta de estabilidade de soluções de viscosidade sob convergência uniforme, veja [12].

Daí concluímos que u0 é de fato uma solução de viscosidade para a equação (5.3).

Por fim, iremos obter as estimativas que dão conta da taxa de crescimento da solução

u0. Para isto, fixemos X0 ∈ Ω ′ ∩ {u0 > 0}, com d0(X0) ≤ 1
4
dist(Ω ′, ∂Ω) e u0(X0) = s > 0.

Para ε≪ 1 temos

uε(X0) ≥
s

2
> εα.

Assim, de acordo com o Corolário 3.1.2, obtemos

uε(X0) ≥ Cdε(X0)α.

Seja Yε ∈ ∂{uε > εα} tal que dε(X0) = |X0 − Yε|. Pela convergência uniforme, temos que
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Yε → Y0, para algum Y0 onde u0(Y0) = 0. Concluímos então que,

u0(X0) ≥ C|X0 − Y0|α ≥ Cd0(X0)α.

A outra estimativa é obtida de modo similar.

A propriedade da não-degenerescência forte obtida para as soluções aproximadas uε
também vale para a solução u0 do problema limite em questão.

Teorema 5.1.2. Dado Ω ′ ⋐ Ω, existem constantes universais C, ρ0 > 0, dependendo

apenas de Ω ′ e parâmetros universais, tais que para qualquer X ∈ Ω ′ ∩ {u0 > 0}, ρ ≤ ρ0

e d0(X) <
dist(X,∂Ω ′)

2
, vale a seguinte estimativa

C−1ρα ≤ sup
Bρ(X)

u0 ≤ u0(X) + Cu0(X)γ/2ρ+ Cρα.

A prova do Teorema 5.1.2 é bastante similar à prova presente no Teorema 5.1.1 e

portanto, iremos omitir os detalhes. Para o que segue, mostraremos que as configurações

de aproximação relacionadas a região {uε > ε
α} convergem na métrica de Hausdorff para

uma configuração limite, relacionada com o conjunto de positividade {u0 > 0}.

Teorema 5.1.3. Dado δ > 0 e ε≪ 1, valem as seguintes inclusões:

{u0 > 0} ∩Ω ′ ⊂ Nδ ({uε > C1ε
α}) ∩Ω ′ e {uε > C1ε

α} ∩Ω ′ ⊂ Nδ ({u0 > 0}) ∩Ω ′.

Demonstração. Iremos primeiramente mostrar a segunda desigualdade. Suponha, por

contradição, que tal inclusão é falsa. Assim, teríamos δ0 > 0 e uma sequência de pontos

{Xε}, satisfazendo

a) Xε ∈ Ω ′ ∩ {uε > C1ε
α};

b) dist(Xε, {u0 > 0}) > δ0;

c) Xε → X0, e dist(X0, {u0 > 0}) > δ0.

Segue diretamente da propriedade c) que X0 não está no conjunto de positividade {u0 > 0},

isto é, u0(X0) = 0. Contudo, pelo ítem a) podemos fazer uso da não-degenerescência forte,

Teorema 3.1.1, ou seja, para cada ε > 0 podemos encontrar Zε ∈ B 1
2
δ0
(Xε), tal que

uε(Zε) = sup
B 1

2
δ0

(Xε)

uε ≥ Cδα0 . (5.4)

para algum C > 0 universal. Tomando ε→ 0, a menos de uma subsequência, Zε → Z0 ∈
B 1

2
δ0
(X0), onde

{u0 > 0} ∩ B 1
2
δ0
(X0) 6= ∅. (5.5)



CAPÍTULO 5. O PROBLEMA DE FRONTEIRA LIVRE LIMITE 46

O que, pelo ítem c), nos leva a uma contradição, .

Para mostrar a desigualdade que falta, iremos seguir os mesmos argumentos.

Novamente iremos supor que tal desigualdade não é válida. Assim, existiria δ1 > 0 e

uma sequência de pontos {Yε}, tais que:

d) Yε ∈ {u0 > 0};

e) dist(Yε, {uε > C1ε
α}) > δ1;

Portanto, devido ao ítem d) e pela não-degenerescência forte, Teorema 5.1.2, temos que,

para cada ε > 0 existe Zε ∈ B 1
4
δ1
(Yε) tal que

u0(Zε) = sup
B 1

4
δ1

(Yε)

u0 ≥ Cδα1 . (5.6)

Como uε → u0 sob compactos, temos da desigualdade acima que, para ε≪ 1,

uε(Zε) >
C

4
δ1 > C1ε

α,

o que nos dá,

{uε > C1ε
α} ∩ B 1

4
δ1
(Yε) 6= ∅. (5.7)

Onde, pelo ítem e), temos uma contradição.

Com algumas propriedades obtidas acima para a solução u0, basta apenas uma

repetição fiel da prova do Corolário 3.3 para mostrar que o conjunto {u0 > 0} tem

densidade uniforme positiva ao longo da fronteira livre F(u0). Segue abaixo o respectivo

Teorema:

Teorema 5.1.4. Dado Ω ′ ⋐ Ω existe uma constante 0 < c ≤ 1, dependendo de Ω ′ e de

parâmetros universais, tais que

LN (Bδ(X) ∩ {u0 > 0})

LN (Bδ(X))
≥ c,

para todo X ∈ F(u0) ∩Ω ′.
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∂{u0
> 0}

∩Ω

.

.

Fig. 5.1: A fronteira livreF(u0) não possui pontos de cúspide como na figura acima.

É possível concluir que a região {u0 > 0} não pode apresentar cúspides ao longo da

fronteira livre no sentido da fase {u = 0}. De fato, caso existisse algum ponto de cúspide

da fronteira livre (veja a figura 7.1) teríamos:

LN (Bρ(X) ∩ {u0 > 0})

LN (Bρ(X))
→ 0 quando ρ→ 0.

Assim, a propriedade de densidade acima corresponde, em termos qualitativos, a um

resultado de regularidade para a fronteira livre F(u0).

Como consequência dos resultados obtidos no Capítulo 3.2, iremos mostrar que uma

desigualdade de Harnack homogênea é válida próxima à fronteira livre F(u0). Como

mencionado na seção 3.2, esse resultado é bastante surpreendente à primeira vista, pois se

tentarmos observar o termo singular γuγ−1(X) como o lado direito da equação diferencial

acima, a desigualdade clássica de Harnack (3.11) não nos daria informações universais

próximo da fronteira livre F(u0).

Teorema 5.1.5 (Desigualdade de Harnack em bolas tangentes). Seja X0 ∈ {u0 > 0} e

d := d0(X0). Então, existe uma constante universal C > 0 tal que

sup
Bd

2
(X0)

u0 ≤ C inf
Bd

2
(X0)
u0.

Demonstração. Seja ξ0, ξ1 ∈ Bd
2
(X0), tais que

inf
Bd

2
(X0)
u0 = u0(ξ0) e sup

Bd
2
(X0)

u0 = u0(ξ1).

Como d0(ξ0) ≥
d

2
, pelo Teorema 5.1.1, temos

u0(ξ0) ≥ C1dα. (5.8)
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Por outro lado, do Teorema 5.1.2,

u0(ξ1) ≤ u0(X0) + C2u0(X0)
γ
2d+ C2d

α.

Como na demostração do Corolário 2.1, para qualquer Y ∈ ∂ {u0 > 0}, temos

u0(X0) ≤ u0(Y) + C2u0(Y)
γ
2d+ C2d

α = C2d
α.

Então, das duas últimas desigualdades,

u0(ξ1) ≤ C3dα,

portanto,

sup
Bd

2
(X0)

u0 ≤ C4 inf
Bd

2
(X0)
u0.

para uma constante C4 > 0 que não depende de u0.

Como na prova do Corolário 3.2.1, podemos estabelecer uma limitação inferior para

integrais sólidas de u0: para todo X0 ∈ ∂{u0 > 0} ∩Ω ′

C1ρ
α ≤

∫

Bρ(X0)

u0dx, (5.9)

onde C1 = C1(Ω
′) > 0. Para o que segue, iremos estabelecer um controle inferior e

superior para integrais esféricas de u0.

Teorema 5.1.6. Dado Ω ′ ⋐ Ω, existe uma constante universal C = C(Ω ′), tal que para

todo X0 ∈ ∂{u0 > 0} ∩Ω ′,

C−1ρα ≤
∫

∂Bρ(X0)

u0 dHN−1 ≤ Cρα.

Demonstração. Para mostrar a estimativa superior, basta usar diretamente, que

u0(Y) ≤ u0(X0) + Cu0(X0)
γ
2 ρ+ Cρα,

obtida do Teorema 5.1.2 para todo Y ∈ ∂Bρ(X0).
Para o que falta, iremos mostrar a limitação inferior por meio de contradição. Deste

modo, suponha que a estimativa inferior não seja válida. Existiria então, ρm > 0 e

Xm ∈ ∂{u0 > 0}, tais que
1

ραm

∫

∂Bρm (Xm)

u0dHN−1 = o(1), (5.10)
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quando m→ ∞. Usando o Teorema da mudança de variáveis, (5.10) implica em

1

ραm

∫

∂Brρm (Xm)

u0dHN−1 = o(1), (5.11)

para todo 0 < r ≤ 1. Defina

vm(X) := ρ
−α
m u0(Xm + ρmX).

Pela regularidade uniforme obtida em (5.1), a menos de uma subsequência, temos que vm
converge uniformemente sob conjuntos compactos de R

N a uma função v0. Além disso,

Fm(D
2vm) = γv

γ−1
m em {vm > 0}, (5.12)

onde Fm(M) := ραmF(ρ
−α
m M). Para todo 0 < r ≤ 1,

∫

∂Brρm (Xm)

u0(Y)dHN−1 =

∫

∂Br(0)

u0(Xm + ρmX)dHN−1 = ραm

∫

∂Br(0)

vm(X)dHN−1.

Então, de (5.11), e fazendo m→ ∞, obtemos

∫

∂Br(0)

v0 dHN−1 = ρ−αm

∫

∂Brρm (Xm)

u0 dHN−1 = 0, ∀0 < r ≤ 1.

Portanto, v0 ≡ 0 em B1 o que contradiz a propriedade (5.9) para cada vm.

5.2 Estimativas geométricas da fronteira livre

Nesta seção iremos obter finas propriedades relacionadas a teoria geométrica da

medida para a fronteira livre F(u0). Como no Capítulo 4, iremos trabalhar sob a

hipótese estrutural (AC). O primeiro resultado nos fornece a finitude local da medida

HN−1-Hausdorff da fronteira livre F(u0).

Teorema 5.2.1. Dado um subdomínio Ω ′ ⋐ Ω existe uma constante universal C =

C(Ω ′) > 0, dependendo de Ω ′ e constantes universais, tais que

LN (Nµ({u0 > 0}) ∩ Bρ(X0)) ≤ CµρN−1,

onde, X0 ∈ Ω ′ ∩ ∂{u0 > 0}, d0(X0) < 1
10
dist(Ω ′, ∂Ω), µ≪ ρ e ρ universalmente pequeno.

Em particular,

HN−1 (Bρ(X0) ∩ F(u0)) ≤ CρN−1.
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Demonstração. Dos Teoremas (4.0.3) and (5.1.3), temos para ε≪ 1

|N2µ({uε > C1ε
α}) ∩ Bρ(X0)| ≤ CµρN−1

e

{u0 > 0} ∩ Bρ(X0) ⊂ Nµ({uε > C1ε
α}) ∩ Bρ(X0).

Daí, facilmente obtemos

Nµ({u0 > 0}) ∩ Bρ(X0) ⊂ N2µ({uε > C1ε
α}) ∩ Bρ(X0),

o que nos dá a estimativa desejada.

Uma consequência do Teorema 5.2.1 é que a região {u0 > 0} tem perímetro localmente

finito. O resultado chave que mostraremos no próximo teorema, nos diz que a fronteira

livre reduzida, ∂red{u0 > 0} tem medida total. Mais importante, provaremos que em torno

de pontos Z da fronteira reduzida, vale o seguinte comportamento,

HN−1 (Bρ(Z) ∩ F(u0)) ∼ ρ
N−1.

Em particular, a fronteira livre tem vetor normal no sentido da medida geométrica em

quase todos os pontos de F(u0). Para uma consulta acerca da definição de vetor normal

no sentido da medida geométrica, veja [40].

F(u0)

.

.

u0 > 0

∼ ρN−1

Bρ

Fig. 5.2:F(u0) tem perímetro localmente finito.

Teorema 5.2.2. Dado Ω ′ ⋐ Ω, existe uma constante positiva C = C(Ω ′), que

depende somente de Ω ′ e constantes universais, tais que para qualquer Bρ(X0), com ρ

universalmente pequeno, centrada num ponto da fronteira livre x0 ∈ ∂{u0 > 0}, então

C−1ρN−1 ≤ HN−1(∂red{u0 > 0} ∩ Bρ(X0)) ≤ CρN−1.
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Em particular,

HN−1 (∂{u0 > 0} \ ∂red{u0 > 0}) = 0.

Demonstração. A estimativa superior segue do Teorema 5.2.1. Nos falta então verificar a

estimativa inferior. Fixado X0, iremos definir a função normalizada v0 : B1 → R por

v0(X) :=
u0(X0 − ρX)

ρα
.

Argumentando de modo totalmente análogo à prova do Teorema 4.1, para ρ

universalmente pequeno, obtemos,

L(v
1
α

0 ) := ρ
2−α

∑

ij

fijDij(u
1
α

0 ) ≥ 0 em {v0 > 0} ∩ B1. (5.13)

Nosso próximo passo é construir uma barreira apropriada. Sejaψ uma função não negativa

em B1, com ψ ≡ 1 em B1/5 e ψ ≡ 0 fora de B1/4. Seja Φ a solução do seguinte problema

de valor inicial: 




LΦ = −ψ em B1

Φ = 0 em ∂B1.

Pela teoria de regularidade elíptica clássica, Φ é suave e, em particular, para todo 0 <

α < 1,

‖Φ‖Cα(B1/2) ≤ C1, (5.14)

para uma constante universal C1 > 0. Também pelo princípio do máximo Φ > 0 em B1

e pelo princípio do máximo de Hopf,

fij∂iΦνj ≥ C2 > 0, ao longo de ∂B1, (5.15)

onde νj é a j-ésima coordenada do vetor normal exterior de ∂B1(0). Aplicando a fórmula

de Gauss-Green generalizada, chegamos a seguinte igualdade:

∫

{v0>0}∩B1

{
ΦL(v

1
α

0 ) − v
1
α

0 LΦ
}
dx =

∫

∂red{v0>0}∩B1

{
Φfij∂i(v

1
α

0 ) − v
1
α

0 fij∂iΦ
}
ηjdHN−1

−

∫

{v0>0}∩∂B1

v
1
α

0 fij∂iΦνjdHN−1.

(5.16)

Como ΦL(v
1
α

0 ) ≥ 0, temos

∫

{v0>0}∩B1

{
ΦL(v

1
α

0 ) − v
1
α

0 LΦ
}
dx ≥

∫

B1

ψv
1
α

0 dx ≥
∫

B1/5

v
1
α

0 dx. (5.17)
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Da limitação uniforme do gradiente para v0, da elipticidade e (5.14), estimamos

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

∂red{v0>0}∩B1

Φfij∂i(v
1
α

0 )ηjdHN−1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ C1HN−1(∂red{v0 > 0} ∩ B1). (5.18)

Além disso, olhando para a região de integração, obtemos

∫

∂red{v0>0}∩B1

v
1
α

0 fij∂iΦηj dHN−1 = 0, (5.19)

e por (5.15), ∫

{v0>0}∩∂B1

v
1
α

0 fij∂iΦνjdHN−1 ≥ 0. (5.20)

Combinando (5.16), (5.17), (5.18) e (5.19), concluímos que

∫

B1/5

v
1
α

0 dx ≤ C1HN−1(∂red{v0 > 0} ∩ B1). (5.21)

Por outro lado, pela não-degenerescência, como na prova do Teorema 3.2.1, temos

∫

B1/5(0)

v
1
α

0 dx ≥ C3. (5.22)

para uma constante universal C > 0. Finalmente de (5.21) e (5.22) obtemos

HN−1(∂red{v0 > 0} ∩ B1) ≥ c0,

para uma constante universal c0 > 0, assim a estimativa inferior está provada. A medida

total da fronteira reduzida segue por considerações clássicas da teoria geométrica da

medida.
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Nesta seção iremos fazer o estudo referente à segunda parte deste trabalho, que trata

da obtenção da regularidade ótima para equações elípticas degeneradas da forma:

H(X,∇u)F(X,D2u) = f(X) em B1, (6.1)

onde F é uniformemente elíptica, f ∈ L∞ e para algum θ > 0, H satisfaz a seguinte

condição de degenerescência,

λ|~p|θ ≤ H(X,~p) ≤ Λ|~p|θ (6.2)

para cada ~p ∈ R
N e X ∈ B1. Para efeito de normalização, assumiremos sem perda de

generalidade que F(X, 0) = 0 para todo X ∈ B1.
Como mencionado outras vezes nesse presente trabalho, segue da teoria de

Krylov-Safanov, veja [3], que soluções de viscosidade de uma equação homogênea de
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coeficientes constantes

F(D2u) = 0,

são localmente de classe C1,α0 , para algum expoente α0 = α0(N, λ,Λ) universal. No

decorrer deste capítulo, α0 será entendido como tal expoente. Caso não tenha sido imposta

nenhuma condição adicional à F, α0 é de fato o expoente ótimo. Veja [31,32] e [33]. Para

a classe de equações com coeficientes variáveis, soluções são em geral, somente de classe

C0,α0 e esta regularidade é ótima, a menos que alguma condição de continuidade em seus

coeficientes (ou seja, na aplicação X 7−→ F(X, ·)) seja imposta. Tal condição é bastante

natural, estando sempre presente na teoria linear: Lu = aijDiju. Para o nosso objetivo

de encontrar uma estimativa C1,α para soluções da equação (6.1), iremos daqui em diante,

assumir uma hipótese de continuidade nos coeficientes de F, a saber:

sup
‖M‖≤1

|F(X,M) − F(Y,M)|

‖M‖ ≤ C ·ω(|X − Y|), (6.3)

onde C ≥ 0 é uma constante positiva e ω é um módulo de continuidade normalizado,

isto é, ω : R+ → R+ é não-decrescente com ω(0+) = 0 e ω(1) = 1. Tal condição pode

ser relaxada, é suficiente tomar alguma condição do tipo VMO, veja [5]. Iremos optar

pela condição (6.3) por questões de simplicidade. Para uma notação conveniente, iremos

denotar

‖F‖ω := inf

{

C > 0 : sup
‖M‖≤1

|F(X,M) − F(Y,M)|

‖M‖ ≤ Cω(|X− Y|), ∀X, Y ∈ B1
}

. (6.4)

Para concluir os nosso comentários iniciais sob a condição de continuidade (6.3), soluções

de viscosidade da equação

F(X,D2u) = f(X) ∈ L∞(B1),

são localmente de classe C1,β, para todo 0 < β < α0. Veja [5, 44].

6.1 O resultado principal

Nesta seção, iremos apresentar o principal resultado acerca da teoria que será

desenvolvida neste capítulo. Tal resultado fornecerá uma estimativa de regularidade ótima

para funções u, satisfazendo

|∇u|θ · |F(D2u)| . 1, θ > 0, (6.5)



CAPÍTULO 6. CONTINUIDADE ÓTIMA DO GRADIENTE 55

no sentido da viscosidade, para algum operador uniformemente elíptico F. Como

comentado no início deste capítulo, para o caso não-degenerado, isto é, θ = 0, a melhor

regularidade possível é C
1+α−

0

loc
. O ponto delicado, está em obter uma estimativa universal

precisa o suficiente para que o grau de singularidade θ > 0, que surge da equação (6.5)

seja explicitamente sentido, ao longo do conjunto singular (∇u)−1(0).
Para entender alguns fatos acerca do que devemos esperar neste estudo, vamos olhar

de um modo ingênuo para a seguinte EDO:






u ′′(t) = (u ′)−θ,

u(0) = u ′(0) = 0,

que pode ser resolvida de uma maneira simples para t ∈ (0,∞). A solução é u(t) =

t
2+θ
1+θ . Após algumas inferências heurísticas, torna-se razoável aceitar que C

2+θ
1+θ é uma

barreira superior para qualquer estimativa de regularidade universal para a equação (6.5).

Portanto, a estimativa de regularidade ótima ideal que se deve esperar para funções

satisfazendo a Equação (6.5) deve ser C1,min{α−
0
, 1
1+θ

}.

Após esses comentários técnicos e didáticos, estamos aptos a formular o principal

resultado o qual foi dedicado este capítulo.

Teorema 6.1.1. Seja u uma solução de viscosidade de

H(X,∇u)F(X,D2u) = f(X) em B1. (6.6)

Assuma f ∈ L∞(B1), H satisfaz (6.2) e F : B1 × Sym(N) → R é uniformemente elíptico

com coeficientes contínuos, isto é, satisfazendo (1.2) e (6.3). Fixado um expoente

α ∈ (0, α0) ∩
(

0,
1

1+ γ

]

,

então existe uma constante C(N, λ,Λ, γ, ‖F‖ω, ‖f‖∞, α) > 0, dependente apenas de

N, λ,Λ, γ, ‖F‖ω, ‖f‖∞ e α, tal que

‖u‖C1,α(B1/2)
≤ C(N, λ,Λ, γ, ‖F‖ω, ‖f‖∞, α) · ‖u‖L∞.

Segue no Corolário abaixo, uma importante consequência do Teorema 6.1.1.

Corolário 6.1. Seja u solução de viscosidade de

H(X,∇u)F(D2u) = f(X) in B1. (6.7)

Assuma f ∈ L∞(B1), H satisfazendo (6.2), F uniformemente elíptica e côncava. Então u
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é localmente C1,
1

1+γ e essa regularidade é ótima.

O Corolário 6.1 segue do Teorema 6.1.1 onde soluções de equações côncavas são

localmente de classe C1,1 pelo Teorema de Evans-Krylov.

É interessante compreender o Teorema 6.1.1 como um modelo de classificação para

equações elípticas degeneradas, conectando a magnitude da degenerescência do operador à

regularidade ótima de suas respectivas soluções. De fato, como mencionado anteriormente,

várias equações tem seus graus de degenerescência comparável a uma equação modelo da

forma |∇u|θ|F(D2u)| . 1. Iremos explorar essa perspectiva na próxima seção.

6.2 Aplicações e perspectivas

A heurística da classificação de degenerescência mencionado no parágrafo anterior,

possui de fato um vasto campo de aplicabilidade. Nesta seção intermediária, iremos

comentar sobre algumas consequências que a estimativa de regularidade ótima mostrada

na Seção 6.1 dispõe para teoria de regularidade elíptica.

Na sequência, iremos usar o Teorema 6.1.1 e o Corolário 6.1 para solucionar casos

particulares de alguns problemas abertos bastante conhecidos. O resultado obtido nesta

seção nos dá a esperança de que progressos decisivos possam ser contemplados para casos

mais gerais em um futuro próximo.

6.2.1 Equações da teoria de supercondutividade

Começaremos nesta seção, comentando sobre algumas aplicações que o Teorema 6.1.1

fornece para a teoria de supercondutividade, onde as equações totalmente não-lineares do

tipo:

F(X,D2u) = g(X, u)χ{|∇u|>0} (6.8)

regem os modelos matemáticos desta teoria. A equação (6.8) representa a equação

estacionária para a "mean field theory of superconducting vortices"quando a função de

fluxo escalar admite uma dependência funcional no potencial magnético escalar, veja [9].

Propriedades de existência e regularidade da Equação (6.8) foram estudadas em [7] e [8].

A novidade no estudo da Equação (6.8) está em testar a equação apenas por polinômios

que tocam a solução com |∇P(X0)| 6= 0. Foi provado em [7], corolário 7, que soluções são

localmente C0,α para algum 0 < α < 1. Para operadores côncavos, foi provado em [7]

corolário 8, que soluções estão em W2,p. Uma aplicação da fórmula de monotonicidade de
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Alt-Caffarelli-Friedman [7], Lema 9, fornece regularidade C1,1 para o problema particular

∆u = cu χ{|∇u|>0}. (6.9)

A Equação (6.8) pode ser obtida como o problema limite, quando δ→ 0, para a família

de equações singulares da forma

|∇uδ|δ · F(X,D2uδ) = g(X, uδ), B1. (Eδ)

De fato, segue do Teorema 6.1.1 que se uδ é uma solução normalizada de (Eδ), para δ

suficientemente pequeno, isto é, para

δ < 1− α−
0 ,

então podemos estimar

‖u‖
C
1,α−

0

loc
≤ C, (6.10)

para uma constante C > 1, que não depende de δ. Em particular, a estimativa (6.10) nos

dá compacidade local para a família de soluções {uδ}δ>0 de (Eδ). Seja u0 a função limite

de tal sequência, ou seja,

u0 = lim
j→0
uδj,

para δj = o(1). De (6.10), temos,

∇uδj −→ ∇u0 localmente uniforme, (6.11)

u0 ∈ C
1,α−

0

loc
(B1). (6.12)

Agora, fixemos um ponto regular Z ∈ B1 de u0, isto é,

|∇u0(Z)| > 0.

A convergência gradiente (6.11) e a estimativa (6.12) nos dá a existência de η > 0 pequeno,

tal que

inf
Bη(Z)

|∇uδ| ≥
1

10
|∇u0(Z)| =: c0,

para todo δ≪ 1. Assim,

g(X, uδ) · |∇uδ|−δ −→ g(X, u0), uniformemente em Bη(Z).

Resumimos a discussão acima com o seguinte Teorema:
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Teorema 6.2.1. Seja uδ ∈ C0(B1) uma solução de viscosidade de (Eδ), com |uδ| ≤ 1,

δ≪ 1, onde g é contínua em u e mensurável e limitada em X. Assuma que o operador F

está sob as hipóteses do Teorema 6.1.1. Então, fixado um número α < α0(N, λ,Λ), para

δ suficientemente pequeno, temos

‖uδ‖C1,α(B4/5)
≤ C(N, λ,Λ, α).

Em particular,

uδ → u0 ∈ C1,α(B1/2),

e u0 é uma solução de viscosidade de (6.8).

A principal vantagem do Teorema 6.2.1, em comparação com a teoria de regularidade

desenvolvida em [7], é que ela nos dá a estimativa C1,α ótima, para o caso mais geral de

operadores totalmente não lineares, não necessariamente côncavos.

6.2.2 Visitando a teoria do ∞-laplaciano

Irenos agora visitar a teoria do operador ∞-laplaciano ,

∆∞v :=
∑

i,j

vivjvij (6.13)

a qual está relacionada ao problema de melhor extensão Lipschitz para um dado de

fronteira fixado. Além disso, o operador acima tem como características a não-linearidade

e alta degenerescência. A teoria das funções infinito-harmônicas, isto é, soluções da EDP

homogênea

∆∞h = 0,

tem recebido uma grande atenção. Um dos principais problemas em aberto da teoria

moderna de EDPs está em mostrar que funções infinito-harmônicas são de classe C1. Essa

conjectura tem sido respondida positivamente por O. Savin [39] no plano. Evans e Savin,

[15] melhoraram o resultado para C1,α para algum α > 0 pequeno, porém somente em duas

dimensões. Muito recentemente, Evans e Smart provaram que funções infinito-harmônicas

são q.t.p. diferenciáveis independentemente da dimensão, veja [16]. Não obstante,

características de não-continuidade de ∇u podem ser inferidos por argumentos ingênuos.

O famoso exemplo de função infinito-harmônica

a(x, y) := x
4
3 − y

4
3 (6.14)

devido a Aronsson por volta dos anos 60, determina a regularidade ótima ideal para tal

problema. Ou seja, a teoria de regularidade universal para funções infinito-harmônicas
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não pode ir além de C1,
1
3 . Até onde sabemos, não houve antes qualquer resultado

significativo de que funções infinito-harmônicas devem ou não ter uma regularidade C1,
1
3

universal, a menos de especulações baseadas no exemplo de Aronsson. De outra maneira,

porém, a desconfiança para a validade da conjectura da regularidade C1,
1
3 para funções

infinito-hamônicas se confirma explorando as propriedades de escalonamento da equação.

Por exemplo, podemos escrever o operador infinito-laplaciano como

∆∞v = (∇v)t ·D2v · ∇v,

e desta forma, torna-se tentador comparar suas características de degenerescência com

|∇u|2 · |∆u| . 1, (6.15)

que possui as mesmas propriedades de escalonamento de ∆∞ e cujas soluções são

C1,
1

1+2 regulares, do Corolário 6.1. Embora, em geral não seja verdade que funções

infinito-harmônicas satisfazem (6.15), essa observação nos leva a um interessante guia

heurístico.

Note que o exemplo de Aronsson - como quaisquer exemplos populares na teoria

de EDPs - é uma função de variáveis separáveis. Na sequência, como uma aplicação

do Corolário 6.1, mostraremos que qualquer função infinito-harmônica com variáveis

separáveis é de fato, localmente C1,
1
3 .

Proposição 6.2.1. Seja u : B1 ⊂ R
N → R uma função infinito-harmônica. Assuma u

uma função de variáveis separáveis, i.e.,

u(X) = σ1(x1) + σ2(x2) + · · ·σd(xN),

para σi ∈ C0(B1). Então u ∈ C1, 13 (B1/2).

Demonstração. Um cálculo direto nos mostra que

0 = ∆∞u = |σ1(x1)
′|2σ ′′

1 (x1) + |σ1(x2)
′|2σ ′′

2 (x2) + · · ·+ |σN(xN)
′|2σ ′′

N(xN). (6.16)

De forma rotineira, justificamos o cálculo acima usando a maquinaria da solução de

viscosidade. Notamos, contudo, que o i-ésimo termo na equação (6.16) depende apenas

da variável xi. Portanto, como a soma acima é nula, cada termo deve ser constante, isto

é,

|σi(xi)
′|2σ ′′

i (xi) = τi,

N∑

i=1

τi = 0. (6.17)
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Aplicando a regularidade C1,
1
3 para cada σi que segue do Corolário 6.1, temos que a prova

da Proposição 6.2.1 está concluída.

Em um número de problemas físicos e geométricos, soluções herdam a simetria radial

do dado de fronteira. Portanto, é bastante razoável analisarmos a regularidade ótima para

soluções radialmente simétricas.

Proposição 6.2.2. Seja u ∈ C0(B1) uma função radialmente simétrica, isto é, u(X) =

v(r) para r := |X|, satisfazendo

∆∞u = f(|X|, u), em B1

no sentido da viscosidade. Assuma f ∈ C0([0, 1]× R). Então v ∈ C1,
1
3

loc
.

Demonstração. Um cálculo direto nos mostra

∇u(X) = v ′(r)
X

|X|
,

D2u(X) =
1

|X|2
v ′′(r)X⊗ X + v ′(r)

[

1

|X|
Id −

1

|X|3
X⊗ X

]

.

Portanto, concluímos que v satisfaz,

v ′(r)2 · v ′′(r) = f(r, v(r)), (6.18)

no sentido da viscosidade. Como

f(r, v(r)) ∈ L∞
loc
(B1),

podemos aplicar o Corolário 6.1 para obtermos v ∈ C1,
1

1+2

loc
o que prova a proposição.

Comentamos que a regularidade da Proposição 6.2.2 é ótima quando

∆∞|X|
4
3 = constante.

Ainda iremos mencionar que, para funções com o infinito-laplaciano limitados, E.

Lindgren, seguindo as ideias de [16], estabeleceu recentemente estimativas Lipschitz e

diferenciabilidade q.t.p. .



CAPÍTULO 6. CONTINUIDADE ÓTIMA DO GRADIENTE 61

6.2.3 Outras equações elípticas degeneradas

Um outro exemplo interessante a ser explorado é o operador p-laplaciano:

∆pu := div
(

|∇u|p−2∇u
)

parap ≥ 2. (6.19)

Ele aparece por exemplo na equação de Euler-Lagrange associada a integral p-energia

∫
(Du)pdX→ min.

O estudo de equações envolvendo o operador p-laplaciano tem recebido uma grande

atenção nos últimos 50 anos. Em particular, a teoria de regularidade para funções

p-harmônicas tem sido um assunto de intensa investigação, desde o final dos anos 60,

quando Uraltseva em [46] provou que soluções fracas da equação homogênea

∆ph = 0, (6.20)

é localmente de classe C1,α(N,p), para algum α(N, p) > 0. A regularidade ótima para

funções p-harmônicas no plano foi obtida por Iwanec e Manfredi, em [23]. O expoente

ótimo de Hölder continuidade do gradiente de funções p-harmônicas em altas dimensões,

d ≥ 3, tem sido o maior problema em aberto desde então.

O operador p-laplaciano pode ser escrito na forma não-divergente, simplesmente

aplicando formalmente as derivadas da seguinte forma:

∆pu = |∇u|p−2∆u+ (p− 2)|∇u|p−4∆∞u. (6.21)

A noção de soluções fracas, usando a estrutura divergente em (6.19), e na forma

não-divergente em (6.21) são equivalentes, veja [25].

Dentro do contexto de funções com o p-laplaciano limitado, é conjecturado que a

regularidade ótima deve ser Cp
′

, onde

1

p
+
1

p ′
= 1.

Nosso próximo resultado nos dá uma resposta parcial para esta conjectura.

Proposição 6.2.3. Seja p ≥ 2 e u satisfazendo

|∆pu| ≤ C, em B1.
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Assuma u radialmente simétrica, i.e. u(X) = v(r) para r := |X|. Então v ∈ Cp ′

loc
(B1).

Demonstração. Um cálculo direto, como na prova da Proposição 6.2.2 nos revela a

seguinte limitação

|v ′|p−2|v ′′|+ |v ′|p−4 · v ′2|v ′′| ≤ C,

no sentido da viscosidade. Portanto, como uma aplicação do Corolário 6.1, obtemos

v ∈ C1,
1

1+(p−2)

loc
∼= C

p ′

loc
,

e a proposição em questão está provada.

Estimativas da forma |∇u|p−2|D2u| < C não são raras em um certo número de

problemas envolvendo o operador p-laplaciano, veja por exemplo [30]. Vamos mencionar

também que estimativas da forma (ǫ + |∇v|2)p−1
2 |D2v| < C são comumente obtidas para

soluções fracas de equações da forma divergente, Di

(

Ai(Dv)
)

= 0, veja [18], Capítulo 8.

Iremos encerrar esta seção, revisitando o operador infinito-laplaciano como o limite do

operador p-laplaciano, quando p→ ∞. Seja h ∈ C0(B1) uma função infinito-harmônica.

Para cada p≫ 1, seja hp a solução do seguinte problema






∆php = 0, in B3/4

hp = h, on B3/4.

É sabido que hp forma uma sequência de funções equicontínuas e hp → h localmente

uniforme para h. Em particular

∆∞hp = o(1), quando p→ ∞.

Dessa forma, iremos denotar hp como a aproximação p-harmônica da função

infinito-harmônica h em B3/4.

Proposição 6.2.4. Seja h ∈ C0(B1) uma função infinito-harmônica hp sua aproximação

p-harmônica. Assuma |∆∞hp| = O(p−1) quando p→ ∞. Então h ∈ C1, 13 (B1/2).

Demonstração. Como hp é p-harmônica, ela satisfaz

|∇hp|2∆hp = (2− p)∆∞hp.

Pelo princípio do máximo,

‖hp‖L∞
(B4/5)

≤ ‖h‖L∞
(B1)
.
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Da hipótese de aproximação e do Corolário 6.1, temos

‖hp‖
C
1, 1

3 (B1/2)
≤ C,

para uma constante C que independe de p. A prova da proposição segue por argumentos

padrões.

Outra interessante Proposição relaciona funções p-harmônicas com infinito-laplaciano

limitado.

Proposição 6.2.5. Seja u uma função p-harmônica B1 ⊂ R
N. Assuma ∆∞u ∈ L∞(B1).

Então u ∈ C1, 13 (B1/2).

Demonstração. A prova segue por argumentos similares aos da prova da Proposição 6.2.4.

Segue como um problema em aberto, se a Proposição 6.2.5 vale mesmo sem a hipótese

extra de limitação do infinito-laplaciano. É plausível conjecturar que se α(N, p) é o

expoente de Hölder continuidade ótimo (universal) para funções p-harmônicas, então

α(N, p) >
1

3
+ o(1), quando p → ∞.

6.3 Compacidade universal

A partir desta seção começaremos a desenvolver a prova da principal estimativa de

regularidade ótima apresentada na seção 6.1, a saber, Teorema 6.1.1. Nesta primeira

etapa, iremos obter um tipo compacidade universal que nos dará acesso à teoria de

regularidade ótima para soluções da equação (6.1). Na prova que iremos apresentar,

faremos uso da principal ferramenta técnica obtida no recente trabalho de Imbert e

Silvestre, [21].

Lema 6.1. Seja ~q ∈ R
N um vetor arbitrário e u ∈ C(B1), uma solução de viscosidade de

|~q+∇u|θF(X,D2u) = f(X), (E~q)

satisfazendo ‖u‖L∞(B1) ≤ 1. Dado δ > 0, existe ε > 0, dependendo somente de N, λ,Λ, e

γ, tal que se

‖M‖−1 · ‖F(X,M) − F(0,M)‖L∞(B1) + ‖f‖L∞(B1) < ε, (6.22)
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então podemos existe uma função h, solução de uma equação (λ,Λ)-uniformemente

elíptica de coeficientes constantes

F(D2h) = 0, B1/2 (6.23)

tal que

‖u− h‖L∞(B1/2) ≤ δ. (6.24)

Demonstração. Iremos supor por contradição, que a tese do Lema em questão falha.

Assim, devemos encontrar um certo número δ0 > 0 e sequências, Fj(X,M), fj, ~qj e uj,

satisfazendo

X Fj(X,M) é (λ,Λ)-elíptico,

X ‖M‖−1 · ‖F(X,M) − F(0,M)‖L∞(B1) = o(1),

X ‖fj‖L∞(B1) = o(1),

X ‖uj‖L∞(B1) ≤ 1 e

X |~qj +∇uj|γFj(X,D2uj) = fj,

onde,

sup
B1/2

|uj − h| ≥ δ0, (6.25)

para todo h satisfazendo uma certa equação diferencial (λ,Λ)-uniformemente elíptica

homogênea de coeficientes constantes como em (6.23).

Inicialmente, argumentando como em [21], a sequência uj é pre-compacta na

topologia-C0(B1/2). De fato, como em [21] Lema 4, existe uma constante universalmente

grande A0 > 0, tal que, se para alguma subsequência {~qjk}k∈N, tivermos,

|~qjk | ≥ A0, ∀k ∈ N,

então, a sequência de soluções correspondentes, {ujk}j∈N, é limitada em C0,1(B2/3). Caso

tenhamos

|~qj| < A0, ∀j ≥ j0,

então, pela desigualdade de Harnack, veja [22], {uj}j≥j0 é limitado em C0,β(B2/3) para

algum 0 < β < 1 universal.

Da compacidade acima mencionada, a menos de uma subsquência,

uj −→ u∞, localmente uniforme em B2/3,
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para algum u∞ ∈ C0,β(B2/3). Nosso principal objetivo é provar que a função limite u∞

é solução de uma equação to tipo (6.23). Para isso iremos mais uma vez dividir nossa

análise em dois casos.

Se |~qj| é limitado, podemos extrair uma subsequência de {~qj}, que converge para algum

~q∞ ∈ R
N. Além disso, pela elipticidade uniforme e pelo segundo ítem das propriedades

listadas acima, a menos de uma subsequência Fj(X, ·) → F(·), e

|~q∞ +∇u∞|γF(D2u∞) = 0,

Argumentando como em [21], Seção 6, concluímos que u∞ é uma solução de uma equação

elíptica de coeficientes constantes e homogênea, o que contradiz (6.25).

Se |~qj| é ilimitado, então a menos de subsequência, |~qj| → ∞. Neste caso, defina

~ej = ~qj/|~qj|, então uj satisfaz será solução de

∣

∣

∣

∣

~ej +
∇uj
|~qj|

∣

∣

∣

∣

γ

Fj(X,D
2uj) =

fj(X)

|~qj|γ
.

Tomando j → ∞ e outra subsequência, caso necessite, iremos também encontrar uma

função limite u∞, satisfazendo F∞(D2u∞) = 0 para algum operador (λ,Λ)-uniformemente

elíptico, F∞. Como no caso anterior, isto nos leva a uma contradição com (6.25). Assim,

o Lema está provado.

6.4 Oscilação de decaimento

Nesta seção, iremos desenvolver a oscilação de decaimento, que irá finalmente nos

fornecer a estimativa de regularidade ótima C1,α para soluções da equação (7). A primeira

tarefa será obter uma versão discreta da estimativa de regularidade, e é justamente isto

que o lema seguinte nos fornecerá.

Lema 6.2. Seja ~q ∈ R
N um vetor arbitrário e u ∈ C(B1) normalizada, i.e., |u| ≤ 1,

solução de viscosidade de

|~q+∇u|θF(X,D2u) = f(X). (E~q)

Dado α ∈ (0, α0) ∩ (0, 1
θ+1

], existem constantes 0 < ρ0 < 1/2 e ǫ0 > 0, dependendo

somente de N, λ,Λ, θ e α, tais que se

‖M‖−1 · ‖F(X,M) − F(0,M)‖L∞(B1) + ‖f‖L∞(B1) ≤ ǫ0, (6.26)
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então existe uma função afim ℓ(X) = a+ ~b · X, tal que

sup
Bρ0

|u(X) − ℓ(X)| ≤ ρ1+α0 .

Além disso,

|a|+ |~b| ≤ C(N, λ,Λ),

para uma constante universal C(N, λ,Λ) que depende apenas da dimensão e das constantes

de elipticidade.

Demonstração. Para um δ > 0 a ser escolhido a posteriori, seja h uma solução de uma

equação (λ,Λ)-uniformemente elíptica homogênea com coeficientes constantes, que está

δ-próxima de u em L∞(B1/2). A existência de tal função é assegurada pelo Lema 6.1,

para algum ε0 escolhido suficientemente pequeno, dependendo apenas de δ e parâmetros

universais. A partir da escolha do δ, que será universalmente escolhido logo depois, iremos

concluir que a escolha do ε0 será também universal.

De (6.24) e da condição de normalização de u, segue que

‖h‖L∞(B1/2) ≤ 1+ δ < 2;

entretanto, da teoria de regularidade disponível para h, veja por exemplo [3], capítulos 4

e 5, podemos estimar

sup
Br

|h(X) − (∇h(0) · X+ h(0)) | ≤ C(N, λ,Λ) · r1+α0 ∀r > 0, (6.27)

|∇h(0)|+ |h(0)| ≤ C(N, λ,Λ), (6.28)

para alguma constante universal 0 < C(N, λ,Λ). Iremos denotar

ℓ(X) := ∇h(0) · X + h(0). (6.29)

Prontamente, segue da desigualdade triangular que

sup
Bρ0

|u(X) − ℓ(X)| ≤ δ+ C(N, λ,Λ) · ρ1+α0

0 . (6.30)

Agora, fixado um expoente α < α0, iremos escolher ρ0 e δ de modo que

ρ0 := α0−α

√

1

2C(N, λ,Λ)
, (6.31)

δ :=
1

2

(

1

2C(N, λ,Λ)

)
1+α
α0−α

, (6.32)
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onde 0 < C(N, λ,Λ) é a constante universal que aparece em (6.27). Ressaltamos que

as escolhas acima dependem somente de N, λ,Λ e do expoente 0 < α < α0 fixado.

Finalmente, combinando (6.27), (6.30), (6.31) e (6.32), obtemos

sup
Bρ0

|u(X) − ℓ(X)| ≤ 1

2

(

1

2C(N, λ,Λ)

)
1+α
α0−α

+ C(N, λ,Λ) · ρ1+α0 · ρα0−α
0

=
1

2
ρ1+α0 +

1

2
ρ1+α0

= ρ1+α0 ,

e o Lema está provado.

Na sequência, iremos iterar o Lema 6.2 em bolas diádicas para obtermos a precisa

oscilação de decaimento da diferença entre u e as funções afim ℓk que serão definidas

abaixo.

Lema 6.3. Sob as condições do Lema anterior, existe uma sequência de funções afim

ℓk(X) := ak + ~bk · X satisfazendo

|ak+1 − ak|+ ρ
k
0 |
~bk+1 − ~bk| ≤ C0ρ(1+α)k0 , (6.33)

tal que

sup
B
ρk
0

|u(X) − ℓk(X)| ≤ ρk(1+α)0 . (6.34)

onde α é um expoente fixado, tal que

α ∈ (0, α0) ∩
(

0,
1

1+ γ

]

(6.35)

e C0 uma constante universal que depende apenas da dimensão e elipticidade.

Demonstração. Para esta demonstração iremos utilizar indução finita. O caso k = 1 segue

exatamente do Lema 6.2. Suponha que as estimativas (6.33) e (6.34) sejam válidas para

j = 1, 2, · · · , k. Defina seguinte função reescalonada

v(X) :=
(u− ℓk)(ρ

k
0X)

ρ
k(1+α)
0

.

Segue da hipótese de indução que |v| ≤ 1. Além disso, v satisfaz a seguinte equação

diferencial
∣

∣ρ−kαbk +∇v
∣

∣

θ
Fk(X,D

2v) = fk(X),

onde

fk(X) = ρ
k[1−α(1+θ)]
0 f(ρk0X)
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e

Fk(X,M) := ρ
k(1−α)
0 F

(

ρk0X,
1

ρ
k(1−α)
0

M

)

.

Podemos observar que o operador Fk é (λ,Λ)-elíptico. Além disso, aω-norma da oscilação

dos respectivos coeficientes de Fk, como definido em (6.4), que posteriormente serão

chamados de βk, não aumenta. Ademais, temos a seguinte estimativa

‖fk‖L∞(B1) ≤ ρ
k[1−α(1+θ)]
0 ‖f‖L∞(B

ρk
0
). (6.36)

Devido a escolha do expoente feita em (6.35), a saber α ≤ 1
1+γ

, concluímos que (Fk, fk)

satisfazem as hipóteses de pequenez (6.26), do Lema 6.2.

Desta forma, mostramos que v está sob as hipóteses do Lema 6.2, que garante a

existência de uma função afim ℓ̃(X) := a+ ~b · X com |a|+ |~b| ≤ C(N, λ,Λ), tal que

sup
Bρ0

|v(X) − ℓ̃(X)| ≤ ρ1+α0 . (6.37)

Na sequência, definamos a (k+1)-ésima função afim, ℓk+1(X) := ak+1+~bk+1 ·X, da seguinte

forma:

ak+1 := ak + ρ
(1+α)k
0 a e ~bk+1 := ~bk + ρ

αk
0
~b.

Desfazendo o reescalonamento em (6.37), obtemos

sup
B
ρk+1
0

|u(X) − ℓk+1(X)| ≤ ρ(k+1)(1+α)0

e a prova do Lema 6.3 está completa.

6.5 Regularidade local sob o regime de pequenez

Nesta seção, ainda sob as hipóteses dos Lemas 6.2 e 6.3, iremos estabelecer, para um

expoente fixado α satisfazendo a condição (6.35), a existência de uma função afim

ℓ⋆(X) := a⋆ + ~b⋆ · X,

tal que

|~b⋆| + |a⋆| ≤ C,
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onde

sup
Br

|u(X) − ℓ⋆(X)| ≤ Cr1+α, ∀r≪ 1, (6.38)

para uma constante positiva C que depende somente das constantes N, λ, Λ, θ e α.

Inicialmente, segue de (6.33), que os coeficientes da sequência de funções afim ℓk

geradas no Lema 6.3, ou seja, ~bk e ak, são sequências de Cauchy em R
N e em R,

respectivamente. Sejam ~b⋆ e a⋆ os coeficientes limites, isto é,

lim
k→∞

~bk =: ~b⋆ ∈ R
N (6.39)

lim
k→∞

ak =: a⋆ ∈ R. (6.40)

Além disso, segue da estimativa obtida em (6.33) que

|a⋆ − ak| ≤ C0

1− ρ0
ρ
k(1+α)
0 , (6.41)

|~b⋆ − ~bk| ≤ C0

1− ρ0
ρkα0 . (6.42)

Agora, fixado 0 < r < ρ0, iremos escolher k ∈ N tal que

ρk+10 < r ≤ ρk0.

Por fim, obtemos a seguinte estimativa

sup
Br

|u(X) − ℓ⋆(X)| ≤ sup
B
ρk
0

|u(X) − ℓ⋆(X)|

≤ sup
B
ρk
0

|u(X) − ℓk(X)|+ sup
B
ρk
0

|ℓk(X) − ℓ⋆(X)|

≤ ρ
k(1+α)
0 +

C0

1− ρ0
ρ
k(1+α)
0

≤ 1

ρ1+α0

[

1+
C0

1− ρ0

]

· r1+α,

e a prova do Teorema 6.1.1 está completa. �

6.6 Regime de pequenez

Nesta última seção iremos mostrar que para concluirmos a prova do Teorema 6.1.1

é suficiente obter que a estimativa (6.38) é válida na origem para uma solução u sob as

hipóteses dos Lemas 6.2 e 6.3.
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Seja v ∈ C(B1) uma solução de viscosidade de

H(X,∇v)F(X,D2v) = f(X),

onde H satisfaz (8) e F é um operador (λ,Λ)-elíptico com coeficientes contínuos, ou seja,

que satisfazem (1.2) e (6.3). Fixado um ponto Y0 ∈ B1/2 e definindo u : B1 → R como

u(X) :=
v(ηX+ Y0)

τ
,

para parâmetros η e τ a serem determinados, podemos observar que u é solução no sentido

da viscosidade para

Hη,τ(X,∇u)Fη,τ(X,D2u) = fη,τ(X),

onde

Fη,τ(X,M) :=
η2

τ
F

(

ηX+ Y0,
τ

η2
M

)

(6.43)

Hη,τ(X,~p) :=
(η

τ

)θ

H
(

ηX+ Y0,
τ

η
~p

)

(6.44)

fη,τ(X) :=
ηθ+2

τθ+1
f(ηX+ Y0). (6.45)

Assim, como comentado na seção 1, Fη,τ é uniformemente elíptica com as mesmas

constantes de elipticidade do operador original F, ou seja, tal operador é (λ,Λ)-elíptico.

Por uma análise similar, Hη,τ satisfaz a mesma condição de degenerescência (8), com as

mesmas constantes. Vamos inicialmente escolher

τ := max
{
1, ‖v‖L∞(B1)

}
,

para que tenhamos, |u| ≤ 1 em B1(Y0). Agora, para o ε0 universal que surge nas hipóteses

do Lema 6.2, faremos a seguinte escolha

η := min

{
1, λ · (ε0‖f‖−1L∞)

1
θ+2 , ω−1

(

ε0

‖F‖ω

)}
,

onde ω−1
(

ε0
‖F‖ω

)

foi tomado pelo simples fato da função ω ser crescente em (0, 1). A

partir de tais escolhas teremos,

X |u| ≤ 1 em B1;

X ‖fη,τ‖L∞ ≤ ε0;

X ‖M‖−1‖Fη,τ(X,M) − Fη,τ(0,M)‖L∞(B1) ≤ ε0.
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Feito tais escolhas, u estará sob as hipóteses do Lema 6.2. Provada a estimativa (6.38)

para u em 0, obteremos a estimativa C1,β apropriada para a função original v em termos

de ‖v‖L∞(B1) e ‖f‖L∞(B1) em um ponto genérico Y0 ∈ B1/2. De fato, por (6.38) temos

sup
Br(Y0)

|v(Y) − ℓ⋆(Y)| ≤ C
τ

η1+α
r1+α, ∀r≪ 1. (6.46)

Em suma, a estratégia acima atesta que, para mostramos o Teorema 6.1.1, é suficiente

trabalhar sob o regime de pequenez posto como hipótese na demonstração do Lema 6.2.

Uma vez estabelecida a estimativa regularidade ótima para a função normalizada u, a

estimativa correspondente para v será prontamente obtida.
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