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RESUMO

A proposta desta dissertacdo € apresentar diferentes demonstra¢des para um dos mais importantes
teoremas em Teoria dos Numeros, a saber, o Pequeno Teorema de Fermat. Nosso interesse
neste pleito € mostrar as inter-relacdes existentes entre as mais diversas dreas da Matemadtica.
Nosso trabalho, em certo sentido, ndo deixa de ser também uma pesquisa bibliografica. Fazemos
um breve levantamento sobre a historia de Pierre de Fermat, elencando algumas de suas varias
contribui¢Oes para a Matematica, em especial para a Teoria dos Numeros. Damos sequéncia,
no terceiro capitulo, apresentando as demonstracdes mais conhecidas para o Pequeno Teorema
de Fermat. No quarto capitulo, comecamos as demonstra¢des alternativas, apresentando, pri-
meiramente, uma por Andlise Combinatéria, consequentemente utilizando ideias introdutérias
de Teoria dos Grafos e concluindo com uma demonstragdo que utiliza como principal conteudo
a Série de Taylor. No capitulo seguinte, trazemos uma demonstra¢do utilizando as ideias de
Sistemas Dinamicos e, em seguida, desenvolvemos uma demonstracao via Teoria dos Grupos.
Por fim, trazemos nossas consideragdes acerca do trabalho desenvolvido, ressaltando as contri-
buicdes de Pierre de Fermat para a Matematica, as inter-relagdes existentes entre as mais diversas
areas desta Ciéncia e a importancia da utilizacdo das demonstracdes matematicas para os alunos

da Educacgio Basica.

Palavras-chave: Pequeno Teorema de Fermat. Demonstragdes Classicas. Demonstragdes

Alternativas. Histéria da Matematica. Inter-relacdes da Matemadtica.



ABSTRACT

The purpose of this dissertation is to present different proofs for one of the most important
theorems in Number Theory, namely Fermat’s Little Theorem. Our interest in this issue is to
show the interrelationships between the most diverse areas of Mathematics. Our work, in certain
sense, is also a bibliographical research. We make a brief survey on the history of Pierre de
Fermat, listing some of his various contributions to Mathematics, especially in Number Theory.
In the third chapter, we present the most popular proofs for the Fermat’s Little Theorem. In the
fourth chapter, we begin the alternative proofs, first presenting one by Combinatorial Analysis,
in the sequence using introductory ideas of Graph Theory and concluding with a proof that uses
Taylor’s series as main tool. In the next chapter, we bring a proof using the ideas of Dynamical
Systems and then we develop a proof by Group Theory. Finally, we bring our considerations
about the work developed, highlighting the contributions of Pierre de Fermat to Mathematics,
the interrelationships existing between the most diverse areas of this Science and the importance

of the use of the mathematical proofs for the students of Basic Education.

Keywords: Fermat’s Little Theorem. Classical Proofs. Alternative Proofs. History of Mathema-

tics. Inter-relations of Mathematics.
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1 INTRODUCAO

A motivagdo pessoal desta dissertacdo surgiu do interesse em relacionar a Matemdtica
estudada durante as aulas do PROFMAT com a Matemdtica da Educacdo Basica, concernente
aos conteddos de aulas preparatdrias para Olimpiadas de Matematica do Nivel II, que abarcam
alunos do 8° e do 9° ano do Ensino Fundamental (EF), mais especificamente no tocante ao
assunto do Pequeno Teorema de Fermat, o qual vez por outra pode ser utilizado para simplificar
e agilizar a resolucdo de um problema matemético durante a realiza¢do de uma prova olimpica.

Assim, considerando a Matematica uma drea de conhecimento rica em inter-relacoes
entre os contetdos e que tais relacdes se apresentam das mais diversas formas - desde as
mais simples ideias de contagem até os mais complexos e sofisticados ramos de estudo. A
Matematica consegue estabelecer relacdes entre conhecimentos que, observados de forma
simpldria, inicialmente, parecem nem existir, € nos possibilita visualizar a demonstra¢ao do
Pequeno Teorema de Fermat por meio dos mais diversos conteidos matematicos estudados
durante a Educacio Bésica, como também no ensino Superior.

Desta forma, o presente trabalho tem como objetivo apresentar algumas demons-
tracdes do Pequeno Teorema de Fermat, que € um dos mais importantes teoremas da Teoria
dos Numeros, de modo a mostrar as inter-relagdes existentes entre as mais diversas dreas da
Matemética.

Para tanto, lancaremos mao da utilizagdo dos mais diversos métodos de demonstra-
coes, bem como de contetidos distintos, apresentando, assim, demonstragdes alternativas as que
sdo mais conhecidas. Reconhecemos que algumas dessas demonstracdes contribuem muito para
com as habilidades dos alunos em resolverem determinados problemas durante a participacao
em provas olimpicas do Nivel I, pois utilizamos conteidos concernentes a este nivel.

Ressaltamos que os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) apresentam as provas
e demonstragdes como uma das competéncias a ser trabalhada durante as aulas de Matematica
do Ensino Fundamental (BRASIL, 1998).

Anteriormente a cada demonstracdo, quando julgado necessario, para uma melhor
compreensao do leitor, traremos algumas informacoes e resultados preliminares acerca do assunto
que serd abordado.

Vale salientar que algumas demonstracdes expressas neste trabalho ndo sdo perti-
nentes de se apresentar aos alunos da Educacao Bésica, tendo em vista que precisam de uma

estrutura cognitiva mais amadurecida, bem como do conhecimento de contetidos que ndo convém
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serem trabalhados neste nivel de ensino.
O Pequeno Teorema de Fermat foi formulado pelo advogado francés Pierre de Fermat

e consiste no seguinte:
Se a,p € 7, com p primo e MDC(a, p) = 1, entdo a’~' = 1 (mod p).

Tal enunciado, atualizando a linguagem, foi declarado em uma carta a Frenicle de
Bessy em 18 de outubro de 1640.

Uma prova baseada em Inducdo Finita, através do Teorema Binomial, foi dada
por Leibniz (1646-1716), um contemporaneo de Fermat. No entanto, tal prova foi escrita em
um manuscrito inédito e sem data, descoberto apenas em 1894, nos arquivos da Biblioteca de
Hannover. Leibniz escreveu neste manuscrito que ja sabia da prova antes de 1683.

Em 1729, Goldbach (1690-1764) perguntou a Leonhard Euler (1707-1783) se ele
poderia verificar uma das muitas afirmagdes sem provas dadas por Fermat. Isso levou Euler a
estudar os trabalhos de Fermat, especialmente, os relativos a Teoria dos Numeros. Em 1736,
Euler publicou uma prova do Pequeno Teorema de Fermat, que era essencialmente a prova de
Leibniz usando o Teorema Binomial. Sua segunda prova, publicada em 1747, foi uma variagao
do mesmo tema, baseada na Indugdo. No entanto, em 1758, Euler publicou uma terceira prova,
que evitou o uso do Teorema Binomial e empregou essencialmente o ponto de vista da moderna
Teoria dos Grupos. Com base em sua terceira prova, Euler publicou uma generalizacdo do
resultado de Fermat em 1760.

Embora Fermat ndo tenha deixado nenhuma evidéncia escrita de sua prova, uma
tentativa de reconstrucdo desta, apresentada por André Weil (1906-1998), sugere que Fermat
possa ter comecado com uma prova semelhante a de Leibniz, mas depois concebida mesma ideia
de Teoria dos Grupos formuladas por Euler (CHAN; NORRISH, 2012).

Assim, para conhecermos um pouco mais sobre os fatos que ocorreram durante a vida
de Pierre de Fermat, no Capitulo 2 trazemos uma breve histdria dessa personalidade, elencando
seus principais estudos, bem como algumas de suas varias contribui¢cdes para a Matemadtica, em
especial para a Teoria dos Numeros.

No Capitulo 3, apresentamos as demonstragdes mais conhecidas para o Pequeno
Teorema de Fermat, iniciando com a primeira demonstracao publicada, escrita por Leonhard
Euler e traduzida por Gongalves e Haddad (2009), seguida do seu enunciado com caracteristicas

da época. Em seguida trazemos uma demonstracdo ancorada nos mesmos conhecimentos



14

utilizados por Euler, porém numa linguagem contemporanea. Por fim, seguimos apresentando
uma demonstracdo mais direta utilizando apenas as ideias da Teoria dos Nimeros.

Essas primeiras demonstragdes, com exce¢do da prova dada por Euler, sdo as mais
conhecidas, como também as mais fdceis de se encontrar nos livros textos de Aritmética.
Pelo exposto, para nao nos limitar as demonstracdes de facil acesso, nos capitulos seguintes
apresentamos algumas demonstrac¢des alternativas para o Pequeno Teorema de Fermat. Tais
demonstragdes expressam com clareza que os mais diversos ramos da Matemdtica possuem
vdrias intersecoes.

A partir desta ideia, e munidos da teoria necessaria, no Capitulo 4, trazemos uma
demonstragdo utilizando os conceitos da Analise Combinatdria, esta apresentada primeiramente
por Julius Petersen (1839-1910), o qual fez uso das ideias de constru¢des de colares a partir de
contas de migcangas coloridas. Consequentemente apresentamos uma demonstracao utilizando
ideias introdutérias de Teoria dos Grafos. Concluimos o capitulo com uma demonstra¢do que
utiliza como principal contetido a Série de Taylor.

No Capitulo 5, trazemos uma demonstracio utilizando as ideias de Sistemas Dina-
micos e em seguida desenvolvemos uma demonstracdo via Teoria dos Grupos que, de acordo
com Yorgey (2017), explicar essa prova para um matematico profissional, provavelmente, levaria
apenas uma Unica sentenca. Porém, a teoria de base que dd suporte a esta demonstracio requer
uma atencao especial, pois € necessdrio utilizar resultados como o Lema de Bézout e, principal-
mente, o teorema de Lagrange. Este tltimo € o que nos possibilita imbricar a Teoria dos Grupos
com a Aritmética durante a demonstragao.

Por fim, no Capitulo 6, trazemos nossas consideracdes acerca do trabalho desen-
volvido, momento no qual ressaltamos as contribui¢des de Fermat para o desenvolvimento
da Ciéncia Matematica, bem como a importancia de seu Pequeno Teorema para a Teoria dos
Numeros; pontuamos a necessidade de utilizacdo das demonstragdes matematicas para os alunos,
ancorado nas diversas técnicas empregadas no decorrer deste trabalho, visando dar maiores
subsidios para a compreensdo dos assuntos trabalhados em sala; e reforcamos as inter-relagdes
existentes entre os variados ramos da Matematica e a possibilidade de utiliza¢do destas durante

as aulas na Educacio Bésica.
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2 UM POUCO DE HISTORIA

O que o mundo antigo conheceu foi, em grande parte, esquecido por conta do estado
de inatividade intelectual vivenciado durante a alta Idade Média. S6 depois do século XII a
Europa Ocidental tornou-se novamente consciente da Matemadtica. O renascimento da erudi¢do
cléssica foi estimulado pelas traducdes latinas do grego e, em especial, do drabe.

A latinizacdo das versdes drabes do grande tratado de Euclides, os Elementos,
apareceu pela primeira vez em 1120. Porém, esta ndo foi uma traducgdo fiel dos Elementos,
tendo sofrido traducdes sucessivas e imprecisas do grego - primeiro para o drabe, depois para o
castelhano e finalmente para o Latim - feito por copistas ndo interessados no conteudo da obra.
No entanto, esta copia foi muito utilizada e, mesmo com o seu actimulo de erros, serviu de base
para todas as edi¢des conhecidas na Europa até 1505, quando o texto grego foi recuperado.

Com a tomada de Constantinopla (atual Istambul) pelos turcos em 1453, os estudiosos
bizantinos, que haviam servido como os principais guardides da Matemadtica, trouxeram as antigas
obras-primas do aprendizado grego para o Ocidente.

E relatado que uma cépia do que resistiu da Arithmetica de Diofanto de Alexandria,
um trabalho sobrevivente da Biblioteca de Alexandria, queimada em 646 d.C, foi encontrada
na biblioteca do Vaticano, por volta de 1462, por Johannes Miiller (mais conhecido como
Regiomontanus). Presume-se que tenha sido levado a Roma pelos refugiados de Bizancio.
Regiomontanus observou que: "Nesses livros a propria flor da aritmética permanece oculta", e
tentou interessar a outros ao traduzi-la (BURTON, 2002).

Nao obstante a atenc¢do que foi chamada a obra, ela permaneceu praticamente fechada
até 1572, quando a primeira tradu¢ao e edi¢ao impressa foi trazida pelo professor alemao Wilhelm
Holzmann, o qual escreveu sob a forma grega de seu nome, Xylander.

A Aritmética tornou-se totalmente acessivel aos matematicos europeus quando
Claude Gaspar Bachet - tomando emprestado liberalmente de Xylander - publicou em 1621 o
texto original grego da Arithmetica de Diofanto, junto com uma traducao em latim contendo
notas € comentarios.

A edicao latina de Bachet provavelmente traz a distin¢ao de ser o trabalho que causou
grande encanto a Fermat e o inspirou a se dedicar e desenvolver a Teoria dos Nimeros, drea da
Matematica em que ele obteve maior destaque.

Poucos periodos foram tdo frutiferos para a Matematica quanto o século XVII. S6

o norte da Europa produziu tantos homens de notdvel capacidade quanto surgiram no milénio
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anterior. Numa época em que nomes como Desargues, Descartes, Pascal, Wallis, Bernoulli,
Leibniz e Newton estavam se tornando famosos, um certo funciondrio publico francés, Pierre de
Fermat (1601?-1665), era um igual entre esses estudiosos brilhantes.

De acordo com Eves (2011), hd controvérsias em relagcdo a data de nascimento de

Pierre de Fermat, pois

Segundo um registro aparentemente confidvel, Fermat nasceu em Beaumont de
Lomagne, perto de Toulouse, a 17 de agosto de 1601. Sabe-se que morreu em
Castres ou Toulouse a 12 de janeiro de 1665. Em sua laje tumular, originalmente
na igreja dos agostinianos em Toulouse e depois transferida para o museu
local, consta a data precedente como a da morte de Fermat, com 57 anos de
idade. Devido a esse conflito de datas costuma-se escrever (16017 -1665)
para nascimento e morte de Fermat. De fato, por vdrias razdes, seu ano de
nascimento, a julgar pelas informacdes de vdrios escritores, varia de 1590 a
1608. (EVES, 2011, p. 389, 390)

O pai de Pierre de Fermat, Dominique Fermat, era um rico comerciante de pele de
animais e ascendeu ao status de consul da cidade de Beaumont. A mae, Claire de Long, pertencia
a uma familia aristocrata. O casal possuia uma boa situacao financeira. Além de Fermat, tiveram
mais trés filhos.

O’Connor e Robertson (1996), afirmam que embora haja pouca evidéncia sobre a
educacgio escolar de Fermat, esta deve ter sido no mosteiro franciscano local. Quando mais
velho, frequentou a Universidade de Toulouse na Franca, antes de se mudar para Bordeaux.
De Bordeaux foi para Orléans, onde estudou Direito na Universidade local. Acredita-se que a
posicao social da familia tenha contribuido para a escolha de sua carreira profissional.

Fermat, o "Principe dos Amadores", foi o ultimo grande matematico a desenvolver
seus estudos como uma linha lateral para uma carreira nao cientifica. Era um advogado e
magistrado ligado ao parlamento provincial de Toulouse na Franca e, por isso, buscava reftigio
da controvérsia na abstracdo da Matematica.

Em Bordeaux, Fermat iniciou suas investigacdes mais sérias em relacdo a Matematica.
Nesse mesmo periodo, ele foi bastante influenciado pelo trabalho do matemaético francés Viete,
o qual ja havia feito obras relacionadas a dlgebra. Ele conheceu o trabalho de Francois Viete
(1540-1603) por meio de uma biblioteca que d’Espagnet, um grande amigo seu, havia herdado.

Segundo Burton (2002), Fermat, evidentemente, nao tinha nenhum treinamento
matematico especifico e ndo demonstrou interesse em seu estudo até os 30 anos. Para ele, o

estudo da Matematica era apenas um hobby a ser cultivado no tempo de lazer e, mesmo nao
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sendo um ‘“matemadtico profissional”’, nenhum praticante de sua época fez maiores descobertas
ou contribuiu de forma mais eficaz para o avanco desta disciplina.

Durante o trabalho de advogado na cidade de Toulouse, Fermat conheceu Carcavi
que também era advogado. Além do coleguismo da profissdo, a Matematica foi outro fator
aproximador entre os dois, pois Carcavi também tinha grande interesse por esta drea. Com essa
proximidade, Fermat apresentou a Carcavi algumas de suas descobertas e investigacdes.

Um tempo depois, Carcavi viajou para Paris como bibliotecério real. Nesse periodo,
Mersenne estava a encorajar outros matematicos a se comunicarem mais abertamente. Ele unia
um grupo de grandes cientistas para trocar e divulgar novas descobertas. Numa época em que
nao existiam grandes meios de comunicacao e divulgacdo, Mersenne servia como um meio de
distribui¢do de informacdo. Ele se correspondia com grandes cientistas contemporaneos como:
Descartes, Pascal, Galileu e Torricelli.

Além das correspondéncias, Mersenne organizava encontros entre estes cientistas
e viajava a Europa frequentemente, para encontros mais individuais. Foi entdo que Carcavi
entrou em contato com Mersenne, informando-lhe todas as descobertas de Fermat. Mersenne
ficou muito interessado pelos trabalhos que Fermat ja havia desenvolvido. O curioso é que
Mersenne se interessou inicialmente por um trabalho de Fermat, relativo as aplicacdes fisicas da
Matematica, relacionado a corpos em queda.

Neste periodo, Galileu j4 havia construido trabalhos acerca de corpos em queda. O
primeiro contato de Fermat com Mersenne foi baseado nas observacdes que ele tinha em relacao
ao trabalho de Galileu, além de comentar um pouco sobre seus trabalhos em espirais e também
sobre sua restauracio da obra de Apollonius, De Locis Planis.

O trabalho de Fermat em espirais foi incitado pela observacado do trajeto dos corpos
em queda livre e construido através de métodos do trabalho Sobre Espirais de Arquimedes,
porém Fermat utilizou métodos generalizados dos de Arquimedes. Hoje temos as Espirais de
Fermat, que € a nomeacdo que utilizamos para as conhecidas espirais parabdlicas.

Apesar do interesse de Mersenne no trabalho de Fermat ter sido exposto primeira-
mente em um trabalho ligado a Fisica, € notério que o maior interesse de Fermat nio estava
nessa drea. O maior encanto de Fermat estava ligado a Matematica, principalmente no que diz
respeito a criacdo de teoremas.

Neste primeiro contato com Mersenne, Fermat também demonstrou uma de suas

principais caracteristicas, a de desafiar seus colegas na busca de solugdes de problemas propostos
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por ele, enviando dois problemas referentes a maximos € minimos.

Mersenne logo transmitiu a seu grupo as descobertas de Fermat. Roberval e Mer-
senne, ao se depararem com os dois problemas propostos por Fermat, acharam que as técnicas
conhecidas por eles, até aquele momento, nao eram suficientes para soluciond-los. Foi entdo que
eles resolveram entrar em contato com Fermat, a fim de que ele expusesse seus métodos. Fermat
enviou seus trabalhos sobre maximos e minimos e tangentes a linhas curvas, a restauracdo da De
Locis Planis e suas investigacOes de geometria referentes a dlgebra, para auxilid-los.

Mersenne e Fermat passaram a se corresponder regularmente e Mersenne logo se
tornou grande amigo e colaborador de Fermat. Mersene era o principal incentivador para que
Fermat publicasse suas descobertas e trabalhos, porém Fermat sempre se recusava a publicar.

O dominio de seis linguas (incluindo grego antigo e latim) foi o que lhe proporcionou
a restauracdo da obra De Locis Planis devido a Apollonius, com o auxilio da Colecdo de Pappus e
da dlgebra de Viete. Neste trabalho, Fermat identificou a forte relacdo que existia entre conceitos
geométricos e termos algébricos e, além disso, acredita-se que este trabalho o inspirou a chegar
ao principio fundamental da Geometria Analitica (o termo real foi proposto apenas no inicio do
século XIX).

O resultado da restauracdo de Fermat foi o tratado Ad locus planos et solidos isagoge
(Introdugdo aos lugares planos e s6lidos), s6 publicado apds sua morte. Fermat foi, assim, um
dos inventores da Geometria Analitica, juntamente com René Descartes, seu contemporaneo.

Segundo Eves (2011, p. 389), enquanto “Descartes partia de um lugar geomé-
trico e entdo encontrava sua equacdo, Fermat partia da equacdo e entdo estudava o lugar
correspondente. Sdo esses os dois aspectos reciprocos do principio fundamental da geometria
analitica.”.

Durante esse tempo, Fermat também realizou relevantes descobertas sobre méximos
e minimos. Ele se interessou tanto pela geometria, que, além das descobertas acerca do cédlculo
de pontos mdximos e minimos, Fermat ingressou em um estudo acerca de tangentes a uma curva,
desenvolvendo com isso, uma técnica para o cdlculo dessas tangentes, estabelecendo, assim, as
bases técnicas do Célculo Diferencial.

De acordo com Singh (2001), por séculos acreditou-se que Isaac Newton havia
inventado o Célculo de forma independente e sem ter conhecido o trabalho de Fermat. Porém,
em 1934, Louis Trenchard Moore encontrou uma nota que deu a Fermat o crédito que ele merece.

Nesta nota, Newton escreveu que seu Calculo havia sido desenvolvido com base no “método de
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monsieur Fermat para estabelecer tangentes”.

EVES (2011) afirma que Fermat desenvolveu um trabalho pioneiro ndo s6 no que se
refere a diferenciacdo, mas também no que se refere a integracao, pois, no transcorrer de seu
trabalho, chegou a resultados equivalentes 4 integracio de expressdes como x”, sen(0),sen’(0)
e Osen(0).

Outra drea da Matemadtica na qual Fermat esteve profundamente envolvido € a Teoria
da Probabilidade. Ele e Pascal lancaram os alicerces para este assunto. A Teoria da Probabilidade,
na época, um novo ramo da Matematica, resultou da troca de cartas entre Fermat e Pascal por
volta de 1654. Alids, Pascal foi outro incentivador para que Fermat publicasse seu trabalho, mas
Fermat continuava a afirmar que nfo era necessario.

Segundo EVES (2011), o problema que incitou os estudos de Fermat e Pascal nesta
area foi o “Problema dos Pontos”, que pede que se determine como deve ser divididas as apostas
entre dois jogadores igualmente hdbeis, os quais interromperam um jogo de azar, sabendo-se a
contagem de pontos no momento em que interromperam e a quantidade de pontos necessarios
para cada um ganhar o jogo.

O problema ja havia intrigado varios matematicos anteriormente como: Pacioli,
Cardano e Tartaglia. O problema foi encaminhado por Antoine Gombaud a Pascal, que o repassou
para Fermat. Os dois solucionaram o problema corretamente, porém de formas distintas.

Pascal utilizou para a construcao da solug@o o seu “triangulo aritmético”, hoje conhe-
cido como tridngulo de Pascal. Ele utilizou-se das ideias de combina¢des simples, caracteristica
propria de seu triangulo. Fermat, por sua vez, em uma carta a Pascal, apresentou seu método
utilizando consideracdes sobre Andlise Combinatdria, chegando a utilizar as ideias de arran-
jos. Para conhecimento das solugdes, tanto a de Pascal como a de Fermat, ambas relativas ao
problema acima, recomendamos a leitura de (EVES, 2011).

Fermat e Pascal ndo publicaram suas ideias acerca da Teoria da Probabilidade,
ficando todas registradas nas correspondéncias trocadas. Somente em 1657 apareceu um estudo
mais profundo da teoria das probabilidades, quando o matematico holand€s Christiaan Huygens
(1629-1695), incitado pelo problema e embasado nas correspondéncias entre Fermat e Pascal,
publicou a obra “Sobre o Raciocinio em Jogos de Azar”.

Apesar de todas essas contribui¢des, o verdadeiro amor de Fermat pela Matematica,
residia, sem duvida, na Teoria dos Numeros, da qual resgatou do reino da supersti¢do e do

ocultismo onde hd muito tempo estava aprisionada. Suas contribui¢des aqui sobressaem a todas
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as outras. Podemos, inclusive, dizer que o renascimento do interesse pelo lado abstrato da Teoria
dos Numeros come¢ou com Fermat.

Em um fragmento de uma carta escrita em 1643, cujo destinatario é supostamente
Mersenne, Fermat descreveu uma técnica sua para fatorar grandes nimeros. Essa técnica
representou a primeira melhoria real em relacdo ao método cldssico de tentar encontrar um fator
de n dividindo por todos os primos nao excedendo %

O esquema de fatoracdo de Fermat tem em sua esséncia a observagdo de que a
busca por fatores de um inteiro impar n (porque poténcias de 2 sdo facilmente reconheciveis e
removidas no inicio da fatoragio) é equivalente a obter solugdes x e y; da equacdo n = x> — y?
(ORE, 1948). Dessa forma, Fermat escreveu que

(1) todo primo impar pode ser expresso como a diferenca de dois quadrados de uma so
maneira;

Fermat € responsavel por um considerdvel impulso da aritmética e, dentro deste
campo, volta seu interesse principalmente para os nimeros primos e propriedades de divisibili-
dade. Diante do seu fascinio com os nimeros primos, além do teorema ja citado, também fez
investigacdes como:

(11) um primo da forma 4n—+ 1 pode ser representado como a soma de dois quadrados;

(ii1) um numero primo de forma 4n+ 1 é apenas uma vez a hipotenusa de um tridngulo
retangulo de lados inteiros, seu quadrado é duas vezes, seu cubo é trés vezes, e assim por
diante.

Fermat também conjecturou, em uma carta a Frenicle de Bessy, que: para todo
inteiro positivo, o niimero f, =2 +1 é primo. Porém, Euler, aproximadamente 100 anos
depois, ao se deparar com essa indagacao, mostrou que f5 (a saber: 4.294.967.297) ndo é primo,
pois

f5s =232 41 =641-6700417,

verificando que a conjectura proposta por Fermat era incorreta. Tal resultado, atualmente, é
conhecido como nimero de Fermat (DICKSON, 1952).

Acredita-se que Fermat teria capacidade suficiente de perceber este erro, levando
a considerar que ele tenha cometido falhas ao fazer os testes. Tal fato fica explicado quando
observamos o fragmento da carta enviada a Frenicle de Bessy em outubro de 1640, pois nesta,

ele confessa ndo ter provado tal resultado e que verificou a primalidade dos niimeros por meio de
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fatoracdes. Fermat escreveu:

Mas aqui estd o que mais admiro: é que estou quase convencido de que todos
os niimeros progressivos aumentados pela unidade, dos quais os expoentes sdo
nimeros da progressdo dupla, sdo nimeros primos, [...] Ndo tenho a prova exata
disso, mas exclui tantos divisores por demonstragdes infaliveis, e tenho luzes
tdo grandes, que estabelecem meu pensamento, que teria dificuldade em negar
o que disse. (FERMAT,1640, n.p. apud TANNERY; HENRY, 1894, p.206,
traducio nossa)

Além das propriedades dos nimeros primos e da divisibilidade, Fermat elencou
varios outros resultados relativos aos nimeros inteiros, estudados por grandes Matematicos.
Dentre esses resultados, escreveu teoremas relativos as poténcias de nimeros inteiros.

Fermat inferiu que (iv) "fodo inteiro ndo negativo pode ser representado como soma
de no mdximo quatro quadrados". Tal teorema foi demonstrado por Lagrange em 1770. Além
disso, Fermat também escreveu que (v) "a drea de um tridngulo nunca pode ser um quadrado
perfeito inteiro quando esse tridngulo possui lados inteiros". Lagrange também determinou este
resultado posteriormente.

Fermat ainda escreveu os seguintes teoremas:

(vi) Hd uma tinica solugdo inteira de x*> +2 =y> e apenas duas de x* +4 = y>.
(vii) Ndo existem inteiros positivos x,y,z tais que x* +y* = 72,
(viii) Ndo existem inteiros positivos x,y,z,n, onde n > 2, de modo que x" +y" = 7".

O teorema (viii) € conhecido como o Ultimo Teorema de Fermat. Tal teorema
foi um dos achados responsavel pela fama de Fermat, consagrando-o na Teoria dos Nimeros
e na Matemdtica. Junto ao Ultimo Teorema, Fermat afirmou que tinha uma demonstracdo
verdadeiramente adimirdvel, porém, como de costume, Fermat ndo a apresentou.

Dentre os vérios matematicos que buscaram solucionar o teorema podemos destacar:
Euler (1707-1783), Legendre (1752-1833), Sophie Germain (1776-1831), Gabriel Lamé (1795-
1870), Dirichlet (1805-1859) e Kummer (1810-1893).

A repercussdo do teorema foi tdo grande que Paul Wolfskehl (1856-1906), um mé-
dico e matemadtico alemdo, em seu testamento estabeleceu que a quantia de 100.000 marcos
(equivalente hoje a aproximadamente 225.700,00 reais) fosse paga a pessoa que primeiro de-
monstrasse corretamente o Ultimo Teorema de Fermat e decidiu que a Royal Society of Science
in Gottingen mantivesse em confianga o dinheiro e servisse como juiz para a atribui¢do do prémio

(BARNER, 1997).
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Como consequencia desse prémio, diversos mateméticos e amadores se empenharam
na busca por uma demonstra¢io. O resultado foi que o Ultimo Teorema de Fermat ganhou
o titulo de problema matematico com maior nimero de demonstra¢des incorretas publicadas.
Somente em 1995 foi apresentada uma demonstracao correta para o resultado, devida a Andrew
Wiles (1953-).

Ap06s a demonstracao de Wiles, muitos pesquisadores afirmaram que seria impossivel
Fermat saber de fato como demonstrar o seu teorema, haja vista, para a demonstracdo que
conhecemos hoje, serem utilizadas técnicas matemdticas muito avangadas, algumas descobertas
depois da época de Fermat.

Burton (2002) afirma que mesmo se Fermat possuisse uma prova geral para tal
teorema, esta deveria possuir uma falha. De fato, o proprio Fermat pode ter descoberto este
erro posteriormente, pois ndo ha referéncia a prova em suas correspondéncias com outros
matematicos.

Fermat, no entanto, deixou uma demonstra¢do, de modo elementar, de seu ultimo
teorema para os casos n = 3 e n = 4. Para resolver estes problemas e muitos outros em aritmé-
tica, Fermat estabeleu um método préprio, intitulado Método da Descida Infinita (conhecido
atualmente como Descida Infinita de Fermat ou mesmo Principio da Descida Infinita - PDI), que
traduz uma forma de indu¢do (CARNEIRO, 1996).

Em resumo, o método pode ser descrito da seguinte forma: assume-se que € possivel
apresentar uma solucdo do problema em questao nos inteiros positivos. Dessa solucao, se constroi
uma nova solu¢@o em inteiros positivos menores, o que leva a uma solu¢do ainda menor, e assim
por diante. Como os inteiros positivos nao podem ser diminuidos indefinidamente, segue-se que
a suposicdo inicial deve ser falsa e, portanto, nenhuma solugéo é possivel. A solucdo do Ultimo
Teorema de Fermat para o caso n = 3 pode ser encontrado em (USPENSKI; HEASLET, 1939) e
para o caso n = 4 em (BURTON, 2002).

Carneiro (1996) afirma que na maioria das apresentagdes do conjunto dos niimeros
inteiros, hoje em dia, o PDI aparece "traduzido" como o Principio da Boa Ordenacdo (PBO):
Todo conjunto ndo vazio de niimeros naturais possui um menor elemento. Boyer (1974) atribui a
Fermat a criacdo do PBO.

Percebemos, assim, que existe uma forte equivaléncia entre o PDI e o PBO. Lima
(1976), por sua vez, demonstra que o Principio da Boa Ordenagdo e o Principio de Indugdo Finita

(PIF) sdao equivalentes, restando-nos inferir que o PDI, PBO e o PIF sdo equivalentes entre si.
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Mesmo com todas essas descobertas, Fermat preferia o prazer que derivava da prépria
pesquisa Matematica a qualquer reputacao que esta pudesse lhe trazer. De fato, ele publicou
apenas um manuscrito principal durante sua vida e apenas cinco anos antes de sua morte, usando
as iniciais M.P.E.A.S. Recusando-se categoricamente a colocar seu trabalho em forma final,
frustando vérios esfor¢os de outros para disponibilizar os resultados impressos em seu nome.

Em compensacdo pela falta de interesse em publicacdo, Fermat continuou mantendo
volumosas correspondéncias com matematicos contemporaneos. A maior parte do pouco que
sabemos sobre suas investigacdes € encontrada nas cartas a amigos com quem ele trocou
problemas e a quem relatou seus sucessos. Seus amigos fizeram o melhor que puderam para
divulgar os talentos de Fermat, passando essas cartas de mdo em mao ou fazendo cépias, que
foram distribuidas pelo continente.

Dentre esses enunciados, porém, ndo menos importante, encontra-se o conhecido
"Pequeno Teorema de Fermat", apresentado pela primeira vez numa carta a Frenicle de Bessy

em 18 de outubro de 1640 da seguinte forma:

Todo nimero primo mede infalivelmente uma das poténcias —1 de alguma
progressdo, e o expoente da dita poténcia € submultiplo do dado primo —1; e
depois de encontrar a primeira poténcia que satisfaz o problema, todas aquelas
cujos expoentes sao multiplos do expoente da primeira, ainda satisfazem o pro-
blema. [...] E essa proposicdo é geralmente verdadeira para todas as progressdes
e para todos os nimeros primos; Eu lhe enviaria a demonstracéo, se ndo tivesse
medo de ser muito longa. (FERMAT,1640, n.p. apud TANNERY; HENRY,
1894, p.209, traducao nossa)

A partir dessa afirmagao foi formulado o famoso Pequeno Teorema de Fermat como

conhecemos atualmente. Tal teorema versa o seguinte:
Dados a € 7 e p primo. Se p ndo divide a, entdo p divide a’ 1.

Note que Fermat escreveu algo além do que consta no teorema da forma como o
conhecemos, pois ele indicou a ideia do que chamamos atualmente de Ordem de um ndmero
modulo p, deixando claro que reconhecia a possibilidade de existirem nimeros menores do que
p — 1 que satisfazem a questdo. Em outras palavras, Fermat reconhecia que dados a,b,p € Z
com p primo e b < p, temos que se p |a® — 1, entdo b | p — 1.

Segundo Burn (2002), o Pequeno Teorema de Fermat foi desenvolvido a partir de
estudos relativos aos nimeros perfeitos de Euclides. Fermat escreveu a Mersenne, em junho de
1640, sobre esses nimeros e evidenciou que sabia dos resultados cldssicos. Um nimero perfeito

tem como caracteristica a soma de seus divisores improprios ser igual a ele mesmo.
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As investigacdes de nimeros perfeitos de Fermat comecou a partir de um teorema
de Euclides, se 1 +2+4 48+ ...+ 2" € um nimero primo p, entdo 2" p € um nimero perfeito
(isto €, igual a soma dos seus divisores improprios, 6=1+2+3e28=1+2+4+7 + 14 sdo
ambos nimeros perfeitos).

Para construir sobre eles, Fermat investigou os fatores primos dos nimeros, que eram
um a menos do que uma poténcia de 2. O pequeno teorema de Fermat é uma generalizacio, para
poténcias de outros nimeros, de resultados obtidos por poténcias de 2. Assim, Fermat afirmou
que, para um nimero primo p, 27 — 2 tem um fator 2p. O fator 2 € ébvio, ja o fator p ndo é.

A alegacdo de que 27 — 2 tem um fator p é um caso especial do Pequeno Teorema de
Fermat. Assim, o que percebemos € uma colecao de ideias, que estavam disponiveis para Fermat
e teriam sido suficientes para provar que 27 — 2 tem um fator p para qualquer nimero primo p.
O método pressupde familiaridade com o tridngulo de Pascal. Porém, este s6 foi dado por Pascal
em 1654. Mesmo assim jd era conhecido até certo ponto por vdrias centenas de anos antes disso.

Além das cartas enviadas, Fermat costumava inserir notas matematicas nas margens
de qualquer livro que estivesse usando. Ele escreveu muitos de seus famosos teoremas em Teoria
dos Nidmeros, inclusive o jd citado Ultimo Teorema de Fermat, sobre as margens de sua c6pia
pessoal da traducgdo latina da Arithmetica de Diofanto. Estes foram descobertos por seu filho
Clément-Samuel cinco anos apds a morte de Fermat.

Seu filho, apds tal descoberta, trouxe uma nova edi¢ao da Arithmetica incorporando
as célebres notas de Fermat inseridas nas margens. Como havia pouco espacgo disponivel, o
habito de Fermat era anotar alguns resultados e omitir todos os passos que levaram a conclusao.
A comunidade matemadtica desejou muitas vezes que as margens da Arithmetica fossem mais
amplas ou que Fermat tivesse sido um pouco menos reservado sobre seus métodos.

Para Eves (2011, p. 390), “Fermat enriqueceu tantos ramos da matemdtica com
tantas contribui¢oes importantes que é considerado o maior matemdtico francés do século XVII".
Dentre as célebres descobertas encontra-se nosso objeto de estudo, o “Pequeno Teorema de Fer-
mat”, do qual abordaremos mais nos proximos capitulos, apresentando algumas demonstracoes

utilizando-se dos mais variados contetidos matematicos.
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3 DEMONSTRACOES USUAIS DO PEQUENO TEOREMA DE FERMAT

Neste capitulo, nossa inten¢do € apresentar as demonstra¢des mais usadas atualmente
para o Pequeno Teorema de Fermat. Porém, antes dessas, trazemos a primeira demonstragao
que foi publicada por Leonhard Euler em 1736 e traduzida por Gongalves e Haddad (2009),

mantendo as caracteristicas de linguagem e de argumentacao da época.

3.1 Prova dada por Euler

Antes de passar a demonstracdo propriamente dita, vale salientar que no texto existem
algumas palavras que se referem a outros termos, dos quais utilizamos hoje. Assim, fazemos

uma compilacdo de algumas palavras utilizadas por Euler, seguidas de seu significado atual:

mede — divide
duplo menor — metade
etc — ...

congruente — igual

Euler também faz uso de forma liberal do sinal de igualdade junto das argumentagdes,
assim devemos compreender como sendo a expressio "igual a". E citado em alguns momentos a
palavra série, esta, por sua vez, normalmente possui um nimero finito de termos.

A partir deste ponto, apresentamos, de forma fiel, a demonstracdo de Euler para o
Pequeno Teorema de Fermat. Passemos aos argumentos realizados por Euler.!

A proposicao, entdo, que aqui tomei para ser demonstrada, € a seguinte:

Significando p um niimero primo, a formula a?~' — 1 sempre poderd ser dividida por p, a menos

que a possa ser dividido por p.*

Convém, em primeiro lugar, conduzir a verificacdo do caso a = 2, pelo qual mais
facilmente o transito para (coisas) mais gerais do que ele pode ser produzido. A ser demonstrada,

entdo, serd a proposicao seguinte:

I Pelo fato do restante desta se¢do ser, literalmente, a primeira prova para o Pequeno Teorema de Fermat, a

demonstragdo deve, eventualmente, aparentar falta de estilo do autor, porém, isso é devido a prépria linguagem e
recursos da época.
Teorema 3.1.1.
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Significando p um niimero primo impar qualquer, a férmula 2P~ — 1 sempre poderd ser dividida

por p. 3
DEMONSTRACAO*

No lugar de 2, seja posto 1+1, e serd

P p—1 (p-D(p-2) (-1D(p-2)(p-3)
1+ = 14 —+ ) + 153

(p—1)(p—2)(p—3)(p—4)
+ 12.3.4 +etc.,

de cuja série o nimero de termos € = p e, portanto, impar. Além disso, qualquer termo, ainda que
tenha aspecto de fra¢do, dard um niimero inteiro; de fato, cada numerador, como € suficientemente
claro, pode ser dividido por seu denominador. Entdo a série com o primeiro termo removido serd

p—1 (p-1(p-2) (p-1D(p-2)(p-3)
T 1-2 * 1-2-3

(141 t—1=21_1 =

(p—1)(p=2)(p—3)(p—4)
+ 12.3.4 +etc.,

o niimero dos quais é = p — 1 e, por isso, par. Entdo agrupam-se cada dois termos em uma soma,

com o que o nimero de termos fagca-se o duplo menor; serd

ot _y - Pe=1)  plp=1)(p=2)(p=3)  plp=1)(p=2)(p=3)(p-4)(p-5)

12 1.2.3.4 1.2-3.4-5-6 Hete,

de cuja série o ultimo termo, por causa do ndmero impar p, serd

pp—1)(p—2)-...-2
1-:23-...-(p—1)

=p

Mas € evidente que os termos individuais sao divisiveis por p; pois, como p é nimero primo e
maior do que qualquer fator dos denominadores, em nenhuma parte podera ser eliminado pela
divisdo. Por essa razdo, se p for um nimero primo fmpar, 2°~! — 1 sempre poderi ser dividida

por ele. C.Q.D.

DE OUTRO MODO?

3 Proposi¢io 3.1.1.

4 Prova da Proposicio 3.1.1.
> Euler apresentou, de uma outra forma, a prova da Proposigdo 3.1.1.
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Se 27~! — 1 pode ser dividida por um niimero primo p, também seu dobro 27 — 2 poder4 ser

dividido e reciprocamente. De sua parte, é

p rlp—1) plp—1)(p—-2) p
2P =(1+1)Y =1+~ =41
(1+1) —i—1+ 2 + 2.3 + +1—l—
cuja série, truncada do primeiro e dltimo termos, dé
p plp=1) plp—-1)(p-2)
- =2 _2.
T2 T 123 TP

E claro, também, que qualquer termo dessa série é divisivel por p, uma vez que p é niimero
primo. Por essa razdo, também 27 — 2 sempre poderé ser dividida por p e, por causa disso,
também 27~ — I por p, a menos que seja p = 2. C.Q.D.

Como, entio, 27~ — I pode ser dividida pelo niimero primo fmpar p, é ficil entender
que também esta férmula 2mp=1) _q pode ser dividida por p, denotando m um ndmero inteiro
qualquer. Por isso, também as férmulas seguintes todas 4”?~! — 1, 8= — 1, 167~ — 1 etc.
poderdo ser divididas pelo nimero primo p. Estd, entdo, demonstrada a verdade do teorema
geral para todos os casos, nos quais a € qualquer poténcia de dois e p qualquer nimero primo
além de dois.

6

Tendo demonstrado agora aquele teorema®, com a ajuda dele demonstraremos tam-

bém o seguinte.
TEOREMA’

Denotando p um niimero primo qualquer além do 3, esta formula 3°~! — 1 sempre poderd ser

dividida por ele.
DEMONSTRACAO?

Se 37~! — 1 pode ser dividida por um niimero primo p exceto 3, entdio 3” — 3 pode ser dividida

4

por p, desde que p seja um ndmero primo qualquer, e reciprocamente. E verdade que
—1
P, plp—1) Bt T2 0P

plp—1)(p—2)
P—(142)P=1+%.2 4
3F=(1+2) Tt + 1.2-3

de cuja série os termos individuais exceto o primeiro e o tltimo poderao ser divididos por p, uma
vez que p € nimero primo. Entao pode ser dividida por p esta férmula 37 — 27 — 1, que € igual a
esta

3P _3_2P 2.

6 Euler se referiu a Proposicdo 3.1.1.

Proposigdo 3.1.2.

8 Prova da Proposicio 3.1.2.
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Mas 27 — 2 sempre pode ser dividida pelo nimero primo p; entdo também 37 — 3. Por isso,
3P~1 — 1 sempre pode ser dividida pelo p, desde que p seja um niimero primo exceto 3. C.Q.D.

Do mesmo modo, sera possivel progredir a partir deste valor do préprio a para o
seguinte, maior por uma unidade. Mas porque quero produzir uma demonstracao mais elegante e

mais genuina do teorema geral, exponho o seguinte
TEOREMA®

Denotando p um niimero primo, se a’ — a pode ser dividida por p, entdo também a formula

(a+1)? —a—1 poderd ser dividida pelo mesmo p.
DEMONSTRACAO!?
Seja resolvida (1 + a)? conforme o costume em série; serd
p ., plp—1) p

—-1)(p—2
(I+a) =147 a+=— -a2+p(p1_2><.1; )-a3—|—...—|—T-ap1—|-ap,

de cuja série os termos individuais, exceto o primeiro e o ultimo, podem ser divididos por p, uma
vez que p é um nimero primo. Por essa razdo, (1 +a)? —a” — 1 admite a divisdo por p; mas
esta formula é congruente com esta (1 4+a)? —a — 1 — a” + a. Mas a” — a por hipétese pode ser
dividida por p, logo também (1 +a)? —a—1. C.Q.D.

Como, entdo, dado que a” — a pode ser dividida pelo ndmero primo p, também esta
férmula (a+ 1)? —a — 1 admite a divisdo por p, segue-se também que (a+2)” —a —2, e mesmo
(a+3)? —a— 3 e genericamente (a+ b)” —a — b podem ser divididas por p. Dado ainda a = 2,
como ja demonstramos que 2” — 2 pode ser dividida por p, é claro que a férmula (b+2)P —b—2
deve admitir a divisdo por p, qualquer que seja o nimero inteiro substituido no lugar de b.

Entdo p mede a férmula a” — a e, consequentemente, também esta a” —1_ 1, amenos
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que seja a = p ou multiplo do préprio p. E essa € a demonstra¢do do teorema geral ', que tomei

para apresentar.

3.2 Por Inducao Finita utilizando Binomial

A demonstracio que apresentaremos a seguir € essencialmente a mesma que foi dada
por Euler, porém utilizando linguagem contemporanea. Esta € a mais tradicional e configura

como uma das mais apresentadas nos livros textos de Aritmética.
9

Teorema 3.1.2.
10 prova do Teorema 3.1.2.
I Euler refere-se ao Teorema 3.1.1.
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Vale salientar que esta demonstracdo € pertinente de se apresentar a alunos que
estudem para olimpiadas de Matematica do Nivel II, visto que é necessario uma quantidade
relativamente pequena de conteudos para proceder com a demonstragao.

Assim, inicialmente, visando uma melhor compreensao desta demonstracao, é que

apresentamos as seguintes defini¢des.

Definicao 3.2.1 (Principio de Inducio Finita) Seja P(n) uma propriedade descrita em termos
de niimeros naturais n maior que ou igual a um niimero natural (ng) fixado. Se P(n) satisfaz as
duas condigcoes abaixo

i) P(ng) é vdlida

ii) A validade de P(n) implicar na validade de P(n+1),

Entdo, a propriedade P(n) é vdlida para todo n > ny.

Quando ny = 1 entdo P(n) é vdlida para todo n € N.
Para a pr6xima defini¢ao, precisamos compreender o seguinte teorema.

Teorema 3.2.1 (Algoritmo da Divisao de Euclides) Dados a,b € Z com b # 0, existem tinicos

q,r € Z, chamados respectivamente de quociente e resto, tais que
a=bg+r, com 0<r<|b|.

Separaremos a demonstracao, do Algoritmo da Divisdo de Euclides, em dois casos.
Demonstracdo: Caso 1: Para b > 0, considere o conjunto S = {a — bt; t € Z, a— bt > 0}. Note
que S € ndo vazio pois a — (—|alb) = a+ |a|b > a+ |a| > 0. Claramente S possui um menor
elemento r = a — bq. Para mostrar que r < |b| =b,noteque r=b=a=(1+q)b=r=0=
b=0,que é um absurdo. r > b= Jk;r=b+k,onde 0 <k <r. Assimb+k=a—bg= k=
a—(q+1)b €S, o que é um absurdo, pois r é o menor elemento de S. Logo 0 < r < |b|.
Mostraremos agora que ¢ € r sdo unicamente determinados. Suponha que a = bg+r = bq' + 7/,
com 0 <r,r <|b|=b. Neste caso 0 < |r—r'| <b. Por outro lado, bg' +r =bg+r=b(¢ —q) =
r—r = blg—q'| =|r—7'|. Sefosse r # v/, tertamos |g—¢'| > 1. Daib < blg—¢'| = |r—+'| <b,
0 que é um absurdo. Portanto r = 1’ e, consequentemente, g = ¢'.

Caso 2: Para b < 0, aplicamos o caso anterior com a,|b|. Assim existem tnicos g, r € Z tais
que a = |b|g+r, com 0 < r < |b|]. Se pomos g; = —q, entdo a = bq; +r, com 0 < r < |b|.

Claramente, g; € unicamente determinado. O
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Definicao 3.2.2 (Relacao de Congruéncia) Sejam a, b e m inteiros, com m > 0, dizemos que
a € congruente a b médulo m se m | (a — b) e denotamos por a = b (mod m). Se m1t (a—b),

dizemos que a é incongruente a b médulo m e denotamos por a Z b (mod m).
Note que a = b (mod m) é equivalente a dizer que b é o resto da divisao de a por m.

Definicio 3.2.3 (Fatorial) Seja n € NU{0} definimos o fatorial de n como

1, sen=0

n! = ,
n-(n—1)!, sen#0
n! lé-se: n fatorial.
Definiciio 3.2.4 (Binomial) Para todo n € N e todo k € NU{0} com 0 < k < n temos

(+) =5

Niimero este que chamamos de coeficiente binomial de classe k do niimero n, ou, simplesmente,

coeficiente binomial n sobre k.

Até aqui temos todos os topicos necessarios para provar o Pequeno Teorema de
Fermat em sua segunda formulagdo, porém, para apresentar o Teorema em sua forma mais

tradicional, ainda precisamos do lema que segue.
Lema 3.2.1 (Lei do Corte) Se ax = ay (mod n) e MDC(a,n)=1, entdo x =y (mod n).
Demonstraciao: Pela hipétese, temos que Jg € Z, tal que ax = nq + ay, daf

ng = ax—ay

= alx—y)
Assim, temos que 7 | a(x —y), mas como o0 MDC(a,n) = 1, segue n | (x —y), garantindo que

x=y (modn).

Pelo exposto estamos prontos para provar o seguinte teorema.
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Teorema 3.2.2 (Pequeno Teorema de Fermat: 22 Formulacao) Dados p primo e a € Z, te-
mos que a? = a (mod p).

Demonstracao: Do desenvolvimento binomial, temos que,

—k

1 )ap
W

P—

1
= a4 pal~ l—i—p a’ 2+ .. +pa+l.

Logo,
(a+ 1)’ =a”+1 (mod p) (3.1)

pois, pa?~! —I—p‘DT*laP*2 + ...+ pa=0(mod p), ou note que (’,z) =0 (mod p), para 0 < k < p.

Assim, subtraindo a + 1 em ambos os membros da congruéncia (3.1), obtemos

(a+1)P—(a+1) = a’+1—(a+1) (mod p)
= d”—a (mod p) (3.2)
Agora usaremos o Principio de Indug¢do Finita para concluir o resultado.
Primeiro verificamos em (3.2) se, para a = 1, a” — a € divisivel por p, o que € verdadeiro, pois
17—1=0.
Suponhamos que a” — a é divisivel por p. Assim, pela congruéncia (3.2), (a+ 1)’ — (a+1)
também serd divisivel por p e, portanto, pelo Principio de Inducdo Finita, temos que

a? = a (mod p).

O que prova o resultado na sua segunda versao.
Agora, se a ndo for miltiplo de p, ou seja, MDC(a,p) = 1, podemos escrever a

congruéncia da seguinte forma,
a-a’'=a-1 (mod p).
E pelo Lema (3.2.1) temos o resultado na sua forma cléssica, ou seja,

a’~ ! =1 (mod p).
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3.3 Por Congruéncia Linear

Seguindo na linha das demonstracdes pertinentes a serem apresentadas aos alunos da
Educacido Basica, trazemos a demonstracio que utiliza essencialmente os conteidos da Teoria
dos Numeros. Esta demonstragcdo pode ser facilmente apresentada aos alunos do 8° e do 9° ano
do EF, pois, para a sua compreensao, o aluno sé precisa de alguns conceitos de divisibilidade
e restos de divisOes escritos na forma de congruéncias, que ja foi definida na secdo anterior.
Vale salientar que, antes de apresentar tal demonstragcdo aos alunos, é necessdrio um trabalho
introdutério das propriedades de divisibilidade pertinentes a Aritmética. Abordaremos, agora, a

definicao que julgamos importante para a compreensdo da demonstracao.

Definicao 3.3.1 (Sistema Reduzido de Residuos) Seja p um niimero primo. Dizemos que um
conjunto de p — 1 niimeros inteiros ay, az, ..., a1 € um Sistema Reduzido de Residuos (srr)

modulo p se os a; representam todos as classes de congruéncias ndo nulas modulo p.

Por exemplo, 1,2,..., p—1 formam um srr médulo p, pois sdo todos os restos ndo nulos possiveis
de se obter quando dividimos um ndmero inteiro por p.

Precisamos ainda do seguinte lema para conseguir proceder com a demonstracao.

Lema 3.3.1 Dados p primo e a inteiro de tal modo que MDC(p,a)=1 e dado o conjunto
A :={an; ¥ n € N com n < p}. O conjunto dos restos das divisoes dos elementos de A

por p forma um srr modulo p.

Demonstracao: Como n ¢é diferente de zero e estritamente menor do que p, entdo temos
exatamente p — 1 valores possiveis. Agora suponha que haja dois multiplos de a, digamos, ia e

Jja que tenham o mesmo resto quando divididos por p. N6s podemos escrever isso como
ia= ja (mod p).
Subtraindo ja de ambos os lados e fatorando a, descobrimos que
a(i—j) =0 (mod p)

isto é, a(i — j) € divisivel por p. Como p divide o produto de dois nimeros, ele deve dividir um
dos niimeros (ou ambos). Mas como a nao € divisivel por p, dai p deve dividir i — j. Mas ie
J sdo ambos menores que p, portanto, a diferenca deles deve estar estritamente entre —p e p.

O unico multiplo de p estritamente entre —p e p € zero, entdo i — j =0, isto é, i = j. Entdo a
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tinica maneira de ter ia = ja (mod p) é se i = j. Mostrando assim que todos os mdltiplos de
a a partir a até (p — 1)a possuem diferentes restos quando divididos por p. Finalmente, uma
vez que existem exatamente p — 1 multiplos de @ no nosso conjunto € p — 1 possiveis restos nao
nulos (modp), concluimos que cada resto aparece exatamente uma vez. Provando assim que o
conjunto dos restos das divisdes dos elementos de A por p se configura como um srr médulo p.[]

Agora estamos prontos para provar nosso resultado.
Teorema 3.3.1 Se p é um primo e a é um inteiro ndo divisivel por p, entdo
a’~ 1= 1 (mod p).

Demonstracao: Admitindo as hipéteses, ou seja, supondo que p seja um nimero primo e a seja
um inteiro ndo divisivel por p. Agora, considerando o conjunto A = {a,2a,3a,...,(p—1)a}.
Devido ao Lema (3.3.1), nenhum dos elementos de A € divisivel por p e quaisquer dois deles
sao incongruentes (mod p). Dessa forma, o conjunto formado pelos restos das divisdes dos
elementos de A por p consiste num srr. Assim, podemos multiplicar todos os elementos de A e

obter a seguinte congruencia
a-2a-3a-...-(p—1la=1-2-3-...-(p—1) (mod p),

isto é, o produto de todos os miltiplos de a tem o mesmo resto que o fatorial de (p — 1) quando

dividido por p. Agora, podemos fatorar os (p — 1) nimeros do lado esquerdo, e ficamos

a’Y(p—1)!= (p—1)! (mod p).

Como (p —1)! é o produto de véarios nimeros que sdo todos menores que p, temos que

MDC(p,(p—1)!) = 1. Assim, pela (Lei do Corte) temos

a’~!'= 1 (mod p).
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4 DEMONSTRACOES ALTERNATIVAS: PARTE I

Neste capitulo apresentaremos trés demonstra¢des alternativas para o Pequeno Teo-
rema de Fermat. A primeira utilizando as ideias de Andlise Combinatdria, a partir da constru¢ao
de colares; a segunda aplicando as ideias de Teoria dos Grafos; e a terceira utilizando a Série de
Taylor. Tais demonstragdes encontram-se embasadas, respectivamente, em (SANTOS, 2009),

(YEGNANARAYANAN, 2005) e (BISHOP, 2008).

4.1 Por Analise Combinatoria

Nesta secao trazemos a primeira demonstracdo alternativa para o Pequeno Teorema
de Fermat, utilizando assuntos introdutérios da Andlise Combinatdria, essencilamente o Principio
Fundamental da Contagem e a Combinag¢do Simples.

O conteddo de Andlise Combinatdria, apesar de ser concernente ao EM, também
€ abordado em Olimpiadas de Matematica do Nivel II, 8° e 9° anos do EF. Por este motivo,
damos uma atencdo especial para esta demonstracio, pois acreditamos na possibilidade de
ser apresentada para ambos os grupos de alunos citados, desde que sejam trabalhados os pré-
requisitos de conteddos necessdrios. Tal demonstracao também pode ser apresentada de forma
ludica, como propde (SANTO, 2017).

Assim, para conseguirmos uma melhor compeensao dos leitores passamos a defini¢@o

necessdria para a demonstragao.

Definicao 4.1.1 (Principio Fundamental da Contagem) Se hd d| modos de tomar uma deci-
sdo D1, dy modos de tomar a decisdo D, e assim por diante, até d, modos de tomar a decisdo

Dy, entdo o nitmero de modos de tomar sucessivamente tais decisoes é
di-dr-ds-... d,.

Vamos a demonstracdo do Pequeno teorema de Fermat.

Para construirmos essa demonstracao, partiremos da necessidade de se formar cor-
rentes, cada uma com p contas coloridas, e que possuimos um total de n cores para uso ilimitado.
Nesse contexto, pelo Principio Fundamental da Contagem, conseguimos formar n” correntes
diferentes. Veja que para a primeira conta c¢| temos n cores possiveis, para a conta ¢, também te-

mos 7 cores possiveis e assim segue até a p-€sima conta cj,. Descobrindo assim, que a quantidade
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de correntes €

n-n-....n=nb.
————

p vezes

Observe a Figura 1 abaixo, que ilustra o total de correntes quando temos n =3 e

p=3.

Figura 1 — Todas as correntes quandon =3e p =3
* I *
| §

Como podemos usar a mesma cor para todas as contas e temos um total de n cores,

€« e
<O (06
0L OO
e S = =
<6 OO

€66 0O
(6 6
L o6

€46

Fonte: Elaborada pelo autor.

entdo conseguiremos formar n correntes que possuam uma unica cor. Com isso, como temos n”
correntes, quando separarmos as n correntes que possuem apenas uma cor, ficamos com n” —n
correntes que possuem pelo menos uma conta com uma cor diferente das outras. Se de cada
corrente formada, juntarmos suas extremidades, formaremos braceletes. Veja na Figura 2, com

uma das correntes do exemplo dado.
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Figura 2 — Bracelete de uma corrente

y
"

—

e
|

Fonte: Elaborada pelo autor.

Note que se pegarmos uma corrente aleatoria € movermos a conta que esta na parte
inferior e colocarmos na parte superior da corrente, montaremos uma corrente diferente (sabemos
que essa nova corrente estd dentro do conjunto das n” —n que poderemos formar, porém ela serd
diferente da corrente que escolhemos aleatoriamente), mas o bracelete resultante permanecera o

mesmo.

Figura 3 — Bracelete de um grupo de correntes diferentes

604
33

Fonte: Elaborada pelo autor.

Pelo exemplo dado inicialmente, quando n = 3 e p = 3, conseguimos formar 27
correntes, das quais apenas 3 formam um grupo das que possuem uma unica cor e 24 sdo as que
possuem pelo menos uma conta com uma cor diferente das outras. Podemos dividir essas 24
correntes em 8 grupos de 3 correntes multicoloridas que podem ser obtidas uma da outra, por
uma ou mais repeti¢des do processo que descrevemos (mover a conta que estd na parte inferior
e colocar na parte superior). Note que na Figura 1 dispomos os 8 primeiros grupos da forma
descrita acima. Observe que para cada um desses oito grupos distintos corresponde um bracelete

diferente. Veja a Figura 4 abaixo.
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Figura 4 — Todos os braceletes quando n = 3 ¢ p = 3 com pelo menos uma conta de cor diferente

QO
) Q Q<

Fonte: Elaborada pelo autor.

Chamaremos de k o menor nimero de vezes que podemos repetir o processo descrito
até que obtenhamos novamente a corrente original. Como separamos as correntes que possuem
apenas uma cor, podemos ver que k > 1. Dessa forma, se escolhermos uma corrente e fizermos
k vezes o processo, obteremos a corrente original, se fizermos mais k vezes, ou seja 2k vezes,
obteremos novamente a corrente original e de forma semelhante para 3k, 4k, 5k, etc.

Pelo algoritmo de Euclides (Definicao 3.2.1), ha g e r, tais que p = gk + r, com
0 <r < k. Como uma corrente € reproduzida apos gk passos (processos) € é também reproduzida
apds p passos, serdo necessdrios r passos, apds o gk-ésimo passo para se obter uma reproducao
da colocacdo inicial. Como r < k e k € o menor nimero inteiro positivo de passos necessarios
para a obtencao de uma reproducdo, vemos que r deve ser igual a zero. Logo p = gk e, portanto,
k = p uma vez que k > 1 e p é primo. Observe que no exemplo n = 3 e p = 3 precisamos de no

minimo trés repeticdes do processo descrito para obtermos a corrente original.

Figura 5 — Processos para obtencdo da corrente original

1" processo 2 processo 3 processo
— — —
corrente
' original .

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Sendo assim, as n” — n correntes podem ser organizadas em grupos de p correntes
cada (como fizemos na Figura 1 com o exemplo dado) e, como ja mostrado, cada um desses
grupos gera um bracelete diferente.

Chamando o nimero de braceletes de B, podemos concluir que quando multiplicamos
B por p encontramos o nimero de correntes que nao sdo formadas de uma tnica cor. Como
sabemos, o nimero de correntes que nao sao formadas com contas de uma tnica cor é n” — n.

Portanto, pB = n? —n, isto é p | (n” —n).

4.2 Por Teoria dos Grafos

Os matemadticos, normalmente, estao cientes do significado da Teoria dos Grafos
aplicada a outras dreas da ci€ncia e até mesmo a problemas sociais. Essas areas incluem
Quimica Organica, Fisica do Estado Sélido, Redes de Comunicagdes, Ciéncia da Computacao,
representacio de rede de rotas de transporte (aplicativos de mapas, por exemplo), entre outros.

No entanto, nem todos percebem que os poderosos métodos combinatdrios encon-
trados na Teoria dos Grafos também podem ser usados para provar resultados significativos e
bem conhecidos em uma variedade de dreas da Matematica Pura. Um desses resultados, que € o
Pequeno Teorema de Fermat, apresentamos neste trabalho e, assim como a demonstragao anterior,
também vislumbramos a possibilidade de apresetacdo desta para os alunos de olimpiadas.

As idéias basicas e o ponto de partida da Teoria dos Grafos foram introduzidos
por Leonhard Euler no século XVIII, quando resolveu o conhecido "problema das sete pontes
de Konigsberg". Para detalhes sobre o surgimento desse ramo da Matematica, bem como do
problema citado, indicamos a leitura de (ASSIS, 2016).

Dessa forma, passemos as defini¢des necessdrias para a demonstragdo do Pequeno

Teorema de Fermat com viés na Teoria dos Grafos.

Definicao 4.2.1 Um grafo nado direcionado G = (V,E) é um par em que V é um conjunto,
chamado de vértices de G, e E é um conjunto de subconjuntos de 2 elementos de V, chamados
de arestas de G. Uma aresta e € E ¢ denotada por e = xy, onde x e y sdo os vértices de e. O

grau de um vértice v é o niimero de arestas incidentes com v.

Definicao 4.2.2 Uma trilha de comprimento n em um grafo G é uma sequéncia de vértices
X05 X1,y .-y X com x; €V, tal que parai=0,1,... ,n—1, xjxj1| € uma aresta de G e, além disso,

todas as arestas xixi41 sdo distintas. Se xo = x,, entdo a trilha serd fechada. Quando todos os
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vértices da sequéncia sdo distintos, a trilha é percorrida por um caminho. Uma trilha fechada,

cujos vértices sdo distintos, exceto para xq e xp, € chamada de ciclo.

Definicao 4.2.3 Um grafo G é conexo se quaisquer dois vértices de G forem unidos por uma
trilha em G. Caso contrdrio, G serd desconexo. Os componentes de G sdo os subgrafos conexos

mdximos de G.

Com tais defini¢des, estamos prontos para proceder com a segunda demonstragdo
alternativa para o Pequeno Teorema de Fermat.
Demonstracdo: Considere o Grafo G = (V,E), onde V € o conjunto de todas as sequéncias
(ay,a,...,ap) de niimeros naturais tais que 1 < a; < a, com a; # a; para algum i # j. Como
existe pelo menos um par a; # a;, para conseguirmos contar quantos elementos possuem em V/,
basta contar a quantidade de possibilidades para todo a; = a; e subtrair da quantidade total de
possibilidade de formagdo do conjunto (a,as,...,a,). Assim, V possui a” — a elementos, pois
a? é a quantidade de possibilidades sem nenhuma restricdo e a é a quantidade de possibilidades

de todos os a; serem iguais, a saber:

(
(1,1,...,1)
) (2,2,...,2)
a conjuntos
| (a,a,...,a)
Sejam u,v € V de tal forma que u = (uy,up,up) € v = (up,uy,...,up—1). Assim, temos que

uv € E (lembre-se que uv representa uma aresta de G). Nessas condicoes, cada vértice de G é de
grau 2, pois incidem exatamente duas arestas em cada um deles. Desta forma, cada componente
al—a

de G € um ciclo de comprimento p. Portanto, o nimero de componentes de G deve ser

Mostrando que p | (a” —a).

4.3 Por Série de Taylor

Segundo Serpa (2012), uma das provas mais modernas para o Pequeno Teorema de
Fermat se vale das ideias da Série de Taylor, publicada no ano de 2008, com base na publicacdo
de Brook Taylor (1717).

O interessante € que tal demonstracao, apesar de ser moderna, € ancorada em técnicas

matemadticas antigas, pois utiliza apenas a ja citada Série de Taylor, o Teorema Binomial, a
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Progressao Geométrica e o Principio de Inducdo Finita. Em outras palavras, a prova ndo é
o resultado de ferramentas matematicas hodiernas, contudo era perfeitamente acessivel aos
matematicos antes mesmo da demonstracao dada por Euler (BISHOP, 2008).

Para conseguirmos construir tal demonstracao, definamos primeiro a Série de Taylor.

Definicaio 4.3.1 (Série de Taylor) A série de Taylor da fungdo f(x) em torno do ponto x = a é

dada da seguinte forma

x—a)".

(g

n

fw=Y
n=0

Associadamente, temos o polinomio de Taylor de ordem n em torno de x = a, da funcdo f(x)

diferencidvel n-vezes no ponto, é dado por

(x—a)° (x—a)!
0! I

(x—a)"

n!

+ f'(a) +f"(a) +...+f"(a)

X—a 2
p) = fa b

2

Do Calculo I, temos que o Polindmio de Taylor é o Polindmio de grau n que melhor
aproxima o grafico de uma dada fun¢do no entorno de um ponto p que pertence ao seu dominio.

Também precisaremos do conceito de Progressdes Geométicas.

Definicao 4.3.2 Uma Progressao Geométrica (PG) é uma sequéncia numérica em que cada
termo, a partir do segundo, é obtido pelo produto do termo anterior por uma constante (q), e

esta constante chamamos de razdo da progressdo geométrica.

Para concluir as ferramentas necessérias a nossa demonstragdo, precisamos com-
preender como se dd a soma dos n primeiros termos de uma PG. Assim enunciamos o seguinte

lema.

Lema 4.3.1 A soma dos n primeiros termos de uma Progressao Geométrica (ay), de razdo q # 1

¢ dada por

Demonstraciao: Admita a soma dos termos da Progressdo Geométrica

S,=a1+a+asz...+a,_1 +a,. “4.1)

Multiplicando ambos os membros pela razdo (g) obtemos

gSp=ar+az+as...+a,+ap+. 4.2)
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Subtraindo a quagao (4.1) da equacao (4.2) temos

qSn —Sn = an41 —ay
Sulg—1)=a1q" —a;
q' —1
g—1

S,,:al

Agora estamos prontos para proceder com a prova do Pequeno Teorema de Fermat.
Demonstracao: O caso p = 2 € facilmente verificado, dessa forma consideremos que p é um
primo impar. Seja,

fx)=x""1-1. (4.3)

Faremos o desenvolvimento em série de Taylor da funcdo em torno de x = 1, porém antes é

importante percebermos que

fx) = -1

f(y = 1r1-1=o0
fx) = (p—1a7?
() = (p-1)

') = (p=1)(p—-2)""
() = (p—D(p-2)

Se desenvolvermos em série de Taylor a fungdo em torno de x = 1, obtemos

Lo 1

Agora, vamos considerar os valores de x divisiveis por p. Nesses valores de x, f(x) é igual a um

£ = (p= D= 1)+ 5 (p =D (p—2)(x— 1P+ ...+

multiplo de p — 1 (basta substituir em 4.3), logo f(x) ndo é divisivel por p. Dessa forma, tome
x=pq-+r,comr€Ze0<r< p. Entio a equagio f(x) =x”~! —1 (mod p), pode ser escrita
como

f(pg+r)= f(r) (mod p)

Logo, basta considerarmos os valores de x tais que 0 < x < p.
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Por indug@o temos que, quando x = 1, f(x) € divisivel por p, pois f(1)=0e p | 0.
Suponhamos entdo que f(n) é divisivel por p para algum n € N e vamos verificar que f(n+ 1)
também €. Temos

f(n+1) :(p—1)n+l(p—1)(p—2)n2+...+

o (p— 1) (4.4)

1
(p—1)!

Como

(p—l) __ (=1t (p=D@=2).. (=K (p—k=1)!
k kK(p—k—1)! kKl(p—k—1)!

p=1\_(p=D(p=2)...(p—k) _ (=1)(=2)...(=k) _ (=D"!
;x( k >_ Kl Kl Kl

Il
Il
Il
|
[—
N—
=~
—~
=
Q
o
S
N—

da equacao (4.4) resulta
f(n+1)= —n+n*>—n*+... 4+ (—n) (mod p).

Note que f(n+ 1) é congruente a soma de uma progressido geométrica de razdo —n. Logo,

podemos reduzir a dltima congruéncia da seguinte forma

1) = dp).
fln+1)= === (mod p)
Fatorando esta tltima congruéncia temos
n(—1+np*1)
= ———=~ dp).
fln1)= B (mod p)

Como 0 < n < p, entdo 1+ n ndo é divisivel por p. Por hipétese, n?~! — 1 é divisivel por p, o

que prova o resultado por inducao.
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5 DEMONSTRACOES ALTERNATIVAS: PARTE II

Neste capitulo, apresentaremos mais duas demonstragdes alternativas para o Pequeno
Teorema de Fermat. A primeira, utilizando as ideias de Sistemas Dinamicos e a segunda, os

conceitos introdutdrios da Teoria dos Grupos, utilizando-se também do Lema de Bézout.

5.1 Via Sistemas Dinamicos

A primeira vista, o assunto dos sistemas dindmicos parece nio ter relagio com a
teoria dos nimeros, pois nesta drea da Matematica, estudamos como as quantidades mudam no
tempo quando governadas por equacdes diferenciais ou relagdes de recorréncia.

O estudo relativo aos Sistemas Dinamicos foi introduzido pelo matematico francés
Henri Poincaré (1854-1912) que Segundo Viana (2012), é considerado por muitos como o
ultimo matemadtico que compreendeu com profundidade e deu notdveis contribuicdes a maioria
das disciplinas matematicas e também a dreas afins do conhecimento, tais como a Fisica e a
Filosofia.

Assim, o objetivo dessa secdo € a prova do Pequeno Teorema de Fermat num viés
de Sistemas Dinamicos. Uma prova utilizando deste assunto, porém, com uma abordagem que
privilegia a Geometria pode ser encontrada em (IGA, 2003). Assim, passemos aos pré-requisitos
necessdrios para proceder com a demonstracao.

Aqui, usaremos a ideia de pontos periddicos de um Sistema Dindmico definido por
funcdes da forma

f:10,1] —[0,1]

continuas.

Definicio 5.1.1 Dizemos que um ponto x € [0,1] é n € N periddico se f*(x) =xeVk <n, k €N,
SHx) #x.

Observe que f"(x) representa a composi¢do de f por ela mesma n vezes. Feitas tais

consideragdes podemos enunciar o Teorema desejado:
Teorema 5.1.1 (Fermat) Seja p um primo e a um inteiro. Entdo

a? = a (mod p).
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A prova deste Teorema € baseada em trés lemas relacionados a seguinte fungao:

Seja n € N defina a fun¢do

T,:[0,1] — [0,1]
nx— |nx|, sex#1
X +—
1, sex=1.

onde | | : R — R é a fungdo tal que Yy € R
L] = max{z € Z; z <y},

conhecida como fung¢do piso ou funcdo maior inteiro.

Vamos aos lemas necessérios para a prova do Teorema de Fermat.
Lema 5.1.1 Seja n € N\{1}. Entdo T, tem n pontos fixos.

Vale lembrar que f : [0,1] — [0, 1] tem um ponto fixo se existe x € [0, 1] tal que f(x) = x.
Demonstracao: Primeiramente, observe que 0 e 1 sdo pontos fixos de 7,,. Agora tome x € (0, 1).

Neste caso, se x é ponto fixo de 7, temos:

T,(x) =x <= nx—|nx|]=x

— nx—x= |nx|

[nx]

— x= (5.1)
n—1
Isto prova que x € Q e é da forma
k
X =
n—1
e como x € (0,1) os valores possiveis para k sdo:
k=1,2,3,....n—2. (5.2)

Note que se n = 2 o resultado estd provado, pois 0 e 1 sdo pontos fixos.
Logo, assuma n > 3.

Por fim, observe que para todo k£ em (5.2) obtemos um ponto fixo para 7,,. De fato,

[nx] {H%J _ {”il 'kJ (5.3)

n—1 n—1 - n—1

note que




e veja que I -k < k, do contrério, isto €, se
n —_—

n

1~k2k+1

n —_
entao

nk>(k+1)(n—1)=kn—k+n—1

donde obtemos

k+1>n

o que € absurdo, pois estamos assumindo k < n — 2.

nx] {n%kJ ok

n—1 n—1 n—1

De (5.3) segue que

ou seja, de (5.1) x é ponto fixo de Tj,.

Logo, os pontos fixos de 7, sdo:

1 2 n—72
‘n—1"n-1"n-1

que sd@o em um total de n.

Enunciemos e provemos agora o segundo lema.
Lema 5.1.2 Paratodoz € Zex € R,
x+z) = [x) +2
Demonstracao: Temos,
x+z] <x+z<|x+z]+1<x+z+1
Também,
x| <x<[x]+1
De (5.4) temos:

x+z—1<|x+z] <x+z

45

(5.4)

(5.5)

(5.6)
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e substituindo (5.5) em (5.6) obtemos:
x| +z—1<x+z-1<|x+2z] <|x]+z+1
ou seja,
x| +z—1<|x+z] < |x]+z+ 1.
Como os trés nimeros acima sao inteiros consecutivos, segue que
lx+z] = |x] +z.

Isto prova o lema. 0J

Consideremos agora o dltimo lema.
Lema 5.1.3 Sejam m, n € N. Entdo, Vx € [0, 1], temos
(TnoT)(x) = Tun(x).
Demonstraco: Se x = 1 o resultado é 6bvio. Tomemos x € [0, 1). Temos

(TmoTn) (x) = Tm(Tn(x)>
= Ty(nx—|nx])
= m(nx— |nx]) — [m(nx— |nx]) |

= mnx—m|nx|— |mnx—m|nx] |
como m € N, temos que —m|nx| € Z. Dessa forma, pelo Lema (5.1.2) temos

(TnoT)(x) = (mn)x—m|nx|— (|mnx| —m|nx])
= (mn)x— |(mn)x|
— Tmn (X) )
como queriamos demonstrar. 0

Agora, para concluirmos os pré-requisitos necessarios para provar o Teorema de

Fermat, precisamos definir o conceito de 6rbita de um ponto em relagdo a uma funcao.
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Definicio 5.1.2 Dada f:[0,1] — [0, 1] e xo € [0, 1]. A drbita de xo em relagdo a f € o conjunto

que descreve a evolucdo de xy, isto é,

{x0, f(x0), f*(x0),... } = {f"(x0); n € N}.
Denotaremos este conjunto por
Of(xo).
Note agora que se xg € [0, 1] é n-periddica, entdo
J" (x0) = xo
e dai, Vm € N, 3k,r e NU {0} tal que
m=nk+r, r<n.
Dai,

F™(x0) = £ (x0) = f"(x0),

isto prova que Of(xo) tem apenas n elementos, a saber,

X0, f<x0)7 fZ(X()),..., fn_1<x0)'

Neste caso, dizemos que o comprimento da 6rbita O r(xg) € n.
Com estas informagdes, podemos seguir com a prova do Teorema principal.
Demonstracao (Pequeno Teorema de Fermat): Podemos supor, sem perda de generalidade,

que a € (N AN {1}) Entao para o primo p, considere x um ponto p-periddico de 7,. Neste caso,
TP (x) =x.
Pelo Lema (5.1.3) temos que T, (x) = T, (x), dai,
Tor (x) = x.
Pelo Lema (5.1.1), segue que

T, tem a pontos fixos
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T,» tem a? pontos fixos.

Note ainda que todo ponto fixo de 7, é também ponto fixo de T,». De fato,
Tor(x) = Tpp 1 (Ty(x)) = Tpp1(x) = ... = Ty(x) = x.

Agora, desde que p seja primo, o resto dos pontos p-periddicos de T,» tem periodo minimo p

sob T, isto é, ndo existe xo ponto p-periddico de T, e n < p tal que
TH(x) =x.
Esses pontos restantes indicados acima sdo exatamente

a’ — a pontos.

Ora, cada um dos pontos a” — a indicados acima tem uma 6rbita de comprimento p. Segue dai
que existem

al —a
p

orbitas de comprimento p para f. Logo, como o nimero de 6rbitas € um nimero natural, segue

que
aP — a € divisivel por p

donde

a’ = a (mod p).

O

Isto conclui a prova do Pequeno Teorema de Fermat usando conceitos de Sistemas Dinamicos.

5.2 Via Teoria dos Grupos

Como vimos até aqui, existem variadas demonstragdes para o Pequeno Teorema de
Fermat, e a Teoria dos Grupos nos fornece uma muito elegante. A teoria mencionada envolve o
estudo de estruturas algébricas conhecidas como grupos, que tem aplicagdes em muitos campos
da Matematica.

Assim, nesta secdo, temos como objetivo demonstrar o Pequeno Teorema de Fermat

utilizando os conceitos da Teoria dos Grupos. Para tanto, iniciaremos com alguns fatos sobre
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grupos e, em seguida, enunciaremos € demonstraremos o Lema de Bézout, de modo que
tenhamos as ferramentas necessdrias a abordagem do objeto desta investigacdo. A demonstracao

que apresentaremos agora € baseada na publicacdo de (MOMKUS, 2011).

Definicao 5.2.1 Chamamos de Grupo um conjunto G, ndo vazio, com uma operagdo bindria

*: GXG — G

(a,b) +—— axb

se tal conjunto satisfaz as seguintes condigoes:

1. G é fechado para a operacdo bindria *, ou seja, para todo a,b € G
axbeG.
2. A operagdo x é associativa, ou seja, quaisquer que sejam a,b,c € G, tem se que
(axb)xc=ax(bxc);
3. Para todo a € G, existe um elemento identidade em G, ou seja, de € G tal que
exa=a=axe,;

4. Para cada a € G, existe a~' € G chamado inverso de a na operacdo * tal que

Definicao 5.2.2 Dizemos que G é um Grupo Abeliano se para todos a,b € G, a operacdo * é

comutativa, ou seja, também satisfaz a seguinte condi¢cdo:
axb=bxa.

Pelas defini¢cdes acima, temos que o conjunto dos nimeros inteiros, munido da
operagdo de adi¢@o (Z,+) é um Grupo Abeliano. Normalmente utilizamos a notagao multipli-
cativa (.) quando falamos sobre grupos gerais e a notagdo aditiva (4) quando falamos sobre
Grupos Abelianos. Nesta dissertagcao, assumiremos que todos os Grupos sao Abelianos, entdo,

utilizaremos + como a operacao bindria.

Definicao 5.2.3 Um Subgrupo H é um subconjunto ndo vazio de um Grupo G que é um grupo

sob a operagdo indicada. Denotamos um Subgrupo por H < G.
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Proposicao 5.2.1 Seja G um Grupo. Um subconjunto ndo vazio H C G é um Subgrupo se, e
somente se, para todos a,b € H,

a—beH.

Demonstracao: Sejaa € H. Se a—b € H, para todos a,b € H entdo
a—a=0€cH,
satisfazendo a condic¢ao (3) dos critérios para ser um Grupo. Observe que
O—a=—-a€eH,

assim, a condicao (4) € satisfeita.
Para todos a,b € H, temos que

a—(—b)=a+beH,

mostrando que a condi¢do (1) também € valida. Note que H herda a associatividade de G.
Desse modo, mostramos que para todos a,b € H temos que a—b € H, o que implica H < G. [

Note que um Subgrupo € essencialmente um Grupo, pois, como verificadas acima,
todas as condi¢des de Grupo sdo satisfeitas.

Um exemplo de um Subgrupo de (Z,+) é o conjunto dos nimeros pares 2Z. De
fato, todo subconjunto da forma nZ sao Subgrupos. Vamos mostrar, posteriormente, que esses
sdo os Unicos Subgrupos de (Z,+).

Sendo um Grupo G e um Subgrupo H < G, definimos uma relagdo de equivaléncia

~pemGporg~pyg,seg—g €H.
Definicao 5.2.4 As Classes de H em G sdao dadas por
§+H={f€G g~nft={f€G f=g+hheH}.

Definicao 5.2.5 Se um Grupo G é finito, chama-se Ordem de G, denotado por |G

, a quantidade
de elementos do conjunto G, ou seja, é a sua Cardinalidade. Um grupo infinito diz-se ter Ordem

infinita e representa-se por |G| = oo.

Definicao 5.2.6 Seja G um Grupo e g € G. Chamamos de Ordem do elemento g, denotado

Ord(g), ou mesmo |g|, o menor inteiro positivo n tal que g+ g+ ...+ g adicionado n vezes é

igual a zero, ou seja, ng = 0. Se ndo existir tal n, entdo dizemos que a Ordem de g é infinita.
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Proposicao 5.2.2 Seja um Subgrupo H < G. Entdo, H é ele mesmo uma Classe e todas as
Classes de H possuem mesma Cardinalidade, portanto segue-se que |H| = |g+ H| para todo

geG.

Demonstracdo: Seja g € G. Definimos uma funcédo ¢, : H — g+ H por

¢g(h) =g+h.

Vamos mostrar que tal aplicacdo € bijetiva, e, desse modo, cada conjunto possui a mesma
quantidade de elementos.

Dado algum f € g+ H, sabemos que, pela defini¢do de Classe, existe algum 4 tal
que f = g+ h = ¢4(h). Consequentemente, se f € g+ H, entdo existe algum h € H tal que
¢4(h) = f, mostrando que a fungdo ¢, ¢ sobrejetiva.

Agora, tome hy,hy € H. Se ¢g(h1) = @g(h2), entdo g+ hy = g+ hy. Subtraindo g
em ambos 0s membros temos que /| = hy. Mostrando assim que a func@o também € injetiva.
Portanto, a fungdo ¢, € bijetiva, o que acarreta em |H| = |g+ H| para todo g € G. O

Além disso, como G é um Grupo, ele deve conter a identidade 0, portanto, o proprio

H deve ser uma Classe porque podemos ter 0+ H = H.

Definicio 5.2.7 Sejam G um Grupo Abeliano e H < G. Definimos o Grupo Quociente G/H por
{g+H;g € G}. A operagdo bindria é uma operacdo de Classes. A adigdo é definida por

(g1 +H)+(g2+H) = (81 +8)+H.
Proposicao 5.2.3 Esta adicdo de Classes é bem definida.

Demonstragio: Sejam g +H =g/ +H e go+H =g, +H. Segue-se que g} € g1 +H e
gh € g2+ H. Assim, existem hy,hy € H tal que g} = g1+ h; e gh = g2 + hy. Entdo, temos que
dois elementos pertencem a mesma Classe se, e somente se, a diferenca deles pertence a H.
Precisamos mostrar que se g — g1, g2 — &5 € H, entdo (g1 + g2) — (g] + &5) € H. Note que,
como os Grupos sdo Comutativos, temos (g1 +g2) — (8] +&5) = (g1 — &}) + (g2 — g5 ). Portanto,
temos que ambos g1 — g\, g2 — g, € H, entdo, pela defini¢do de um Subgrupo, a soma deles deve

estar em H. ]

Definicao 5.2.8 Seja X um conjunto. Uma particdo de X é qualquer cole¢do P de subconjuntos
ndo vazios de X dotada da seguinte propriedade: todo elemento de X pertence a um e apenas

um dos elementos de P.
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Proposicao 5.2.4 O conjunto de todas as classes de H em G forma uma particdo de G.

Demonstracao: Para as classes formarem uma particdo de G, elas devem satisfazer duas
condigdes:

1. Precisamos mostrar que a unido de todas as classes € igual a G. Assim, tomemos a unido
de todas as classes. Se g € G, entdo g € g+ H, entdo todo g estd em alguma classe e
G=U;&+H.

2. Precisamos mostrar que se pegarmos gi, g2 € G temos que ou g1 +H = g» +H ou
(g¢1+H)N(g2+H) =9, ou seja, as classes de H sdo disjuntas. Assumindo que as classes
ndo sdo disjuntas, entdo (g; +H)(\(g2 + H) # @. Como a interse¢do ndo é vazia, entdo
deve existir algum f € Gtal que f € g1+ H e f € g+ H. Pela defini¢do de classes,
também sabemos que existem alguns iy, hy € H tal que g1 +h) = f = g2+ ho.

Portanto, para todo h € H, g1 +h = g+ (hp — hy +h). Como hy —h; +h € H, temos que
g1t+heg,+Heg +HC g+ H. Podemos repetir este mesmo procedimento para mostrar
que go+H C g1+ H. Desse modo, g; + H = g» + H, mostrando que o conjunto de todas as
classes de H em G formam uma parti¢do de G. UJ

Agora que definimos as classes e demonstramos algumas de suas propriedades,
podemos seguir para um dos mais importantes teoremas envolvendo Grupos, o teorema de
Lagrange.

O teorema de Lagrange € essencial para o entendimento de Grupos e muitos outros
conceitos matematicos. Este teorema conecta a Teoria dos Grupos finitos a Aritmética, por isso €

muito ttil para conectar essas duas areas.

Teorema 5.2.1 (Lagrange) Para todo Grupo finito G, a ordem de todo subgrupo H de G divide

a ordem de G.

Demonstracao: Seja G um Grupo e H um Subgrupo de G, com g + H representando uma classe
de H em G. Sabemos, da Proposi¢do (5.2.4) que as Classes de g+ H particionam G e cada classe
deve ter a mesma ordem que H. Seja n o nimero de Classes de H em G, e seja g a ordem de H.
Como G € a unido disjunta de suas classes e cada classe tem g elementos, existem gn elementos
em G, entdo ¢ divide a ordem de G. 0

Passamos agora as caracteristicas dos subgrupos de (Z, +).

Proposicao 5.2.5 Um subconjunto de (Z,+) é um subgrupo se, e somente se, o subconjunto for

da forma nZ para algum inteiro positivo n.
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Demonstracao: Tome um subconjunto H C Z que é da forma nZ. Vamos mostrar que este
¢ um subgrupo de (Z,+). Sejam a,b € H. Da Proposicéo (5.2.1), podemos mostrar que H é
um subgrupo se a — b € nZ. Como a,b € nZ, eles também podem ser escritos como a = nd’ e
b =nb' com d',b’ € nZ. Desse modo, a—b = na’ —nb' = n(a’ — b’) € nZ. Consequentemente,
todo subconjunto da forma nZ sio subgrupos do grupo (Z,+).

Agora, tome um subgrupo H < (Z,+). Precisamos mostrar que H = nZ. Se H = {0}
entdo temos que H = 0Z. Caso contrario, tomaremos apenas os elementos positivos de H que
estdo contidos em N. Seja Hy = {h € H;h > 0}. Observe que H, ndo é vazio, pois H ndo é
vazio e contém os elementos diferentes de zero. Como N é bem ordenado, isso significa que
existe um elemento minimo que estd contido em H. Seja n o menor elemento em H. . Note que

H < (Z,+), entdo segue que H é fechado para a adi¢do e, consequentemente
{nx;xeZ} CH.

Portanto, nZ < H. Agora precisamos mostrar que H < nZ.

Suponha que existe g € H tal que g # nZ. Pelo algoritmo da divisdo, existe ng+r =g
tal que 0 < r < n. Como H é um subgrupo e g,nq € H, entdo g —ng =r € H. Isto é uma
contradi¢cdo, porque 0 < r < n e ja assumimos que n € o menor elemento em H,. Portanto,
H < nZ e segue que H = nZ, que conclui a prova. 0

Agora podemos usar as informagdes que temos sobre subgrupos de (Z, +) para nos
ajudar a provar o lema de Bézout.

O lema de Bézout é um conceito muito importante para provar o Pequeno Teorema

de Fermat. Tal lema envolve tanto a Teoria dos Nimeros quanto a Teoria dos Grupos.

Lema 5.2.1 (Bézout) Sejam a, b inteiros tais que pelo menos um seja diferente de zero. Entdo,

existem dois inteiros x e y tais que MDC(a;b) = ax + by.

Demonstracao: Seja o conjunto das combinacdes lineares de inteiros a € b chamado L. Esse
conjunto deve ser um subconjunto do Grupo (Z,+). Vamos mostrar que L também é um
subgrupo de (Z,+).

Sejam x,y,z,w € Z. Vamos pegar dois elementos (xa + yb), (wa+ zb) € L.

Observe que

(xa+yb) — (wa+zb) = xa—wa+yb—zb

= (x=wlat+(y—2)b
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Ja sabemos que (Z,+) é Grupo, portanto, para todo x,y,z,w € Z, temos (x —w),(y —z) € Z.
Portanto, (x —w)a+ (y —z)b € L, assim, pela Proposi¢do (5.2.1), L é um subgrupo de (Z,+).
Como L é um subgrupo de (Z,+), sabemos, da Proposi¢do (5.2.5), que L deve ser

da forma nZ, em outras palavras, para todo x,y € Z,
xa—+yb € nZ.

Consequentemente, n € L e existe z € Z tal que xa + yb = nz. Tal resultado deve valer para todos
x,y € Z. Podemos tomar x = 0 e y = 1 para mostrar que existe z; € Ztalque 0-a+1-b=b =nz
e segue que n | b. Podemos repetir o mesmo procedimento com x = 1 e y = 0 para mostrar que

existe zp tal que 1-a+0-b = a = nz; que significan | a. Agora que n| a e n | b, sabemos que
n|MDC(a,b).

Pela defini¢do do méaximo divisor comum, o MDC(a,b) divide ambos a e b. Como
n € L, temos que n pode ser escrito como uma combinacgdo linear dos inteiros a e b, assim
MDC(a,b) deve dividir n. Segue que n = MDC(a,b). O
Agora que temos provado o teorema de Lagrange e o lema de Bézout, temos, entdo,
as ferramentas necessarias para provar o Pequeno Teorema de Fermat, usando a Teoria dos

Grupos.

Teorema 5.2.2 Dado um inteiro a e um niimero primo p, o niimero a” — a é divisivel por p, isto

e,

a’ = a (mod p)

Demonstragdo: Tome o conjunto G = {Z/pZ} — {0} = {1,2,...,p—1}, onde @ representa
o conjuntos dos nimeros que deixam resto igual a a quando divididos por p. Tomemos esse
conjunto (G), médulo p, sobre a operagdo bindria de multiplicagao.

Definimos multiplicagdo como
(amod p) - (bmod p) = ab (mod p).

Observe que as propriedades associativa e comutativa s@o herdadas de Z. Podemos
verificar se G € fechado para essa operagdo, verificando se o produto de qualquer elemento em
G nao € equivalente a 0 mod p, o que nos permitirar dizer que nenhum divisor de p estd em G.
Sabemos que p € primo, consequentemente seus Unicos divisores sdo 1 e p. Desse modo, ndo ha

como o produto de quaisquer dois elementos ser congruente a 0 mod p.
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Podemos usar o lema de Bézout (Lema 5.2.1) para mostrar que os elementos de G
sao, de fato, invertiveis. Se tomarmos g € G e o nimero primo p, eles devem ser relativamente
primos, uma vez que p ¢ um nimero primo. Isto implica que o MDC(g, p) = 1. Desse modo,

pelo lema de Bézout, existem inteiros x, y tais que
gx+py=MDC(g,p) = 1.
Quando colocamos isso em termos de aritmética modular, obtemos
gx= 1 (mod p).

Como resultado, x deve ser um inverso de g, satisfazendo, assim, a condicado (4) de um Grupo.
Assim, G se configura como um Grupo, pois satisfaz todas as condi¢des necessdrias. Observe
que |G| =p—1.

Sejaa € G, e k = Ord(a). Podemos gerar um subgrupo H < G, a partir do inteiro a,

3

tal que H = {a, a*,a’,. .. ,ak} Segue-se da defini¢do da ordem de um elemento que

d* =1 (mod p).

Mostrando que H contém a identidade. Seja m,n € N tais que m,n < k. O inverso do elemento
a" estd contido em H, pois

a*-a" "= a"= 1 (mod p).

Note que a*~" € H, pois n < k. O produto de dois elementos a”, " € H é dado por

e sabemos que a™ 1" € H, porque se m+n > k, existird u,r € N tais que r < ke m+n = uk +r.

Entao,

m-+n

= 1"-a" (modp)

= d' (modp)

Desse modo, temos todos os requisitos para inferir que H € um subgrupo de G. Note

que |H| =k.
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Pelo teorema de Lagrange, sabemos que |H| divide |G|, entdo segue-se que k divide

(p—1). Em outras palavras, existe n € Z tal que
p—1=kn.
Agora podemos olhar a”~! em termos de k.

ap—l — akn

— (ak)n

1" (modp)

1 (modp)

Dai, temos que a”~! = 1 (mod p). Quando multiplicarmos cada membro por a,

obtemos

a? = a (mod p),

0 que conclui a prova. U
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Com base nas vdrias demonstracdes apresentadas € que reforcamos as inter-relagdes
existente entre os diversos ramos da Matemadtica, pois, além dos conteidos imenentemente
pertencentes a Teoria dos Nimeros, conseguimos construir outras demonstracdes para o Pequeno
Teorema Fermat, ancorado nas ideias de Nimero Binomial, por meio do Principio de Inducao
Finita; Andlise Combinatoria; Teoria dos Grafos; Série de Taylor; Sistemas Dindmicos; e Teoria
dos Grupos.

Para além dos nossos objetivos, conforme apresentado no decorrer do texto, percebe-
mos que Pierre de Fermat deu contribui¢des bastante significativas para o desenvolvimento da
Matematica, se destacando o principio fundamental da Geometria Analitica, desenvolvido em
paralelo com René Descartes; as bases técnicas do Cdlculo Diferencial e Integral, utilizadas pos-
teriormente por Isaac Newton; os alicerces para Teoria da Probabilidade juntamente com Pascal;
e principalmente a Teoria dos Numeros, do qual apresentou diversos teoremas e conjecturas que
engrandeceram esta drea.

Dentro da Teoria dos Nimeros, encontra-se nosso objeto de estudo, o Pequeno
Teorema de Fermat, que cumpre um papel importantissimo neste ramo da Matematica, pelo fato
dele ter sido formulado com base no estudo sobre os Numeros Perfeitos que é fundamentado na
investigacdo de fatores primos, que devido ao Teorema Fundamental da Aritmética se configura
como a base desta drea da Matematica.

De acordo com o conteudo da carta de Fermat a Frenicle de Bessy, da qual, a partir de
uma das explanagdes foi formulado o Pequeno Teorema Fermat como o conhecemos atualmente,
percebemos que tal teorema nao reflete no todo o que Fermat indagou, pois durante a leitura
dessa passagem fica claro que ele se referia a poténcias de submultiplo do dado primo subtraido
de uma unidade, ou seja, dados a, p € Z, com p primo e MDC(a, p) = 1, temos que p | a?~1 — 1,
podendo existir » € N menor do que p — 1 que satisfaz p | a® — 1.

Outro aspecto que nos faz enfatizar a importancia de Fermat para a Matematica € o
fato do Principio de Indu¢do Finita, que é uma das ferramentas mais importantes e poderosas da
Matemadtica, possuir uma forte equivaléncia com o conhecido Método da Descida Infinita que foi
formulado e utilizada largamente por ele.

Ressaltamos a importancia da utilizacdo das demonstracdes matematicas para os
alunos da Educagdo Bésica, por meio das variadas técnicas, pois objetiva dar maiores subsidios

de compreensdo ampla dos assuntos trabalhados em sala.
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Nesse sentido, acreditamos que as primeiras demonstragdes do Pequeno Teorema
de Fermat, apresentadas neste trabalho, possam ser utilizadas como referéncias, em cursos de
Teoria dos Numeros voltados para turmas olimpicas da Educagdo Bésica.

Consideramos ainda que o trabalho como um todo, constitui-se em uma referéncia a
mais no tocante ao estudo da Teoria dos Nimeros em nivel de graduagdo e pds-graduagdo, bem
como de tépicos relativos a Histéria da Matematica.

Por fim, esperamos que esta dissertacdo motive professores da Educagdo Bésica a
buscarem desenvolver, em suas aulas, assuntos que reforcam as relacdes existentes entre 0s mais
variados ramos da Matematica, assim como desperte o interesse em trabalhar as demonstragdes

dos contetdos abordados.
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