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RESUMO

Neste trabalho apresentamos uma revisao sobre o modelo sigma 0(3) ndo-linear e o mo-
delo Baby-Skyrme que é uma generalizacao do primeiro. Além disso, buscamos aplicar o
formalismo BPS em modelos com Skyrmions. Introduzimos o conceito de solucoes topol6-
gicas e sua conexao com a quebra espontanea de simetria. Entao, mostramos o mecanismo
de Higgs, que permite a geracdo de massa das particulas de gauge. Em seguida, aborda-
mos o modelo sigma ndo-linear que permite solucdes ndo-triviais de campo com a intro-
ducdo de um vinculo na lagrangeana e encontramos solugdes exatas para o modelo atra-
vés do formalismo BPS. Visto o problema da invariancia de escala dos sélitons, vimos que
é possivel quebrar essa invariancia através da adicao de campos de spin 1, junto com um
termo de potencial adequado, vimos que tal adi¢do é bastante natural para a descricao de
um sistema realista. Nesse sentido, outra escolha interessante é considerar um modelo de
Skyrme. Evidenciamos as motivacoes e aplicacoes de uma teoria com Skyrmions e vimos
os modelos recentes tratados com o Formalismo BPS. Encontraremos as equacgdes BPS de
um novo modelo Skyrme-Maxwell-Sigma-Model generalizado através uma funcao denomi-
nada superpotencial. Por fim, investigamos as consequéncias de Skyrmions acoplamentos
nao-minimamente por meio de um termo de Pauli.

Palavras-chave: Modelo Sigma O(3). S6litons. Baby-Skyrme. Acoplamento Nao-Minimo.



ABSTRACT

In this work we present a review on the nonlinear sigma 0 (3) model and the baby Skyrme
model, which is a generalization of the first one. In addition, we seek to apply the BPS for-
malism in models with Skyrmions. We introduce the concept of topological solutions and
their connection to the spontaneous breaking of symmetry. Then, we show the Higgs me-
chanism, which allows mass generation of the gauge particles. Then, we will approach the
non-linear sigma model that allows non-trivial field solutions with the introduction of a link
in the Lagrangean. We find exact solutions to the model through BPS formalism. Given the
problem of the invariance of scale of the solitons, we see that it is possible to break this in-
variance by adding spin 1 fields together with a suitable potential term, we see that such
an addition is quite natural for the description of a realistic system. In that sense, another
interesting choice is to consider a Skyrme model. We demonstrate the motivations and ap-
plications of a theory with Skyrmions and we see the recent models treated with BPS Forma-
lism. We find the BPS equations of a new Skyrme-Maxwell-Sigma-Model generalized model
through a function called textit superpotential. Finally, we investigate the consequences of
non-minimally coupling Skyrmions by means of a Pauli term.

Keywords: O(3) Sigma Model. Solitons. Skyrme. Non-Minimal Coupling.
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1 INTRODUCAO

Desde meados do século XX uma abordagem nas interpretacdes em modelos de
teorias quanticas de campos tem sido bastante explorada. Trata-se do estudo de solucoes de
campo nao-lineares que sdo candidatas a novas particulas de uma teoria [2]. Contudo, di-
ferentemente das particulas elementares que surgem da quantiza¢dao de modos de vibragao
das flutuacdes dos campos classicos, essas novas particulas sdo caracterizadas por possui-
rem uma estrutura topolégica.

Geralmente, o cardter topolégico dessas estruturas é carregado por grandezas
inteiras, a carga topoldgica em (1 + 1) dimensoes ou o widing number N para dimensoes
maiores. Essas grandezas sdo proporcionais a energia. O método de encontrar o minimo
de energia associada com a carga topoldgica é chamado de formalismo BPS (Bogomolny-
Prasad-Sommerfield), a configuracdo de campo que descreve esse limite de energia satisfaz
as chamadas equagdes BPS, ou equacoes auto—duaiﬂ Nesse sentido, um sistema com N =1
é considerado estdvel, uma vez que caracteriza a configuracao de vdcuo (minima energia).
Geralmente a energia desses sistemas é bem definida e localizada numa regiao do espaco, a
configuracdo de campo devido a essa energia € dita um séliton topoldgico, ou simplesmente
séliton.

Sélitons podem surgir em sistemas de dimensodes diferentes, por exemplo, em
um dimensao surgem os kinks, em duas dimensoes os vortices e lumps, em trés 0s monopo-
los e Skyrmions, em quatro dimensoes os instatons. Além disso, s6litons também surgem em
teorias de cordas e sdo denominados branas. Nesse trabalho focaremos apenas nos mode-
los bidimensionais que apresentam soluc¢des tipo vortice, muito embora, ao longo do texto
abordemos alguns modelos em outras dimensdes por motivos diddticos, como € o caso dos
kinks.

E importante ressaltar que, estruturas solitonicas estdo presentes nos mais di-
versos fendmenos da natureza. Teorias efetivas, teorias de Yang-Mills, espalhamentos de
particulas elementares, supersimetria, modelos cosmolégicos, modelos de dimensoes ex-
tras (muitas dessas descricOes estdo presentes nas referéncias [2, [3]. Além disso, sélitons
podem modelar muitos fendmenos da matéria condensada [4}5]. Em biofisica, s6litons tem
podem modelar cadeias protéicas [6].

Nesse contexto, existe um grande interesse, em teorias de campos, no estudo
de sistemas de dimensdes mais baixas. Mais especificamente, os chamados modelos sigma
ndo-lineares ganham atencao devido sua possibilidade de aplicac¢des, seja em fendmenos
da matéria condensada como o ferromagnetismo isotrépico de Heisenberg [7], ou pela sua
conexdo com modelos mais abstratos como as teorias de Yang-Mills [8,/9,[10] que dao base ao
Modelo Padrao das Particulas Elementares (SM) e em modelos de dimensoes extras, como
nas teorias de cordas [11},[12}13].

Inicialmente, o modelo Sigma foi introduzido por Gell-mann e Levy [14], ele des-
creve o mapeamento dos valores de um campo escalar em alguma variedade denominada de
espaco alvo, ou target space. O nome modelo sigma é devido a um méson escalar homoénimo
introduzido anteriormente por Schwinger[15].

Nas tltimas décadas houve uma frequente investigacao dos aspectos cldssicos de
alguns modelos, no que diz respeito a busca de solucdes solitonicas, que basicamente sdao
solucoes estdticas de campo no espaco de Minkowiski com energia finita e localizada. Tal
busca pode ser justificada pelo questionamento "é possivel existir estados ligados estaveis

ltais equacoes devem reproduzir as equagdes dinamicas do sistema, isto é, as equacdes de Euler-Lagrange
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que nao sdo inerentemente quanticos?"A resposta € sim. Através dos sélitons que sdo solu-
cOes de equacoes nao-lineares. Veremos que sua estabilidade estd associada a uma quan-
tidade chamada carga topologica, que esta diretamente relacionada ao valores assintoticos
dos campos.

Um fato interessante é que os modelos sigma possuem solu¢des exatas em (2+1)
dimensoes, tais solucoes sdo chamadas de vértices. Contudo, existe um critério, denomi-
nado teorema de Derrick [16], que analisa o comportamento da energia quando sdo feitas
transformacoes de escala. Assim, o teorema mostra que tais solucdes apresentam um pro-
blema de invariancia de escala, isto é, elas podem crescer ou decair infinitamente durante
uma evolucdo temporal sem que a energia varie, tornando-se inadequada sua interpretacao
como particula. Por outro lado, o teorema de Derrick também fornece caminhos para con-
tornar a invariancia de escala, entre eles estdo o gaugeamento U(1), que consiste em acoplar
um campo de gauge ao campo escalar através da introducao de uma derivada covariante, e
acrescentar uma dinamica para esse campo na lagrangeana além de um potencial especifico.
Outra maneira é através a introdugdo de termos que contém derivadas de ordem superior.
Nesse contexto, a introducao de um termo de Skyrme [17] pode garantir a estabilidade das
solucoes, além de fornecer um maior panorama de aplicacoes.

Modelos planares envolvendo sélitons topologicos vém realizando um papel im-
prescindivel nas mais diversas dreas da fisica tedrica, seja em baixas energias em sistemas da
matéria condensada como na spintrénica, ou em altas energias como a cosmologia e a fisica
de particulas. Um desses modelos que vem sendo investigado recentemente é uma genera-
lizacdo do modelo sigma O(3) ndo-linear em (2 + 1) dimensdes, conhecido por modelo Baby
Skyrme e suas solugdes solitdnicas por Skyrmions.

O termo baby Skyrme foi designado a reducdo dimensional planar do modelo
Skyrme [18], em que barions sdo descritos por soélitons topolégicos. Assim, tal reducdo é
interessante pelo fato de emular caracteristicas do modelo em (3 + 1) dimensdes [19], além
de simplificar significativamente os cdlculos numéricos. O modelo foi inicialmente obtido
a partir da Cromodinamica Quéntica (QCD) como uma teoria efetiva de baixas energias no
limite que o numero de cor é muito grande [20]. Mais recentemente, foi mostrado que o mo-
delo baby Skyrme num espago Ads surge em teoria de cordas como um andlogo de dimensao
mais baixa do modelo de Sakai-Sugimoto da QCD hologréfica [21} 22].

No contexto da matéria condensada, skyrmions tém sido bastante investigados,
sendo promissores sobretudo na spintréniccﬂ pois podem descrever estruturas de spin em
termos de vortices em um material magnético. Tais estruturas sdo denominadas Skyrmi-
ons magnéticos 23, 24]. E importante ressaltar que recentemente Skyrmions magnéticos
foram observados em materiais ferromagnéticos e semicondutores E][ZS, 26, 23, 27]. A pri-
meira obervacgdo (figura|l) foi feita num filme fino de Fey5C005Si usando um microscé-
pio eletronico de transmissao (MET), as estruturas surgiram quando foi aplicado um campo
magnético de 50 — 70m7T normal ao fio [1]. Um tnico vortice tem tamanho entre 10nm a
100nm, tendo assim um altissimo potencial para futuros dispositivos revoluciondrios de ar-
mazenamento informacao. Se supormos que cada vortice num material de alta densidade
magnética armazena 1bit de informacao, uma estrutura da ordem de 1cm? pode armazenar
aproximadamente 1Terabyte de dados. Além disso, podem descrever excitacoes de quase-
particulas associadas ao efeito Hall quantico fraciondrio em um gés de elétrons bidimensio-
nal [28}29], que também sdo de interesse para novas tecnologias.

2¢ uma tecnologia emergente que explora a o spin do elétron, grandeza inerentemente quantica. Isso difere

da conhecida eletronica que diz respeito as propriedades do movimento translacional.
30u seja, geralmente em temperaturas baixas.
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Figura 1: (a) estruturas prevista pela simulacao de Monte Carlo. (b) esquema de uma
configuracdo de spin de Skyrmions. (c) Imagem reais de estruturas de Skyrmions obtidas
experimentalmente para um campo magnético fraco de 50m7T aplicado em uma placa fina.
As cores e as setas representam a direcao da magnetizacdo em cada ponto. (d) imagem c
ampliada. Fonte [1]

Nesse sentido, uma vez que tais efeitos sdao considerados, os Skyrmions devem
possuir carga elétrica bem como fluxo magnético. Entdo, a extensdao do modelo baby Skyrme
fazendo um acoplamento com o campo eletromagnético - um termo de Maxwell - através
de um gaugeamento surge de uma forma natural. Entretanto, em foi mostrado que o
campo elétrico das solugoes tipo Maxwell-Skyrme planares é sempre nulo. Contudo, po-
demos obter Skyrmions eletricamente carregados trocando a dindmica do campo de gauge
por um termo de Chern-Simons. Um modelo Maxwell-Chern-Simons-Skyrme foi investi-
gado recentemente em [31}132]. Um fato interessante nesse modelo é que o fluxo magnético
total e a carga elétrica associados ao termo de Chern-Simons sdo quantizaveis, embora nao-
topoldgicas.

De outro ponto de vista, é importante ressaltarmos que a configuracao solito-
nica associada ao modelo baby Skyrme é bastante sensivel a escolha de um potencial, por
exemplo, as propriedades de transicdo entre a fase cristalina de skyrmions localizados de
alta densidade e a fase de baixa densidade dependem primordialmente da escolha de um
potencial especifico [33].

Algumas investigacoes de solucoes de vortice foram feitas no modelo Maxwell-
Chern-Simons, porém sem o termo de Skyrme, acrescentando um termo de acoplamento
nao-minimo ou acoplamento de Pauli [34], introduzindo um momento magnético anémalo.
Outra possibilidade interessante é a introducdo de uma funcdo em alguns termos na la-
grangeana com o intuito de generalizar a teoria e investigar as consequéncias das solucoes
de vortice associadas. Por exemplo, em [35], foi investigado um modelo Maxwell-Chern-
Simons generalizado acoplado ndo-minimamente, onde uma funcao foi incorporada junto
ao termo de Maxwell bem como no termo de Pauli na derivada covariante. Nessa pescpec-
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tiva, buscaremos investigar algumas dessas possibilidades em teorias com Skyrmions.

Embora nas tltimas décadas houvessem muitas investigacoes de Skyrmions em
teorias de campos topoldgicas, a obtencao das solucgdes de vortice era feita através de téc-
nicas de minimiza¢do numéricas [30} 31]], pois ndo se conseguia implementar o formalismo
BPS para sistemas de Skyrmions. Somente em 2010 o primeiro modelo BPS de Skyrmions
foi obtido com o auxilio de uma funcao chamada de superpotencial [36]. Portanto, devido a
esses avancos tanto no ambito tedrico, quanto no experimental e tecnolégico, os skyrmions
vém sido amplamente investigados na comunidade cientifica [23} 24} 1}, 28, [29].

Num primeiro momento, este trabalho tem como objetivo fornecer uma base
para a construcdo desses modelos e encontrar suas solu¢cdes numa perspectiva da teoria
classica de campos. Mais adiante, num segundo momento, mostraremos as principais im-
plementac¢des do formalismo BPS em baby-Skyrmions existentes na literatura e evidencia-
remos os meios de uma possivel aplicacdo BPS num modelo que leva em conta o Momento
Magnético Anomalo (MMA) do elétron.

A organizacdo desse trabalho estd da seguinte forma: no primeiro capitulo discu-
tiremos com mais detalhes a respeito da teoria dos sélitons, como exemplo encontraremos
solucoes tipo kink em (1 + 1) dimensoes. Veremos a relacao entre solucoes solitbnias com
uma degenerescéncia na configuracdo de campo de menor energia. Em seguida, classifica-
remos as solucdes de campo em setores caracterizados por meio de uma grandeza chamada
carga topoldgica que estd intimamente relacionada aos valores assint6ticos do vacuo de um
campo escalar. Entao, serd enfatizado a relacdo entre solucoes topoldgicas e o fendmeno
da Quebra Espontanea de Simetria. Nesse sentido, dedicaremos uma sessdo para o estudo
desse fendmeno e exemplificaremos com os bdsons de Goldstone, bem como a geracdo de
massa pelo mecanismo de Higgs.

No segundo capitulo, construiremos uma teoria com um termo de Chern-Simons
(CS) em (2 + 1) dimensdes, onde investigaremos o acoplamento de um termo de CS aco-
plado a campos de matéria, bem como o acoplamento com um termo de Maxwell, conhe-
cido como Maxwell-Chern-Simons (MCS).

No terceiro capitulo, introduziremos o modelo sigma O(N) ndo-linear. Através do
formalismo BPS (Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfeld), encontraremos as solugdes de campo
sem resolver a equacao de movimento, bastando resolver duas equacdes acopladas de pri-
meira ordem - Equag¢des BPS. Veremos que, matematicamente, as solu¢des do modelo sigma
consistem no mapeamento entre duas variedades que sao superficies esféricas. Assim, serd
dedicada uma sessdo para uma breve discussao de alguns conceitos simples da teoria da
homotopia - sem muito rigor - fundamental para a classificacao das solu¢cdes do modelo.

No quarto capitulo, mostraremos as possibilidades de quebrar a invariancia de
escala das solucoes solitonicas do modelo sigma O(3). Introduziremos o termo de Skyrme
bem como a forma do gaugeamento por meio adicao de um termo de Maxwell e uma deri-
vada covariante.

No quinto capitulo, apresentaremos o cerne desse trabalho, o Modelo de Skyrme
e sua reduc¢do planar. Mostraremos sua motivagdo tedrica, origem bem como suas aplica-
cOes promissoras. Em seguida, estudaremos a implementa¢do do formalismo BPS nesses
modelos. Por fim, mostraremos as perspectivas futuras do trabalho.

Este trabalho apresenta um apéndice com alguns topicos importantes para o me-
lhor compreendimento do texto. Nele apresentamos uma revisao detalhada do teorema de
Noether que enfatiza a conservacao de grandezas dinamicas devido simetrias. Mostrare-
mos o teorema de Derrick que fornece informacdes prévias de como o sistema deve ser para
comportar solucdes solitonicas. Além disso, abordamos uma pequena discussao sobre al-



guns elementos de topologia e homotopia.
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2 ONDAS SOLITARIAS E SOLITONS

Sabe-se que é de grande importancia o estudo de equagdes diferenciais nao-
lineares em sistemas fisicos. Particularmente, em teoria de campos, solu¢ées de campo com
energia localizada que se propagam sem dissipacao e com velocidade constante sao conhe-
cidas por Ondas Solitdrias [37]. Ondas solitdrias que, assintoticamente, mantém suas formas
originais apos colisoes, sao chamadas de sélitons [38].

2.1 Kinks

Solugdes solitonicas estdo intimamente ligadas a equacgdes nao-lineares em te-
orias relativisticas, ou seja, no espago de Minkowiski. Inicialmente, 0 modelo mais simples
que podemos analisar é um campo escalar em (1 + 1) dimensdes. De fato, para o toy mo-
del A¢* , por exemplo, a tinica solu¢do que minimiza a energia é a trivial, isto é, ¢ = 0. No
entanto se pensarmos num potencial do tipo,

/12
V(p) = E(dﬂ - a%?, @2.1)

onde a é uma constante, o sistema passa a aceitar solucdes de campo nao-triviais que mini-
mizam a energia. Nessa perspectiva, consideremos a densidade de lagrangeana da formaE]

L[(09)* _(9¢)*]_ A% 5 20,
=— =] - =] | -=@*-a*?2 2.2
“ 2[(&) (ax) g P~ @2
Podemos observar que a densidade hamiltoniana dada por (ver apéndice A.1)
1[(0p)\> (dp\*] A?
00 _ p_ + [[99 op A2 202
T _J‘f—z (at) +(6x) +8(</) a’) (2.3)

é sempre maior ou igual a zero assim como na teoria A¢* sem o parametro a. E razoavel
buscarmos as configuracdes de campo que possuem energia minima. Elas sdo justamente
quando ¢(x, t) = +a. Consequentemente, na linguagem da teoria quantica de campos, te-
mos uma teoria com uma degenerescéncia do estado de vacuo.
Nosso proximo passo € buscar solugoes estdticas para as equagoes de campo.
Variando funcionalmente a equagao (2.2), obteremos a seguinte equacao de movimento
2P 2P A?
012 ox2 ' 2
Buscamos solugdes do tipo ¢ = ¢pg(x). Assim podemos reescrever a equacao como

(¢* —a*)p =0. (2.4)

_ 1A /1_2 2_ 2 _
by + 2 (g —a“)po =0, (2.5)

onde as linhas representam derivadas com com relacdo a x. Multiplicando a equacao acima

lobserve que ¢ = 1, seguiremos com essa convencao ao decorrer do texto.
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por ¢, teremos

/12
~$400+ 5 @5 a)pogy = 0 (2.6)
dfl ,, A% , 5,
— = ——(y—a = 0.
P 2(</>o) 3 Py —a)
Logo, o termo entre colchetes deve ser uma constante que chameremos de K, isto é
2 A2 2 92\2
() — T @-ar =K 2.7)

Agora, vamos impor a condicdo que assintoticamente (x — +o0o) a energia seja a minima
(zero), isso acontece quando ¢y — +a. Usando essa condi¢do na equacdo acima obteremos
que o valor da constante K é igual a zero. Assim,
9o _ J_r&«pg —a®). (2.8)
dx 2
A solugdo dessa equacao diferencial é

¢o(x) = +Atanh

(—M(x ~ Xo) ) . 2.9)
2

Por questdo de simplicidade podemos tomar xo = 0. Podemos ver o comportamento dos
campos no gréfico abaixo.

e

Figura 2: Configuracdo de campo tipo kink (linha continua) da solucao positiva e anti-kink
(linha tracejada) da solucao negativa.

Essas configuracoes de campo conectam os dois estados fundamentais distintos
¢po=aepyg=—aax— ocoex— —oo, respectivamente. A primeira configuracao é conhecida
como kink e a segunda anti-kink [39]. Observe que temos um efeito de invariancia transla-
cional, pois uma mudanca de x, é basicamente um shift da solu¢do no espaco. Outra sime-
tria surge quando escolhemos xy = 0 e fazemos transformacdes x — —x e, separadamente,
¢ — —¢, claramente, obteremos

Pkink(X) = —Pantikink(X) = Pantikink(—X). (2.10)

Agora, analisaremos o comportamento da energia para essas configuracoes. Pri-
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meiramente, a densidade hamiltoniana para uma configuragdo de campo estatica qualquer,

sera 5 )
_1(0do)" AT 5 20
_2(6x)+8(¢)0 a’)”. (2.11)

Aplicando a solucao (2.9) para a equacdo acima, e usando a identidade trigonométrica sech®u =
1 —tanh? u, teremos

S

(2.12)

4 cosh? Azﬂ

Podemos ver no gréfico (3) que conseguimos construir um sistema com uma distribuicao de
energia localizada, bem como estdvamos buscando.

H
1.0+
0.8+
0.6
04
—
/ 02 \
—/ \ I \-—A— X
-3 -2 -1 L 1 2 3

Figura 3: Densidade de Energia em funcao da posicao. Fixamos a = 1. Temos A =1 (curva
azul), A = 1.5 (curva laranja) e A = 2 (curva verde).

Com isso, podemos obter a energia total do sistema calculando a integral em
todo o espaco da densidade hamiltoniana, isto é

00 A2t [ ]
EO:f Hoydx = =& f dx——r. (2.13)
—c0 4 J-oo  cosh* &

fazendo uma mudanca de varidveis no argumento, teremos

- Aad f"o du 2.14)
0 2 Joco cosh*u '
21a’
Ey, = 3 (2.15)

Portanto, obtivemos uma energia finita e positiva para a solugdao de campo estética kink.
Uma solucdo que se propaga pode ser obtida através de um boost de Lorentz, uma vez que
a teoria é relativistica [38]. Para isso, imaginemos um referencial que estd com velocidade
—v, onde nela o pulso esta se propagando com velocidade v. Assim, basta fazermos uma
transformacao x — y(x — vt), onde y € o fator de Lorentz dado por (1 - vz)_%. Fazendo o
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boost na equacao (2.9), teremos
YAa
¢(x, ) = +Btanh T(x— vt)|. (2.16)

Pode-se verificar que a solucdo acima também satisfaz a equacao (2.8).
Analogamente ao procedimento anterior, podemos obter a energia para a solu-
¢do viajante. Logo,
_E:foo Sydx= 228 _ B (2.17)
—o0 Vi-v2 V1-12
Esse resultado nos mostra que uma onda solitdria viajante tem o comportamento
analogo ao de uma particula relativistica [40]. Isso fortalece a ideia que podemos associar
particulas a campos. Contudo, essa analogia ndo é totalmente valida, pois apesar das solu-
coes encontradas (kink e anti-kink) serem ondas solitarias, elas ndo podem ser consideradas

solitons, pois duas ondas desse tipo ndo mantém suas formas apos uma colisao [37].

2.2 Setores Topolégicos

Em teorias fisicas, geralmente buscamos grandezas que se conservam para o me-
lhor compreendimento do sistema. No caso de modelos solitdnicos também é possivel iden-
tificar tais grandezas fazendo uma classificacdo topolégica das solu¢gdes de campo de um
determinado sistema. Nesse sentido, o que se faz é definir uma grandeza chamada indice
topoldgico.

Sabemos que uma condi¢do necesséria para a finitude da energia é que o poten-
cial V(¢) tenda ao valor minimo quando |x| — co. Para o sistema definido pela lagrangeana
(a partir daqui, por simplicidade, chamaremos apenas lagrangeana, ao invés de densidade
lagrangeana) (2.2), tal condicao é satisfeita se ¢p — +a para |x| — co. Suponha que em algum
instante T em x — oo 0 valor do campo € a, tal que minimiza o potencial. A medida que o sis-
tema evolui temporalmente a partir de 7, o sistema mudaré continuamente governado pela
equac¢do de movimento. Contudo, pela finitude e conserva¢do da energia, assintoticamente,
o valor do campo deve permanecer o estaciondrio, ou seja, em um dos minimos de V(¢),
ndo podendo pular para outro valor.

Por meio dessa discussao, podemos dividir as solucdes de campo em setores
caracterizados por dois indices que sdo os valores assintéticos no campo, ou seja, (¢p(x —
—00),p(x — 00)). Se imaginarmos a evolu¢do temporal como um tipo de deformacgdo con-
tinua da curva dos campos, tais setores devem ser topologicamente desconexos, isto é, um
setor nao pode ser deformado continuamente em outro. No modelo (2.2), os valores assin-
toticos do campo sdo ¢ = +a. Com a definicao de setores topolégicos podemos classificar as
quatro solugdes ndo-singulares e de energia finita do sistema conforme a tabela abaixo

Tabela 1: Indices Topolégicos - Kinks

Setores  Tipo de solucao
1| (-aa) kink
2| (a,—a) anti-kink
3| (a,a) trivial
4 | (—a,—a) trivial

Observe que esses setores representam as solucoes kink, anti-kink e as solugoes
triviais ¢p = +a, respectivamente. Aqui, podemos ver com mais clareza o porqué das solucoes
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tipo kink ndo serem consideradas sélitons. Se um kink vem da direita em direcao a um anti-
kink, ap6s a colisdo teremos o setor (—a, —a), ou seja, nao mantém suas formas.

Agora, podemos definir uma quantidade que se farad bastante ttil mais adiante,
chamada carga topoldgica como sendo [37]

1
N = o~ [$(x — 00) ~ p(x — —c)]. (2.18)

Se imaginarmos que essa carga estd associada a alguma densidade de cargas, podemos es-

crever
1 d¢
o) = —— 2.19)

2a dx’
de modo que a integral em todo o espaco forneca justamente a carga topolégica. Em ana-
logia as cargas de Noether, a toda carga conservada podemos associar uma corrente conser-

vada e vice versa, de modo que obedeca a
0,j" =0, (2.20)

que é uma equacao de continuidade, onde j* = (p, j). Assumindo que o nosso modelo tem
apenas uma dimensdo espacial, teremos

op 0j*
—+—=0 2.21
ot Ox ( )
Agora, substituindo a densidade (2.19) na equagdo acima, obteremos
1 0¢
R ——— 2.22
J 2a 0x° (2.22)

Podemos voltar a uma forma covariante juntando a expressao acima com a equacao (2.19),
fazendo

1
it = 2—6‘”0”4), (2.23)
a

onde e"” é o pseudo-tensor completamente antissimétrico de segunda ordem, ou simbolo
de Levi-Civita, que é definido como

01
ewz_e‘”:( -1 0 )

onde u,v =0,1, sdo as linhas e colunas, respectivamente. De fato, a equacao da

continuidade € satisfeita, pois
1

—€0,0,¢=0. (2.24)

Solucoes solitonicas com N # 0 sdo ditas solugdes topologicas, enquanto que solugdes com
N =0 sao ditas solugoes nao-topologicas.

E importante ressaltar que, diferentemente da carga e corrente conservada de

Noether - energia, carga elétrica, momento linear, angular, etc. - (Apéndice A.1), as cargas

e correntes topologicas ndo dependem da dindmica dos campos , ou seja, ndo fizemos ne-

nhuma mencdo as simetrias continuas na lagrangeana[41]. Na verdade, tais cargas se con-

servam devido a exigéncia de uma energia finita na teoria, sendo assim, dependem apenas

das condic¢oes de contorno assintdticas dos campos. Geralmente solucdes topoldgicas estao

intimamente ligadas ao fendmeno chamado de quebra espontdnea de simetria [37], que sera
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o assunto de uma sessao desse trabalho.

2.3 Método de Bogomol’'nyi

Nessa sessdo veremos um modo alternativos de buscar solucdes de campo estati-
cas que minimizam a energia sem a necessidade de resolver as equacdes de Euler-Lagrange.
Daqui em diante, usaremos a notacao explicitamente covariante. Mostraremos o método
para um potencial qualquer, ainda em (1 + 1) dimensdes, em seguida reproduziremos as so-
lucoes kink.

Comecemos pela lagrangeana

1
£ = ancpd“(p - V(). (2.25)
As equacgoes de movimento sao
ov
6N6“¢+ =0. (2.26)
¢
As energia cinética do sistema é
1.
= f dx Ecpz, (2.27)

em que o ponto é a derivada com relacdo ao tempo. A energia potencial

- [ax

onde a energia total é E = T + U. Seja Uy o minimo do potencial, entdo a configuracao de
vacuo 7 é

(2.28)

1 "2
E((/J) + V() |,

V ={¢p, onde (,b6 = (,bo =0, tal que V(o) = W }. (2.29)

Veremos adiante que a existéncia de solitos topolégicos depende da escolha do
potencial, mais especificamente, eles devem possuir um vacuo degenerado. Em outras pa-
lavras, assintoticamente o campo ¢ deve tomar valores constantes diferentes, isto é

Jim g0 =¢.. (2.30)

Desse modo, podemos classificar as configuracdes de energia finita num par (¢—, ¢, ), ob-
viamente em (1 + 1) dimensdes. Assim, as solu¢des que formam os pares (¢, ) sao jus-
tamente os kinks. Se ¢_ = ¢, entdo podemos deformar o campo numa configuracdo cons-
tante ¢(x) = ¢4 = ¢_, tal que a energia é nula.

A principal ideia do método de Bogomol'nyi consiste em reescrever o funcional
da energia para um campo estético, ¢y, como

E

Certamente o primeiro termo é sempre positivo, e o segundo, nas situacdes de interesse é
sempre diferente de zero. Com isso, podemos definir um limite para a energia, conhecido
como limite de Bogomol'nyi, que € justamente quando o primeiro termo de anula. Logo, a
seguinte equacao € satisfeita

</> X)) FVV(P)

f dx §'\/2V ). (2.31)

d
&‘1’ = +\/2V(). (2.32)
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Essas equacoes de primeira ordem sao conhecidas como equacoes de Bogomol'nyi, e suas
solucdes no caso unidimensional, se existirem, sdo os kink e anti-kink e possuem energia

E:fdx ' \2V (). (2.33)

Resolver (2.32) é equivalente a resolver as equagoes de movimento obtidas a partir de Euler-
Lagrange (2.26). De fato, derivando (2.32), obtemos

1 dv , dv
TVa2vde T dg’

que € justamente a equagao para o caso estatico.

Nessa perspectiva, ndo é de nos surpreender que se substituirmos o potencial
na equacao de Bogomol'nyi obteremos explicitamente as mesmas solucoes kink/anti-
kink da primeira sessdo. De fato, é isso que ocorre, pois claramente ao usarmos o potencial
caimos na equacao que fornece as solucdes.

(2.34)

2.4 Quebra Espontanea de Simetria

Geralmente, hd uma conexao bastante intima entre a existéncia de um potencial
com minimo degenerado e o fendmeno conhecido como Quebra Espontdnea de Simetria
(S§SB-Spontaneous Symmetry Breaking) [37]. Tal mecanismo é de primordial importancia
para a consisténcia do Modelo Padrao das Particulas Elementares (SM - Standard Model ),
pois é através do mecanismo de Higgs - uma SSB local - que os bosons de gauge ganham
massa.

Ora, sabemos que simetrias de calibre (gauge) impedem termos de massa na la-
grangeana, porém a experiéncia mostra que bésons como W*,W~ e Z sdo consideravel-
mente massivos, entre aproximadamente 80 e 90Gev/c? [42]. E nessa perspectiva que o me-
canismo de Higgs atua permitindo a geracdao de massa quebrando explicitamente a simetria
eletrofraca.

A distincao entre uma SSB e uma quebra de simetria explicita é que na primeira,
alagrangeana permanece invariante sob a simetria, entretanto o estado fundamental - con-
figuracao de menor energia classicamente falando - nao [43]. J4 a quebra explicita, esta as-
sociada a adicao de um termo no lagrangeano que simplesmente viola a simetria do sistema.

Cabe aqui, diferenciar sucintamente os conceitos de simetrias globais e locais.
Basicamente, dizemos que na primeira os parametros que caracterizam o grupo de simetria
pertinente do sistema € constante, enquanto que na segunda os parametros dependem de
cada ponto do espago tempo. Nesta, tal fato estd intimamente ligado as teorias de calibre,
que é o caso das teorias do eletromagnetismo e da gravitacao.

De fato, o cerne desse trabalho é devido aos modelos-sigma nao-lineares que
apresentam caracteristicas de uma quebra espontanea de simetria, como veremos adiante,
entdo faz-se necessario uma sessao dedicada a SSB.

2.4.1 Simetrias Globais

Primeiramente, consideremos a lagrangeana de um campo escalar real com um
termo de interagdo quartico

1 1 1
&= 56#(,1)6”(/) -~ zngbz -~ Z/lcp4, (2.35)
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donde x* = x = (x%, x!, x?,..., xP), e 0 potencial
L 50 1,4
V() = —m?Pp? + =A™ (2.36)
2 4
Observe que essa lagrangeana é invariante sob a simetria discreta

¢——. (2.37)

O funcional da energia serda

E:fddx

Evidentemente, para a energia ser limitada por baixo é necessario que A > 0. De
fato, a configuracdo de campo que minimiza a energia é quando ¢ = constante. Para deter-
minar o valor dessa constante devemos, através do célculo ordinério, encontrar o minimo do
potencial (2.36), uma vez que os termos derivativos da lagrangeana nao contribuirao para a
andlise, ou seja, o campo € estdtico e homogéneo no espaco. Nesse caso, nossa andlise se
restringe a dois casos, para (i) m=0e (ii) m < 0.

(i) Obviamente, nesse caso, o minimo do potencial é quando ¢ = 0. Desse modo,
se fizermos uma perturbacdo no estado de menor energia, a lagrangeana sera igual a ori-
ginal. Consequentemente, o sistema continua invariante sob a transformacgao (2.37). Por-
tanto, dizemos que para essa condi¢do nao ha quebra de simetria.

(ii) Aqui devemos ter mais cautela. Primeiro facamos a mudanca de varidveis
—m? = > 0. Agora, podemos computar o minimo, vejamos

1 2 1 21 2 42 1 4
- ) “ gt 2.
S @op)* + 2 0ip)* Sm*¢* + LA (2.38)

dv d (1 1
o (Z}L . Euz(pz) ~o. (2.39)
Logo,
b= i%, (2.40)

Para este caso, temos dois estados fundamentais, o que nao é tao surpresa uma vez que Vi-
mos essa propriedade no caso do kink. Contudo, é importante refletirmos o que esta acon-
tecendo. Ao "tirar" toda a energia dos campos, o sistema se encontrard em uma das configu-
racoes encontradas acima, de modo que para passarmos de uma configuracdo de minimo
para outra € necessdrio "dar" energia aos campos [39].

Note que, se acrescentarmos uma constante a lagrangeana (2.35), ja conside-
rando a situacao (ii), de modo que

1 1 1 1t
L = =0, p— —mp* — - Ap* + - . 2.41
2 upo 2m¢ 4 ¢ 42 (241)
Obteremos exatamente o sistema (2.2), ou seja
1 Ao a9
£ = Eaﬂcpaﬂcp— Z(‘P —b?) (2.42)

onde 1
V(p) = Zupz — b?)? (2.43)
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Figura 4: Potencial em funcdo do campo com minimo degenerado (caso m<0). Por
conveniéncia tomamos b=1. Curva preta para A = 1, azul para A = 1.5 e vermelha para A =2

Suponha, que ao retirarmos toda a energia do sistema, ele "escolha" a configu-
racao ¢ = +b. Facamos agora uma perturbacao no estado fundamental ¢(x) = b+ ¥ (x) de
modo que a lagrangeana (2.35) se tornara

1 A 2
£y = Eau[b+1[/(x)] o [b+ w(x)] - Z[ (b+y(x))* - b2 ] (2.44)
4
- %auwaﬂw - % —Abyd - AbPyd (2.45)
1 Ayt
- E(auw)z — 1Py -V Ay - %, (2.46)

onde na ultima passagem, usamos (2.40). Agora, perceba que esse estado nao é mais um
invariante sob a transformacao (2.37). Portanto, é nesse sentido que dizemos que a simetria
foi espontaneamente quebrada (observe o gréfico do potencial[4).

Fica claro que as solucdes tipo kink, de fato, quebram espontaneamente a sime-
tria discreta ¢¢ — —¢. Além disso, a ideia de que sistemas que gozam de configuracoes de
minimo degenerados estdo fortemente ligados a SSB fica mais sdlida.

2.4.1.1 Bosons de Nambu-Goldstone - Quebra Espontanea da Simetria Global U(1)

Consideremos a lagrangeana de um campo escalar complexo

L =0,p0"p* — mPPpp* — App*)?, (2.47)
em que
b1+ i
=T 2.48
¢ NG (2.48)

O funcional da energia nesse sistema sera

E:fdlx[60¢*60(b+0i(,b*6i¢)* + Vg, ], (2.49)
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no qual, o potencial é

V(p*,¢) = m*pp* + Mpp*)%. (2.50)

Claramente, o minimo desse potencial ocorre quando o campo é uma constante. Para m? =
0, o minimo é justamente quando ¢ = 0. Fazendo uma perturbacdo nesse estado, teremos
dois campos ¢; e ¢, de mesma massa com uma interacao ((bf + (/)%)2. Nesse caso, a lagran-
geana permanece invariante sob a simetria U(1).

Jé para m? = —u? < 0 o potencial é um sélido de revolugdo (figura obtida pela
rotacdo do plano ¢; x ¢, em torno do eixo V(¢1,¢2)) do tipo "chapéu mexicano" (). O
potencial em termos dos campos ¢; e ¢, sera

V(p*,¢) = App™)? — > pop*, 2.51)
ou ainda
V() = Agl* - 1?1, (2.52)
onde
2 2
|| = i ;% (2.53)

As configuragdes de campo que minimizam esse potencial sdo obtidas através de

av

—— =40 - 1P| = 0. (2.54)
IR
Logo,
= ela— = ela— (255)
¢ V221 2

Figura 5: Potencial tipo "chapéu mexicano" em funcao dos campos ¢; e ¢, com minimo
degenerado continuamente, onde tomamos A=1eu=5

Igualmente ao caso anterior, suponha que possamos retirar toda a energia con-
tida no campo de modo que o sistema se encontre no estado de menor energia, e escolha o
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minimo como sendo b

¢ = 7 (2.56)

Comparando com a definicdo do campo ¢ (equacao (2.48)), teremos que ¢, = b e ¢ = 0.

Analogamente, consideremos pequenas perturbacdes nessas configuracoes de campo do
tipo

¢1(x) =b+y(x) (2.57)

¢2(x) =n(x). (2.58)
Substituindo essas perturba¢oes em (2.47), a parte cinética sera

Lo = %au[(b+w)+in]6“[(b+w)—in] (2.59)
Lo = %(a#w)%%(aun)z. (2.60)

J4 o potencial sera
V(u/,n):%{[(b+w)+in][(b+w)—in]}2—g[(b+w)+in][(b+1//)—in]. (2.61)

Como as perturbacdes sdo pequenas, os termos acima de segunda ordem em ¥ e n podem
ser desprezados. Observe também que os termos quadrdticos em ¥ e 1) representam as cur-
vaturas de V(¢1,¢2) ao longo das direcoes ¢; e ¢p». Contudo, a curvatura do potencial no
ponto (¢1 = b, ¢, = 0) é zero devido a simetria U(1) (ver figura (5)). Entao, desenvolvendo a
expressdo acima, o tinico termo que contribuird para o potencial é

V = Ab*y? = Py, (2.62)
Portanto, a lagrangeana sera

1 2 1 2_ 22
Como a forma geral de uma termo de massa na lagrangeana é do tipo

M®?
2

M

o campo v tem massa de my, = v2u. Por outro lado,  é um campo ndo massivo que estd
diretamente relacionado ao fato da simetria U(1) que continua presente na lagrangeana,
bem como a escolha da configuracdo de campo assimétrica [39].

Esse campo ndo massivo é conhecido como campo de Nambu-Goldstone que
estd associado aos bdsons de Nambu-Goldstone [44]. Fizemos aqui um tratamento especi-
fico numa abordagem de campos cldssicos, que resumidamente, buscamos o ground-state
de um modelo e fazemos pequenas perturbacoes nesse estado. Entretanto, hd um teorema
geral, provado por Goldstone [45] que afirma que toda quebra espontanea de simetria global
implica na existéncia de particulas ndo-massivas.

Nas interacoes fortes, a quebra espontanea da simetria quiral da Cromodindmica
Qudantica (QCD) gera os mésons n* e n°. Contudo, a experiéncia mostra que tais particulas
tem massa [42], isso é explicado devido a pequenos termos na lagrangeana que quebram
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explicitamente a simetria quiral [46].

Embora as SSB-globais tenham sua importancia, na verdade o que fizemos nesse
tratamento é uma preparacado para o caso das SSB-locais, que é o mecanismo que estd no
cerne na fenomenologia do modelo padrao, explicando a geragdo de massa das particulas
de gauge.

2.4.2 Simetrias Locais

Vimos que uma transformacao de simetria global, por exemplo, do grupo U(1) é
do tipo .
P(x) = ¢'(x) = e"“p(x), (2.64)

onde o parametro @ é uma constante. Para o caso de uma transformacao local, o parametro
do grupo dependeré de cada ponto do espaco-tempo, ou seja,

Hx) — ¢ (1) = P p(x) (2.65)

2.4.2.1 Mecanismo de Higgs

Apesar desse mecanismo ter ganhado o nome de Peter Higgs, outros pesquisa-
dores também o desenvolveram independentemente, o proprio Higgs [47], E Englert e R.
Brout [48] e G. Guralik e T. Kibble [49]. Inicialmente, consideremos a lagrangeana do campo
eletromagnético ou de Maxwell

1
Ly = _ZF‘”FW’ (2.66)
onde
FIJV - ONAV - 6VAIJ' (2.67)

€ o tensor do campo eletromagnético, em que A, = (P, A) é o 1-potencial, ou mais restrita-
mente 4-potencial para / = 4. A lagrangeana é claramente invariante sob a transformacao
local (pois A, depende de cada ponto do espaco-tempo)

1
Ap(x) — Ay (%) = Ap(x) — S0ua (). (2.68)

Tal transformacao é dita transformacao de gauge ou calibrelocal para um campo vetorial. Se
ao invés de (2.66) tivéssemos

1 1
L == Fn P = mZEAuA“, (2.69)

certamente o sistema nao seria mais invariante sob a transformacao de calibre (2.68). Em
outras palavras, uma transformacdo de gauge local impede o f6ton ter massa.

Voltemos aqui para a motivacdo dada no inicio da sessdo com o seguinte ques-
tionamento "por qué os bosons da teoria eletrofraca W* e Z sdo massivos, uma vez que
sdo bosons de gauge?" Para entender esse problema, facamos um mixing da lagrangeana de
Maxwell com o campo complexo

1
L=~ Ey ' + (D) (D) + 29" = Alpp™)?, (2.70)
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onde D, € conhecida como derivada covariante € definida como
Dy=0,—ieA,. 2.71)

Essa defini¢ao se faz necesséria, pois o termo (9,¢)* (0*¢) ndo é invariante sob transforma-
coes de calibre locais U(1), ja com a adi¢ao de um termo na derivada, garantimos a invari-
ancia.

Novamente, buscaremos o ground-state do sistema, através do tensor energia-
momento. O funcional da energia E[A¥, ¢p] desse sistema que serd

E:fdlx

Observe que devido as transformacoes e (2.68), existe uma liberdade na escolha do es-
tado de menor energia, pois se (A9 4)0) € o minimo da energia, entao (Ag - %aua(x), ela®) (,bo)
também serd. De (2.67), para os termos que envolvem o tensor do campo eletromagnético a
energia serd minima quando

1 2 1 2 % * 2 * *42
E(Fm') +Z(Fij) + (Do) (D)™ + (Do) (Do) ™ — u“pdp™ + A(pdp™)" | . (2.72)

1
Ay = ;éua(x), (2.73)

ou seja, podemos dizer que o termo de divergéncia total que ndo contribui para a equacao de
movimento é responsdvel por uma configuracao de campo nulo, tal configuracao é conhe-
cida como gauge puro. Com isso, os termos derivativos envolvendo derivadas covariantes
sdo minimos (usando o resultado obtido acima) quando

(0u—ida(x) )¢ =0. (2.74)
A solucao dessa equacao diferencial é
P(x) = o ", (2.75)

onde ¢ é uma configuracao de campo constante que é determinada minimizando o poten-
cial, contudo ja fizemos isso, pois o potencial é o mesmo do caso Nambu-Goldstone, ou seja,
a equacao (2.55). Agora escolheremos novamente uma configuragao de minimo das conti-
nuas possibilidades e fazemos pequenas pertubacoes em torno da mesma. Obviamente,
podemos escolher @ = 0, de modo que, os campos serdao

0 _
A% =0 (2.76)
e
¢ = L2 2.77)
V2 '

como b é constante, adicionamos convenientemente o termo da raiz devido a familiaridade
com o sistema anterior. Assim, fazendo a anélise da perturbacao ja vimos no caso da simetria
global U(1) que surgird um campo ¥ (x) massivo e o de 17(x) ndo-massivo (campo de nambu-
golstone) [50]. A sutileza surge quando consideramos as perturbagoes e (2.58), assim
teremos

1
D¢ E[Ou—ieAu(x)] [b+w(x)+in(x)]

1 , .
= E[a,,w(x) +i0,m(x) — iebA], (2.78)
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em que na passagem desprezamos os termos quadraticos nos campos. Portanto, a lagrange-
ana sera

1 1
L = —ZFNVF‘“’ +3 |04y (x) + i8,m(x) - iebA,u}2 — 1y?
1 1 1 e b? 1 2
= _A_I.FIJVF”V + 56”1[/6/“1'” - Eluzwz + T (AN — %6”17) (2.79)

O fato intrigante acima, é que surge um termo do tipo massivo A, A* para o campo vetorial.
Para deixar essa lagrangeana de uma forma mais usual fazendo uma defini¢do de campo

B,=A ! 0 (2.80)
p=Ap= opoull :
de modo que podemos criar um tensor tal que
BIJV = auBV - avBu

1 1
= Fu. (2.81)

Agora podemos reescrever a lagrangeana como

1 w1 ﬂ e’b? 422
£ = _ZF“VF + 56“1//0 v+ TB“B -uy (2.82)
Entédo, o campo B, tem massa
mp = eb = -2 (2.83)
B = = — .
V2

Podemos notar que a definicao de campo faz o campo 7n(x) - que é o campo de Nambu-
Goldstone para uma teoria com invariancia global - sumir, e entdo surgindo um campo ve-
torial massivo [51]. De um modo mais informal, € como se o campo B, "comesse" o campo
de Nambu-Goldstone e "adquirisse" massa. Esse fendmeno é o cerne do mecanismo de
Higgs [39]. Nesse caso, um campo vetorial ganhou massa a partir de um campo escalar, tal
escalar é chamado de campo de Higgs, e sua quantizagao fornece o béson de Higgs [52].
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3 TERMO DE CHERN-SIMONS

Teorias de Chern-Simons (CS) sdo de grande interesse em eletrodinamica planar
e possuem caracteristicas distintas quando comparadas a eletrodinamica maxwelliana. Tais
teorias desempenham um papel de grande importancia na tentativa de descrever diversos
problemas teédricos de altas energias, tais como a busca de uma gravitacdo renormalizivel
bem como investigacdes em teorias de cordas [53]. Além disso, teorias tipo (CS) sdo promis-
soras em fisica da matéria condensada, como por exemplo, no estudo do efeito Hall quantico
fraciondrio [54].

Alagrangeana de Chern-Simons é dada por

K
Les= 5eWA,uam;L — AgJ*, (3.1)

em que 14 =0,1,2, e J, € um termo de corrente genérico. Observe que a lagrangeana (3.1)
permanece invariante através de uma transformacao de calibre do tipo

Ay — A;L =A,+0,Z (3.2)
a menos de uma divergéncia, que é

ZLes — 2&8 =%cs+ gau(Ze‘MavAﬂ), (3.3)

onde X é uma funcdo arbitraria das coordenadas do espa¢o tempo. Desse modo, quando
integrado espacialmente, podemos usar o teorema de Gauss e desprezar os termos de su-
perficie. Assim a acao de CS € invariante sob transformacdoes de calibre.
Podemos facilmente calcular as equacdes de movimento do modelo de Chern-
Simons é
p_ X pva
Jt = € Fy), (3.4)

onde, F;, =0,Ay — 0y Ay.

E importante notar que em (2 + 1) dimensoes F,,, € uma matriz anti-simétrica
3 x 3 que contém trés elementos independentes, sendo as duas componentes planares do
campo elétrico, e uma componente do campo magnético que é curiosamente um escalar.
Nesse sentido, podemos reescrever equagao explicitamente como

Ji K€ijEj (3.5)
p = KB. (3.6)

Nas equacgdes acima podemos observar claramente uma caracteristica forte das teorias de
CS, adensidade de carga é proporcional ao campo magnético, ou seja, carga elétrica e campo
magnético estdo "amarrados" através da constante de «.

Outro fato importante é que através de uma transformacao de paridade do tipo

20— x° , x - —x! , x* = x? 3.7

/Ly Ly Ly L L (3.8)

o termo de CS ndo permanece invariante. Assim, as teorias de Chern-Simons descrevem
sistemas que quebram a paridade, como o efeito Hall quantico que quebra a paridade devido
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a um campo magnético de fundo.

E importante enfatizar que uma teoria de Chern-Simons, a primeira vista, pode
parecer triviail, uma vez que solu¢des da equacao sem fonte implicam em F,, =0, que
sdo solucdes chamadas de gauge puro ou conexdao flat (se tratado das estruturas de fibrado).
Entdo, para obter uma teoria de CS ndo-trivial devemos considerar algumas possibilidades,
que sao [55]:

e acoplamento com matéria (férminos);

e acoplamento com um termo de Maxwell;

e acoplamento com gravidade;

¢ acoplamento com campos de gauge ndo-abelianos (teorias de Yang-Mills);
e tomar um topologia ndo-trivial do espaco-tempo.

Nessa perspectiva, usaremos o termo de Chern-Simons em sistemas sistema en-
volvendo outros termos, e nunca isolado. Com isso, investigaremos suas consequéncias.
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4 MODELO SIGMA O(N) NAO-LINEAR

Buscaremos nesta sessao tratar de sistemas solitdnicos mais realistas, uma vez
que o sistema kink da sessdo (2.1) é descrito em (1 + 1) dimensdes. Entdo, o passo natural
seria estender a ideia da secdo anterior para dimensdes mais altas. Entretanto, existe um
teorema restringe os valores das dimensodes espaciais D ao buscarmos solucdes solitonicas
ndo-triviais para campos escalares.

4.1 Teorema de Derrick

Esse teorema restringe a possibilidade de termos solugdes solitdnicas estdticas
nao-triviais para campos escalares em sistemas com mais de duas dimensdes espaciais. Tal
resultado foi obtido por Hobart [56] e Derrick [16]. Primeiramente, consideremos a Lagran-
geana

1
£ =20up0"p-U (), 4.1)
em que u € o indice do espaco-tempo com D dimensdes espaciais, e ¢ = ¢p; um multipleto

de campos escalares, onde i = 1,..., N, é o indice interno. A equa¢cdao de movimento para
campos estaticos é simplesmente

Vi = oy (4.2)
=3¢’ )
2 02
em que V2 = —— +-++ = € ooperador laplaciano em D dimensdes. O funcional da energia
X )
estatica é dado por
1
El¢] = f dPx SOV + U[([)]] : (4.3)
escrevendo de modo mais compacto
E[¢p] =T'2[¢p] + Tolepl, (4.4)
em que,
L[ D L[ D
Lol =3 f dPxVpVe e Tolepl = - f dPxU[¢] 4.5)

Observe que E, bem como I'; e I'g, que sdo as integrais dos dois termos do lado direito da
igualdade, devem ser positivos, e os indices de I'; e I’y sdo referentes ao grau polinomial nos
termos de derivadas espaciais.

Como solugdes solitonicas sdo configuragoes localizadas de campo, elas pos-
suem um tamanho caracteristico R, de modo que deformacdes de escala do tipo x — ax,com
a > 0, nao afetam o minimo do funcional da energia. Fisicamente, tal deformacdao muda o
tamanho do séliton de R — a~! R, uma vez que os termos cinéticos dependem de termos de-
rivativos espaciais que tem dimensao de inverso de comprimento. Assim, as transformacoes
sdo do tipo

x—x =ax e 0up(x) — adyd(x), (4.6)

com isso, os elementos de integragao se transformam como

dPx — dP@ax)a® =aPdPx. 4.7)
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Seja ¢, (x) uma solugao estatica, entdo consideremos a familia de configuragdes de um pa-
rametro que sao obtidas deformando essa solucao, tal que

¢ (X) =Pylax). (4.8)
Substituindo essas transformacdes de escala no funcional da energia, obteremos
Elpal = T2lpal + Tolpal = @* PTalpg] + & PTolpyl. 4.9)
Com essas configuracdes de campos o funcional da energia se torna
E(a)=E[¢,] (4.10)

Como ¢, é um ponto critico do funcional E, vamos exigir que a derivada do funcional em
relacdo ao parametro a tomado igual a unidade seja nula, isto é

d

—E =0. 4.11
1o [Pal . (4.11)

Efetuando a derivacgdo, teremos

dE

@ _ - D)a'~Pr, - Da~P-1T,, (4.12)

da

Tomando a =1 ganhamos

(2—-D)T'2[¢py] = DI'y[¢py]. (4.13)

Uma vez que I'; e I’y sdo positivas, concluimos que:
* ndo hé solucdes estaciondrias nao-triviais de campos escalares para D = 3;

* D=1 caimos nas solugdes tipo kink presentes em modelos como sine-gordon e o mo-
delo estudado na introdugdo desse trabalho com o ponto estaciondrio ag = /I'g/I'y;

e D=2 implica que I'y = 0 e ¢ deve estar apenas em seu estado fundamental isto é ¢,
porém com uma escolha adequada das condi¢cdes de contorno assintéticas, é possivel
obter solu¢des nao triviais, que € justamente o modelo Sigma-O(3) ndo-linear contido
no capitulo 3 desse trabalho.

Também podemos analisar o comportamento das derivadas segundas do funci-
onal E(a). Para D = 1, temos que E"(a) =2Ey>0, eparaD =2, E'(a) | = 0. Isto §,
a=1

no primeiro caso, D = 1, a configuragdo solitonica corresponde ao minimo do funcional da
energia. Além disso, essas solu¢des sao estdveis uma vez que mudam de tamanho quando
sofre deformacoes. Contudo, no segundo caso, D = 2, nao hé escala definida para o tamanho
do séliton, e ha sempre um modo zero no espectro das flutuacdes radiais da solucdo. Ja para
D > 2, temos que E"(a) < 0, ou seja, a energia das configuracoes de energia localizadas
diminui medida que ten(fe_ a zero.

O teorema de Derrick diz que ndo é possivel ter solu¢des estdticas, de energia
finita para a lagrangeana (4.1) no caso D > 2, uma vez que nesse caso E'(a) < 0

Nesse sentido, ha diversas maneiras de quebrar as restricoes 1mpostas pelo te-
orema [3], uma delas é o acoplamento com um campo de Gauge através de uma derivada
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covariante da forma
Dup=0up+gAux ), (4.14)

em que sob uma transformacao de escala temos
Dyp—a DL(p(x’), (4.15)

onde D;l indica que a derivagao é feita na coordenada x’. O campo de gauge A, muda sob
uma transformacao de escala como

Ay(x) = aAu(x). (4.16)
Consequentemente, 0 tensor F,uv se transforma como
Fyy (%) = a®Fyy (). (4.17)

Desse ponto de vista, na nossa anélise, a energia total do campo eletromagnético
é do tipo
1 D2
T4: Zfd XF[,W’ (418)

Assim, a energia sob a transformacdo de escala se torna
El¢a) = Talpal +T2lPal + Tolal = @' Taldy] + @ PTo+a"PTolepy]. (4.19)

Escolhendo D = 2 e extremizando o funcional E(a) concluimos que para haver configura-
cOes de sélitons estaveis em um sistema acoplado, necessariamente, devemos ter I'y = I'y.
Essas relacoes devido a consideracoes de escala sao conhecidas como relagdes viriais [3].

Por curiosidade, em D = 3 encontramos uma relacdo do tipo I'y = I'» + 3Tj. Essa
relacao abrange os conhecidos monopolos de 't Hooft-Polyakov. Ja em D = 4, voltamos nova-
mente com a invaridncia de escala, pois I'; = I’y = 0. Além disso, somente solucdes triviais,
isto é, puro gauge, sdo permitidas. E importante observar que tais relacdes nao dizem nada
arespeito do tipo das solucoes, apenas dizem que elas existem.

Contudo, hd outra maneira de contornar as restricao do teorema de Derrick usando
campos escalares, para isso devemos buscar um novo termo que contenha derivadas supe-
riores. E nesse ponto que entra o termo de Skyrme. Sabemos que

2
Ls = %(Gutp x 0y ¢)?, (4.20)

de modo que em uma transformacao de escala teremos I'y — a* PT,. Com isso, um sistema
contendo termos de Klein-Gordon, Skyrme e um potencial garante solugdes estdveis para
D=2eD=3.

4.2 Modelo Sigma O(3) Nao-Linear
Para D = 2, da Equacdo (4.13) implica que Iy[¢p] = 0. Como Ul¢] é positivo,

podemos afirmar que ¢y(x) é o minimo de U[¢]. Desse modo, o caso mais simples que
podemos ter é quando U[¢] = 0. Assim, a lagrangeana de interesse é dada por

1
&= 50N</>aa“</)a, (4.21)
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onde ¢, é um multipleto de N campos escalares reais, de modo que ¢, pode ser visto como
um vetor N-dimensional num espago interno dos campos, e 4 = 0,1,2 é o indice espaco-
temporal. As vezes serd conveniente escrever ¢, = ¢p A equacao de movimento , nesse caso,
é simplesmente

O¢y =0. (4.22)

A tnica solucao desse sistema é a trivial, onde todas as solucoes nao-singulares sao constan-
tes. Contudo, se introduzirmos o vinculo

G- d=¢papa=1 (4.23)

e usarmos na lagrangeana através dos multiplicadores de Lagrange, obteremos um modelo
nao-linear que aceita solu¢des nao-triviais. A lagrangeana sujeita ao vinculo
descreve o chamado modelo Sigma O(N) ndo-linear [34].

Nesse trabalho, nos restringiremos ao caso N = 3 [7], de modo que a = 1,2,3.
Nesse sentido, a lagrangeana com o vinculo sera dada por

1
Assim, obtemos obter a equa¢do de movimento
(O+A)¢pa=0. (4.25)

Se tivermos interessados em solucdes estdticas, eliminamos a dependéncia temporal, de
modo que
(V2 + A g =0. (4.26)

Podemos usar o vinculo (4.23) para eliminar A da equacao acima, assim
/1 = _(Pa[l(pa. (4.27)
Portanto, a equacdao de movimento se tornara

Vo~ (paViha)pa=0. (4.28)

Observe que, a expressao acima € ndo-linear e fornecerd solucoes diferentes da (4.22). Pri-
meiramente, olhemos para o funcional da energia do sistema trivial (4.21), visando solucoes
estaticas

Eldal = f dzx%(dicpa)z, (4.29)

onde i = 1,2 se refere as componentes espaciais. Obviamente a energia serd minimizada
quando o campo for homogéneo no espaco, ou seja, uma constante ¢ = ¢p©). Entretanto,
devido a restricao (4.23), ¢§§” pode tomar um continuo de valores no espago interno, em que
todos minimizam a energia.

Vimos que o modelo kink quebra espontaneamente a simetria de paridade ¢ —
—¢, e que o mecanismo de Higgs quebra a simetria U(1) local. Aqui, a quebra espontanea
de simetria é devido as rotacdes O(3) do espaco interno. Pois se fixarmos um ponto do es-
paco interno e fizermos perturbacdes sobre ele, certamente a lagrangeana resultante desse
processo nao serd mais invariante sob tais rotacoes.

Busquemos agora solucdes solitonicas desse sistema. Por andlises feitas em se-
cOes anteriores, queremos que assintoticamente, o campo tome valores finitos para a fini-
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tude da energia. Matematicamente
; — O
lim ¢x) = p©. (4.30)
X—00

Agora, é conveniente usarmos coordenadas polares (p,0) no espaco das coordenadas. O
funcional da energia nesse caso serd

2
pdpd®o. (4.31)

1
Elgal = [ [véa
Nesse sistema de coordenadas, a relacao (4.30) se traduz da forma

. 2
F}ggoplcba(p,(?)l =0. (4.32)

E importante ressaltar que ¢, depender4 da parte angular no limite p — co de modo que a
parte angular do gradiente ndo é satisfeita pela equacao acima.

Pela condigao (4.30), isto €, no infinito, as configuracdes de campo ¢(x) tendem
ao mesmo valor <p£?), topologicamente falando, o que estamos fazendo é um mapeamento
estereografico das coordenadas do plano IR? numa superficie esférica S? [57]. Ou seja

7:R?>— S%

Informalmente, é como se estivéssemos dobrando todo o plano real em uma superficie, em
que todos os valores no infinito corresponderdo a um polo da esfera[37].

Cabe acrescentar que, devido ao vinculo (4.23), ha espaco interno representado
pelos campos ¢, nos quais fazem papel de varidveis cartesianas que localizam os pontos de
uma superficie esférica que denotaremos por Sizm. Tal espaco é frequentemente chamado
na literatura de farget space. Desse modo, o que temos é um mapeamento 7 entre duas
superficies esféricas. Matematicamente, representamos esse procedimento por

.Q2 _, Q2
o0:§ Sint

(4.33)

Em topologia, podemos classificar todos os mapeamentos de uma superficie es-
férica em outra em setores de homotopia. Tais classificacdes permitirdo a introducao do
conceito de carga topoldgica nesse modelo. Em virtude disso, dedicamos uma (muito) breve
discussao (localizada no apéndice) - abrindo mao de provas matemadticas rigorosas- sobre a
teoria da homotopia. Acresce lembrar que algumas defini¢oes contidas 1a sao de fundamen-
tal importancia para a obtencao e classificacdo das solucoes obtidas nesse trabalho.

4.2.1 Solucoes Exatas e Equacoes BPS

Voltando ao modelo Sigma, a conexdao com a homotopia entra quando buscamos
classificar as configuracoes de campo estaticas ¢ de energia finita em setores de homotopia.
Lembremos que, enquanto ¢ deve ser o mesmo em todos os pontos no infinito espacial,
pode assumir qualquer valor no espaco interno Siznt pelo vinculo [4.23). Nesse sentido, po-
demos obter configuracoes de campo em diferentes direcoes de (/)E?) através de rotacoes -
que sdo transformacgdes continuas - no espaco alvo. Para o modelo sigma O(3) o winding

number é dado por [37]

1
deglp] = N = 8—ﬂfd2x v P (Oup x 0y p), (4.34)
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onde deg se refere ao termo topological degree que significa grau topolégico. Por motivos
de clareza adotamos a notacdo ¢ = ¢, e voltaremos a usd-la em breve. Entdo, os produtos
interno e vetorial se referem ao espaco interno dos campos. Vejamos como essa expressao
realmente fornece a carga topolégica definida anteriormente.

Podemos usar duas variaveis {y,Y2}, ao invés de usar as varidveis ¢,, para des-
crever a esfera Sl? ;- EXpressamos o elemento de superficie dS nt em termos de ¢, e y pela
expressao

1
dS™ = d%y | =€ mn€ape—— Pa (Pb (4.35)
2 Ym7VYn
Agora, voltemos para a notagdo indicial escrevendo a equacdo (4.34) como
a‘Pa a‘Pb
N = —fd erJveabccpaa m axv

Podemos mudar a varidvel de integracao com o uso do jacobiano da transformacao das va-
ridveis x para y. Assim,

04’@ a()bb
N=— | d®*yemne 4.37
f Y €Emn€abce ¢aaYm aYn ( )
Pela expressao (4.35) podemos reescrever a equacao acima como
1 .
N = yom f as?™ ¢, (4.38)
ou ainda, )
N=— [ ds™.¢. 4.39
[ as™o .39
Porém, sabemos que ¢ é um vetor unitario normal a superficie Sizm. Entdo, podemos escre-
ver .
N=— [ as™. (4.40)
47

Recordemos que, devido ao vinculo (4.23), a superficie tem area 47, pois tem raio unitario.
Nesse sentido, N fornece o ntimero de vezes que a esfera S é percorrida quando compac-
tamos o espaco dos reais mapeado na esfera S2. Para encontrar solucdes em qualquer setor
N usamos a identidade

fdzx (B + €y x Dyp) - (O €4ap x 0pp)] = 0. (4.41)

Desenvolvendo a expressao

f (0400, + €1v€,1 (b x Dy h) - (b x O b) + 26,10 - ( x Dyp) ] =0, (4.42)

fazendo uma integracao por partes, teremos

f [0, + 6,4 (Pp x Oyp) - (P x 01¢p)] = +2 f a*xe - (0, x 8, p) (4.43)
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Analisemos o segundo termo. Podemos usar a identidade vetorial
(AxB)-(CxD)=(A-C)(B-D)-(A-D)(B-C).
Desse modo,

AP x0y)- (P x0ap) = Sy1[(P-P)Ovp-01) — (p-01)(Oveh- )]
= 5,1(0vp-01¢p)
= av¢'av¢
0, - 0,9, (4.44)

Sva(p x 0vep) - (p x 01p)

onde na primeira passagem usamos o vinculo (4.23) diretamente, e no segundo termos usa-
mos sua derivada obtendo ¢-9, ¢ = 0. Entdo, substituindo a relagdo acima na equacao (4.43),
teremos

2 f A*x0,p -0, = +2 f d*x e - (0, x 0, P). (4.45)

Aqui, podemos usar definicoes de energia e carga topolégica das equacdes (4.29) e (4.34),
respectivamente. Logo,
E =4n|N|. (4.46)

Essa equacao é frequentemente chamada de limite de Bogomol'nyiou limite BPSE| [58]. Quando
a igualdade é satisfeita dizemos que o limite foi saturado. Assim, esse método, fornece um
limite inferior para a energia de qualquer configuracao estatica de um determinado setor.
Certamente, a igualdade da equacao é satisfeita quando

au(p i euv(p X ay(p = 0. (4.47)

Essas, sdo as chamadas equacoes de BPS(Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfeld) ou equacoes auto-
duais [59], sao tais que qualquer configuracao de campo que a satisfaca, bem como a con-
dicdo ¢ - ¢, minimizard o funcional E[¢] em algum setor N, e consequentemente satisfara a
equacao de campo (4.28). Podemos verificar essa afirmacao, fazendo

Vi = 0,0,¢
= FO, (euvp x 0vp)
= Fleu0up x 0y +euyp x 0,0,¢)
= Feu0ud x 0y,

na ultima passagem consideramos que o segundo termo € zero devido a antissimetria do
termo de Levi-Civita. Usando novamente a ([4.47),

Vi = Feu(Feuadx0yp) x 0y . (4.48)

Usando a notacao indicial,

auap(pe = Ovr€cde(€abcPalrPp)OvPa
0y (0 4adbpe — 6 aebpa) Padrppdyvda
51//1 ((baaﬂt(/)eav(,ba - (Peaﬂt(/)bav(pb), (4.49)

! Bogomol'nyi-Prasad-Sommerfield
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onde nas passagens usamos a propriedade do simbolo de Levi-Civita €,5c€c4e = 0 qa0pe —
0 4¢0paq. Voltando para a notacao compacta,

V2P =8,1 [ 01p(P-0v) — Pp01p-0vh) |, (4.50)
entretanto ja vimos que ¢ - 0,¢ = 0, entdo
Ve =—p(0yp-0,p). (4.51)
Derivando duas vezes o vinculo (4.23),
Avp-0yp+ PV =0, (4.52)
substituindo na equacao (4.5I), realmente obtemos a equacao de campo (4.28), isto é
Vi = p(PpV2 ). (4.53)

Em suma, ao invés de resolvermos a equacdo de campo que é uma equa-
cao diferencial de segunda ordem, resolvemos que é uma equacao diferencial de pri-
meira ordem. Nesse sentido, o formalismo BPS fornece uma engenhosa maneira de buscar
solucoes solitdnicas sem precisarmos resolver a equagdo de campo do sistema [60].

E importante ressaltar que nem sempre o método de obter as equacdes BPS atra-
vés do multiplicador de Lagrange serd vantajoso, ja que modelos mais realistas envolvem
outras interacdes e consequentemente outros termos. Consequentemente manipular a ex-
pressao poderé ser um trabalho bastante &rduo. O que se faz, veremos nas préoximas
sessoes, € reescrever o funcional da energia em quadraturas de modo que apareca a carga
topolégica e assim podermos usar o limite BPS e obter as equacoes auto-duais.

Nosso proximo passo serd resolver as equacoes de BPS. Podemos simplificd-las
fazendo uma projecao estereografica das varidveis cartesianas ¢, que compoem a esfera Siznt
num plano de coordenadas (u;, uy). podemos relacionar as varidveis pelas expressoes

2
u = 22 (4.54)
1 -3
© 2
= 222 (4.55)
1-¢3
Aqui, é conveniente definirmos duas quantidades complexas
¢ = pi+igs, (4.56)
, 2¢
U = up+iug= . (4.57)
1 -3
De (4.47), temos as duas equacoes
01Pp+Px0:p=0 (4.58)
62([) ¥ (p X 614) =0 (459)

Cada uma das duas expressoes acima contém trés equacoes referentes ao produto vetorial,



explicitamente:

011 = F(P202¢3— p302¢2)
012 = F(P302¢1—
013 = F(P102¢2 — P202¢1)
021 = Z(P201¢p3 — P301¢p2)
02¢p2 = *(Pp301¢1—
023 = £(Pp101¢2 — P201¢1)

Com isso, vejamos

01p = 01¢1+i01¢2

= F(p202¢p3 — Pp302¢2 + ih302¢p1 — ih102¢3)
= i(P102¢3 — P3021 + ih202¢p3 — ip302¢2)

= £i(p02¢3 — Pp302¢)

Podemos usar a notacao (/55(/53 = (03 — p30¢p para compactar a expressao. Assim

d1¢p = i 3.

Analogamente, podemos obter

02¢p = Fip02¢p3.
Observe que, de e podemos definir a derivada 0, u = du/dx; onde

(1= ¢3)01¢ + P01 3]
———— (019 + P01¢p3 — P3019)

o= 2¢>)2¢ ¢
T oa- ¢)2
T oa- ¢)2
BGETSE

Substituindo (4.62) e (4.63) em (4.64), teremos
O1u=+idu.
Explicitando em termos de u; e uy, curiosamente obteremos

Oul _

6x1

o _
__6x1

0)62

(01 + pO13 ).

_Oup

6)62

ou,
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(4.60)

(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)

(4.67)

que sdo as conhecidas relagdes de Cauchy-Riemann para u = u(z), com z = x; + i x2, sendo
uma funcao analitica complexa, sendo u(z) para o sinal de cima e u(z) para o de baixo [61].
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Logo, qualquer funcao analitica u(z) ou u(z) satisfaz as equacoes BPS (4.47), e consequen-
temente as equacoes de campo (4.28).
Podemos expressar a energia em termos da funcao analitica u(z)

E—fdzx I?‘_le (4.68)
B 1 |u|? 2’ '
(1+15)

no limite da energia
E =4m|N]|. (4.69)
Um protoétipo dessa solucdo é do tipo [37]

zZ—2Zp1n

A

u(z) = (4.70)

onde n é um inteiro positivo, A € um real e zy € um complexo, ambos arbitrarios. A condicao
que u(z) é uma funcao analitica nos garante que serd uma solugdo estatica para a equacao de
campo (4.28). O fato de que as solugdes existam para A e z, arbitrarios reflete a invariancia
do sistema sob transformacoes de escala e translacdes, respectivamente.

Para n =1, obteremos as configuracdes de campo

41 x, 4% r2 —4)?

_ S T i 471
r2 4422 2T 12442 3T 124402 ( )

b1

onde A faz o papel da escala da excitacdo. Assim como fizemos no modelo kink podemos
obter uma solu¢ao dependente do tempo através de um boost de Lorentz.

Note que z denota pontos nas coordenadas espaciais, enquanto que u representa
0 espaco interno Siznt dos campos projetado em um plano de coordenadas (u1, uy).

Os modelos O(3) e suas solucoes sdo de grande importancia para descrever para
descrever a mecanica estatistica de um material ferromagnético isotrépico [7].

Ressaltamos que, dificilmente conseguimos resolver as equac¢oes BPS analitica-
mente como fizemos nesse caso do modelo Sigma O(3) nao-linear. As solucdes quase sem-

pre sdo obtidas numericamente.
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5 SOLITONS EM TEORIAS DE GAUGE

Se olharmos para as solu¢des exatas do modelo sigma O(3) ndo-linear en-
contradas no capitulo anterior, podemos perceber uma desvantagem no que diz respeito a
associacao dessas solucoes a particulas. Tais solucdes expressas em termos de funcoes ra-
cionais de grau arbitrdrio resultam em uma invariancia de escala no tamanho dos soélitons.
Em outras palavras, esses s6litons podem crescer ou decair infinitamente durante uma evo-
lucao temporal sem que a energia varie, de modo que as solu¢des tornam-se inadequadas
sobre uma quantizacao, isto €, sua interpretacdo como particula [62].

Nesse contexto, existem algumas possibilidades de resolver esse problema de
estabilidade. Uma dessas é o acoplamento com um campo de gauge acrescido de algum
potencial. Essa combinacdo pode quebrar a invariancia de escala, dando estabilidade ao
modelo [10]. Além disso, é bastante razodvel adicionar um campo de gauge ao modelo sim-
plesmente por exigir que haja uma interacao eletromagnética no modelo, uma vez que é de
grande importancia e aplicabilidade o estudo de uma eletrodindmica planar.

Portanto, nesse capitulo veremos algumas possibilidades de gaugeamento utili-
zando termos de Maxwell e Chern-Simons, bem como ambos juntos. Além disso serd enfa-
tizado a importancia da escolha de um potencial adequado de modo a garantir a existéncia
das equacoes BPS. Entao, discutiremos as escolhas mais comuns na literatura. Finalmente,
para cada modelo obteremos as equacdes de BPS, que sao equivalentes a obter as equagoes
Euler-Lagrange.

Nosso objetivo é fazer um acoplamento entre o tripleto de campos ¢ = (¢, P2, P3)
restrito ao vinculo ¢ - ¢ = 1 e um campo de calibre A*. Para isso é conveniente escrever ¢
como ¢ = (¢, ¢p3), em que - como vimos no capitulo anterior -

¢ =1 +ip.

Pode-se verificar que tanto alagrangeana quanto a energia permanece invariante
sob isorotacdes em torno de ¢3. Desse modo, as transformacoes de calibre serdo do tipo

DF(p1+io) = O +igA") (P + i) (5.1)
DFps = 0"¢s. (5.2)
Desacoplando ¢, e ¢, teremos
Dfgpy = od'dpr—gAtp (5.3)
DN(/)Z = 6’"‘(,[)2 +gAIJ(7[)1 (5.4)
DFps = 0tps. (5.5)

Note que, podemos escrever as trés equagoes acima compactadas na forma
DFp =0 p+gA i x @, (5.6)

em que
in=1(0,0,1). (5.7)

Para que consigamos obter as equacoes de BPS é de fundamental importancia que a escolha
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do potencial seja adequada. Tal potencial deve ser invariante sobre uma transformacao de
calibre e possua uma configuracdo de minimo nao-trivial. Na literatura, existem uma certa
quantidade de potenciais convenientes. Uma escolha interessante € um potencial tipo Higgs
(601

V() = (2 (1pI* — - ). (5.8)

Usando arestricao ¢p- ¢ =1, e que 71- ¢ = ¢p3, a expressdo acima se reduz a
V($3) = 1* (1~ 3). (5.9)

Esse potencial é andlogo ao termo extra que € incluso no modelo original de Skyrme que gera
amassa dos pions, de modo que p~! é interpretado como o comprimento de onda Compton
dos mésons do modelo [30].
H4 também outras variagdes desse potencial que podem gerar equagdes auto-
duais, é do tipo
V(p3) = (1 —¢p3)”. (5.10)

Outra escolha interessante, que também usaremos mais adiante é o potencial de vacuo du-
plo [63]

Vigs) = p*(1-¢3), (5.11)
que tem minimo degenerado em ¢3 = +1. Podemos observar que esse potencial surge de
uma dependéncia explicita com o termo (7t x ¢)* = p% + 5 = 1 — 3.

5.1 Gaugeamento U(1) com Termo de Maxwell

O caso mais simples de gaugeamento no modelo O(3) é o caso onde a dinamica
dos campos de gauge é gerada exclusivamente por um termo de Maxwell. A lagrangeana
desse sistema é dada por

= 1 2 _ 1 220 2
Z = > (Dp) 1 (Fu)™ =~ (1 —d3)7, (5.12)
onde escolhemos o potencial tipo Higgs enfatizado em (5.10), e a derivada covariante é dada

por (5.6).

As equacoes de movimento sdo

D,D'¢p = —pP(l-¢a)it (5.13)
0 F* = gix¢p)-D'¢, (5.14)

onde podemos definir
JH = ¢ x D¢ (5.15)

Assim, podemos construir o funcional da energia dado por [ d*xT%, que sera
1
E= 5fdzx [(Do¢)2 +(Dip)? + P2 (1 — pg)> + F2, + Ffz] : (5.16)
Escolheremos aqui o gauge de campo nulo

Ay =(Ap=0,A;(x), A (x)), E; =0, B=Fip=01A2-02A;. (5.17)
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Se isso ocorre, entao no caso estatico, teremos
Do = 0o + gAp(in x ¢p) = 0. (5.18)

Desse modo, o funcional estético da energia se torna

1
E[Ag=0,A;, Ay, p] = 5fdzx[(Diq;)z + 1P (1 - ¢h3)? + 5, |. (5.19)

Assim como no modelo sigma ndo-gaugeado, afim de obter configuracoes de energia finita,
exigimos que

lim ¢(t,x) =n. (5.20)

|| =00
Como vimos anteriormente, essa condi¢cdo permite que o plano R? seja compactificado em
uma esfera topolégica S2. De modo que as solucdes estéticas de energia finita sdio um ma-
peamento de S? no espaco interno dos campos Sizm, sendo que tais solu¢des podem ser clas-
sificadas em setores de homotopia.
Podemos reescrever o funcional da energia, completando quadrados, como

E=3 [dx{(D1px@x Do +[Fro7 1= }+

(5.21)
e [ dX[¢- (D1 x D29 + Fral1 - 90)].
onde consideramos, por simplicidade, g = 1. Podemos reescrever,
E= %fdzx{ (D1 £ x Dap)? + [Fr2 F (1 - p3)%1 } i47rf a*xjy, (5.22)
em que j(’) é a componente zero da corrente topolégica
Jn= ieuvpfb- [DYp x DPp+gF"P (1 - p3)p]. (5.23)

4

Essa é conhecida como corrente de Schroers e é necessaria para a obtencao do formalismo
BPS. Além disso, difere da corrente topoldgica do sigma-model por

Ju = Jut€uwpd”[(1— - p) A°]. (5.24)

Certamente, a corrente acima se conserva, pois é de imediato que d,, j’* = 0. Entdo o widing
number é obtido por

1
N' = f d*xjh = Edzx[(p -(D1¢p x Dah) + Fi2(1—p3)]. (5.25)

Por construcao, a expressao (5.22) tem um limite inferior de E = 47 N. de modo que a igual-
dade é vélida no limite BPS. Desse modo, encontramos as equac¢des auto-duais, que sdao

Di¢p = FPxDrp (5.26)
Fip, = +(1—-#-¢). (5.27)

Analogamente ao caso ndo-gaugeado, para resolvermos as equacgdes acima fa-
zendo uma projecao estereografica das varidveis cartesianas ¢ num plano de coordenadas
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(11, u2). Entao,

w =2 =22 (5.28)
1+ (,[)3 1+ (,bg
Substituindo as equag¢des acima em (5.26), obtemos
Diu = FiDou (5.29)
P— U (5.30)
S PV '

em que u = uy + i up. Fazendo a substituicao de varidveis ¥ = In u, teremos

Vi +9) = (5.31)

1+exp[—(y+9)]

A equacao acima é uma equacao de Laplace ndo-linear e ndo tem solu¢des exatas na litera-
tura, de modo que é necessario um tratamento numérico no qual ndo abordaremos nesse
trabalho e deixaremos como uma perspectiva. Contudo, mostraremos a forma final de rees-
crever as equacoes BPS para tal tratamento.

5.1.1 Resolvendo as equacoes BPS

Para resolver as equacgoes (5.26), devemos observar que o campo ¢ € invariante
sobre iso-rotacoes SO(2)1so - dizemos iso-rotacdes para ndo confundirmos com as rotacoes
do espaco fisico - no espaco interno Siznt em torno de 72 fixo. De modo que os elementos de
SO(2)1s0 podem ser parametrizados por um angulo 77, de modo que

(1, P2, ¢p3) — (cosn ¢y +sinmn ¢po, —sinn ¢y + cosn ¢z, ¢P3). (5.32)

A energia também € invariante sob reflexdes P combinadas, tanto nos campos como no es-
paco fisico do tipo

(p1,P2,P3) = (b1, —P2,P3) e (x1,x2) — (X1, —X2). (5.33)

Nesse sentido, dizemos que o funcional da energia do sistema € invariante sobre o grupo de
simetria
G=80Q@2)1s0 x E2 x P, (5.34)

onde E, sdo as rotacoes espaciais euclidianas. Estamos interessados em configuracoes es-
taciondrias ditas topologicas, isto é, com N # 0. Campos que sao invariantes sob o grupo G
podem ter a forma [17]
sin f(r)cos (N0 —n)
¢$x)=| sinf(r)sin(NO—-n) [, (5.35)
cos f(r)

onde (r,0) sdo coordenadas polares no plano-x e f(r) é uma fungdo satisfazendo algumas
condicoes de contorno, esse formato para campo ¢ é frequentemente chamado de hed-
gehog ansatz. Podemos observar que o parametro 7 da iso-rotacao é arbitrario, de modo que
campos com diferentes angulos estdo associados a estados de energia degenerados. Nesse
sentido, podemos nos restringir, sem perca de generalidade, a campos cujo 11 = 0. Entdo, a
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equacao se torna
sin f(r) cos (INO)
¢(x)=| sinf(r)sin(NO) |. (5.36)
cos f(r)

Por questdo de simplicidade assumimos que o campo de gauge tem apenas uma compo-
nente, de modo que podemos chutar que sua forma seja

Ag = na(r). (5.37)

Assim, o campo magnético B = F» = 01 A2 — 02 A, tem a forma

F12 =n , (538)

onde o termo no denominador surge devido a transformacdo de coordenadas (xi,x2) —
(r,0).

Vejamos agora quais condicoes de contorno devemos esperar de f(r). O pri-
meiro critério é que devemos obter solucdes regulares na origem, entao podemos esperar
que

flO)=n e a(0) =0. (5.39)

Além disso, para a energia ser finita, certamente devemos ter

lim f(r)=0 e lim a'(r) = 0. (5.40)

r—o0
Entao, as equacgoes de autoduais (5.26) com o ansatz (5.36) se tornam

1+a

' = —Inl ; sin f
a = —ﬁ(l—cosf). (5.41)

Estas sdao equacoes acopladas de primeira ordem para f e a. Observe que absorvemos os
sinais das equacoes BPS nos mddulos. Para obter as equacodes acima, basta escolher uma
componente do campo no espago interno e saber que a derivada covariante com as restri-
¢cOes impostas, em componentes, é do tipo

01(p1, P2, P3) + gA1(=h2,¢$1,0) (5.42)
02(h1, P2, P3) + gA2(—h2,$1,0). (5.43)

Dl (()bly(,be (;bS)
Dy (1,2, P3)

Na referéncia [60] por meio de um tratamento numérico que as equacgoes possuem
solucoes solitdnicas. Foi mostrado os sélitons sdo estaveis quando se leva em conta trans-
formacodes de escala. Em outras palavras, a adicao de uma teoria de gauge num sistema de
modelo sigma, pode resolver o problema da invariancia de escala. Além disso, transportam
fluxo magnético que pode assumir valores arbitrarios em algum intervalo finito.

5.2 Gaugeamento U(1) com Termo de Chern-Simons

Também é possivel obter solucdes solitdnicas para o modelo sigma O(3) gauge-
ado com a dindmica do campo de gauge governada por um termo de Chern-Simons ao invés
do de Maxwell, desde que seja feita uma escolha adequada para o potencial. E interessante
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ressaltar que tais solucdes quebram a invariancia de escala dos sélitons.
Mostraremos aqui como obter essas solucdes, que foram encontradas em [62].
Primeiramente, consideremos a seguinte lagrangeana

1 1
&= E(Duq))2 + EG”MA”FM —5a+ - )1 - ). (5.44)

Observe que, adotamos o sistema de unidades naturais, o coeficiente de Chern-Simons tem
dimensdo de comprimento ou inverso de massa. O termo da frente do potencial da lagran-
geana foi escolhido de modo a satisfazer o limite BPS. Certamente, como mudamos apenas
a dinamica do campo de gauge, a derivada covariante continua sendo dada por (5.6). Ou-
tro fato importante é que o potencial acima possui dois minimos, semelhante ao (5.11), em
$p3=+1

De fato, a lagrangeana é invariante sob iso-rotacdes SO(2) ou U(1) em
torno de 7f1. Podemos ver isso facilmente fazendo

Dudp-DVp =0y + i A (P + ih2) ? +0,up30H p3. (5.45)

As equacao de movimento para ¢, variando (5.44) é

_ D 0P | h g3 3CROP) L i)
6L = Dusp-D'¢p-—F(1-i-¢) (i) (1=t )

= —DﬂDﬂ¢-5¢+"2':2"’(1—ﬁ-¢)2(—1—ﬁ-¢+3+3f1-¢)

= —D”D“¢-5¢+"2"’(1—;&-«/;)2(1—2;1-@,

onde na segunda passagem usamos uma integracdo por partes e desprezamos o termo de
superficie. Como vimos, funcionalmente, a equacao de Euler-Lagrange se traduz em % =0,

onde ® é qualquer campo, logo fazendo %% =0, teremos,

DD = = (1= it-$)* (1 =271 p) (5.46)
Do mesmo modo obtemos as equagoes para o campo de gauge A, vejamos,

5(D,up)
0L =— X‘P 5Ay-Diep+ geuméA“FM + geWA,JaFM, (5.47)
0

desenvolvendo o terceiro termo, teremos

e A 8F,) = e [A,0,6A)— A 0,6A,]
= " F,0A,, (5.48)
onde na segunda passagem fizemos novamente a integracao por partes e desprezamos 0s

termos de derivada total, ja na terceira passagem fizemos uma troca de indices e usamos as
propriedades do simbolo de Levi-Civita. Assim, substituindo (5.48) em (5.47), e impondo a
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N
condicao oA, = 0, obteremos

K
EeWFM =—(x ¢)-DH¢, (5.49)

ou ainda "
D, (Ee“”FM) = —(ftx ¢)- DD p. (5.50)

Substituindo (5.46) em (5.50), obtemos as equagdes de movimento

1
D J* = —p(ﬂx¢)(1+2f1-¢)(1—f1-¢)2 (5.51)
o= ge“”Fm, (5.52)

€m que a corrente conservada
JH=—¢ x D ¢ (5.53)

estd relacionada a corrente U(1) por
F=J" (5.54)

Vejamos aqui uma das caracteristicas mais importantes que diferenciam as teorias de Maxwell
e de Chern-Simons. A integral espacial da componente j° = geo” F;; = c¢B fornece a carga
conservada, isto é

Q= f d’xxB, (5.55)

ou ainda
Q=xdp, (5.56)

que € justamente o que foi visto no capitulo 2, ou seja, configuracdes de campo com fluxo
magnético obrigatoriamente tem uma carga elétrica associada e vice-versa, onde x € a cons-
tante de proporcionalidade.

Agora calcularemos o funcional da energia para configuracoes de campo estéti-
cas, isto € Dy¢p = 0, através do tensor energia momento usando a equacao, (A.50). Observe
que o termo de CS nao contribui, pois o simbolo de Levi-Civita se anula quando contraido
com a métrica que é simétrica. Assim, teremos

1 1 N N
E= 5fdzx (Dih)? — Kk AgFrp + S+ g)1- EOME (5.57)
Através de (5.52) e (5.53), podemos encontrar que
A k F (5.58)
0="— 12, .
o7+ ¢35

onde usamos o vinculo ¢ - ¢ = 1. Logo, o funcional da energia serd

1
E:—fdzx
2

Agora, podemos reescrever a expressao acima, completando quadrados acrescentando o

(D~¢)2+ilzz+i(1+ﬁ-¢)(1—fz-¢)3 (5.59)
gl @ ' '
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termo da corrente conservada, como

1 K2 1 2
E= —fdzx{w@iew xDjp) + — | Fa ¥ — (1 +¢3)( —¢3)2] } +
2 1= ¢35 K (5.60)
i4nf d*xKy,
em que Ky é a componente zero da corrente topologica definida por
1 .
Ky=—eual¢-D"¢px D'+ F(1 - ir- p)]. (5.61)

Como fizemos nos casos anteriores, no limite BPS as seguintes equacgdes sdo satisfeitas

Dip+eijpxDjp=0 (5.62)
1
Fia ¥ (1+¢3)(1 - ¢3)* =0. (5.63)
Fazendo a projecao esferografica
u = ¢1 e Up = ¢2 , (5.64)
1+ ¢3 1+ ¢3

obtemos as seguintes equacgdes auto-duais

(61 +iA)Du= ;l‘(az +iA))u (5.65)
—+8|—u|4 (5.66)
P A+ P ‘

Foi mostrado em [62] por meio de um tratamento numérico que as equagdes acima possuem
solucoes solitonicas tanto topolégicas quanto ndao-topoldgicas.
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6 MODELO BABY SKYRME

Recordemos que o modelo Skyrme é uma extensdao do modelo sigma O(3) ndo-
linear, e é bem conhecido que o dltimo possui um problema de invariancia de escala, isto é,
suas solucoes (4.70), expressas em termos de funcdes racionais de grau arbitrario resultam
em uma invariancia de escala no tamanho dos sélitons. Em outras palavras, tais s6litons
podem crescer ou decair infinitamente durante uma evolucao temporal sem que a energia
varie, de modo que as solucdes tornam-se inadequadas sobre uma quantizacao, isto é, sua
interpretacdo como particula [62]. Nesse contexto, com o Teorema de Derrick mostramos
que a adi¢dao do termo de Skyrme na lagrangeana do modelo sigma O(3) acrescido de algum
potencial podem quebrar a invariancia de escala, dando estabilidade ao modelo [10].

Mostraremos brevemente a origem e influencia do modelo Skyrme da forma que
é usada na literatura em modelos topolégicos. Originalmente, o modelo Skyrme como uma
teoria efetiva para a QCD é dado pela lagrangeana [19]

F2
Locp =12 Tr (0uU0"UT)+ ﬁTr([O”UUT,OVUUT] ruutoruu’]), e

em que F; e e sdo parametros livres que devem concordar com os dados experimentais.
Fazendo as redefini¢des R, = 0,U UT, e fazendo o reescalonamento das unidades de com-
primento e energia em 2/eF; e F;/4e respectivamente, obteremos

Locp = —%Tr (RuRM) + %GTr([Rﬂ,RV] (R, R"]). 6.2)

Em teorias de Yang-Mills, os campos de gauge A" sdao matrizes e se relacionam com os cam-
pos fisicos A" por meio geradores de algum grupo de simetria, que satisfazem uma certa
algebra. Por exemplo [64],

At =G,AL,

emquea=1,...,N e G, sao os geradores que satisfazem a relacao
[(Ga, Gpl = ifachc-

No caso dos Skyrmions R, esté relacionado com a dlgebra de SU(3). Se u e v sdo elementos
de alguma 4lgebra, € intuitivo pensar que o comutador = [u, v] estd associado um "produto
vetorial" u x v.

Portanto, a lagrangeana que descreve esse modelo no caso abeliano é

1 1 2
Zs=50up-0"p Z(aﬂ"’ x av¢) — V(). 6.3)

Entdo, dizemos que o modelo Baby-Skyrme completo é composto de um termo devido ao
modelo sigma e outro de derivadas de ordem superior. Contudo, frequentemente na litera-
tura é comum investigacées no modelo skyrme sem o termo do modelo sigma. Tal modelo
é chamado de Modelo Baby-Skyrme restrito e é dado simplesmente por

1 2
L= —Z(a,ﬂp x av¢) — V(). (6.4)
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6.1 Formalismo BPS no modelo Baby Skyrme

Aimplementacdo do formalismo BPS em teorias de Skyrmions tem sido um grade
desafio. Somente em 2012 [36] foram obtidas equac¢des auto-duais através do formalismo
BPS para um modelo de Baby-Skyrme restrito gaugeado com a dinamica do campo de gauge
governada por um termo de Maxwell, porém foi necessario a adicao de um potencial Super-
simétrico para a existéncia das solucoes, como veremos nessa sessao.

Recentemente, em 2019, Casana [65] mostrou que também € possivel aplicar o
formalismo BPS para um modelo Skyrme-Chern-Simons nao restrito, isto €, com um termo
de sigma-model, porém este ultimo é proporcional ao superpotencial definido. Outra con-
sequéncia da implementacdo BPS é que se ganha outro termo que modifica a dinamica do
campo de Skyrme.

6.1.1 Formalismo BPS no modelo Baby Skyrme nao-gaugeado

Antes de tratarmos os modelos mais realistas envolvendo interacdées com cam-
pos de gauge, observemos como implementar o formalismo BPS para um modelo Skyrme
restrito nao-gaugeado. Podemos reescrever a lagrangeana como

2

Ls=="7(0"px0"p) (0"} x 0°P) guagvp — 1V (- ). (6.5)

Substituindo na (A.50), obtemos o tensor energia momento
5 A2 5 i A2 5,2 5
T = _?(ahp x 0pp) - (0°Pp x 0P ) + 7(6“"’ x 0yp) - (0Fp x Ovep)g"° + Vg,  (6.6)
Entdo, a densidade de energia Ty = & se torna
g:?(a(,(pxaj(p) +Z(a,-¢xaj¢) + V. (6.7)
para o caso estatico €, dyp¢p = 0, entdo teremos

/12

e="_
4

(0:p x 0;)” + L2V. 6.8)
Aqui podemos definir a grandeza

q=¢-(01¢ x02¢), (6.9)

que é 47 vezes a densidade de carga topoldgica. Desse modo, podemos escrever

/12
(S":?q2+u2V. (6.10)

Entdo para prosseguir com o formalismo BPS devemos reescrever a densidade energia como

1
&= E(Aqi,uVZV)zTL/l,u qv2v. (6.11)
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Entdo, a possivel energia BPS serd
E:/l/.tfdzx qv2v (6.12)
com a seguinte equac¢do auto-dual associada
_ M
q="7 1 V2V, (6.13)

Nos resta provar que a equacao de fato fornece o limite topolégico da energia, em
outras palavras, ndo deve depender da configuragdo de campo ¢. Seguiremos com o0s argu-
mentos de [36), 66} 67].

J4 sabemos que o campo ¢ define um mapeamento do espago R? num target
space S*. O termo [ d*x é um pullback sob esse mapeamento da drea Q no target space .
Denominamos essa operacao por

fdzx qg=o"(w). (6.14)

Nesse sentido, esse produto é igual 47 vezes o valor médio de v2Vrt, ainda devemos mul-
tiplicar pelo numero de vezes que ¢ cobre o espaco interno, ou seja, o Winding Number.
Entao

f d’x g = 4ndeg[Pp](V2V) s. (6.15)

Essa grandeza, de fato, ndao depende de ¢ nem de termos dindmicos. Logo, uma estrutura
BPS deve satisfazer o limite de energia

E=4nApndeg[dpl(V2V)g. (6.16)

6.1.2 Formalismo BPS para Skyrme-Maxwell Restrito

Mostraremos aqui o método de obter as equacdes de BPS numa teoria de Skyr-
mions em interagdo com um campo eletromagnético com a dinamica governada por um
termo de Maxwell [36].

Consideremos a lagrangeana do modelo, dada por

1 A2

2
— uv _ — .
% =P =5 (Du(p x qu;) Vin- ). (6.17)

Como de costume, 0 acoplamento minimo da forma

Dy =0,dp+gAy(nxdp). (6.18)

Um fato importante é que mesmo sem considerarmos explicitamente o termo de Sigma-
model, a restricao ¢ - ¢ = 1 continua presente para os campos escalares, cujo podemos cha-
mar de campo de Skyrme. As equacoes de Movimento sdao

D, J* = — 1% O_V
= ﬂ"x‘/’ad)s» (6.19)
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e para o campo de gauge

0 F* =g*n-J", (6.20)
em que
JH=A*D,[¢- (D' x D' )]. (6.21)
A densidade de energia sera
1o oo A ) N 2 2170
€= @(E +B%)+ - (Do x Digp)’ + - (D1p x Do) +20°V (it ). (6.22)

J& foi mostrado em [60] que solucdes estdticas de energia finita contendo um termo de
Maxwell deve ter campo elétrico nulo. Além disso, continuaremos com a escolha do gauge
estatico

Ay =1(0,A;(x), A2(x) ).

Desse modo o funcional da energia se reduz a

e= B2+/12(D ¢ x Do) + L2 V. (6.23)

Aqui podemos definir a grandeza densidade de carga topolégica

q=¢- (014 x029), (6.24)
e consequentemente,
Q=¢- (D1 xDap)=q+e;jAi(n-0;¢). (6.25)
Assim podemos reescrever a densidade de energia como

&= 1 BZ+AZQ2+ 2v. (6.26)
- 2g2 2 gy '
Passemos agora para a implementacdo do formalismo BPS. Introduziremos duas funcoes
a(¢ps) e b(¢ps) que serdo determinadas a posteriori de modo que o formalismo BPS seja im-
plementado. Comecemos fazendo

1 s A? 2. 9 1o, 1 Ay o
é"zrgz(3+b((/)3)) +?(Q—a((/)3)) +u V—Eb —?Bb—?a +A°Qa.  (6.27)

Escrevendo Q explicitamente e 0 campo magnético como B =¢€;;0; A}, teremos

1 2 A? 2 2 ) A? 2 2
&=—(B+b(p3)) +—=(Q-alps)) +uV-—b"-—a"+A°qga+
2g°2 2 28?2 2 (6.28)

+€ij

1
A2aA;(n-0;¢) + ?bain

O ultimo termo pode ser escrito como uma derivada total se escolhermos

I LSNP
b=t |, ddsal) =g Wigo) (6.29)
3
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Assim,
d( 3) -— ! (6 30)
(,[) = =W .

Desse modo, podemos reescrever o modelo substituindo os campos a e b por um Unico
campo W. Entdo, a energia associada ao termo da derivada total

A*g%€eij f d*x0;(A; W) (6.31)

serd zero, uma vez que, por construcao, W(¢ps3 = <pg =1) = 0. Logo, a energia em termos de W
sera

2 4,2

g_lB/lzz 2 A /22182/12/212/
—fgz( +ATETW)) + —(Q-W') +p V- —>W -5 WY+ Wg. (6.32)

2

De fato para continuar com a implementacao BPS, o potencial deve ter a forma

14 2 /12
v=_Ewre w2, (6.33)
2u 21
Entdo o limite BPS para a energia é
Epps = fdzx gW' = 4n|N|(W') g. (6.34)
De modo que as equacoes BPS sao
Q = W (6.35)
B = -g’A*Ww (6.36)

Foi mostrado em [36] que as equacdes BPS acima possuem soluc¢des solitonicas.

6.1.3 Formalismo BPS para Skyrme-Chern-Simons

Agora veremos como obter as equacdes de BPS numa teoria de Skyrmions em
interacdo com um campo eletromagnético com a dinadmica governada por um termo de
Chern-Simons [65] Consideremos a lagrangeana desse modelo, dada por

K A? 2
% =—Zenn AP =S (Dupx Do) ~Vin-9), (6.37)

onde usamos uma constante de acoplamento no termo de Skyrme. Novamente, o acopla-
mento minimo é feito da forma usual

Dy =0,dp+gAy(nxdp). (6.38)

Vamos obter es equagoes de movimento do modelo fazendo variacoes funcionais. Assim,
para o termo de CS j& vimos pelas (3.4) e (5.50) que

6$CS K uap
=—— Fup. 6.39
5A'u 26 ap ( )
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Nos resta calcular a contribui¢do do termo de Skyrme. Observe que podemos reescrevé-lo
como

Az U, p\2 vV g2 A
Zs= -7 |(Dugp- D"’ ~ (Dup- D' ) ] - —Z[A—B]. (6.40)
Entdo, fazendo as variagdes separadamente para o primeiro termo
SA = A(Dup-D'p) [5(DV¢) : DV¢] (6.41)
= 4g(Dup-D"P)|(x P) -DV([)](S(AV), (6.42)

onde usamos o fato que 6 (D, ¢) = g(7f2 x )0 A,. Para o segundo termo, temos que
5B = &(Du¢-D"$)(D"¢-Dy)+(Dup-D"¢)5(D - Dyep)
= 2(DugpD'$)[6(D"¢) Dyp+ D ep-5(Dyep)]
= 2g(Dud-DVP)|(71x ) Dyp 64" + DHp- (i1 p) 5 A/
(72 #)- Dy |54, +2g(D"p- D" ) | Dyup- (i x ) | 6.4,
D (72 ) |64, (6.43)

= 2g(D"¢-D"¢)
)

4g(D"¢- D"

onde na quarta passagem fizemos mudancas adequadas de indice e aproveitamos da pro-
priedade de simetria do produto escalar, isto é, a-b = b- a. Entdo, a variacao do termo de
Skyrme serd

AZ

5Ls = —Z(éA—6B)

~22g{ (D, D[t ) D] - (D49 D) [D,- G x )] Lo,

= A2g(D'px D) [ x ) x Dyp| Ay, (6.44)
no ultimo passo utilizamos a identidade
(axb)-(cxd)=(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c).
Podemos reescrever a expressao utilizando a propriedade do produto vetorial triplo
de modo que

0%
51, = L8090 D'9): [p(Du-n) ~n(Dyg- )] (6.45)

Ja vimos anteriormente que o segundo termo entre colchetes é zero como consequéncia do
vinculo ¢ - ¢p = 1. Ja o primeiro termo pode ser escrito como

Dyp-i=(0up Au(itx p)) -t =0, i, (6.46)
pois (it x ¢p) - fn = (n x i1) - p = 0. Logo, a equacao se tornara

8Ls
5A,

A2g [4;- (D*¢p x DV([))] (n-0,0). (6.47)
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Fazendo uma mudanca de indices e mudando a ordem do produto vetorial, podemos escre-

ver
8Ls

5A,

A equacgdo de movimento serd dada pela condicao

~A2g [4;- (D" x D P)|(n-daep). (6.48)

A _ 6($5+$C3) —0

6.49
Finalmente a equacao de movimento para o campo de gauge é
EeHabp, = b 6.50
_Ee aﬁ - ] ) ( . )
em que a corrente é dada por
I = Ag [ @- (D" x D) (n-0ah). (651)

Podemos desmembrar a equacgdo acima na lei de Gauss fazendo u = 0 e na lei de ampere
W = i para caso estaciondrio, ou seja, 0g¢p = 0. A primeira sera

(n'aa‘p)

) = 2%|¢:(D°px D)
o{@-[(x @) x (7 +g A (i1 x )]} (m-0;9)

= A2 Ao]p- [ x 9) x 0] H(n-0;0)

= g% Ao{e-[p0/¢- i)~ 10/ P)]}(n-0;)
(n-0,¢)°, (6.52)

onde utilizarmos os argumentos ja conhecidos que ¢ - ¢ = 1. Recordando que B = Fjy, a lei
de gauss se torna

kB =A2g*Ao(n-0;¢)°. (6.53)

Do mesmo modo podemos obter a lei de Ampere
x0;Ag=-Ag(n-0;¢)Q, (6.54)

onde Q é aja como
Q=¢(D1¢ x D2¢p), (6.55)

e claramente estd associada ao widing number (4.34). Analogamente, podemos obter a
equacdo para o campo escalar (campo de Skyrme) que sera

ov _,
ob,

A partir daqui tentaremos impor o formalismo BPS, que € tentar escrever o fun-
cional da energia em forma de quadraturas de modo que consigamos determinar o minimo
da energia em funcao da carga topolégica. Desse modo, passemos a determinar a energia
através da equacdo (A.50). Ja sabemos que o termo de CS ndo contribui para a energia do
sistema de modo, assim podemos trabalhar apenas com o termo de Skyrme. Entao podemos

AZDM{DM/; [4; .(D*¢p x D“(p)] } +(x ¢) (6.56)
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reescrevé-lo como

AZ
Ls=="-(D!'px D) (D¢ x D p) guagup. (6.57)

Substituindo na (A.50), obtemos o tensor energia momento

A? A?

170 === (D¢ x Dpg) - (D" x DPp) + - (Dyb x Dyp)- (D' x D'9)g. (659

Entdo, a densidade de energia Ty, = € para o caso estdtico é facilmente obtida. Vejamos
A2 s A2 2
& == (Do x Djp)"+ - (Dip x D;)". (6.59)
Desenvolvendo o primeiro termo, temos que

/12 /12 2
= (Do D) = SE | (xg) x D]

= 25 R0 ) - (D)

= A ¢(51+8Aj(f1><¢))'"]2

= A0, 1), (6.60)

onde utilizamos novamente o vinculo do campo escalar e o fato que (72 x ¢p)-it = (nx 1)-¢p = 0.
Portanto, a densidade de energia é dada por

/12g2 ) 2 AZ 9
&=— Aj(0;- ) +Z(Di¢xDj¢) +V. (6.61)
Se observarmos que
1
Q* = (Dig D;¢)’, 6.62)

podemos escrever a energia da forma mais compacta

AZ 2 /12
&= 2g A3(0)-7)* + Q@+ V. (6.63)

6.1.4 Tentativa de Implementacao do Formalismo BPS

Passemos a expressar a o potencial Ay da densidade de energia (6.61) em termos
do campo magnético através da lei de Gauss (6.53). Assim,

2 2 2
_ "2 . B > +A—Q2+V. (6.64)
2A°8° (n-0;¢)" 2

O préximo passo € introduzir duas fungdes (ou campos) W(¢ps) e Y (¢p3) a serem
determinadas a posteriori tal que garantam uma estrutura BPS no sistema [65]. Assim, por
meio de quadraturas podemos inserir essas funcoes na densidade de energia, desse modo
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teremos
2 2
L 2 [Bi(n 3,0) W] 12 , 2 )
&= -5 > —(QFY) F 55 BW £ A"QY+
27%g (n-0,¢) 2 A8 (6.65)
5V o0 5(n-0;p)" W+ V.
Podemos escrever a grandeza Q explicitamente como
Q=¢- (01 x02¢p) +geijAi(n-0;¢p) (6.66)
e 0 campo magnético como B = —¢;;0; A; e expressar a densidade de energia como
B+(n-0;¢) W
& = 3 Q= V) 227 - (01 x 020)
8 (n-0,¢)° (6.67)
K2 A2 1 «? 2
+€j g ——0;A)W +A°gAi(n-0;¢)Y ——Y 2)ngz( n-oj¢) W+

Sabemos que o terceiro termo esté associado ao widing number. Entao, para a energia ser
minima no formalismo BPS é necessario impormos que o quarto termo seja uma derivada
total e os trés ultimos termos sejam nulos.
Com uma simples integracdo por partes podemos desenvolver o terceiro termo
como
(0;ADW =0;(A;W) - A;0;W, (6.68)

de modo que para resultar exclusivamente numa derivada total devemos ter

’K2

Aznga W =2*gA;i(n-0;p)Y. (6.69)

Esse resultado permite eliminar um dos campos em func¢ao do outro. Logo,

K2 OW

=— 6.70
A2g3 d¢s (6.70)

Ja para os trés ultimos termos serem nulos, automaticamente determinamos o potencial

1 x? K2 (6W)2
(6.71)

0p) W2+ —— | —
=22 O Wt 25 g

Frenquentemente na literatura funcgdées to tipo W sao chamadas de "superpotencial” [31,/68,
3ldevido a argumentos de supersimetria. Portanto, a densidade de energia se torna

2
1 %2 [Bi(n-dj(p)ZW] }L_Z[ _ K2 0w

g = = +
2 ;ngz (na](p)Z /14g3 6(¢3)
K? OW
+ —¢-(0 02¢).
_Azg?’ 6(P3 ( 1¢X 2¢)

(6.72)
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Fica nitido a estrutura BPS, pois ganhamos um limite inferior para a energia uma
vez que o terceiro termo estd associado ao widing number (4.34)

1
N:i4—fd2x(p-(61([)><02(p). (6.73)
/2
Além disso, é razoavel supor que

Jim W (@) = lim W(¢s) =0. (6.74)

Apesar da implementacdo do formalismo BPS parecer um sucesso até aqui, surge clara-
mente uma contradicdo no modelo, ja que o potencial que a priori deveria ser uma fun-
¢do apenas do campo de Skyrme, mas vemos surge uma dependéncia de termos derivativos.
Portanto, o modelo descrito nao € satisfatorio uma vez que as equacoes BPS ndo reproduzi-
rdo as equacgoes de movimento que calculamos funcionalmente.

Contudo, o procedimento realizado como tentativa de implementacao do for-
malismo BPS nos d4 uma pista de como deve ser um modelo satisfatério capaz de produzir
equacoes auto-duais satisfatorias, isto €, tal que sejam equivalentes as equacoes de movi-
mentos obtidas pelo método funcional (ou Euler-Lagrange). Nesse sentido, veremos a seguir
como obter um modelo que garanta tal equivaléncia.

6.1.5 Um modelo Chern-Simons-Baby-Skyrme BPS

Pela experiencia da sessao anterior, devemos modificar a lagrangeana de
maneira que o termo derivativo do potencial ndo contribua para a energia. Desse
modo, devemos adicionar na lagrangeana o termo que contenha o termo derivativo. Po-
rém devemos levar em conta a derivada covariante, uma vez que estamos investigando um
modelo gaugeado. Nesse sentido, a lagrangeana modificada sera

2

_ K A v /12 2 ]. 2 2
&= e A'F —Z(Dy(prv(p) + (n-D;@)*W*—¥ (n-¢), (6.75)

212 g2
de modo que o termo adicionado anule a contribuicdo do termo derivativo do potencial e
consigamos reproduzir as equacdes de movimento estdticas no limite BPS. Em contrapar-

tida, o termo adicionado modifica a dindmica do campo de Skyrme, pois contem termos
- . 2
derivativos. Podemos ver com mais clareza escrevendo o termo (r- D ¢)” como

(n-Dj¢)* = Duep- D'~ (nx D;p)°. (6.76)

Entdo, alagrangeana (6.75) se torna

2

K A2 2 1 x
L=~ A P - I(D,J(p x DV([;) e W2D,- D' p+
2 (6.77)

Podemos perceber que o terceiro termo é um tipo de modelo Sigma generalizado devido a
funcdo supersimétrica W. E fécil ver que a equacdo do campo de gauge gerada pela lagran-
geana modificada ¢ a mesma obtida em (6.136), ou seja, a introducdao do campo W
nao modifica a equagdo de movimento do campo de gauge.
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Em contrapartida, como vimos a modifica¢do da lagrangeana altera a dinamica
do campo de Skyrme. Como consequéncia teremos uma equacdo de movimento diferente
que sera

) oV 2 ow\?
e L R G e B

+22D,{ (Do) [+ (D" x D" )]} =

(6.78)

O funcional da energia para a lagrangiana modificada serd diferente do (6.64) apenas por um
termo, isto é

A2g? 2 A? 1 2
5 Ay(0;-n )+Z(D,¢XD1¢) 2/12g2

€= ——(n-D;j¢p)’W?+7. (6.79)

Novamente, aqui devemos manipular a expressao acima de modo a obter a estrutura BPS.
Assim, podemos reescrevé-la como

[B+ )]A_z

- 2A2g (n- ) T3
2

QF + A (01 x D2 p) V2V +

V27
+

A (6.80)

@i AW + 5 g (n-0:p)V2V A;

+_/12g2€i]

Observe que o mesmo procedimento da sessdo anterior deve ser tomado, isto €, o ultimo
termo deve ser transformado em uma derivada total. Desse modo, podemos reescrever o
termo (0; Aj)W com o mesma manipulacdo (6.68). Entdo, para termos apenas um termo de
derivada total é necessario que

2

g2 Ai0iW) =g (n-0; iPIV2V Aj. (6.81)

Logo ganhamos a forma do potencial

Vi a) = — (aw)z (6.82)
72015\ 0gs '
Portanto, podemos escrever a densidade da energia como
9. 12
1 «? [Bi("'aj‘m W] }LZ( _ k2 6W)+ K2 b Orp 6([))6W+
€ =73 -5 (¢t * 019 X 020) —=—
27%g* (n-a]'(P)Z Atg3aps) Ag? 03 (6.83)
2
Azgze”a i(AjW)

Como sabemos, termos de derivada total ndo contribuem para a agdo ou energia do sistema.
Outro fato importante é que para garantir a finitude da energia devemos ter condicoes de
contorno
lim W(¢ps3) = lim W(¢p3) =0 (6.84)
$ps—1 X—00
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e para as derivadas
: . oW
lim — = lim — =
$3—10¢p3 ¥~ O3
Finalmente, podemos definir o limite inferior da energia, ou limite BPS que é justamente
quando a energia é proporcional a carga topoldgica, assim

0. (6.85)

ow

Epps = fde XP-(01¢p x 02p) —. (6.86)
03
Nesse limite obtemos as equacoes BPS
B=%(n-0;¢)°W (6.87)
e
Q=+ K _ow (6.88)
VISR '

As configuracdes BPS podem ser consideradas como as solugdes cldssicas de uma extensao
supersimétrica do modelo (6.75).

E importante ressaltar que pode ser mostrado que as equagdes acima necessari-
amente reproduzem as equacdes de Euler-Lagrange para o caso estatico.

6.2 Baby-Skyrme e Corrente de Schroers - Uma Possivel Generalizacao

Quando abordamos o primeiro modelo sigma gaugeado, vimos que esse sistema
possui formalismo BPS se a carga topologica for tal que é gerada por uma corrente modifi-
cada invariante de gauge da forma

) 1
ir= 5o (D" x DO+ g (1~ o)), (6.89
em que a derivada covariante tem a forma ja familiar
Dup =0+ Au(inx ), (6.90)

onde tomamos g = 1 por simplicidade. A corrente define o widing number

1
de :—fdzx'. 6.91
glep] ppm Jo (6.91)
Nesse sentido, baseado nos modelos anteriores podemos convenientemente definir a nota-
cao
1 y )
Qu =S euvp- [D"¢ x DP ], (6.92)

de modo que
Q=Q=¢-(D1¢pxDs¢p). (6.93)

Entdo, podemos reescrever a componente zero da corrente de Schroers como

jo=J=Q+B(1—¢3). (6.94)
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Aideia da generalizacdo do modelo Skyrme [69] € escrever a lagrangeana como

AZ
== Ju jH— PV (6.95)

Basicamente deixamos de escrever termo cinético do campo de gauge explicitamente, dei-
xando essa funcdo para a corrente de Schroers ao quadrado, que naturalmente ja contém
o termo de Skyrme. Além disso, temos um termo que também sera quadrético em F* ge-
rando uma dinamica para o campo de gauge. A sutileza surge nos termos adicionais que
fornecem uma outra andlise para a estrutura BPS do sistema.

Vejamos o funcional da energia estaciondrio que serd de modo bastante seme-
lhante ao calculado nas se¢oes anteriores

/12
& = ?j2+u2V

A2 212
= ?QZ +A2QB(1—¢3) + ?Bz(l —p3)? + 12V (6.96)

com uma pequena manipulacdo, podemos deixar a expressao acima de uma forma mais
interessante para nossa andlise. Assim,

A2 22 22
&= ?Q2+7BZ+NZV + ?BZ¢3(¢3—2)+QB(1—¢3) ) (6.97)

Entdo, fica claro o cardter da generalizacdo, em que reproduzimos a energia do Modelo
Skyrme-Maxell (primeiros colchetes) com uma relacao entre as constantes de acoplamento
sendo g = AL Consequentemente, novos termos foram induzidos, onde um deles é o
campo magnético (ao quadrado) acoplado ao campo de Skyrme, na literatura chamamos
de um termo tipo dielétrico, também é interpretado como um acoplamento nio minimo. O
segundo termo trata-se de um acoplamento da carga topolégica com o campo magnético.
Entretanto, no vacuo, isto é, quando ¢3 — 1 esse termo se anula.

Agora, nos resta fazer o mesmo procedimento das quadraturas, que inclusive
sera bem semelhante aos dois anteriores. Entao, a partir de (6.96), podemos escrever

/12 AZ ) /12 ) AZ )
é":?[Q+a(<,b3)]+?[(1—¢3)Bib(¢3)]+u V—?a —?b + (6.98)
+A2QB(1 - 3) + A*(1 - h3) Bb £ A*QaF A*(1— p3) Bb
Explicitando, Q e B = —¢;;0 A;, teremos
&= ?[Q+a((l>3)]+7[(1—¢3)Bib(¢)3)] +u V—?d —?b +1 qa+ (6.99)

+A2QB(1 - ¢3) + A*(1 — p3) Bb+ A%e;j[aA;0 ;b3 + (1 — p3) b, A;].

Os dois ultimos termos se tornam uma divergéncia total se

¢s3
b(l—(pg):W:fd) 1d¢>ga(¢g), (6.100)
y=
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ou seja,
3 ow 3 w

=——=q b=

03 (1-¢3)
Por construgdo o termo devido a devida total, como j& vimos, se anula quando integrado.
Entdo, prosseguindo com a aplicacao do formalismo BPS, ganhamos o potencial da forma

w’ (6.101)

A A2 w2
2 2 "2
V+A°QB(1 - =—WH)+—=—-:. 6.102
u QB(1—¢3) 2( ) 2 U= pa)? ( )
Entdo, no limite BPS, a energia sera
E=A? f d*>x qW', (6.103)
nesse limite as equacoes auto-duais serdao
Q = W (6.104)
= w (6.105)
(1—¢3)? '
Em [69], ainda é feita uma generalizacao para a corrente de Schroers da forma
1
j;t’: EeﬂVP('b' [DYp x DP°p+ F*P (x — p3)] . (6.106)
Nesse caso, as equagdes BPS mudam apenas por um termo
Q = W (6.107)
B = d (6.108)
(x — p3)?’ '

Quando x = 1 voltamos ao caso anterior. Interessantemente, foi mostrado que o fluxo mag-
nético é quantizado.

6.3 Modelo Mawell-Skyrme-Sigma-Model generalizado

Nesta secdo, mostraremos um resultado original desse trabalho. Obtivemos as
equacoes BPS para o modelo Mawell-Skyrme com um termo de modelo sigma generalizado
induzido. A lagrangeana do modelo é

1 w A 2
£ =-1FnF —I(Du(prV(p) ~V(i-¢). (6.109)

A densidade de energia estacionéria é
2 BZ
2

Introduzindo os campos W = W (¢3) e b = b(¢3), podemos reescrever

A2b?

2 1 1
82%(Q¢b)2+§(BJ_rW)+V— —EWziAZbQ+¢BW.

(6.111)
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Explicitando,
Q= (01 x 02¢9) + geijAi(n-0;p)
e B=—¢;;0;A;, teremos
A2 1

A2 1
E="(QFb?+=-B+W)+V(h3) - —— —~W?+ A%bg+V
7@ 2 P =573 9 6.112)

*€ij Aszi(n-aﬂp) + Wain .
Podemos tratar o termo entre colchetes como uma divergéncia total se

1w 1 _

Com esse raciocinio eliminamos uma das funcdes definidas. Entdo, a parcela da energia
associada ao termo entre colchetes

E :fdzx €;;0;(A;W) (6.114)

se anula uma vez que as condicdes de contorno para essas fun¢oes sdo tais que

Hm W(ps) = im W (es) =0 6.115)
()b3—>1 X—00

174 . oW
lim — = lim — =
$3—10¢p3  x—00 0¢p3

Desse modo, para prosseguir com a implementacao BPS o potencial deve ser

0. (6.116)

Ve W) iw? (6.117)
22 2 ' )
Se fizermos uma redefinicdo de campo
W — w(ps) = W—x(n-0;¢), (6.118)

em que n-0;¢ = 0¢p3 e k € uma constante para evitar ambiguidades de dimensdo. Nesse
sentido,
W =o' (6.119)

W2 =0® +x%(0p3)* +2kw(0¢h3)*. (6.120)
Logo, o potencial em termos do campo w sera
V—i(w’)2+1w2+’<—2(a- )+ xw(@p3)* (6.121)

E as equagoes auto-duais serao

1
Q= iﬁw' (6.122)
B=w+x(n-0;j¢)*. (6.123)
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Como sabemos, para haver a quebra espontanea da simetria de rotagao SO(3) o potencial
deve depender apenas de #1- ¢ = ¢3. Portanto hd uma ambiguidade no potencial encontrado
acima em (6.121), uma vez que depende nao apenas de ¢35, mas de duas derivadas, isto é,
0jps.

Nessa perspectiva, o que podemos fazer é adicionar termos na lagrangeana tais
que, quando calculada a energia do sistema, os termos adicionados "cancelem" os termos
que geram a ambiguidade do potencial. Dessa forma, por tentativa e erro, a lagrangeana
devera ser

1 A2 2

%= — 5 Fur " = Z(D“(p x DV([)) ~7 +kw(n-Dud)? —«%[(n-Dy)?]’. (6.124)
O termo quadrético pode ser escrito como

(n-Dup)’ = Dyp- D' — (nx D). (6.125)

Entao, podemos reescrever a lagrangeana como

1 A2 2
L' =~ Fyy P I(DN([) x Dyp) +x0(Dycp- DHp) — V(- ) + L, (6.126)
em que
L6 =—k[(n-Dup)?]* —xw(n x Dyp)°. (6.127)

Novamente, aqui ganhamos modelo Sigma generalizado, como consequéncia ganhamos
dois termos extras que modificam a dinamica do campo de Skyrme, sendo um deles con-
tendo termos derivadas de ordem superior. Contudo, eliminamos a ambiguidade do poten-
cial contida na equacao (6.121), e garantimos as equacoes BPS para um modelo generalizado
Skyrme-Maxwell-Sigma-Model.

6.4 Termo de Pauli e Acoplamento nao-minimo

Uma das possibilidades interessantes em uma teoria de Chern-Simons planar
é a inclusao natural de um termo de acoplamento nédo-minimo ou acoplamento de Pauli.
Algumas motivacoes justificam tal inclusdo, uma delas é que tanto o termo de CS quanto o
termo de Pauli sdo induzidos por corre¢des radiativas na QED planar [55, [70]. Além disso,
ao assumirmos um acoplamento ndo-minimo numa lagrangeana de uma teoria escalar, um
termo de CS é gerado por quebra espontanea de simetria [71].

Classicamente, 0 momento magnético de uma particula de massa m, carga Q,
movendo-se com velocidade v, e momento angular L, é proporcional a um momento mag-
nético p dado por,

I.l = g_L, 6.128
2m ( )

onde g é o fator giromagnético, que nesse caso, é tomado igual a unidade. No caso do elé-
tron, através da equagdo de Dirac, pode-se mostrar que g = 2. Contudo, cdlculos em QED
e posteriormente resultados experimentais apontaram que esse fator possui uma pequena
variacao. Tal correcao € atribuida ao momento magnético anémalo [72]. Por correcdes radi-
ativas em um loop, a correcdo € dada pelo fator [73]

«
a.,=— ~=0,0011614, (6.129)
27
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em que a é a constante de estrutura fina. Célculos recentes determinaram a contribuicao do

momento magnético andmalo em quinta ordem, foi obtido que a, = 0.001159652181643(764)
[74]. Esse resultado caracteriza umas das previsdoes mais precisas de toda a fisica, mostrando

que a teoria quantica de campos, e seus métodos de renormalizacado sdo confidveis. A corre-

cdo obtida experimentalmente é de a, = 0.00115965218073(28) [75].

Nesse sentido, podemos incorporar, classicamente, 0o momento magnético ano-
malo em algum sistema acrescentando um termo de Pauli na derivada covariante [76], re-
sultando em mais termos na lagrangeana e consequentemente nas equac¢oes de movimento.
Portanto, a derivada covariante tera da forma,

Dy=0,+igA,+ihF,, (6.130)

onde F, = %euv A FYA, Quando h =0, retornamos ao caso do acoplamento minimo.

Nesse contexto, buscamos, como perspectiva futura, incluir nesse trabalho um
acoplamento ndo-minimo no modelo Maxwell-Chern-Simons-Skyrme, e buscar solugdes de
vortice topolégicas e ndo-topologicas. A derivada covariante gaugeada pelo subgrupo U(1),
nesse caso sera [34]

Dy =0,p+(gAu+hF,) (P xn) (6.131)

6.4.1 Modelo BPS com acoplamento nao-minimo

Nesta se¢do , mostraremos alguns célculo feitos que ndo existem na literatura
que sdo essenciais para uma implementacao BPS num modelo baby-skyrme com acopla-
mento ndo-minimo. Nos modelos com acoplamento minimo, tinhamos definido a grandeza
associada ao termo de skyrme e a carga topologica

Q=¢(D1¢p x Dap) = p- (01¢p x 02p) + geijAi(n-0;p), (6.132)
Para o caso do acoplamento ndo minimo, ganhamos mais um termo. Assim, teremos
Q= (019 x 02p) + geijAi(n-0;p) — hdj Ap(n-0;¢h), (6.133)
Ou seja, )
Q-Q=-hdjAy(n-0;j¢). (6.134)

Se tivermos uma lagrangeana de Skyrme acoplada ndo-minimamente com a dinamica do
campo de gauge governada por um termo de Chern-Simons

K 1 v /12 2
&= e AP - z(Dp(p x qu;) +V(gs) (6.135)
A equagao de movimento para o campo de gauge sera
Kewappn _ qu
¢ Fap=J", (6.136)
em que a corrente é dada por

(6.137)

JH=A2g [<p (D ¢p x D“¢)] (n-0ap) + A2he" 0, [¢- (Datp x Dyp)(n-9%¢)|.
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Se a dinamica do campo de gauge for governada por um termo de Maxwell, a equacgoes de

movimento serao
0o F* = JH, (6.138)

Ou seja, as leis de Maxwell e Ampere serdo modificadas. Nao conseguimos obter uma estru-
tura BPS para um acoplamento ndao minimo tipo Pauli.
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7 CONCLUSAO E PERSPECTIVAS

Nesse trabalho, vimos como obter o formalismo BPS em teorias com Skyrmions,
e pudemos ver a importancia de um teoria que permita tal formalismo, uma vez que o mi-
nimo da energia do sistema é garantido. Assim, obtivemos as equa¢oes BPS para um modelo
Skyrme-Maxwell ndo-restrito ainda ndo existente na literatura.

No geral, uma revisdo dos aspectos gerais das equacdes ndo-lineares em teorias
cldssicas de campos e das solugdes associadas a esses modelos chamadas solugées solitoni-
cas. Tais solucoes sdao de grande interesse pelo fato de serem localizadas e possuirem uma
energia finita, tendo assim, uma semelhanca com um objeto corpuscular.

No primeiro capitulo, vimos o modelo kink, que é o mais simples de um mo-
delo solitdnico, e constatamos sua relacdo com uma degenerescéncia na configuragdo de
campo de menor energia. Enfatizamos que essas solucoes podem ser classificadas em seto-
res caracterizados por dois indices que sdo os valores assint6ticos no campo, ou seja (¢p(x —
—00), Pp(x — 00)).

Nesse sentido, pudemos definir grandezas ditas topolégicas, como a carga e cor-
rente topolégica, com o intuito de classificar as solu¢des topolégicas e ndo-topoldgicas. Com
isso, apontamos que solu¢des topoldgicas estdo intimamente ligadas ao fendmeno da que-
bra espontanea de simetria. Em seguida, discutimos classicamente a quebra da simetria
U(1) global (associada aos bésons de Nambu-Goldstone) e local (associada ao mecanismo
de Higgs). Assim, mostramos como funciona a geracao de massa para as teorias de gauge
através desse mecanismo.

No segundo capitulo, vimos os principais aspectos de uma teoria de Chern-Simons,
bem como as implicacdes de um acoplamento com campos de matéria e um termo de
Maxwell. Ja no terceiro capitulo, introduzimos o sigma O(N) nao-linear, que consiste da
adicao de um vinculo na lagrangeana de um sistema composto por campos escalares aco-
plados, permitindo assim solu¢ées de campo estdticas nao-triviais. Através do método de
Bogomol’'nyi pudemos encontrar essas solugoes sem resolver a equacao de movimento, tro-
cando o problema de resolver uma equacao diferencial de segunda ordem por duas de pri-
meira ordem. Dedicamos uma sessdo para uma breve discussao de alguns conceitos bésicos
da teoria da homotopia, fundamental para a classificacao das solugdes do modelo.

No quarto capitulo, enfatizamos um problema ao considerar as solucoes obtidas
do modelo sigma O(3) planar, elas possuem o problema da invariancia de escala, isto é, elas
podem crescer infinitamente sem mudar a energia, invalidando uma quantizacdo. Nessa
perspectiva, apontamos que a adicdo de outros campos, (de outra natureza, bem como cam-
pos escalares de ordem superior) acompanhados de um potencial adequado pode quebrar
essa invariancia. Além disso, existe uma motivacao intrinseca para adicionar outros campos,
uma vez que sistemas planares de interesse envolvem interacdes ,como a eletromagnética.

No quinto capitulo introduzimos o modelo Skyrme e sua reducao planar, mostra-
mos sua origem como uma teoria efetiva para barions em baixas energias bem como feno6-
menos da matéria. Enfatizamos as vastas aplicacoes de Skyrmions em matéria condensada
como por exemplo, o efeito Hall quantico fraciondrio e estruturas de virtices em materiais
magnéticos, que é de fundamental importancia para a spintronica, sendo promissores prin-
cipalmente para serem os futuros armazenadores de dados. Em seguida, mostramos todos
os modelos BPS de Skyrmions recém obtidos na literatura. Logo, abordamos as consequén-
cias de usar um acoplamento ndo-minimo e a sua relagdo com o momento magnético ano-
malo. Finalmente, como perspectiva futura, investigaremos um modelo Skyrme gaugeado
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com um acoplamento ndo-minimo, buscaremos uma estrutura BPS e buscaremos as solu-
coes, caso existam. Tal modelo ainda nao existe na literatura e pode fornecer resultados
interessantes.
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APENDICE A - TEOREMA DE NOETHER

O teorema de Noether (1918) [77] fornece uma conexdo sistematizada entre si-
metrias e leis de conservacao. Serd feito um tratamento geral fortemente apoiado na refe-
réncia [78]. Aproveitaremos aqui para demostrar a derivacdo das equacoes de movimento
pelo principio variacional, método usado frequentemente nesse trabalho.

Consideremos um conjunto de campos {¢;(x)} cujo a densidade de lagrangiana
é um funcional da forma

ZL(x)=ZLPp(x),0,p(X)], (A.1)

em que ¢(x) = {P1(x) P2(x), p3(x),...¢,(x)}. A acdo para esse sistema €

S[¢] = f d'xZ(x), A.2)

no qual / = D+1 é a dimensdo do espago tempo. O principio de Hamilton diz que para
uma variacao arbitrdria nos graus de liberdade do sistema a acdo permanece estaciondria.
Obtemos a equagdo de movimento quando a acdo é minima, isto é

8S[p] =0, (A.3)

observe que como a integral é sobre x, o funcional S nao dependera de x, mas sim da forma
funcional dos campos. Tomando a variacao funcional de S, nesse caso, € o mesmo que fa-
zer uma diferenciacdo do funcional em relagdo as coordenadas ¢ e suas derivadas, assim

teremos
0«

6¢l a(apfpz)

usando o argumento heuristico que [§,0,] = 0 e fazendo uma integracdo por partes no se-

gundo termo, teremos
0L
d'x a5-=fdla 6-]—fdla

f a(au(p) ,u( <Pz) X0y 6(0H¢Z) (Pz X0y

Usando o teorema de Stokes I-dimensional [79], o termo da derivada total se tor-

d’'xo, ] f doP
f x a(a,,cp) O(G,u(p)

em que do” é o elemento de superficie de D dimensdes espacias. Esse termo é a integral
numa hiper-superficie D-dimensional que contorna o sistema como um todo. Mas, analo-
gamente a mecanica do discreto onde os extremos das coordenadas sao fixos [80], a variacao
dos campos na regido de contorno é tomada como zero, ou seja 6¢; =0 em ¢; € 0. Logo, a
equacao ja impondo o principio de Hamilton, serd

05= f [ch, a(au¢)

5S[p] = f d'x6£(x) = f d'x A4)

0%
a(ap¢i)

Spi.  (A5)

nara

6bi, (A.6)

8¢p; =0. A.7)
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Como os d¢p; sdo variacoes arbitrarias, chegamos as equacoes de Euler-Lagrange

0¥ 0L 0 A8)
0p; 00ud) '
Na préatica, quando vamos calcular as equacoes de movimento partir de uma

dada lagrangeana, ndo usamos diretamente as equagdes acima, o que se faz é usar uma
definicdo do calculo funcional, que é o conceito de derivada funcional, definida como

6S = f dlx(s;f] 0r (A.9)

ou seja,
oSlpl 0% 0%

=0.
6(/)1 a(l)l a(ay(l)l)
Veremos agora como o funcional da a¢do se comporta sob transformagoes infi-
nitesimais arbitrérias do tipo

(A.10)

xH=xt+6x (A.11)

P (xX) = i (x) + 6 (x). (A.12)

Logo, com essas variagoes teremos mudancas tanto na densidade de lagrangeana quanto no
elemento de volume. Assim, podemos escrever

68 = f 6d'x) £ +d'x6.%£] (A.13)

O elemento de volume se transforma como:
d'x’ = jd'x, (A.14)

no qual J é o jacobiano da transformacao, que em primeira ordem pode ser escrito como
J =1+0,(6x"), substituindo na equacdo acima

§(d'x) =0, 6x"d x. (A.15)

Vamos definir a varia¢do funcional de ¢;(x), de modo a ndo mudar a variavel x, assim como
fizemos em[A.4] Ou seja,
Soi(x) = Pl (x) — i (). (A.16)

Agoravamos relacionar essa variacao funcional com a variagdo arbitraria da equa-

cdo considerando
¢ (x) = P (x+6x) = P (x) + 0, (x) 5 xH (A.17)

em primeira ordem 0,¢’;(x)6x* = 0,¢;(x)dx*, isso pode ser facilmente visto usando
Desse modo,
0} (X)) = @) (x) +0,up; (X)X, (A.18)

Isolando o primeiro termo da equagdo acima e substituindo em[A.16} obtermos uma relagao
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entre a variacao geral e a funcional
0i(x) =06p¢i(x)+ Glu(/)i(x)5x”. (A.19)

O segundo termo é chamado de termo de transporte. podemos fazer o mesmo para a varia-
¢do da densidade de lagrangeana, isto é

5L =80 L +0,L5x". (A.20)

Em outras palavras, isso nos traduz que temos dois termos que contribuem na variacao total
da lagrangeana, um da variagdo das varidveis do espaco-tempo e o outro na propria depen-
déncia funcional dos campos. A variacdo funcional é

0% 0%
60 = 6_¢,-50¢i + m%(ap%) (A.21)
0% 0%
00 = —0Opi—|0y———|00¢p; +0,| ———0b00; A.22
0 6(/)1' 0‘;[71 'ua(ap(,bi) 0(/71 u a(au(/)i) 0‘!71] ( )
A
00 = —O0p;+0,|———000i]. A.23
0 50, 0pi+0y 30, 0‘/’] (A.23)

Na primeira passagem usamos novamente o fato que [6,0,] = 0 e na segunda passagem usa-
mos a definicdao da derivada funcional, ver equacao finalmente, a acdo sera

5SIpl = f [6(dlx)££+5$dlx] (A.24)
= f d'x [0,(6x") L + 60 L +0,L5xH] (A.25)
3%
) . Y ,
f d x{ 50001+ 0, ($5x + 6(6#%)50%)}, (A.26)

Essa equacdo € a variacao mais geral possivel devido a um shift no espaco-tempo
e Nos campos, vejamos agora como explorar simetrias e leis de conservacao a partir dela.
Primeiramente, consideremos uma transformacao dos campos que é uma representacao de
algum grupo compacto cujo os geradores sdo X,, que satisfazem as relacoes de comutacao

[ZmZm] = i frnpZp, (A.27)

em que m =0,1,2,...,N é a dimensdo do grupo e [, sdo as constantes de estrutura do
grupo. Seja também 6™ os parametros de tal grupo. Nesse sentido, podemos escrever

¢ (x) = [exp (0,mZ™) ;00 (0. (A.28)

Como o parametro 6 é continuo, podemos fazer uma transformacao infinitesimal 66¢ pre-
servando o formato do grupo, ora

(,b;.(x') = [6ij+59m(2m),-j]<pj(x) (A.29)
Pi(x) = Pi(0)+80™(Zp)ijdj(x). (A.30)
Observe que de[A.30] temos
0¢i(x)
= Emijdjx). (A.31)

oo™
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Escrevendo as varia¢des do espaco-tempo e dos campos em termos parametros

do grupo, teremos
O xH

6.X:'u: 56_1’}1697” (A32)
bem como, 5
5b; = 69%69’". (A.33)

Substituindo as equagoes|A.31} |A.32} |A.33|e|A.18|e na defini¢do da variacao fun-
cional do campo

op;  O6xH O0¢p;
56™ 5™ dxk
Finalmente, podemos reescrever a acao em sua forma geral com as defini¢oes feitas acima,
desse modo a acao serd

Oopi = 50™. (A.34)

oxt 0L dugi
56 " 3(0,p:) 66

0L bohi
_ 1 0¥i
6S[qb]—fd x{—&Pi g +0, | &L

}69’”. (A.35)

Se estamos fazendo uma transformacao de simetria na acao é razodvel que 6S = 0. Como o0s
00 sao arbitrérios, implica que o integrando deve se anular, logo

oxt 0L bugi
50™ " 03, 60™

0L So _ _
o¢p; 6om

(A.36)

Observe como esse formalismo é geral, pois ainda ndo impomos que os campos ¢ obedecem
as equagoes de Euler-Lagrange|[A.10| Fazendo isso, agora, obteremos

SxH 0L o
0, | L —+ =0, A.37
17 60m ° 0(0upi) 66™ (A.37)
ou ainda
0uJtm =0, (A.38)
em que

oxH 0% 604)1' ]

P =-0,|%
Im==0u| L 5om * 56,40 507

(A.39)

é a famosa corrente de Noether que € a grandeza conservada devido a alguma transformacao
de simetria. Em analogia ao eletromagnetismo cldssico, podemos definir uma carga conser-
vada associada a essa corrente

Qm= f dPxj° (A.40)
que também deve ser conservada, isto é

aQ_,

i (A.41)
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A.1 Tensor Energia-Momento
Primeiramente, consideremos um shift no espago tempo
X' = xt+ 5xH. (A.42)

Podemos inserir um parametro de simetria genérico na equagdo acima

— 6al. (A.43)

xH=xt+ -
da

Se considerarmos o parametro como o proprio espa¢o tempo, podemos analisar qual a cor-
u
rente que se conserva devido a translacdes. Desse modo, 5“ = 6“ Observe que os campos

sdo invariantes devido a translagoes, ou seja, (pl =0. Entao podemos escrever a equacao
[A.34como
Sopi = —0,¢;6a. (A.44)
Logo, a corrente sera
r bz 9% 0 i — (A.45)
ou ainda,
0%
ToH =qpotr H = ——_¢§° 2. A.46
e R i (A.46)
Renomeando os indices,
0%
™ = ———o!¢p; —ntV £. (A.47)
A

Esse é o conhecido tensor energia-momento. A carga associada
7= f dPx17° (A.48)

ndo é nada mais que o /- momentum, ou 0 mais conhecido 4—momentum para / = 4. Com
isso, o hamiltoniano sera

= f dPx1%, (A.49)

com 4 = T%,

Por fim, também é bastante conveniente expressar o tensor energia-momento
em termos da métrica. Para isso, basta observar em (A.46) que a“(p Ouo- Assim, podemos
escrever

0%
08uv

Entdo, podemos dizer que a invariancia globaﬂ da ac¢do por transformacdes, que
podem ser translacoes espaciais, temporais, rotacoes, transformacoes de fase, etc. levam a
uma grandeza conservada, essa é uma das formas de enunciar o teorema de Noether. Esse
método apesar de ser um pouco mais sutil do que em outras referéncias como [81] entre
outros, é bem mais elegante e geral pois ndo usamos as equac¢des de movimento a priori.
Optamos por usd-lo, pois 0 mesmo fornece uma familiaridade e clareza com a parte opera-
cional do formalismo dos campos.

THY = -gve. (A.50)

1o parametro do grupo nao depende do espaco-tempo
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APENDICE B - UMA BREVE DISCUSSAO DA TEORIA DA HOMOTOPIA

Esta secao, terd uma dinamica diferente de todas as outras contidas nesse traba-
lho, pois daremos algumas defini¢cdes de topologia e homotopia que se fazem necessdrias
para a classificacao das solucoes solitonicas bem como o compreendimento de sua estabili-
dade.

Primeiramente, definamos a no¢do de espaco topologico.

Definicao 1 Seja X um conjunto ndo-vazio. Uma cole¢do de sub-conjuntos T de X é uma
topologia sobre o conjunto X, se e somente se, satisfaz as condicoes

1. XerT

2. 0€T

3. Se 01,0,,...,0,e1 = O01NON---NOjET
4. O1UOU---UOgET

O par de objetos (X, 1) é chamado de espago topoldgico. Os sub-conjuntos O; sdo chamados
de conjuntos abertos [82].

Geralmente, essa definicao de Espaco € bastante interessante, pois podemos dar
uma noc¢ao mais fundamental de espaco sem necessariamente ter uma métrica definida.
Isso é possivel devido a nocao de Vizinhanca.

Definicdao 2 Dado um espago topologico (X,t), um subconjunto V de X é dito uma vizi-
nhancga de um ponto a € X se existir um conjunto aberto A tal que a€ X < V. Isto é, dizemos
queV é uma vizinhanca de a se a estiver contidoem V.

(a) (b)
Figura 6: Em (a) dizemos que o conjunto V é uma vizinhan¢a do ponto a. Ja em (b), por
menor que seja o aberto, o retangulo ndo pode ser uma vizinhanca dos vértices.

Em topologia, dizemos que duas figuras (espacos) sdao equivalentes se podemos
deformar uma na outra através de uma deformacdo continua. Isso nos leva ao conceito
de homeomorfismo. Muito embora o conceito de continuidade seja intuitivo para fisicos, é
relevante enfatizarmos a noc¢do de uma fungdo continua num espaco topolégico. Para dois
espacos topolégicos X e Y, uma funcao é f: X — Y é dita continua se para cada aberto
V € Y exista uma inversa f‘1 (V) que é um aberto € X [57].
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Definicao 3 Sejam X e Y dois espagos topoldgicos, um mapeamento f:X — Y é um ho-
meomorfismo se é continuo e exista a inversa f~':Y — X também continua. Caso exista,
dizemos que X é homeomorficoa 'Y e vice-versa.

O exemplo cldssico de um homeomorfismo é a deformac¢do continua de uma
rosquinha em uma caneca (figura (7)), observe que a caneca preserva o furo da rosquinha,
nao havendo nenhuma abertura ou torcao. Nesse sentido, dizemos que a rosquinha é ho-
meomorfica a caneca e vice-versa. Em outras palavras, os dois objetos sdo topologicamente
equivalentes. Passemos agora para uma definicdo que diz respeito a classificacdao de mape-
amentos devido alguma deformacao continua.

= - (=~

Figura 7: Deformacao continua de uma rosquinha em uma caneca

Definicao 4 Sejam dois espacos X e Y, os mapeamentos f : X — Y eg: X — Y sdo ditos
homotopicos se f pode ser deformado continuamente em g, ou vice-versa. Desse modo, existe
uma familia de mapeamentos h; parametrizados continuamente por t € [0, 1], tais que hy = f
e hl =g.

Desse modo, o que temos é um mapeamento continuo
H:Xx[0,1]1-Y,
onde H(x,0) = f e H(x,1) = h, e um mapeamento arbitrario entre esse intervalo é

Hx,t)=h;, VxeX

E de nosso interesse investigar mapeamentos envolvendo superficies esféricas,
pois topologicamente, o modelo sigma nao-linear ¢ um mapeamento de uma superficie S
contendo as coordenadas do espaco-tempo num target space Siznt referente aos campos ¢,
como coordenas cartesianas. Todos os mapeamentos de uma superficie esférica em outra
podem ser classificados por setores de homotopia. E conhecido que mapeamentos de um
mesmo setor podem ser deformados continuamente um no outro, enquanto que mapea-
mentos de setores diferentes nao podem ser deformados continuamente um no outro. Tais
classes sao caracterizadas pelo conjunto dos inteiros, positivos, negativos e zero. Essas clas-
ses de homotopia formam um grupo que é isomoérfico - uma correspondéncia entre grupos
que preserva as operacoes dos mesmos - ao grupo dos inteiros. Para uma variedade p + 1-
dimensional mapeada em outra g + 1-dimensional, representamos esses mapeamentos por

n,(81) =12,

onde 7,(S7) é o grupo de homotopia associado ao mapeamento S” — S% e Z é o grupo dos
inteiros, a prova pode ser encontrada em [83].

Para exemplificar, consideremos mapeamentos entre circulos. 71(S!) = 7Z é um
mapeamento de um circulo em outro, ou seja, 7 : S 1 . §!. Podemos defini-lo por uma fun-
¢do continua f(0) num intervalo [0,27] onde f(8) é o angulo no espaco mapeado. A con-
dicdo de continuidade desse mapeamento requer que f(27) = 2nm, onde n € Z é chamado
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de widing number ou ntimero topolégico. Basicamente o widing number fornece o nimero

de vezes que a imagem f(6) contorna o espaco mapeado quando 6 passa uma vez pelo do-

minio [2]. Se dois mapeamentos f e g possuem o mesmo 7, eles sdo ditos homotopicos.

Afirmamos aqui que as classes de homotopia de 71 (S!), sdo classificadas por inteiros.
Vejamos os mapeamentos, ainda de circulos

o9@)=0, V 6 (B.1)
- 0, 0=<x<m,
00(6)_{ tRCn—-60), m<x<2m'’ (B.2)

(a) (b) (c)
Figura 8: (a): mapeamento trivial (B.1) do circulo em um ponto. (b): mapeamento

nao-trivial (B.2) homotépico ao (B.I). (c): mapeamento (B.3), este ndo pode ser deformado
nos anteriores.

onde ¢ é um parametro dentro do intervalo [0, 1]. Observe que variando conti-

nuamente o parametro ¢ para tender a 0, 0 mapeamento pode ser deformado conti-

nuamente no (B.2). Nesse sentido, eles pertencem a mesma classe de homotopia. Porém, o
mapeamento

og@)=60, v (B.3)

nao pode ser deformado continuamente nos anteriores. Em (B.1) e (B.2), o circulo mapeado
dé zero voltas ao redor do circulo que é o dominio, enquanto que em (B.3) o circulo mapeado
d4 uma volta no circulo dominio ,observe a figura (c). Essa classificacao é justamente o
widing number definido anteriormente. Nessa perspectiva, uma maneira de computé-lo é
1 (?"do
=— —do. (B.4)
2nJo do
Desse modo, para (B.I) e (B.2) obtemos N = 0 e para (B.3), N = 1. Para um nimero M de
voltas, podemos escrever
opm(@)=M6O, VY 0. (B.5)

Portanto, podemos ter um arbitrdrio nimero de voltas no circulo dominio, resultando em
infinitas classes de homotopia.
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