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RESUMO

Neste trabalho apresentamos uma revisão sobre o modelo sigma 0(3) não-linear e o mo-
delo Baby-Skyrme que é uma generalização do primeiro. Além disso, buscamos aplicar o
formalismo BPS em modelos com Skyrmions. Introduzimos o conceito de soluções topoló-
gicas e sua conexão com a quebra espontânea de simetria. Então, mostramos o mecanismo
de Higgs, que permite a geração de massa das partículas de gauge. Em seguida, aborda-
mos o modelo sigma não-linear que permite soluções não-triviais de campo com a intro-
dução de um vínculo na lagrangeana e encontramos soluções exatas para o modelo atra-
vés do formalismo BPS. Visto o problema da invariância de escala dos sólitons, vimos que
é possível quebrar essa invariância através da adição de campos de spin 1, junto com um
termo de potencial adequado, vimos que tal adição é bastante natural para a descrição de
um sistema realista. Nesse sentido, outra escolha interessante é considerar um modelo de
Skyrme. Evidenciamos as motivações e aplicações de uma teoria com Skyrmions e vimos
os modelos recentes tratados com o Formalismo BPS. Encontraremos as equações BPS de
um novo modelo Skyrme-Maxwell-Sigma-Model generalizado através uma função denomi-
nada superpotencial. Por fim, investigamos as consequências de Skyrmions acoplamentos
não-minimamente por meio de um termo de Pauli.

Palavras-chave: Modelo Sigma O(3). Sólitons. Baby-Skyrme. Acoplamento Não-Mínimo.



ABSTRACT

In this work we present a review on the nonlinear sigma 0 (3) model and the baby Skyrme
model, which is a generalization of the first one. In addition, we seek to apply the BPS for-
malism in models with Skyrmions. We introduce the concept of topological solutions and
their connection to the spontaneous breaking of symmetry. Then, we show the Higgs me-
chanism, which allows mass generation of the gauge particles. Then, we will approach the
non-linear sigma model that allows non-trivial field solutions with the introduction of a link
in the Lagrangean. We find exact solutions to the model through BPS formalism. Given the
problem of the invariance of scale of the solitons, we see that it is possible to break this in-
variance by adding spin 1 fields together with a suitable potential term, we see that such
an addition is quite natural for the description of a realistic system. In that sense, another
interesting choice is to consider a Skyrme model. We demonstrate the motivations and ap-
plications of a theory with Skyrmions and we see the recent models treated with BPS Forma-
lism. We find the BPS equations of a new Skyrme-Maxwell-Sigma-Model generalized model
through a function called textit superpotential. Finally, we investigate the consequences of
non-minimally coupling Skyrmions by means of a Pauli term.

Keywords: O(3) Sigma Model. Solitons. Skyrme. Non-Minimal Coupling.
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1 INTRODUÇÃO

Desde meados do século XX uma abordagem nas interpretações em modelos de
teorias quânticas de campos tem sido bastante explorada. Trata-se do estudo de soluções de
campo não-lineares que são candidatas a novas partículas de uma teoria [2]. Contudo, di-
ferentemente das partículas elementares que surgem da quantização de modos de vibração
das flutuações dos campos clássicos, essas novas partículas são caracterizadas por possuí-
rem uma estrutura topológica.

Geralmente, o caráter topológico dessas estruturas é carregado por grandezas
inteiras, a carga topológica em (1+ 1) dimensões ou o widing number N para dimensões
maiores. Essas grandezas são proporcionais a energia. O método de encontrar o mínimo
de energia associada com a carga topológica é chamado de formalismo BPS (Bogomolny-
Prasad-Sommerfield), a configuração de campo que descreve esse limite de energia satisfaz
as chamadas equações BPS, ou equações auto-duais1. Nesse sentido, um sistema com N = 1
é considerado estável, uma vez que caracteriza a configuração de vácuo (mínima energia).
Geralmente a energia desses sistemas é bem definida e localizada numa região do espaço, a
configuração de campo devido a essa energia é dita um sóliton topológico, ou simplesmente
sóliton.

Sólitons podem surgir em sistemas de dimensões diferentes, por exemplo, em
um dimensão surgem os kinks, em duas dimensões os vórtices e lumps, em três os monopo-
los e Skyrmions, em quatro dimensões os ínstatons. Além disso, sólitons também surgem em
teorias de cordas e são denominados branas. Nesse trabalho focaremos apenas nos mode-
los bidimensionais que apresentam soluções tipo vórtice, muito embora, ao longo do texto
abordemos alguns modelos em outras dimensões por motivos didáticos, como é o caso dos
kinks.

É importante ressaltar que, estruturas solitônicas estão presentes nos mais di-
versos fenômenos da natureza. Teorias efetivas, teorias de Yang-Mills, espalhamentos de
partículas elementares, supersimetria, modelos cosmológicos, modelos de dimensões ex-
tras (muitas dessas descrições estão presentes nas referências [2, 3]. Além disso, sólitons
podem modelar muitos fenômenos da matéria condensada [4, 5]. Em biofísica, sólitons tem
podem modelar cadeias protéicas [6].

Nesse contexto, existe um grande interesse, em teorias de campos, no estudo
de sistemas de dimensões mais baixas. Mais especificamente, os chamados modelos sigma
não-lineares ganham atenção devido sua possibilidade de aplicações, seja em fenômenos
da matéria condensada como o ferromagnetismo isotrópico de Heisenberg [7], ou pela sua
conexão com modelos mais abstratos como as teorias de Yang-Mills [8, 9, 10] que dão base ao
Modelo Padrão das Partículas Elementares (SM) e em modelos de dimensões extras, como
nas teorias de cordas [11, 12, 13].

Inicialmente, o modelo Sigma foi introduzido por Gell-mann e Levy [14], ele des-
creve o mapeamento dos valores de um campo escalar em alguma variedade denominada de
espaço alvo, ou target space. O nome modelo sigma é devido a um méson escalar homônimo
introduzido anteriormente por Schwinger[15].

Nas últimas décadas houve uma frequente investigação dos aspectos clássicos de
alguns modelos, no que diz respeito a busca de soluções solitônicas, que basicamente são
soluções estáticas de campo no espaço de Minkowiski com energia finita e localizada. Tal
busca pode ser justificada pelo questionamento "é possível existir estados ligados estáveis

1tais equações devem reproduzir as equações dinâmicas do sistema, isto é, as equações de Euler-Lagrange
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que não são inerentemente quânticos?"A resposta é sim. Através dos sólitons que são solu-
ções de equações não-lineares. Veremos que sua estabilidade está associada a uma quan-
tidade chamada carga topológica, que está diretamente relacionada ao valores assintóticos
dos campos.

Um fato interessante é que os modelos sigma possuem soluções exatas em (2+1)
dimensões, tais soluções são chamadas de vórtices. Contudo, existe um critério, denomi-
nado teorema de Derrick [16], que analisa o comportamento da energia quando são feitas
transformações de escala. Assim, o teorema mostra que tais soluções apresentam um pro-
blema de invariância de escala, isto é, elas podem crescer ou decair infinitamente durante
uma evolução temporal sem que a energia varie, tornando-se inadequada sua interpretação
como partícula. Por outro lado, o teorema de Derrick também fornece caminhos para con-
tornar a invariância de escala, entre eles estão o gaugeamento U (1), que consiste em acoplar
um campo de gauge ao campo escalar através da introdução de uma derivada covariante, e
acrescentar uma dinâmica para esse campo na lagrangeana além de um potencial específico.
Outra maneira é através a introdução de termos que contém derivadas de ordem superior.
Nesse contexto, a introdução de um termo de Skyrme [17] pode garantir a estabilidade das
soluções, além de fornecer um maior panorama de aplicações.

Modelos planares envolvendo sólitons topológicos vêm realizando um papel im-
prescindível nas mais diversas áreas da física teórica, seja em baixas energias em sistemas da
matéria condensada como na spintrônica, ou em altas energias como a cosmologia e a física
de partículas. Um desses modelos que vem sendo investigado recentemente é uma genera-
lização do modelo sigma O(3) não-linear em (2+1) dimensões, conhecido por modelo Baby
Skyrme e suas soluções solitônicas por Skyrmions.

O termo baby Skyrme foi designado a redução dimensional planar do modelo
Skyrme [18], em que bárions são descritos por sólitons topológicos. Assim, tal redução é
interessante pelo fato de emular características do modelo em (3+1) dimensões [19], além
de simplificar significativamente os cálculos numéricos. O modelo foi inicialmente obtido
a partir da Cromodinâmica Quântica (QCD) como uma teoria efetiva de baixas energias no
limite que o número de cor é muito grande [20]. Mais recentemente, foi mostrado que o mo-
delo baby Skyrme num espaço Ads surge em teoria de cordas como um análogo de dimensão
mais baixa do modelo de Sakai-Sugimoto da QCD holográfica [21, 22].

No contexto da matéria condensada, skyrmions têm sido bastante investigados,
sendo promissores sobretudo na spintrônica2, pois podem descrever estruturas de spin em
termos de vórtices em um material magnético. Tais estruturas são denominadas Skyrmi-
ons magnéticos [23, 24]. É importante ressaltar que recentemente Skyrmions magnéticos
foram observados em materiais ferromagnéticos e semicondutores 3[25, 26, 23, 27]. A pri-
meira obervação (figura 1) foi feita num filme fino de Fe0.5Co0.5Si usando um microscó-
pio eletrônico de transmissão (MET), as estruturas surgiram quando foi aplicado um campo
magnético de 50− 70mT normal ao fio [1]. Um único vórtice tem tamanho entre 10nm a
100nm, tendo assim um altíssimo potencial para futuros dispositivos revolucionários de ar-
mazenamento informação. Se supormos que cada vórtice num material de alta densidade
magnética armazena 1bit de informação, uma estrutura da ordem de 1cm2 pode armazenar
aproximadamente 1Terabyte de dados. Além disso, podem descrever excitações de quase-
partículas associadas ao efeito Hall quântico fracionário em um gás de elétrons bidimensio-
nal [28, 29], que também são de interesse para novas tecnologias.

2é uma tecnologia emergente que explora a o spin do elétron, grandeza inerentemente quântica. Isso difere
da conhecida eletrônica que diz respeito as propriedades do movimento translacional.

3ou seja, geralmente em temperaturas baixas.
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Figura 1: (a) estruturas prevista pela simulação de Monte Carlo. (b) esquema de uma
configuração de spin de Skyrmions. (c) Imagem reais de estruturas de Skyrmions obtidas
experimentalmente para um campo magnético fraco de 50mT aplicado em uma placa fina.
As cores e as setas representam a direção da magnetização em cada ponto. (d) imagem c
ampliada. Fonte [1]

Nesse sentido, uma vez que tais efeitos são considerados, os Skyrmions devem
possuir carga elétrica bem como fluxo magnético. Então, a extensão do modelo baby Skyrme
fazendo um acoplamento com o campo eletromagnético - um termo de Maxwell - através
de um gaugeamento surge de uma forma natural. Entretanto, em [30] foi mostrado que o
campo elétrico das soluções tipo Maxwell-Skyrme planares é sempre nulo. Contudo, po-
demos obter Skyrmions eletricamente carregados trocando a dinâmica do campo de gauge
por um termo de Chern-Simons. Um modelo Maxwell-Chern-Simons-Skyrme foi investi-
gado recentemente em [31, 32]. Um fato interessante nesse modelo é que o fluxo magnético
total e a carga elétrica associados ao termo de Chern-Simons são quantizáveis, embora não-
topológicas.

De outro ponto de vista, é importante ressaltarmos que a configuração solitô-
nica associada ao modelo baby Skyrme é bastante sensível à escolha de um potencial, por
exemplo, as propriedades de transição entre a fase cristalina de skyrmions localizados de
alta densidade e a fase de baixa densidade dependem primordialmente da escolha de um
potencial específico [33].

Algumas investigações de soluções de vórtice foram feitas no modelo Maxwell-
Chern-Simons, porém sem o termo de Skyrme, acrescentando um termo de acoplamento
não-mínimo ou acoplamento de Pauli [34], introduzindo um momento magnético anômalo.
Outra possibilidade interessante é a introdução de uma função em alguns termos na la-
grangeana com o intuito de generalizar a teoria e investigar as consequências das soluções
de vórtice associadas. Por exemplo, em [35], foi investigado um modelo Maxwell-Chern-
Simons generalizado acoplado não-minimamente, onde uma função foi incorporada junto
ao termo de Maxwell bem como no termo de Pauli na derivada covariante. Nessa pescpec-
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tiva, buscaremos investigar algumas dessas possibilidades em teorias com Skyrmions.
Embora nas últimas décadas houvessem muitas investigações de Skyrmions em

teorias de campos topológicas, a obtenção das soluções de vórtice era feita através de téc-
nicas de minimização numéricas [30, 31], pois não se conseguia implementar o formalismo
BPS para sistemas de Skyrmions. Somente em 2010 o primeiro modelo BPS de Skyrmions
foi obtido com o auxilio de uma função chamada de superpotencial [36]. Portanto, devido a
esses avanços tanto no âmbito teórico, quanto no experimental e tecnológico, os skyrmions
vêm sido amplamente investigados na comunidade científica [23, 24, 1, 28, 29].

Num primeiro momento, este trabalho tem como objetivo fornecer uma base
para a construção desses modelos e encontrar suas soluções numa perspectiva da teoria
clássica de campos. Mais adiante, num segundo momento, mostraremos as principais im-
plementações do formalismo BPS em baby-Skyrmions existentes na literatura e evidencia-
remos os meios de uma possível aplicação BPS num modelo que leva em conta o Momento
Magnético Anômalo (MMA) do elétron.

A organização desse trabalho está da seguinte forma: no primeiro capítulo discu-
tiremos com mais detalhes a respeito da teoria dos sólitons, como exemplo encontraremos
soluções tipo kink em (1+ 1) dimensões. Veremos a relação entre soluções solitônias com
uma degenerescência na configuração de campo de menor energia. Em seguida, classifica-
remos as soluções de campo em setores caracterizados por meio de uma grandeza chamada
carga topológica que está intimamente relacionada aos valores assintóticos do vácuo de um
campo escalar. Então, será enfatizado a relação entre soluções topológicas e o fenômeno
da Quebra Espontânea de Simetria. Nesse sentido, dedicaremos uma sessão para o estudo
desse fenômeno e exemplificaremos com os bósons de Goldstone, bem como a geração de
massa pelo mecanismo de Higgs.

No segundo capítulo, construiremos uma teoria com um termo de Chern-Simons
(CS) em (2+ 1) dimensões, onde investigaremos o acoplamento de um termo de CS aco-
plado a campos de matéria, bem como o acoplamento com um termo de Maxwell, conhe-
cido como Maxwell-Chern-Simons (MCS).

No terceiro capítulo, introduziremos o modelo sigma O(N) não-linear. Através do
formalismo BPS (Bogomol’nyi-Prasad-Sommerfeld), encontraremos as soluções de campo
sem resolver a equação de movimento, bastando resolver duas equações acopladas de pri-
meira ordem - Equações BPS. Veremos que, matematicamente, as soluções do modelo sigma
consistem no mapeamento entre duas variedades que são superfícies esféricas. Assim, será
dedicada uma sessão para uma breve discussão de alguns conceitos simples da teoria da
homotopia - sem muito rigor - fundamental para a classificação das soluções do modelo.

No quarto capítulo, mostraremos as possibilidades de quebrar a invariância de
escala das soluções solitônicas do modelo sigma O(3). Introduziremos o termo de Skyrme
bem como a forma do gaugeamento por meio adição de um termo de Maxwell e uma deri-
vada covariante.

No quinto capítulo, apresentaremos o cerne desse trabalho, o Modelo de Skyrme
e sua redução planar. Mostraremos sua motivação teórica, origem bem como suas aplica-
ções promissoras. Em seguida, estudaremos a implementação do formalismo BPS nesses
modelos. Por fim, mostraremos as perspectivas futuras do trabalho.

Este trabalho apresenta um apêndice com alguns tópicos importantes para o me-
lhor compreendimento do texto. Nele apresentamos uma revisão detalhada do teorema de
Noether que enfatiza a conservação de grandezas dinâmicas devido simetrias. Mostrare-
mos o teorema de Derrick que fornece informações prévias de como o sistema deve ser para
comportar soluções solitônicas. Além disso, abordamos uma pequena discussão sobre al-
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guns elementos de topologia e homotopia.
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2 ONDAS SOLITÁRIAS E SÓLITONS

Sabe-se que é de grande importância o estudo de equações diferenciais não-
lineares em sistemas físicos. Particularmente, em teoria de campos, soluções de campo com
energia localizada que se propagam sem dissipação e com velocidade constante são conhe-
cidas por Ondas Solitárias [37]. Ondas solitárias que, assintoticamente, mantêm suas formas
originais após colisões, são chamadas de sólitons [38].

2.1 Kinks

Soluções solitônicas estão intimamente ligadas a equações não-lineares em te-
orias relativísticas, ou seja, no espaço de Minkowiski. Inicialmente, o modelo mais simples
que podemos analisar é um campo escalar em (1+ 1) dimensões. De fato, para o toy mo-
del λφ4 , por exemplo, a única solução que minimiza a energia é a trivial, isto é, φ = 0. No
entanto se pensarmos num potencial do tipo,

V (φ) = λ2

8
(φ2 −a2)2, (2.1)

onde a é uma constante, o sistema passa a aceitar soluções de campo não-triviais que mini-
mizam a energia. Nessa perspectiva, consideremos a densidade de lagrangeana da forma 1

L = 1

2

[(
∂φ

∂t

)2

−
(
∂φ

∂x

)2]
− λ2

8
(φ2 −a2)2. (2.2)

Podemos observar que a densidade hamiltoniana dada por (ver apêndice A.1)

T 00 =H = 1

2

[(
∂φ

∂t

)2

+
(
∂φ

∂x

)2]
+ λ2

8
(φ2 −a2)2 (2.3)

é sempre maior ou igual a zero assim como na teoria λφ4 sem o parâmetro a. É razoável
buscarmos as configurações de campo que possuem energia mínima. Elas são justamente
quando φ(x, t ) = ±a. Consequentemente, na linguagem da teoria quântica de campos, te-
mos uma teoria com uma degenerescência do estado de vácuo.

Nosso próximo passo é buscar soluções estáticas para as equações de campo.
Variando funcionalmente a equação (2.2), obteremos a seguinte equação de movimento

∂2φ

∂t 2
− ∂2φ

∂x2
+ λ2

2
(φ2 −a2)φ= 0. (2.4)

Buscamos soluções do tipo φ=φ0(x). Assim podemos reescrever a equação (2.4) como

−φ′′
0 +

λ2

2
(φ2

0 −a2)φ0 = 0, (2.5)

onde as linhas representam derivadas com com relação à x. Multiplicando a equação acima

1observe que c = 1, seguiremos com essa convenção ao decorrer do texto.
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por φ′
0, teremos

−φ′′
0φ

′
0 +

λ2

2
(φ2

0 −a2)φ0φ
′
0 = 0 (2.6)

d

dx

[
1

2
(φ′

0)2 − λ2

8
(φ2

0 −a2)2
]

= 0.

Logo, o termo entre colchetes deve ser uma constante que chameremos de K , isto é

(φ′
0)2 − λ2

4
(φ2

0 −a2)2 = K . (2.7)

Agora, vamos impor a condição que assintoticamente (x → ±∞) a energia seja a mínima
(zero), isso acontece quando φ0 →±a. Usando essa condição na equação acima obteremos
que o valor da constante K é igual a zero. Assim,

dφ0

dx
=±λ

2
(φ2

0 −a2). (2.8)

A solução dessa equação diferencial é

φ0(x) =±A tanh

(
λa(x −x0)

2

)
. (2.9)

Por questão de simplicidade podemos tomar x0 = 0. Podemos ver o comportamento dos
campos no gráfico abaixo.
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Figura 2: Configuração de campo tipo kink (linha contínua) da solução positiva e anti-kink
(linha tracejada) da solução negativa.

Essas configurações de campo conectam os dois estados fundamentais distintos
φ0 = a e φ0 =−a a x →∞ e x →−∞, respectivamente. A primeira configuração é conhecida
como kink e a segunda anti-kink [39]. Observe que temos um efeito de invariância transla-
cional, pois uma mudança de x0 é basicamente um shift da solução no espaço. Outra sime-
tria surge quando escolhemos x0 = 0 e fazemos transformações x →−x e, separadamente,
φ→−φ, claramente, obteremos

φki nk (x) =−φanti ki nk (x) =φanti ki nk (−x). (2.10)

Agora, analisaremos o comportamento da energia para essas configurações. Pri-
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meiramente, a densidade hamiltoniana para uma configuração de campo estática qualquer,
será

H0 = 1

2

(
∂φ0

∂x

)2

+ λ2

8
(φ2

0 −a2)2. (2.11)

Aplicando a solução (2.9) para a equação acima, e usando a identidade trigonométrica sech2u =
1− tanh2 u, teremos

H0 = λ2a4

4

1

cosh4 λax
2

. (2.12)

Podemos ver no gráfico (3) que conseguímos construir um sistema com uma distribuição de
energia localizada, bem como estávamos buscando.
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Figura 3: Densidade de Energia em função da posição. Fixamos a = 1. Temos λ= 1 (curva
azul), λ= 1.5 (curva laranja) e λ= 2 (curva verde).

Com isso, podemos obter a energia total do sistema calculando a integral em
todo o espaço da densidade hamiltoniana, isto é

E0 =
∫ ∞

−∞
H0dx = λ2a4

4

∫ ∞

−∞
dx

1

cosh4 λax
2

. (2.13)

fazendo uma mudança de variáveis no argumento, teremos

E0 = λa3

2

∫ ∞

−∞
du

cosh4 u
(2.14)

E0 = 2λa3

3
. (2.15)

Portanto, obtivemos uma energia finita e positiva para a solução de campo estática kink.
Uma solução que se propaga pode ser obtida através de um boost de Lorentz, uma vez que
a teoria é relativística [38]. Para isso, imaginemos um referencial que está com velocidade
−v , onde nela o pulso está se propagando com velocidade v . Assim, basta fazermos uma

transformação x → γ(x − v t ), onde γ é o fator de Lorentz dado por (1− v2)−
1
2 . Fazendo o
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boost na equação (2.9), teremos

φ(x, t ) =±B tanh

(
γλa

2
(x − v t )

)
. (2.16)

Pode-se verificar que a solução acima também satisfaz a equação (2.8).
Analogamente ao procedimento anterior, podemos obter a energia para a solu-

ção viajante. Logo,

E =
∫ ∞

−∞
H0dx = 2λa/3p

1− v2
= E0p

1− v2
(2.17)

Esse resultado nos mostra que uma onda solitária viajante tem o comportamento
análogo ao de uma partícula relativística [40]. Isso fortalece a ideia que podemos associar
partículas a campos. Contudo, essa analogia não é totalmente válida, pois apesar das solu-
ções encontradas (kink e anti-kink) serem ondas solitárias, elas não podem ser consideradas
sólitons, pois duas ondas desse tipo não mantém suas formas apos uma colisão [37].

2.2 Setores Topológicos

Em teorias físicas, geralmente buscamos grandezas que se conservam para o me-
lhor compreendimento do sistema. No caso de modelos solitônicos também é possível iden-
tificar tais grandezas fazendo uma classificação topológica das soluções de campo de um
determinado sistema. Nesse sentido, o que se faz é definir uma grandeza chamada índice
topológico.

Sabemos que uma condição necessária para a finitude da energia é que o poten-
cial V (φ) tenda ao valor mínimo quando |x| →∞. Para o sistema definido pela lagrangeana
(a partir daqui, por simplicidade, chamaremos apenas lagrangeana, ao invés de densidade
lagrangeana)(2.2), tal condição é satisfeita se φ→±a para |x| →∞. Suponha que em algum
instante τ em x →∞ o valor do campo é a, tal que minimiza o potencial. A medida que o sis-
tema evolui temporalmente a partir de τ, o sistema mudará continuamente governado pela
equação de movimento. Contudo, pela finitude e conservação da energia, assintoticamente,
o valor do campo deve permanecer o estacionário, ou seja, em um dos mínimos de V (φ),
não podendo pular para outro valor.

Por meio dessa discussão, podemos dividir as soluções de campo em setores
caracterizados por dois índices que são os valores assintóticos no campo, ou seja, (φ(x →
−∞),φ(x →∞)). Se imaginarmos a evolução temporal como um tipo de deformação con-
tínua da curva dos campos, tais setores devem ser topologicamente desconexos, isto é, um
setor não pode ser deformado continuamente em outro. No modelo (2.2), os valores assin-
tóticos do campo sãoφ=±a. Com a definição de setores topológicos podemos classificar as
quatro soluções não-singulares e de energia finita do sistema conforme a tabela abaixo

Tabela 1: Índices Topológicos - Kinks

Setores Tipo de solução
1 (−a, a) kink
2 (a,−a) anti-kink
3 (a, a) trivial
4 (−a,−a) trivial

Observe que esses setores representam as soluções kink, anti-kink e as soluções
triviaisφ=±a, respectivamente. Aqui, podemos ver com mais clareza o porquê das soluções
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tipo kink não serem consideradas sólitons. Se um kink vem da direita em direção a um anti-
kink, após a colisão teremos o setor (−a,−a), ou seja, não mantém suas formas.

Agora, podemos definir uma quantidade que se fará bastante útil mais adiante,
chamada carga topológica como sendo [37]

N = 1

2a
[φ(x →∞)−φ(x →−∞)]. (2.18)

Se imaginarmos que essa carga está associada a alguma densidade de cargas, podemos es-
crever

ρ(φ) = 1

2a

dφ

dx
, (2.19)

de modo que a integral em todo o espaço forneça justamente à carga topológica. Em ana-
logia as cargas de Noether, a toda carga conservada podemos associar uma corrente conser-
vada e vice versa, de modo que obedeça a

∂µ jµ = 0, (2.20)

que é uma equação de continuidade, onde jµ = (ρ,~j ). Assumindo que o nosso modelo tem
apenas uma dimensão espacial, teremos

∂ρ

∂t
+ ∂ j x

∂x
= 0. (2.21)

Agora, substituindo a densidade (2.19) na equação acima, obteremos

j x =− 1

2a

∂φ

∂x0
. (2.22)

Podemos voltar a uma forma covariante juntando a expressão acima com a equação (2.19),
fazendo

jµ = 1

2a
εµν∂νφ, (2.23)

onde εµν é o pseudo-tensor completamente antissimétrico de segunda ordem, ou símbolo
de Levi-Civita, que é definido como

εµν =−εµν =
(

0 1
−1 0

)
,

onde µ,ν = 0,1, são as linhas e colunas, respectivamente. De fato, a equação da
continuidade é satisfeita, pois

1

a
εµν∂µ∂νφ= 0. (2.24)

Soluções solitônicas com N 6= 0 são ditas soluções topológicas, enquanto que soluções com
N = 0 são ditas soluções não-topológicas.

É importante ressaltar que, diferentemente da carga e corrente conservada de
Noether - energia, carga elétrica, momento linear, angular, etc. - (Apêndice A.1), as cargas
e correntes topológicas não dependem da dinâmica dos campos , ou seja, não fizemos ne-
nhuma menção as simetrias contínuas na lagrangeana[41]. Na verdade, tais cargas se con-
servam devido a exigência de uma energia finita na teoria, sendo assim, dependem apenas
das condições de contorno assintóticas dos campos. Geralmente soluções topológicas estão
intimamente ligadas ao fenômeno chamado de quebra espontânea de simetria [37], que será
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o assunto de uma sessão desse trabalho.

2.3 Método de Bogomol’nyi

Nessa sessão veremos um modo alternativos de buscar soluções de campo estáti-
cas que minimizam a energia sem a necessidade de resolver as equações de Euler-Lagrange.
Daqui em diante, usaremos a notação explicitamente covariante. Mostraremos o método
para um potencial qualquer, ainda em (1+1) dimensões, em seguida reproduziremos as so-
luções kink.

Comecemos pela lagrangeana

L = 1

2
∂µφ∂

µφ−V (φ). (2.25)

As equações de movimento são

∂µ∂
µφ+ ∂V

∂φ
= 0. (2.26)

As energia cinética do sistema é

T =
∫

dx
1

2
φ̇2, (2.27)

em que o ponto é a derivada com relação ao tempo. A energia potencial

V =
∫

dx

[
1

2
(φ′)2 +V (φ)

]
, (2.28)

onde a energia total é E = T +U . Seja U0 o mínimo do potencial, então a configuração de
vácuo V é

V = {φ0, onde φ′
0 = φ̇0 = 0, tal que V (φ0) =V0 }. (2.29)

Veremos adiante que a existência de sólitos topológicos depende da escolha do
potencial, mais especificamente, eles devem possuir um vácuo degenerado. Em outras pa-
lavras, assintoticamente o campo φ deve tomar valores constantes diferentes, isto é

lim
x→±∞φ(x) =φ±. (2.30)

Desse modo, podemos classificar as configurações de energia finita num par (φ−,φ+), ob-
viamente em (1+ 1) dimensões. Assim, as soluções que formam os pares (φ±,φ∓) são jus-
tamente os kinks. Se φ− = φ+ então podemos deformar o campo numa configuração cons-
tante φ(x) =φ+ =φ−, tal que a energia é nula.

A principal ideia do método de Bogomol’nyi consiste em reescrever o funcional
da energia para um campo estático, φ0, como

E =
∫

dx

[
1p
2
φ′(x)∓√

V (φ)

]2

±
∫

dxφ′√2V (φ). (2.31)

Certamente o primeiro termo é sempre positivo, e o segundo, nas situações de interesse é
sempre diferente de zero. Com isso, podemos definir um limite para a energia, conhecido
como limite de Bogomol’nyi, que é justamente quando o primeiro termo de anula. Logo, a
seguinte equação é satisfeita

dφ

dx
=±√

2V (φ). (2.32)
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Essas equações de primeira ordem são conhecidas como equações de Bogomol’nyi, e suas
soluções no caso unidimensional, se existirem, são os kink e anti-kink e possuem energia

E =
∫

dx φ′√2V (φ). (2.33)

Resolver (2.32) é equivalente a resolver as equações de movimento obtidas a partir de Euler-
Lagrange (2.26). De fato, derivando (2.32), obtemos

φ′′ =± 1p
2V

dV

dφ
φ′ = dV

dφ
, (2.34)

que é justamente a equação (2.26) para o caso estático.
Nessa perspectiva, não é de nos surpreender que se substituirmos o potencial

(2.1) na equação de Bogomol’nyi obteremos explicitamente as mesmas soluções kink/anti-
kink da primeira sessão. De fato, é isso que ocorre, pois claramente ao usarmos o potencial
caímos na equação (2.8) que fornece as soluções.

2.4 Quebra Espontânea de Simetria

Geralmente, há uma conexão bastante íntima entre a existência de um potencial
com mínimo degenerado e o fenômeno conhecido como Quebra Espontânea de Simetria
(SSB-Spontaneous Symmetry Breaking) [37]. Tal mecanismo é de primordial importância
para a consistência do Modelo Padrão das Partículas Elementares (SM - Standard Model ),
pois é através do mecanismo de Higgs - uma SSB local - que os bósons de gauge ganham
massa.

Ora, sabemos que simetrias de calibre (gauge) impedem termos de massa na la-
grangeana, porém a experiência mostra que bósons como W +,W − e Z são consideravel-
mente massivos, entre aproximadamente 80 e 90Gev/c2 [42]. É nessa perspectiva que o me-
canismo de Higgs atua permitindo a geração de massa quebrando explicitamente a simetria
eletrofraca.

A distinção entre uma SSB e uma quebra de simetria explicita é que na primeira,
a lagrangeana permanece invariante sob a simetria, entretanto o estado fundamental - con-
figuração de menor energia classicamente falando - não [43]. Já a quebra explícita, está as-
sociada a adição de um termo no lagrangeano que simplesmente viola a simetria do sistema.

Cabe aqui, diferenciar sucintamente os conceitos de simetrias globais e locais.
Basicamente, dizemos que na primeira os parâmetros que caracterizam o grupo de simetria
pertinente do sistema é constante, enquanto que na segunda os parâmetros dependem de
cada ponto do espaço tempo. Nesta, tal fato está intimamente ligado as teorias de calibre,
que é o caso das teorias do eletromagnetismo e da gravitação.

De fato, o cerne desse trabalho é devido aos modelos-sigma não-lineares que
apresentam características de uma quebra espontânea de simetria, como veremos adiante,
então faz-se necessário uma sessão dedicada a SSB.

2.4.1 Simetrias Globais

Primeiramente, consideremos a lagrangeana de um campo escalar real com um
termo de interação quártico

L = 1

2
∂µφ∂

µφ− 1

2
m2φ2 − 1

4
λφ4, (2.35)
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donde xµ ≡ x ≡ (x0, x1, x2, . . . , xD ), e o potencial

V (φ) = 1

2
m2φ2 + 1

4
λφ4. (2.36)

Observe que essa lagrangeana é invariante sob a simetria discreta

φ→−φ. (2.37)

O funcional da energia será

E =
∫

dd x

[
1

2
(∂0φ)2 + 1

2
(∂iφ)2 1

2
m2φ2 + 1

4
λφ4

]
. (2.38)

Evidentemente, para a energia ser limitada por baixo é necessário que λ> 0. De
fato, a configuração de campo que minimiza a energia é quando φ= constante. Para deter-
minar o valor dessa constante devemos, através do cálculo ordinário, encontrar o mínimo do
potencial (2.36), uma vez que os termos derivativos da lagrangeana não contribuirão para a
análise, ou seja, o campo é estático e homogêneo no espaço. Nesse caso, nossa análise se
restringe a dois casos, para (i) m ≥ 0 e (ii) m < 0.

(i) Obviamente, nesse caso, o mínimo do potencial é quando φ= 0. Desse modo,
se fizermos uma perturbação no estado de menor energia, a lagrangeana será igual a ori-
ginal. Consequentemente, o sistema continua invariante sob a transformação (2.37). Por-
tanto, dizemos que para essa condição não há quebra de simetria.

(ii) Aqui devemos ter mais cautela. Primeiro façamos a mudança de variáveis
−m2 =µ> 0. Agora, podemos computar o mínimo, vejamos

dV

dφ
= d

dφ

(
1

4
λφ4 − 1

2
µ2φ2

)
= 0. (2.39)

Logo,

b =± µp
λ

. (2.40)

Para este caso, temos dois estados fundamentais, o que não é tão surpresa uma vez que vi-
mos essa propriedade no caso do kink. Contudo, é importante refletirmos o que está acon-
tecendo. Ao "tirar" toda a energia dos campos, o sistema se encontrará em uma das configu-
rações encontradas acima, de modo que para passarmos de uma configuração de mínimo
para outra é necessário "dar" energia aos campos [39].

Note que, se acrescentarmos uma constante à lagrangeana (2.35), já conside-
rando a situação (ii), de modo que

L = 1

2
∂µφ∂

µφ− 1

2
mφ2 − 1

4
λφ4 + 1

4

µ4

λ
. (2.41)

Obteremos exatamente o sistema (2.2), ou seja

L = 1

2
∂µφ∂

µφ− λ

4
(φ2 −b2)2 (2.42)

onde

V (φ) = λ

4
(φ2 −b2)2 (2.43)
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Figura 4: Potencial em função do campo com mínimo degenerado (caso m<0). Por
conveniência tomamos b=1. Curva preta para λ= 1, azul para λ= 1.5 e vermelha para λ= 2

Suponha, que ao retirarmos toda a energia do sistema, ele "escolha" a configu-
ração φ = +b. Façamos agora uma perturbação no estado fundamental φ(x) = b +ψ(x) de
modo que a lagrangeana (2.35) se tornará

Lψ = 1

2
∂µ

[
b +ψ(x)

]
∂µ

[
b +ψ(x)

]
− λ

4

[ (
b +ψ(x)

)2 −b2
]2

(2.44)

= 1

2
∂µψ∂

µψ− λψ4

4
−λbψ3 −λb2ψ3 (2.45)

= 1

2
(∂µψ)2 −µ2ψ2 −

p
λµψ3 − λψ4

4
, (2.46)

onde na ultima passagem, usamos (2.40). Agora, perceba que esse estado não é mais um
invariante sob a transformação (2.37). Portanto, é nesse sentido que dizemos que a simetria
foi espontaneamente quebrada (observe o gráfico do potencial 4).

Fica claro que as soluções tipo kink, de fato, quebram espontaneamente a sime-
tria discreta φ→ −φ. Além disso, a ideia de que sistemas que gozam de configurações de
mínimo degenerados estão fortemente ligados a SSB fica mais sólida.

2.4.1.1 Bósons de Nambu-Goldstone - Quebra Espontânea da Simetria Global U (1)

Consideremos a lagrangeana de um campo escalar complexo

L = ∂µφ∂µφ∗−m2φφ∗−λ(φφ∗)2, (2.47)

em que

φ≡ φ1 + iφ2p
2

. (2.48)

O funcional da energia nesse sistema será

E =
∫

d l x
[
∂0φ

∗∂0φ+∂iφ
∗∂iφ

∗+V (φ∗,φ)
]

, (2.49)
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no qual, o potencial é
V (φ∗,φ) = m2φφ∗+λ(φφ∗)2. (2.50)

Claramente, o mínimo desse potencial ocorre quando o campo é uma constante. Para m2 ≥
0, o mínimo é justamente quando φ = 0. Fazendo uma perturbação nesse estado, teremos
dois campos φ1 e φ2 de mesma massa com uma interação (φ2

1 +φ2
2)2. Nesse caso, a lagran-

geana permanece invariante sob a simetria U (1).
Já para m2 = −µ2 < 0 o potencial é um sólido de revolução (figura obtida pela

rotação do plano φ1 ×φ2 em torno do eixo V (φ1,φ2)) do tipo "chapéu mexicano" (5). O
potencial em termos dos campos φ1 e φ2 será

V (φ∗,φ) =λ(φφ∗)2 −µ2φφ∗, (2.51)

ou ainda
V (φ) =λ|φ|4 −µ2|φ|2, (2.52)

onde

|φ| =
√
φ2

1 +φ2
2

2
. (2.53)

As configurações de campo que minimizam esse potencial são obtidas através de

dV

d |φ| = 4λ|φ|3 −µ2|φ| = 0. (2.54)

Logo,

φ= e iα µp
2λ

= e iα bp
2

(2.55)

Figura 5: Potencial tipo "chapéu mexicano" em função dos campos φ1 e φ2 com mínimo
degenerado continuamente, onde tomamos λ= 1 e µ= 5

Igualmente ao caso anterior, suponha que possamos retirar toda a energia con-
tida no campo de modo que o sistema se encontre no estado de menor energia, e escolha o
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mínimo como sendo

φ= bp
2

. (2.56)

Comparando com a definição do campo φ (equação (2.48)), teremos que φ1 = b e φ2 = 0.
Analogamente, consideremos pequenas perturbações nessas configurações de campo do
tipo

φ1(x) = b +ψ(x) (2.57)

e
φ2(x) = η(x). (2.58)

Substituindo essas perturbações em (2.47), a parte cinética será

L ci n
ψ,η = 1

2
∂µ

[(
b +ψ)+ iη

]
∂µ

[(
b +ψ)− iη

]
(2.59)

L ci n
ψ,η = 1

2
(∂µψ)2 + 1

2
(∂µη)2. (2.60)

Já o potencial será

V (ψ,η) = λ

4

{[
(b +ψ)+ iη

][
(b +ψ)− iη

]}2 − µ

2

[
(b +ψ)+ iη

][
(b +ψ)− iη

]
. (2.61)

Como as perturbações são pequenas, os termos acima de segunda ordem em ψ e η podem
ser desprezados. Observe também que os termos quadráticos em ψ e η representam as cur-
vaturas de V (φ1,φ2) ao longo das direções φ1 e φ2. Contudo, a curvatura do potencial no
ponto (φ1 = b,φ2 = 0) é zero devido a simetria U (1) (ver figura (5)). Então, desenvolvendo a
expressão acima, o único termo que contribuirá para o potencial é

V =λb2ψ2 =µ2ψ2. (2.62)

Portanto, a lagrangeana será

Lψ,η = 1

2
(∂µψ)2 + 1

2
(∂µη)2 −µ2ψ2. (2.63)

Como a forma geral de uma termo de massa na lagrangeana é do tipo

MΦ2

2
,

o campo ψ tem massa de mψ = p
2µ. Por outro lado, η é um campo não massivo que está

diretamente relacionado ao fato da simetria U (1) que continua presente na lagrangeana,
bem como a escolha da configuração de campo assimétrica [39].

Esse campo não massivo é conhecido como campo de Nambu-Goldstone que
está associado aos bósons de Nambu-Goldstone [44]. Fizemos aqui um tratamento especí-
fico numa abordagem de campos clássicos, que resumidamente, buscamos o ground-state
de um modelo e fazemos pequenas perturbações nesse estado. Entretanto, há um teorema
geral, provado por Goldstone [45] que afirma que toda quebra espontânea de simetria global
implica na existência de partículas não-massivas.

Nas interações fortes, a quebra espontânea da simetria quiral da Cromodinâmica
Quântica (QCD) gera os mésons π± e π0. Contudo, a experiência mostra que tais partículas
tem massa [42], isso é explicado devido a pequenos termos na lagrangeana que quebram
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explicitamente a simetria quiral [46].
Embora as SSB-globais tenham sua importância, na verdade o que fizemos nesse

tratamento é uma preparação para o caso das SSB-locais, que é o mecanismo que está no
cerne na fenomenologia do modelo padrão, explicando a geração de massa das partículas
de gauge.

2.4.2 Simetrias Locais

Vimos que uma transformação de simetria global, por exemplo, do grupo U (1) é
do tipo

φ(x) →φ′(x) = e iαφ(x), (2.64)

onde o parâmetro α é uma constante. Para o caso de uma transformação local, o parâmetro
do grupo dependerá de cada ponto do espaço-tempo, ou seja,

φ(x) →φ′(x) = e iα(x)φ(x) (2.65)

2.4.2.1 Mecanismo de Higgs

Apesar desse mecanismo ter ganhado o nome de Peter Higgs, outros pesquisa-
dores também o desenvolveram independentemente, o próprio Higgs [47], F. Englert e R.
Brout [48] e G. Guralik e T. Kibble [49]. Inicialmente, consideremos a lagrangeana do campo
eletromagnético ou de Maxwell

LM =−1

4
FµνFµν, (2.66)

onde
Fµν = ∂µAν−∂νAµ. (2.67)

é o tensor do campo eletromagnético, em que Aµ = (Φ,~A) é o l-potencial, ou mais restrita-
mente 4-potencial para l = 4. A lagrangeana é claramente invariante sob a transformação
local (pois Aµ depende de cada ponto do espaço-tempo)

Aµ(x) → A′
µ(x) = Aµ(x)− 1

e
∂µα(x). (2.68)

Tal transformação é dita transformação de gauge ou calibre local para um campo vetorial. Se
ao invés de (2.66) tivéssemos

L =−1

4
FµνFµν−m2 1

2
AµAµ, (2.69)

certamente o sistema não seria mais invariante sob a transformação de calibre (2.68). Em
outras palavras, uma transformação de gauge local impede o fóton ter massa.

Voltemos aqui para a motivação dada no início da sessão com o seguinte ques-
tionamento "por quê os bósons da teoria eletrofraca W ± e Z são massivos, uma vez que
são bósons de gauge?" Para entender esse problema, façamos um mixing da lagrangeana de
Maxwell com o campo complexo

L =−1

4
FµνFµν+ (Dµφ)∗(Dµφ)+µ2φφ∗−λ(φφ∗)2, (2.70)
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onde Dµ é conhecida como derivada covariante é definida como

Dµ ≡ ∂µ− i e Aµ. (2.71)

Essa definição se faz necessária, pois o termo (∂µφ)∗(∂µφ) não é invariante sob transforma-
ções de calibre locais U (1), já com a adição de um termo na derivada, garantimos a invari-
ância.

Novamente, buscaremos o ground-state do sistema, através do tensor energia-
momento. O funcional da energia E [Aµ,φ] desse sistema que será

E =
∫

d l x

[
1

2
(F0i )2 + 1

4
(Fi j )2 + (D0φ)(D0φ)∗+ (D0φ)(D0φ)∗−µ2φφ∗+λ(φφ∗)2

]
. (2.72)

Observe que devido as transformações (2.65) e (2.68), existe uma liberdade na escolha do es-
tado de menor energia, pois se (A0

µ,φ0) é o mínimo da energia, então (A0
µ− 1

e ∂µα(x),e iα(x)φ0)
também será. De (2.67), para os termos que envolvem o tensor do campo eletromagnético a
energia será mínima quando

Aµ = 1

e
∂µα(x), (2.73)

ou seja, podemos dizer que o termo de divergência total que não contribui para a equação de
movimento é responsável por uma configuração de campo nulo, tal configuração é conhe-
cida como gauge puro. Com isso, os termos derivativos envolvendo derivadas covariantes
são mínimos (usando o resultado obtido acima) quando(

∂µ− i∂µα(x)
)
φ= 0. (2.74)

A solução dessa equação diferencial é

φ(x) =φ0 e iα(x), (2.75)

onde φ0 é uma configuração de campo constante que é determinada minimizando o poten-
cial, contudo já fizemos isso, pois o potencial é o mesmo do caso Nambu-Goldstone, ou seja,
a equação (2.55). Agora escolheremos novamente uma configuração de mínimo das contí-
nuas possibilidades e fazemos pequenas pertubações em torno da mesma. Obviamente,
podemos escolher α= 0, de modo que, os campos serão

A0
µ = 0 (2.76)

e

φ0 = bp
2

. (2.77)

como b é constante, adicionamos convenientemente o termo da raiz devido a familiaridade
com o sistema anterior. Assim, fazendo a análise da perturbação já vimos no caso da simetria
global U(1) que surgirá um campoψ(x) massivo e o de η(x) não-massivo (campo de nambu-
golstone)[50]. A sutileza surge quando consideramos as perturbações (2.57) e (2.58), assim
teremos

Dµφ = 1p
2

[
∂µ− i e Aµ(x)

] [
b +ψ(x)+ iη(x)

]
= 1p

2

[
∂µψ(x)+ i∂µη(x)− i eb Aµ

]
, (2.78)
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em que na passagem desprezamos os termos quadráticos nos campos. Portanto, a lagrange-
ana será

L = −1

4
FµνFµν+ 1

2

∣∣∂µψ(x)+ i∂µη(x)− i eb Aµ

∣∣2 −µ2ψ2

= −1

4
FµνFµν+ 1

2
∂µψ∂

µψ− 1

2
µ2ψ2 + e2b2

2

(
Aµ− 1

eb
∂µη

)2

(2.79)

O fato intrigante acima, é que surge um termo do tipo massivo AµAµ para o campo vetorial.
Para deixar essa lagrangeana de uma forma mais usual fazendo uma definição de campo

Bµ ≡ Aµ− 1

eb
∂µη, (2.80)

de modo que podemos criar um tensor tal que

Bµν ≡ ∂µBν−∂νBµ

= ∂µAµ− 1

eb
∂µ∂νη−∂νAµ+ 1

eb
∂ν∂µη

= Fµν. (2.81)

Agora podemos reescrever a lagrangeana como

L =−1

4
FµνFµν+ 1

2
∂µψ∂

µψ+ e2b2

2
BµBµ−µ2ψ2 (2.82)

Então, o campo Bµ tem massa

mB = eb = eµp
2

(2.83)

Podemos notar que a definição de campo faz o campo η(x) - que é o campo de Nambu-
Goldstone para uma teoria com invariância global - sumir, e então surgindo um campo ve-
torial massivo [51]. De um modo mais informal, é como se o campo Bµ "comesse" o campo
de Nambu-Goldstone e "adquirisse" massa. Esse fenômeno é o cerne do mecanismo de
Higgs [39]. Nesse caso, um campo vetorial ganhou massa a partir de um campo escalar, tal
escalar é chamado de campo de Higgs, e sua quantização fornece o bóson de Higgs [52].
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3 TERMO DE CHERN-SIMONS

Teorias de Chern-Simons (CS) são de grande interesse em eletrodinâmica planar
e possuem características distintas quando comparadas a eletrodinâmica maxwelliana. Tais
teorias desempenham um papel de grande importância na tentativa de descrever diversos
problemas teóricos de altas energias, tais como a busca de uma gravitação renormalizável
bem como investigações em teorias de cordas [53]. Além disso, teorias tipo (CS) são promis-
soras em física da matéria condensada, como por exemplo, no estudo do efeito Hall quântico
fracionário [54].

A lagrangeana de Chern-Simons é dada por

LC S = κ

2
εµνλAµ∂νAλ− Aµ Jµ, (3.1)

em que µ = 0,1,2, e Jµ é um termo de corrente genérico. Observe que a lagrangeana (3.1)
permanece invariante através de uma transformação de calibre do tipo

Aµ→ A′
µ = Aµ+∂µΣ (3.2)

a menos de uma divergência, que é

LC S →L ′
C S =LC S + κ

2
∂µ

(
Σεµνλ∂νAλ

)
, (3.3)

onde Σ é uma função arbitrária das coordenadas do espaço tempo. Desse modo, quando
integrado espacialmente, podemos usar o teorema de Gauss e desprezar os termos de su-
perfície. Assim a ação de CS é invariante sob transformações de calibre.

Podemos facilmente calcular as equações de movimento do modelo de Chern-
Simons é

Jµ = κ

2
εµνλFνλ, (3.4)

onde, Fµν = ∂µAν−∂νAµ.
É importante notar que em (2+ 1) dimensões Fµν é uma matriz anti-simétrica

3× 3 que contém três elementos independentes, sendo as duas componentes planares do
campo elétrico, e uma componente do campo magnético que é curiosamente um escalar.
Nesse sentido, podemos reescrever equação (3.4) explicitamente como

Ji = κεi j E j (3.5)

ρ = κB. (3.6)

Nas equações acima podemos observar claramente uma característica forte das teorias de
CS, a densidade de carga é proporcional ao campo magnético, ou seja, carga elétrica e campo
magnético estão "amarrados" através da constante de κ.

Outro fato importante é que através de uma transformação de paridade do tipo

x0 → x0 , x1 →−x1 , x2 → x2 (3.7)

A0 → A0 , A1 →−A1 , A2 → A2, (3.8)

o termo de CS não permanece invariante. Assim, as teorias de Chern-Simons descrevem
sistemas que quebram a paridade, como o efeito Hall quântico que quebra a paridade devido
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a um campo magnético de fundo.
É importante enfatizar que uma teoria de Chern-Simons, a primeira vista, pode

parecer triviail, uma vez que soluções da equação (3.4) sem fonte implicam em Fµν = 0, que
são soluções chamadas de gauge puro ou conexão flat (se tratado das estruturas de fibrado).
Então, para obter uma teoria de CS não-trivial devemos considerar algumas possibilidades,
que são [55]:

• acoplamento com matéria (férminos);

• acoplamento com um termo de Maxwell;

• acoplamento com gravidade;

• acoplamento com campos de gauge não-abelianos (teorias de Yang-Mills);

• tomar um topologia não-trivial do espaço-tempo.

Nessa perspectiva, usaremos o termo de Chern-Simons em sistemas sistema en-
volvendo outros termos, e nunca isolado. Com isso, investigaremos suas consequências.
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4 MODELO SIGMA O(N ) NÃO-LINEAR

Buscaremos nesta sessão tratar de sistemas solitônicos mais realistas, uma vez
que o sistema kink da sessão (2.1) é descrito em (1+1) dimensões. Então, o passo natural
seria estender a ideia da seção anterior para dimensões mais altas. Entretanto, existe um
teorema restringe os valores das dimensões espaciais D ao buscarmos soluções solitônicas
não-triviais para campos escalares.

4.1 Teorema de Derrick

Esse teorema restringe a possibilidade de termos soluções solitônicas estáticas
não-triviais para campos escalares em sistemas com mais de duas dimensões espaciais. Tal
resultado foi obtido por Hobart [56] e Derrick [16]. Primeiramente, consideremos a Lagran-
geana

L = 1

2
∂µφ∂

µφ−U (x), (4.1)

em que µ é o índice do espaço-tempo com D dimensões espaciais, e φ ≡ φi um multipleto
de campos escalares, onde i = 1, ..., N , é o índice interno. A equação de movimento para
campos estáticos é simplesmente

∇2φ= ∂U

∂φ
, (4.2)

em que ∇2 = ∂2

∂x2
1

+·· ·+ ∂2

∂x2
D

é o operador laplaciano em D dimensões. O funcional da energia

estática é dado por

E [φ] =
∫

dDx

[
1

2
∇φ∇φ+U [φ]

]
, (4.3)

escrevendo de modo mais compacto

E [φ] = Γ2[φ]+Γ0[φ], (4.4)

em que,

Γ2[φ] = 1

2

∫
dDx∇φ∇φ e Γ0[φ] = 1

2

∫
dDxU [φ] (4.5)

Observe que E , bem como Γ2 e Γ0, que são as integrais dos dois termos do lado direito da
igualdade, devem ser positivos, e os índices de Γ2 e Γ0 são referentes ao grau polinomial nos
termos de derivadas espaciais.

Como soluções solitonicas são configurações localizadas de campo, elas pos-
suem um tamanho característico R, de modo que deformações de escala do tipo x →αx,com
α > 0, não afetam o mínimo do funcional da energia. Fisicamente, tal deformação muda o
tamanho do sóliton de R →α−1R, uma vez que os termos cinéticos dependem de termos de-
rivativos espaciais que tem dimensão de inverso de comprimento. Assim, as transformações
são do tipo

x → x ′ =αx e ∂µφ(x) →α∂x ′φ(x ′), (4.6)

com isso, os elementos de integração se transformam como

d D x → d D (αx)α−D =α−D d D x ′. (4.7)
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Seja φ0(x) uma solução estática, então consideremos a família de configurações de um pa-
râmetro que são obtidas deformando essa solução , tal que

φα(x) =φ0(αx). (4.8)

Substituindo essas transformações de escala no funcional da energia, obteremos

E [φα] = Γ2[φα]+Γ0[φα] =α2−DΓ2[φ0]+α−DΓ0[φ0]. (4.9)

Com essas configurações de campos o funcional da energia se torna

E(α) = E
[
φα

]
(4.10)

Como φ0 é um ponto crítico do funcional E , vamos exigir que a derivada do funcional em
relação ao parâmetro α tomado igual a unidade seja nula, isto é

d

dα
E [φα]


α=1

= 0. (4.11)

Efetuando a derivação, teremos

dE(α)

dα
= (2−D)α1−DΓ2 −Dα−D−1Γ0. (4.12)

Tomando α= 1 ganhamos
(2−D)Γ2[φ0] = DΓ0[φ0]. (4.13)

Uma vez que Γ2 e Γ0 são positivas, concluímos que:

• não há soluções estacionárias não-triviais de campos escalares para D ≥ 3;

• D=1 caímos nas soluções tipo kink presentes em modelos como sine-gordon e o mo-
delo estudado na introdução desse trabalho com o ponto estacionário α0 =

p
Γ0/Γ2;

• D=2 implica que Γ0 = 0 e φ deve estar apenas em seu estado fundamental isto é φ0,
porém com uma escolha adequada das condições de contorno assintóticas, é possível
obter soluções não triviais, que é justamente o modelo Sigma-O(3) não-linear contido
no capítulo 3 desse trabalho.

Também podemos analisar o comportamento das derivadas segundas do funci-

onal E(α). Para D = 1, temos que E ′′(α)

α=1

= 2E0 > 0, e para D = 2, E ′′(α)

α=1

= 0. Isto é,

no primeiro caso , D = 1, a configuração solitônica corresponde ao mínimo do funcional da
energia. Além disso, essas soluções são estáveis uma vez que mudam de tamanho quando
sofre deformações. Contudo, no segundo caso, D = 2, não há escala definida para o tamanho
do sóliton, e há sempre um modo zero no espectro das flutuações radiais da solução. Já para

D > 2, temos que E ′′(α)

α=1

< 0, ou seja, a energia das configurações de energia localizadas

diminui medida que tende a zero.
O teorema de Derrick diz que não é possível ter soluções estáticas, de energia

finita para a lagrangeana (4.1) no caso D > 2, uma vez que nesse caso E ′(α)

α=1

< 0

Nesse sentido, há diversas maneiras de quebrar as restrições impostas pelo te-
orema [3], uma delas é o acoplamento com um campo de Gauge através de uma derivada



37

covariante da forma
Dµφ= ∂µφ+ g Aµ(n̂ ×φ), (4.14)

em que sob uma transformação de escala temos

Dµφ→αD ′
µφ(x ′), (4.15)

onde D ′
µ indica que a derivação é feita na coordenada x ′. O campo de gauge Aµ muda sob

uma transformação de escala como

Aµ(x) →αAµ(x ′). (4.16)

Consequentemente, o tensor Fµν se transforma como

Fµν(x) =α2Fµν(x ′). (4.17)

Desse ponto de vista, na nossa análise, a energia total do campo eletromagnético
é do tipo

Γ4 = 1

4

∫
d D xF 2

µν, (4.18)

Assim, a energia sob a transformação de escala se torna

E [φα] = Γ4[φα]+Γ2[φα]+Γ0[φα] =α4−DΓ4[φ0]+α2−DΓ2 +α−DΓ0[φ0]. (4.19)

Escolhendo D = 2 e extremizando o funcional E(α) concluímos que para haver configura-
ções de sólitons estáveis em um sistema acoplado, necessariamente, devemos ter Γ4 = Γ0.
Essas relações devido a considerações de escala são conhecidas como relações viriais [3].

Por curiosidade, em D = 3 encontramos uma relação do tipo Γ4 = Γ2 +3Γ0. Essa
relação abrange os conhecidos monopolos de ’t Hooft-Polyakov. Já em D = 4, voltamos nova-
mente com a invariância de escala, pois Γ2 = Γ0 = 0. Além disso, somente soluções triviais,
isto é, puro gauge, são permitidas. É importante observar que tais relações não dizem nada
a respeito do tipo das soluções, apenas dizem que elas existem.

Contudo, há outra maneira de contornar as restrição do teorema de Derrick usando
campos escalares, para isso devemos buscar um novo termo que contenha derivadas supe-
riores. É nesse ponto que entra o termo de Skyrme. Sabemos que

LS = θ2

4
(∂µφ×∂νφ)2, (4.20)

de modo que em uma transformação de escala teremos Γ4 →α4−DΓ4. Com isso, um sistema
contendo termos de Klein-Gordon, Skyrme e um potencial garante soluções estáveis para
D = 2 e D = 3.

4.2 Modelo Sigma O(3) Não-Linear

Para D = 2, da Equação (4.13) implica que Γ0[φ0] = 0. Como U [φ] é positivo,
podemos afirmar que φ0(x) é o mínimo de U [φ]. Desse modo, o caso mais simples que
podemos ter é quando U [φ] = 0. Assim, a lagrangeana de interesse é dada por

L = 1

2
∂µφa∂

µφa , (4.21)
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onde φa é um multipleto de N campos escalares reais, de modo que φa pode ser visto como
um vetor N-dimensional num espaço interno dos campos, e µ = 0,1,2 é o índice espaço-
temporal. As vezes será conveniente escrever φa ≡φ A equação de movimento , nesse caso,
é simplesmente

�φa = 0. (4.22)

A única solução desse sistema é a trivial, onde todas as soluções não-singulares são constan-
tes. Contudo, se introduzirmos o vínculo

φ ·φ=φaφa = 1 (4.23)

e usarmos na lagrangeana através dos multiplicadores de Lagrange, obteremos um modelo
não-linear que aceita soluções não-triviais. A lagrangeana (4.21) sujeita ao vínculo (4.23)
descreve o chamado modelo Sigma O(N ) não-linear [34].

Nesse trabalho, nos restringiremos ao caso N = 3 [7], de modo que a = 1,2,3.
Nesse sentido, a lagrangeana com o vínculo será dada por

L = 1

2
∂µφa∂

µφa +λ(x)
(
φaφa −1

)
. (4.24)

Assim, obtemos obter a equação de movimento(
�+λ)

φa = 0. (4.25)

Se tivermos interessados em soluções estáticas, eliminamos a dependência temporal, de
modo que

(∇2 +λ)φa = 0. (4.26)

Podemos usar o vinculo (4.23) para eliminar λ da equação acima, assim

λ=−φa�φa . (4.27)

Portanto, a equação de movimento se tornará

∇2φa −
(
φa∇2φa

)
φa = 0. (4.28)

Observe que, a expressão acima é não-linear e fornecerá soluções diferentes da (4.22). Pri-
meiramente, olhemos para o funcional da energia do sistema trivial (4.21), visando soluções
estáticas

E [φa] =
∫

d2x
1

2

(
∂iφa

)2, (4.29)

onde i = 1,2 se refere as componentes espaciais. Obviamente a energia será minimizada
quando o campo for homogêneo no espaço, ou seja, uma constante φ(0)

a ≡φ(0). Entretanto,
devido a restrição (4.23), φ(0)

a pode tomar um contínuo de valores no espaço interno, em que
todos minimizam a energia.

Vimos que o modelo kink quebra espontaneamente a simetria de paridade φ→
−φ, e que o mecanismo de Higgs quebra a simetria U (1) local. Aqui, a quebra espontânea
de simetria é devido as rotações O(3) do espaço interno. Pois se fixarmos um ponto do es-
paço interno e fizermos perturbações sobre ele, certamente a lagrangeana resultante desse
processo não será mais invariante sob tais rotações.

Busquemos agora soluções solitônicas desse sistema. Por análises feitas em se-
ções anteriores, queremos que assintoticamente, o campo tome valores finitos para a fini-
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tude da energia. Matematicamente

lim
x→∞φ(x) =φ(0). (4.30)

Agora, é conveniente usarmos coordenadas polares (ρ,θ) no espaço das coordenadas. O
funcional da energia nesse caso será

E [φa] = 1

2

∫ ∣∣∣∇φa

∣∣∣2
ρdρdθ. (4.31)

Nesse sistema de coordenadas, a relação (4.30) se traduz da forma

lim
ρ→∞ρ|φa(ρ,θ)|2 = 0. (4.32)

É importante ressaltar que φa dependerá da parte angular no limite ρ→∞ de modo que a
parte angular do gradiente não é satisfeita pela equação acima.

Pela condição (4.30), isto é, no infinito, as configurações de campo φ(x) tendem
ao mesmo valor φ(0)

a , topologicamente falando, o que estamos fazendo é um mapeamento
estereográfico das coordenadas do planoR2 numa superfície esférica S2 [57]. Ou seja

π : R2 → S2.

Informalmente, é como se estivéssemos dobrando todo o plano real em uma superfície, em
que todos os valores no infinito corresponderão a um polo da esfera[37].

Cabe acrescentar que, devido ao vínculo (4.23), há espaço interno representado
pelos camposφa , nos quais fazem papel de variáveis cartesianas que localizam os pontos de
uma superfície esférica que denotaremos por S2

int. Tal espaço é frequentemente chamado
na literatura de target space. Desse modo, o que temos é um mapeamento π entre duas
superfícies esféricas. Matematicamente, representamos esse procedimento por

σ : S2 → S2
int (4.33)

Em topologia, podemos classificar todos os mapeamentos de uma superfície es-
férica em outra em setores de homotopia. Tais classificações permitirão a introdução do
conceito de carga topológica nesse modelo. Em virtude disso, dedicamos uma (muito) breve
discussão (localizada no apêndice) - abrindo mão de provas matemáticas rigorosas- sobre a
teoria da homotopia. Acresce lembrar que algumas definições contidas lá são de fundamen-
tal importância para a obtenção e classificação das soluções obtidas nesse trabalho.

4.2.1 Soluções Exatas e Equações BPS

Voltando ao modelo Sigma, a conexão com a homotopia entra quando buscamos
classificar as configurações de campo estáticas φ de energia finita em setores de homotopia.
Lembremos que, enquanto φ(0)

a deve ser o mesmo em todos os pontos no infinito espacial,
pode assumir qualquer valor no espaço interno S2

int pelo vínculo (4.23). Nesse sentido, po-

demos obter configurações de campo em diferentes direções de φ(0)
a através de rotações -

que são transformações contínuas - no espaço alvo. Para o modelo sigma O(3) o winding
number é dado por [37]

deg[φ] = N = 1

8π

∫
d2x εµνφ · (∂µφ×∂νφ), (4.34)
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onde deg se refere ao termo topological degree que significa grau topológico. Por motivos
de clareza adotamos a notação φ ≡ φa e voltaremos a usá-la em breve. Então, os produtos
interno e vetorial se referem ao espaço interno dos campos. Vejamos como essa expressão
realmente fornece a carga topológica definida anteriormente.

Podemos usar duas variáveis {γ1,γ2}, ao invés de usar as variáveis φa , para des-
crever a esfera S2

i nt . Expressamos o elemento de superfície dSi nt
a em termos de φa e γ pela

expressão

dSi nt
a = d 2γ

[
1

2
εmnεabc

φa

γm

φb

γn

]
. (4.35)

Agora, voltemos para a notação indicial escrevendo a equação (4.34) como

N = 1

8π

∫
d2x εµνεabcφa

∂φa

∂xµ
∂φb

∂xν

N = 1

8π

∫
d2x εµνεabcφa

∂φa

∂γm

∂γm

∂xµ
∂φb

∂γn

∂γn

∂xν
. (4.36)

Podemos mudar a variável de integração com o uso do jacobiano da transformação das va-
riáveis x para γ. Assim,

N = 1

8π

∫
d2γ εmnεabc φa

∂φa

∂γm

∂φb

∂γn
. (4.37)

Pela expressão (4.35) podemos reescrever a equação acima como

N = 1

4π

∫
dSint

a φa , (4.38)

ou ainda,

N = 1

4π

∫
dSint ·φ. (4.39)

Porém, sabemos que φ é um vetor unitário normal a superfície S2
int. Então, podemos escre-

ver

N = 1

4π

∫
dSint. (4.40)

Recordemos que, devido ao vínculo (4.23), a superfície tem área 4π, pois tem raio unitário.
Nesse sentido, N fornece o número de vezes que a esfera Sint é percorrida quando compac-
tamos o espaço dos reais mapeado na esfera S2. Para encontrar soluções em qualquer setor
N usamos a identidade∫

d 2x
[
(∂µφ±εµνφ×∂νφ) · (∂µφ±εµλφ×∂λφ)

]≥ 0. (4.41)

Desenvolvendo a expressão∫ [
∂µφ∂µφ+εµνεµλ(φ×∂νφ) · (φ×∂λφ)±2εµν∂µφ · (φ×∂νφ)

]≥ 0, (4.42)

fazendo uma integração por partes, teremos∫ [
∂µφ∂µφ+δνλ(φ×∂νφ) · (φ×∂λφ)

]≥±2
∫

d 2x εµνφ · (∂µφ×∂νφ) (4.43)
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Analisemos o segundo termo. Podemos usar a identidade vetorial

(A×B) · (C ×D) = (A ·C )(B ·D)− (A ·D)(B ·C ).

Desse modo,

δνλ(φ×∂νφ) · (φ×∂λφ) = δνλ
[
(φ ·φ)(∂νφ ·∂λφ)− (φ ·∂λφ)(∂νφ ·φ)

]
= δνλ(∂νφ ·∂λφ)

= ∂νφ ·∂νφ
δνλ(φ×∂νφ) · (φ×∂λφ) = ∂µφ ·∂µφ, (4.44)

onde na primeira passagem usamos o vínculo (4.23) diretamente, e no segundo termos usa-
mos sua derivada obtendoφ·∂λφ= 0. Então, substituindo a relação acima na equação (4.43),
teremos

2
∫

d 2x∂µφ ·∂µφ≥±2
∫

d 2x εµνφ · (∂µφ×∂νφ). (4.45)

Aqui, podemos usar definições de energia e carga topológica das equações (4.29) e (4.34),
respectivamente. Logo,

E ≥ 4π|N |. (4.46)

Essa equação é frequentemente chamada de limite de Bogomol’nyi ou limite BPS1 [58]. Quando
a igualdade é satisfeita dizemos que o limite foi saturado. Assim, esse método, fornece um
limite inferior para a energia de qualquer configuração estática de um determinado setor.
Certamente, a igualdade da equação (4.41) é satisfeita quando

∂µφ±εµνφ×∂νφ= 0. (4.47)

Essas, são as chamadas equações de BPS(Bogomol’nyi-Prasad-Sommerfeld) ou equações auto-
duais [59], são tais que qualquer configuração de campo que a satisfaça, bem como a con-
diçãoφ ·φ, minimizará o funcional E [φ] em algum setor N , e consequentemente satisfará a
equação de campo (4.28). Podemos verificar essa afirmação, fazendo

∇2φ = ∂µ∂µφ

= ∓∂µ (εµνφ×∂νφ)

= ∓(εµν∂µφ×∂νφ+εµνφ×∂µ∂νφ)

= ∓εµν∂µφ×∂νφ,

na ultima passagem consideramos que o segundo termo é zero devido a antissimetria do
termo de Levi-Civita. Usando novamente a (4.47),

∇2φ = ∓εµν(∓εµλφ×∂λφ)×∂νφ. (4.48)

Usando a notação indicial,

∂µ∂µφe = δνλεcde ( εabcφa∂λφb )∂νφd

= δνλ(δadδbe −δaeδbd )φa∂λφb∂νφd

= δνλ(φa∂λφe∂νφa −φe∂λφb∂νφb), (4.49)

1 Bogomol’nyi–Prasad–Sommerfield
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onde nas passagens usamos a propriedade do símbolo de Levi-Civita εabcεcde = δadδbe −
δaeδbd . Voltando para a notação compacta,

∇2φ= δνλ
[
∂λφ(φ ·∂νφ)−φ(∂λφ ·∂νφ)

]
, (4.50)

entretanto já vimos queφ ·∂νφ= 0, então

∇2φ=−φ(∂νφ ·∂νφ). (4.51)

Derivando duas vezes o vínculo (4.23),

∂νφ ·∂νφ+φ∇2φ= 0, (4.52)

substituindo na equação (4.51), realmente obtemos a equação de campo (4.28), isto é

∇2φ=φ(φ∇2φ). (4.53)

Em suma, ao invés de resolvermos a equação de campo (4.28) que é uma equa-
ção diferencial de segunda ordem, resolvemos (4.47) que é uma equação diferencial de pri-
meira ordem. Nesse sentido, o formalismo BPS fornece uma engenhosa maneira de buscar
soluções solitônicas sem precisarmos resolver a equação de campo do sistema [60].

É importante ressaltar que nem sempre o método de obter as equações BPS atra-
vés do multiplicador de Lagrange será vantajoso, já que modelos mais realistas envolvem
outras interações e consequentemente outros termos. Consequentemente manipular a ex-
pressão (4.41) poderá ser um trabalho bastante árduo. O que se faz, veremos nas próximas
sessões, é reescrever o funcional da energia em quadraturas de modo que apareça a carga
topológica e assim podermos usar o limite BPS e obter as equações auto-duais.

Nosso próximo passo será resolver as equações de BPS. Podemos simplificá-las
fazendo uma projeção estereográfica das variáveis cartesianasφa que compõem a esfera S2

int
num plano de coordenadas (u1,u2). podemos relacionar as variáveis pelas expressões

u1 = 2φ1

1−φ3
(4.54)

e

u2 = 2φ2

1−φ3
. (4.55)

Aqui, é conveniente definirmos duas quantidades complexas

φ ≡ φ1 + iφ2, (4.56)

u ≡ u1 + i u2 = 2φ

1−φ3
. (4.57)

De (4.47), temos as duas equações

∂1φ±φ×∂2φ= 0 (4.58)

∂2φ∓φ×∂1φ= 0 (4.59)

Cada uma das duas expressões acima contém três equações referentes ao produto vetorial,



43

explicitamente:

∂1φ1 = ∓(φ2∂2φ3 −φ3∂2φ2)

∂1φ2 = ∓(φ3∂2φ1 −φ1∂2φ2)

∂1φ3 = ∓(φ1∂2φ2 −φ2∂2φ1)

∂2φ1 = ±(φ2∂1φ3 −φ3∂1φ2)

∂2φ2 = ±(φ3∂1φ1 −φ1∂1φ3)

∂2φ3 = ±(φ1∂1φ2 −φ2∂1φ1)

(4.60)

Com isso, vejamos

∂1φ = ∂1φ1 + i∂1φ2

= ∓(φ2∂2φ3 −φ3∂2φ2 + iφ3∂2φ1 − iφ1∂2φ3)

= ±i (φ1∂2φ3 −φ3∂2φ1 + iφ2∂2φ3 − iφ3∂2φ2)

= ±i (φ∂2φ3 −φ3∂2φ) (4.61)

Podemos usar a notação φ∂~

~

φ3 ≡φ∂φ3 −φ3∂φ para compactar a expressão. Assim

∂1φ=±iφ∂~

~

2φ3. (4.62)

Analogamente, podemos obter
∂2φ=∓iφ∂~

~
2φ3. (4.63)

Observe que, de (5.64) e (4.55) podemos definir a derivada ∂1u ≡ ∂u/∂x1 onde

∂1u = 2

(1−φ3)2
φ∂1φ3 + 2

(1−φ3)
∂1φ

= 2

(1−φ3)2
[(1−φ3)∂1φ+φ∂1φ3]

= 2

(1−φ3)2
(∂1φ+φ∂1φ3 −φ3∂1φ)

= 2

(1−φ3)2
( ∂1φ+φ∂~

~

1φ3 ). (4.64)

Substituindo (4.62) e (4.63) em (4.64), teremos

∂1u =±i∂2u. (4.65)

Explicitando em termos de u1 e u2, curiosamente obteremos

∂u1

∂x1
=∓∂u2

∂x2
(4.66)

e
∂u1

∂x2
=±∂u2

∂x1
(4.67)

que são as conhecidas relações de Cauchy-Riemann para u = u(z), com z = x1 + i x2, sendo
uma função analítica complexa, sendo u(z) para o sinal de cima e u(z̄) para o de baixo [61].
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Logo, qualquer função analítica u(z) ou u(z̄) satisfaz as equações BPS (4.47), e consequen-
temente as equações de campo (4.28).

Podemos expressar a energia em termos da função analítica u(z)

E =
∫

d2x
|du

dz |2(
1+ |u|2

4

)2 , (4.68)

no limite da energia
E = 4π|N |. (4.69)

Um protótipo dessa solução é do tipo [37]

u(z) =
[z − z0

λ

]n
(4.70)

onde n é um inteiro positivo, λ é um real e z0 é um complexo, ambos arbitrários. A condição
que u(z) é uma função analítica nos garante que será uma solução estática para a equação de
campo (4.28). O fato de que as soluções existam para λ e z0 arbitrários reflete a invariância
do sistema sob transformações de escala e translações, respectivamente.

Para n = 1, obteremos as configurações de campo

φ1 = 4λx1

r 2 +4λ2
, φ2 = 4λx2

r 2 +4λ2
, φ3 = r 2 −4λ2

r 2 +4λ2
(4.71)

onde λ faz o papel da escala da excitação. Assim como fizemos no modelo kink podemos
obter uma solução dependente do tempo através de um boost de Lorentz.

Note que z denota pontos nas coordenadas espaciais, enquanto que u representa
o espaço interno S2

int dos campos projetado em um plano de coordenadas (u1,u2).
Os modelos O(3) e suas soluções são de grande importância para descrever para

descrever a mecânica estatística de um material ferromagnético isotrópico [7].
Ressaltamos que, dificilmente conseguimos resolver as equações BPS analitica-

mente como fizemos nesse caso do modelo Sigma O(3) não-linear. As soluções quase sem-
pre são obtidas numericamente.
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5 SÓLITONS EM TEORIAS DE GAUGE

Se olharmos para as soluções exatas do modelo sigma O(3) não-linear (4.70) en-
contradas no capítulo anterior, podemos perceber uma desvantagem no que diz respeito a
associação dessas soluções a partículas. Tais soluções expressas em termos de funções ra-
cionais de grau arbitrário resultam em uma invariância de escala no tamanho dos sólitons.
Em outras palavras, esses sólitons podem crescer ou decair infinitamente durante uma evo-
lução temporal sem que a energia varie, de modo que as soluções tornam-se inadequadas
sobre uma quantização, isto é, sua interpretação como partícula [62].

Nesse contexto, existem algumas possibilidades de resolver esse problema de
estabilidade. Uma dessas é o acoplamento com um campo de gauge acrescido de algum
potencial. Essa combinação pode quebrar a invariância de escala, dando estabilidade ao
modelo [10]. Além disso, é bastante razoável adicionar um campo de gauge ao modelo sim-
plesmente por exigir que haja uma interação eletromagnética no modelo, uma vez que é de
grande importância e aplicabilidade o estudo de uma eletrodinâmica planar.

Portanto, nesse capítulo veremos algumas possibilidades de gaugeamento utili-
zando termos de Maxwell e Chern-Simons, bem como ambos juntos. Além disso será enfa-
tizado a importância da escolha de um potencial adequado de modo a garantir a existência
das equações BPS. Então, discutiremos as escolhas mais comuns na literatura. Finalmente,
para cada modelo obteremos as equações de BPS, que são equivalentes a obter as equações
Euler-Lagrange.

Nosso objetivo é fazer um acoplamento entre o tripleto de camposφ= (φ1,φ2,φ3)
restrito ao vínculo φ ·φ = 1 e um campo de calibre Aµ. Para isso é conveniente escrever φ
comoφ= (φ,φ3), em que - como vimos no capítulo anterior -

φ=φ1 + iφ2.

Pode-se verificar que tanto a lagrangeana quanto a energia permanece invariante
sob isorotações em torno de φ3. Desse modo, as transformações de calibre serão do tipo

Dµ(φ1 + iφ2) = (∂µ+ i g Aµ)(φ1 + iφ2) (5.1)

Dµφ3 = ∂µφ3. (5.2)

Desacoplando φ1 e φ2, teremos

Dµφ1 = ∂µφ1 − g Aµφ2 (5.3)

Dµφ2 = ∂µφ2 + g Aµφ1 (5.4)

Dµφ3 = ∂µφ3. (5.5)

Note que, podemos escrever as três equações acima compactadas na forma

Dµφ= ∂µφ+ g Aµn̂ ×φ, (5.6)

em que
n̂ = (0,0,1). (5.7)

Para que consigamos obter as equações de BPS é de fundamental importância que a escolha
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do potencial seja adequada. Tal potencial deve ser invariante sobre uma transformação de
calibre e possua uma configuração de mínimo não-trivial. Na literatura, existem uma certa
quantidade de potenciais convenientes. Uma escolha interessante é um potencial tipo Higgs
[60]

V (φ) =µ2(|φ|2 − n̂ ·φ). (5.8)

Usando a restriçãoφ ·φ= 1, e que n̂ ·φ=φ3, a expressão acima se reduz a

V (φ3) =µ2(1−φ3). (5.9)

Esse potencial é análogo ao termo extra que é incluso no modelo original de Skyrme que gera
a massa dos píons, de modo que µ−1 é interpretado como o comprimento de onda Compton
dos mésons do modelo [30].

Há também outras variações desse potencial que podem gerar equações auto-
duais, é do tipo

V (φ3) =µ2(1−φ3)2. (5.10)

Outra escolha interessante, que também usaremos mais adiante é o potencial de vácuo du-
plo [63]

V (φ3) =µ2(1−φ2
3), (5.11)

que tem mínimo degenerado em φ3 = ±1. Podemos observar que esse potencial surge de
uma dependência explicita com o termo (n̂ ×φ)2 =φ2

1 +φ2
2 = 1−φ2

3.

5.1 Gaugeamento U (1) com Termo de Maxwell

O caso mais simples de gaugeamento no modelo O(3) é o caso onde a dinâmica
dos campos de gauge é gerada exclusivamente por um termo de Maxwell. A lagrangeana
desse sistema é dada por

L = 1

2
(Dµφ)2 − 1

4
(Fµν)2 −µ2(1−φ3)2, (5.12)

onde escolhemos o potencial tipo Higgs enfatizado em (5.10), e a derivada covariante é dada
por (5.6).

As equações de movimento são

DµDµφ = −µ2(1−φ3)n̂ (5.13)

∂µFµν = g (n̂ ×φ) ·Dνφ, (5.14)

onde podemos definir
Jµ ≡φ×Dµφ. (5.15)

Assim, podemos construir o funcional da energia dado por
∫

d 2xT 00, que será

E = 1

2

∫
d 2x

[
(D0φ)2 + (Diφ)2 +µ2(1−φ3)2 +F 2

0i +F 2
12

]
. (5.16)

Escolheremos aqui o gauge de campo nulo

Aµ =
(

A0 = 0, A1(x), A2(x)
)
, Ei = 0, B = F12 = ∂1 A2 −∂2 A1. (5.17)
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Se isso ocorre, então no caso estático, teremos

D0φ= ∂0φ+ g A0(n̂ ×φ) = 0. (5.18)

Desse modo, o funcional estático da energia se torna

E [A0 = 0, A1, A2,φ] = 1

2

∫
d 2x

[
(Diφ)2 +µ2(1−φ3)2 +F 2

12

]
. (5.19)

Assim como no modelo sigma não-gaugeado, afim de obter configurações de energia finita,
exigimos que

lim
|x |→∞

φ(t , x) = n̂. (5.20)

Como vimos anteriormente, essa condição permite que o planoR2 seja compactificado em
uma esfera topológica S2. De modo que as soluções estáticas de energia finita são um ma-
peamento de S2 no espaço interno dos campos S2

int, sendo que tais soluções podem ser clas-
sificadas em setores de homotopia.

Podemos reescrever o funcional da energia, completando quadrados, como

E = 1

2

∫
d 2x

{
(D1φ±φ×D2φ)2 + [

F12 ∓ (1−φ3)
]2

}
+

±
∫

d 2x
[
φ · (D1φ×D2φ)+F12(1−φ3)

]
,

(5.21)

onde consideramos, por simplicidade, g = 1. Podemos reescrever,

E = 1

2

∫
d 2x

{
(D1φ±φ×D2φ)2 + [F12 ∓ (1−φ3)2]

}±4π
∫

d 2x j ′0, (5.22)

em que j ′0 é a componente zero da corrente topológica

j ′µ =
1

4π
εµνρφ · [Dνφ×Dρφ+ g Fνρ(1−φ3)φ

]
. (5.23)

Essa é conhecida como corrente de Schroers e é necessária para a obtenção do formalismo
BPS. Além disso, difere da corrente topológica do sigma-model por

j ′µ = jµ+εµνρ∂ν
[
(1− n̂ ·φ)Aρ

]
. (5.24)

Certamente, a corrente acima se conserva, pois é de imediato que ∂µ j ′µ = 0. Então o widing
number é obtido por

N ′ =
∫

d 2x j ′0 =
1

4π
d2x

[
φ · (D1φ×D2φ)+F12(1−φ3)

]
. (5.25)

Por construção, a expressão (5.22) tem um limite inferior de E ≥ 4πN . de modo que a igual-
dade é válida no limite BPS. Desse modo, encontramos as equações auto-duais, que são

D1φ = ∓φ×D2φ (5.26)

F12 = ±(1− n̂ ·φ). (5.27)

Analogamente ao caso não-gaugeado, para resolvermos as equações acima fa-
zendo uma projeção estereográfica das variáveis cartesianas φ num plano de coordenadas
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(u1,u2). Então,

u1 = φ1

1+φ3
u2 = φ2

1+φ3
. (5.28)

Substituindo as equações acima em (5.26), obtemos

D1u = ∓i D2u (5.29)

F12 = ± 2|u|2
1+|u|2 , (5.30)

em que u = u1 + i u2. Fazendo a substituição de variáveis ψ= lnu, teremos

∇2(ψ+ ψ̄) = 4

1+exp[−(ψ+ ψ̄)]
. (5.31)

A equação acima é uma equação de Laplace não-linear e não tem soluções exatas na litera-
tura, de modo que é necessário um tratamento numérico no qual não abordaremos nesse
trabalho e deixaremos como uma perspectiva. Contudo, mostraremos a forma final de rees-
crever as equações BPS para tal tratamento.

5.1.1 Resolvendo as equações BPS

Para resolver as equações (5.26), devemos observar que o campo φ é invariante
sobre iso-rotações SO(2)ISO - dizemos iso-rotações para não confundirmos com as rotações
do espaço físico - no espaço interno S2

int em torno de n̂ fixo. De modo que os elementos de
SO(2)ISO podem ser parametrizados por um angulo η, de modo que

(φ1,φ2,φ3) → (cosηφ1 + sinηφ2,−sinηφ1 +cosηφ2, φ3). (5.32)

A energia também é invariante sob reflexões P combinadas, tanto nos campos como no es-
paço físico do tipo

(φ1,φ2,φ3) → (φ1,−φ2,φ3) e (x1, x2) → (x1,−x2). (5.33)

Nesse sentido, dizemos que o funcional da energia do sistema é invariante sobre o grupo de
simetria

G = SO(2)ISO ×E2 ×P, (5.34)

onde E2 são as rotações espaciais euclidianas. Estamos interessados em configurações es-
tacionárias ditas topológicas, isto é, com N 6= 0. Campos que são invariantes sob o grupo G
podem ter a forma [17]

φ(x) =
 sin f (r )cos(Nθ−η)

sin f (r )sin(Nθ−η)
cos f (r )

 , (5.35)

onde (r,θ) são coordenadas polares no plano-x e f (r ) é uma função satisfazendo algumas
condições de contorno, esse formato para campo φ é frequentemente chamado de hed-
gehog ansatz. Podemos observar que o parâmetro η da iso-rotação é arbitrário, de modo que
campos com diferentes ângulos estão associados a estados de energia degenerados. Nesse
sentido, podemos nos restringir, sem perca de generalidade, a campos cujo η = 0. Então, a
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equação (5.35) se torna

φ(x) =
 sin f (r )cos(Nθ)

sin f (r )sin(Nθ)
cos f (r )

 . (5.36)

Por questão de simplicidade assumimos que o campo de gauge tem apenas uma compo-
nente, de modo que podemos chutar que sua forma seja

Aθ = na(r ). (5.37)

Assim, o campo magnético B ≡ F12 = ∂1 A2 −∂2 A1, tem a forma

F12 = n
a′(r )

r
, (5.38)

onde o termo no denominador surge devido a transformação de coordenadas (x1, x2) →
( r , θ ).

Vejamos agora quais condições de contorno devemos esperar de f (r ). O pri-
meiro critério é que devemos obter soluções regulares na origem, então podemos esperar
que

f (0) =π e a(0) = 0. (5.39)

Além disso, para a energia ser finita, certamente devemos ter

lim
r→∞ f (r ) = 0 e lim

r→∞a′(r ) = 0. (5.40)

Então, as equações de autoduais (5.26) com o ansatz (5.36) se tornam

f ′ = −|n|1+a

r
sin f

a′ = − r

|n| (1−cos f ). (5.41)

Estas são equações acopladas de primeira ordem para f e a. Observe que absorvemos os
sinais das equações BPS nos módulos. Para obter as equações acima, basta escolher uma
componente do campo no espaço interno e saber que a derivada covariante com as restri-
ções impostas, em componentes, é do tipo

D1(φ1,φ2,φ3) = ∂1(φ1,φ2,φ3)+ g A1(−φ2,φ1,0) (5.42)

D2(φ1,φ2,φ3) = ∂2(φ1,φ2,φ3)+ g A2(−φ2,φ1,0). (5.43)

Na referência [60] por meio de um tratamento numérico que as equações (5.41) possuem
soluções solitônicas. Foi mostrado os sólitons são estáveis quando se leva em conta trans-
formações de escala. Em outras palavras, a adição de uma teoria de gauge num sistema de
modelo sigma, pode resolver o problema da invariância de escala. Além disso, transportam
fluxo magnético que pode assumir valores arbitrários em algum intervalo finito.

5.2 Gaugeamento U (1) com Termo de Chern-Simons

Também é possível obter soluções solitônicas para o modelo sigma O(3) gauge-
ado com a dinâmica do campo de gauge governada por um termo de Chern-Simons ao invés
do de Maxwell, desde que seja feita uma escolha adequada para o potencial. É interessante
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ressaltar que tais soluções quebram a invariância de escala dos sólitons.
Mostraremos aqui como obter essas soluções, que foram encontradas em [62].

Primeiramente, consideremos a seguinte lagrangeana

L = 1

2
(Dµφ)2 + κ

4
εµνλAµFνλ−

1

2κ2
(1+ n̂ ·φ)(1− n̂ ·φ)3. (5.44)

Observe que, adotamos o sistema de unidades naturais, o coeficiente de Chern-Simons tem
dimensão de comprimento ou inverso de massa. O termo da frente do potencial da lagran-
geana foi escolhido de modo a satisfazer o limite BPS. Certamente, como mudamos apenas
a dinâmica do campo de gauge, a derivada covariante continua sendo dada por (5.6). Ou-
tro fato importante é que o potencial acima possui dois mínimos, semelhante ao (5.11), em
φ3 =±1

De fato, a lagrangeana (5.44) é invariante sob iso-rotações SO(2) ou U (1) em
torno de n̂. Podemos ver isso facilmente fazendo

Dµφ ·Dνφ= |(∂µ+ i Aµ)(φ1 + iφ2)|2 +∂µφ3∂
µφ3. (5.45)

As equação de movimento paraφ, variando (5.44) é

δL = Dµδφ ·Dµφ− n̂ ·δφ
2κ2

(1− n̂ ·φ)3 − 3(−n̂ ·δφ)

2κ2
(1+ n̂ ·φ)(1− n̂ ·φ)2

= −DµDµφ ·δφ+ n̂ ·δφ
2κ2

(1− n̂ ·φ)2(−1− n̂ ·φ+3+3n̂ ·φ)

= −DµDµφ ·δφ+ n̂ ·δφ
κ2

(1− n̂ ·φ)2(1−2n̂ ·φ),

onde na segunda passagem usamos uma integração por partes e desprezamos o termo de
superfície. Como vimos, funcionalmente, a equação de Euler-Lagrange se traduz em δL

δΦ = 0,

ondeΦ é qualquer campo, logo fazendo δL
δφ = 0, teremos,

DµDµφ= n̂

κ2
(1− n̂ ·φ)2(1−2n̂ ·φ) (5.46)

Do mesmo modo obtemos as equações para o campo de gauge Aµ, vejamos,

δL = δ(Dµφ)

δAρ
δAρ ·Dµφ+ κ

4
εµνλδAµFνλ+

κ

4
εµνλAµδFνλ, (5.47)

desenvolvendo o terceiro termo, teremos

εµνλAµδFνλ = εµνλ
[

Aµ∂νδAλ− Aµ∂λδAν

]
= −εµνλ∂νAµδAλ+εµνλ∂λAµδAν

= εµνλ∂νAλδAµ−εµνλ∂λAνδAµ

= εµνλFνλδAµ, (5.48)

onde na segunda passagem fizemos novamente a integração por partes e desprezamos os
termos de derivada total, já na terceira passagem fizemos uma troca de índices e usamos as
propriedades do simbolo de Levi-Civita. Assim, substituindo (5.48) em (5.47), e impondo a
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condição δL
δAµ

= 0, obteremos

κ

2
εµνλFνλ =−(n̂ ×φ) ·Dµφ, (5.49)

ou ainda
Dµ

(κ
2
εµνλFνλ

)
=−(n̂ ×φ) ·DµDµφ. (5.50)

Substituindo (5.46) em (5.50), obtemos as equações de movimento

DµJµ = − 1

κ2
(n̂ ×φ)(1+2n̂ ·φ)(1− n̂ ·φ)2 (5.51)

jµ = κ

2
εµνλFνλ, (5.52)

em que a corrente conservada
Jµ =−φ×Dµφ (5.53)

está relacionada a corrente U (1) por

jµ = Jµ · n̂. (5.54)

Vejamos aqui uma das características mais importantes que diferenciam as teorias de Maxwell
e de Chern-Simons. A integral espacial da componente j 0 = κ

2 ε
0i j Fi j = cB fornece a carga

conservada, isto é

Q =
∫

d 2x κB , (5.55)

ou ainda
Q = κΦB , (5.56)

que é justamente o que foi visto no capítulo 2, ou seja, configurações de campo com fluxo
magnético obrigatoriamente tem uma carga elétrica associada e vice-versa, onde κ é a cons-
tante de proporcionalidade.

Agora calcularemos o funcional da energia para configurações de campo estáti-
cas, isto é D0φ = 0, através do tensor energia momento usando a equação, (A.50). Observe
que o termo de CS não contribui, pois o simbolo de Levi-Civita se anula quando contraído
com a métrica que é simétrica. Assim, teremos

E = 1

2

∫
d 2x

[
(Diφ)2 −κA0F12 + 1

κ2
(1+ n̂ ·φ)(1− n̂ ·φ)3

]
. (5.57)

Através de (5.52) e (5.53), podemos encontrar que

A0 =− k

φ2
1 +φ2

2

F12, (5.58)

onde usamos o vínculoφ ·φ= 1. Logo, o funcional da energia será

E = 1

2

∫
d 2x

[
(Diφ)2 + κF 2

12

φ2
1 +φ2

2

+ 1

κ2
(1+ n̂ ·φ)(1− n̂ ·φ)3

]
. (5.59)

Agora, podemos reescrever a expressão acima, completando quadrados acrescentando o
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termo da corrente conservada, como

E = 1

2

∫
d 2x

{
(Diφ±εi jφ×D jφ)2 + κ2

1−φ2
3

[
F12 ∓ 1

κ2
(1+φ3)(1−φ3)2

]2
}

+

±4π
∫

d 2xK0,

(5.60)

em que K0 é a componente zero da corrente topológica definida por

Kµ = 1

8π
εµνλ[φ ·Dνφ×Dλφ+Fνλ(1− n̂ ·φ)]. (5.61)

Como fizemos nos casos anteriores, no limite BPS as seguintes equações são satisfeitas

Diφ±εi jφ×D jφ= 0 (5.62)

F12 ∓ 1

κ2
(1+φ3)(1−φ3)2 = 0. (5.63)

Fazendo a projeção esferográfica

u1 = φ1

1+φ3
e u2 = φ2

1+φ3
, (5.64)

obtemos as seguintes equações auto-duais

(∂1 + i A1)u =∓i (∂2 + i A2)u (5.65)

F12 =± 8|u|4
(1+|u|2)3

. (5.66)

Foi mostrado em [62] por meio de um tratamento numérico que as equações acima possuem
soluções solitônicas tanto topológicas quanto não-topológicas.
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6 MODELO BABY SKYRME

Recordemos que o modelo Skyrme é uma extensão do modelo sigma O(3) não-
linear, e é bem conhecido que o último possui um problema de invariância de escala, isto é,
suas soluções (4.70), expressas em termos de funções racionais de grau arbitrário resultam
em uma invariância de escala no tamanho dos sólitons. Em outras palavras, tais sólitons
podem crescer ou decair infinitamente durante uma evolução temporal sem que a energia
varie, de modo que as soluções tornam-se inadequadas sobre uma quantização, isto é, sua
interpretação como partícula [62]. Nesse contexto, com o Teorema de Derrick mostramos
que a adição do termo de Skyrme na lagrangeana do modelo sigma O(3) acrescido de algum
potencial podem quebrar a invariância de escala, dando estabilidade ao modelo [10].

Mostraremos brevemente a origem e influencia do modelo Skyrme da forma que
é usada na literatura em modelos topológicos. Originalmente, o modelo Skyrme como uma
teoria efetiva para a QCD é dado pela lagrangeana [19]

LQC D = F 2
π

16
Tr

(
∂µU∂µU †

)
+ 1

32e2
Tr

([
∂µUU †,∂νUU †][∂µUU †,∂νUU †]), (6.1)

em que Fπ e e são parâmetros livres que devem concordar com os dados experimentais.
Fazendo as redefinições Rµ = ∂µUU †, e fazendo o reescalonamento das unidades de com-
primento e energia em 2/eFπ e Fπ/4e respectivamente, obteremos

LQC D =−1

2
Tr

(
RµRµ

)
+ 1

16
Tr

([
Rµ,Rν

][
Rµ,Rν

])
. (6.2)

Em teorias de Yang-Mills, os campos de gauge Aµ são matrizes e se relacionam com os cam-
pos físicos Aµ

a por meio geradores de algum grupo de simetria, que satisfazem uma certa
álgebra. Por exemplo [64],

Aµ =Ga Aµ
a ,

em que a = 1, . . . , N e Ga são os geradores que satisfazem a relação

[Ga ,Gb] = i fabcGc .

No caso dos Skyrmions Rµ está relacionado com a álgebra de SU (3). Se u e v são elementos
de alguma álgebra, é intuitivo pensar que o comutador = [u, v] está associado um "produto
vetorial" u × v .

Portanto, a lagrangeana que descreve esse modelo no caso abeliano é

LS = 1

2
∂µφ ·∂µφ− 1

4

(
∂µφ×∂νφ

)2 −V (φ). (6.3)

Então, dizemos que o modelo Baby-Skyrme completo é composto de um termo devido ao
modelo sigma e outro de derivadas de ordem superior. Contudo, frequentemente na litera-
tura é comum investigações no modelo skyrme sem o termo do modelo sigma. Tal modelo
é chamado de Modelo Baby-Skyrme restrito e é dado simplesmente por

L ′
S =−1

4

(
∂µφ×∂νφ

)2 −V (φ). (6.4)
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6.1 Formalismo BPS no modelo Baby Skyrme

A implementação do formalismo BPS em teorias de Skyrmions tem sido um grade
desafio. Somente em 2012 [36] foram obtidas equações auto-duais através do formalismo
BPS para um modelo de Baby-Skyrme restrito gaugeado com a dinâmica do campo de gauge
governada por um termo de Maxwell, porém foi necessário a adição de um potencial Super-
simétrico para a existência das soluções, como veremos nessa sessão.

Recentemente, em 2019, Casana [65] mostrou que também é possível aplicar o
formalismo BPS para um modelo Skyrme-Chern-Simons não restrito, isto é, com um termo
de sigma-model, porém este ultimo é proporcional ao superpotencial definido. Outra con-
sequência da implementação BPS é que se ganha outro termo que modifica a dinâmica do
campo de Skyrme.

6.1.1 Formalismo BPS no modelo Baby Skyrme não-gaugeado

Antes de tratarmos os modelos mais realistas envolvendo interações com cam-
pos de gauge, observemos como implementar o formalismo BPS para um modelo Skyrme
restrito não-gaugeado. Podemos reescrever a lagrangeana como

LS =−λ
2

4

(
∂µφ×∂νφ) · (∂αφ×∂βφ)

gµαgνβ−µ2V (n̂ ·φ). (6.5)

Substituindo na (A.50), obtemos o tensor energia momento

T γδ =−λ
2

2

(
∂γφ×∂βφ

) · (∂δφ×∂βφ)+ λ2

4

(
∂µφ×∂νφ

) · (∂µφ×∂νφ)
gγδ+µ2V gγδ. (6.6)

Então, a densidade de energia T00 = E se torna

E = λ2

2

(
∂0φ×∂ jφ

)2 + λ2

4

(
∂iφ×∂ jφ

)2 +µ2V. (6.7)

para o caso estático é, ∂0φ= 0, então teremos

E = λ2

4

(
∂iφ×∂ jφ

)2 +µ2V. (6.8)

Aqui podemos definir a grandeza

q ≡φ · (∂1φ×∂2φ), (6.9)

que é 4π vezes a densidade de carga topológica. Desse modo, podemos escrever

E = λ2

2
q2 +µ2V. (6.10)

Então para prosseguir com o formalismo BPS devemos reescrever a densidade energia como

E = 1

2
(λq ±µ

p
2V )2 ∓λµ q

p
2V . (6.11)
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Então, a possível energia BPS será

E =λµ
∫

d2x q
p

2V (6.12)

com a seguinte equação auto-dual associada

q =∓µ
λ

p
2V . (6.13)

Nos resta provar que a equação (6.12) de fato fornece o limite topológico da energia, em
outras palavras, não deve depender da configuração de campo φ. Seguiremos com os argu-
mentos de [36, 66, 67].

Já sabemos que o campo φ define um mapeamento do espaço R2 num target
space S2. O termo

∫
d2x é um pullback sob esse mapeamento da área Ω no target space .

Denominamos essa operação por ∫
d2x q =Φ∗(ω). (6.14)

Nesse sentido, esse produto é igual 4π vezes o valor médio de
p

2V r t , ainda devemos mul-
tiplicar pelo número de vezes que φ cobre o espaço interno, ou seja, o Winding Number.
Então ∫

d2x q = 4πdeg[φ]〈
p

2V 〉S2 . (6.15)

Essa grandeza, de fato, não depende de φ nem de termos dinâmicos. Logo, uma estrutura
BPS deve satisfazer o limite de energia

E ≥ 4πλµ deg[φ]〈
p

2V 〉S2 . (6.16)

6.1.2 Formalismo BPS para Skyrme-Maxwell Restrito

Mostraremos aqui o método de obter as equações de BPS numa teoria de Skyr-
mions em interação com um campo eletromagnético com a dinâmica governada por um
termo de Maxwell [36].

Consideremos a lagrangeana do modelo, dada por

L =− 1

4g 2
FµνFµν− λ2

4

(
Dµφ×Dνφ

)2 −V (n ·φ). (6.17)

Como de costume, o acoplamento mínimo da forma

Dµφ= ∂µφ+ g Aµ

(
n ×φ)

. (6.18)

Um fato importante é que mesmo sem considerarmos explicitamente o termo de Sigma-
model, a restrição φ ·φ= 1 continua presente para os campos escalares, cujo podemos cha-
mar de campo de Skyrme. As equações de Movimento são

DµJµ =−µ2n̂ ×φ ∂V

∂φ3
, (6.19)
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e para o campo de gauge
∂µFµν = g 2n · Jν, (6.20)

em que
Jµ =λ2Dν

[
φ · (Dµφ×Dνφ)

]
. (6.21)

A densidade de energia (A.50) será

ε= 1

2g 2
(E 2 +B 2)+ λ2

4
(D0φ×Diφ)2 + λ2

2
(D1φ×D2φ)2 +2µ2V (n̂ ·φ). (6.22)

Já foi mostrado em [60] que soluções estáticas de energia finita contendo um termo de
Maxwell deve ter campo elétrico nulo. Além disso, continuaremos com a escolha do gauge
estático

Aµ = (0, A1(x), A2(x) ).

Desse modo o funcional da energia se reduz a

ε= 1

2g 2
B 2 + λ2

2
(D1φ×D2φ)2 +µ2V. (6.23)

Aqui podemos definir a grandeza densidade de carga topológica

q ≡φ · (∂1φ×∂2φ), (6.24)

e consequentemente,

Q ≡φ · (D1φ×D2φ) = q +εi j Ai
(
n ·∂ jφ

)
. (6.25)

Assim podemos reescrever a densidade de energia como

E = 1

2g 2
B 2 + λ2

2
Q2 +µ2V. (6.26)

Passemos agora para a implementação do formalismo BPS. Introduziremos duas funções
a(φ3) e b(φ3) que serão determinadas a posteriori de modo que o formalismo BPS seja im-
plementado. Comecemos fazendo

E = 1

2g 2

(
B +b(φ3)

)2 + λ2

2

(
Q −a(φ3)

)2 +µ2V − 1

2g 2
b2 − 1

g 2
Bb − λ2

2
a2 +λ2Qa. (6.27)

Escrevendo Q explicitamente e o campo magnético como B = εi j∂i A j , teremos

E = 1

2g 2

(
B +b(φ3)

)2 + λ2

2

(
Q −a(φ3)

)2 +µ2V − 1

2g 2
b2 − λ2

2
a2 +λ2qa+

+εi j

[
λ2a Ai (n ·∂ jφ)+ 1

g 2
b∂ j Ai

] . (6.28)

O ultimo termo pode ser escrito como uma derivada total se escolhermos

b =λ2g 2
∫ φ3

φ0
3

dφ′
3a(φ′

3) =λ2g 2W (φ3). (6.29)
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Assim,

a(φ3) = ∂W

∂φ3
=W ′ (6.30)

Desse modo, podemos reescrever o modelo substituindo os campos a e b por um único
campo W . Então, a energia associada ao termo da derivada total

λ2g 2εi j

∫
d2x ∂ j (Ai W ) (6.31)

será zero, uma vez que, por construção, W (φ3 =φ0
3 = 1) = 0. Logo, a energia em termos de W

será

E = 1

2g 2

(
B +λ2g 2W )

)2 + λ2

2

(
Q −W ′)2 +µ2V − λ4g 2

2
W 2 − λ2

2
(W ′)2 +λ2W ′q. (6.32)

De fato para continuar com a implementação BPS, o potencial deve ter a forma

V = λ4g 2

2µ2
W 2 + λ2

2µ2
(W ′)2. (6.33)

Então o limite BPS para a energia é

EBPS =
∫

d2x qW ′ = 4π|N |〈W ′〉S2 . (6.34)

De modo que as equações BPS são

Q = W ′ (6.35)

B = −g 2λ2W (6.36)

Foi mostrado em [36] que as equações BPS acima possuem soluções solitônicas.

6.1.3 Formalismo BPS para Skyrme-Chern-Simons

Agora veremos como obter as equações de BPS numa teoria de Skyrmions em
interação com um campo eletromagnético com a dinâmica governada por um termo de
Chern-Simons [65] Consideremos a lagrangeana desse modelo, dada por

L =−κ
4
ελµνAλFµν− λ2

4

(
Dµφ×Dνφ

)2 −V (n ·φ), (6.37)

onde usamos uma constante de acoplamento no termo de Skyrme. Novamente, o acopla-
mento mínimo é feito da forma usual

Dµφ= ∂µφ+ g Aµ

(
n ×φ)

. (6.38)

Vamos obter es equações de movimento do modelo fazendo variações funcionais. Assim,
para o termo de CS já vimos pelas (3.4) e (5.50) que

δLC S

δAµ
=−κ

2
εµαβFαβ. (6.39)
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Nos resta calcular a contribuição do termo de Skyrme. Observe que podemos reescrevê-lo
como

LS =−λ
2

4

[
(Dµφ ·Dµφ)2 − (Dµφ ·Dνφ)2

]
=−λ

4

[
A−B

]
. (6.40)

Então, fazendo as variações separadamente para o primeiro termo

δA = 4(Dµφ ·Dµφ)
[
δ(Dνφ) ·Dνφ

]
(6.41)

= 4g (Dµφ ·Dµφ)
[

(n̂ ×φ) ·Dνφ
]
δ(Aν), (6.42)

onde usamos o fato que δ(Dνφ) = g (n̂ ×φ)δAν. Para o segundo termo, temos que

δB = δ
(
Dµφ ·Dνφ

)(
Dµφ ·Dνφ

)+ (
Dµφ ·Dνφ

)
δ
(
Dµφ ·Dνφ

)
= 2

(
Dµφ ·Dνφ

)[
δ
(
Dµφ

) ·Dνφ+Dµφ ·δ(
Dνφ

)]
= 2g

(
Dµφ ·Dνφ

)[(
n̂ ×φ) ·Dνφ δAµ+Dµφ · (n̂ ×φ)

δAν

]
= 2g

(
Dµφ ·Dνφ

)[(
n̂ ×φ) ·Dνφ

]
δAµ+2g

(
Dµφ ·Dνφ

)[
Dµφ · (n̂ ×φ) ]

δAν

= 4g
(
Dµφ ·Dνφ

)[
Dµφ · (n̂ ×φ) ]

δAν, (6.43)

onde na quarta passagem fizemos mudanças adequadas de índice e aproveitamos da pro-
priedade de simetria do produto escalar, isto é, a ·b = b ·a. Então, a variação do termo de
Skyrme será

δLS = −λ
2

4

(
δA−δB

)
= −λ2g

{
(Dµφ ·Dµφ)

[
(n̂ ×φ) ·Dνφ

]
− (Dµφ ·Dνφ)

[
Dµφ · (n̂ ×φ)

] }
δAν

= λ2g (Dµφ×Dνφ) ·
[

(n̂ ×φ)×Dµφ
]

Aν, (6.44)

no ultimo passo utilizamos a identidade

(a ×b) · (c ×d ) = (a ·c)(b ·d )− (a ·d )(b ·c).

Podemos reescrever a expressão (6.44) utilizando a propriedade do produto vetorial triplo
de modo que

δLS

δAν
=λ2g

(
Dµφ×Dνφ

) ·[φ(
Dµφ ·n

)−n
(
Dµφ ·φ)]

. (6.45)

Já vimos anteriormente que o segundo termo entre colchetes é zero como consequência do
vínculoφ ·φ= 1. Já o primeiro termo pode ser escrito como

Dµφ · n̂ = (
∂µφg Aµ(n̂ ×φ)

) · n̂ = ∂µφ · n̂, (6.46)

pois (n̂ ×φ) · n̂ = (n × n̂) ·φ= 0. Logo, a equação (6.45) se tornará

δLS

δAν
=λ2g

[
φ · (Dµφ×Dνφ

)](
n ·∂µφ

)
. (6.47)
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Fazendo uma mudança de índices e mudando a ordem do produto vetorial, podemos escre-
ver

δLS

δAµ
=−λ2g

[
φ · (Dµφ×Dαφ

)](
n ·∂αφ

)
. (6.48)

A equação de movimento será dada pela condição

δL

δAα
= δ(LS +LC S)

δAα
= 0. (6.49)

Finalmente a equação de movimento para o campo de gauge é

−κ
2
εµαβFαβ = Jµ, (6.50)

em que a corrente é dada por

Jµ =λ2g
[
φ · (Dµφ×Dαφ

)](
n ·∂αφ

)
. (6.51)

Podemos desmembrar a equação acima na lei de Gauss fazendo µ = 0 e na lei de ampere
µ= i para caso estacionário, ou seja, ∂0φ= 0. A primeira será

J 0 = λ2g
[
φ · (D0φ×Dαφ

)](
n ·∂αφ

)
= λ2g 2 A0

{
φ · [(n̂ ×φ)× (

∂ jφ+ g A j (n̂ ×φ)
)]}(

n ·∂ jφ
)

= λ2g 2 A0

{
φ · [(n̂ ×φ)×∂ jφ

]}(
n ·∂ jφ

)
= λ2g 2 A0

{
φ · [φ(∂ jφ · n̂)− n̂(∂ jφ ·φ)

]}(
n ·∂ jφ

)
= λ2g 2 A0

(
n ·∂ jφ

)2, (6.52)

onde utilizarmos os argumentos já conhecidos que φ ·φ= 1. Recordando que B = F12, a lei
de gauss se torna

κB =λ2g 2 A0
(
n ·∂ jφ

)2. (6.53)

Do mesmo modo podemos obter a lei de Ampere

κ∂ j A0 =−λ2g
(
n ·∂ jφ

)
Q, (6.54)

onde Q é a já como
Q =φ(

D1φ×D2φ
)
, (6.55)

e claramente está associada ao widing number (4.34). Analogamente, podemos obter a
equação para o campo escalar (campo de Skyrme) que será

λ2Dµ

{
Dαφ

[
φ · (Dµφ×Dαφ

)]}+ (
n̂ ×φ) ∂V

∂φn
= 0. (6.56)

A partir daqui tentaremos impor o formalismo BPS, que é tentar escrever o fun-
cional da energia em forma de quadraturas de modo que consigamos determinar o mínimo
da energia em função da carga topológica. Desse modo, passemos a determinar a energia
através da equação (A.50). Já sabemos que o termo de CS não contribui para a energia do
sistema de modo, assim podemos trabalhar apenas com o termo de Skyrme. Então podemos
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reescrevê-lo como

LS =−λ
2

4

(
Dµφ×Dνφ

) · (Dαφ×Dβφ
)

gµαgνβ. (6.57)

Substituindo na (A.50), obtemos o tensor energia momento

T γδ =−λ
2

2

(
Dγφ×Dβφ

) · (Dδφ×Dβφ
)+ λ2

4

(
Dµφ×Dνφ

) · (Dµφ×Dνφ
)
gγδ. (6.58)

Então, a densidade de energia T00 = ε para o caso estático é facilmente obtida. Vejamos

E = λ2

2

(
D0φ×D jφ

)2 + λ2

4

(
Diφ×D jφ

)2. (6.59)

Desenvolvendo o primeiro termo, temos que

λ2

2

(
D0φ×D jφ

)2 = λ2g 2

2
A2

0

[(
n̂ ×φ)×D jφ

]2

= λ2g 2

2
A2

0

[
φ

(
D jφ · n̂

)−n
(
D jφ ·φ)]2

= λ2g 2

2
A2

0

[
φ

(
∂ j + g A j

(
n̂ ×φ)) ·n

]2

= λ2g 2

2
A2

0

(
∂ j · n̂

)2, (6.60)

onde utilizamos novamente o vínculo do campo escalar e o fato que (n̂×φ)·n̂ = (n×n̂)·φ= 0.
Portanto, a densidade de energia é dada por

E = λ2g 2

2
A2

0

(
∂ j · n̂

)2 + λ2

4

(
Diφ×D jφ

)2 +V. (6.61)

Se observarmos que

Q2 = 1

2

(
Diφ×D jφ

)2, (6.62)

podemos escrever a energia da forma mais compacta

E = λ2g 2

2
A2

0

(
∂ j · n̂

)2 + λ2

2
Q2 +V. (6.63)

6.1.4 Tentativa de Implementação do Formalismo BPS

Passemos a expressar a o potencial A0 da densidade de energia (6.61) em termos
do campo magnético através da lei de Gauss (6.53). Assim,

E = κ2

2λ2g 2

B 2(
n ·∂ jφ

)2 + λ2

2
Q2 +V. (6.64)

O próximo passo é introduzir duas funções (ou campos) W (φ3) e Y (φ3) a serem
determinadas a posteriori tal que garantam uma estrutura BPS no sistema [65]. Assim, por
meio de quadraturas podemos inserir essas funções na densidade de energia, desse modo
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teremos

E = 1

2

κ2

λ2g 2

[
B ± (

n ·∂ jφ
)2W

]2

(
n ·∂ jφ

)2 + λ2

2

(
Q ∓Y

)2 ∓ κ2

λ2g 2
BW ±λ2QY +

−λ
2

2
Y 2 − 1

2

κ2

λ2g 2

(
n ·∂ jφ

)2W 2 +V.

(6.65)

Podemos escrever a grandeza Q explicitamente como

Q =φ · (∂1φ×∂2φ
)+ gεi j Ai

(
n ·∂ jφ

)
(6.66)

e o campo magnético como B =−εi j∂ j Ai e expressar a densidade de energia como

E = 1

2

κ2

λ2g 2

[
B ± (

n ·∂ jφ
)2W

]2

(
n ·∂ jφ

)2 + λ2

2

(
Q ∓Y

)2 ±λ2Y φ · (∂1φ×∂2φ
)

±εi j

[
κ2

λ2g 2
(∂ j Ai )W +λ2g Ai

(
n ·∂ jφ

)
Y

]
− λ2

2
Y 2 − 1

2

κ2

λ2g 2

(
n ·∂ jφ

)2W 2 +V.

(6.67)

Sabemos que o terceiro termo está associado ao widing number. Então, para a energia ser
mínima no formalismo BPS é necessário impormos que o quarto termo seja uma derivada
total e os três últimos termos sejam nulos.

Com uma simples integração por partes podemos desenvolver o terceiro termo
como

(∂ j Ai )W = ∂ j (Ai W )− Ai∂ j W, (6.68)

de modo que para resultar exclusivamente numa derivada total devemos ter

κ2

λ2g 2
Ai∂ j W =λ2g Ai

(
n ·∂ jφ

)
Y . (6.69)

Esse resultado permite eliminar um dos campos em função do outro. Logo,

Y = κ2

λ2g 3

∂W

∂φ3
. (6.70)

Já para os três últimos termos serem nulos, automaticamente determinamos o potencial

V = 1

2

κ2

λ2g 2

(
n ·∂ jφ

)2W 2 + κ2

2g 6λ6

(
∂W

∂φ3

)2

. (6.71)

Frenquentemente na literatura funções to tipo W são chamadas de "superpotencial" [31, 68,
3]devido a argumentos de supersimetria. Portanto, a densidade de energia se torna

E = 1

2

κ2

λ2g 2

[
B ± (

n ·∂ jφ
)2W

]2

(
n ·∂ jφ

)2 + λ2

2

[
Q ∓ κ2

λ4g 3

∂W

∂(φ3)

]2

+

± κ2

λ2g 3

∂W

∂φ3
φ · (∂1φ×∂2φ

)
.

(6.72)
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Fica nítido a estrutura BPS, pois ganhamos um limite inferior para a energia uma
vez que o terceiro termo está associado ao widing number (4.34)

N =± 1

4π

∫
d2x φ · (∂1φ×∂2φ). (6.73)

Além disso, é razoável supor que

lim
φ3→1

W (φ3) = lim
x→∞W (φ3) = 0. (6.74)

Apesar da implementação do formalismo BPS parecer um sucesso até aqui, surge clara-
mente uma contradição no modelo, já que o potencial que a priori deveria ser uma fun-
ção apenas do campo de Skyrme, mas vemos surge uma dependência de termos derivativos.
Portanto, o modelo descrito não é satisfatório uma vez que as equações BPS não reproduzi-
rão as equações de movimento que calculamos funcionalmente.

Contudo, o procedimento realizado como tentativa de implementação do for-
malismo BPS nos dá uma pista de como deve ser um modelo satisfatório capaz de produzir
equações auto-duais satisfatórias, isto é, tal que sejam equivalentes as equações de movi-
mentos obtidas pelo método funcional (ou Euler-Lagrange). Nesse sentido, veremos a seguir
como obter um modelo que garanta tal equivalência.

6.1.5 Um modelo Chern-Simons-Baby-Skyrme BPS

Pela experiencia da sessão anterior, devemos modificar a lagrangeana (6.37) de
maneira que o termo derivativo do potencial (6.71) não contribua para a energia. Desse
modo, devemos adicionar na lagrangeana o termo que contenha o termo derivativo. Po-
rém devemos levar em conta a derivada covariante, uma vez que estamos investigando um
modelo gaugeado. Nesse sentido, a lagrangeana modificada será

L =−κ
4
ελµνAλFµν− λ2

4

(
Dµφ×Dνφ

)2 + 1

2

κ2

λ2g 2

(
n ·D jφ

)2W 2 −V (n ·φ), (6.75)

de modo que o termo adicionado anule a contribuição do termo derivativo do potencial e
consigamos reproduzir as equações de movimento estáticas no limite BPS. Em contrapar-
tida, o termo adicionado modifica a dinâmica do campo de Skyrme, pois contem termos
derivativos. Podemos ver com mais clareza escrevendo o termo

(
n ·D jφ

)2 como(
n ·D jφ

)2 = Dµφ ·Dµφ− (
n ×D jφ

)2. (6.76)

Então, a lagrangeana (6.75) se torna

L =−κ
4
ελµνAλFµν− λ2

4

(
Dµφ×Dνφ

)2 + 1

2

κ2

λ2g 2
W 2Dµφ ·Dµφ+

−1

2

κ2

λ2g 2

(
n ×D jφ

)2W 2 −V (n ·φ) .

(6.77)

Podemos perceber que o terceiro termo é um tipo de modelo Sigma generalizado devido a
função supersimétrica W . É fácil ver que a equação do campo de gauge gerada pela lagran-
geana modificada (6.75) é a mesma obtida em (6.136), ou seja, a introdução do campo W
não modifica a equação de movimento do campo de gauge.
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Em contrapartida, como vimos a modificação da lagrangeana altera a dinâmica
do campo de Skyrme. Como consequência teremos uma equação de movimento diferente
que será

(n̂ ×φ)

{
κ2

λ2g 2
∂µ

[(
n ·Dµφ

)
W 2]+ ∂V

∂φ3
− κ2

2λ2g 2

(
n ·Dµφ

)2
(
∂W

∂φ3

)2}
+

+λ2Dµ

{
(Dαφ)

[
φ · (Dµ×Dαφ)

]}= 0.

(6.78)

O funcional da energia para a lagrangiana modificada será diferente do (6.64) apenas por um
termo, isto é

ε= λ2g 2

2
A2

0

(
∂ j · n̂

)2 + λ2

4

(
Diφ×D jφ

)2 + 1

2

κ2

λ2g 2

(
n ·D jφ

)2W 2 +V . (6.79)

Novamente, aqui devemos manipular a expressão acima de modo a obter a estrutura BPS.
Assim, podemos reescrevê-la como

ε = 1

2

κ2

λ2g 2

[
B ± (

n ·∂ jφ
)2W

]2

(
n ·∂ jφ

)2 + λ2

2

(
Q ∓

p
2V

λ

)
±λφ · (∂1φ×∂2φ)

p
2V +

∓ κ2

λ2g 2
εi j

[
(∂i A j )W + λ3g 3

κ2
(n ·∂iφ)

p
2V A j

]
.

(6.80)

Observe que o mesmo procedimento da sessão anterior deve ser tomado, isto é, o ultimo
termo deve ser transformado em uma derivada total. Desse modo, podemos reescrever o
termo (∂i A j )W com o mesma manipulação (6.68). Então, para termos apenas um termo de
derivada total é necessário que

κ2

λ2g 2
A j (∂i W ) =λg (n ·∂iφ)

p
2V A j . (6.81)

Logo ganhamos a forma do potencial

V (φ3) = κ4

2(λg )6

(
∂W

∂φ3

)2

. (6.82)

Portanto, podemos escrever a densidade da energia como

ε = 1

2

κ2

λ2g 2

[
B ± (

n ·∂ jφ
)2W

]2

(
n ·∂ jφ

)2 + λ2

2

(
Q ∓ κ2

λ4g 3

∂W

∂φ3

)
± κ2

λ4g 3
φ · (∂1φ×∂2φ)

∂W

∂φ3
+

∓ κ2

λ2g 2
εi j∂i (A j W ) .

(6.83)

Como sabemos, termos de derivada total não contribuem para a ação ou energia do sistema.
Outro fato importante é que para garantir a finitude da energia devemos ter condições de
contorno

lim
φ3→1

W (φ3) = lim
x→∞W (φ3) = 0 (6.84)
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e para as derivadas

lim
φ3→1

∂W

∂φ3
= lim

x→∞
∂W

∂φ3
= 0. (6.85)

Finalmente, podemos definir o limite inferior da energia, ou limite BPS que é justamente
quando a energia é proporcional a carga topológica, assim

EBPS =
∫

d2x xφ · (∂1φ×∂2φ)
∂W

∂φ3
. (6.86)

Nesse limite obtemos as equações BPS

B =∓(
n ·∂ jφ

)2W (6.87)

e

Q =± κ2

λ4g 3

∂W

∂φ3
. (6.88)

As configurações BPS podem ser consideradas como as soluções clássicas de uma extensão
supersimétrica do modelo (6.75).

É importante ressaltar que pode ser mostrado que as equações acima necessari-
amente reproduzem as equações de Euler-Lagrange para o caso estático.

6.2 Baby-Skyrme e Corrente de Schroers - Uma Possível Generalização

Quando abordamos o primeiro modelo sigma gaugeado, vimos que esse sistema
possui formalismo BPS se a carga topológica for tal que é gerada por uma corrente modifi-
cada invariante de gauge da forma

j ′µ =
1

2
εµνρφ · [Dνφ×Dρφ+ g Fνρ(1−φ3)

]
, (6.89)

em que a derivada covariante tem a forma já familiar

Dµφ= ∂µφ+ Aµ(n̂ ×φ), (6.90)

onde tomamos g = 1 por simplicidade. A corrente define o widing number

deg[φ] = 1

4π

∫
d2x j0. (6.91)

Nesse sentido, baseado nos modelos anteriores podemos convenientemente definir a nota-
ção

Qµ = 1

2
εµνρφ · [Dνφ×Dρφ

]
, (6.92)

de modo que
Q0 ≡Q =φ · (D1φ×D2φ

)
. (6.93)

Então, podemos reescrever a componente zero da corrente de Schroers como

j ′0 ≡ j =Q +B(1−φ3). (6.94)
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A ideia da generalização do modelo Skyrme [69] é escrever a lagrangeana como

E =−λ
2

2
jµ jµ−µ2V. (6.95)

Basicamente deixamos de escrever termo cinético do campo de gauge explicitamente, dei-
xando essa função para a corrente de Schroers ao quadrado, que naturalmente já contém
o termo de Skyrme. Além disso, temos um termo que também será quadrático em Fµν ge-
rando uma dinâmica para o campo de gauge. A sutileza surge nos termos adicionais que
fornecem uma outra análise para a estrutura BPS do sistema.

Vejamos o funcional da energia estacionário que será de modo bastante seme-
lhante ao calculado nas seções anteriores

E = λ2

2
j 2 +µ2V

= λ2

2
Q2 +λ2QB(1−φ3)+ λ2

2
B 2(1−φ3)2 +µ2V. (6.96)

com uma pequena manipulação, podemos deixar a expressão acima de uma forma mais
interessante para nossa análise. Assim,

E =
[
λ2

2
Q2 + λ2

2
B 2 +µ2V

]
+

[
λ2

2
B 2φ3(φ3 −2)+QB(1−φ3)

]
. (6.97)

Então, fica claro o caráter da generalização, em que reproduzimos a energia do Modelo
Skyrme-Maxell (primeiros colchetes) com uma relação entre as constantes de acoplamento
sendo g = λ−1. Consequentemente, novos termos foram induzidos, onde um deles é o
campo magnético (ao quadrado) acoplado ao campo de Skyrme, na literatura chamamos
de um termo tipo dielétrico, também é interpretado como um acoplamento não mínimo. O
segundo termo trata-se de um acoplamento da carga topológica com o campo magnético.
Entretanto, no vácuo, isto é, quando φ3 → 1 esse termo se anula.

Agora, nos resta fazer o mesmo procedimento das quadraturas, que inclusive
será bem semelhante aos dois anteriores. Então, a partir de (6.96), podemos escrever

E = λ2

2
[Q ∓a(φ3)]+ λ2

2

[
(1−φ3)B ±b(φ3)

]+µ2V − λ2

2
a2 − λ2

2
b2+

+λ2QB(1−φ3)+λ2(1−φ3)Bb ±λ2Qa ∓λ2(1−φ3)Bb .
(6.98)

Explicitando, Q e B =−εi j∂ j Ai , teremos

E = λ2

2
[Q ∓a(φ3)]+ λ2

2

[
(1−φ3)B ±b(φ3)

]+µ2V − λ2

2
a2 − λ2

2
b2 ±λ2qa+

+λ2QB(1−φ3)+λ2(1−φ3)Bb ±λ2εi j
[
a Ai∂ jφ3 + (1−φ3)b∂ j Ai

]
.

(6.99)

Os dois últimos termos se tornam uma divergência total se

b(1−φ3) =W =
∫ φ3

φ3=1
dφ′

3a(φ′
3), (6.100)



66

ou seja,

W ′ = ∂W

∂φ3
= a e b = W

(1−φ3)
(6.101)

Por construção o termo devido a devida total, como já vimos, se anula quando integrado.
Então, prosseguindo com a aplicação do formalismo BPS, ganhamos o potencial da forma

µ2V +λ2QB(1−φ3) = λ2

2
(W ′)2 + λ2

2

W 2

(1−φ3)2
. (6.102)

Então, no limite BPS, a energia será

E =λ2
∫

d2x qW ′, (6.103)

nesse limite as equações auto-duais serão

Q = W ′ (6.104)

B = − W

(1−φ3)2
. (6.105)

Em [69], ainda é feita uma generalização para a corrente de Schroers da forma

j ′′µ = 1

2
εµνρφ · [Dνφ×Dρφ+Fνρ(κ−φ3)

]
. (6.106)

Nesse caso, as equações BPS mudam apenas por um termo

Q = W ′ (6.107)

B = − W

(κ−φ3)2
. (6.108)

Quando κ= 1 voltamos ao caso anterior. Interessantemente, foi mostrado que o fluxo mag-
nético é quantizado.

6.3 Modelo Mawell-Skyrme-Sigma-Model generalizado

Nesta seção, mostraremos um resultado original desse trabalho. Obtivemos as
equações BPS para o modelo Mawell-Skyrme com um termo de modelo sigma generalizado
induzido. A lagrangeana do modelo é

L =−1

4
FµνFµν− λ2

4

(
Dµφ×Dνφ

)2 −V (n̂ ·φ). (6.109)

A densidade de energia estacionária é

E = λ2

2
Q2 + B 2

2
+V (φ3). (6.110)

Introduzindo os campos W =W (φ3) e b = b(φ3), podemos reescrever

E = λ2

2
(Q ∓b)2 + 1

2
(B ±W )+V − λ2b2

2
− 1

2
W 2 ±λ2bQ +∓BW.

(6.111)
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Explicitando,
Q =φ · (∂1φ×∂2φ

)+ gεi j Ai
(
n ·∂ jφ

)
e B =−εi j∂ j Ai , teremos

E = λ2

2
(Q ∓b)2 + 1

2
(B ±W )+V (φ3)− λ2b2

2
− 1

2
W 2 ±λ2bq +V

±εi j

[
λ2b Ai (n ·∂ jφ)+W ∂ j Ai

]
.

(6.112)

Podemos tratar o termo entre colchetes como uma divergência total se

b = 1

λ2

∂W

∂φ3
≡ 1

λ2
W ′. (6.113)

Com esse raciocínio eliminamos uma das funções definidas. Então, a parcela da energia
associada ao termo entre colchetes

E =
∫

d 2x εi j∂ j (Ai W ) (6.114)

se anula uma vez que as condições de contorno para essas funções são tais que

lim
φ3→1

W (φ3) = lim
x→∞W (φ3) = 0 (6.115)

e

lim
φ3→1

∂W

∂φ3
= lim

x→∞
∂W

∂φ3
= 0. (6.116)

Desse modo, para prosseguir com a implementação BPS o potencial deve ser

V = 1

2λ2
(W ′)2 + 1

2
W 2. (6.117)

Se fizermos uma redefinição de campo

W →ω(φ3) ≡W −κ(n ·∂ jφ)2, (6.118)

em que n ·∂ jφ = ∂ jφ3 e κ é uma constante para evitar ambiguidades de dimensão. Nesse
sentido,

W ′ =ω′ (6.119)

e
W 2 =ω2 +κ2(∂ jφ3)4 +2κω(∂ jφ3)2. (6.120)

Logo, o potencial em termos do campo ω será

V = 1

λ2
(ω′)2 + 1

2
ω2 + κ2

2
(∂ jφ3)4 +κω(∂ jφ3)2. (6.121)

E as equações auto-duais serão

Q =± 1

λ2
ω′ (6.122)

B =ω+κ(n ·∂ jφ)2. (6.123)
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Como sabemos, para haver a quebra espontânea da simetria de rotação SO(3) o potencial
deve depender apenas de n̂ ·φ=φ3. Portanto há uma ambiguidade no potencial encontrado
acima em (6.121), uma vez que depende não apenas de φ3, mas de duas derivadas, isto é,
∂ jφ3.

Nessa perspectiva, o que podemos fazer é adicionar termos na lagrangeana tais
que, quando calculada a energia do sistema, os termos adicionados "cancelem" os termos
que geram a ambiguidade do potencial. Dessa forma, por tentativa e erro, a lagrangeana
deverá ser

L ′ =−1

4
FµνFµν− λ2

4

(
Dµφ×Dνφ

)2 −V +κω(n ·Dµφ)2 −κ2[(n ·Dµφ)2]2. (6.124)

O termo quadrático pode ser escrito como(
n ·Dµφ

)2 = Dνφ ·Dνφ− (
n ×Dµφ

)2. (6.125)

Então, podemos reescrever a lagrangeana como

L ′ =−1

4
FµνFµν− λ2

4

(
Dµφ×Dνφ

)2 +κω(Dµφ ·Dµφ)−V (n̂ ·φ)+LG , (6.126)

em que
LG =−κ2[(n ·Dµφ)2]2 −κω(

n ×Dµφ
)2. (6.127)

Novamente, aqui ganhamos modelo Sigma generalizado, como consequência ganhamos
dois termos extras que modificam a dinâmica do campo de Skyrme, sendo um deles con-
tendo termos derivadas de ordem superior. Contudo, eliminamos a ambiguidade do poten-
cial contida na equação (6.121), e garantimos as equações BPS para um modelo generalizado
Skyrme-Maxwell-Sigma-Model.

6.4 Termo de Pauli e Acoplamento não-mínimo

Uma das possibilidades interessantes em uma teoria de Chern-Simons planar
é a inclusão natural de um termo de acoplamento não-mínimo ou acoplamento de Pauli.
Algumas motivações justificam tal inclusão, uma delas é que tanto o termo de CS quanto o
termo de Pauli são induzidos por correções radiativas na QED planar [55, 70]. Além disso,
ao assumirmos um acoplamento não-mínimo numa lagrangeana de uma teoria escalar, um
termo de CS é gerado por quebra espontânea de simetria [71].

Classicamente, o momento magnético de uma partícula de massa m, carga Q,
movendo-se com velocidade v , e momento angular L, é proporcional a um momento mag-
nético µ dado por,

µ= g
Q

2m
L, (6.128)

onde g é o fator giromagnético, que nesse caso, é tomado igual a unidade. No caso do elé-
tron, através da equação de Dirac, pode-se mostrar que g = 2. Contudo, cálculos em QED
e posteriormente resultados experimentais apontaram que esse fator possui uma pequena
variação. Tal correção é atribuída ao momento magnético anômalo [72]. Por correções radi-
ativas em um loop, a correção é dada pelo fator [73]

ae = α

2π
≈ 0,0011614, (6.129)
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em queα é a constante de estrutura fina. Cálculos recentes determinaram a contribuição do
momento magnético anômalo em quinta ordem, foi obtido que ae ≈ 0.001159652181643(764)
[74]. Esse resultado caracteriza umas das previsões mais precisas de toda a física, mostrando
que a teoria quântica de campos, e seus métodos de renormalização são confiáveis. A corre-
ção obtida experimentalmente é de ae = 0.00115965218073(28) [75].

Nesse sentido, podemos incorporar, classicamente, o momento magnético anô-
malo em algum sistema acrescentando um termo de Pauli na derivada covariante [76], re-
sultando em mais termos na lagrangeana e consequentemente nas equações de movimento.
Portanto, a derivada covariante terá da forma,

Dµ ≡ ∂µ+ i g Aµ+ i hFµ, (6.130)

onde Fµ = 1
2εµνλFνλ. Quando h = 0, retornamos ao caso do acoplamento mínimo.
Nesse contexto, buscamos, como perspectiva futura, incluir nesse trabalho um

acoplamento não-mínimo no modelo Maxwell-Chern-Simons-Skyrme, e buscar soluções de
vórtice topológicas e não-topológicas. A derivada covariante gaugeada pelo subgrupo U (1),
nesse caso será [34]

Dµφ= ∂µφ+ (
g Aµ+hFµ

)
(φ×n) (6.131)

6.4.1 Modelo BPS com acoplamento não-mínimo

Nesta seção , mostraremos alguns cálculo feitos que não existem na literatura
que são essenciais para uma implementação BPS num modelo baby-skyrme com acopla-
mento não-mínimo. Nos modelos com acoplamento mínimo, tínhamos definido a grandeza
associada ao termo de skyrme e a carga topológica

Q =φ(
D1φ×D2φ

)=φ · (∂1φ×∂2φ
)+ gεi j Ai

(
n ·∂ jφ

)
, (6.132)

Para o caso do acoplamento não mínimo, ganhamos mais um termo. Assim, teremos

Q̃ =φ · (∂1φ×∂2φ
)+ gεi j Ai

(
n ·∂ jφ

)−h∂ j A0(n ·∂ jφ), (6.133)

Ou seja,
Q̃ −Q =−h∂ j A0(n ·∂ jφ). (6.134)

Se tivermos uma lagrangeana de Skyrme acoplada não-minimamente com a dinâmica do
campo de gauge governada por um termo de Chern-Simons

L =−κ
4
ελµνAλFµν− λ2

4

(
Dµφ×Dνφ

)2 +V (φ3) (6.135)

A equação de movimento para o campo de gauge será

−κ
2
εµαβFαβ = Jµ, (6.136)

em que a corrente é dada por

Jµ =λ2g
[
φ · (Dµφ×Dαφ

)](
n ·∂αφ

)+λ2hεµνλ∂λ
[
φ · (Dαφ×Dνφ

)(
n ·∂αφ)]

. (6.137)
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Se a dinâmica do campo de gauge for governada por um termo de Maxwell, a equações de
movimento serão

∂αFαµ = Jµ. (6.138)

Ou seja, as leis de Maxwell e Ampere serão modificadas. Não conseguimos obter uma estru-
tura BPS para um acoplamento não mínimo tipo Pauli.
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7 CONCLUSÃO E PERSPECTIVAS

Nesse trabalho, vimos como obter o formalismo BPS em teorias com Skyrmions,
e pudemos ver a importância de um teoria que permita tal formalismo, uma vez que o mí-
nimo da energia do sistema é garantido. Assim, obtivemos as equações BPS para um modelo
Skyrme-Maxwell não-restrito ainda não existente na literatura.

No geral, uma revisão dos aspectos gerais das equações não-lineares em teorias
clássicas de campos e das soluções associadas a esses modelos chamadas soluções solitôni-
cas. Tais soluções são de grande interesse pelo fato de serem localizadas e possuírem uma
energia finita, tendo assim, uma semelhança com um objeto corpuscular.

No primeiro capítulo, vimos o modelo kink, que é o mais simples de um mo-
delo solitônico, e constatamos sua relação com uma degenerescência na configuração de
campo de menor energia. Enfatizamos que essas soluções podem ser classificadas em seto-
res caracterizados por dois índices que são os valores assintóticos no campo, ou seja (φ(x →
−∞),φ(x →∞)).

Nesse sentido, pudemos definir grandezas ditas topológicas, como a carga e cor-
rente topológica, com o intuito de classificar as soluções topológicas e não-topológicas. Com
isso, apontamos que soluções topológicas estão intimamente ligadas ao fenômeno da que-
bra espontânea de simetria. Em seguida, discutimos classicamente a quebra da simetria
U (1) global (associada aos bósons de Nambu-Goldstone) e local (associada ao mecanismo
de Higgs). Assim, mostramos como funciona a geração de massa para as teorias de gauge
através desse mecanismo.

No segundo capítulo, vimos os principais aspectos de uma teoria de Chern-Simons,
bem como as implicações de um acoplamento com campos de matéria e um termo de
Maxwell. Já no terceiro capítulo, introduzimos o sigma O(N) não-linear, que consiste da
adição de um vínculo na lagrangeana de um sistema composto por campos escalares aco-
plados, permitindo assim soluções de campo estáticas não-triviais. Através do método de
Bogomol’nyi pudemos encontrar essas soluções sem resolver a equação de movimento, tro-
cando o problema de resolver uma equação diferencial de segunda ordem por duas de pri-
meira ordem. Dedicamos uma sessão para uma breve discussão de alguns conceitos básicos
da teoria da homotopia, fundamental para a classificação das soluções do modelo.

No quarto capítulo, enfatizamos um problema ao considerar as soluções obtidas
do modelo sigma O(3) planar, elas possuem o problema da invariância de escala, isto é, elas
podem crescer infinitamente sem mudar a energia, invalidando uma quantização. Nessa
perspectiva, apontamos que a adição de outros campos, (de outra natureza, bem como cam-
pos escalares de ordem superior) acompanhados de um potencial adequado pode quebrar
essa invariância. Além disso, existe uma motivação intrínseca para adicionar outros campos,
uma vez que sistemas planares de interesse envolvem interações ,como a eletromagnética.

No quinto capítulo introduzimos o modelo Skyrme e sua redução planar, mostra-
mos sua origem como uma teoria efetiva para bárions em baixas energias bem como fenô-
menos da matéria. Enfatizamos as vastas aplicações de Skyrmions em matéria condensada
como por exemplo, o efeito Hall quântico fracionário e estruturas de vórtices em materiais
magnéticos, que é de fundamental importância para a spintrônica, sendo promissores prin-
cipalmente para serem os futuros armazenadores de dados. Em seguida, mostramos todos
os modelos BPS de Skyrmions recém obtidos na literatura. Logo, abordamos as consequên-
cias de usar um acoplamento não-mínimo e a sua relação com o momento magnético anô-
malo. Finalmente, como perspectiva futura, investigaremos um modelo Skyrme gaugeado
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com um acoplamento não-mínimo, buscaremos uma estrutura BPS e buscaremos as solu-
ções, caso existam. Tal modelo ainda não existe na literatura e pode fornecer resultados
interessantes.
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APÊNDICE A -- TEOREMA DE NOETHER

O teorema de Noether (1918) [77] fornece uma conexão sistematizada entre si-
metrias e leis de conservação. Será feito um tratamento geral fortemente apoiado na refe-
rência [78]. Aproveitaremos aqui para demostrar a derivação das equações de movimento
pelo princípio variacional, método usado frequentemente nesse trabalho.

Consideremos um conjunto de campos {φi (x)} cujo a densidade de lagrangiana
é um funcional da forma

L (x) =L [φ(x),∂µφ(x)], (A.1)

em que φ(x) = {φ1(x)φ2(x),φ3(x), . . .φn(x)}. A ação para esse sistema é

S[φ] =
∫

dl xL (x), (A.2)

no qual l = D + 1 é a dimensão do espaço tempo. O princípio de Hamilton diz que para
uma variação arbitrária nos graus de liberdade do sistema a ação permanece estacionária.
Obtemos a equação de movimento quando a ação é mínima, isto é

δS[φ] = 0, (A.3)

observe que como a integral é sobre x, o funcional S não dependerá de x, mas sim da forma
funcional dos campos. Tomando a variação funcional de S, nesse caso, é o mesmo que fa-
zer uma diferenciação do funcional em relação as coordenadas φ e suas derivadas, assim
teremos

δS[φ] =
∫

dl xδL (x) =
∫

dl x

[
∂L

∂φi
δφi + ∂L

∂(∂µφi )
δ(∂µφi )

]
, (A.4)

usando o argumento heurístico que [δ,∂µ] = 0 e fazendo uma integração por partes no se-
gundo termo, teremos∫

dl x
∂L

∂(∂µφi )
∂µ(δφi ) =

∫
dl x∂µ

[
∂L

∂(∂µφi )
δφi

]
−

∫
dl x∂µ

[
∂L

∂(∂µφi )

]
δφi . (A.5)

Usando o teorema de Stokes l-dimensional [79], o termo da derivada total se tor-
nará ∫

dl x∂µ

[
∂L

∂(∂µφ)
δφi

]
=

∫
dσD ∂L

∂(∂µφi )
δφi , (A.6)

em que dσD é o elemento de superfície de D dimensões espacias. Esse termo é a integral
numa hiper-superfície D-dimensional que contorna o sistema como um todo. Mas, analo-
gamente à mecânica do discreto onde os extremos das coordenadas são fixos [80], a variação
dos campos na região de contorno é tomada como zero, ou seja δφi = 0 em φi ∈ σ. Logo, a
equação A.4, já impondo o princípio de Hamilton, será

δS =
∫ [

∂L

∂φi
− ∂L

∂(∂µφi )

]
δφi = 0. (A.7)
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Como os δφi são variações arbitrárias, chegamos as equações de Euler-Lagrange

∂L

∂φi
− ∂L

∂(∂µφi )
= 0. (A.8)

Na prática, quando vamos calcular as equações de movimento partir de uma
dada lagrangeana, não usamos diretamente as equações acima, o que se faz é usar uma
definição do calculo funcional, que é o conceito de derivada funcional, definida como

δS =
∫

dl x
δS[φ]

δφi
δφi (A.9)

ou seja,
δS[φ]

δφi
= ∂L

∂φi
− ∂L

∂(∂µφi )
= 0. (A.10)

Veremos agora como o funcional da ação se comporta sob transformações infi-
nitesimais arbitrárias do tipo

x ′µ = xµ+δx (A.11)

e
φ′

i (x ′) =φi (x)+δφi (x). (A.12)

Logo, com essas variações teremos mudanças tanto na densidade de lagrangeana quanto no
elemento de volume. Assim, podemos escrever

δS =
∫

[δ(dl x)L +dl xδL ] (A.13)

O elemento de volume se transforma como:

dl x ′ = Jdl x, (A.14)

no qual J é o jacobiano da transformação, que em primeira ordem pode ser escrito como
J ≈ 1+∂µ(δxµ), substituindo na equação acima

δ(dl x) = ∂µ(δxµ)dl x. (A.15)

Vamos definir a variação funcional de φi (x), de modo a não mudar a variável x, assim como
fizemos em A.4. Ou seja,

δ0φi (x) =φ′
i (x)−φi (x). (A.16)

Agora vamos relacionar essa variação funcional com a variação arbitrária da equa-
ção A.12, considerando

φ′
i (x ′) =φ′

i (x +δx) ≈φ′
i (x)+∂µφ′

i (x)δxµ (A.17)

em primeira ordem ∂µφ
′
i (x)δxµ ≈ ∂µφi (x)δxµ, isso pode ser facilmente visto usando A.16.

Desse modo,
φ′

i (x ′) =φ′
i (x)+∂µφi (x)δxµ. (A.18)

Isolando o primeiro termo da equação acima e substituindo em A.16, obtermos uma relação
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entre a variação geral e a funcional

δφi (x) = δ0φi (x)+∂µφi (x)δxµ. (A.19)

O segundo termo é chamado de termo de transporte. podemos fazer o mesmo para a varia-
ção da densidade de lagrangeana, isto é

δL = δ0L +∂µLδxµ. (A.20)

Em outras palavras, isso nos traduz que temos dois termos que contribuem na variação total
da lagrangeana, um da variação das variáveis do espaço-tempo e o outro na própria depen-
dência funcional dos campos. A variação funcional é

δ0L = ∂L

∂φi
δ0φi + ∂L

∂(∂µφi )
δ0(∂µφi ) (A.21)

δ0L = ∂L

∂φi
δ0φi −

[
∂µ

∂L

∂(∂µφi )

]
δ0φi +∂µ

[
∂L

∂(∂µφi )
δ0φi

]
(A.22)

δ0L = δL

δφi
δ0φi +∂µ

[
∂L

∂(∂µφi )
δ0φi

]
. (A.23)

Na primeira passagem usamos novamente o fato que [δ,∂µ] = 0 e na segunda passagem usa-
mos a definição da derivada funcional, ver equação A.9. finalmente, a ação será

δS[φ] =
∫ [

δ(dl x)L +δL dl x
]

(A.24)

=
∫

dl x
[
∂µ(δxµ)L +δ0L +∂µLδxµ

]
(A.25)

=
∫

dl x

{
δL

δφi
δ0φi +∂µ

(
Lδxµ+ ∂L

∂(∂µφi )
δ0φi

)}
, (A.26)

Essa equação é a variação mais geral possível devido a um shift no espaço-tempo
e nos campos, vejamos agora como explorar simetrias e leis de conservação a partir dela.
Primeiramente, consideremos uma transformação dos campos que é uma representação de
algum grupo compacto cujo os geradores são Σm que satisfazem as relações de comutação[

Σm ,Σm
]= i fmnpΣp , (A.27)

em que m = 0,1,2, . . . , N é a dimensão do grupo e fmnp são as constantes de estrutura do
grupo. Seja também θm os parâmetros de tal grupo. Nesse sentido, podemos escrever

φ′
i (x ′) = [

exp
(
θmΣ

m)]
i jφ j (x). (A.28)

Como o parâmetro θ é contínuo, podemos fazer uma transformação infinitesimal δθa pre-
servando o formato do grupo, ora

φ′
i (x ′) = [

δi j +δθm(Σm)i j
]
φ j (x) (A.29)

φ′
i (x ′) = φi (x)+δθm(Σm)i jφ j (x). (A.30)

Observe que de A.30, temos
δφi (x)

δθm
= (Σm)i jφ j (x). (A.31)
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.
Escrevendo as variações do espaço-tempo e dos campos em termos parâmetros

do grupo, teremos

δxµ = δxµ

δθm
δθm (A.32)

bem como,

δφi = δφi

δθm
δθm . (A.33)

Substituindo as equações A.31, A.32, A.33 e A.18 e na definição da variação fun-
cional do campo A.16,

δ0φi =
[
δφi

δθm
− δxµ

δθm

∂φi

∂xµ

]
δθm . (A.34)

Finalmente, podemos reescrever a ação em sua forma geral com as definições feitas acima,
desse modo a ação será

δS[φ] =
∫

dl x

{
δL

δφi

δ0φi

δθm
+∂µ

[
L

δxµ

δθm
+ ∂L

∂(∂µφi )

δ0φi

δθm

]}
δθm . (A.35)

Se estamos fazendo uma transformação de simetria na ação é razoável que δS = 0. Como os
δθ são arbitrários, implica que o integrando deve se anular, logo

δL

δφi

δ0φi

δθm
=−∂µ

[
L

δxµ

δθm
+ ∂L

∂(∂µφi )

δ0φi

δθm
.

]
(A.36)

Observe como esse formalismo é geral, pois ainda não impomos que os camposφ obedecem
as equações de Euler-Lagrange A.10. Fazendo isso, agora, obteremos

−∂µ
[
L

δxµ

δθm
+ ∂L

∂(∂µφi )

δ0φi

δθm

]
= 0, (A.37)

ou ainda
∂µ Jµm = 0, (A.38)

em que

Jµm ≡−∂µ
[
L

δxµ

δθm
+ ∂L

∂(∂µφi )

δ0φi

δθm

]
(A.39)

é a famosa corrente de Noether que é a grandeza conservada devido a alguma transformação
de simetria. Em analogia ao eletromagnetismo clássico, podemos definir uma carga conser-
vada associada a essa corrente

Qm =
∫

dD xJ 0
m (A.40)

que também deve ser conservada, isto é

dQ

dt
= 0. (A.41)
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A.1 Tensor Energia-Momento

Primeiramente, consideremos um shift no espaço tempo

x ′µ = xµ+δxµ. (A.42)

Podemos inserir um parâmetro de simetria genérico na equação acima

x ′µ = xµ+ δxµ

δaλ
δaλ. (A.43)

Se considerarmos o parâmetro como o próprio espaço tempo, podemos analisar qual a cor-
rente que se conserva devido a translações. Desse modo, δaµ

δaλ
= δ

µ

λ
. Observe que os campos

são invariantes devido a translações, ou seja, δφi

δaλ
= 0. Então, podemos escrever a equação

A.34 como
δ0φi =−∂λφiδaλ. (A.44)

Logo, a corrente será

T µ

λ
≡ ∂L

∂(∂µφi )
∂λφi −δµλL , (A.45)

ou ainda,

T σµ = ησλT µ

λ
= ∂L

∂(∂µφi )
∂σφi −ησµL . (A.46)

Renomeando os índices,

T µν = ∂L

∂(∂νφi )
∂µφi −ηµνL . (A.47)

Esse é o conhecido tensor energia-momento. A carga associada

Pσ =
∫

dD xT σ0 (A.48)

não é nada mais que o l− momentum, ou o mais conhecido 4−momentum para l = 4. Com
isso, o hamiltoniano será

H ≡ P 0 =
∫

dD xT 00, (A.49)

com H = T 00.
Por fim, também é bastante conveniente expressar o tensor energia-momento

em termos da métrica. Para isso, basta observar em (A.46) que
∂µφ

∂σφ = δµσ. Assim, podemos
escrever

T µν = ∂L

∂gµν
− gµνL . (A.50)

Então, podemos dizer que a invariância global1 da ação por transformações, que
podem ser translações espaciais, temporais, rotações, transformações de fase, etc. levam a
uma grandeza conservada, essa é uma das formas de enunciar o teorema de Noether. Esse
método apesar de ser um pouco mais sutil do que em outras referências como [81] entre
outros, é bem mais elegante e geral pois não usamos as equações de movimento a priori.
Optamos por usá-lo, pois o mesmo fornece uma familiaridade e clareza com a parte opera-
cional do formalismo dos campos.

1o parâmetro do grupo não depende do espaço-tempo
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APÊNDICE B -- UMA BREVE DISCUSSÃO DA TEORIA DA HOMOTOPIA

Esta seção, terá uma dinâmica diferente de todas as outras contidas nesse traba-
lho, pois daremos algumas definições de topologia e homotopia que se fazem necessárias
para a classificação das soluções solitônicas bem como o compreendimento de sua estabili-
dade.

Primeiramente, definamos a noção de espaço topológico.

Definição 1 Seja X um conjunto não-vazio. Uma coleção de sub-conjuntos τ de X é uma
topologia sobre o conjunto X , se e somente se, satisfaz as condições

1. X ∈ τ
2. ®∈ τ
3. Se O1,O2, . . . ,On ∈ τ ⇒ O1 ∩O2 ∩·· ·∩On ∈ τ
4. O1 ∪O2 ∪·· ·∪On ∈ τ

O par de objetos (X ,τ) é chamado de espaço topológico. Os sub-conjuntos Oi são chamados
de conjuntos abertos [82].

Geralmente, essa definição de Espaço é bastante interessante, pois podemos dar
uma noção mais fundamental de espaço sem necessariamente ter uma métrica definida.
Isso é possível devido a noção de Vizinhança.

Definição 2 Dado um espaço topológico (X ,τ), um subconjunto V de X é dito uma vizi-
nhança de um ponto a ∈ X se existir um conjunto aberto A tal que a ∈ X ⊆V . Isto é, dizemos
que V é uma vizinhança de a se a estiver contido em V .

Figura 6: Em (a) dizemos que o conjunto V é uma vizinhança do ponto a. Já em (b), por
menor que seja o aberto, o retângulo não pode ser uma vizinhança dos vértices.

Em topologia, dizemos que duas figuras (espaços) são equivalentes se podemos
deformar uma na outra através de uma deformação contínua. Isso nos leva ao conceito
de homeomorfismo. Muito embora o conceito de continuidade seja intuitivo para físicos, é
relevante enfatizarmos a noção de uma função contínua num espaço topológico. Para dois
espaços topológicos X e Y , uma função é f : X → Y é dita contínua se para cada aberto
V ∈ Y exista uma inversa f −1(V ) que é um aberto ∈ X [57].
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Definição 3 Sejam X e Y dois espaços topológicos, um mapeamento f : X → Y é um ho-
meomorfismo se é contínuo e exista a inversa f −1 : Y → X também contínua. Caso exista,
dizemos que X é homeomórfico a Y e vice-versa.

O exemplo clássico de um homeomorfismo é a deformação contínua de uma
rosquinha em uma caneca (figura (7)), observe que a caneca preserva o furo da rosquinha,
não havendo nenhuma abertura ou torção. Nesse sentido, dizemos que a rosquinha é ho-
meomórfica à caneca e vice-versa. Em outras palavras, os dois objetos são topologicamente
equivalentes. Passemos agora para uma definição que diz respeito a classificação de mape-
amentos devido alguma deformação contínua.

Figura 7: Deformação contínua de uma rosquinha em uma caneca

Definição 4 Sejam dois espaços X e Y , os mapeamentos f : X → Y e g : X → Y são ditos
homotópicos se f pode ser deformado continuamente em g , ou vice-versa. Desse modo, existe
uma família de mapeamentos ht parametrizados continuamente por t ∈ [0,1], tais que h0 = f
e h1 = g .

Desse modo, o que temos é um mapeamento contínuo

H : X × [0,1] → Y ,

onde H(x,0) = f e H(x,1) = h, e um mapeamento arbitrário entre esse intervalo é

H(x, t ) ≡ ht , ∀x ∈ X

.
É de nosso interesse investigar mapeamentos envolvendo superfícies esféricas,

pois topologicamente, o modelo sigma não-linear é um mapeamento de uma superfície S2

contendo as coordenadas do espaço-tempo num target space S2
int referente aos campos φa

como coordenas cartesianas. Todos os mapeamentos de uma superfície esférica em outra
podem ser classificados por setores de homotopia. É conhecido que mapeamentos de um
mesmo setor podem ser deformados continuamente um no outro, enquanto que mapea-
mentos de setores diferentes não podem ser deformados continuamente um no outro. Tais
classes são caracterizadas pelo conjunto dos inteiros, positivos, negativos e zero. Essas clas-
ses de homotopia formam um grupo que é isomórfico - uma correspondência entre grupos
que preserva as operações dos mesmos - ao grupo dos inteiros. Para uma variedade p +1-
dimensional mapeada em outra q +1-dimensional, representamos esses mapeamentos por

πp (Sq ) =Z,

onde πp (Sq ) é o grupo de homotopia associado ao mapeamento Sp → Sq e Z é o grupo dos
inteiros, a prova pode ser encontrada em [83].

Para exemplificar, consideremos mapeamentos entre círculos. π1(S1 ) =Z é um
mapeamento de um círculo em outro, ou seja, π : S1 → S1. Podemos definí-lo por uma fun-
ção contínua f (θ) num intervalo [0,2π] onde f (θ) é o ângulo no espaço mapeado. A con-
dição de continuidade desse mapeamento requer que f (2π) = 2nπ, onde n ∈Z é chamado
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de widing number ou número topológico. Basicamente o widing number fornece o número
de vezes que a imagem f (θ) contorna o espaço mapeado quando θ passa uma vez pelo do-
mínio [2]. Se dois mapeamentos f e g possuem o mesmo n, eles são ditos homotópicos.
Afirmamos aqui que as classes de homotopia de π1(S1 ), são classificadas por inteiros.

Vejamos os mapeamentos, ainda de círculos

σ0(θ) = 0 , ∀ θ (B.1)

σ̄0(θ) =
{

tθ , 0 ≤ x <π,
t (2π−θ) , π≤ x < 2π

, (B.2)

Figura 8: (a): mapeamento trivial (B.1) do círculo em um ponto. (b): mapeamento
não-trivial (B.2) homotópico ao (B.1). (c): mapeamento (B.3), este não pode ser deformado
nos anteriores.

onde t é um parâmetro dentro do intervalo [0,1]. Observe que variando conti-
nuamente o parâmetro t para tender a 0, o mapeamento (B.2) pode ser deformado conti-
nuamente no (B.2). Nesse sentido, eles pertencem a mesma classe de homotopia. Porém, o
mapeamento

σ(θ) = θ , ∀ θ (B.3)

não pode ser deformado continuamente nos anteriores. Em (B.1) e (B.2), o círculo mapeado
dá zero voltas ao redor do círculo que é o domínio, enquanto que em (B.3) o círculo mapeado
dá uma volta no círculo domínio ,observe a figura (8) (c). Essa classificação é justamente o
widing number definido anteriormente. Nessa perspectiva, uma maneira de computá-lo é

N = 1

2π

∫ 2π

0

dσ

dθ
dθ. (B.4)

Desse modo, para (B.1) e (B.2) obtemos N = 0 e para (B.3), N = 1. Para um número M de
voltas, podemos escrever

σM (θ) = Mθ, ∀ θ. (B.5)

Portanto, podemos ter um arbitrário número de voltas no círculo domínio, resultando em
infinitas classes de homotopia.
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