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1 O PRODUTO EDUCACIONAL (PE)

Os cursos de Mestrado Profissional vém ganhando destaque e sendo muito
procurados, especialmente por professores. De acordo com Gomes (2013, p. 564), 0s cursos
de mestrado profissional em ensino surgiram como uma alternativa para auxiliar nas urgentes
transformacdes no processo de ensino e aprendizagem de Ciéncias e Matematica. Através de
pesquisas voltadas ao aperfeicoamento profissional do mestrando, ele se diferencia do
mestrado académico por ter seu foco em intervencdes nas praticas de sala de aula.

Nesse sentido, o Mestrado Profissional e o Mestrado Académico se diferem pelo
foco em que atuam. Segundo Bisognin (2013, p. 270), “o mestrado académico tem como
propdsito a formacdo de pesquisadores, enquanto o mestrado profissional qualifica para o
mercado de trabalho”.

Moreira e Nardi (2009, p.2) acreditam que o Mestrado Profissional em Ensino de
Ciéncias e Matematica “é uma nova proposta de pods-graduacdo strictu sensu. N&o é
adaptacdo, ou variante, de propostas ja existentes. Ndo € um mestrado mais simples; é
diferente, isso sim”. Dessa forma, 0S mestrados académicos tém como foco a pesquisa e
preparacdo para o doutorado, ja os mestrados profissionais visam o aperfeicoamento de
préticas pedagogicas dos profissionais para atuar em sala de aula.

Preferencialmente, os mestrandos devem ser professores em exercicio e ndo
devem se afastar para cursar o mestrado. Esses professores mestrandos que buscam uma
formacdo continuada encontram nesses cursos uma possibilidade de, além de aprimorar seus
conhecimentos, contribuir com novas estratégias de ensino, visto que ao final do curso devem
apresentar um produto educacional. Sobre esse produto, Moreira e Nardi (2009, p.4),
afirmam:

O mestrando deve desenvolver, por exemplo, uma nova estratégia de ensino, uma
nova metodologia de ensino para determinados conteidos, um aplicativo, um
ambiente virtual, um texto, enfim, um processo ou produto, de natureza educacional,

e implementa-lo em condi¢des reais de sala de aula, ou de espagos ndo formais ou
informais de ensino, relatando os resultados dessa experiéncia.

O material produzido pode ser disponibilizado na internet através dos sites de
buscas ou das universidades que oferecem esses cursos de Mestrado, ficando assim
disponiveis para outros professores que desejem utilizar as ideias propostas. No Mestrado
Profissional, o foco esta na aplicacdo do conhecimento, novas estratégias de ensino séo

defendidas e outras sdo atualizadas.



Sobre o produto educacional, a Capes afirma que “trata-se de um relato de
experiéncia de implementacdo de estratégias ou produtos de natureza educacional, visando a
melhoria do ensino em uma area especifica do conhecimento” (CAPES, 2012, p. 2).

Tendo em vista que os cursos de Mestrado Profissional devem gerar um produto
educacional a ser disseminado para profissionais da area, nesse caso professores de
Matematica, o presente trabalho produziu um material didatico de apoio a professores do
Ensino Médio. Trata-se de um caderno de atividades com dez Situagdes Didaticas Olimpicas
(SDOs) envolvendo problemas da OBMEP, dos trés niveis, referentes ao conteudo
Sequéncias Numéricas.

Com o intuito de trazer uma estratégia diferenciada de abordagem do contetido
“Sequéncias Numéricas” no contexto da OBMEP, o produto educacional aqui elaborado teve
como metodologia de ensino a Teoria das Situagcdes Didaticas de Brousseau, em suas quatro
fases, a saber, acdo, formulacdo, validacdo e institucionalizacdo e o Geogebra foi utilizado
como ferramenta auxiliar para a construgéo das SDOs.

O caderno de atividades que constitui o produto educacional da presente pesquisa
ficarda disponivel para os professores no portal do professor do Ministério da Educacdo
(MEC).

1. 1 Apresentacdo do Produto Educacional (PE)

O presente produto educacional aqui apresentado é resultado da utilizacdo da
Teoria das SituacBes Didaticas (TSD), como metodologia de ensino, em problemas da
primeira fase da Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP) dos
niveis 1, 2 e 3, bem como do seu Banco de Questdes, referentes ao contedo Sequéncias
Numéricas. O software Geogebra foi utilizado como recurso tecnolégico auxiliar, objetivando
contribuir para o estudo de problemas similares e facilitar a aprendizagem dos discentes.

Entendendo que um dos objetivos das Olimpiadas de Matemaética é melhorar o
ensino de Matematica, este trabalho apresenta SDOs com o intuito de proporcionar aos
professores de Matematica do ensino basico um novo olhar sobre problemas olimpicos,
possibilitando que sejam trabalhados de forma diferenciada, ativa e instigante.

Outro ponto importante é que esse trabalho busca incentivar professores de
Matematica a, através das tecnologias, que é um recurso utilizado em diversos setores da
sociedade, alcangarem todos ou pelo menos a maioria dos alunos, inclusive aqueles menos

interessados, que com uso dessa ferramenta podera se sentir mais motivado pelos estudos.



Dessa forma, estardo presentes nesse produto 10 (dez) situacdes envolvendo
problemas (oito nesse apéndice e duas no corpo do trabalho) da OBMEP, que contemplardo a
TSD e o uso do software Geogebra.



1.1.1 Situacéo Didatica Olimpica 1
Conhecimentos Prévios: Perimetro, Termo Geral da PA.

Problema Olimpico (Prova OBMEP 2008 — 12 fase - Nivel 3 — questdo 4 - adaptada)

Com quadradinhos de lado 1 cm, constroi-se uma sequéncia de retangulos acrescentando-se, a
cada etapa, uma linha e duas colunas ao retangulo anterior. A figura mostra os trés primeiros

retangulos dessa sequéncia. Qual é o perimetro do 502 retdngulo dessa sequéncia?

1°

20

30

Dialética da A¢do — Nesse problema, o professor apresentara a construcdo da sequéncia de
figuras no software Geogebra para que os alunos comecem a analisar as caracteristicas e
informacBes que poderdo ser importantes para a sua resolucdo. Através da movimentagdo do
controle deslizante, o aluno podera observar o aumento da base e da altura de cada retangulo
da sequéncia. A exploragdo visual através do recurso computacional possibilitard que o
educando analise a sequéncia a nivel local e mais geral. Assim, esperamos que o aluno
perceba, inicialmente, que as alturas dos retangulos irdo, no decorrer de cada etapa, aumentar
1 cm, visto que no primeiro retangulo a altura mede 1 cm, no segundo, 2 cm e no terceiro, 3
cm, ja que os lados de cada quadradinho que compde os retangulos medem 1 c¢cm. Dessa
forma, o aluno podera inferir que o 50° retangulo da sequéncia terd 50 cm de altura.

Também esperamos que esse aluno perceba que a base do primeiro retangulo é 1
cm, do segundo retangulo, 3 cm e do terceiro retangulo, 5 cm e assim, o aluno comecara a
refletir sobre o padréo existente para a base dos retangulos. Analisando a diferenca que ha
entre a medida das bases do primeiro e do segundo, do segundo e do terceiro retangulos,
assim como em quaisquer dois retangulos consecutivos da sequéncia, perceberd que essa
diferenga é de 2 cm.

Entdo, ele ira notar que para a base do retangulo ha um padréo diferente do padréo
da altura. O aluno estard, portanto, tomando suas primeiras decisdes acerca do problema, em
consonancia com o que afirma Almouloud (2007, p.38), que nessa fase “as interagdes estdo
centralizadas na tomada de decisdes”. A base e a altura do quinto retdngulo, por exemplo,

estdo representados em duas dimensdes e em trés dimensdes na figura 1.



Figura 1 - Visualizacdo 2D/3D correspondente a quinta figura da sequéncia
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Fonte: Os autores.

Dialética da Formulacdo — De acordo com Almouloud (2007, p. 38), nessa fase “o aluno
troca informagBes com uma ou Varias pessoas, que Serdo 0s emissores e receptores, trocando
mensagens escritas ou orais”. Assim, com essa troca de informagdes €

0 desenvolvimento de suas ideias, o aluno podera chegar a conclusdo de que como a
sequéncia prevalecerd para 0 enésimo retdngulo, essa diferenca serd a razdo de uma
progressdo aritmética.

Ainda segundo o autor, “essa dialética permite criar um modelo explicito que
pode ser formulado com sinais e regras comuns, ja conhecidas ou novas” (p.38). Dai, o aluno
devera estabelecer um modelo, através do qual, seja possivel calcular a medida da base de
qualquer figura que esteja nessa sequéncia, para depois calcular o perimetro do 50° retangulo.
Utilizando seus conhecimentos prévios sobre progressdo aritmética e seu termo geral, o
aprendiz observara que para calcular a medida da base do enésimo retangulo sera vélida a
igualdade:

an=a1+(n-1) - r,neN,

Sabendo que o termo a, corresponde a quantidade de quadradinhos da base do
retdngulo que esta na posicdo n, a igualdade que representara a base do enésimo retangulo
sera dada por:

ahn=1+(n-1)-2,

ja que a primeira figura é composta por um quadradinho e o acréscimo entre uma figura e

outra € de 2 quadradinhos. Essa igualdade também poderéa ser escritacomoa, =1+ 2 -n—2,



que resultarda em a, = 2 - n — 1. Como trata-se de uma progressao aritmética, o aluno podera
utilizar essa formula para encontrar o 50° termo da progressdo, que corresponde ao
comprimento do 50° retangulo.

Logo, asp =2 - 50 — 1, e teremos, asp = 100 — 1 = 99.

Isso levara o aluno a concluir que a base do 50° retangulo mede 99 cm. Dai, para
calcular o perimetro do 50° retdngulo da sequéncia, ele observard que deve somar as medidas
dos quatro lados do retédngulo, ou ainda, multiplicar as medidas da altura e da base por 2 e
somar o0s resultados. Assim, o perimetro sera igual a:

2 - (50 +99) = 2 - 149 = 298 cm (Ver Janela de Algebra da figura 9).

Dialética da Validacdo - Essa “¢ a etapa na qual o aprendiz deve mostrar a validade do
modelo por ele criado, submetendo a mensagem matematica (modelo da situacdo) ao
julgamento de um interlocutor” (ALMOULOUD, 2007, p.39). E nessa etapa que o aluno
deverd mostrar que suas ideias sdo validas. Assim podera haver debates e o aluno (ou grupo
de alunos) ird/irdo argumentar a fim de convencer os colegas e o professor da validade de suas
afirmagdes. O Geogebra serd um auxiliar no processo de visualizagdo e o “controle
deslizante” serd essencial para mostrar o resultado para diferentes retdngulos da sequéncia. A

figura 2, por exemplo, representa a décima figura da sequéncia em duas e em trés dimensoes.

Figura 2 — Visualizacdo 2D/3D correspondente a décima figura da sequéncia
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Dialética da Institucionalizagdo — Nessa etapa o professor retomara a responsabilidade da
situacdo e mostrard que para qualquer retdngulo dessa sequéncia, bastara utilizar4d o mesmo
raciocinio. E o momento de fazer uma revisdo do problema e tirar possiveis dlvidas
apresentadas pelos aprendizes.

E oportuno observar que o professor deve conduzir os alunos a comparar os dados
observados na Janela de Algebra com os dados da Janela de Visualizagdo do Geogebra, 0 que
Alves (2016b, p.93) considera um “cenario de aprendizagem” a fim de analisar o
comportamento da sequéncia de figuras através de dois pontos de vista distintos, o algébrico e
0 geometrico. Assim, “o saber torna-se oficial e os alunos devem incorpora-lo a seus
esquemas mentais, tornando assim disponivel para utilizacdo na resolucdo de problemas
matematicos” (ALMOULOUD, 2007, p.40).

CONSTRUCAO NO GEOGEBRA

Inicialmente, criamos um quadrado a partir de dois Vértices. Para isso, utilizamos
0 comando “Poligono Regular” no quinto icone (da esquerda para a direita) da barra de
ferramentas, e determinamos os Vvértices da base do quadrado e a quantidade de lados da
figura a ser construida (quadrado). Aqui, utilizamos os pontos (0,0) e (1,0) e determinamos a
quantidade de lados seré igual a quatro.

Figura 3 — Construcdo do quadrado que compde a primeira figura da sequéncia
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A seguir, determinamos os vetores u = (1,0) e v = (0,1). Para isso, digitaremos 0s

comandos “u=(1,0)" e “v=(0,1)” na Caixa de Entrada.

(14 (1))

Figura 4 — Construgdo dos vetores “u” e “v
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Fonte: Os autores.

Depois disso, criamos o controle deslizante “n”, no pendltimo icone da barra de

ferramentas, com valor minimo 1 e valor maximo 50, com incremento igual a 1. Além disso,

também digitaremos na Caixa de Entrada o comando “a n = 2*n —

1” que equivale a

guantidade de quadrados da base de cada retangulo. Isso sera feito para que o valor

correspondente a cada retangulo seja representado na Janela de Algebra. Obteremos a figura

5.

Figura 5 — Representacéo do controle deslizante “n”
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Em seguida, criamos uma lista de quadradinhos com o comando “L_1=

Sequéncia(Transladar(poll, Vetor(j*v)), j, 0, n -

1)” e teremos a seguinte imagem quando n

for igual a 4. Isso significa que estamos transladando o poligono 1 através do vetor “v” e

movimentando o controle deslizante, obteremos a translacdo desejada, que corresponde a

altura do retangulo.

Flgura 6 — Translacdo do poligono 1 atraves do vetor “v”
—
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Construiremos, agora, a base do retangulo. Assim, digitaremos na Caixa de

Entrada o comando “L_2=Sequéncia(Transladar(poll, Vetor(u *i)), i, 0, a n - 1)”. Na figura

7, temos a construcao esperada.

Figura 7 — Translacéo do poligono 1 atraves dos vetores
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Agora, construiremos um dos retangulos da

sequéncia, a quarta figura,

transladando a “lista 2” através do vetor “v”. Para isso, digitaremos na Caixa de Entrada o

comando “L_3= Sequéncia(Transladar(L_2, Vetor(v j)), j, 1, n - 1)”. Além disso, iremos

esconder os rotulos, ativando “Selecionar Tudo” e em seguida “Exibir/Esconder Rotulos” em

“Editar” na Barra de Tarefas. Faremos isso, apenas para que a imagem fique mais “limpa”,

ficando a critério de quem esteja fazendo.

Se mesmo assim, algum rétulo permanecer, bastar clicar com o botdo direito sobre

ele e ativar “Exibir Rétulo” ou ainda clicando sobre a representacdo algébrica correspondente

na Janela de Algebra. Também ativamos a cor verde, para o primeiro poligono construido,

apenas para que o retangulo fique na mesma cor. No final dessa etapa, teremos a figura 8, que

corresponde a quarta figura da sequéncia.

Figura 8 — Representacdo da quarta figura da sequéncia



13

¥ Geotebra Classic 5.9gb - .a ——‘: L= I
Arqulvo Editar Exibir Opgoea Ferramentas Janela AJuda
7 Jane\a de A\gebra % |~ Janela de Vlsuallzagao [
SEE O »c-

A=(0,0) 6

B=(1,0) &

i=1 5

h=1

D=(0,1)

c=(1,1) 4

1

[t
-
w

T ha
o
=
[}
-

oL ={1,11,1}
e L,={1,1,1,1,1,1,1}
o L ={{1,1,1,1,1,1,1}4 2

r

Enfrada:

Fonte: Os autores.

Para obtermos o perimetro de qualquer retangulo da sequéncia na Janela de

Algebra, digitaremos na Caixa de Entrada o comando “Perimetro= 2*(n + a n)”, ja que a

‘C 2 (13

altura ¢ formada por quadrados e a base por “a n=2- (n-1)” retdngulos. Assim,
movimentando o controle deslizante “n” veremos na Janela de Algebra o perimetro de cada
retangulo. Agora, para uma melhor visualizagdo das medidas da altura e da base do retangulo
procurado, utilizamos o ultimo icone da barra de ferramentas para “Mover a Janela de
Visualizagdo”, “Ampliar” ou “Reduzir” a imagem. Podemos observar, entdo, a medida da
base e a altura do retangulo na janela de visualizacdo, bem como as medidas da altura e da
base e o perimetro dos retangulos da sequéncia na Janela de Algebra, como o 502 retangulo
mostrado na figura 9. Para exibir a constru¢do em trés dimensdes, basta clicar em “Janela de
Visualizagdo 3D” no icone “Exibir” da Barra de Ferramentas e fazer ajustes como Ampliar,

Reduzir ou Mover a Janela de Visualizagéo 3D.

Figura 9 — Visualizagcdo 2D/3D correspondente a quinquagésima figura da sequéncia
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1.1.2 Situacéo Didatica Olimpica 2

Conhecimentos Prévios: NocGes de Padrédo

Problema Olimpico (Banco de Questdes 2016 — pagina 14 — Nivel 1 — questdo 16 -
adaptada)

Somando pecinhas — Considere a seguinte sequéncia de pecinhas, em que a pecinha de

numero 1 é um quadradinho. Quantos quadradinhos formam a pecinha de nimero 50?

Dialética da A¢do — Nessa fase faz parte do papel do aluno “a descoberta/identificagdo de um
problema relevante”, segundo Alves (2016a). Assim, esperamos que eles comecem a analisar
a sequéncia a partir da construcdo no Geogebra para descobrir algum padrédo entre as figuras.
E um momento de agir sobre o problema. Pais (2002, p.72) afirma que esse é 0 momento em
que o aluno age de forma mais imediata, produzindo um conhecimento mais experimental e
intuitivo do que teorico.

Assim, é possivel observar que a cada figura da sequéncia € aumentado um
quadradinho a esquerda e um abaixo da figura anterior. O professor deve instigar 0s alunos a
perceberem esse aumento caso eles apresentem alguma resisténcia, sempre com o cuidado de
ndo dar respostas. O Geogebra sera importante nesse momento, pois 0s alunos poderdo
visualizar cada figura da sequéncia. Na imagem abaixo, temos a quarta figura da sequéncia,

com destaque para os quadradinhos acrescentados ao primeiro quadradinho da sequéncia.
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Figura 10 - Acréscimo de trés quadradinhos a esquerda e abaixo do primeiro quadrado da
sequéncia

n=4
®

Fonte: Os autores.

Dialética da Formulagdo — Através de trocas de informacBes com o0s colegas e da interacdo
com o problema, o aluno devera observar que inicialmente hd apenas um quadradinho. Na
segunda pec¢a sdo 1 + 2 - 1 = 3 quadradinhos, na terceira figura, 1+ 2 - 2 = 5 quadradinhos e
devera prever que, sendo assim, na enésima figura serdo 1 + 2 - n quadradinhos.

O aprendiz deverd perceber que sempre o acréscimo de quadradinhos € um
multiplo de 2 porque esta sendo acrescentado quadradinhos a esquerda e abaixo da figura
anterior. Segundo Almouloud (2007, p. 38), é nessa fase que o aprendiz comunica, de forma
escrita ou oral, qual a solucdo encontrada e como chegou a esse resultado. Logo, devera
concluir que a pecinha 50 terd 1 + 2 - 49 = 99 quadradinhos. Na figura 11 esta representada a

trigésima figura da sequéncia.

Figura 11 — Visualizacdo 2D/3D correspondente a trigésima figura da sequéncia
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Entrada:

Fonte: Os autores.
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Dialética da Validacdo — Nessa etapa, o aluno ird validar o modelo por ele criado. Pais
(2002, p. 73) destaca que nessa fase “o aluno ja utiliza mecanismos de provas ¢ o saber ja
elaborado por ele passa a ser usado com uma finalidade de natureza essencialmente tedrica”.
Assim, espera-se que ele use argumentos convincentes para que Seus
interlocutores concordem e os aceitem. O Geogebra podera ser utilizado, especialmente a
movimentacdo do controle deslizante, para que 0s alunos vejam o acréscimo de figuras e que
a medida que se acrescenta um quadradinho a esquerda do primeiro, acrescenta-se também

um abaixo e, portanto, o acréscimo é um multiplo de 2.

Dialética da Institucionalizacédo — O professor organizara todas as informacgdes apresentadas
pelos estudantes e abordara erros e acertos. Ele deverd tirar possiveis ddvidas e se algum
aluno precisar de mais explicacOes, esse deve ser 0 momento de serem feitas. Esse problema
requer principalmente capacidade de interpretacao, raciocinio e podera também ser resolvido
a partir do conceito de PA. Segundo Almouloud (2007, p.40), “depois da institucionalizagao,
feita pelo professor, o saber torna-se oficial e os alunos devem incorpora-lo a seus esquemas
mentais, tornando-o assim disponivel para utilizacdo na resolucdo de problemas

matematicos”.

CONSTRUCAO NO GEOGEBRA

Inicialmente, construimos um quadrado com o comando “Poligono Regular” na
Barra de Ferramentas. Determinaremos esse quadrado pelos pontos “(0,0)”, “(1,0)”. Criamos
os vetores u=(-1,0) e v=(0,-1) de forma que esse quadrado possa ser transladado para a

esquerda e para baixo.
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(4] (Y3}

Flgura 12 Construgao do primeiro poligono da sequéncia e dos vetores “u” e “v
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Entrada:

Fonte: Os autores.

65 2

Depois disso, criamos um controle deslizante com valores maximo ¢ minimo

1 e 50, respectivamente e incremento 1 e, em seguida, translada-se o poligono 1 através dos

(14 ‘C 2

vetores “u” e , utilizando os comandos “L_1=Sequéncia(Transladar(poll, u*i), i, 1,n)” e
“L_2=Sequéncia(Transladar(poll, v*i), i, 1, n-1)”. Depois de escondermos os rotulos e os
pontos e colorirmos o poligono de verde, teremos a imagem representada na figura 11, para n

=30.
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1.1.3 Situacéo Didatica Olimpica 3
Conhecimentos Prévios: Perimetro, Progressdo Aritmética.
Problema Olimpico (Prova OBMEP 2017 — 12 fase — Nivel 2 — questéo 7)

Com pentagonos regulares com 1 cm de lado, formamos uma sequéncia de poligonos como
na figura. O perimetro do primeiro poligono é 5 cm, o perimetro segundo é 8 cm, e assim por
diante. Quantos pentadgonos sdo necessarios para formar um poligono com perimetro igual a
1736 cm?

A) 570 cm B) 572 cm C) 574 cm D) 576 cm E) 578 cm

Sloge clonds

Dialética da Acdo — De acordo com Almouloud (2007, p. 38), “essa fase € essencial para o
aluno exprimir suas escolhas e decisdes por acoes do milieu”. Alves, Dias e Lima (2018, p.
135) explicam que “nesse momento preliminar, devem ser estimuladas a formulagéo de
conjecturas intuitivas, apoiadas e mobilizadas a partir da visualizacdo e sem o controle total
do professor”. Sendo assim, esperamos que o aluno analise os dados do problema visando
identificar pormenores que o conduza a elucidacdo do problema. Eles poderdo perceber que a
cada nova figura, estd sendo acrescentado um pentagono, sendo que esse pentagono
acrescentado tem um lado justaposto a um lado da figura anterior.

Logo, esperamos que percebam que se um dos lados dos novos pentdgonos
coincidird com um lado da figura anterior, o perimetro da nova figura ndo podera ser o dobro
do perimetro da figura anterior. A construcdo das figuras da sequéncia pode ser visualizada e
analisada no Geogebra, através da movimentacao do controle deslizante. Podemos visualizar,

por exemplo, a 132 figura da sequéncia na figura 13.
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Figura 13 — Visualizagdo 2D/3D correspondente a décima terceira figura da sequéncia
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Entrada:

Fonte: Os autores.

Dialética da Formulacdo — Nessa etapa, 0s alunos passardo a conjecturar e testar hipoteses,
visando encontrar a solucdo do problema. Eles poderdo compartilhar suas ideias com o0s
colegas a fim de chegar a um senso comum. Logo, poderdo ver que o perimetro do primeiro
pentagono é 5 cm, ja que cada lado mede 1 cm.

Na segunda figura, formada por dois pentdgonos, dois lados ndo deverdo ser
somados, ja que eles ndo fardo parte do perimetro. Assim, serdo acrescentados apenas 3 cm ao
perimetro da primeira figura: 5 cm + 3 cm = 8 cm. Para descobrir o perimetro da terceira
figura, da mesma forma, ndo deverdo ser somados os lados justapostos e, assim, serdo
somados apenas 3 cm ao perimetro da segunda figura 8 cm + 3 cm = 11 cm. O mesmo
raciocinio devera ser aplicado para calcular o perimetro da quarta figura: 11 cm + 3 cm = 14
cm. Logo, o aluno devera concluir que isso ocorrera para todas as figuras dessa sequéncia. Na
figura 14, temos os segmentos justapostos das 5 primeiras figuras, o que pode ser melhor
observado quando utiliza-se o software Geogebra.

Figura 14 — Representacao dos segmentos justapostos das figuras 2 a 5 da sequéncia

N N NN NN

Fonte: Os autores.
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Como o aluno deverd ja ter estudado o contetdo progressdo aritmética, ele
perceberd que o perimetro de cada figura esta sendo acrescido em 3 c¢cm, portanto, sendo a
razdo da progressdo aritmética, cujo primeiro termo € o perimetro da primeira figura, que é
igual a5 cm.

Assim, poderdo identificar a sequéncia a, = (5, 8, 11, 14, ...), onde n € N, refere-se
a posicdo da figura na sequéncia. Logo, a razao dos elementos dessa PA é r = 3. Almouloud
(2007, p. 38) afirma que “essa dialética permite criar um modelo explicito que pode ser
formulado com sinais e regras comuns, j& conhecidas ou novas”. Entdo, o aprendiz devera
encontrar um modelo que estabeleca o perimetro de qualquer figura da sequéncia.

A partir da formula do termo geral de uma PA, o aluno concluird que para
encontrar a solucdo do problema utiliza-se: a,= a;+ (n-1) - r, onde a, é o perimetro do enésimo
termo da sequéncia, a; é o primeiro termo, n é a posi¢do da figura na sequéncia e r, a razdo da
PA. Como o problema requer saber quantos pentdgonos tera a figura que tem perimetro igual
a 1736 cm, os alunos deverao encontrar o valor de “n”, utilizando o modelo matematico a
sequir.

1736 =5+(n-1) - 3
1736 =5+3n-3
1736 =3n +2
3n=1734
n=578.

Dialética da Validacdo — Essa € a etapa que o aluno devera validar o modelo matematico
obtido na etapa anterior. Almouloud (2007, p. 39) enfatiza que 0s colegas poderdo discordar
do modelo criado. Caso isso ocorra, deverdo ocorrer discussdes a fim de chegar a uma
conclusdo. O software Geogebra pode ser utilizado como meio para analisar cada figura da
sequéncia, a fim de que seja explicitada para colegas e professor a construcdo da ideia da

Sequéncia Numérica.

Dialética da Institucionalizacdo — Nessa fase, o professor finalizara a resolucdo do
problema, destacando os pontos principais e tirando possiveis davidas. Se algum estudante
continuar sem entender algum conceito, como o de progressdo aritmética, o professor buscara

retomar e sanar todas as duvidas. Entdo, segundo Almouloud (2007, p. 40), “uma vez
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construido e validado, o novo conhecimento vai fazer parte do patriménio matematico da

classe”.
CONSTRUCAO NO GEOGEBRA

Para essa construgdo, utilizamos, inicialmente, o comando “Poligono Regular” na
barra de ferramentas. Escolhemos dois pontos para 0s vértices e em seguida a quantidade de
vertices, que deve ser 5. Aqui escolhemos os pontos (0,0) e (0,1) como vértices do primeiro

poligono a ser construido em cada figura.

Figura 15 — Construc;ao do prlmelro pentagono da sequenma
ﬁb Classic

Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramemac Janeia Ajuda
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® A=(0,0) O~ v av | o

® B=(1,0) 6

® f=1

® pol1=1.72

Entrada

Fonte: Os autores.

Agora, criamos o vetor “u”, digitando na Caixa de Entrada o comando “u=(1.6,0)”

e obteremos a figura seguinte.

Figura 16 — Construgdo do vetor “u”
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Enfrada:

Fonte: Os autores.

Em seguida, criaremos novamente um pentagono regular, utilizando o comando
“Pentdgono Regular” da barra de ferramentas, tendo como vértices os pontos “D” e “C” do

poligono construido anteriormente. Teremos a figuraa 17.

Figura 17 — Construcéo do poligono 2 (pol2)

ﬁ:ﬁ;hr;;::ié?;r Opcoes Ferramentas Janela Ajuda - .
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]
_ (16
)
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v oA | o

6

Entrada:

Fonte: Os autores.

Agora, criaremos os controles deslizantes que denominaremos por “n” e “k”, cada

um com valor inicial 1, valor final 20 e incremento igual a 1. Para isso, selecionamos o
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comando “Controle Deslizante” no penultimo icone da barra de ferramentas e delimitamos
esses valores. Temos um exemplo, na figura 17 da construcao do controle deslizante “n”

Figura 18 — Construcdo do controle deslizante “n”
[¥ GeaGebra Classic 5.gb AT=0 S
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
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0
4
® k=1 @ Numero fone

® pol2=1.72

© Angulo n

© Inteiro [l Aleatério (F9)

Intervalo | Controle Deslizante | Animacdo

min: 1 max: |20 Incremento: 1
-4 -3 -2 A0 11 12 13 14 15 16 17 18
Cancelar

Iigardﬁe: Os autores.

Depois dessa etapa, construiremos uma sequéncia de pentagonos, a partir do
poligono 1, utilizando na Caixa de Entrada o comando “L_1=Sequéncia(Transladar(poll,
Vetor(i u)), i, 1, n - 1)” e uma sequéncia de poligonos a partir do poligono 2, com o comando
“L_2=Sequéncia(Transladar(pol2, Vetor(i u)), i, 1, k - 1)”. Para visualizarmos o acréscimo de
pentagonos na figura utilizaremos a fun¢do “Animar” do controle deslizante.

“ 2

Animamos um controle deslizante e em seguida o controle deslizante “k” para
que as figuras aparecam de forma alternada (uma de cada lista de figuras). Dessa forma, se n=
2 e k = 2, por exemplo, estamos tratando da figura 4 da sequéncia, ja que o numero associado
ao controle deslizante n, corresponde a quantidade de pentadgonos da lista 1 e o numero

associado ao controle deslizante k, corresponde a quantidade de pentagonos da lista 2.

Figura 19 — Construcdo da 402 figura da sequéncia



25

{7 GeoGebra Classic 5.9gb - pre T )

Arquivo Editar Exibir Opctes Ferramentas Janela Ajuda

=

-
~ Janelade Algebra & | * Janela de Visualizagio =
B O re-
® A=(0,0)
® B=(1,0) 12
® f=1 k=20
® pol1=172

cvo (4 3

® k=1
® pol2=1.72 8
® n=20
® k=20
e L,={172,172,1.72,1]
e L, ={172,172,1.72,1]

r

Entrada:

Fonte: Os autores.

Para uma aparéncia melhor da imagem, excluiremos os rétulos dos elementos
presentes, assim como o eixo, clicando em “Editar” e em seguida “Selecionar Tudo” e
“Exibir/Esconder Rétulos”. Pode ser que alguns rotulos continuem nas figuras, entdo clicando
sobre cada um com o botéo direito e depois em “Exibir Rétulo”.

Poderemos também aproximar mais a figura, reduzir ou mover a janela de
visualizacdo, através dos comandos, respectivamente, “Ampliar”, “Reduzir” e “Mover Janela
de Visualizagdo” no ultimo icone da barra de ferramentas. Também podemos escolher as
cores que quisermos para as figuras. Lembramos que os valores finais estabelecidos para o
controle deslizante sdo definidos a critério do professor e que essa construcdo possibilita o
desenvolvimento do pensamento intuitivo do estudante, facilitando a compreensdo do

problema. Na figura 13, apresentamos a 132 figura da sequéncia.
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1.1.4 Situacéo Didatica Olimpica 4

Conhecimentos Prévios — Perimetro, Progressdo Geométrica, Minimo Mdltiplo Comum.

Problema Olimpico (Banco de Questdes — 2010- p. 33, Nivel 1 - questédo 219)

Colando seis triangulos - Construa uma figura com seis triangulos equilateros adjacentes, o
primeiro com lado de comprimento 1 cm e os tridngulos seguintes com lado igual & metade

do lado do triangulo anterior, como indicado na figura dada. Qual é o perimetro dessa figura?

Dialética da Acao — A partir da figura dada e do enunciado do problema, o aluno comecara a
analisa-lo e a fazer suas conjecturas iniciais e, assim, podera identificar que ha uma sequéncia
de triangulos em que o lado do segundo triangulo é a metade do lado do primeiro, o lado do
terceiro tridngulo é a metade do lado do segundo e assim consecutivamente até o Gltimo
tridangulo da sequéncia. E o momento de tomada de decisdes, no qual o aluno devera buscar o
melhor caminho para chegar a solucéo do problema.

Nem sempre o aprendiz fara a melhor escolha desse caminho, podendo ter
dificuldades no inicio. Almouloud (2007, p. 37) afirma que essa etapa “deve permitir ao aluno
julgar o resultado de sua agdo e ajusta-lo, se necessario, sem a intervencdo do mestre, gragas a
retroacdo do milieu”. Nessa etapa, o professor poderd instigar os alunos a construir os
triangulos no Geogebra e a partir das construgdes esperamos que o aluno identifique mais
facilmente, que para calcular o perimetro, deverdo ser somadas as medidas dos treze
segmentos que compdem esse perimetro. A figura 20 apresenta uma possivel construgédo

inicial do aprendiz.



Figura 20 — Ponto médio do lado do primeiro triangulo
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Entrada:

Fonte: Os autores.

-25 -2

Dialética da Formulacdo — Nessa etapa, 0 aluno comegara a interagir com o problema em

busca de um conhecimento mais formal. Assim, o professor pode mostrar as figuras seguintes

da sequéncia, a fim de que as ideias sobre o problema fiquem mais claras, ou ainda, pode

instigar os alunos a construirem, no Geogebra, cada um dos tridngulos. Assim podem

observar que 0 a medida do perimetro a ser descoberto é a soma das medidas dos segmentos

abaixo:

= 2 segmentos de 1 cm e 1 segmento de 1/2 cm no pol 1,

= 1 segmento de 1/2 cm e 1 segmento de 1/4 cm no pol 2;

= 1 segmento de 1/4 cm e 1 segmento de 1/8 cm no pol 3;

= 1 segmento de 1/8 cm e 1 segmento de 1/16 cm no pol 4;

= 1 segmento de 1/16 cm e 1 segmento de 1/32 cm no pol 5 e

= 2 segmentos de 1/32 cm no pol 6.

Esses segmentos e suas medidas (em numeros decimais) podem ser observados

nas janelas de Visualizagio e de Algebra da figura 21. O termo “pol” citado acima refere-se a

poligono no Geogebra, neste caso, o triangulo.
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Figura 21 Construgao dos seis triangulos que compdem a figura com “rétulos”
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Assim, observando a figura e fazendo a soma das medidas do seu “contorno”, o
que equivale ao perimetro procurado, esperamos que 0 aluno chegue asoma 1+ 1+ 1/2 + 1/2
+1/4+1/4+1/8+1/8+1/16 + 1/16 + 1/32 + 1/32 + 1/32, que resulta em:

2+ (1+1/2+1/4+1/8+1/16 +1/32).

Um dos caminhos pra resolucdo desse problema é utilizar o conceito de
Progressdo Geomeétrica. Conhecendo esse conceito, o aluno vera que a soma “1 + 1/2 + 1/4 +
1/8 +1/16 +1/32” é uma progressdo geométrica de razdo g = 1/2 e primeiro termo a;= 1/2. De
acordo com Almouloud (2007, p. 38) “essa dialética permite criar um modelo explicito que
pode ser formulado com sinais e regras comuns, ja conhecidas ou novas”. Assim, como o
aluno ja deve ter o conhecimento prévio da soma dos termos da Progressdo Geométrica,
devera perceber que para calcular a soma “1 + 1/2 + 1/4 + 1/8 +1/16 +1/32” basta utilizar a

formula para a soma dos termos de uma PG finita que é:
a -(q"—1)
g—1

S5 =
com n € N, onde S, € a soma dos n primeiros termos da sequéncia. Observando que a
sequéncia tem 6 termos, devem calcular a soma dos termos, a partir da seguinte igualdade:

(-

ME

Essa igualdade resulta em:
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Donde, terdo:

E, finalmente:
B 126 B 63

S - =
® 64 32
Lembrando que os alunos devem somar esse valor a 2 para resultar no perimetro da figura, o

resultado sera :

2+63
32

127

Dialética da Validacdo — Nessa etapa o aprendiz devera validar o modelo matematico obtido
na etapa anterior e submeter esse modelo ao julgamento de um interlocutor, segundo
Almouloud (2007, p. 39). Entdo, ele podera utilizar o0 Geogebra para comparar os resultados
obtidos, argumentar e mostrar que seu modelo realmente é valido. Utilizando os comandos
“Ampliar”, “Reduzir” e “Distancia, Comprimento ou Perimetro” do Geogebra, o aluno podera

confrontar o resultado encontrado com a soma dos segmentos no Geogebra.

Dialética da Institucionalizacdo — Nessa fase, o professor retoma o controle da situacdo e faz
um fechamento das ideias. E 0 momento onde o professor tira possiveis dividas que os alunos
provavelmente tenham em relacdo a frag6es. Almouloud (2007, p. 40) afirma que nessa fase

“o professor fixa convencionalmente e explicitamente o estatuto cognitivo do saber”.
CONSTRUCAO NO GEOGEBRA

Inicialmente, utilizaremos 0 comando “Poligono Regular” e determinaremos dois
g g

pontos com distancia de 1 unidade, que representara o lado do triangulo equilatero.
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Utilizaremos (0,0) e (1,0) que serdo vértices do triangulo equilatero que queremos construir e
para gerar o tridngulo pretendido, digitamos “3” para a quantidade de vértices. Na figura 22
temos a imagem obtida depois de ajustada ampliando e movendo a janela de visualizagdo do
Geogebra, a fim de que ficasse em um tamanho maior. As opgoes “Ampliar” e “Mover Janela

de Visualizagdo” estdo no dltimo icone da Barra de Ferramentas do Geogebra.

Flgura 22 Construgao do primeiro triangulo

£ Gecetra Clsics L a0l
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Entrada:

Fonte: Os autores.

Em seguida, iremos determinar o ponto médio de um dos lados do triangulo para
dar inicio a construcdo da sequéncia de triangulos. Assim, na Barra de Ferramentas,
clicaremos em “Ponto Médio ou Centro”, determinaremos o segmento BC e calculamos seu
ponto medio (Ver figura 23).

Construiremos 0 proximo triangulo com o lado medindo a metade do lado do
poligono 1. Assim, na barra de ferramentas, comando “Poligono Regular” e determinamos os

pontos D e B, nessa ordem, como vértices do novo triangulo e 3 como quantidade de vértices.



Flgura 23— Construgao do segundo tridngulo
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Fonte: Os autores.

Da mesma forma,

prosseguiremos para construir

0 terceiro triangulo.

Determinamos o ponto médio do segmento DE, os vértices do novo triangulo e finalizamos a

construcdo, utilizando os mesmos comandos até completar 6 tridngulos, como podemos ver na

figura 24. Para melhorar a visualizagdo, podemos ampliar a figura utilizando a opcéo

“Ampliar” no ultimo icone da Barra de Ferramentas.

Figura 24 — Construgéo dos seis triangulos da figura
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Fonte: Os autores.
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Depois, para visualizar a medida de cada segmento que compde o contorno da
figura utilizaremos, na Caixa de Entrada, os comandos “Segmento(C, A)”, “Segmento(A, B)”,
“Segmento(B, E)”, “Segmento(E, G)”, “Segmento(G, 1)”, “Segmento(l, K)”, “Segmento(K,
M)”, “Segmento(M, L)”, “Segmento(L, J)”, “Segmento(J, H)”, “Segmento(H, F)”,
“Segmento(F, D)”, “Segmento(D, C)” e poderemos observar suas medidas na Janela de
Algebra (Ver figura 21).
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1.1.5 Situacéo Didatica Olimpica 5

Conhecimentos Prévios: Sequéncias Numeéricas, Perimetro.
Problema Olimpico (Banco de Questdes 2006, 42 lista — p.23 - Nivel 1 — questéo 8)

Uma sequéncia de mosaicos quadrados € construida com azulejos quadrados pretos e brancos,
todos do mesmo tamanho, como se segue: o primeiro é formado por um azulejo branco
cercado por azulejos pretos; e assim sucessivamente, como indica a figura. Se numa sequéncia
de mosaicos formada de acordo com esta regra forem usados 80 azulejos pretos, quantos serdo
os azulejos brancos utilizados?

A) 55 B) 65 C)75 D) 85 E) 100

Dialética da Acdo — Nessa etapa, caracterizada pela tomada de decisdes e pelas primeiras
impressdes que o aluno tem do problema, espera-se que ele busque relacGes entre as trés
figuras apresentadas, ja que seu objetivo é encontrar a quantidade de azulejos brancos. Sendo
assim, analisando o problema, € possivel verificar que na primeira figura ha apenas um
azulejo branco, na segunda, quatro, e na terceira, nove azulejos brancos. Ele também pode
observar que os azulejos pretos estdo distribuidos em torno dos brancos, assim ha uma relacao
entre a quantidade de azulejos.

Pais (2002, p. 72) afirma que ¢ nessa fase que “o aluno realiza procedimentos
mais imediatos para a resolu¢cdo de um problema, resultando na producdo de um
conhecimento de natureza mais experimental e intuitiva do que tedrica”. E 0 momento que o

aprendiz busca as primeiras informacdes acerca do problema.

Dialética da Formulac@o — Nessa fase ha troca de informagGes do aluno com os outros, de
forma mais intensa segundo Almouloud (2007). Dessa forma, o aluno comecara a observar a

quantidade de azulejos pretos em cada figura para saber quantas figuras serdo necessarias para
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a sequéncia ter 80 azulejos pretos. Na primeira figura é facil perceber queha3+3+1+1=8
azulejos pretos, na segunda figura hd 4 + 4 + 2 + 2 = 12 azulejos pretos, na terceira figura hd 5
+ 5+ 3 + 3 = 16 azulejos pretos e, seguindo esse raciocinio, serd possivel deduzir que na
quarta figura serdo 6 + 6 + 4 + 4 = 20 azulejos pretos e na quinta figura7+7 +5+5 =24
azulejos pretos.

Mesmo sem colorir as figuras, eles poderdo perceber que na sequéncia, 0s
quadradinhos pretos compdem as “bordas” das imagens. Entdo, basta observar a sua
quantidade a medida que o nimero do controle deslizante aumenta ou diminui. Na figura 25, €
possivel notar que a quantidade de quadradinhos correspondentes aos quadradinhos pretos (0s

externos ao quadrado azul) é 6 + 6 + 4 + 4 = 20, que equivale a quarta figura dessa sequéncia.

Figura 25 — Visualizacdo 2D/3D correspondente a quarta figura da sequéncia
17 GeaGebra Classic 5.ggb - === )

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
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Entrada:

Fonte: Os autores.

Utilizando os comandos do Geogebra é possivel acompanhar a quantidade de
quadradinhos de cada figura da sequéncia. Nessa fase, os alunos poderdo dialogar com seus
colegas, a fim de tirar possiveis davidas e entender melhor o problema No decorrer dessa fase,
o0 aluno somara a quantidade de azulejos pretos de cada figura (que sdo os quadradinhos mais
externos, nas bordas, da figura), assim obtera que com 5 figuras obtera o total de 80 azulejos,
pois 8 + 12 + 16 + 20 + 24 = 80.

Dialética da Validagdo — Essa € a etapa que o aluno deve validar o modelo estabelecido para

resolver o problema. Segundo Almouloud (2007, p. 40) nessa fase “o objetivo ¢ a validagao
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das assercdes que foram formuladas nos momentos de acao e de formulagdao”. Assim, a partir
das informacdes que j& foram obtidas nas fases anteriores, o aluno iré relaciona-las e perceber
que a soma de azulejos brancos das figuras 1 a 5 é a soma dos quadrados dos numeros
naturais de 1 a 5, ja que na primeira figura ha, 1° = 1 azulejo branco, na segunda figura ha 22 =
4 azulejos brancos, na terceira figura ha 3% = 9 azulejos branco e usando o mesmo raciocinio,
na quarta figura serdo 4% = 16 azulejos branco e na quinta figura, 5% = 25 azulejos brancos,
resultando em um total de 1 + 4 + 9 + 16 + 25 = 55 azulejos brancos. Essas conclusdes devem

ser feitas com a mediacéo do professor e com a utilizacdo do Geogebra.

Dialética da Institucionalizacdo — Nessa etapa, 0 professor assume o comando da atividade e
“fixa convencionalmente e explicitamente o estatuto cognitivo do saber” segundo Almouloud
(2007, p. 40). O docente fara um fechamento das ideias, tirando possiveis duvidas dos alunos.
Utilizando o Geogebra, ele podera fazer uma revisdo do problema, confrontando os dados
obtidos pelos aprendizes com o0s apresentados no software. A visualizacdo de diferentes
figuras da sequéncia no software podera facilitar a compreensao do problema.

CONSTRUCAO NO GEOGEBRA

Para a construgdo no Geogebra, inicialmente criamos um quadrado clicando em dois pontos
(aqui clicamos no ponto (0,0) e (1,0)) e, em seguida, utilizando o comando ‘“Poligono
Regular”, determinamos quatro lados. Também criamos os vetores “u=(2,0)" e “v=(0,2)”,

digitando esses comandos na Caixa de Entrada.



36

[ (Y34

Figura 26 — Construc;ﬁo de um quadrado e dos vetores “u” e “v
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Fonte: Os autores.

Em seguida, criamos um controle deslizante “n”, com valores minimo e maximo

iguais a 3 e 7, respectivamente e incremento igual a 1. Como comegamos com n=3,

€C .9

quantidade de quadrados da base da primeira figura, o nimero “n” sera 2 unidades a mais que
a ordem da figura. Depois, na Caixa de Entrada, digitamos “L_1=Sequéncia(Transladar(poll,

Vetor(u 1)), i, 0, n - 1)”. Aqui, vemos a imagem quando n=5, base da terceira figura.

e G‘ 2

Figura 27 — Criagdo do controle deslizante “n
[GecGeraCiosiics oo

Arquivo Editar Exibir Opcoes Ferramentas Janela Ajuda
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Entrada:

Fonte: Os autores.
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Logo em seguida, digitamos “L_2= Sequéncia(Transladar(L 1, Vetor(v 1)), 1, 0, n
- 1)” na Caixa de Entrada. Escondemos o0s rotulos, clicando em “Editar”, “Selecionar Tudo” e
“Exibir/Esconder rotulos” ou clicando em cada objeto (0s pontos destacados, o poligono 1 e
0s vetores) com o botdo direito do mouse e ativando “Exibir rétulo”. Abaixo esta representada

a primeira figura da sequéncia.

6‘ 2

Figura 28 — Translagdo da “lista 1” através do vetor
G CiEB 006

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda
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Entrada:

Fonte: Os autores.

Movimentando o controle deslizante é facil verificar quantos quadradinhos
representam os quadradinhos brancos em cada figura. Podemos evidenciar isso criando um
quadrado (utilizando o comando “Poligono Regular”) em torno desses quadradinhos.
Podemos a qualquer momento, ampliar ou reduzir a construcdo, assim como mover a janela
de visualizagdo, utilizando os icones “Ampliar”, “Reduzir” e “Mover a Janela de
Visualiza¢do”, respectivamente, no ultimo icone (da esquerda para a direita) da barra de

ferramentas. Na imagem abaixo podemos observar a quinta figura dessa sequéncia.
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Flgura 29 — Destaque dos azulejos de cor branca (dentro do quadrado azul) da sequéncia
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Fonte: Os autores.
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1.1.6 Situacdo Didatica Olimpica 6

Conhecimentos Prévios: Quadrado de um nimero, inequacdo do 22 grau.

Problema Olimpico (Prova OBMEP 2009 — 12 fase — Nivel 3 — questéo 16)

Felipe construiu uma sequéncia de figuras com quadradinhos; abaixo mostramos as quatro
primeiras figuras que ele construiu. Qual é a primeira figura que tem mais de 2009
quadradinhos?

A) A 30 B) A 312 C) A 322 D) A 332 E) A 342

25 quadradinhos

13 quadradirhos

B quadradinhas

1 ql.auﬂ:rll'ﬁ: [ |:|

] |
- O
a4

I | | ]

3 L
4%

Dialética da Acdo — Diante desse problema, o aluno inicialmente ira tentar descobrir algum
padrdo e analisando a situacdo podera identificar que h& quadradinhos de duas cores, se
alternando, uma cor mais central e a outra mais externa. Na construgdo do Geogebra, em trés
dimens0es, a figura podera ser girada e uma representacdo da décima figura da sequéncia
pode ser vista na figura 30. Lembrando que, variando o controle deslizante é possivel

visualizar desde a primeira.



Figura 30 — Visualizagdo 2D/3D correspondente a quinta figura da sequéncia
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Entrada:

Fonte: Os autores.

Analisando a quantidade de quadradinhos das figuras, na posicdo apresentada na
figura 30, o professor podera instigar os alunos a analisar cada figura separadamente a fim de

que relacionem a quantidade de quadradinhos. Assim, eles obterdo os resultados da tabela 1.

Tabela 1 — Quantidade de quadradinhos das cinco primeiras figuras da sequéncia

Figura Total de quadradinhos
12 1

22 1+42-2=5

32 2:2+3-3=13

42 3.3+4-4=25

5a 4.4+5-5=41

Fonte: Os autores.

A partir dessas figuras e de outras que o aluno pode ver dinamicamente no

Geogebra ele tera as primeiras impressdes do problema.

Dialética da Formulacdo — Nessa etapa os alunos deverdo comecar a formular conjecturas,
testar hipoteses e trocar informagdes com seus colegas e interagir mais com o meio a fim de
obter um conhecimento mais formal. Assim, podera perceber que o total de quadradinhos de

cada figura € a soma do quadrado de dois nimeros consecutivos, sendo que 0 maior desses
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numeros é a ordem da figura. Formalizando o resultado de suas conjecturas, esperamos que
ele entenda que a quantidade de quadradinhos da figura n, sera:
(n-1)-(n-1)+n-n=(n-1)2+n*

O questionamento do problema, no entanto, ¢ “qual a primeira figura tem mais de
2009 quadradinhos?”. Ou seja, “em qual figura, a soma da quantidade de quadradinhos supera
ou & igual a 2009?”, que traduzindo para a Matematica pode ser escrita como n® + (n — 1)*>
2009. E possivel que o aluno ndo saiba resolver o problema, mas através da troca de
informacdes, esperamos que ele apresente um raciocinio parecido com o que mostraremos.

Sabemos que n? > (n — 1)? para n > 1. Entdo da desigualdade n®+ (n — 1) > 2009,
decorre que n* + n* > 2009, ou seja, 2n* > 2009. Ent&o, n® > 1004,5. Consideraremos n® >
1005, pois estamos considerando nimeros inteiros positivos (que representa a quantidade de
quadradinhos). Assim, n > 31. Se n = 32, teremos que n*+ (n — 1)>= 322 + 31°= 1024 + 961 =
1985, que ndo é igual ou superior a 2009. Mas, se n = 33, teremos 33% + 322 = 1089 + 1024 =
2113, que satisfaz a pergunta do problema. Logo, o aluno devera concluir que a figura esta na

332 posic¢do da sequéncia.

Dialética da Validacdo — O aluno deverd, nessa etapa, validar o resultado encontrado na
etapa anterior. O Geogebra poderd corroborar para isso. Muitas ddvidas poderdo surgir e
segundo Almouloud (2007, p. 39), o emissor devera justificar a veracidade do seu modelo,
comparando, por exemplo, dados o resultado obtido através do modelo matemético com 0s
dados obtidos a partir da construcdo no Geogebra. A 332 figura da sequéncia esta apresentada
na Figura 35, onde também pode ser observado o numero de quadradinhos na Janela de

Algebra, para qualquer figura da sequéncia.

Dialética da Institucionalizacdo — O professor retomaré a conducdo das atividades e fara o
fechamento das ideias. Poderao surgir davidas acerca de alguns passos, como na desigualdade
apresentada, o que deve ser esclarecido pelo professor. Almouloud (2007, p. 40) declara que
“depois da institucionalizagdo, feita pelo professor, 0 saber torna-se oficial e os alunos devem
incorpora-lo a seus esquemas mentais, tornando-se assim disponivel para utilizagdo na

resolucéo de problemas matematicos”.

CONSTRUCAO NO GEOGEBRA
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A construcdo se iniciara através da construcdo de dois quadrados utilizando o comando
“Poligono Regular” na Barra de Ferramentas. Utilizaremos os pontos (0,0) e (1,0) para o

primeiro quadrado e em seguida, (1,0) e (0,0) de forma que tenham um lado comum.

Figura 31 — Construgao dos poligonos “1” e “2”
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Enfrada:

Fonte: Os autores.

Depois disso, digitaremos “u= (1,1)” e, em seguida “v= (1, -1)” e “w= (2,0)” para criar 0s

vetores “u”, “v”’ e “w”, que podemos ver na figura 32.

5‘ 99 €6 9 13 2

Figura 32 — Construgao dos vetores v’ e “w
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Fonte: Os autores.
Agora, criaremos um controle deslizante “n” com valores minimo e maximo

iguais a 1 e 35 respectivamente e incremento igual a 1. Logo depois, criamos uma lista de
quadrados a partir do comando “L_1=Sequéncia(Transladar(poll, Vetor(w*i)), i, 0, n - 1)”.

Teremos a seguinte imagem quando n=5.

Figura 33 - Translagdo do “poligono 1” a partir do vetor “w”
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Fonte: Os autores.

Em seguida, utilizamos 0S comandos
“L_2=Sequéncia(Transladar(ParteDaLista(L_1, 1, n - i), Vetor(u*i)), i, 0, n - 1)” ¢
“L_3=Sequéncia(Transladar(ParteDaLista(L 1, 1, n - i), Vetor(v*i)), i, 0, n - 1)” para
obtermos as translacdes da lista 1, através dos vetores “u” e “v”, respectivamente. A seguir,
temos a 52 figura da sequéncia. Movimentando o controle deslizante, obteremos todas as

figuras dessa sequéncia.
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Figura 34 — Translagdo de parte da “lista 1”” através do vetor “u” e de parte da ~ “lista 1”
através do vetor “v”’
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Fonte: Os autores.

Agora iremos ocultar os vetores, os pontos que estdo destacados, bem como o
poligono 2, clicando o botdo direito do mouse em cada um deles e ativando a opgao “Exibir
Objeto” ou clicando em “Editar”, Selecionar Tudo” e em seguida “Exibir/Esconder rétulos”.
Também desativaremos os rotulos “poll” e “pol2” utilizando uma dessas opcBes. Além disso,
iremos escrever a fungdo que determina a soma de quadradinhos brancos e cinzas, digitando
na Caixa de Entrada o comando “f n= n"2 +(n-1)"2”. Movimentando o controle deslizante,
veremos a quantidade de quadradinhos na Janela de Algebra. E importante perceber que as
cores representadas no Geogebra ndo correspondem as cores da sequéncia. A figura esta
representando apenas a quantidade de quadradinhos. A seguir, temos a 332 figura da

sequéncia.
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1.1.7 Situacéo Didatica Olimpica 7

Conhecimentos Prévios — Progressao Geométrica

Problema Olimpico (Banco de Questdes 2007 — p. 99 - Lista 1 - Nivel 3 — questéo 4)

O caminho da pulga — Para percorrer um caminho reto de 10 metros de comprimento, uma
pulga usa a seguinte estratégia: a cada dia ela percorre a metade do caminho que faltava no
dia anterior. Portanto, no primeiro dia ela percorre 5 metros, no segundo 2,5 metros e assim
por diante (o tamanho da pulga é desprezivel). Quantos metros ela tera percorrido ao final do

sétimo dia? E do décimo?

Dialética da Acdo — Inicialmente, o aprendiz analisa os dados que o problema oferece a fim
de buscar o melhor caminho para chegar a solucdo do problema. Segundo Almouloud (2007,
p.38), “essa fase ¢ essencial para o aluno exprimir suas escolhas e decisdes por a¢des sobre o
milieu”. Assim, ele podera observar que no primeiro dia a formiga percorrera 5 = 10/2 metros,
ou seja, 10 - 1/2 metros. No segundo dia, ela percorrera 2,5 = 10/4 metros, 0 que resulta em
10 -1/4 metros. Esse € um dos caminhos que o aluno pode encontrar para buscar a solucéo do
problema.

Nessa fase, 0 estudante estd conhecendo o problema, portanto suas decisdes ao
longo do processo poderdo ser ajustadas. Almouloud (2007, p.37) destaca que o aluno
aprende por adaptacdo e durante o processo poderad criar um novo modelo matematico ou

melhorar o seu.

Dialética da Formulacdo — De acordo com Almouloud (2007, p. 38), “essa dialética permite
criar um modelo explicito que pode ser formulado com sinais e regras comuns, ja conhecidas
ou novas”. A partir dos dados que ele ja tem, o estudante devera notar que no terceiro pulo, a
formiga se deslocara 1,25=10/8 metros, no quarto pulo serd 0,625 = 10/16 metros. Caso 0
aluno ndo entenda, o professor deve intervir para que o aluno desenvolva suas ideias. Assim,
uma das possibilidades é que o estudante desenvolva a ideia de que o intervalo percorrido pela
formiga depois de n dias sera de:
10 10 10 10

2 4 8 n ) n e N, que podera ser escrito como:
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10 (1+1+1+ +1)
2 4 8 n/ oy ainda,

10 (1+ + 1)

2 2n

Como o aluno ja deve conhecer o conceito de progressdo geométrica e da soma

, 1 1 A x
dos seus termos, ele devera perceber que (; + -+ H] se trata de uma sequéncia, nesse caso

uma progressdo geométrica, onde o primeiro termo “a;» € 1/2 e a razdo “q” também é 1/2.
Logo a soma dos termos dessa sequéncia sera:

Agr—1
5, =& (g"—1)
g—1
Entdo, para descobrir quantos metros a formiga percorrera em 7 e 10 dias, basta substituir “n”
por esses nimeros. Entdo, que a;= 1/2 e g = 1/2, paran = 7, teremos:

(B -

7 1

5-1
Que resulta em:
1 1
g — 2 (125 B 1)
L=
L
2

Donde segue que:

E terdo o seguinte resultado:

254 127
S?=_=_
256 128

Logo, depois de 7 pulos a formiga tera percorrido:

127
10 -— m
128
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Que corresponde a aproximadamente 9,92 m, como pode ser observado na figura 34, quando
n=7. Procederdo da mesma forma, para o décimo dia, e terdo:

RO

S1[!I
1
5—1

Donde segue que:

S1[!I 1
5—1
E teréo:
(zo~3)
3. = 2043 2
10 — 1
51
O resultado sera igual a:
_ 2046 1023

g, = =
10 2048 1024

Assim, depois de 10 dias, a formiga tera percorrido:

1023

: m
1024

Esse valor corresponde a aproximadamente 9,99 m, que podemos observar na figura 36.

Dialética da Validacdo — Nessa etapa, 0 aprendiz devera validar o modelo matematico obtido
na etapa anterior. Como afirma Almouloud (2007, p. 39), “de um lado o emissor, deve
justificar a exatiddo e a pertinéncia de seu modelo e fornecer, se possivel, uma validacdo
semantica e sintatica”. Ainda segundo o autor, se o receptor ndo concordar com o modelo
apresentado podera pedir mais explicacdes ou rejeita-las, justificando os motivos da rejeicéo.
Assim, ele poderd comparar dados obtidos através do modelo matemaético e utilizando o

software para argumentar e perceber que, realmente, os dados estéo corretos.
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Figura 36 — Representacdo da quantidade de metros percorridos pela formiga depois de 7 e 10
dias, respectivamente

v
.

|
{
|
¢
29

Fonte: Os autores.

Dialética da Institucionalizacédo — O professor retoma o controle da situagdo didatica e “fixa
convencionalmente o estatuto cognitivo do saber” (ALMOULOUD, 2007, p. 40). O professor
podera rever o conceito de soma dos termos dos termos de uma PG, pois provavelmente
algum aluno ndo lembre. O Geogebra sera muito importante para que o aluno visualize cada
“pulo da formiga” e possa comparar com seus resultados. Depois dessa etapa, segundo
Almouloud (2007, p. 40), “o saber torna-se oficial e os alunos devem incorporéa-lo a seus
esquemas mentais, tornando-o assim disponivel para utilizacdo na resolucdo de problemas

matematicos”.

COMANDOS NO GEOGEBRA

Inicialmente iremos representar a origem do percurso a ser percorrido pela formiga pelo ponto

(0,0), digitando o comando “A= (0,0)” na Caixa de Entrada, como mostra a figura 37.

Figura 37 — Determinagao do ponto “A= (0,0)”
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¥ GeoGebra Classic 5 ‘ [=iE =
Arquivo Editar Exibir Op\;oes Ferramentas Janela Ajuda
» Janela de Algebra ~ Janela de Vlsuallzagao =
- Ponto [:] =
~® A=(0,0) 6

5

4

3

2

<
1
4 3 2 100 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 15 16 17 18

Entrada:

Fonte: Os autores.

GC 2

Agora, criaremos um controle deslizante

, com valores minimo e maximo respectivamente

iguais a 1 e 10 e incremento igual a 1. Esse nimero representara a quantidade de pulos da

formiga. Também na Caixa de Entrada, digitaremos os comandos “a 1= 1/2”, “q=1/2" e

“a n=10* (1 - 1/ 2"n)”, que representam, respectivamente, o primeiro termo da PG, a razéo

da PG e a medida percorrida em n pulos. Representaremos a medida percorrida por um

segmento de reta e para isso criaremos um ponto com coordenadas cartesianas (a_n,0),

digitando “B = (a_n,0)” na Caixa de Entrada.

Figura 38 — Representagéo do primeiro pulo da formiga

{5 GeoGebra Classic 5.qgb

| R

Arqu\vo Edltar Exibir Op;oes Ferramentas Jane\a AJuda

» Jane\a de A\gebra 7 Janela de Vlsuallzagao
Nimero D v
a, =05
a =5
-® n=1 3
q=05
Ponto
® A=(0,0)
@ B=(50)

Entrada:
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Fonte: Os autores.

Agora, criamos o0 segmento de extremidades A e B, utilizando o comando
“Segmento(A,B)” na Caixa de Entrada e em seguida colorimos cada objeto com cores
diferentes para identificarmos melhor, a saber, “Ponto A” — azul, “Ponto B” — vermelho e
“Segmento AB” — verde. Para colorir bastar clicar no objeto na janela visualizacéo e depois

na cor desejada, como na figura 39.

Figura 39 — Primeiro pulo da formiga destacado em cores diferentes
£ eosebrsCssic .o AN S T S S -

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

Bl 2]+ =

» Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagdo =]
Nimero M~ o~ av|
a =05
a =5
~® n=1
q=05
Ponto
® A=(0,0)
® B=(50)
Segmento 3
® =5

=
1

Enfrada:

Os autores.

Determinaremos o perimetro do segmento ativando a opg¢do “Distancia,
Comprimento ou Perimetro” na Barra de Ferramentas” e clicando no segmento AB.
Movimentamos o controle deslizante para obtermos a medida percorrida em cada pulo da
formiga. Também desativaremos o rotulo “f” do segmento AB, clicando com o botéo direito
do mouse sobre 0 segmento e, em seguida, ativando a opg¢ao “Exibir Rotulo”. Caso queira
deixar a medida do perimetro mais visivel podemos mover o niamero corresponde, utilizando
a opcdo “Mover” no primeiro icone da Barra de Ferramentas. Teremos, na figura 40, a

representacédo dos 7 pulos da formiga.

Figura 40 — Representacao do segmento que corresponde a 7 pulos da formiga
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% GeoGebra Classic S.qgb [EE |
Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Jane\a Ajuda

IIIIIIIIII =

» Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagdo =]
Namero D v
a =05
a =635/64
- ® n=7 5
q=05
Ponto .
® A=(0,0)
® B=(9.92,0)
Segmento 3
® =992

Enfrada:

Fonte: Os autores.

Na Janela de Visualizacdo, movimentando o controle deslizante, é possivel
observar a medida que a formiga ira alcancar a cada pulo e na Janela de Algebra, a variagio

de todos os valores a medida que “n” for mudado.
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1.1.8 Situacdo Didatica Olimpica 8

Conhecimentos Prévios — Sequéncias Numericas.

Problema Olimpico (Banco de Questdes 2006 — Lista 3 — p. 16 - Nivel 1 — questao 1)

O famoso matemaético grego Pitagoras chamou de nameros triangulares os nimeros obtidos
pela soma dos primeiros numeros obtidos pela soma dos primeiros nimeros inteiros maiores
que 0. Por exemplo, 1, 3, 6 e 10 sdo numeros triangulares:

1=1

3=1+2

6=1+2+3

10=1+2+3+4

A figura ilustra a motivacdo para 0 nome numeros triangulares.

. . .
. . . . . .
. . . . . . . . . .
1 1+2=13 1+2+3=6 1+2+3+4=10

A sequéncia de nameros triangulares continuacom1+2+3+4+5=151+2+3+4+5+

6 = 21, etc. Quantos sdo os numeros triangulares menores do que 100?

Dialética da Agdo — Segundo Pais (2002, p. 72), essa fase “¢ aquela em que o aluno realiza
procedimentos mais imediatos para a resolucdo de um problema, resultando na producédo de
um conhecimento de natureza mais experimental e intuitiva do que tedrica”.

Dessa forma, os alunos irdo, motivados pelo enunciado do problema, tentar
encontrar um padrdo, o que esperamos que facilmente eles percebam que o segundo numero
triangular é o primeiro somado a 2, o terceiro é a soma do segundo a 3, 0 quarto é a soma do
terceiro a 4, seguindo sempre esse padrdo. O professor poderd, para facilitar o entendimento
da sequéncia, explorar a figura no Geogebra, movimentando o controle deslizante. Por

exemplo, o décimo quinto nimero triangular, esta apresentado na figura 41.
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Figura 41 — Visualizacdo 2D/3D correspondente ao décimo quinto namero triangular da
sequéncia

7 GeoGebra Classic 5.9gb

Arquivo Editar Exibir Op;oes Ferramentas Janela Ajuda

~ Janela de Vlsual\za@ao

16

®=15,

CIC R I B
4 o900 O0QOOGOOOES

L B B I N N
o000 O0OOR®POORDS
o000 O0OOGOOIOEOTOTS
ooeeoO0OOPOCEOOOOEOEDO

Entrada:

Fonte: Os autores

Dialética da Formulacdo — Nessa etapa, 0s alunos poderdo utilizar o Geogebra para
visualizar a sequéncia e verificar os numeros triangulares. Poderdo debater com os colegas a
fim de observar valores cuja soma ultrapasse 100. Movimentando o controle deslizante,
facilmente ele observard a quantidade de “pontinhos” que é acrescentada a cada figura.
Assim, observara que os nimeros triangulares menores que 100 sdo: 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28,

36, 45, 55, 66, 78 e 91, resultando, portanto, em treze nimeros triangulares menores que 100.

Dialética da Validacdo — Os alunos irdo validar suas ideias da etapa anterior. Assim,
debaterdo, podendo ser que todos concordem com o resultado ou ndo. De acordo com Pais
(2002, p. 73), “esse tipo de situagdo esta relacionado ao plano de argumentagdo racional e,
portanto, esta voltada para a questdo da veracidade do conhecimento”. Logo, ¢ o0 momento do

aluno atestar se seus argumentos serdo aceitos.

Dialética da Institucionalizacio — O professor retoma o controle da situacéo e tira possiveis
duvidas e faz o fechamento das ideias, podendo fazer uma revisdo de nimeros triangulares.

Pais (2002, p. 74) afirma que “sob o controle do professor, € 0 momento onde se tenta
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proceder a passagem do conhecimento, do plano individual e particular, a dimensao historica

e cultural do saber cientifico”.
CONSTRUCAO NO GEOGEBRA

Inicialmente, construimos um triangulo regular utilizando o comando “Poligono Regular”,
determinando dois dos seus vértices (0,0) e (1,0). Também construimos os vetores u =(A,B) e
(AC).

(Y] (14

Figura 42 — Constru¢do de um triéngulo equilatero e dod vetores “u” e “v
B GeoGebra Classic 5

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

A Yy o= . =g
» Janelade Algebra B | ~ Janela de Visualizagdo [=]
Poligono - v A |
@ poll =043 .
Ponto
-~ A=(0,0)
® B=(1,0) °
Segmento
® f=1 4
Vetor
_ (1 3
o u= (0>
_ (05 2
ev= (0.37) |
1 C
B l'E

Entrada:

Fonte: Os autores

Feito isso, criamos o controle deslizante “n” com valores minimo e maximo iguais
a 1 e 15, respectivamente e incremento igual a 1 e criamos uma lista de pontos, determinada
por “L_1=Sequéncia(Transladar(A, Vetor(u 1)), i, 0, n - 1)”. Abaixo temos a imagem para n =
5.
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CC 2

Figura 43 — Translagdo do ponto “A” a partir do vetor
[ GeoGebra Classic 5.ggb

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda ) —
DEEEECHEN =D =
» Janela de Algebra v Janela de Visualizacdo
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0.87 -4 3 B a0 1 2 5 5 7 8 g 10 1 12 13 14 15 16 17 18

w@®
~@

»

Entrada:

Fonte: Os autores

Em seguida transladamos essa lista de pontos através do comando
“L_2=Sequéncia(Transladar(ParteDaLista(L 1, 1, n - i), Vetor(v i)),i,0,n-1)".

Flgura 44 Transla(;ao de parte da “lista 1 através do vetor “v”
- .
bir Opcoes Ferramemas Janela Ajuda

FEGeoGebraClassi
= cl(=IFAN = &3 —

Arquivo Editar
a]AlA
» Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagéo
Lista L}
® L, ,={(0,0),(1,0)(2¢ 6 n=5
e L,={{(0,0),(1,0),(2, - e
Namero 5
® n=5
Poligono
® pol1=043
Ponto °
® A=(0,0) 3
® B=(1,0) ® ®
Segmento 5
® f=1 L) L) ®
Vetor
1 C
Lewu = 1 L] L ] L ]
0 B

_ (05 -4 -3 -2 10 i |
o= <0.87>

=
w®
~@

»

Entrada:
Fonte: Os autores

Agora, ocultamos o rétulo “poll”, os pontos destacados e o poligono 1. Isso pode
ser feito clicando com o botdo direito do mouse em cada um e ativando “Exibir Rétulo” para
“poll” e “Exibir Objeto” para os pontos e para o poligono. Movimentando o controle

deslizante, poderemos observar o comportamento de todos os nimeros triangulares de 1 a 15.



57

Figura 45 — Representagdo do ntimero triangular “8”
0 G G g W T W e = ) 51
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Fonte: Os autores
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