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RESUMO

As fungdes harmonicas sdo objetos de estudo primordiais para a matemdtica moderna, em
particular na drea da andlise e de EDP, mas também em outras dreas do conhecimento, como
na fisica, no estudo de fluxos e na teoria do potencial. Visando o aprofundamento em relacdo
a tal classe de fun¢des sao demonstradas equivaléncias em relacdo a defini¢ao de tais funcoes,
introduzindo assim conceitos como "fun¢do fracamente harmdnica"e "propriedade do valor
médio". Além disso, obtém-se resultados acerca da regularidade de tais func¢des, provando que
elas sdo na realidade "suaves"e, ainda mais, "analiticas". Em meio as demonstragdes obtém-se
estimativas em relacdo a tais funcdes e suas derivadas, propriedades relacionadas ao maximo e
minimo delas (principio do maximo), além de resultados como a "Desigualdade de Harnack". Em
seguida analisa-se um tipo especial de fun¢do harmonica, a solucao fundamental do Laplaciano.
A partir dela obtém-se a férmula de representacdo de Green, a funcao de Green e, por fim, a
solu¢do do Problema de Dirichlet para bolas. Em meio as demonstracdes utilizam-se resultados
prévios como o "Teorema da Divergéncia", o Teorema da Convergéncia Dominada, o Teorema
de Weierstrass, o Teorema de Clairaut-Schwarz e o Teorema do Valor Médio sem, contudo,

demonstra-los.

Palavras-chave: Func¢do Harmonica. Propriedade do Valor Médio. Principio do Maximo.
Funcdo Fracamente Harmodnica. Problema de Dirichlet. Desigualdade de Harnack. Solucédo

Fundamental. Funcdo de Green



ABSTRACT

Harmonic functions are primordial objects of study for modern mathematics, particularly in the
area of analysis and EDP, but also in other areas of knowledge, such as physics. Aiming at the
deepening of such a class of functions, equivalences are demonstrated in relation to the definition
of such functions, thus introducing concepts such as "weakly harmonic function"and "mean-value
property". In addition, results are obtained about the regularity of such functions, proving that
they are in fact "soft"and, still more, "analytical". In the middle of the demonstrations we obtain
estimates in relation to such functions and their derivatives, properties related to their maximum
and minimum (maximum principle), as well as results such as "Harnack’s inequality". Then a
special kind of harmonic function, the fundamental solution of Laplace’s equation, is analyzed.
From it we obtain the representation formula using Green’s function, Green’s function and,
finally, the solution of the Problem of Dirichlet for balls. In the middle of the demonstrations
we use previous results such as the "Divergence Theorem", Dominated Convergence Theorem,
Weierstrass Theorem, Clairaut-Schwarz Theorem, and Mean Value Theorem without, however,

demonstrating them.

Keywords: Harmonic Functions. Mean-value Property. Maximum Principle. Weakly harmonic

function. Dirichlet Problem. Harnack’s inequality. Fundamental Solution. Green’s Function.



LISTA DE SIMBOLOS

Q Conjunto aberto conexo do R", n > 2.

C'(Q) Conjunto das fun¢des com dominio em £ cuja n-ésima derivada € continua.
Vu Gradiente da funcéo u.

divu Divergente da funcao u.

Dyu= % Derivada parcial de u com respeito a varidvel x;.

D% = Wkl‘a%xn Derivada mista de ordem || = k de u, onde a = (a, ..., 0).

Co () Conjunto das fungdes que pertencem a C"() e tem suporte compacto.
Vu-n = g—;; Derivada direcional de u na direcdo 1.

diam(Q) = sup{|x—yl|; x,y € Q}  Diametro do conjunto Q.
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1 INTRODUCAO

As fung¢des harmonicas sdo um instrumento matematico muito utilizado em diversas
partes da fisica e da matematica. Elas sdo definidas por meio da Equacao de Laplace.

Tal equacdo, cujo nome € em homenagem a Pierre Simon Laplace, ¢ uma equacao
diferencial parcial eliptica utilizada por Euler no estudo de hidrodindmica em 1752 e mais
tarde por Pierre, a partir de 1782, para estudar a atragdo gravitacional entre corpos no espaco.
Em seguida foi ainda usada no estudo de campos eletrostiticos, da temperatura em estado
estaciondrio, tal qual para estudar as funcdes potenciais (elétrico e gravitacional, por exemplo),
que sio objeto de estudo da teoria do potencial (IORIO, 2012).

Ainda na fisica, ¢ comum o estudo de fluxos, e alguns deles tem propriedades
interessantes. Por exemplo, tomemos situagdes de equilibrio (ou estado estaciondrio) sobre um
aberto U. Denotando por F a densidade de fluxo e 71, a normal unitdria em x € dV,V C U

aberto, temos que o fluxo de F' € nulo, ou seja,

/ F-ndS,=0.
v

Dai, aplicando o teorema da divergéncia (que enunciaremos ao longo da monografia), obtemos

que

/ divFdx — / F-1.dS, = 0.
\% ov

Portanto, como V C U € um aberto qualquer, e [, divFdx = 0, obtemos que
divF =0emU.

Além disso, em vdrios casos (na eletricidade e na termodinamica, por exemplo), obtemos que

Ju; F = —aVu, para algum a > 0 constante. Portanto, como divF = 0, obtemos que
Au=div(Vu) =0emU.

Assim, como veremos adiante, obtemos que u ¢ harmodnica em U. portanto, estudando e,
eventualmente obtendo, u conseguimos conhecer melhor F e o fluxo de F (EVANS, 2010).
Motivado por tantas aplicacdes e por sua importancia nos estudos das Equacgdes
Diferenciais Parciais, como € o caso do Problema de Dirichlet, resolvi expor sobre tais fun-
¢oes, explorando resultados basicos com relagdo a elas, baseando-me no livro "Elliptic Partial

Differential Equations"(HAN; LIN, 1997).
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Tomando u € C?(Q), denotamos o laplaciano de u por Au, e o obtemos pela relagio

Ou ainda,
Au(x) = div(Vu).

A equagdo de Laplace, obtida por meio do laplaciano, € dada por
Au(x) =0, x € Q.

Podemos entio definir as fun¢des harmonicas como as fungdes u € CZ(Q) que
satisfazem a equacgdo de Laplace.
Ja o Problema de Dirichlet pode ser assim descrito:
Dados um conjunto Q e uma fungio f : dQ — R, encontrar u : Q — R tal que
ueC*(Q)e
Au(x) =0;x € Q

uX)=r;x€dQ

Partindo da defini¢do de funcdes harmonicas, exploraremos inicialmente caracteristi-
cas proprias de tais func¢des, como o fato de satisfazem a "propriedade do valor médio", a partir
do qual tiramos conclusdes sobre mdximos e minimos delas, via principio do méximo, sobre
sua suavidade e até acerca da quantidade de solu¢des do "Problema de Dirichlet", sobre certas
condi¢des. Em seguida buscaremos obter informagdes sobre sua regularidade e para isso explo-
raremos estimativas de suas derivadas o que nos levam a provar que elas sdo fungdes analiticas.
Em seguida demonstraremos a Desigualdade de Harnack e exploraremos o conceito de fungao
fracamente harmonica, do qual obteremos uma nova equivaléncia para fungdes harmdnicas.

Terminado o estudo geral sobre tais fungdes, nos restringiremos em seguida as
funcdes harmonicas radiais, de onde iniciaremos o estudo da solu¢do fundamental do laplaciano.
A partir dela obteremos a formula de representacdo de Green e, em seguida, a funcdo de Green.
Estudaremos por fim algumas de suas propriedades, resolveremos o problema de Dirichlet para

bolas via "férmula integral de Poisson"e obteremos algumas consequencias de tal férmula.
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OBS.: Note que o estudo das fun¢des harmonicas s6 € interessante para n > 2. De fato, para
n =1, temos

Au(x) =0 u"(x) =0 u(x) =ax+b, a,b €R

Ou seja, em R, as fun¢des harmdnicas sdo retas. Portanto, eventualmente utilizaremos que

QCR*comn > 2.
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2 PROPRIEDADE DO VALOR MEDIO

Embora a defini¢do de funcdo harmonica seja simples, obter propriedades acerca
delas simplesmente pela Equacdo de Laplace ndo € tdo simples. Para tanto, definiremos a
Propriedade do Valor Médio, a partir da qual teremos uma equivaléncia a defini¢do de funcado
harmodnica. Em seguida poderemos melhor tratar tais fun¢des, deduzindo assim o Principio do
Maximo, Estimativas para as derivadas de funcdes harmonicas, a Desigualdade de Harnack, além

de estudar a regularidade de tais funcdes e o conceito de fun¢do fracamente harmonica.

2.1 Definicao e Equivaléncia

Nesta secao definiremos duas propriedades do valor médio, uma por meio da média
esférica e outra por meio da média sélida. Em seguida reescreveremos as propriedades removendo
a singularidade da média. Depois provaremos que ambas as propriedades sdo equivalentes e

ainda mais, sdo equivalentes a definicdo de funcdo harmdnica.

Definico 2.1.1. Para u € C(Q), nds dizemos que
(i) u satisfaz a primeira propriedade do valor médio se para qualquer B,(x) C Q,
u(x) é igual a sua média esférica, ou seja,

1

Wnrn—l

u(x) =

/a " u(y)ds, 2.1)

(ii) u satisfaz a segunda propriedade do valor médio se para qualquer B,(x) C Q,

u(x) € igual a sua média sdlida, ou seja,

n

u(x) = /B o 22)

wy "

onde w,, denota a drea superficial da esfera unitaria em R".

Obs 2.1.1. As propriedades do valor médio podem ainda ser reescritas por:

(i) u satisfaz a primeira propriedade do valor médio se para qualquer B,(x) C Q,

u(x) = 1 /BBI(O) u(x+sz)ds, (2.3)

Wn

(ii) u satisfaz a segunda propriedade do valor médio se para qualquer B,(x) C Q,

u(x) = _/Bl(O) u(x+sz)ds; (2.4)
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De fato, basta aplicar a mudanga de varidvel y = x + rz.
Se B,(x) C Q, entdo:

Da equagdo (2.1):

1 1 1
ux) = ——— u(y)dS :—/ u(x+rz)s"ds, = — u(x+rz)dS
()= /aB,@ 00y = iy [ uterrgtase= e s,
Da equacgdo (2.2):
u(x) = ! / u(y)ds, = ! / u(x+rz)r'ds - u(x+rz)dS
w1 JB,(x) Y war By (0) © waJB0) )

Proposicao 2.1.1. Ambas as propriedades sdo equivalentes e nomearemos tais propriedades

simplesmente por propriedade do valor médio.

Prova. De fato, seja B,(x) C Q qualquer.

Dai, V0 < s <r, By(x) C By(x).

(i) — (if) :

Reescrevendo a equacdo (2.1) , V0 < s < r, vale:

1
ux)s" = — u(y)dSy,
Wt = [ s,

E integrando em relagdo a s de 0 a r, obtemos:

u(x)r— = /Oru(x)s"_]ds _ L Or </833(x) u(y)dSy>ds 1 u(y)dy,

n Wy Wy JB,(x)
de onde obtemos (if).

(ii) — (i) :

Reescrevendo a equacdo (2.2), temos:

n n

u) =1 [ uay =" 0’ < /()Bs(x) u(y)dSy> ds,

Wn Br (x) Wn

Derivando em relagdo a r e usando o Teorema Fundamental do Calculo, obtemos:

nu(x)rn_l = % (”(x)’"n> = wln% (/O’ </833(x)“()’>dsy>ds) = Win/aBs(x)”()’)dSy,

de onde concluimos (i).

]

Definicdo 2.1.2. Diremos que Q C R" é regular se Q é um aberto limitado tal que dQ é (uma

hiperficie) de classe C'.
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Obs 2.1.2. Toda bola, B,(a),a € R", r > 0 é regular, pois é aberta, limitada e dB,(a) é de

classe C'.

Teorema da Divergéncia: Seja Q regular, F um campo vetorial de classe C! em Q, e 7(x) o
vetor normal unitdrio exterior ao ponto x € dQ. Entio

/Q divF (x)dx = / F(x)-1(x)dSs.

aQ
Teorema da Convergéncia Dominada: Seja {f,},cy uma sequéncia de fungdes mensuréveis
em um conjunto mensuravel £ C R" que convergem q.t.p. para uma funcdo mensuravel f. Se

existe uma fung¢io integrdvel sobre E, g, tal que |f,| < g, Vn € N, ento f € integrdvel sobre E e

lim [ f, = / f.
n—e Jp E
Teorema de Weierstrass Seja f : K — R continua no compacto K C R”. Entao, f assume valor

maximo absoluto e valor minimo absoluto em K.

Teorema 2.1.2. Uma funcdo u € C*(Q) é harménica em Q se, e somente se, u satisfaz a

propriedade do valor médio em Q.

Prova. Sejau € C*(Q), x € Qe r > 0tal que B,(x) C Q.

Defina para 0 < s < r a fung@o m pela média esférica, ou seja,

1 1

m(s) = /()Bs(x)u@) V= o o 1SS

Derivando em relagdo a s, e voltando a varidvel y, obtemos:

! 1/ 1 / y—x
- \v4 . - Vuly) -
n'(s) wn S, 0) u(x+sz) - zdS; SRS . u(y) ( p )dSy
Mas n(y) = ==, pois y € dBy(x).
Dai,
/ 1 /
— Vu(vy) - d
m(s) w1 Jom u(y)-n(y)dsy

Assim, usando o Teorema da Divergéncia em F = Vu, concluimos que:

1

Wnsnfl

wl(5) =~ [ ain(Vu(y)dy
By (x)
Ou seja,

/ 1 /
_ 2.
m'(s) . Au(y)dy (2.5)
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=) Suponha que u ¢ harmdnica em Q. Em particular, ¢ harménica em B;(x) C Q.
Logo, pela equacdo (2.5),

m(s)=0,VO<s<r

Dai,

m(s) =cte,YO<s<r.

Mas, como m é continua em (0, r| temos que

. 1 , 1
m(r) = lim m(s) = /&Br(x) u(y)dsSy = lim <— /831(0) u(x—i—sz)dSZ).

s—0+ w,,r”_1 s—0t \wy,

Contudo, u sendo continua em dB,, temos que u(x+ sz) é limitado para z € dBj, como
consequéncia do Teorema de Weierstrass.

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos:

1 1 1
Jlim <Wn /331(0) u(x+sz)dSZ> . /831(0) <S_1>r(1)1+u()H—sz))a.’SZ o /aBl(O)u(x)a’SZ u(x)

Portanto,
1

w1

/QBr(x) u(y)dSy = u(x), vB(x) C Q

Entdo u satisfaz a propriedade do valor médio em Q.

<) Suponha agora que u satisfaz a propriedade do valor médio em Q.

Pela Equacao 2.5, obtemos:

d 1 1
$<—wnrn—1 /aB, (x)u(y)d5y> = T /B " Au(y)dy.

Dai, pela propriedade do valor médio, obtemos:

d 1
0= 3 (u(x)) = T /B,.(x) Au(y)dy.

Portanto,

/ ( )Au(y)dy =0,VB,(x) C Q,
B,(x
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de onde concluimos que Au(y) = 0,Vy € Q.
De fato, se Ixp € Q;Au(xg) # 0 (digamos > 0), entio, como u € C>(Q), temos que Au é

continua, e, portanto, 3Bs(xp) C Q;Au(y) > 0,Vy € Bs(xp), de onde obteriamos

/ Au(y)dy > 0,
Bg(x)

absurdo.

Dai, u é harmoénica em Q.

2.2 Principio do Maximo

Nesta secdo demonstramos o principio do mdximo em sua versao forte e na sua
versao fraca, visando determinar onde as fungdes harmdnicas atingem seus maximos e minimos,
sobre a condicdo do dominio da funcao ser limitado. Baseado nisso, restringimos a quantidade

de solugdes do problema de Dirichlet.

Teorema 2.2.1 (Principio do Maximo Forte). Se Q é limitado e u € C(Q) N C?(Q) satisfaz a
propriedade do valor médio em Q, entdo u assume o seu mdximo e minimo apenas em 9%,

amenos que u S€jCl constante.

Prova. Note inicialmente que sendo Q limitado, entio Q é compacto.
Portanto, como a funcdo u é continua, entdo # admite maximo e minimo em Q pelo Teorema de
Weirstrass.
Agora provemos o principio, primeiramente para o maximo.
Defina
r= {x €Qiux)=M= mgezlxu} C Q.

Temos que X € fechado, pois u é continua.

Provemos que X € aberto.
Seja xg € X. Dai, xg € Q.
Como Q € aberto, existe r > 0 tal que B,(xg) C Q.

Pela propriedade do valor médio,

Wyt

M = u(xo) = — /B( )y <
r{X0
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Dai,
u(x) =M,Vx € B(xo),

ou seja,

B(xp) C X.

Assim, X é aberto.

Uma vez que X € fechado e aberto em €2, temos entdo que ¥ =0 ou X = Q, pois £ € conexo.
Assim, o maximo de u ocorre em d ou u é constante.

Para o minimo, seja v = —u. Assim, seu maximo ¢ o minimo de u. Dai, v é constante ou seu

maximo ocorre na dQ. Dai, u é constante ou seu minimo ocorre na dQ.

]

Corolirio 2.2.1 (Principio do Maximo Fraco). Se Q ¢é limitada a funcdo u € C(Q)NC?*(Q) é
harménica em Q, entdo
infu <u(x) <supu,Vx € Q
oQ 0.
Prova. Como u é harmonica, entdo u satisfaz a propriedade do valor médio.
Dai, pelo Teorema 2.1.2, h4 dois casos:
Caso 1: u é constante, entdo, de fato,
infu = u(x) = supu.
oQ ( ) agI;

Caso 2: 0 maximo e o minimo de u ocorrem em dQ. Dai, 3x1,x, € dQ tal que u(x;) =infgue

u(x2) = supg

Dai,
infu <u(x)=infu <u(x),Vx € Q
00 Q
supu > u(xp) = sup > u(x),Vx € Q
0Q Q

E, portanto,

infu <u(x) <supu,Vx e Q
Q 20,
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Corolario 2.2.2. Se Q ¢ limitado, entdo, dadas as funcdes f,g o sistema

Au(x) = f(x),Vx € Q
u(x) =g(x),Vx € dQ

tem no mdximo uma solugcdo. Em particular, o Problema de Dirichlet tem no mdximo uma

solucdo.

Prova. Se nao houver solugdo, OK.

Se houver, sejam u],u; solugdes. Entdo, sendo i € {1,2}, temos, para as funcdo f,g, que:

Aui(x) = fix e Q
ui(X)=g;x€dQ

Definindo v = up — u;, obtemos:
XEQ=Av(x) =Aup(x) —Auy(x) =f—f=0

x€dQ=v(x)=up(x)—u;(x) =g—g=0

Dai, v é harmonica em e nula em dQ.

Assim, v satisfaz a propriedade do valor médio e, portanto, pelo Teorema 2.1.2, assume seu
maximo e minimo em dQ ou é constante.

No primeiro caso, seu maximo e minimo ocorrem em d< e, portanto, valem 0. Portanto, v é
nula em Q.

No segundo caso, v é constante ¢, sendo nula em dQ, é entdo nula em Q.

Portanto, em ambos os casos, v(x) = 0,Vx € Q e, portanto, u; (x) = uaz(x),Vx € Q.

Em particular, para f = 0, tal sistema € um Problema de Dirichlet e tem no mdximo uma

solugdo.

2.3 Convolucio e Suavidade

Nesta se¢do obteremos uma fungio y € C7’(R"). Em seguida definiremos a operagio
convolucdo e provaremos uma "propriedade regularizante"da convolucdo. Por fim provaremos

que toda fun¢do harmonica é suave.
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Definicao 2.3.1. Seja f: R" — R. Definimos o suporte de f, denotado por supp(f), como

sendo

supp(f) = {x € R"| f(x) # 0}.

Quando o suporte de f é compacto, dizemos entdo que f é de suporte compacto.

Obs 2.3.1. Se f: Q — R é de suporte compacto, entdo f|0Q = 0.

Além disso, suas derivadas parciais também sdo de suporte compacto.
Lema 2.3.1. Seja ¢ : [0,+o) — R definida por

eﬁ;0§x< 1
¢(x) =
0;x>1

Entéo, ¢ € C*(]0,0))

Prova. Note que ¢ € C*(R\ {1}) pela regularidade das fungdes ¢* e )ﬁ
Basta provarmos entdo que (])(k) ¢ continua em x = 1.

Faremos isso em dois passos.

Inicialmente, seja h € C*(R).

Entdo, Vk € N, temos:

=0 (2.6)

t—0~

De fato, por inducdo, se k = 1,

1

_erh(r) . Lo . & .1
lim = lim —— lim A(z) = lim h(0) = lim e7h(0) =0

t—0~ t t—0~ e*% t—0~ x—0~ t%e*% t—0~
e, se vale para k — 1, entdo:
1 1 —k 1
. erh(t) LT . T . er
lli%{ 5= lim = lim A(r) = lim {—h(0) = (—k) lim tk_—lh(o) =0,

t—0" e N t—0~ x—0~ t—ze n t—0~

onde na ultima igualdade vem da hipdtese indutiva.
Agora, por indug@o, provaremos também que Vk € N, 3, € C*(R),a; € Ntalquese 0 <x < 1,
entao

(k) V) = €X%1hk(x)
¢ ( ) (x—l)“k :
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e, portanto, o lema estara provado, pois

1
lim ¢¥)(x) = lim ¢©)(x+1) = fim <D

x—1- x—0~ x—0~ X%

=0=0¢W,

onde a penultima igualdade vem da equacao 2.6.

Se k=1, temos, para 0 < x < 1:

(x—1)u’
onde hj(x) =—1lea; =2.

Se vale até k — 1, temos entdo:

1
(k=1) . _ € T1(x)
¢ ('x) (x_ l)ak—] *
Dai,

1

(77 (— eV () €77 (g () (= 1)t = (e Ty (3)) gy (= 1)%1 !

(0% ) (0=

(x — 1)2a-1
E, portanto,
=1
€< a aj_
oW (x) = e [ =l () + Ry () (e — )12 — g () ag—q (x — 1) %1+
Assim,
“Th(x)
(k) () = &
090 = C

onde hy(x) = —hy_1 (x) + R} (x)(x = D)% 12—y ()ag_1 (x— )% 1T e g = 2(ay_ +1).
0

Obs 2.3.2. Definindo agora ¥ : R" — R por y(x) = k¢ (|x|?), onde k € R é constante, obtemos

que Y pode ser reescrita por

_1
ke P-1:0 < |x|* < 1
y(x) =
0;|x>>1

ou ainda,

1
kel*=1; |x| < 1

0;

x| >1
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Tome

1
k— (/ P dx) ! < oo,
B1(0)

Note que  satisfaz as seguintes propriedades:

o Yy c C°(R"), pois ¢ € C*(R) e n:R" — [0,00);n(x) = |x|? satisfaz n € C*(R"), e y =
¢on.
Se r e R eye Bi(0), entdo y(ry) = y(
y(rlyl) = w(r).
y(x) =0, se x ¢ B1(0). Dai, supp(y) C B1(0). Portanto, Wy tem suporte compacto.
y(—x) = y(x), pois y(—x) = ko (| —x]*) = k¢ (|x*) = y(x)
Jrn W(x)dx = [, o) W(x)dx = 1.

), pois y(ry) = ko (|ry[*) = ko (|rly|[*) =

1
W / Yy (rdr=1, 2.7)
0

De fato,

/ dx—/ / X)dS dr—/ / w(ry)r1ds dr—/ / P1dS,dr
dB,(0 9B (0 dB;(0

Além disso,

1
nl nl n—1
de_/ d/ ds, = / dr.
//831 r y(r raBl(O) =W Ol//(r)r r

Definicao 2.3.2. Sejam U,V conjuntos abertos tais que U C V. Sejam ainda f,g funcoes
continuas tais que f : U — R e g:V — R. Entdo a convolugdo de f e g, denotada por f+g é a

fungdo definida por fxu:U — R tal que

frgt) = | rlx=y)e

Lema 2.3.2. Sejam f :R" =R € Co(R") eu: Q — R € C(Q). Entdo f*u € C'Q).
Prova. Seja {x,},en tal que x,, — x. Basta provar que
frusn) = [ fGn=y)utidy = [ fae=yuts)dy = frut)

Como f € Cp(R"), entdo
fOn = y)uly) = flx—y)uly),
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e f € limitado (pelo Teorema de Weirstrass), ou seja,

| (en = Y)u()] < [ f]eo|u()]

Mas u € continua e, portanto, integravel. Dai, pelo Teorema da Convergencia Dominada,

obtemos

lim fxu(x,)= hm/f y)dy = / hmf (y)dy:/Qf(x—y)u(y)dy:f*u(x).

n—oo

O

Teorema de Clairaut-Schwarz: Seja U C R" um conjunto aberto e f : U — R um campo
escalar de classe C2. Entio, para qualquer ponto x € D, temos

0’f  9*f
8xi<9xj N 8xj8x,~'

Obs 2.3.3. Seja f € C"(Q), n> 2. Entdo, se |0t =m,1 <m <n, entdo 3B,xj tal que |B| =m—1
e D =D, (DFf).

Prova. De fato, seja o« = (py, ..., px) com |a| =
Entdo, dp; tal que p; > 1 (caso contrario m = ) x; = 0 < 1, absurdo).
Logo, tomando 8 = (py,...,pj —1,..., px), temos que || = m — 1 e, usando o Teorema de

Clairaut-Schwarz, obtemos ainda

amflf amf
6o B _pa
Dy (D7) _ij(8P1x1...al’j—lxj'..ﬁpnxn)  OPix;..dPix)...0Pnx, o

Teorema do Valor Médio: Seja A C R” abertoe f: A — R € C!'(A). Sejam x,y € A tal que
L(x,y) ={tx+ (1 —1)y; 0 <t < 1} C A. Entio, existe z € L(x,y) tal que

fO)=f(x)=Vf(z)-(y—x).
Teorema 2.3.1. Sejam f:R" - R e CF(R") eu: Q — R € C(Q). Entdo f*u c C*(Q).

Prova. Para simplificar, denotemos a convolugio f *u(x) = [ f(x —y)u(y)dy por g.
Precisamos provar que g € C"(Q),Vn € N.

Basta provar que

Vot |af = n,D% = (D°f) xu(x) = | D*f(x—y)uly)dy.
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pois o lado direito da expressdo é uma funcdo continua.
Provaremos por indugdo em n.
Caso base: n = 1.

Provemos que se f € C!(Q), entio

j—jm - /Q (g—i(x—y)u(y))dy.

i 10000 _ (31

h—0 h ox;

Basta provar que

Seja x € Q e h suficientemente pequeno tal que x + he; € Q.
Pelo Teorema do Valor Médio para x — y,x — y + he;, obtemos que Jc(h) € R tal que
c(h)| <he

Pyt hes) = f(x—3) = VF((x—y-+e(her) - (he) = h oL (= t-e(h)er).

Xi

Entdo, temos que

glx+he) —g(x)  Jof(x+hei—yu(y)dy— Jo f(x—yu(y)dy
h h

:/Q(f(x—y+heé)_f(x—y)>u()’)dy_/ <§£(X y+c(h)e ))u(y)dy (gi)*u()ﬂ—c(h) i)

Mas,
lim (x+c(h)e;) = x.

h—0
Entdo, pelo Lema 2.3.2, obtemos

lim (g(“he;? ‘g(x)> = lim (g_;) c e+ c(h)e;) = (g_)f;) Fux).

Hipoétese de indugdo:

vou, ] = k.D%(x) = | D*f(x=y)us)dy

Passo indutivo: provaremos para k+1, ou seja, se & ¢ um multi-indice com |a| = k+ 1, temos

que

Dg= [ D*flx=y)uly)dy

Ora, 3B tal que D%g(x) = D, (Dﬁ ), e aDf—D"‘f, onde |B| =
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Note que DP f € C'(R"), pois f € C=(R").
Logo, aplicado o caso base para DP g = [, DP f(x —y)u(y)dy, obtemos que

oDPg [ IDPf
8xj a Q 8xj

(x—y)u(y)dy.

Portanto,

= [ D% —y)uly)dy
Q

Teorema 2.3.2. Se u é harmonica em Q, entdo u é suave, ou seja, u € C*(Q).

Prova. Utilizaremos a fun¢io y definida anteriormente e o fato de u satisfazer a propriedade do
valor médio em Q (pois u# € harmdnica em Q).
Sejam, para € > 0,

Qe = {x€Q;d(x,0Q) > ¢},

1 X
Ve R = R ye(x) = —w(o), e
E €
ug Qg%R l/[g /WS X — Z

Seja x € Q. Provaremos que ug(x) = u(x).
Temos que, d(x,dQ) > € e, portanto, Be(x) C Q.

Entdo, definindo A := {z — x;z € Q}, obtemos:

x):/gwg(x—z dz—/ll/s u(x+y)dy

Mas, B¢(0) C A. De fato, a € B¢(0) = a+x € Bg(x) = a+x€Q=acA.
Logo, como temos que se x & B¢ (0), entao W (x) = 0 (pois y(x) =0, se x ¢ B;(0)), obtemos

/llfe u(x+y)dy = / Ve(—y)u(x+y)dy

Temos também que We(—x) = Ye(x), ou seja,

/ Ve(— x+ydy/ Ve(y)u(x+y)dy

Entao,

v Du+y)dy= | yO)ulx+ey)dy

T lyl<e € lyl<1

/ Ve (y)u(x+y)dy
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Assim,

L“@j:iél(Aanwomdx+£wd%)dr:iﬁl(éBMnWHVO@”“+4”@d&)dr

Além disso,

| 1
ug(x) =/ / r”_ll//(r)u(x+8rz)dSzdr:/ r”_ll//(r)dr/ u(x+erz)ds,
0 JoB,(0) 0 dB1(0)

Contudo, definindo s = €r, temos que s < € (pois r € (0,1)) e, portanto, Bs(x) C Be(x) C Q.

Assim, pela Equacao 2.3, obtemos:

/831(0) u(x+erz)dS, = /331(0) u(x+sz)dS; = wyu(x)

Dai, pela Equacao 2.7,

ug(x) = u(x)wn/()1 Yy (r)dr = u(x)

Assim, pelo Teorema 2.3.1, us € C*(Q¢),Ve > 0 e, portanto, u € C*(Q¢),Ve > 0.

Por fim, note que

Qcl Q..
&€

De fato, se x € Q, como Q € aberto, d(x,dQ) > 0.
Dai, Jgy > 0;d(x,dQ) > &.
Assim, x € Qg.

Portanto, u € C*(Q).

2.4 Estimativas e Regularidade

Nesta sec@o iniciaremos obtendo que derivadas preservam harmonicidade. Em
seguida obteremos estimativas para derivadas parciais, a partir da qual obteremos o Teorema de

Liouville e a analiticidade de funcdes harmonicas.

Proposicao 2.4.1. Suponha que u € C(Q) é harménica em Q. Entdo, D%u é harménica em Q,

para todo multi-indice o.

Prova. Note que u € suave, pois ¢ harmonica.

Dati, basta provar por indugio em || que A(D%u) = 0.
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Passo 1: |a| = 1.
Temos entdo que D%u = D,,u, para algum x;.
Contudo, aplicando o Teorema de Clairaut-Schwarz, temos que

ADyu) = Z( (ax,>):é(%<%>) aii(ax> ai,(A”) aax,(o)_o'

Portanto, Au = 0 = A(D,,u) = 0.

Passo 2: Se V|ot| = m vale, entdo, provemos que vale para f3 tal que |B| = m+ 1.
Temos que 3o tal que || = m e DF = D, /(D%u).
Mas, pela hipétese, D% é harménica, ou seja, A(D%u) = 0.

Dai, aplicando o resultado do passo 1, obtemos que A(Dﬁ u) =0.

Lema 2.4.1. Suponha que u € C(Bg) é harménica em Bg = Bg(xy). Entdo vale que
Dy u(xo)| < = max|u|, Vi € {1,2,...,n}
R B,

Prova. Note inicialmente que D,,u € harmOnica em By, e, portanto, satisfaz a propriedade do
valor médio.
Dai,

n
Dxiu(x()) =

D,.u(y)d
Wan BR(XO) Xi (y) y

Sendo Vv; a i-ésima cordenada do vetor 1(y), e aplicando o Teorema da Divergéncia no campo

de vetor F que vale u na i-ésima cordenada e 0 nas outras, obtemos:

Dyu(y dy:/ u(y)vidS
/BR<xo> ®) 2By (x0) O)vidsS,

Assim sendo,
n

Dy.u(xg) = WnR" S u(y)vidSy
E, portanto,
Do)l < T [ )] vilas,
Mas,

< max |u
) < maxu,
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vil <In(y)| = 1.

Entao,

|Dy,u(xo)| < max |u| ds, <

wpR" 9Bg dBg(x0) Wnl" Bg Br

Teorema 2.4.2. Suponha que u € C(BR) é uma fungdo harmonica ndo negativa em Br = Bg(xo).
Entdo vale que

Dyu(x0)| < %u(xo), Vie{1,2,..,n}

Prova. Anélogo ao Lema anterior, obtemos:

n
vi|dS
S oo OV,

Dai, como |u(y)| = u(y), pois u é ndo negativa, e |v;| < |n(y)| = 1, obtemos:

| Dyua(x0)| <

n
Doulxo)| < / u(v)ds
Dt < s [ avyas,

Porém, sendo u# harmonica, u satisfaz a propriedade do valor médio, ou seja,

u(y)dS, = w,R" 'u(x
L 20045 (x0)

Portanto,

n
|Dyu(x0)| <

_ n
WanwnR” Lu(xo) = Eu(xo).

O

Corolario 2.4.1 (Teorema de Liouville). Uma funcdo harménica em R" limitada por cima ou

por baixo é constante.

Prova. Sejam u, v funcdes harmonicas em R” limitadas por cima e por baixo, respectivamente.
Dai, dm,M € R tais que u(x) < M,Vx € R". e m < v(x),Vx € R".
Defina f(x) = M —u(x) e g(x) = v(x) —m.

Logo, f e g sdo ndo negativas e harmonicas em Bg(x),VR > 0,Vx € R".
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Portanto, pelo Teorema 2.4.2, temos, para todo i € {1,2,...,n}:

n

D f ()] < 2 F(0), Dyg ()] < Zo(x)

~

De onde obtemos, fazendo R — oo, que:
Dy.f(x) =0, Dy,g(x) =0, Vx € R"

E, portanto,

Dyu(x) =0, Dyv(x) =0, Vx € R"

Dai,
Vu(x) =0, Vy(x) =0, Vx € R"

O que prova que u,v sdo fungdes constantes, concluindo a demonstracao.

O

Proposi¢io 2.4.3. Suponha que u € C(BR) é harménica em Bg = Bg(xo). Entdo, para todo
multi-indice o, com |a| = m, vale que

n"me"™ !
o max u|

Bg

ID%u(xo)| <

Prova. Seja ot = x1,x2,...,xp, tal que x; +x2 +... +x, = m.
Provaremos por indugdo em m
Caso base: m =1
Temos que x; =1ex; =0,Vj #i.
Dai, o resultado vale pelo Lema 2.4.1.
Hipotese de indugdo: Seja Va;|o| = m, vale que

mem71m|

n !
max |ul

D* < —
IDu(x0)| < " ma

Passo indutivo: Seja @ = x1,x2,...,Xp, tal que x; +x2 +... +x, =m+1.

Precisamos provar que
n"Hlem(m+1)!

D) < 2

max [ul
Bg

Temos que 3 tal que || =m e Dy, (DPu) = D%u, para algum x;.
Para 0 < 6 < 1, definar=(1—6)R € (0, R).
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Entdo, aplicando o Lema 2.4.1 para DP , usando B,, obtemos:

D%u(x0)| = D, (DPut) (x0)| < gnlax IDP|. 2.8)

Seja agora x € B,.
Entdo Bg_,(x) C Bg_, C Bg.
Entdo, como || = m, podemos aplicar a hipétese a Bg_,, na funcdo DP e obter

nmem—l ! nm m—1 !
IDP (x)] < ——— max |u| < ————— max |u|
(R—r)m Br—r (R—r)m Br
Dai,
m ,m—1
max |DP| < Lmax|u|
Er (R_r)m ER

E, portanto, usando a Equacao 2.8 ¢ que r = (1 — )R, obtemos,

nme™m = m! Mt lem—lp

D%(xo)| < " max|DF] < BT fu] = max |u]
r r (R—r)" B Rmtlem(1—0) g,

r

Tomando entio 6 = m € N, e usando que e > (1 + - ) ,Vm € N temos que

et

1 1\m
s = (1+) 1) < I
67 (1—0) < +e (m+1) <e(m+1)
E assim concluimos que
nmtle (m—l—l)
D% ulxo)| < ——m max ul.

Teorema 2.4.4. Toda fungcdo harmonica é analitica.

Prova. Seja u uma fun¢do harmonicaem Q e x € Q.
Como Q € aberto, podemos tomar R > 0 tal que Bog C Q.
Além disso, tomando ainda & € R” tal que || < R, podemos usar a expressao de Taylor para

obter:

u()H—h):u(x)—i—mz_’1 ! [( 8ix1+ A+ hy, ain)iu}(x)—f—Rm(h),

i=1
onde

1 d o \"
Rm(h):%K a_x1+ -+ hy, 8xn) u}(x1+9h1,...,x,,+9hn)

para algum 6 € (0, 1).
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De fato, note que x+h € Bg(x), pois |h| < R.

Assim, para provar que u € analitica, basta provar que

lim |[Ry(h)| = 0.

m-—yoo

Note inicialmente que, nomeando y = x; + 0hy, ..., x, + Oh,, entdo |y — x| = |h|6.
Portanto, tomando r < (2 — 0)R, temos que B,(y) C Bag(x).

De fato, se [z—y| < r,entdo [z—x| < |z—y|+ |y—x| <r+|h|6 < (2—60)R+ OR < 2R.
Portanto, aplicando a Proposicao 2.4.3 a B,(y), concluimos que

n"me™ m!

rm

[D%u(y)| < max [u|

r

E, assim,
e !

rm

max [D%u(y)| < max [u]

r

Dai, obtemos que

H( aixl“L +hy aan)mu}(y)'é\mm

(5 ) "] )| < mgn ) <

dxy o0x,
m, m—1 ! hlmn 2m e 1 !
< ]h\mnmLmaXM 1 m max |u|
rm B, r’n B,
Concluimos entdo que
1 |hl™ 2m emn— 1 h 2,\m
Rou()| < LI ML ax fu] < (‘ In e) max |u|
m! rm B B

r r

Assim, tomando |h| < obtemos que |R,,(h)| — 0 se m — oo.

e

2.5 Desigualdade de Harnack e Funcao Fracamente Harmoénica

Nesta secdo obteremos a "desigualdade de Harnack"a partir da propriedade do valor
médio. Em seguida definiremos funcdes fracamente harmonicas e provaremos a "Identidade de
Green". Por fim a usaremos junto a propriedade do valor médio para provarmos que a definicdo

de fungdo fracamente harmonica é equivalente a definicdo de fun¢des harmonicas.

Lema 2.5.1. Seja xo € Q C R" ¢ r = 409

. Entdo, se u é harménica em Q, temos que
de = ¢(n) > 0 tal que

u(x) <cu(y), vx,y € Br(xg)
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Prova. Como u e harmonica, entdo u satisfaz a propriedade do valor médio.
Além disso, B4, (xo) C Q.
Dai, sendo x,y € B,(xp), temos que B3, (x),B,(y) C Bsy(x09) C Q

Portanto, usando a propriedade do valor médio para x, obtemos

n

n
u(z)dz =3"" / u(z)dz
wn(3r)" /Bw) ) W™ JBs, (x) )

Além disso, B,(y) C B3, (x).

u(x) =

De fato, z € B,(y), entdo |z —y| < re|z—x| < |z—y|+ |y —x0| + |xo —x| <r+r+r=3r.

Dai, usando que B,(y) C B3z,(x) e u > 0, temos

" / u(z)dz >3 / u(z)dz
Wt BBr(x) Wl Br(y)

Mas também temos, pela propriedade do valor médio para y, que

3—1’!

Concluimos entdo que
M(X) > 37"“()})7 vx?.y C Br(x0)7
E, definindo ¢ = 3", concluimos ainda que
u(y) <3"u(x), Vx,y C By(xp).
]

Teorema 2.5.1 (Desigualdade de Harnack). Suponha que u é harménica em €. Entdo, para

todo conjunto compacto K C Q existe uma constante C = C(Q,K) tal que se u > 0 em Q, entdo

1
Eu(y) < M()C) < Cu(y)avxuy €K
Prova. Sejar = d(KjT'm) >0ex,ycKk.

Tome a cobertura J,x B-(x) de K.

Como K é compacto, entdo existem xp,xp, ..., Xy tais que
N
K C Ui:]Br(Xi).

Note que podemos toma-los de modo que B,(x;) VB, (x;+1) #0, i € {1,2,....N—1}.
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Dai, como x,y € K, entdo dp,q € {1,2,...,N} tais que x € B,(xp),y € B,(x4).

Sem perda podemos tomar p < q.

Dai, podemos tomar pontos z; € B,(x;) N By (x;+1) parai € {p,p+1,....q—1}.

Assim, como d(x;,dQ) > d(K,dQ),Vi € {1,2,...,N}, podemos aplicar o Lema 2.5.1 as bolas
B(xi),i € {p,p+1,....,q}, e obtemos:

u(x) < cu(zp)

M(Zi) < CM(ZH_],i € {P,P‘f’ 177q_2}
“(qul) < cu(y)

De onde obtemos, multiplicando as desigualdades, que
u(x) < P u(y)

Mas,g—p+1<N.
Portanto, como ¢ > 0 e u > 0, entdo u(x) < cNu(y),Vx,y € K.
Assim, ¢ Nu(y) < u(x),Vx,y € K.
De onde concluimos que CiNu(y) <u(x) < Nu(y),vx,y €K.
Ora, pelo Lema 2.5.1, ¢ = 3" que s6 depende da dimensao de Q.
Além disso, N s6 depende de K.
Dai, definindo C = ¢V, entdo C = C(K,Q) e

1

Eu(y) <u(x) <Cu(y), Vx,y € K.

O

Definicao 2.5.1. Seja u € C(Q). Dizemos que u é fracamente harmonica se para toda ¢ € Cg(Q)

/ uAp =0.
Q

Lema 2.5.2. Suponha que u € C(Q),Q C R", n > 2, e u é fracamente harménica. Entdo, se

temos que

B,(x) C Q, temos

r u(y)dsS :n/ u(y)dy
/aB,(x) ()as, B, (x)
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Prova. Sejax = (x1,...,x,) € Q e defina.

(ly=x>=r)"ly—x[ <r
e(yr)=
O;ly—x|>r
Defina também @y (y,r) = (|ly — x> — )" *(2(n—k+1)|y — x|* + n(|ly — x|* — r?)) para

ly—x|<rek=2,3,..,n.

Note que @(-,7) € C3(Q), pois f(y) = |y —x|* — r* € C*(Q), supp(¢) = B,(x) é compacto, e as
derivadas parciais de ordem 1 e 2 de ¢ sdo nulas para [y —x| =r

Além disso, se y = (y1,...,yu) € [y —x| < r, entdo

do . 22—l
a%-—2@r<mMOy—x!—r)
02 _ n—
5;;—2MW—WF )" 4y —xi) n(n— 1) (ly —x|* —r?)" 2

Dai,
Lorp 2 2vn—1 2 2 2\n-2
Aw¢C%r)=:2%;g;-==2%2nﬂy-XI-r) +4(yi—xi)’n(n—1)(ly—x|*—r?)"* =
1= l 1=
=2n*(ly—x* = )" 4y —x*n(n—1)(ly—x* = )" > =2n(ly—x[* = *)" > (2(n— 1) [y—x|*+n(ly—x
=2n@y(y,r)

Portanto,

202y, r) sy —x < r

Ay‘P()’»”>:
O;ly—x|>r

Assim, usando que u € fracamente harmonica e que ¢ € C(Z)(Q), temos que

| ub)ga(srdy =0
Br(x)

Dai, se n = 2, obtemos que

/B . u(y) (4ly — x> — 2r2)a’y =0

Caso contrario, n > 3.
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Neste caso, provaremos que para todo k € {2,3,....n— 1}

/() u(y) Qi (y, r)dy = 0?/ () Prt1(y,7)dy =0 (2.9)

De fato, seja k € {2,3,...,n— 1}. Derivando a hipotese da Equagio 2.9 em relac@o a r, obtemos

_9 _ 9 P
0= 5., i) = [ uGIgiuriasy+ [ w) G0y

Masse2 <k <n—1el|y—x|=r,entido ¢y, r) = 0. Portanto, concluimos que

Pk
K (y.PYdy =0
/Br(x)u(y) 3, (v, r)dy

Note que

I
W(y,r)

= (1= K)(ly =22 =21 (=2r) (2(n— ket Dy +a(ly =22 =) + (y—x =) (~2nr) =
= (=20)(ly=xf? = 2= (=) (201 =k Dly =22+ nly—x = 12)) +n(y =22 = %) ) =
= (=2r)(n—k+ D) ((y =2 =2V 2(n =) ly— a2+ n(y =3P = 1)) = (=2r) (1= k+ 1) i1 (3.7)

Assim, concluimos entdo que

| ) (=20) =k D (3.r)dy =0
B (x)

Ou ainda,

| u0)calvray =0
By(x)

Assim sendo, podemos tomar k = n em (5) e obtemos que

0= [, uIeneras= [ u)((n+2)y =)y

Portanto, obtemos que, para n > 2 (pois j4 valia para n = 2), temos

/B,(x) u(y) ((n+2)ly — 2 —nr?)dy =0

Assim, derivando em relagdo a r, obtemos

0= %(/Br(x)u(y)((n+2)|y—x|2 —nrz)dy> =
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:/aBr(x)u(y)((njLz)\y—xp_nr2)d5y+/3r(x)u(y)(—znr)dy:

= 2r2/ u(y)ds —2nr/ u(y)dy
9B, (x) Y B, (x)

Assim sendo, como r > 0, podemos dividir a expressao por 2r e obtemos o resultado para todo

n>?2
r u(y)dSy=n / u(y)dy
/aB,(x) Y B, (x)
O

Identidade de Green: Seja Q é regular, 1 o vetor normal unitario exterior ao ponto x € dQ, e

u,v € C*(Q). Entio

/ (uAv —vAu)dx = / (uVv-n—vVu-n)dS;.
Q 20

Prova. Tome F' = uVyv.
Note que F € C1(Q).

Dai, usando o Teorema da Divergéncia e a relacdo
div(uVv) = Vu-Vv+ulv,
obtemos

/(VwVv—HtAv)dxz/ uVv-ndSy.
Q aQ

E, portanto,

/(uAv—vAu)dxz/ (uAv—l—Vu-Vv)dx—/ (vAu+Vv-Vu)dx =
Q Q Q

:/ (qu-T])de—/ vVu'n)de:/ (uVv-n —vVu-n)dSy.
aQ aQ aQ

O

Teorema 2.5.2. Suponha que u € C(Q). Entdo u € fracamente harmonica se, e somente se, u é

harmonica em Q.
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Prova.  <=) Suponha que u é harmonica.
Suponha, por absurdo, que 3¢ € C3(Q) tal que [ uA@ # 0 (digamos > 0).
Entéo, como uA¢ ¢ continua, temos que Jxp € Q, B,(xo) C Q tal que [p () uAp > 0.

Dai, usando a Identidade de Green para u, @ em B,(xg) temos

/ (uAQ — QAu)dx = / (uVo-n—@Vu-1n)dS;
Br(xo) 8B,(x0)

Mas faB,(xO) (uVeo-n—@Vu-n)dS, =0, pois
¢ € C5(Q) = ¢ € C§(B/(x0)) = 0125, (x) = V@I, (x) = 0,
€ [g,(xp) @Au =0, pois Au=0em Q D B (xo).
Portanto, [p (,,)uA@ = 0, absurdo!
Assim, concluimos que V¢ & C(z) (Q), temos que fQ uA@ # 0, ou seja, u é fracamente harmonica
em Q.
—>) Suponha que u é fracamente harmonica.

Para todo B,(x) C Q temos, pelo Lema 2.5.2

r u(y)dSy = n/ u(y)dy

/aB,(x) ()dS, B (x) v)

d 1 ndi{l

dr (wnr"1 /&Br(X) “O)S, ) Cwpdr (r_”/ () u(y)dy> B

n n 1
SN dy+ ds, ¢ =0.
W"{ e /Broc)”(y) Y Jon ") Sy} "

Portanto,

Isso implica que
1

Wn}"n_l

u(y)dS, = constante.
/aBr@ (y)dS,

Mas, sabemos que

| |
lim / ds :l'm—/ 4 r2)dS. =
i 25,00 u(y)dsSy = li 25,0 u(x+rz)ds,

r—0 wyr—1 r—=0wp

== —ul) [ dS= —ulxwa = (o
— uix = —ulx = —u\x)w, =ux).
wa JaB,(0) T wn IBI(0)  © Wn "

Assim, pela continuidade, concluimos que constate = u(x), ou seja,

1
dS, =u(x), VB,(x) C Q
/83,(x)u(y) Y u< ) ( )

Wy, =1
Portanto, u satisfaz a propriedade do valor médio em € e, assim, ¢ harmdnico em Q.
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3 SOLUCAO FUNDAMENTAL

Uma vez que provamos propriedades basicas de fun¢cdes harmonicas em geral, vamos
agora focar em propriedades de solugdes particulares. Para isso iniciaremos definindo a solugdo
fundamental da equacgdo de Laplace. Em seguida obteremos a funcdo de Green e estudaremos
algumas de suas propriedades. Finalizaremos solucionando o Problema de Dirichlet em Bg(0) e
obtendo coroldrios de tal solugdo.

Utilizaremos neste capitulo a nota¢do By para se referir a Bg(0).

3.1 Definicao e Formula de representacio de Green

Nesta secao iniciaremos estudando fungdes harmonicas radiais. Em seguida defi-
niremos a solu¢do fundamental (do laplaciano) por meio delas. Depois acharemos algumas

propriedades dela e provaremos a férmula de representaco de Green para funcdes C2(Q).

Proposicao 3.1.1. Se u é uma fungcdo harménica radial ndo trivial(constante) em R" — {0},
entdo dcy,cr € R tais que

c1+colnlx|; n=2

cq —|—cz\x\2_"; n>3

Prova. Como u é radial,
v :[0,400) = R; u(x) =v(r); r=|x| (3.1)

Dai, como u é harmonica para x # 0, temos que A,v(r) = Ayu(x) = 0 para r # 0.

Mas, temos que
ar  x;

Vyy = —— = —
T 9x
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Portanto,

Definindo w(r) =V/(r), obtemos

n—1

w (r) +w(r) =0

r

Dai, w(r) =0 ou w(r) # 0.
No primeiro caso, v'(r) = 0, portanto, v(r) = c1,c; € R e, assim, u(x) = ¢1 (solugdo trivial).

No segundo caso,
wi(r) 1—n

(In[w(r)])" = = = (1=n)In(r)

w(r) r

Portanto, integrando, para algum ¢ € R
Inw(r)] = (1 =n)ln(r) +c,

Assim, para algum ¢; € R

Entao,

Integrando novamente, obtemos, para algum c; € R

ci1t+celn(r); n=2
cl+cerr ™™ n>3

De onde segue que o resultado.
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Proposicao 3.1.2. Seja u uma fungcdo harmonica radial ndo trivial em R" — {0} tal que, para v

definida na Equagao 3.1,

/ 8v(r)de:1,Vr>0
9B,(0) Or

entdo, para algum c € R, temos

c+ %ln\x\ n=2
u(x) =
1 2-n.
C—f—m’.x’ n,l’l Z 3
Prova. Se n =2, temos que v(r) = c¢| + ¢p Inr, para alguns cy,c; € R.

Logo, como [yp () 85(:) dS,=1,Yr>0,e a% (c1+caln(r)) = 02% obtemos, para r > 0

qualquer,
1
/ Cz—de =1
9B,(0) T
Mas,
1
[ edsi=2 [ ds,= Zonr—2mc,
9B,(0) T I JdB.(0) r
Portanto,
1
2y =1=cp=—
2
E,
1
v(r)=c1+ ﬁln(r).
Ou seja,

1
u(x) =ci+ gln]x].

Se n > 3, temos que v(r) = ¢| +cpr> ", para alguns ¢y, ¢ € R.

Logo, como [5p ) ag(rr) dS,=1,Yr>0,e ﬁ (c1+c2r*™) = c2(2—n)r' ™" obtemos, para

r > 0 qualquer,
/ c(2—n)rtTds, =1
dB(0)
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Mas,
/ c2(2—n)rt"ds, :cz(2—n)r1"/ ds, =
9B,(0) 9B, (0)
=c2—n)r w T = (2 —n)w,
Portanto,
1
62(2—n)wn =1l=c= m
n
E,
o 1 2—n
v(r)=c1+ wn(Z—n)r
Ou seja,
1 )
ulx)=c+ x|
() =1+ gl

]

Obs 3.1.1. Se trocarmos a condi¢do u harménica radial por u harménica em R" —{a},a € R"

fixo tal que u(x) = v(r) para r = |x — a|, obteremos que

c1tcein|x—al;n=2
ci+elx—al>n>3

Ainda mais, se

/ M) 4s =1, vr> 0
B.(a) OF

Entdo, para algum c € R,

n=2

c+5lnjx—a
u(x) =

c+ m]x—a\z_”;n >3
Definicao 3.1.1. Definimos a solugdo fundamental do Laplaciano como sendo a funcdo I'(a,-) :
R"—{a} — R, para a € R", tal que
Linjx—alin=2
2 ’

I'(a,x) = 1 .
m|x—a| 7”;” Z 3
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Ou ainda, T": (0,00) — R tal que

['(r)=

Obs 3.1.2. A fungdo I'(a,x) é harménica para x # a,

l(a,x) 1

on,  wylx—al’

/ I S =1, ¥r >0
9B,(a) 0Ny

Prova. A harmonicidade vem da Obs 3.1.1.

Além disso, sendo n, a normal unitdria para x € dB,(a), temos

Vaw) — 24
wp|x —al”
x—a
ny=-—,e€
x—al
_ _ 2
ar(a’x):VF-nx: Xx—a x—a _ lx —al _ 1 .
on, wplx—al" |x—al  wylx—a|"t wylx—a|r!
Por fim,
ar 1 1 1
o () o e ()
B,(a) \ Ony IB,(a) \ Wn|x —al" Wy JoB,(a) \ 1"

1
= : / ds, = lwnr"*1 =1
wnt""™" JB,(a) Wyt~

Obs 3.1.3. A funcdo T é integrdvel em  para todo Q limitado.

Prova. De fato, como Q € limitado, seja Bg(a) D €. Basta provar que

/ ['(x,a)dx < eo.
Bg(a)
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Mas, temos que

R
/ ['(a,x dx—/ / ax)dedr:/ / L(a,a+ry)r" 'dSydr =
Br(a B, ( 0 JaB(0)
R
/ / L(ry)r"~tds dr—/ / rlds dr—/ r(r)r“dr/ ds, =
9B (0 9B, (0 0 9B, (0)

R
:wn/ C(r) ar.
0

Logo, basta ver que:

Sen=2,

R 1 R R2 RZ
Fx,adx:27r/ —lnrrdr:/ In(r)rdr =In(R)— — — < oo,
/BR(a)( ) 027t() 0 (r) <)2 4

e,sen >3,

/ (x,a)d /R—l 2onnt gy ! /R PR
x,a)dx=w re T dr = rdr = — < oo,
Bg(a) "Jo wa(2—n) 2—nJo 2—n 2

]

Lema 3.1.1. Suponha que Q é regular e u € C*(Q). Entdo, para todo a € Q, se B.(a) C ©, e ny

é o vetor normal unitdrio exterior ao ponto x € dB,(a), entdo valem as seguintes igualdades

lim <MM) ds, = u(a);

r—0" JaB,(a) any
lim I'(a,x)Audx = 0;
r—0" JB,(a)
d
lim (r-”) ds, =0.
r—0" JaB.(a) \ Onx
Prova. Temos, pela Obs 3.1.2,
ol(a,x) 1
on,  wylx—all”

a2 ot ()
9B,(a) \ Ony 9B,(a) \ Wn|x—al" Wn JoB.(a) \ T

1 1 1
= — u(x)dS :—/ ula+r rn_ldS :—/ ula-+ ds
wnrnl/aB,(a) (x)dSx w1 /B, (0) (atry) Y wa JaB, (0) (a+ry)ds,
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Portanto,
or 1 1
lim (u )de = lim — u(a+ry)dSy = — u(a)dsS, =
r—0* JaB,(a) \_ Onx r—0" Wy JaB, (0) Wy JaB,(0)
u(a) u(a)

=7 ds, = —w, =ula
Wn /831(0) Y Wn " ( )

Além disso,

)
|/ TAudsx] g/ I | Audx < HAun/ \F|dx:HAunwn/ IT(s)|s" ds
B(a) By (a) By (a) 0

Ou seja,

.
| / TAudx| < ||Au|oowy / IT(s)|s" ds (3.2)
B (a) 0
E também,
d d
| (r u)de|§/ r2%\gs,
dB,(a) \ Ony dB,(a)| Ony
Mas,
2| < 9u] < [|Vul
on, — - =
Assim,
0
|/ (r u)de\SHVuHoo/ IT|dS,
9B,(a) \ Ony 9B, (a)
Mas,
/ ITJdS, = wa|C(F) |,
dB.(a)
Dai,
au -1
| Fo— )dSe| < |[Vul|eown|T(r)[r" (3.3)
9B,(a) \ Ony

Facamos o restante da andlise em dois casos.
Caso l: n=2.
Podemos assumir r < e (pois desejamos r — 0™).

Dali, |In(s)| = —In(s), e obtemos, pela Equacéo 3.2

|/ ( )FAudx|§||Au||oo27r/ |l"(s)|sds:||Au||w/ (|in(s)|s)ds =
B,(a 0 0
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Mas,
2 2
r r
| l ———1]1=0
0+ ( n(r)3 4)
Portanto,
lim TI'udx =0
r—0t Br(a)

Além disso, pela Equacao 3.3

du 1
I'— |dS«| < ||Vul|w2m—|In(r)|r = —||Vu||eln(r)r.
1y oy (T3 Yasi < 192 i)l = = |Vaintr)
E, como
lim In(r)r=0,
r—0t
entao,
lim (r ou )de —0.
r—0+ JoB.(a) \_ Ony
Caso 2: n > 3.
Pela Equacao 3.2

r 1 1 r
TAudx| < ||Au||o —2_"”_1d:AM—/d=Aoo—
], o Tt iy [ 5 s =l s s = Al =

Mas,
2
;
lim — =0
r—0+ 2
Portanto,
lim IF'Audx =0
r—0% JB,(a)
E, pela Equacao 3.3
du 1 » 1
I=— )dS,| < ||Vulleowy| —=——r*"7"" = ||V
o (T3 s < 19— = [Vl
E, como
lim r=0,

r—0t

1

46

2)

r2

2
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entao,

lim (r ou )de —0.
r—0+ JoB.(a) \_ Ony

]

Teorema 3.1.3. Suponha que Q é regular, u € C*(Q) e M, o vetor normal unitdrio exterior ao

ponto x € dQ. Entdo, para todo a € Q, vale a formula de representacdo de Green dada por

u(a) = /QF(a,x)Au(x)dX— /aQ <1"(a,x)aa—1;tx(x) - M(x)aa_r

X

(a,x)) dS.

Prova. Temos que £ € aberto.
Portanto, 3B,(a) C Q.
Pela Identidade de Green aplicado a u,I" na regido Q/B,(a), denotando por m, a normal

unitdria ao ponto x € d(Q\ Br(a)), temos que

/ (CAu — uAT)dx :/ (r du _,or )de
Q\B,(a) A(Q\B,(a)) \ Omy  Imy

Mas temos que AI'=0em Q\ B,(a), pois A’ =0em R" — {a} e a € Q\ B,(a), visto que
a € QNB,(a).

Assim sendo,

/ uATdx = 0
0\B, (a)

Além disso, d(Q\ B.(a)) = dQUIB,(a).
Sendo n, o vetor normal unitdrio exterior a x € dB,(a), entdo ny = —my,x € dB,(a) e
My = Ny, X € JQ.

Assim,

du o du oI’ du oI’
/a(sz\ma)) (fa—w ‘“a—mx)dsx = Lo (Fa—mx ‘”a—m)“x*/w (Famx ‘”a—nu)”’sx—

du aTr du ar
= /(99 <Fa—nx —Ma—m>dsx—/aBr(a) (Fa_nx —l/la—nx>de

Portanto,

u or u or
I'Aud :/ N— —u— de—/ <F—— —>de
/gz\B,(a) e ag( Ny uanx) dB,(a) \ Ony “on,

Agora, note que

/ TAudx — / TAudx— |  TAudx
Q\B,(a) Q By (a)
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Assim,

/FAudx—/ <r ou —uar>de: FAudx—/ (r ou —uar)de
Q o0\ INe  INy B,(a) dB.(a) \ Ony  Ony

Aplicando o resultado do Lema 3.1.1, obtemos que

TAudx — / (rﬂ - uﬂ)de — u(a).
B(a) 9B, (a) arlx 87]}6

Portanto, concluimos que

du or
/Ql"Audx— /89 (Fanx —uanx>d5x =u(a).

]

Corolario 3.1.1. Suponha que Q é regular, u € C*(Q) e 1N o vetor normal unitdrio exterior ao

ponto x € dQ. Entdo, para todo a € & temos que

ar
—dS, =1
/8(2 anx

Prova. Basta tomar u = 1 no Teorema 3.1.3. ]

Obs 3.1.4. Nas condicoes do Teorema 3.1.3 e para x € Q qualquer, temos, aplicando o Teorema

3.1.3, que

u or

u(x) = /Q L(x, y)Au(y)dy — / a—ny(y)—u(y)a—ny

aQ

(F(x,y) (x,y)) ds,. (3.4)

3.2 Funcao de Green

Nesta se¢do iniciaremos usando a férmula de representacdo de Green trocando a
solu¢@o fundamental por outra funcdo ¥ mais geral. Definiremos entdo a Fun¢ao de Green como
um caso particular da y. Acharemos entdo um candidato a soluc¢io do problema de Dirichlet (de

modo mais geral). E, por fim, obteremos propriedades da funciao de Green.
Lema 3.2.1. Seja Q regular, u € C*(Q), x € Qfixo e P(x,-) : Q@ — R € C*(Q) tal que Ay®(x,y) =
0 em Q. Entdo, definindo y(x,-) : Q — R com y(x,y) = I'(x,y) + ®(x,y), temos que

() = [ ey — [ (15) G 0) =) 3 9 ).
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Prova. Aplicando a Identidade de Green para u, P em Q, temos

du P
@ )200) ~u) @)y = [ (@550 0) —u) 5 ) ) a5,
Dai, como A,®(x,y) = 0, obtemos
du 0P
JLotautiar [ (@500 =g ) )as, <o 35

Assim, somando as Equacdes 3.4 e 3.5, e usando y(x,y) = I'(x,y) + ®(x,y), obtemos

()= [ ey [ (v 5000 —u) S ).

y

]

Definiciio 3.2.1. Seja Q regular, u € C*(Q), x € Q fixo. Se 3P(x,-) : Q — R € C*(Q) tal que
AD(x,y) =0,Vy € Qe P(x,y) = —I'(x,y),Vy € dQ, entdo, definimos a Fungdo de Green como
sendo G(x,-) : Q — R com G(x,y) = [(x,y) +®(x,y).

Obs 3.2.1. A Funcgdo de Green, caso exista, é tinica.

Prova. Basta provar que a fungao & da defini¢ao da fungao de Green € tnica.
Suponha que P exista.

Entdo, ® ¢é solu¢cdo de um Problema de Dirichlet e €2 € limitado.

Logo, pelo Corolario 2.2.2 do Principio do Médximo, ® € tnica.

[
Teorema 3.2.1. Seja Q regular;, x € Q fixo, e suponha que 3P(x,-) : Q — R € C*(Q) tal que
Ay®(x,y) =0,Vy € Q
q)(xay) = —F(x,y),‘v’y €0Q
Entdo, dados f € C(Q) e g € C(IQ), se o sistema
Au(x) = f(x),Vx € Q
u(x) =g(x),vx € 9Q

tem solugdo u € C*(Q), entdo ela é tinica e é dada por

G
)= [ Gy [ (s0)57 0 )as.
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Prova. Suponha que u € C?(Q) é solugio.

Entdo, pelo Lema 3.2.1, usando a Funcdo de Green, temos

du G
) = [ Gy [ (G0 5 0)-utn 57 () ) s,

y Ny

Mas se y € dQ, entdo

G(xvy) = r(x7y) +(I)(x7y) = F(X,y) _F(xvy) =0.

/nyAu dy+/( anyxy))ds
u(x):/ dy+/( any y))dS

Ou seja, obtemos a solugdo.

Portanto,

Dai,

Além disso, pelo Corolario 2.2.2 do Principio do Maximo, tal solucéo € tnica.

]

Proposicao 3.2.2. Seja Q regular. Entdo a Fungdo de Green G(x,y) é simetrica em € X Q, ou

seja, G(x,y) = G(3x),Vx £ y € Q.

Prova. Sejam x1,x; € Q, x| # x;.

Dai, como Q é aberto, 3ry,r; tais que B, (x1) C Qe By, (x2) C Q.

Tome r < minry,ry, |xp — x1|/2.

Entdo, B,(x1) NB,(x2) =0 e B,(x1) UB,(xp) C Q.

Defina G| (y) = G(x1,y) e G2(y) = G(x2,y).

Entdo, para i € {1,2}, temos que AG;(y) =0, se y # x;.

Além disso, sendo m, 0 normal unitdrio ao ponto y € d(Q\ (B-(x;) UB,(x2)) e aplicando a

Identidade de Green a G|,G; em Q\ (B,(x;) UB,(x2)), obtemos

(GIAGZ — GzAGl)dy

/Q\( By (x1)UB,(x2)) /(Q\ B,(x1)UB,(x) Oy dmy

Mas, sendo 1,71 y,n2,, 0 normais unitdrios aos pontos y € dQ, dB,(x1),dB,(x2),

respectivamente, entdo 1, = my, njy = —my € Ny y = —Mm,.
Portanto, usando ainda d(Q\ (B.(x1) UB,(x2)) = dQUJIB,(x1) UdB,(x2), obtemos
oG oG
/ (G1AG, — GoAG )dy = / (G122 — Gy =—1)dS,
2\ (B, (x1)UB; (x2) any T Iny
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2G; oG G, G
—/ (G — Gy=—1)dS, —/ (Gy — Gy=—1)dS,
3B,(x;) Oniy dni oB,(xs)  Omy dnay
Mas, parai € {1,2}, temos que x; ¢ Q\ (Br(x1) UB(x2)), pois x; € QN B,(x1) e
xp € QN B (x7).
Portanto, AG;(y) =0em Q\ (B,(x;) UB,(x2)).
Assim,
/ (G1AG, — GLAG)dy = 0.
Q\(By(x1)UB(x2))

Além disso, se y € dQ, entdo G;(y) = 0, pois G(x,y) = 0. Assim sendo,

Logo, obtemos que

oG dG
2 6,20

G G
/ (G1 2 —Gy—— 1 )dSy—l— (G1
8B (X1

dsS, =0.
dnyy dnyy IB,(x2)  Onay a5y

8n27y

Além disso, definindo I';(y) = I'(x;,y) e ®;(y) = ®(x;,y), e usando que G;(y) = [;(y) + Pi(y),

obtemos
aG aI_‘1 8F2 861
r G ds —|—/ G -T ds
/33( )< l‘9”1y zanw) ’ By (x2 ( ]an2,y zanz,y) Y
dG, P, 0P, G,
+ P G dsSy + G P ds, =0.
8B,(x1( 1<9n1y 28n1,y> iy 8Br(x2)( 1(9n2y 28n27y) Y

Mas, pela Identidade de Green aplicado a ®1,G; em B,(x]), e a P, G| em B,(x;), obtemos

G,  od
DO AGr, — GHAD)d :/ )] G ds
/Brm)(1 2= GOy = [P e, T Py 4
96, od,
CIDAG—GACIDd:/ @ e ds..
/B,(xz)( 2AG1 = Gia®2)dy 8Br(x2)( 28nz,y 13n2,y) Y

Mas AG, = 0 em B,(x}), pois xp &€ B,(x1); AGy = 0 em B,(x3), pois x| € By(x2); e A®; =0 em
Br(xl) UBr(X2>.
Portanto,

/ (®1AG3 — GoAD, )dy = 0,
By (x1)

/ ((I)ZAGI — GIACIDZ)dy =0.
Br(x2)



Dai,
d P
/ 0 2% _g, L)as, =o,
9B:(n)  Oniy ani,y
G P
/ 0, 27 6, 7245, =0
OB/() Oy Ongy
Ou seja,
2G; 0P 0P, dG|
o G dSy + G -P ds,=0.
/33 (x1) ( 18n1y 28n1y) Y JoB,(x ( 18n2y zanzy) Y
E, portanto,
2G; 2l I JG,
IN=——-G ds, + G -I dsy =0.
/33 (X1)( 8n1y 2‘9”1y) > Jos, (xz)( la”Zy za”Zy) g

Mas, pelo Lema 3.1.1 temos que, parai € {1,2} e j € {1,2} —1,
8G

lim —2las, =0
r—0" JaB,(x;) Bn, y
ol
lim G ‘—dSy = Gj(xi)

=0+ JoB,(x) ' Oniy
De onde segue que
—G2(x1)+Gi(x2) =0
Ou seja, como Gy (x2) = G(x1,x2) e Ga(x1) = G(x2,x1), obtemos

G(x1,x) = G(x2,x1), Vx1 # x2

Proposicao 3.2.3. Seja Q regular e x,y € Q com x # y. Entdo, valem as desigualdades
0> G(x,y) >T'(x,y), sen>3
1 —
0> G(x,y) >T'(x,y) — Eln(diam(ﬁ)), sen=2.
Prova. Fixe x € Q e defina G(y) = G(x,y), ['(y) =T(x,y), e P(y) = P(x,y).
Como @ ¢ limitada em Q e lim,_,, I'(y) = —co, entdo

lim G(y) = limI'(y) + lim ®(y) = —oco.

y—Xx y—Xx y—Xx
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Dai, VM < 0,3r > 0; y € B,(x) = G(y) < M.

Em particular, 3 > 0; Yy € B,(x), G(y) < 0.

Note agora que x ¢ Q\ B, (x).

Dai, G € C(Q\ B,(x)) e G é harmdnico em Q \ B, (x).

Logo, pelo Principio do Maximo (Teorema 2.2.1), como G ndo € constante, entao seu maximo
e minimo ocorrem em d(Q\ B,(x)) = dQ U IB,(x).

Mas G(y) =0, sey € dQ e G(y) <0, sey € dB,(x).

Entéo, supy q\p, ()6 =0.

Dai, G(y) < 0,Vy € Q\ B.(x).

Ou ainda, se s < r, entdo G(y) < 0,Vy € Q\ By(x).

Mas, seja z € Q,z # x qualquer.

Dai, como x # z e Q é aberto, 3d > 0 tal que z & By(x) € By(x) C Q.
Basta tomar s = min{r,d} e obtemos que G(z) < 0.

Assim, G(x,z) < 0,Vz # x.

Temos ainda que G(y) =T'(y) +®(y), onde AD(y) =0em Q e ®(y) = —I'(y) em JQ.
Fagamos agora dois casos.
Caso 1: n > 3.

Sabemos que, paray € dQ,

I(y)=———|x—y*"<0
) Wn(z_n>!x yl

Logo, ®(y) > 0, pois ®(y) = —I'(y) em dQ.
Mas, pelo Principio do Maximo obtemos entdo que ®(y) > 0 em Q.

Portanto, G(y) =I'(y) +®(y) > I'(y) e, obtemos que G(x,y) > I'(x,y).

Caso 2: n=2.

onde

diam(Q) = sup, cglx—l
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Logo,
1 _
D(y) > —Eln(diam(ﬂ)),

Portanto, pelo Principio do Maximo, ®(y) > —ﬁln(diam(ﬁ)) em Q.
Assim, como G(y) =['(y) + ®(y) > I'(y) — 5=In(diam(Q)), obtemos que
G(x,y) > T(x,y) — 5=In(diam(Q)).

3.3 Funcao de Green e Formula Integral de Poisson em By

Nesta se¢do acharemos a funcdo de Green em By e, com ela, provaremos a "férmula
integral de Poisson", a qual d4 a solu¢ao do problema de Dirichlet em Bg. Por fim obteremos

alguns coroldrios de tal férmula.

Proposicao 3.3.1. Seja G(x,y) a fungdo de Green para Q = Bg = Bg(0). Entdo, se x # 0 e

y # x, entdo

1 .
ﬁ(ln|x—y|—ln %x—%yD, n=2

G(X,y)— 1 ) R x| 2—n
m(’x—ﬂ = —X—WY‘ );n23

Jx]
Prova. Seja x # 0 tal que |x| < R.

Sendo ®(y) = ®(x,y), precisamos determinar & de modo que A® =0em Bge ® = —I"'em
JBg.

Como hd no maximo uma & que satisfaca tais condi¢des, basta encontrar uma solucao.
Temos que I'(x,y) é harmdnica para y € Bg — {x}.

Busquemos entdo ¢ € R e x* € R"\ Bg de modo que
[(ex*,cy) =T(x,y), Yy € dBg.

Uma vez encontrado, podemos definir ®(y) = —I'(cx*, cy).

Deste modo, para y € Bg (em particular, y # x*) teremos
AD(y) = —AT'(ex",cy) =0

E, para y € dBg, teremos
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Ora, mas como I'(x,y) s6 depende de |x — y|, para encontrar x* € R"\ Bg tal que, para y € dBg,
tenhamos |x — y| = |c|[x* —y].
Sejay € dBg.

Dai, |[y| = R, e temos que

P
=y = (c=y) - (=) = rf* 20y + by = !x!2 ~2xy+R =

1|2 2x-yR2  R* 1|2 XR2|xPRY\  |x)? R \?
o L + s ) = (P2 T+ ) = Sy (v
R? x> k2 R? 2 R? x|

R2

Portanto, tomando ¢ = %‘ ceRex" = TERs obtemos |x —y| = |c|[x* —y| e [x*| = %2‘ > R, como

queriamos.

Assim, para obter G(x,y), basta usar que

X 2 X
Glx,y) = Tx,y) + ®(x.y) = T(xy) — F(U<y— f%)) ~(ry) - F(Uy— 5x)

Dali, se n = 2, obtemos

1 X 1 X
G(x,y) = ﬂln|x—y| lnh—x— |R|y’ =5 <ln!x V| —ln‘l—x— |R|y‘>

E,sen >3,

1

“n 1
wn(2—n)

12

G<x7y) =

]

Obs 3.3.1. Seja G(x,y) a fungdo de Green para Q = Bg = Bg(0). Entdo, se x =0 e y # x, entdo

= (Inly| —In(R)); n=2

s (PP =R ) n >3

wn(2—n

G(()?y) =

Prova. Se x =0, basta notar que ®(0,y) = —I'(R) satisfaz:
Paray € Bg, A®(0,y) = —AI'(R) = 0, pois R > 0.
E, paray € dBg, |y| =Re ®(0,y) = —I'(R) = —I(0,y).
Dai, como G(0,y) =T'(0,y) +®(0,y) =I'(0,y) —I'(R), obtemos:
Sen=2,
G(0.9) = o tnly| — 5 1n(R) = 5 (1nly| ~ In(R)
)T g I g T g W I

R |« ’2" 1 (I 2o ’R x| ’ >
—X—— =——7| |x— — | .
W R wa2—m)\" 7 W R
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E,sen >3,

1 REN_ 1

‘an . — -
Wn(z_n) wn(2—n)

G(0,y) = mb’ (" —R*™).

]

Corolario 3.3.1. Seja G(x,y) a fungcdo de Green para Q = Bg = Bg(0). Entdo, se x € Bg,

y € dBg, e 1y € a normal unitdria ao ponto'y € dBg, temos

0G R? — |x|?
S0y =%
377y WnR’x_yl
Prova. Seja x € B, G(y) = G(x,y).
Entdo, se x # 0, temos, para ¢ = %' ex* = %x:
G _ L( Yi—Xi 2—n(yi_x;'k))
dyi  wp \|x—y|" o =y

Assim,

VG:L( Y=X 2 y—x* )
W \ Jx = y[" |x* — y|"

Mas, para y € dBg,

|x—y| = le[|x* —y| = c|]x" —y]|

Dai,
* n__ |x_y|n
=y =

Além disso,
R? ylx|*> — xR?
*) — _—— =
(y X ) - (y |X|2x> |X’2

Entdo, como ¢ = %, obtemos
Voo L[ =x KPP —xREY
wy \ e—=y[" RE\ x[2x—y|"

vo <y(R2_ \xP))

B WnR2 |x_y’n

Ou ainda,

Dai, como, para y € dBg, temos My = Iy_e’ entao

96 _voom = ! YR =AY vy L (BPR =D\ _9G 1 (RP—|xf
oy U TR kol )R waR\ Rx—yr ) T amy weR\ r—yJ

)
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Se x =0, entdao

96 _ 1 (y_>
a)’i Wn |y|n

VG:i( 4 )
Wn |y|n

Dai,

E entdo, para yindBg,

2
a_G:V(;.ny:i( yn).X:i<Mn):8G: ln,l-
Ny wa \[Y["/ R wn \Rly| Ny waR

Que é 0o mesmo que aplicar x =0 em

G R? — |x|?

any WnR|x_y|n.

Portanto, tal expressao vale para todo x € Bg.

]

Definicao 3.3.1. Definimos o Niicleo de Poisson (em Bg) como sendo a fun¢do a K : Bg X 0Bgr —

R dada por
G 1 R>—|x]?
K(x,y) = 2> (xry) = —5-——0 b
(6) = 5 )

wpR |x_y|n '

Proposicao 3.3.2. O Niicleo de Poisson satisfaz as seguintes propriedades para x € Bg e y € dBg
1. AiK(x,y) =0,
2. K(x,y) >0,
3. Jop, K(x,y)dSy = 1.

Prova.
1. Temos que x # y, pois BRNdBgr =0
Dai, como AG,(x,y) = 0, para x # y obtemos que AG,(x,y) = 0, pois G é simetrico pela
Proposicao 3.2.2.
Ou seja, G harmodnico em relagdo a x.
Dai, VG € harmonico em relagdo a x, pela Proposicao 2.4.1.

Assim, K (x,y) = gTG(x, y) é harmdnico em relagdo a x.
y
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2. Temos que |x| < R, pois x € Bg.
Logo, R> — [x|> > 0.

Além disso, |x —y|"* > 0, pois x # y.

Logo, K(x,y) > 0.
3. Pelo Teorema 3.2.1 para f =0e g =1, e Q = Bg obtemos:

Dai,

O

Obs 3.3.2. Assim como valia na convolugao (Teorema 2.3.1), vale para todo multi indice a que

D%u(x) = /a . (DEK(9)00)ds,.

Teorema 3.3.3 (Férmula Integral de Poisson). Se ¢ € C(dBgR), a funcdo u definida por

Jop K(x,y)0(y)dSy; x| <R

o(x); [x[ =R

u(x) =

satisfaz u € C(BR) NC™(Bg) e

Au=0; |x| <R
u(x) = ¢(x) x| =R

Prova. Jatemos que se |x| = R, entdo u(x) = ¢(x).

Resta analisar a suavidade em Bg, a harmonicidade em B e a continuidade em Bg.
Porém, pelo Teorema 2.3.2, a harmonicidade implica na suavidade.

Além disso a suavidade garante continuidade em Bg.

Resta entéo provar que u é harmonica em By e continua em 0 Bg.

Provemos que Au(x) = 0. Vx € Bg.

Usando a Obs 3.3.2, obtemos

sut) = [ KG)owas,) = [ (akx)o0as,

Além disso, pela Proposicio 3.3.2, A, K(x,y) = 0.
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Portanto,

Acu(x) =0.

Resta agora provar que u € continua em dBg.

Seja a € dBg e € > 0 quaisquer.

Queremos provar que 38 > 0 tal que x € BgNBg(a) = |u(x) — ¢(a)| < €.
Como g € C(dBg), entdo 36’ > 0 tal que y € dBrN By (a) = |g(y) —g(a)| < 5.
Também, como x — a = |x|> — |a|* = R?, entio

36” > 0; x € BRNBgn(a) = ||x* —R*| < &, A€ R

Tome 6 = min{d’,8"}.

Sejax € Bg ﬂBg(a).

Usando a Proposi¢ao 3.3.2, temos que K(x,y) > 0e [y K(x,y)dSy = 1.

Portanto,

u(x) =9 (a)| =

K(x,y)0(y)dSy— /83R K(x,y)¢(a)dS)

_ ' [, Klo0) -o(aids,| <

JdBr

g/aBRK(x,y)](p(y)—q)(a)\dS :/a K(x.9)|9(y) — ¢(a)|dSy+

BRﬂB(;(a)
—|—/ K(x, —¢(a)|ldSy=A+B.
_— (x,9)[¢(y) — d(a)|dS,

Analisemos A e B separadamente.
Temos que |g(y) —g(a)| < €, pois y € dBgNBg(a) C dBRNBgi(a).
Logo,

A= K(x,9)[0(y) — 0(a)|ds, < £

€ €
= K(x,y)dS §—/ K(x,y)dS, = =.
dBgNBs(a) 2 JaBrnB;s(a) (x,)dSy 2o (x,)dSy 2

Bg

Além disso, se x € BN Bjs(a). ey € dBr\ Bs(a), entdo |x —a| < g ely—al > 4.
2

Assim,

y—a

o)
y—al <|y—x|+x—a|l < Iy—x|+§ < !y—XI+T

8 ~ b—d
Portanto, § < == < |y —x|.

Dai, ||y —x| 7" <2"67".

Logo, como [9(y) — ¢(a)| < |[9] .., obtemos

B= K(x, — 0(a)ldS, <2 m/ K(x,y)dS, =
o KEe0) - p@las <2ell- [ Kixas,
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1 R?>—|x|?

( RZ . |x‘2
IBx\Bs(a) \WnR |x—y|"

dSy =2||§]|cc——— —x|"as, <
Jas, =201k [ s as, <

= 2[¢]le

R? — |x|? _
< n+1 - / n
e Ll R L

. Mas, sendo x € BgNBs (a) C BN Bgr(a), temos |R* — |x|?| < L.
2

Assim sendo,

FoRE ) (eas < £ ol [ (57
wnR  JaBg\Bs(a) Y T4 WnR J9Bg\Bs (a) Y

B <2"[9]l.

Dai, tomando
1

wnR JoBg\B;(a)

A=2"[g]]. (677)dS, < o=
obtemos que B < §.
Portanto,

E €&
lu(x) —¢(a)| <A+B< §+§ =¢€,Vx EBRﬂBg(a).

O

Corolario 3.3.2. [Propriedade do valor médio na Bola] Dada ¢ € C(dBR), e u harménica em

Bg com u|yg, = ¢y, entdo

1

0) = e [ 90,

Prova. Tomando x = 0 na Férmula Integral de Poisson, obtemos

u(0) = K(0,y)9(y)dSy.
9BR
Mas,
1
K(0,y) = wRT

Portanto, obtemos

1 1
= dsSy = dsy.
W0) = [ 00N, = ey [ 6,
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Corolario 3.3.3. Suponha que u € C (B_R) é harmonica em Bg e u > 0. Entdo, se x € B e r = |x|,
vale que
R anR . R n72R
" (0) < u(x) < T 0).
R+r R+r R—r R—r
Prova. Pelo Férmula Integral de Poisson temos que
1 RZ . 2
u(x) = / i u(y)dsS,y.
waR Jagg [y —x|"
Mas, sendo y € dBg, obtemos, pela desigualdade triangular, que
R—r<[—|x[<[y—x<|y|+[x| <R+r
Dai,
R—r/ 1 \"? R _Rr( 1 n-2
R+r\R+r ~ |ly—=x|" TR—r\R-r
E, portanto,
1 R—r/ 1 \"? 1 R+r/ 1 \"?
ds, > u(x) < / ds,.
wiR R 7 (R+r> g 048, 2 ) < wnRR—r<R—r> 5, M0)dSy
Mas, pelo Corolario 3.3.2, temos
/ u(y)dSy = w,R"'u(0).
0BR
Logo,
1 R— 1 \"? 1 R 1 \"?
r wR™ 1 u(0) > u(x) < T wR"™1u(0).
WoRR+r\R+r WoRR—r\R—r
De onde segue o resultado.
O

Corolario 3.3.4 (Teorema de Liouville). Uma funcdo hdarmonica em R" limitada por cima ou

por baixo é constante.

Prova. Sejam u, v fun¢des harmonicas em R” limitadas por cima e por baixo, respectivamente.
Dai, dm,M € R tais que u(x) < M,Vx € R". e m < v(x),Vx € R".

Defina fi(x) =M —u(x) e f2(x) = v(x) —m.

Logo, para i € {1,2}, f; é ndo negativa e harmdnica em Bg(0),VR > 0.

Dai, seja x € R".
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Entdo, pelo Corolario 3.3.3, aplicado a bolas Bg com R > |x|, obtemos

R \"*R—r R \"?R+r
(7)) w0 <= (75) foiho

, R \"’R—r , R \"’R+r
lim =1, lim =1.
R—o \ R+r R+r R \ R—7r R—r

Mas, como

Obtemos,

£:(0) < fi(x) < £i(0), Vx € R”

De onde obtemos que fj(x) = f;(0), Vx € R".

Portanto, f; € costante, e, assim, u € v sdo constantes.
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4 CONCLUSAO

Obtemos ao fim inimeros resultados acerca das fungdes harmonicas.

Conseguimos obter uma equivaléncia para a defini¢do de fun¢des harmonicas via
Propriedade do Valor Médio, de onde podemos tirar muitas informagdes que antes, simplesmente
pela Equacdo de Laplace, era invidvel.

Obtemos também o Principio do Médximo, a partir do qual podemos restringir o
dominio das fun¢des harmonicas a sua fronteira na busca de méximos e minimos da funcao,
além restringir o nimero de solugdes do problema de Dirichlet a no médximo uma sobre dominios
limitados.

Conseguimos ainda obter uma fung¢do regularizante, a partir da qual obtivemos a
suavidade das fun¢des harmonicas, tendo em seguida obtido ainda que fun¢des harmonicas sao
analiticas, ou seja, muito mais regulares do que a hipétese inicial de serem C2.

Também obtivemos a desigualdade de Harnack, a partir da qual podemos comparar
quaisquer duas imagens de uma fun¢do harmoénica via constantes que independem da fungdo e
dos pontos do dominio, mas dependem apenas do dominio e do compacto em que os pontos em
questao estao.

Em seguida obtivemos uma nova equivaléncia a definicao de funcdes harmonicas via
funcdes de suporte compacto, o que torna mais facil identificar fun¢des harmonicas através do
estudo de funcdes que minimizam energia, fato a ser estudado e analisado em outra ocasido.

Abordando em seguida tal classe de funcdes sob outra visdo, obtivemos uma solugdo
particular rica em propriedades, a Solu¢do Fundamental, a partir da qual obtivemos a fun¢do de
Green, que nos permite descrever fungdes de classe C* em funcdo de seu laplaciano e do seu
valor na fronteira. Assim, obtivemos o tnico candidato a solu¢do do Problema de Dirichlet, e até
de problemas mais gerais, sendo assim possivel obter a solug¢do, por exemplo, do Problema de
Poisson.

Por fim obtivemos a funcio de Green e a solu¢cdo do Problema de Dirichlet em bolas
centradas na origem. De modo semelhante, porém, € possivel determinar a funcdo de Green e

resolver tal problema sobre outros dominios, como o R" , também de modo simples.
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