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RESUMO

O objetivo em problemas de classificacdo de padrdes € atribuir um elemento de um conjunto
de dados a uma dentre diversas classes. Devido a clara fundamentagdo matematica e em geral
boa capacidade de generalizacdo, métodos de kernel baseados em méquinas de vetores-suporte
(SVMs) tém sido aplicados com sucesso em problemas de classificacdo. Para construir um
classificador SVM busca-se pela superficie de decisdo que melhor separe os elementos de classes
diferentes, com as mais largas margens possiveis. A partir dessa superficie constréi-se uma
funcdo de decisdo, que € utilizada para classificar novos elementos. Embora classificadores SVM
tenham sido inicialmente propostos para tratar conjuntos linearmente separdveis, a fim de lidar
com conjuntos de dados mais complexos, um parametro de regularizacdo e varidveis de folga
foram adicionadas a formulagdo original. Um problema dessa abordagem € que, além de ser
necessdrio calibrar um parametro extra, hd um aumento na quantidade de vetores-suporte usados
para construir a funcao de decisdo. Quanto maior o nimero de vetores-suporte, maior o custo
computacional para classificar novos padrdes. Nesta dissertagdo, introduz-se um classificador
SVM que utiliza a 16gica nebulosa para lidar com incertezas nos conjuntos de dados. Com esta
abordagem, os problemas oriundos da introducdo de um parametro regularizador sdo evitados.
Além disso, o classificador resultante da proposta atribui valores de pertinéncia aos elementos
do conjunto de dados, permitindo que uma classe de rejeicdo seja introduzida na formulacdo
sem maiores dificuldades. As duas versdes do modelo proposto, com e sem opg¢ao de rejeicao,
foram testadas em diversos conjuntos de dados oriundos da drea médica e comparadas a outras
formulagdes de classificadores SVM. A versdo sem opcao de rejeicdo apresentou taxas de
acerto similares aquelas do SVM com margem flexivel, com a vantagem de necessitar de uma
quantidade consideravelmente menor de vetores-suporte. A versdo com classe de rejeicao

também apresentou resultados promissores.

Palavras-chave: Classificacdo. Mdquinas de vetores-suporte. Logica nebulosa.



ABSTRACT

The goal of pattern classification is to assign an element of a data set to one out of many available
classes. Due to a precise mathematical foundation and excellent generalization performance,
kernel methods based on support vector machines (SVMs) have been successfully applied to
pattern classification problems. To build an SVM classifier, we search for the best decision
surface that separates the elements of the different classes from each other, keeping the largest
margins possible. From this surface, we build a decision function, which is used to classify
new elements. Despite being proposed initially to handle linearly separable data sets, to deal
with more complex data sets, a regularization parameter and slack variables were introduced
into the original SVM formulation. A drawback of this approach is that, in addition to the need
for calibrating an additional parameter, there is an increase in the number of support vectors
required to build the decision function. The higher the number of support vectors, the higher
the computational cost for classifying new incoming patterns. In this thesis, we introduce a
novel SVM formulation based on fuzzy logic to handle uncertainties in the data set. Using this
approach, drawbacks resulting from the introduction of a regularization parameter are avoided.
Additionally, the resulting classifier assigns membership values to the elements of the data set,
allowing the introduction of a rejection class into the proposed formulation without further
difficulties. The two versions of the proposed model, with and without rejection class, were
evaluated on several benchmarking data sets originating from the biomedical research and their
performances were compared to those from other SVM formulations. The version without
rejection class presented recognition rates comparable to those from soft margin SVM, with the
advantage of using considerable less amount of support vectors. The version with rejection class

also presented promising results.

Palavras-chave: Pattern classification. Support-vector machines. Fuzzy logic.
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1 INTRODUCAO

O volume de informacao gerado a cada segundo nos dias atuais tornou o trabalho de
andlise dessa informacdo um desafio, invidvel de ser realizado sem o auxilio de computadores.
Ademais, inimeras técnicas e modelos sdo desenvolvidos para esse fim, os quais s@o objetos de
estudos na area de pesquisa sobre andlise de dados.

Denomina-se de aprendizado de mdquina uma drea da andlise de dados que busca
automatizar a construcio de modelos analiticos. E um ramo da inteligéncia artificial baseado na
ideia de que os sistemas podem aprender usando dados observados, identificar padrdes e tomar
decisdes com minima interven¢ao humana.

Algoritmos de aprendizado de mdquina podem ser separados, em um primeiro
momento, em duas categorias: algoritmos de aprendizagem supervisionada e algoritmos de
aprendizagem ndo supervisionada. Nos algoritmos supervisionados, o conjunto de dados de
treino é composto de vetores de caracteristicas e seus réotulos (a classe a qual cada vetor pertence).
Problemas onde o objetivo € atribuir a cada vetor de entrada uma dentre diversas classes sao
chamados de problemas de classificacdo. Caso o objetivo seja obter uma ou mais varidveis
continuas, entdo o problema é chamado de regressao. J4 nos algoritmos nao supervisionados,
o conjunto de dados € composto apenas pelos vetores de caracteristicas, de tal maneira que os
elementos ndo possuem rétulos. Nessa categoria de algoritmos, o objetivo pode ser encontrar
grupos de vetores com caracteristicas similares, o que € conhecido como agrupamento (clus-
tering); determinar a distribuicdo dos dados no espaco dos vetores de caracteristicas, o que é
chamado de estimacao de densidade; ou ainda projetar o conjunto de dados de um espacgo de
alta dimensao para um espago com duas ou trés dimensdes, para que seja possivel visualizar os
dados, processo que é conhecido como reducao de dimensionalidade (BISHOP, 2011).

Tome, como exemplo, o problema de classificagdo/reconhecimento de nimeros
manuscritos. Na Figura 1 s@o apresentados alguns exemplos de nimeros extraidos do conjunto
de dados NIST (GROTHER, 1995). Cada nimero corresponde a uma imagem de 28 x 28 pixels.
O objetivo € construir um classificador capaz de tomar uma imagem como entrada e retornar
a classe a qual ela pertence. Neste exemplo, as classes sdo os nimeros inteiros de 0 a 9. Para
isso, utiliza-se um conjunto de dados de treino (fase de aprendizagem), composto por diversas

imagens de cada um dos nimeros e pelas classes dessas imagens.
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Figura 1 — Exemplos de nimeros manuscritos contidos no conjunto de dados NIST.

O /[ A 3 A

5 ¢ 7 & 5

Fonte: elaborada pelo autor, a partir de imagens dos digitos do conjunto de dados NIST.

O resultado da execucdo de um algoritmo de classificacdo pode ser representado
por uma fungio f(x), chamada de fung@o de decisdo. Essa fungdo é determinada durante a fase
de treinamento, ou fase de aprendizagem, com base nos dados de treino. Tal fung@o tem como
entrada um vetor de caracteristicas, x, € como saida a previsdo da classe desse vetor, y. Entao,
essa funcdo € utilizada para classificar novos vetores de caracteristicas, 0s quais compdem o
conjunto de teste. A habilidade de classificar corretamente esses novos vetores, o que € um dos
objetivos principais em problemas de classificacdo de padrdes, € conhecida como generalizacao.

Também existem algoritmos de classificacdo cuja fungdo de decisido pode, além de
atribuir uma classe a um determinado vetor de caracteristicas, abster-se de tomar uma decisio
(CHOW, 1957; CHOW, 1970; PLATT et al., 1999; FUMERA; ROLI, 2002; BARTLETT,;
WEGKAMP, 2008; GRANDVALET et al., 2009). Essa op¢do de se abster, conhecida como
opcao de rejeicao, ¢ muito importante na pratica, principalmente em problemas cujos custos de
se cometer erros sao elevados (CHOW, 1970; WEBB, 2003).

Problemas de classificacdo estdo cada vez mais presentes no nosso dia a dia como
por exemplo, Smartphones usam deteccio facial ou leitura da impressao digital para desbloquear
o aparelho, lojas de vendas online usam informag¢des de compras anteriores para sugerir novos
produtos, e-mails sdo classificados dentre diversas categorias (promog¢des, compras, viagens,
spam, etc). Ha na literatura diversos algoritmos de classifica¢do, tais como arvores de decisdao
(QUINLAN, 1986), redes neurais (HAYKIN, 1994), fun¢des discriminantes (MIKA et al., 1999)
e Mdquina de Vetores-Suporte, traducio livre de Support-Vector Machine (SVM) (BOSER et al.,
1992; CORTES; VAPNIK, 1995).

Dentre os algoritmos de classificagdo, SVMs tém tido grande destaque desde seu
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surgimento na década de 90. Esse tipo de classificador vem sendo aplicado com sucesso em
diversos problemas, tais como reconhecimento facial (OSUNA et al., 1997, DENIZ et al., 2003:
HEISELE et al., 2001), classificacdo de imagens (CHAPELLE et al., 1999; FOODY; MATHUR,
2006), categorizagdo de textos (JOACHIMS, 1998; DUMALIS et al., 1998) e bioinformética
(BYVATOV; SCHNEIDER, 2003). Além de classificacdo, SVMs também podem ser utilizadas
para regressao. Para esses casos, o método € denominado Support-Vector Regression (BURGES,
1998).

Resumidamente, dado um conjunto de dados bindrio (com apenas duas classes)
uma SVM realiza um mapeamento, de forma implicita, dos dados de entrada para um espacgo
de dimensao elevada, chamado de espaco de caracteristicas. Nesse espaco ela entdo procura
pelo hiperplano que maximiza a margem de separacdo das duas classes, sendo que margem de
separagdo € definida como a soma das distancias do hiperplano até o elemento mais préximo de
cada classe.

Dados oriundos de problemas reais podem possuir incertezas. No problema do
reconhecimento de digitos, essas incertezas podem ser variacdes na escrita dos nimeros, uma
vez que cada pessoa escreve de forma tnica. Por exemplo, na Figura 2 sdo apresentadas algumas
imagens do nimero 6 contidas no conjunto de dados NIST. Em problemas de reconhecimento
facial (ou de imagens em geral) as fotos podem estar embacgadas, em angulos diversos, com
diferentes ambientes ao fundo, etc. Ademais, dados obtidos através de medi¢des também terdao

incertezas, uma vez que nenhuma forma de medigao estd livre de imprecisdes e dados incertos.

Figura 2 — Alguns exemplos do nimero 6, extraidos do conjuntos de dados NIST.

6 6 ¢ ¢ &
é (L ¢ ¢ P

Fonte: elaborada pelo autor, a partir de imagens dos digitos do conjunto de dados NIST.

Uma forma de lidar com incertezas € através do uso da l6gica nebulosa. Nela, a cada
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elemento e subconjunto de um conjunto universo € atribuido uma pertinéncia do elemento ao
subconjunto, onde a pertinéncia é um valor real no intervalo [0, 1]. A interpretagdo da pertinéncia
¢ feita com o uso de varidveis linguisticas. Por exemplo, vamos usar a l6gica nebulosa para
definir um conjunto nebuloso das pessoas adultas. Pode-se entdo associar um nimero real a
idade de cada pessoa da populacio e assim construir o conjunto universo U = [0,122]!. Para
caracterizar o subconjunto nebuloso, A, dos adultos definimos uma fung¢do para representar a

pertinéncia de um elemento, x, a esse subconjunto. Essa fun¢do pode ser definida como

(
30, sex€([0,30)

Xi(x) =141, sexe[30,59]

2 sex € (59,122]

\

Note que todos os elementos do conjunto universo possuem uma pertinéncia ao subconjunto
nebuloso dos adultos. Para esse exemplo, quanto maior a pertinéncia de alguma pessoa “mais
adulto” ela seria considerada. Uma grande vantagem dessa abordagem é que abre-se a possibili-
dade de se tomar decisdOes menos bruscas. Ao invés de falar que uma pessoa de 29 anos nao é
adulta, como seria na teoria de conjuntos cldssica, na teoria de conjuntos nebulosos podemos
dizer que essa pessoa é um adulto com pertinéncia 29/30 - ou seja, essa pessoa poderia ser
considerada um “quase adulto”.

As primeiras aplicagdes da l6gica nebulosa foram em problemas de sistemas de
controle, na década de 70. Hoje em dia, além de sistemas de controle, ela tem sido aplicada
com sucesso em diversas dreas, tais como processamento de imagens, engenharia eletrotécnica e

automacao industrial (SINGH et al., 2013).

1.1 Objetivos
1.1.1 Objetivo Geral

O trabalho apresentado nesta dissertagcdo compreende o desenvolvimento de dois
classificadores, baseados em maquinas de vetores-suporte. O primeiro classificador generaliza
a primeira formulacdo do SVM com o uso da l6gica nebulosa para lidar com incertezas em
conjuntos de dados. O segundo classificador introduz a estratégia de opcao de rejeicao ao

primeiro classificador proposto.

IO intervalo é fechado em 122 devido a pessoa mais velha ja documentada da histéria ter vivido 122 anos

(WHITNEY, 1997).
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1.1.2 Objetivos Especificos

e Avaliar a acurécia dos classificadores propostos em conjuntos de dados reais;

e Avaliar a quantidade de vetores-suporte encontrada pelos classificadores propostos em
conjuntos de dados reais;

e Comparar os classificadores propostos com outros classificadores baseados em maquinas

de vetores-suporte, com e sem opcao de rejeicao.

1.2 Estrutura do texto

O restante deste trabalho esta organizado da seguinte forma: no Capitulo 2 é apre-
sentada uma fundamentagao matematica dos classificadores SVM, assim como a formulagao
matemadtica de métodos que introduzem uma op¢ao de rejeicdo a esses classificadores. Neste
capitulo ainda € feita uma revisdo bibliografica de trabalhos que desenvolveram classificadores
SVM nebulosos. No Capitulo 3 € apresentado o desenvolvimento do método proposto neste
trabalho, além de ser discutido como uma regiao de rejeicdo pode ser obtida a partir da saida
desse método. No Capitulo 4 sdo apresentados resultados da aplicacdo do classificador proposto
e de outros classificadores SVM, com e sem op¢ao de rejei¢do, em quatro conjuntos de dados
oriundos da drea médica. Por fim, o Capitulo 5 traz as consideragdes finais sobre o método

proposto neste trabalho.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Este capitulo apresenta uma revisao bibliografica sobre classificadores baseados em
SVM, assim como formulacdes desses classificadores.

Conceitos bésicos e a primeira formulagdo de um classificador SVM, proposta para
conjuntos linearmente separaveis, sdo apresentados na Secao 2.1. Uma generaliza¢do desse
método, a qual permite a constru¢do de classificadores SVM para qualquer conjunto de dados, é
apresentada na Secdo 2.2. A Secdo 2.3 trata sobre funcdes kernel, as quais podem ser utilizadas
para a construgdo de superficies de decisdo ndo-lineares. Na Secdo 2.4 introduz-se o conceito de
op¢ao de rejeicdo e sdo apresentados classificadores SVM com essa caracteristica. Por fim, na
Secdo 2.5 € feita uma discussdo sobre métodos que utilizam a l6gica nebulosa em classificadores

SVM, chamados de Fuzzy Support Vector-Machine (FSVM).

2.1 Maquina de vetores-suporte com margem rigida

Em 1964, Chervonenkis e Vapnik criaram o primeiro método para a construc¢ao de
um Hiperplano Separador Otimo (HSO) (VAPNIK, 2006). Para entender o que é um HSO,

primeiro sdo necessarias algumas defini¢des.

Definicao 2.1 O hiperplano é um conceito matemdtico que generaliza a nog¢do de reta ou plano
para vdrias dimensées. No espagco R", um hiperplano é definido pelo conjunto de pontos que

satisfaz a equagdo
wix+b=0,
sendo que w € R" é o vetor normal ao hiperplano, b € R e x € R".

Definicdo 2.2 Seja T = {(x;,y;) | i =1,...,£} um conjunto de dados tal que x; € R? é o i-ésimo
vetor de atributos, y; € {—1, 1} representa a classe de x; e p a é quantidade de atributos de x;.

Esse conjunto é dito ser linearmente separdvel se exitem w € R? e b € R tais que

wixi+b>1, paray;=1 2.1
e

wixi+b < —1, paray;=—1 (2.2)
sao satisfeitas parai=1,. .., L. O conjunto das Inequacdes (2.1) e (2.2) garante que os elementos

das classes positiva podem ser separados perfeitamente dos elementos da classe negativa.
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Um exemplo de um conjunto de dados linearmente separdvel pode ser observado na

Figura 3.

Figura 3 — Exemplo de um conjunto de dados linearmente separdvel.

"4, classe 1
Y Y N + classe 2
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Fonte: elaborada pelo autor.

Definicao 2.3 Considere o conjunto de dados T e um hiperplano H que satisfaz as Inequagoes
(2.1) e (2.2). A margem de separacdo é definida como a soma das distancias de H até os
elementos mais proximos de cada classe. Sejam d a menor distancia entre H e um elemento da
classe positiva e d_ a menor distancia entre H e um elemento da classe negativa. A margem p é

entdo

P(W, b) :d+ +d—

. wTx+D| . |wTx+D|
p(w, b) = min ———— min ———
=1y wl fey=—13 (v

sendo que | - | representa o valor absoluto de um niimero real e ||-|| representa a norma euclidiana
de um vetor. Como é possivel garantir, através de um escalonamento de w e b, a existéncia de
pontos, em ambas as classes, que satisfazem a igualdade nas Inequagoes (2.1) e (2.2), tem-se

que

. wTx+bl 1

in
fey=1y [l Il
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e
wix+b| 1
{ry=—1} | [wll”
Portanto,
2 2
)= —_— . 2.3

Definidos os conceitos de hiperplano, de conjunto linearmente separdvel e de margem

de separacdo, pode-se agora definir o que Chervonenkis e Vapnik chamaram de HSO.

Definicao 2.4 Dado um conjunto de dados bindrio e linearmente separdvel, o HSO é o hiper-

plano que separa os dados com a maior margem possivel.

Portanto, para encontrar o HSO deve-se encontrar o hiperplano que maximiza a
margem de separacdo. Da Equagdo (2.3), percebe-se que maximizar a margem ¢é equivalente a
minimizar a norma de w. Ademais, notando que as Inequacdes (2.1) e (2.2) podem ser unificadas

na seguinte inequacao
yiwTxi+b)>1, i=1,... L. (2.4)

Assim, 0 HSO pode ser encontrado através da solu¢ao do seguinte Problema de Programacao
Quadratica (PPQ):
o1

saa.  yi(wlx;+b) > 1, i=1,2,....,10.

O Problema (2.5) pode ser resolvido pelo método dos multiplicadores de Lagrange.
Para isso, constréi-se a fungdo Lagrangeana descrita a seguir

1 4

Liw,b,a) = EWTW — ,; o; [yi(wTx; +b) — 1], (2.6)
tal que aT = [ay,...,a] é o vetor dos multiplicadores de Lagrange ndo-negativos, sendo @;
correspondente 2 i-ésima inequagdo de (2.5). Vale ressaltar que a estd associado ao ponto
vidvel (wg, bg) 6timo do Problema primal (2.5).

Note que o Problema (2.5) é um problema de programacgdo quadritica sendo a
Hessiana uma matriz semi-definida positiva, de forma que o mesmo ponto (wg, by, &) otimiza

os problemas primal e dual. A solucdo do Problema (2.5) é determinada pelo ponto que satisfaz
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o conjunto de restri¢des, minimiza a funcdo L em relagcdo as varidveis do problema primal e
maximiza L em relacdo aos multiplicadores de Lagrange.
Para encontrar o ponto que minimiza L em relacd@o as varidveis w e b, calcula-se a

derivada de L em relagdo a essas varidveis e iguala-se essas derivadas a O:

dL(w,b, ) £
ow _— wo ,'21 iYiXi ) (2.7)
IL(w,b d
(w, ;Ot) =Y yiog =0. (2.8)
db b=by i=1

Das Equacdes (2.7) e (2.8), encontra-se que:

4

wo = ) OGYiX; (2.9
i=1
c
J4
Y yioy =0. (2.10)
i=1

Essas equacgdes podem ser usadas para simplificar a fun¢do Lagrangeana apresentada na Equacdo
(2.6). Note que

!

1
L(w,b, o) = Ewgwo =Y ai [yi(wixi+bo) —1]. (2.11)
i=1
1 14 14 l
Liw,b,a) = EWSWO — Wg Z o, yixi | —bo Z o,y + Z Q;. (2.12)
i=1 i=1 i=1

Da Equacao (2.10), percebe-se que o terceiro termo da equagao acima € zero. Além disso, de

acordo com a Equacdo (2.9), o segundo termo pode ser reescrito como wgwo. Logo,

4

1
Lw,b,a) = Ewgwo — wgwo + Z o; (2.13)
i=1
1 4
L(w,b,a) = —Ewgwo +Y o (2.14)
i=1
l 1 L L
L(W,b, 05) = Z o; — E Z Z OC,’(ijiij;-rxJ', (2.15)

i=1 i=1j=1
obtém-se uma funcao que depende somente dos multiplicadores de Lagrange o e dos produtos

internos entre os vetores de entrada. Assim, a formulagdo dual do Problema (2.5) pode ser
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modelada da seguinte forma:

4

J4 1 V4
max Z %= 5 Z Z QGOLjyiy X X
i=1 i=1j=1

14
S.a. Z)’iai =0 (2'16)
i=1

a; >0, i=1,2,...,¢0
A solucdo que maximiza o Problema (2.16) serd o vetor de multiplicadores de Lagrange associado
ao ponto que minimiza o Problema (2.5).
As condic¢des de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) (KARUSH, 1939; KUHN; TUCKER,
1951) desempenham um papel fundamental em problemas de otimizagdo. De acordo com tais
condig¢des, no ponto 6timo (wy, by, OCO), cada componente do multiplicador de Lagrange, (xio, e

sua restricao correspondente estdo conectados pela equacao
0 T — .
o [yi(woxi—kbo)—l} =0, i=1,2,....¢, (2.17)

a qual é conhecida como Condicdo de Complementaridade. Note que, na Equacao (2.17), Otio

pode ser diferente de zero somente quando
yi(ngi + b()) =1. (2.18)

Os vetores x; que satisfazem a Equacdo (2.18) sdo chamados de vetores-suporte.

Além disso, de acordo com as Equacdes (2.9) e (2.17), o vetor solugdao wg pode ser
escrito como uma combinacao linear dos vetores-suporte, i.e.,
wo= Y alyix;. (2.19)

=34

sendo que SV representa o conjunto com os indices dos vetores-suporte. Isso quer dizer que para
a classificacdo de novos vetores de atributos necessita-se apenas dos vetores-suporte. Ou seja,
uma vez que esses vetores tenham sido encontrados, todos os demais elementos do conjunto de
dados de treinamento podem ser descartados. Essa classificagcdo € feita de acordo com a seguinte

funcdo de decisao:

f(x) =sign Z o yixIx+ by |, (2.20)
icsv
sendo que
. —1, sex<O0
sign(x) =

1, sex>0 .
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O método descrito acima € conhecido como Mdquina de Vetores-Suporte com
Margem Rigida, traducdo livre de Hard Margin Support-Vector Machine (SVM-HM). Na Figura
4 pode-se visualizar o hiperplano separador 6timo encontrado pelo SVM-HM, para o conjunto

de dados exposto na Figura 3.

Figura 4 — Hiperplano separador 6timo (linha continua) encontrado pelo SVM-HM para o con-
junto de dados exposto na Figura 3. Os vetores-suporte estdo destacados com circulos
cinzas. As linhas tracejadas representam as margens do HSO.

classe 1

N + classe 2

Fonte: elaborada pelo autor.

2.2 MaAaquina de vetores-suporte com margem flexivel

Um problema da abordagem descrita na Secdo 2.1 € que conjuntos de dados, princi-
palmente os oriundos de problemas reais, geralmente néo sdo linearmente separaveis. E comum
existir padrdes mal classificados ou sobreposicdo de elementos de classes diferentes, conforme
ilustrado na Figura 5.

Para contornar a ndo separabilidade dos dados, Cortes e Vapnik (1995) sugeriram a
adicdo de varidveis de folga ao Problema (2.5), levando a seguinte formulacao:

1 V4
in —wiw+CF | Y &
wbg) 2 215

2.21
s.a. yi(WTxi—I—b)Zl—gi, i=1,2,....0, ( )

5;‘207 i:1727"'7€7
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Figura 5 — Exemplo de um conjunto de dados com sobreposicdao dos elementos de classes

diferentes.
2.5
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ar + classe 2
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Fonte: elaborada pelo autor.

sendo que C é uma constante positiva, chamada constante de regularizagdo, F (1) é uma fungio
monotdnica convexa e &, i = 1,..., ¢, sdo as varidveis de folga. Percebe-se que sdo justamente
essas varidveis de folga que permitem que nem todos os padrdes de treino estejam do lado
certo do hiperplano separador 6timo. Os padrdes para os quais & = 0 estdo do lado correto do
hiperplano e estdo sobre a margem de separagdo, ou além dela. Quando 0 < &; < 1 os padrdes
correspondentes ainda estdo do lado correto do hiperplano, mas dentro da margem. Padrdes para
os quais & > 1 estdo do lado oposto do hiperplano, em relagio aos elementos de sua classe.
Resolver o Problema (2.21) descreve (para C suficientemente grande) o problema
de construir o hiperplano que minimiza a soma dos desvios dos erros € maximiza a margem de
separa¢do para os vetores corretamente classificados (CORTES; VAPNIK, 1995). Se o conjunto
de dados de treino for linearmente separdvel, o hiperplano construido coincide com o hiperplano
encontrado pelo SVM-HM. Esse método € conhecido como Maquina de Vetores-Suporte com
Margem Flexivel, tradugdo livre de Soft Margin Support-Vector Machine (SVM-SM).
Similarmente ao que foi feito para o SVM-HM, a solucao do Problema (2.21) pode
ser encontrada pelo método dos multiplicadores de Lagrange. Aqui considera-se apenas o caso
F(u) = u. A solugdo do caso geral, quando F () é qualquer fun¢do monotdnica convexa, pode

ser encontrada em Cortes e Vapnik (1995).
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Primeiramente, constréi-se a fun¢do Lagrangeana

L(w,b,g, aﬁ)__WTW"f_CZQ Zalyl (WTxi+b) — 1+ 6] — Zﬁléla (2.22)
i=1 i=1
sendo que o7 = [a,..., o] e BT =[Py, ..., B¢] sdo vetores de multiplicadores de Lagrange ndo
negativos e ET = [&;,..., &/ é o vetor das varidveis de folga ndo negativas.

Em seguida, deve-se minimizar a funcdo Lagrangeana em relacao as varidveis da
formulag@o primal (w, b e &), e maximiza-la em relagdo as varidveis da formulagdo dual (a e ).

Assim, tem-se

0

g—L =wo— Y oyixi =0, (2.23)

w w=wyg i=1
oL d
22l Yy =0, (2.24)
b |y, l:zi

L
&— =C—a;— Bi =0. (2.25)
9&ilg=gr

Das Equacdes (2.23)—(2.25), encontram-se as relacoes:

4

wo =Y O4yixi, (2.26)
i=1

14

Y i =0, (227)

=1

C=ai+B, i=1,...,L (2.28)

As Equacdes (2.26)-(2.28) podem ser utilizadas para simplificar a fun¢do Lagrangeana:

(OC B) = _W()WO"‘Z al+ﬁl ZaIYIWQXz+bOZaty1+Zaz ZOC,&O Zﬁlgo

i=1
(2.29)
O segundo termo da equacdo acima se anula com o sexto e sétimo termos. Além disso, de acordo

com a Equagdo (2.27), o quarto termo € zero. Assim, obtém-se:

1 J4 J4
LWFG%W—Z%WM+Z% (2.30)
i=1 i=1

Por fim, utilizando a Equacdo (2.26), chega-se a equacdo

1 4
Mm=—7@m+2%, (2.31)
i=1
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a qual pode ser reescrita como

{
=Y o-
i=1

l\)l'—‘

[
Z Z (XiOijiij;r)Cj. (2.32)
i=1j=1

Com isso, resta maximizar L(a) em rela¢do as varidveis da formulacdo dual. Portanto, a solu¢do

que se procura € encontrada resolvendo o seguinte PPQ:

14 [
1
max L( Z 5 Z Z OC,'OCJ'y,'ij;rxJ'
i=1 i=1j=1
< (2.33)
S.a. Z ay; = 0
0<o;<C, i=1,2,...,0

O fatode que o; < C,i=1,2,...,¢, decorre diretamente da Equacdo (2.28). Como o menor
valor que f3; pode assumir é 0, tem-se que o maior valor que ¢; pode assumir é C.

As condicdes de complementaridade de Karush-Kuhn-Tucker desse problema sdo

o lyi(wixi+bo) — 1+ &1 =0 (2.34)
c
(C—a))E) =0. (2.35)

Note que no SVM-SM existirdo dois tipos de vetores-suporte. Para 0 < Oc-o < C, o vetor
suporte x; correspondente satisfaz as equacdes y;(wTx;+b) =1e 50 0. Para OC =C, & ndo
necessariamente € zero e x; ndo necessariamente satisfaz a equagdo y;(wTx; +b) = 1.

Assim como no SVM-HM, w( pode ser escrito como uma combinag¢ao linear dos
vetores-suporte
wo = Z a,-oyix,-, (2.36)

ieSv

sendo que SV representa o conjunto com os indices dos vetores-suporte. A funcio de decisao

para 0 SVM-SM ¢€ idéntica a do SVM-HM, ou seja
f(x) = sign < Z Ot?yixl.Tx+bo) ) (2.37)
icSv
Na Figura 6 pode-se observar o hiperplano separador 6timo, encontrado pelo SVM-

SM, para o conjunto de dados apresentado na Figura 5.
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Figura 6 — Hiperplano separador 6timo (linha sélida) encontrado pelo SVM-SM para o conjunto
de dados apresentado na Figura 5. Os vetores-suporte estdo destacados com circulos
cinzas. As linhas tracejadas representam as margens do HSO.
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Fonte: elaborada pelo autor.

2.3 Maquinas de vetores-suporte nao-lineares

Apesar do SVM-SM poder ser utilizado em qualquer conjunto de dados, ha casos
em que o hiperplano separador 6timo construido por esse método nao consegue separar os dados
de forma satisfatoria (e.g. Figura 7).

Para separar adequadamente as classes do conjunto de dados exposto na Figura 7,
faz-se necessdrio uma superficie de decisdo ndo-linear. A construcio desse tipo de superficie
de decisdo no espaco de entrada dos dados pode ser uma tarefa ardua. Contudo, ao invés de se
construir uma superficie de decisao nao-linear no espacgo de entrada, o conjunto de dados pode
ser mapeado para um espaco com dimensdo maior que o espaco de entrada dos dados, chamado
de espaco de caracteristicas, onde espera-se que um hiperplano possa separar satisfatoriamente
as classes do conjunto de dados. Por exemplo, na Figura 8 € apresentado um mapeamento para
o R? do conjunto de dados apresentado na Figura 7. Note que o conjunto de dados mapeado é
linearmente separdvel em R>.

A principio, um hiperplano separador 6timo pode ser construido pelo SVM-HM ou
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Figura 7 — Exemplo de um conjunto de dados onde um hiperplano ndo consegue separar satisfa-
toriamente os elementos de classes opostas.
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Fonte: elaborada pelo autor.
SVM-SM para o conjunto de dados transformados (e.g., Figura 9)
¢ (xi) = (91(xi), P2(xi), -, o (i), i=1,...,¢0 (2.38)

Nesse caso, a classificacdo de um novo elemento, x, seria feita pela seguinte fungdo de decisdo:

f(x) = sign(wl¢(x)+bo). (2.39)

Porém, além de se ter que conhecer explicitamente 0 mapeamento @, essa abordagem pode ser
invidvel computacionalmente. Em uma transformacao polinomial de grau d, por exemplo, a
quantidade de atributos no espago de caracteristicas é (p +j_1), sendo p a quantidade de atributos
no espaco de entrada dos dados. Ou seja, em um problema de reconhecimento de caracteres,
cujos valores usuais para d e p sdo 7 e 28 x 28 = 784, respectivamente, o nimero de atributos
em cada vetor transformado seria de aproximadamente 3,7 x 106 (SMOLA; SCHOLKOPF,
2004). Para armazenar cada um dos vetores transformados seriam necessarios aproximadamente
1,48 x 107 bytes = 131,45 petabytes (PB), o que inviabiliza o armazenamento do conjunto de
dados na memoria do computador.

Em 1992, Boser, Guyon e Vapnik encontraram uma maneira eficaz de construir, para

um conjunto linearmente separével, o hiperplano separador 6timo em um espaco de Hilbert, sem
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Figura 8 — Mapeamento para o R? do conjunto de dados apresentado na Figura 7. O mapeamento
utilizado foi (x1,x2) = (x1,%2,%7 +x3).
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Figura 9 — (a) hiperplano separador 6timo encontrado para o conjunto de dados mapeado para o
IR3. (b) projecdo desse hiperplano para o espaco original dos dados.
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a necessidade de mapear explicitamente o conjunto de dados para esse espagco (BOSER et al.,
1992). Essa ideia foi generalizada em Cortes e Vapnik (1995) para conjuntos ndo linearmente

separaveis.

Em ambos os casos, isso pdde ser feito considerando formas gerais do produto
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interno em espagos de Hilbert

K(u,v) = (¢(u),0(v)), (2.40)

sendo que K(+,-) é chamada de fung@o kernel.
Qualquer fun¢ao kernel K (u,v), continua, simétrica e que satisfaca o Teorema de
Mercer (MERCER; FORSYTH, 1909) define um produto interno no espago de caracteristicas.

O Teorema de Mercer exige que

//K(u,v)g(u)g(v) dudv > 0 (2.41)
seja satisfeito para toda funcdo g tal que
/ g (1) du < oo. (2.42)

A Equacio (2.40) € conhecida como truque de kernel, pois permite trabalhar impli-
citamente no espago de caracteristicas, sem a necessidade de realizar mapeamentos tais como
O (u) e ¢(v). Para isso, é necessdrio apenas conhecer uma fungio que descreve o produto interno
(¢(u),d(v)) no espago em que se deseja trabalhar. Alguns exemplos de fungdes kernel sdo

apresentados na Tabela 1.

Tabela 1 — Lista de alguns kernels usuais em SVM, sendo d, o, o e ¢ constantes que devem ser
definidas pelo usudrio.

Kernel Descricao
Linear K(x1,x2) = x]x;
Polinomial K(x1,x2) = (x]xa +1)¢

Gaussiano (RBF)

2
K(nom) = exp (L2

Sigmoidal K(x1,x2) = tanh(ax]x; +¢)
Log K(x1,x2) = —log(|lx—y[ ! +1)
Cauchy K(x;,x) = —1—
14 x|l
o2

Com o uso de kernels, pode-se generalizar as Equagdes (2.15) e (2.32) referentes,

respectivamente, aos classificadores SVM-HM e SVM-SM. Para isso, convém substituir cada
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uma das fung¢des objetivo desses problemas por

yai-

i=1

hJIP*

VAR
ZZ 10y K (xi, %)), (2.43)
:1 =1

tal que o produto interno x]x; foi substituido pela fun¢do kernel K (x;x;). Uma substitui¢do
similar também deve ser feita nas fun¢des de decisao desses classificadores, de forma que as

funcgdes apresentadas nas Equagdes (2.20) e (2.37) devem ser substituidas pela equacdo

f(x)=sign| Y aviK(xi,x)+bo |, (2.44)
eSv

sendo que SV representa o conjunto com os indices dos vetores-suporte.

2.4 Maquinas de vetores-suporte com opcao de rejeicao

Em problemas de classificag@o bindria, o objetivo € aprender, a partir de um conjunto
de dados de treino, uma regra de classificacdo que associa um padrdo observado a uma das duas
possiveis classes. Contudo, em muitas aplicagdes, como, por exemplo, em decisdes médicas, o
custo de se cometer um erro pode ser elevado. Nestes casos, quando a confianca na classificagao
de um padrao ndo € satisfatoria, pode ser preferivel ndo tomar uma decisao do que arriscar uma
classificacdo errada. A opg¢ao de nao tomar uma decisd@o € comumente chamada de op¢do de
rejeicdo.

Cuidados devem ser tomados em classificadores com op¢do de rejei¢do, uma vez
que quando a opg¢ao de rejeicdo € exercida, alguns padrdes que seriam classificados corretamente
podem ser convertidos em rejei¢des. De acordo com Chow (1970), um classificador com opgao
de rejeicao € 6timo se, para uma determinada taxa de erro, a taxa de rejeicao € minimizada. A
taxa de erro € definida como a quantidade de erros de classificagdo dividida pela quantidade de
elementos do conjunto de testes. Similarmente, a taxa de rejeicdo € definida como a quantidade
de elementos rejeitados dividida pela quantidade de elementos do conjunto de testes.

Na classificacao bindria, existem dois tipos de erros: (1) falso-positivo, quando um
padrdo da classe negativa € classificado como positivo e (2) falso-negativo, quando um padrao da
classe positiva € classificado como negativo.

Sejam c_ > 0 o custo de um erro falso-positivo, c; > 0 o custo de um erro falso-
negativo, r— > 0 o custo de rejeitar um elemento da classe negativa e r > 0 o custo de rejeitar

um elemento da classe positiva. Além disso, seja 0 a classe dos elementos rejeitados. Na
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classificagdo com opgdo de rejeicao, o risco, de acordo com (GRANDVALET ez al., 2009), é
dado por:

R(d) :C+Exy[Y =1, d(X) = —1]—|—C,Exy[y =-1, d(X) = 1]+

—|—I’+Exy[Y =1, d(X) :0]+I’_Exy[Y: -1, d(X) :0] (2.45)

sendo que X e Y representam as varidveis aleatorias referentes aos padrdes de treino e suas
classes, respectivamente, e d(X) € {—1, 0, 1} representa a fun¢do de decisdo. Esta fun¢do além
de poder atribuir o elemento X as classes 1 (d(X) =1) ou —1 (d(X) = —1), pode optar por
rejeita-lo (d(X) = 0).

Denotando-se por d;, d_1 e dy as decisdes de atribuir um elemento, respectivamente,

as classes 1, —1 e 0, o risco condicional dessas decisdes € dado por:
R(d; | x)=c_P(Y =-1]x),

R(d-1|x)=cP(Y =1]x),

R(dy | x)=rysPY =1]|x)+r_P(Y =—1|x).

De acordo com a Teoria da Decisdo Bayesiana (BERGER, 2013), a fun¢o de decisdo 6tima, d*,

¢ aquela que minimiza o risco R(d). Ou seja, um elemento, x, serd atribuido a classe 1 se

R(d) | x) <R(d-1|x) e R(d;|x)<R(dy|x). (2.46)
Similarmente, x sera atribuido a classe —1 se

R(d-y|x)<R(dy|x) e R(d_1]|x)<R(dy]|x). (2.47)

O elemento serd rejeitado se ndo satisfizer as Inequagdes (2.46) e (2.47). Trabalhando essas
inequacoes, encontra-se que a regra de decisdo 6tima, também conhecida como Regra de Chow

(CHOW, 1970), pode ser definida como:

(

+1, seP(Y=1|x)>p+

d*(x)=q -1, seP(Y=1|x)<p_ (2.48)
\0, caso contrario
sendo
cC_—r_ r—
pr=—"—""— ¢ p_-=

c_—r_+ry g —ri
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E razodvel assumir que p4 > 0,5, uma vez que ndo faz sentido atribuir um elemento a classe 1
se a probabilidade desse elemento pertencer a essa classe for menor do que 0,5. Similarmente,
assume-se que p_ < 0,5. Disso, encontram-se as seguintes relacdes entre os custos de erros e de

rejeicao:
r-+ry<c- e r_+ry<cy. (2.49)

Diversos métodos foram propostos para introduzir a op¢ao de rejeicdo em classifica-
dores SVM (PLATT et al., 1999; MUKHERIJEE et al., 1999; KWOK, 1999; FUMERA; ROLI,
2002; BARTLETT; WEGKAMP, 2008; GRANDVALET et al., 2009). A seguir discute-se a
formulacao de alguns desses métodos.

No Capitulo 2, viu-se que a saida de um classificador SVM € uma fungao de decisao
do tipo
fx)=wix+b ou f(x)= Z 0;yiK (x;,x) (2.50)

ieSvV

tal que sign(f(x)) pode ser utilizado para classificar os padrdes de teste. Como f(x) é propor-
cional a distancia do vetor x ao hiperplano separador 6timo, esse valor pode ser interpretado
como uma medida de confianga para a classificacdo. Elementos mais distantes do hiperplano
sdo classificados com uma maior confianga do que aqueles mais préximos ao hiperplano. Neste
contexto, uma forma simples de implementar uma regra de rejei¢ao € introduzindo um limiar, 4,
de forma que um elemento, x, é rejeitado se | f(x)| < h (MUKHERIJEE et al., 1999). Assim, a
classificagdo dos padrdes de teste € feita de acordo com a seguinte regra

0, <h
4 (x) = elfbl<h 2.51)

sign(f(x)), caso contrdrio
Em Platt ez al. (1999) foi proposto um modelo paramétrico para estimar a probabili-
dade a posteriori de um padrdo pertencer a classe positiva, P(Y =1 | x). Isso é feito aproximando

a probabilidade a posteriori por uma fun¢ao sigmoidal:

1
1 +exp(Af(x)+B)

PY=1|x)r~Prp(fx)) = (2.52)

Os parametros A e B sdo encontrados minimizando a func¢ao log-verossimilhanc¢a negativa dos

dados de treino:

min _Zti log(pi) + (1 —1¢;) log(1— p;), (2.53)
P i
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sendo

t__)’i—f—l e i 1
T2 P T exp(Af () + B)'

(2.54)

de forma que y; representa a classe do elemento x;. Neste caso, definidos os custos de erros e
rejeicoes, a Regra de Chow (apresentada na Equacdo (2.48)) pode ser aplicada diretamente para
a classificacdo dos padroes de teste.

E possivel notar que a regido de rejeicio, nos dois métodos apresentados, é obtida
apos o treinamento do classificador e consiste de um par de hiperplanos paralelos e equidistantes
ao hiperplano separador 6timo.

Um método em que a regido de rejei¢do € obtida durante o treinamento do classifica-
dor foi proposto em Grandvalet et al. (2009). Nesse método, o modelo SVM-SM € modificado de
forma que a Regra de Chow possa ser aplicada diretamente na saida do classificador. O modelo

resultante € o seguinte:

1 { /
i —wT CéE+D .
min 2W W+i:ZI l§l+ ;nl

s.a. y,-(wai—i-b) > l‘i—gi, i=1,2,....0 (2.55)
)’i(WTxi‘f’b)ZTi—nh i:1727"'7£

61‘207771'20,

sendo que C é uma constante positiva, & e 1;, i = 1,..., £, séo varidveis de folgae D = C(p —
p—). Além disso, sendo H(p) = —plog(p) — (1 — p)log(1 — p), define-se, para padrdes da
classe positiva:

« G=C(1-p,).

o ;=H(ps)/(1-p+),

e ij=—(H(p-)—H(py))/(p-—p+),
e, para padroes da classe negativa:

e (i=Cp-,

e ti=H(p-)/p-,

e = (H(p-)—H(py))/(p-—p+)-

Por fim, para este método, a classificacdo dos padrdes de teste € feita de acordo com a seguinte
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regra:
(
+1, se f(x) > fi

d*(x)=1{ -1, sefx)<f. (2.56)
0, caso contrario

sendo fy =log(py/(1—py)), f- =log(p-/(1—p-)) e f(x) = Li_; iyiK (x,x).
Outros métodos SVMs que buscam obter a regido de rejei¢ao diretamente na fase de

treino foram propostos em Fumera e Roli (2002) e Bartlett e Wegkamp (2008).

2.5 Maquinas de vetores-suporte nebulosas

Em problemas reais de classificacdo, alguns padrdes de treino podem ser mais
importantes para uma classe do que outros. Por exemplo, padroes corrompidos por ruido sdao
menos importantes e poderiam ser descartados. No SVM tradicional, cada padrdo de treino
pertence Unica e exclusivamente a uma das duas classes possiveis. Desta forma, cada padrao tem
a mesma importancia na busca pelo hiperplano separador 6timo.

Em Lin e Wang (2002) fo1 proposto o primeiro SVM Nebuloso (FSVM), o qual
introduziu uma fungao de pertinéncia nebulosa para cada padrdo de treino. Com isso, padrdes
diferentes podem ter contribui¢des diferentes no processo de construcao da superficie de decisao,
o que pode melhorar a capacidade do SVM em lidar com outliers e ruidos no conjunto de dados.
Sua formulagdo matemadtica € apresentada a seguir.

Considere um conjunto de dados
(xiayiasi)a [ = 17"'7£ (257)

sendo que x; € R” sdo os padrdes de treino, y; suas classes e s; € (0, 1] a pertinéncia de x; a
classe y;, com ¢ > 0 suficientemente pequeno. O FSVM busca o vetor w e viés b que otimizam
0 problema

1 14
min —-w'w+C iGi
) 2 i—ZIS€

2.58

s.a. yiwlxi+b) > 1-§;, i=1,2,...,4, ( )
51‘20, i:1725"'7€7

sendo que C é uma constante positiva e &, i = 1,...,¢, sdo varidveis de folga. O termo s;&;

pode ser visto como uma medida dos desvios com pesos diferentes. A influéncia do termo &; no
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processo de minimizagdo dependerd do valor de pertinéncia s;; quanto maior s; mais influente
serd &;. Em outras palavras, é mais importante separar bem os elementos com valores altos de s;,
uma vez que o custo de desvios nesses elementos € maior. No caso em que a pertinéncia de todos
os elementos do conjunto de dados € igual a 1, o FSVM reduz-se ao classificador SVM-SM
convencional.

O método dos multiplicadores de Lagrange pode ser utilizado para encontrar a
formulacdo dual do Problema (2.58):

4 1 {0

mOI;lX L(OC) = Z o — 5 Z Z OC,'OCJ'y,'ij;rxJ'
i=1 i=1j=1

4
S.a. Z a;y; = 0 (259)
i=1
0<o;<siC,i=1,2,...,¢,
sendo que o7 = [, ..., 0] é o vetor dos multiplicadores de Lagrange ndo-negativos. Note que

na formula¢do dual do FSVM os multiplicadores de Lagrange devem ser menores ou iguais a
s5;C, enquanto que na formulacdo dual do SVM-SM os multiplicadores de Lagrange devem ser
menores ou iguais a C.

Em Hajiloo et al. (2013) o FSVM foi aplicado em conjunto de dados de leucemia,
cancer de prostata e cancer de célon. Os autores constataram que o método em questdo € robusto
e tem uma boa capacidade de generalizagdo em problemas de classificacdo de microarranjos
de expressdo genética, que permitem analisar toda a atividade transcricional em uma amostra
bioldgica.

Em Wang et al. (2005) foi apresentado um FSVM ponderado bilateralmente. Nesse
modelo, considera-se que cada ponto do conjunto de dados pertence tanto a classe positiva
quanto a negativa, porém com diferentes pertinéncias. Para isso, o primeiro passo € criar um

novo conjunto de dados, tal que, para cada ponto do conjunto de dados original

(xiy vi), i=1,...,¢, (2.60)
criam-se dois pontos no novo conjunto

(xiy 1, 8i), (i, =1, 1 =), i=1,...,¢ (2.61)

Em seguida, o problema de classificacdo € modelado pelo seguinte problema de programacao



39

quadratica
- Lo g £ D
(ngg}n) W w+Ci_Zi[s,§,—|—(1—s,)n,]
s.a wixi+b>1-E&,i=1,2,....¢, (2.62)
whxi+b<—14n;,i=1,2,....¢,
£>0,1>0,i=1,2,...,0

O modelo proposto por Wang et al. (2005) foi estendido em Hao et al. (2007), com
o uso de conjuntos vagos. Conjunto vagos sao generalizacdes de conjuntos nebulosos, onde as

pertinéncias deixam de ser pontuais e passam a ser baseadas em intervalos.

Definicao 2.5 Sejam U o conjunto universo e x um elemento genérico de U. Um conjunto vago,
V, em U é caracterizado por uma fungdo de pertinéncia verdadeira, ty(x), e uma fun¢do de
pertinéncia falsa, fy(x), com 0 <ty (x)+ fy(x) < 1. ty(x) é um limite inferior a pertinéncia de
x, derivado da evidéncia em favor de x. Similarmente, fy(x) é um limite inferior a negacdo de x,

derivado da evidéncia contrdria a x. Desta forma, a pertinéncia de x pertence ao subintervalo

[ty (x), 1 — fy(x)] de [0, 1].

No modelo proposto em Hao et al. (2007), também considera-se que todos os pontos
do conjunto de dados pertencem tanto a classe positiva quanto a negativa. Para isso, cria-se um

novo conjunto de dados, tal que, para cada ponto do conjunto de dados original

(xiy vi), i=1,....¢ (2.63)
criam-se dois pontos no novo conjunto

(xi, 1, 1), (xiy, =1, f;), i=1,...,¢, (2.64)

sendo que #; e f; representam as pertinéncias verdadeira e falsa, respectivamente, de cada ponto
do conjunto de dados. E importante ressaltar que neste modelo nio existe dependéncia entre
t; e f;, diferentemente do modelo proposto por Wang et al. (2005) - onde a pertinéncia a uma

das classes € o complementar da pertinéncia a outra classe. O problema de classificacdo € entdao
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formulado da seguinte forma:
; Lo g E £
(ngg}n) A W+C,'_Zi [t:& + fini]
s.a wixi+b>1-E&,i=1,2,....¢, (2.65)
whxi+b<—14n;,i=1,2,....¢,

E>0,1m>0,i=1,2,...,0

Tanto o modelo proposto em Wang et al. (2005) quanto o proposto em Hao et al.
(2007) obtiveram bons resultados em problemas de avaliacdo de crédito.

Em An e Liang (2013) foi proposto um novo classificador SVM Nebuloso, o qual
além de considerar funcdes de pertinéncia nebulosas para cada padrdo de treino, também procura
minimizar a dispersdo intra-classe. Para isso, um termo que trata a dispersdo intra-classe é
incorporado ao modelo proposto por Lin e Wang (2002). O modelo resultante é o seguinte:

; LT Lot : E.
(vrvflb}g) W w+ Eﬁw Sww+Ci:Zis,§,
s.a. wlyi(wlxi+b) >1-&,i=1,2,....¢, (2.66)

&E>0,i=1,2,....40.
sendo que 3 > 0 e C > 0 sdo pardmetros de regularizagdo. A matriz S,, representa o espalhamento
dentro da classe e € definida como:

Sw=Y, P(C) Y (x—m;)(x—m;)T, (2.67)

i=1,2 xeC;

tal que m; = %ercix e P(C;) =¢;/¢, i€ 1, 2, representam o vetor médio e a probabilidade a
priori de cada classe, respectivamente.

Os autores mostraram que esse método, chamado de FSVM with minimum within-
class scatter (WCS-FSVM), conseguiu melhorar a acuricia na classificacdo e a habilidade de
generalizacdo, e também apresentou uma melhor acuricia ao lidar com problemas de classificacdo
com ruido ou outliers.

Em problemas com n-classes, para se utilizar o SVM, primeiramente o problema é
convertido em n problemas bindrios. Em cada problema bindario é determinada uma fun¢do de
decisdo que separa a i-ésima (i = 1, ...,n) classe das demais. Uma forma de fazer a classificacao
de um padrio € atribui-lo a classe i somente quando o valor da i-ésima funcado de decisao (e

somente ela) for positiva. Caso mais de uma fungdo de decisdo apresente valores positivos, ou se
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todas apresentarem valores negativos, o padrdo em questdo nao serd atribuido a nenhuma classe.
Métodos assim descritos sao conhecidos como one-against-all.

Em Inoue e Abe (2001) e Abe (2015) foram propostos métodos SVM nebulosos para
lidar com problemas de classificacdo com n-classes. A partir das i-ésimas funcdes de decisdes
geradas pelo SVM, fungdes de pertinéncia nebulosas sdo definidas para cada classe. Desta forma,
os métodos propostos conseguem lidar com regides nao classificaveis e apresentaram melhor
acurdcia e capacidade de generalizacdo em relacdo a métodos one-against-all SVM.

Como métodos one-against-all fogem do escopo deste trabalho, os métodos propos-

tos por Inoue e Abe (2001) e Abe (2015) ndo serdo considerados aqui.

2.6 Conclusao

Este capitulo apresentou conceitos fundamentais para SVMs, tais como os conceitos
de margem de separacdo e hiperplano separador 6timo. Além disso, foram apresentadas as
formulacdes cléssicas de classificadores SVM, conhecidas como SVM-HM e SVM-SM. A Secao
2.4 introduziu o conceito de op¢ao de rejei¢do, além de apresentar formulagoes de SVMs com
opc¢ao de rejeicdo. Ademais, classificadores que introduzem conceitos da légica nebulosa as
SVMs foram vistos na Sec¢ao 2.5.

O préximo capitulo apresenta uma proposta de um novo classificador SVM nebuloso.
O classificador proposto € uma generalizacdo do SVM-HM, o qual incorpora restri¢des nebulosas
a esse classificador para lidar com incertezas presentes nos conjuntos de dados. Além disso,
o classificador resultante atribui valores de pertinéncia aos elementos do conjunto de dados,

permitindo que uma classe de rejei¢do possa ser introduzida sem maiores dificuldades.
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3 MAQUINA DE VETORES-SUPORTE NEBULOSA: UMA NOVA PROPOSTA

Este capitulo apresenta uma proposta de um novo classificador SVM, que utiliza a
16gica nebulosa para lidar com incertezas nos conjuntos de dados. Assim como o SVM-SM, o
classificador em questdo € uma generalizagdo do SVM-HM. Contudo, essa generalizagdo € feita
relaxando as restricdes do SVM-HM, sem que seja necessdrio a introducdo de varidveis de folga.
Além disso, o classificador proposto atribui valores de pertinéncia aos elementos do conjunto de
dados, permitindo que uma classe de rejeicao possa ser introduzida ao modelo.

Na Secao 3.1 é feita uma motivacdo para o desenvolvimento desse classificador. Na
Secao 3.2 sdo apresentadas a formulacdo matematica e algumas propriedades desse classificador.

A variante com opc¢ao de rejeicao € discutida na Secdo 3.3.

3.1 Motivacao

Como visto no Capitulo 2, em um primeiro momento, os classificadores SVM foram
propostos apenas para conjuntos de dados linearmente separdveis. Nesse tipo de conjunto,
elementos de classes opostas podem ser facilmente diferenciados. Para lidar com conjuntos
de dados mais complexos, quando a diferenca entre os elementos de classes opostas ndo € tao
clara, Cortes e Vapnik (1995) sugeriram a introducdo de varidveis de folga ao problema original,
assim como a de um parametro regularizador. Um problema dessa abordagem € que, além de
ser necessdrio calibrar um pardmetro extra, € comum ocorrer um aumento na quantidade de
vetores-suporte, aumentando o custo computacional de se classificar padroes de teste.

O classificador FSVM proposto por Lin e Wang (2002), o qual € uma generalizacio
do SVM-SM, introduz a pertinéncia de cada padrdo de treino a sua classe como uma forma de
ponderar a importancia desses padrdes. Por ser baseado no SVM-SM, o FSVM apresenta os
mesmos problemas que esse método.

Em Cruz et al. (2011), os autores propuseram uma abordagem paramétrica para
resolver problemas de programagao quadratica com relagdo de ordem nebulosa no conjunto de
restricdes. Nesse tipo de problema as restricdes sao relaxadas, podendo ser violadas até um limite
pré-definido pelo usudrio. Além disso, varidveis de folga ndo sdo necessdrias para o relaxamento
das restrigdes.

Neste capitulo, esta abordagem € adaptada para o desenvolvimento de um novo

classificador SVM nebuloso. Ao trabalhar com o SVM-HM em um ambiente com restri¢des
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com a relacdo de ordem nebulosa, permite-se que esse classificador seja utilizado em conjuntos
de dados ndo linearmente separdveis, a0 mesmo tempo em que nao siao criados novos tipos
de vetores-suporte. Esse novo classificador serd doravante chamado de Mdquina de Vetores-
Suporte com Abordagem Paramétrica, tradugdo livre de Support-Vector Machine with Parametric

Approach (SVM-PA).

3.2 Desenvolvimento do método

Considere um conjunto de dados de treino 7 = {(x;,y;) | i = 1,...,£}, sendo que
x; € RP? representa o i-ésimo padrdo de treino e y; € {—1, 1} representa a classe a qual x; pertence.
O hiperplano separador 6timo para 7', de acordo com o SVM-HM, € aquele que maximiza a
margem de separacdo entre as classes 1 e —1. Esse hiperplano é encontrado através da solugdo

do seguinte problema de programac¢do quadratica:

o1
min EWTW
" b 3.1)
sa. yiwlxi+b) > 1, i=1,2,.... 0
Devido as restricdes desse problema, uma solug¢io serd encontrada se, e somente se, T for
linearmente separdvel. Visando atenuar a condicdo de separabilidade linear para T, pode-
se generalizar o Problema (3.1) substituindo as restri¢des y;(wTx; +b) > 1,i=1,2,...,¢ por

restricdes com a relacao de ordem nebulosa. Desta forma, obtém-se um problema de programacao

quadratica com relac@o de ordem nebulosa no conjunto de restri¢des
1
min EWTW
b (3.2)
sa. yi(whx+b) >/ 1, i=1,2,....¢

cuja solugdo, de acordo com Cruz et al. (2011), € encontrada resolvendo um problema de

programacdo quadratica paramétrico, equivalente ao Problema (3.2), descrito abaixo

.

min —

w, b 2W W

sa. yiwi+b)>1—di(1—-2), i=1.2,...¢, (3.3)
A€o, 1].

No Problema (3.3), A indica a pertinéncia da solugdo e d; > 0 representa a violagdo méaxima da
i-ésima restri¢o, ou seja, qudo incerto € o i-ésimo padrio de treino (x;,y;). O desenvolvimento

algébrico para obter o Problema (3.3) a partir do Problema (3.2) esta detalhado na Secdo A.2.
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Vale ressaltar que a pertinéncia A controla o quanto cada restri¢do podera ser violada.
Para A = 0 é permitido o maximo de viola¢do, enquanto que para A = 1 nenhuma violagdo é
permitida. Ou seja, para A = 1 o SVM-PA ¢ idéntico ao SVM-HM.

Além disso, o conjunto de solugdes vidveis € determinado pelos valores de d;, i =
1,...,¢ e de A, de tal maneira que o hiperplano separador 6timo serd aquele com a menor norma
dentro do conjunto de solugdes vidveis. A seguir € apresentada uma propriedade interessante

sobre os conjuntos de solucdes vidveis e as pertinéncias das solucoes.

Proposicio 3.1 Seja S; o conjunto de solugdes vidveis com pertinéncia A e considere 0 < Ay <

M < 1. Assim, tem-se que
Sa, € 8x,- (3.4)

Essa propriedade decorre diretamente das restricdes do Problema (3.3).
Assim como foi feito na Secdo 2.1, pode-se utilizar o método dos multiplicadores de

Lagrange para resolver esse problema. Para isso, constroi-se a fun¢do Lagrangeana

1 4

Liw,b,a) = EWTW— Z i (yiwTxi+b) —14+d;i(1 —1)), (3.5)
i=1

sendo @ = [ay, ..., ] > 0 sdo os multiplicadores de Lagrange correspondentes as restri¢des

yiwTxi+b) > 1—di(1—1), i=1,2,...,f. A solugdo do Problema (3.5) é determinada pelo
ponto que satisfaz o conjunto de restri¢des, minimiza a funcdo L em relagdo as varidveis do
problema primal (w e b) e maximiza L em relacdo aos multiplicadores de Lagrange.

Para encontrar o minimo de L em relacdo a w e b, calcula-se as derivadas parciais de

L em relacdo a essas varidveis e as equacdes resultantes sdo igualadas a zero, ou seja

oL !

I =wo— ) 03yix; =0, (3.6)
w w=wq i=1

oL !

2x Y gy =0. (3.7)

db b=by z;

Das Equacdes (3.6) e (3.7) encontram-se as seguintes relacdes
{

wo = ) _ OGyiXi, (3.8)
i=1

l
Y yiai =0, (3.9)
i=1



45

as quais podem ser utilizadas para simplificar L:

1 14 14 4 4
L(w,b, 0) = swiwo —wl Y yiowxi—b ), oiyi— (1=2) ) idi+ ) (3.10)
i=1 i—l i=1 j=
1
= Jwiwo—wiwo— (1 -4 Zald +Za, (3.11)
1 14
= —EWOWO_ (1—-2 Z id,‘-i-ZOC,' (3.12)

Reordenando a equagdo acima e utilizando novamente a relacdo (3.8), obtém-se

'MN

L(a) = Z od; — Z Z 04 0Ljy;y jX] X, (3.13)

1 llj

1

Portanto, a formulacdo dual do Problema (3.3) pode ser modelada da seguinte forma

¢ 0
1
max Y o(1—(1=A)di) — > 32 Y vayiyjc
“ = i=1j=1
¢
sa. Y 0yi=0 o

A solucdo do Problema (3.14) serdo os multiplicadores de Lagrange associados ao ponto que
minimiza o Problema (3.3).
De acordo com as condicdes de complementaridade de KKT, no ponto de sela (wg,

by, a), a equagio
of [yi(wixi+bo) —1+di(1-21)] =0

¢ valida paratodo i =1,2,...,¢. Assim, os vetores-suporte da SVM-PA sdo os elementos que

satisfazem a equacgao
yi(ngi—f—b) =1 —di(l — l)
A classificacdo de novos padrdes € feita verificando o sinal da seguinte fungao:

=Y ayix[x+bo, (3.15)
€SV
sendo que SV representa o conjunto com os indices dos vetores-suporte.

A Figura 10 descreve o hiperplano separador 6timo para o conjunto de dados apre-

sentado na Figura 5, encontrado pelo SVM-PA com pertinéncia A =0, 1.
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Figura 10 — Hiperplano separador 6timo encontrado pelo SVM-PA com pertinéncia A = 0, 1 para
o conjunto de dados apresentado na Figura 5. Os vetores-suporte estdo destacados
com circulos cinzas.
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Fonte: elaborada pelo autor.

E importante ressaltar que o SVM-HM, diferentemente do SVM-PA e do SVM-SM,
ndo encontraria uma solugdo para o conjunto de dados apresentado na Figura 5, uma vez que tal
conjunto ndo € linearmente separdvel. Ademais, a solucao encontrada pelo SVM-PA (Figura 10)
difere daquela encontrada pelo SVM-SM (Figura 6). Além de os hiperplanos separadores 6timos
serem diferentes, a quantidade de vetores-suporte obtida pelo SVM-PA foi consideravelmente

menor do que a quantidade de vetores-suporte obtida pelo SVM-SM.

3.3 Variante com opcao de rejeicao

O modelo apresentado na sec@o anterior busca pelo hiperplano que maximiza a
margem de separacdo das classes dentro do conjunto de possiveis solucdes, definido pelas
restricdes do modelo. Uma interpretacdo que pode ser dada a saida desse modelo € a de que
os elementos que estdo entre as margens do hiperplano separador 6timo possuem pertinéncia
positiva a ambas as classes.

Considerando que os elementos dentro das margens do HSO possuem pertinéncia A

a classe oposta a sua, pode-se definir o espaco entre as margens do HSO como uma regido de
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rejeicdo. Neste caso, a classificacdo de novos padrdes € feita de acordo com a seguinte regra:
1
1 s flX) 2 g

d*(x)=q -1, se f(x) < —1Lr (3.16)

[woll

0, caso contrario

sendo que wg € o vetor normal ao HSO. Esta formulacdo sera doravante chamada de Maquina de
Vetores-Suporte com Abordagem Paramétrica e Opcao de Rejeicdo, traducao livre de Support-
Vector Machine with Parametric Approach and Rejection Option (SVM-PA-RO).

De acordo com a relacdo (3.4), percebe-se que quanto menor a pertinéncia da solucio,
menor serd a norma de wy. Como a margem de separacdo € inversamente proporcional a norma
de wy, pode-se concluir que quanto menor a pertinéncia, maior serd a margem de separacao.
Desta forma, quanto menor a pertinéncia da solucao, espera-se que uma maior quantidade de

elementos serdo rejeitados. Esta propriedade é exemplificada na Figura 11.

Figura 11 — As linhas continuas sdo os hiperplanos separadores 6timos encontrados pelo SVM-
PA com pertinéncias A; = 1 (em preto), A, = 0,75 (em azul claro) e A3 = 0,5 (em
roxo). As linhas tracejadas sdo as margens desses hiperplanos. As linhas continuas
em preto e em azul claro estdo sobrepostas.
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Fonte: elaborada pelo autor.

Note que a funcao de decisdo apresentada na Equacao (3.16) € similar as fungdes
de decisdes apresentadas na Secdo 2.4. Assim como os modelos propostos em Mukherjee

et al. (1999) e Platt et al. (1999), a regido de rejeicdo € definida como o espaco entre dois
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hiperplanos equidistante do HSO. A regido de rejei¢ao do método proposto em Grandvalet et al.
(2009) também ¢ definida como o espago entre dois hiperplanos, porém nao necessariamente

equidistantes do HSO.

3.4 Conclusao

Neste capitulo foi apresentado um novo classificador SVM nebuloso, baseado em
uma abordagem paramétrica desenvolvida para resolver problemas de programagao quadratica
com relacdo de ordem nebulosa no conjunto de restricdes. Além disso, foi apresentado uma
variante desse classificador com opcao de rejeicao.

No préximo capitulo € feita uma andlise da eficiéncia das duas versdes do classifica-
dor proposto, com e sem op¢ao de rejeicao. Esses classificadores sdo testados em conjuntos de

dados reais e comparadas a outros classificadores SVMs.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Para verificar a eficacia dos modelos SVM-PA e SVM-PA-RO, foram feitos testes
em diversos conjuntos de dados oriundos da drea médica. A Secdo 4.1 detalha a metodologia
utilizada para o treinamento e teste dos classificadores. Os conjuntos de dados utilizados nos
testes sao descritos na Se¢ao 4.2. Os resultados sao apresentados na Secao 4.3. Na Subsecao
4.3.1 é feita uma comparacao entre os métodos SVM-PA e SVM-SM. J4 na Subsecdo 4.3.2, 0
SVM-PA-RO é comparado com os métodos SVM com op¢ao de rejeicdo apresentados na Se¢do

24.

4.1 Metodologia de treinamento e teste

Para cada conjunto de dados foram feitas 50 rodadas de treino e teste. Em cada
rodada, o conjunto de dados é dividido em dois subconjuntos: o conjunto de treino, com 70%
dos elementos, e o conjunto de teste, com os demais elementos. Essa divisdo ¢é feita de forma
a manter a proporcao de elementos de cada classe em ambos os subconjuntos. Além disso, o
conjunto de treino € normalizado, de forma a equalizar as ordens de grandezas dos seus atributos.
A normalizacdo € feita mudando a escala original de cada varidvel para o intervalo [—1, 1]. O
conjunto de teste € entdo normalizado de acordo com os parametros da normaliza¢do do conjunto
de treino!.

Para 0 SVM-PA também ¢€ feito um passo adicional antes do treinamento: a remog¢ao
de outliers? no conjunto de treino. No caso, um elemento é considerado um outlier se sua
distancia® média até 5%* elementos mais préximos de sua classe é maior que a distincia média
até 5% elementos mais proximos da classe oposta. As violagdes mdximas para o SVM-PA sdo
estimadas de acordo com o método descrito no Apéndice B.

Além disso, foi utilizado kernel gaussiano (Tabela 1) em todos os classificadores e
para todos os conjuntos de dados.

Os cddigos necessdrios para gerar os resultados apresentados neste capitulo foram

desenvolvidos em Matlab®), utilizando as fung¢des fitcsvm e quadprog. A primeira delas utiliza

" Se um padrio do conjunto de treino foi normalizado de (—10, 10) para (—1,1) e um elemento do conjunto de

treino é (—12,7), entdo esse padrdo serd normalizado para (—1.2,0.7).

A remocao de outliers faz com as estimativas feitas pelo método utilizado para estimar a violagdes maximas,
apresentado no Apéndice B, sejam mais precisas.

A distancia utilizada € a euclidiana.

Valor definido de forma empirica.
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o algoritmo Sequential Minimal Optimization (PLATT, 1999) para encontrar a solu¢cdo 6tima
do problema (2.33). J4 a segunda € um solver para problemas de programacao quadratica com

restricoes lineares.

4.2 Conjuntos de dados utilizados

A seguir, € apresentada uma breve descri¢cdo dos conjuntos de dados utilizados,
obtidos no Repositério UCI (DUA; GRAFF, 2017):

e Cancer de mama: Conjunto de dados obtido e disponibilizado pelo Dr. William H.
Wolberg da Universidade de Wisconsin (MANGASARIAN, 1990). O conjunto possui
dados de 699 pacientes com tumores na mama, dos quais 458 eram tumores benignos. Cada
paciente € representado nos dados por 10 atributos biomédicos. O objetivo € identificar se
um tumor na mama do paciente é benigno ou maligno.

e Haberman: Conjunto formado por casos de um estudo, realizado entre 1958 e 1970 no
Hospital Billings da Universidade de Chicago, sobre a sobrevivéncia de pacientes subme-
tidos a cirurgia para cancer de mama (HABERMAN, 1976). Esse estudo acompanhou
306 pacientes, sendo que 225 deles sobreviveram por pelo menos 5 anos apds a cirurgia.
Os pacientes sao representados por trés atributos: idade, ano da operagdo e quantidade
de ganglios axilares positivos detectados. O objetivo € prever se determinado paciente
sobreviveu (sobriverd) mais de 5 anos ap0s a cirurgia.

e Parkinsons: Conjunto de dados criado por Max Little, da Universidade de Oxford, em
colaboracao com o National Centre for Voice and Speech, em Denver, Estados Unidos
(LITTLE et al., 2009). O conjunto € composto de uma série de medi¢cdes biomédicas
da voz de 31 pessoas, 23 delas com doenga de Parkinson. Ao todo foram realizadas 195
gravagdes, 147 destas da voz de pessoas com Parkinson e 48 de pessoas sem esta doencga.
Neste conjunto, o objetivo € identificar, através da gravacdo da voz do paciente, se o
mesmo possui ou ndo a doenga de Parkinson.

e Coluna vertebral: Conjunto de dados biomédicos construido pelo Dr. Henrique da Mota
durante um periodo de residéncia médica no Group of Applied Research in Orthopaedics
(GARO) do Centre médico-chirurgical de réadaptation des Massues, Lyon, Franga. O
objetivo € classificar os pacientes como pertencentes a uma das duas categorias: Normal
(100 pacientes) ou Anormal (210 pacientes) (ROCHA NETO; BARRETO, 2009). Cada

paciente € representado nos dados por seis atributos biomecanicos derivados da forma e
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orientacdo da pelve e da coluna lombar.

4.3 Resultados
4.3.1 Comparacdo entre classificadores SVM sem opgdo de rejeicdo

Esta secdo apresenta uma comparacio entre os classificadores SVM-SM e SVM-PA.
A eficdcia de ambos os métodos € verificada nos quatro conjuntos de dados descritos previamente.
Aqui, a eficécia € obtida verificando-se a quantidade de elementos do conjunto de teste que
¢ classificada corretamente, a partir da superficie de decisdo obtida no conjunto de treino. A
quantidade média de vetores-suporte obtida por cada método também é considerada.

Como para os testes realizados foi utilizado kernel gaussiano, dois parametros devem
ser escolhidos para o SVM-SM: a abertura do kernel (o) e a constante de regularizacdo (C). J&
para o SVM-PA € necessdrio escolher apenar um parametro: a abertura do kernel.

Os melhores parametros para cada modelo sdo encontrados através de uma busca
em grade, com base em uma estratégia de validacdo cruzada de 5-dobras, realizada no conjunto
de treinamento. Para o a busca € feita no conjunto {2’3,2’2,2’1,2’0'5,20,20'5,21,22,23},
enquanto que para C a busca é feita no conjunto {273,272,271,20 21 22 23 25 27} Como o
SVM-PA possui apenas um parametro, a busca € feita em apenas uma dimensao.

Na Tabela 2 sdo apresentados os resultados obtidos pelos classificadores SVM-SM e
SVM-PA, com pertinéncias 0,75, 0,5 e 0,25, nos conjuntos de dados cancer de mama, haberman,
parkinsons e coluna vertebral. Além disso, como para a aplicacdo do SVM-PA alguns elementos
sdo removidos do conjunto de dados, o classificador chamado de RED-SM aplica o SVM-SM
nesse conjunto de dados reduzido. O desempenho dos classificadores € avaliado de acordo com
a taxa de acerto média, desvio padrio e quantidade média de vetores-suporte.

Outras informacodes do desempenho dos métodos sao apresentadas em diagramas de
caixa (boxplots), nas Figuras 12, 13, 14 e 15. Em cada caixa, a marca central indica a mediana,
e as bordas inferior e superior indicam o primeiro e o terceiro quartis, respectivamente. Os
bigodes estendem-se até os pontos de dados mais extremos que nao sdo considerados outliers, e

os outliers sdo plotados individualmente usando o simbolo 4.
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Figura 12 — Diagramas de caixa das taxas de acerto dos classificadores SVM-SM, RED-SM e
SVM-PA com pertinéncias 0,75, 0,5 e 0,25, em 50 rodadas de treino e teste no
conjunto de dados cancer de mama.
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Fonte: elaborada pelo autor.

Figura 13 — Diagramas de caixa das taxas de acerto dos classificadores SVM-SM, RED-SM e
SVM-PA com pertinéncias 0,75, 0,5 e 0,25, em 50 rodadas de treino e teste no
conjunto de dados haberman.
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Figura 14 — Diagramas de caixa das taxas de acerto dos classificadores SVM-SM, RED-SM e
SVM-PA com pertinéncias 0,75, 0,5 e 0,25, em 50 rodadas de treino e teste no

conjunto de dados parkinsons.
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Figura 15 — Diagramas de caixa das taxas de acerto dos classificadores SVM-SM, RED-SM e
SVM-PA com pertinéncias 0,75, 0,5 e 0,25, em 50 rodadas de treino e teste no
conjunto de dados coluna vertebral.

Taxa de acerto (%)

100

95

90

85

80

75

70

65

60

55

50

Fonte: elaborada pelo autor.

- —_ —_ +
1 I !
! | 1 — ]
| 1 } I
1 L
\ |
1
1 ; [ I :
o o o |
T .
+
SM RED-SM PA-0,25 PA-0,5 PA-0,75



54

Tabela 2 — Tabela com a taxa de acerto média, desvio padrao e quantidade média de vetores-
suporte (VS) obtidos pelos métodos SVM-SM, RED-SM e SVM-PA com pertinéncias
0,75, 0,5 e 0,25 nos conjuntos de dados cancer de mama (BC), haberman (HB),

parkinsons (PK) e coluna vertebral (CV). Na coluna “Reducdo VS” € apresentada
a porcentagem de reducdo na quantidade média de vetores-suporte em relacdo ao

SVM-SM.
Classificador Taxa de Acerto (%) Desvio Padrao (%) VS Reducio VS (%)
BC SVM-SM 95,90 1,16 78,02 0,00
RED-SM 96,25 1,34 42,96 44,94
SVM-PA-0,75 95,43 1,12 40,16 48,53
SVM-PA-0,5 95,62 1,29 27,58 64,65
SVM-PA-0,25 95,35 1,30 18,16 76,72
HB SVM-SM 73,58 1,83 120,94 0,00
RED-SM 73,69 2,72 33,34 72,43
SVM-PA-0,75 73,47 2,83 21,94 81,86
SVM-PA-0,5 73,23 2,57 39,14 67,67
SVM-PA-0,25 73,18 2,70 16,42 86,42
PK SVM-SM 94,03 3,10 80,36 0,00
RED-SM 92,41 3,44 77,09 4,07
SVM-PA-0,75 93,10 3,03 67,42 16,10
SVM-PA-0,5 92,10 3,41 49,14 38,85
SVM-PA-0,25 89,03 3,54 34,38 57,22
cv SVM-SM 83,35 2,99 92,26 0,00
RED-SM 81,61 3,45 55,18 40,19
SVM-PA-0,75 80,49 3,60 34,64 62,45
SVM-PA-0,5 80,70 3,34 29,34 68,20
SVM-PA-0,25 80,81 3,10 25,18 72,71

Fonte: elaborada pelo autor.

Nos conjuntos cancer de mama e haberman, a taxa de acerto dos cinco classificadores
foi muito proxima. Em relacdo a quantidade de vetores-suporte, o SVM-PA-0,25 foi superior
aos demais classificadores. Em ambos os conjuntos, essa quantidade foi mais do que duas vezes
menor do que a obtida pelo classificador RED-SM. Em comparagdo ao SVM-SM, a quantidade
de vetores-suporte foi cerca de quatro vezes menor no conjunto cancer de mana e cerca de sete
vezes menor no conjunto haberman.

No conjunto parkinsons, as melhores taxas de acerto foram obtidas pelos classifica-
dores SVM-SM e SVM-PA-0,75, seguidos pelos classificadores RED-SM e SVM-PA-0,5. O
SVM-PA-0,25 foi o método que obteve a menor quantidade de vetores-suporte, sendo essa quan-
tidade cerca de duas vezes menor do que a dos classificadores SVM-SM e SVM-RED. Porém, a
acuracia do SVM-PA-0,25 foi consideravelmente inferior a acuracia dos demais classificadores.

No conjunto coluna vertebral, a melhor acuricia foi obtida pelo SVM-SM, seguido

do RED-SM. Novamente, o método que apresentou a menor quantidade de vetores-suporte foi o



55

SVM-PA-0,25, sendo esta cerca de quatro vezes menor do que a do SVM-SM e cerca de duas
vezes menor do que a do RED-SM.

Em geral, pode-se observar que o SVM-PA obteve taxas de acerto similares as taxas
de acerto do SVM-SM, mas com uma menor quantidade de vetores-suporte. Uma quantidade
reduzida de vetores-suporte € desejavel, principalmente em problemas de grande porte, pois faz
com que o processo de classificagdo de novos padrdes seja mais rapido, além de ser necessario
armazenar uma quantidade menor de informagao para ser aplicada no conjunto de teste.

Essa reducdo na quantidade de vetores-suporte deve-se, em parte, ao fato de que para
o treinamento do SVM-PA alguns elementos sdo removidos do conjunto de dados. Contudo, a
quantidade de vetores-suporte obtida pelo SVM-PA-0,25 foi, em todos os conjuntos de dados,

pelo menos duas vezes menor do que a obtida pelo RED-SM.

4.3.2 Comparacdo entre classficadores SVM com opgdo de rejeicdo

A anélise de classificadores com opcao de rejeicdo é comumente feita através de
uma curva, denominada curva A-R, que leva em consideracio a taxa de acerto em relacdo a taxa
de rejeicdo. Cada valor dessa curva corresponde a uma taxa de acerto e sua taxa de rejeicao
correspondente.

Observando a Regra de Chow, apresentada na Equacgdo (2.48), € possivel perceber
que a taxa de rejei¢ao depende dos custos dos possiveis erros (falso-positivo, c_, e falso-negativo,
c+) e dos seus custos de rejeicao (r— e ry4.). Visando satisfazer a relacio (2.49) e obter diferentes
valores de taxas de acerto e rejei¢ao, nos testes realizados foram utilizados os valores c_ =cy =1
er_ =ry =wg €{0,07;0,14;...;0,41,0,49}.

A seguinte nomenclatura serd utilizada no decorrer desta secdo:

SVM-PA-RO: modelo proposto neste trabalho, na Se¢ao 3.3;

SVM-NV: primeiro modelo apresentado na Se¢ao 2.4 (Equagdes (2.50) e (2.51));
SVM-1C: segundo modelo apresentado na Se¢ao 2.4 (Equagdes (2.52), (2.53) e (2.54));

SVM-GV: terceiro modelo apresentado na Secao 2.4 (Equacdes (2.55) e (2.56)).

Os métodos SVM-1C e SVM-NV utilizam as saidas do SVM-SM - vide Equacéo
(2.50) - para encontrar a regido de rejeicdo. Assim, como foi utilizado kernel gaussiano para
os testes desta secdo, € necessario escolher os parametros do SVM-SM. Esses parametros sao
encontrados conforme a estratégia apresentada na terceiro paragrafo da Secdo 4.3.1. Uma

estratégia similar € utilizada para encontrar os parametros do SVM-GV (Cgy e ogy), porém
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buscando minimizar a fungdo g(wg) = |E| +wg|R|, sendo que |E| representa a quantidade de
erros, |R| a quantidade de rejei¢des e wg € o custo de rejeicdo.

Diferentemente desses modelos, a taxa de rejeicdo do SVM-PA-RO depende da
pertinéncia da solucdo e da dispersao dos dados no espacgo de caracteristicas, o que, por sua vez,
depende do kernel utilizado. Isso deve-se ao fato de que a regido de pertinéncia do SVM-PA-RO
¢ definida como o espaco entre as margens do HSO. Além disso, como visto no Capitulo 3,
quanto menor a pertinéncia da solu¢cdo maior € o espaco entre as margens. Ou seja, a medida
que a pertinéncia da solu¢do diminui, espera-se que uma maior quantidade de elementos sejam
rejeitados.

Na Figura 16 encontram-se exemplos da relacdo entre a abertura do kernel gaussiano
e a taxa de rejeicdo do SVM-PA-RO, com pertinéncias 0,9, 0,6 e 0,3, nos quatro conjuntos de

dados avaliados.
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Figura 16 — Relagao entre a abertura do kernel gaussiano (o) e a taxa de rejei¢do para o modelo
SVM-PA-RO, com pertinéncias 0,9, 0,6 e 0,3 nos conjuntos de dados cancer de

mama, haberman, parkinsons e coluna vertebral.
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As Figuras 17, 18, 19 e 20 apresentam as curvas A-R para os classificadores SVM-

1C, SVM-NV, SVM-GV e SVM-PA-RO nos conjuntos de dados cancer de mama, haberman,

parkinsons e coluna vertebral, respectivamente. Cada circulo nessas figuras representa a média da

taxa de acerto e de rejei¢do obtidas nos conjuntos de testes, dentre as 50 rodadas de treino e teste,

com custos de rejeicdo fixos. Foram considerados apenas valores de rejeicdo menores do que

30%, uma vez que geralmente estes sdo os valores de interesse em aplicagdes praticas (FUMERA;

ROLI, 2002). Por isso, nessas figuras, nem todos os classificadores possuem a mesma quantidade

de pontos. Para 0 SVM-PA-RO foram utilizadas pertinéncias A = {0,3;0,4;...;0,8;0,9}.

A Tabela 3 apresenta a quantidade média de vetores-suporte obtidas pelos classi-

ficadores SVM-1C, SVM-NV, SVM-GV e SVM-PA-RO. Para os classificadores SVM-1C e
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SVM-NYV essa quantidade ndo depende do custo de rejeicdo, uma vez que tais modelos sdao
baseados na saida do SVM-SM. Ja para o SVM-GYV, a quantidade de vetores-suporte tende a
aumentar a medida que o custo de rejei¢do diminui. Para 0 SVM-PA-RO h4 uma variacdo na
quantidade de vetores-suporte para solucdes com pertinéncia diferente, mas essa variagdo €

minima.

Figura 17 — Curvas A-R dos métodos SVM-1C, SVM-NV, SVM-GV e SVM-PA-RO no conjunto
de dados cancer de mama.
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Figura 18 — Curvas A-R dos métodos SVM-1C, SVM-NV, SVM-GV e SVM-PA-RO no conjunto
de dados haberman.
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Figura 19 — Curvas A-R dos métodos SVM-1C, SVM-NV, SVM-GV e SVM-PA-RO no conjunto
de dados parkinsons.
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Figura 20 — Curvas A-R dos métodos SVM-1C, SVM-NV, SVM-GV e SVM-PA-RO no conjunto
de dados coluna vertebral.
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Tabela 3 — Quantidade média de vetores-suporte dos classificadores SVM-1C, SVM-NV, SVM-
GV e SVM-PA-RO nos conjuntos de dados cancer de mama, haberman, parkinsons e
coluna vertebral. Em parénteses, para o SVM-GYV, encontra-se o desvio padrao da
quantidade de vetores-suporte. Essa informacao ndo € apresentada para os demais
classificadores ja que a variagdo para o SVM-PA-RO, em todos os conjuntos, foi

menor do que um e essa variacao € inexistente (i.e., zero) para os classificadores
SVM-1C e SVM-NV.

Classificador Cancer de mama Haberman Parkinsons  Coluna vertebral
SVM-1C e SVM-NV 79,58 120,28 76,92 99,18
SVM-GV 139,66 (£77,61) 154,89 (+£7,91) 58,34 (£3,13) 106,03 (+8,84)
SVM-PA-RO 21,10 18,09 34,48 27,98

Fonte: elaborada pelo autor.

Analisando as Figuras 17, 18, 19 e 20, pode-se observar que o SVM-I1C teve o
melhor desempenho, dentre os métodos analisados, nos conjuntos parkinsons e coluna vertebral,
e também apresentou bons resultados no conjunto cincer de mama. A parte do conjunto
parkinsons, o desempenho do SVM-NV foi similar ao do SVM-1C. No conjunto haberman,
tanto o SVM-1C quanto o SVM-NV apresentaram apenas um resultado com taxa de rejeicao

menor do que 30%.

Em relacdo aos métodos com op¢ao de rejei¢do embutida, percebe-se que o SVM-
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GV apresentou bons resultados nos conjuntos cancer de mama e parkinsons, enquanto que seu
desempenho ndo foi bom no conjunto coluna vertebral. J4 o SVM-PA-RO apresentou a melhor
relacdo acuricia X taxa de rejeicdo no conjunto haberman. Além disso, para valores baixos
de rejeicdo, seu desempenho foi similar ao dos demais métodos no conjunto cancer de mama.
No conjunto coluna vertebral, seu desempenho foi melhor que o desempenho do SVM-GYV,
mas inferior ao desempenho dos métodos SVM-1C e SVM-NV. No conjunto parkinsons, o
SVM-PA-RO apresentou apenas dois resultados com taxa de rejei¢do menor do que 30%.

Na Tabela 3 pode-se verificar que a quantidade de vetores-suporte obtida pelo SVM-
PA-RO ¢ bem menor do que aquela obtida pelos outros classificadores, principalmente em relacao
ao SVM-GV. Como mencionado anteriormente, uma quantidade reduzida de vetores-suporte

torna o processo de classificacdo de novos elementos mais eficiente.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foram propostos dois modelos, baseados na primeira formulagao de
uma SVM, que incorporam um método de otimizagdo quadratica nebulosa para tratar dados
incertos e/ou vagos. O segundo modelo proposto difere do primeiro por incorporar uma op¢ao
de rejei¢ao, muito usada em problemas onde o custo de se cometer erros é elevado, como por
exemplo na classificagdo de dados médicos. Ademais, os modelos propostos foram comparados

com outros classificadores SVM.

5.1 Conclusoes sobre as variantes propostas

A versao proposta sem opg¢ao de rejeicdo, SVM-PA, foi comparada com o classifica-
dor SVM-SM. Em relacdo a taxa de acerto, o desempenho dos métodos foi similar, salvo em
um dos conjuntos testados onde a acurdcia do SVM-SM foi razoavelmente melhor. Porém, a
quantidade de vetores-suporte obtida pelo SVM-PA nos quatro conjuntos de dados testados foi
menor do que a obtida pelo SVM-SM. Uma quantidade reduzida de vetores-suporte € desejado
pois acelera o processo de classificagdo de novos padrdes e necessita de menos espaco para
armazenamento, o que ¢ de fundamental importancia em conjuntos com grande quantidade de
dados.

A versdo proposta com opg¢do de rejeicdo, SVM-PA-RO, foi comparada com trés
classificadores SVM com opc¢ao de rejeicdo. Apesar do SVM-PA-RO apresentar melhores taxas
de acerto que o SVM-PA, o que € esperado para um método com op¢ao de rejeicao, em trés dos
quatro conjuntos de dados usados neste trabalho seu desempenho foi um pouco inferior ao outros
classificadores com essa caracteristica. Contudo, a quantidade de vetores-suporte obtida pelo
SVM-PA-RO foi consideravelmente menor do que a dos outros classificadores com opcao de

rejeicao.
5.2 Trabalhos futuros

Como trabalhos futuros pode-se citar o desenvolvimento de algoritmos eficientes
para encontrar a solucdo 6tima do SVM-PA, de forma a viabilizar a utilizacdo dos modelos
propostos em problemas de grande porte.

Além disso, como as violagdes maximas tem um papel muito importante nos modelos

propostos, a implementacdao de métodos que facam boas estimativas para esses valores pode
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melhorar consideravelmente a acurdcia do SVM-PA.
Ademais, pretende-se generalizar o modelo proposto para conjuntos de dados com

n-classes.
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APENDICE A - LOGICA NEBULOSA

A Teoria dos Conjuntos Nebulosos foi introduzida em 1965 pelo matematico Lotfi
Asker Zadeh, com a publicagdo do artigo “Fuzzy Sets” (ZADEH, 1965), sendo sua principal
intencdo dar um tratamento matemadtico a certos termos linguisticos subjetivos (BARROS;
BASSANEZI, 2010).

Na Secao A.1 sdo apresentados alguns conceitos e defini¢des basicos da Teoria de
Conjuntos Nebulosos. Além disso, na Secdo A.2 € apresentado um método paramétrico proprio

para resolver problemas de programacado quadrética de natureza nebulosa.

A.1 Definicoes e conceitos basicos

Um conjunto nada mais € do que um colecdo de elementos. Um conjunto cléassico e
seus elementos possuem uma relacdo bindria de pertinéncia, i.e., um elemento qualquer pertence
ou ndo ao conjunto em questdo. Essa relacdo pode ser caracterizada por uma fun¢ao, chamada

de funcdo caracteristica, cuja defini¢do é:

Definiciio A.1 Seja A um subconjunto do conjunto universo U. A fungdo caracteristica de A,
Xi(x) : U — {0, 1}, é dada por

1, sexcA

0, sexd A

A definicdo de um subconjunto nebuloso € obtida ampliando-se o contra-dominio da

fungdo caracteristica para o intervalo [0, 1]:

Definiciio A.2 Seja U um conjunto cldssico. Um subconjunto nebuloso A de U é um conjunto

de pares ordenados:
A ={(x,xa(x)) tal que x e U}
onde X é conhecida como fungdo de pertinéncia de xem A e x; : U — [0,1].

O valor da funcdo yj;(x) indica o grau com que o elemento x € U pertence ao
conjunto A. Esse valor € conhecido como grau de pertinéncia. A exclusdo completa de um
elemento x ao conjunto nebuloso A é descrito por x;(x) = 0, enquanto que a pertinéncia completa

¢ descrita por x;(x) = 1.
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Diversas fun¢des podem ser utilizadas para expressar um conjunto nebuloso, tais
como fungdo triangular, funcdo trapezoidal, func@o gaussiana, dentre outras (Pedrycz e Gomide

98). Por exemplo, a funcdo triangular pode ser definida como:

.
aq sex€lad

xi(x) = =2, se x € [a,a)
0, caso contrario,

\
sendo que a € o valor modal e a e @ sdo os limitantes inferior e superior, respectivamente.
A seguir sdo apresentadas algumas definicdes que também podem ser utilizadas para

caracterizar subconjunto nebulosos.

Definicdo A.3 Define-se como suporte de A o subconjunto cldssico definido por
Si={xeU: x;(x)>0}.

Definiciio A.4 Um subconjunto nebuloso A é convexo se

Xi(Ax1+(1=2A)x2) > Axz(x1) + (1 = A) x5(x2), (A.1)
para todo x1, xo € Sze A €[0,1].

Definiciio A.5 Seja A um subconjunto nebuloso de U e o € [0,1]. O a-corte de A é o subcon-

junto cldssico de U definido por

Ag={xcU: x;(x) > a}, ac0,1]. (A.2)
A.2 Programacao quadratica nebulosa

A programacao quadratica representa uma classe especial da programacao nao-linear,
a qual pode ser vista como uma generalizacdo da programacao linear. Problemas dessa classe
possuem fungdo objetivo quadratica e restricdes lineares, sendo formalizado como
min cTx+ %xT Ox
s.aa. Ax<b (A.3)

x>0,

sendoce RP,be R, AeR>¥P e QO € RP*P uma matriz simétrica.
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Problemas de programacao quadrética nebulosa sdo uma generaliza¢dao dos proble-
mas de programacgao quadratica usuais, onde incertezas nebulosas podem aparecer na funcao
objetivo, nas restricoes de igualdade e/ou nas restri¢cdes de desigualdade. Aqui é considerado
apenas o caso onde as incertezas nebulosas aparecem no conjunto de restrigdes.

Um problema de programacgao quadratica com relagdo de ordem nebulosa no con-

junto de restri¢des pode ser formalizado como

1
min c¢Tx+ ExTQx
sa. Ax</b (A.4)
x>0,
sendo que o simbolo </ quer dizer que essas restricdes podem ser satisfeitas com algumas
violagdes. As fungdes de pertinéncia y; : R — [0,1], i = 1,...,¢, definem o quanto cada
restri¢do pode ser violada.
Denotando-se cada restri¢do Zfz L aijxj por (Ax);, i=1,...,¢, no Problema (A.4)
pode ser reescrito como
) 1
min c¢"x+ ExTQx
sa.  (Ax), </ b, i=1,....0 (A.5)
x>0,

sendo as funcdes de pertinéncia
xi:RP —=1[0,1], i=1,....¢ (A.6)

nas restricoes nebulosas devem ser definidas por um especialista. Cada fun¢do de pertinéncia
indica o grau de pertinéncia com o qual qualquer x € R? satisfaz a restricao nebulosa correspon-
dente. Esse grau € 1 quando a restri¢do € satisfeita sem violacdes e, a medida que tende a zero,
violagdes cada vez maiores sdo permitidas. No caso linear, essas fun¢des de pertinéncia podem

ser definidas como

, se (Ax); < b;

2i(x) = § 1PV e by < (Ax); < by+d;

0, se (Ax); > b;+d,

sendo d; a violagdo mdxima permitida para a i-ésima restri¢do, i = 1,... 4.
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Em Cruz et al. (2011), os autores desenvolveram um método de duas etapas para
resolver o Problema (A.4). A primeira etapa consiste em parametrizar o Problema (A.4). Para
isso, primeiro define-se, para cada restri¢do nebulosa, um conjunto com os vetores 0 < x € R”

que satisfazem essa restri¢ao
X; = {x eRP | (Ax), </ by, x> o} . (A7)

Denotando por X a intersec¢@o dos conjuntos X;, i = 1,...,¢, o Problema (A.4) pode ser reescrito

de forma compacta como

1
min{ch—f— ExTQx | xEX}. (A.8)
Para cada a € (0, 1], um o-corte do conjunto de restri¢des nebulosa serd o conjunto
classico
X(a)={xeR’ | xx(x) > o} (A9)

sendo que para todo x € R”

xx (x) = min_x; (x). (A.10)

Assim, se para todo o € (0,1]
1 1
S(a) = {x ERP | cTx+ ExTQx =mincTz+ EZTQz, Z€ X(OC)} (A.11)
a solucao do problema serd o conjunto nebuloso definido pela seguinte funcdo de pertinéncia

: S S
2s(2) = sup{a : xeS(a)}, sexelUqyS(@), A12)

0, caso contrario.

Note que para todo a € (0, 1],

¢

X(o)=({xeR?| (Ax), < bi+di(1 — ), 0<x € R”}. (A.13)
i=1

Assim, a solu¢do operacional do Problema (A.8) pode ser encontrada, a-corte por Q-corte,

através da solucao do seguinte problema de programacao quadratica paramétrico auxiliar
min c¢'x+ %xT Ox
sa.  (Ax), <bj+di(1—a), i=1,....¢ (A14)
x>0
oc[0,1]
A segunda etapa do método € resolver, com técnicas convencionais de programagao

quadratica, o Problema (A.14) para cada valor de «.
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APENDICE B - ESTIMACAO DAS VIOLACOES MAXIMAS DO SVM-PA

Seja T = {(x;,y;) | i=1,...,£} um conjunto de dados tal que x; € R? é 0 i-ésimo
vetor de atributos e y; € {—1, 1} representa a classe de x;.
Sejam m(x, C) a média das distincias, no espaco de caracteristicas, usando como
base a distancia euclidiana, de x até os 5% elementos mais préximos da sua classe e m(x, O)
a média das distancias até os 5% elementos mais proximos da classe oposta. Além disso, seja
dm; (dm_p) a distancia média dos elementos da classe positiva (negativa) até o elemento central
dessa classe.
O conjunto de dados, T, € dividido em trés subconjuntos disjuntos:
1. J: conjunto composto pelos elementos de T tais que m(x, C) > m(x,0);
2. §: um elemento da classe positiva (negativa) entra para a fronteira sua distancia para, pelo
menos, 25 % dos elementos da classe oposta for menor do que dm (dm_1).
3. R: demais elementos.
Definidos esses subconjuntos, as violacdes maximas sdo obtidas da seguinte forma:
e Para elementos dos conjuntos J e §, a violacio maxima é definida como sendo a média
das distancias de x até os 25 % elementos mais préximos de sua classe que pertencem a §.
e Para um elemento do conjunto R, a violacdo maxima € igual a menor violacdo entre os

elementos de sua classe pertencentes aos conjuntos J ou 3.
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