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RESUMO

Essa dissertacao esta dividida em trés capitulos. No primeiro capitulo faz-se uma breve
introducao das ferramentas necessarias para o desenvolvimento do trabalho. Por sua vez,
no segundo capitulo define-se de forma precisa o problema de Plateau para variedades con-
vexas, e prova-se a existéncia de solugoes nesse ambiente. A terceira, e ultima parte dessa
trabalho é dedicada a prova um resultado que garante que sobre determinadas condig¢oes
a solucao do problema de Plateau é um mergulho. Em particular, como aplicacao desse

resultado, obtém-se um versao do Lema de Dehn para variedades analiticas e convexs.

Palavras-chave: Variedades convexas. Problema de Plateau. Lema de Dehn.



ABSTRACT

This dissertation is divided into three chapters. In the first chapter is done a brief intro-
duction of the main tools necessary for the development of this work. On the other hand,
in the second chapter, the problem of Plateau for convex manifolds is defined, and it
shows the existence of solutions of such problem in this ambient. The third and last part
of this work is dedicated to proving a result that guarantees that over certain conditions
the solution of the Plateau problem is an embedded. In particular, as an application of

this result, it obtains a version of Dehn’s lemma for analytic and convex manifolds.

Keywords: Convex manifolds. Plateau s problem. Dehn’s lemma.
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1 INTRODUCAO

Com o advento do calculo diferencial desenvolvido por Sir. Isaac Newton e
Gottfried Wilhelm Leibniz no século 17, novas perspectivas surgiam tanto da matematica
como na fisica, principalmente pela vasta aplicabilidade do calculo diferencial na descrigao
de fenomenos naturais. Em trabalhos preliminares, ja no expansao do calculo diferencial
no século 18, Leonard Euler, and posteriormente, Joseph-Louis Lagrange deram inicio a
uma larga e intensa linha investigacao na matematica, calculo variacional. Matematica-
mente, a questdo os instigava era a seguinte: Dado uma curva no R3, serd que existe uma
grafico com bordo essa curva que minimiza a energia?

Embora Euler e Lagrange tenham feitos fenomenais contribuicoes em todas
as areas conhecidas da matematica, e terem dado a formulacao matematica do problema
acima, ainda nao era possivel saber naquele momento se a questao anterior poderia ser
resolvida para qualquer dado de contorno fixado. No obstante, o matemaético-fisico belga
Joseph Antoine Ferdinand Plateau, em seus trabalhos com pelicula de sabao, notou que
dado qualquer contorno feito com arame, sempre existird uma pelicula com bordo esse
arame de tal modo que para qualquer pequena pertubacao na superficie, mantendo o
arame sempre fixado, a superficie perturbada sempre retornard para a superficie inicial.
Em outras palavras, ele observou que aquela configuracao inicial feita pela pelicula de
sabao minimizava a energia para que sua existéncia esteja em equilibrio no ambiente. Em
resumo, os experimentos de Plateau mostrou que pelo menos na natureza o problema
variacional abordado por Euler e Lagrange tinha solugao. Posteriormente esse problema
ficou conhecido como o problema de Plateau.

No inicio do século passado, [RADO (1930) para o R* e [DOUGLAS| (1931)
para o R""(n > 2) deram uma resposta afirmativa ao problema de Plateau. Mais pre-
cisamente, eles demonstraram o seguinte teorema.

Teorema 1.1 (Douglas-Radd). Seja T' uma curva de Jordan em R"*(n > 2) tal que
dgrn < ooﬂ entao existe uma aplicacao continua f: 1D — R™ tal que

1. flst € uma parametriza¢ao mondtona sobrejetiva de I';

2. flintDé harmonica e conforme;

3. Area[f] = dgn ¢ E[f] = eri[}

Além disso, admitindo que a curva fronteira (o contorno dado) possa ser pro-
jetada injetivamente sobre uma curva convexa no plano R?, |[Radd| (1933) demonstrou que
com essa condicao adicional existe uma unica solucao por problema de Plateau com esse
bordo. Além disso, a solucagao é um grafico.

A primeira generalizacao dos trabalhos de DOUGLAS e RADO) para outros
ambientes foi dada por MORREY] (1948)). Em seu profundo trabalho (MORREY], [1948)),

1Veja secdo [3| para a definicio dessa constante
2Veja secdo [3| para a definiciio dessa constante
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ele estendeu os resultados obtidos por RADO) (1930) e DOUGLAS| (1931) demonstrando
a existéncia do problema de Plateau para variedades homogéneas regulares. Além dessa
formidavél extensao, ele ainda foi capaz de demonstrar a regularidade para as solucoes do
problema de Plateatf’|

Essencialmente, as ideias desenvolvidas por RADO (1930) e DOUGLAS| (1931)
deram inicio a uma larga e intensa linha de pesquisa na geometria diferencial no século
passado. Por exemplo, questoes simples de saber se as solucoes do problema de Plateau
eram imersao, mergulhadas e regulares no interior e até o bordo permaneceram em abertos
por um longo periodo. Nesse momento, devemos pontual que seria impossivel falamos aqui
todos os resultados obtidos nesse cenario. No entanto, vamos nos deter apenas a citar
as referéncias que foram utilizadas ao longo do texto. No obstante, recomendamos a
leitura dessas referéncias para mais informagoes a respeito dos resultados obtidos e outras
questoes consonante ao problema de Plateau.

Com respeito a regularidade até o bordo, se a curva I' C R" for analitica,
entao qualquer solucao do problema de Plateau é uma superficie minima até o bordo.
Esse resultado foi provado por [LEWY] (1951). De fato, como foi provado posteriormente
por HILDEBRANT] (1969), e por HEINZ and HILDEBRANT](1970), o resultado anterior
pode ser estendido consideravelmente para qualquer variedade riemanniana de dimensao
3. Na secao [3, vamos enunciar de forma precisar esses resultados. No tocante a questao
de pontos de ramificacdo (pontos onde a aplicagao deixa de ser imersao), (OSSERMAN
(1970)) provou que em R? as solucoes do problema de Plateau nao tém falsos pontos de
ramificacao. Esse resultado foi generalizado em um elegante trabalho devido ao |(GUL-
LIVER II (1973)). Ele demonstrou a nao existéncia de pontos de ramificacdo para uma
larga classe de problemas variacionais, a qual engloba o problema de Plateau. Além disso,
GULLIVER II, OSSERMAN, and ROYDEN| (1973) desenvolveram a teoria dos pontos
de ramificacao.

Uma vez feita essa breve introducao ao problema de Plateau e questoes rela-
cionadas, nesse trabalho estudaremos uma extensao desse problema para variedades con-
vexas. Aqui abordaremos duas situacoes completamente diferentes. Primeiro abordamos
o problema de existéncia de solucao do problema de Plateau para esse novo ambiente.
Logo apds, vamos estudar critérios para decide quando uma solucao do problema de
Plateau é um mergulho. Os resultados aqui apresentados sao devidos ao MEEKS III and
YAU| (1982).

Esse trabalho estd organizado da seguinte forma. Na secao [2, fazemos uma
breve revisao das ferramentas geométricas, analiticas e topoldgicas necessarias para o de-
senvolvimento do trabalho. Por sua vez, na segao [3| enunciamos de forma mais precisa o
problema de Plateau, e falaremos dos principais resultados de regularidade e nao existéncia

de pontos de ramificao que utilizaremos posteriormente no trabalho. Em seguida, definire-

3Na secdo [3] explicaremos melhor essa passagem
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mos o conceito de variedade convexa, e provaremos a existéncia de solucao do problema
de Plateau para esse ambiente. Na segunda parte dessa secao, obteremos algumas pro-
priedades que toda solucao do problema de Plateau precisa satisfazer. Finalizaremos essa
secao demonstrando que determinadas classes de aplicagoes nao podem ser minimizantes
de drea. Finalmente na segao [d provamos que sobre particulares condigoes toda solugao
do problema de Plateau é um mergulho. Como aplicacao desse resultado, provaremos
que quando a curva I' esta na fronteira de um dominio analitico e convexo, e se a curva
for homotépica a uma caminho constante, entao a solugao do problema de Plateau é um
mergulho. Esse resultado pode ser interpretado como uma versao do Lema de Dehn para

esse ambiente.
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2 DEFINICOES BASICAS

Nessa primeira parte do trabalho vamos fazer uma breve apresentagao de
todos os conceitos basicos, tanto da Geometria, quanto da Topologia necessérios para o
desenvolvimento desse trabalho. Aqui nos focaremos em apresentar os teoremas, quase
sempre sem demonstra-los, porém daremos sempre a devida referéncia para que o leitor
possa encontrar suas respectivas demonstragoes, e extensoes de tudo o que serd feito aqui.
Isso é feito para tornar o trabalho menos denso, de modo que sua leitura se torne agradavel

e transparente.

2.1 Geometria

Iniciaremos do nosso trabalho fazendo uma breve revisao dos conceitos geométricos

necessarios para o desenvolvimento do trabalho.

2.1.1 Geometria riemanniana

Sejam (M™, g) uma variedade riemanniana de dimensao m com uma métrica
riemanniana g e p : E™t* — M uma aplicacio suave e sobrejetiva, onde E™"* é uma
variedade suave de dimensao n + k, k € N. Dizemos que E é um fibrado vetorial real de
dimensao k sobre M se p: E — M goza das seguintes propriedades:

a. Para todo ¢ € M, o conjunto E, := 7 '(q) possui uma estrutura de espago vetorial
real de dimensao k;
b. Para cada ¢ € M existem uma vizinhanca aberta U C M de q e um difeomorfismo
U U) = U x R* tais que:
i. Para cada q € U, a restricio ¥ : E, = 77 !(q) = {q} x R¥ é um isomorfismo
linear,
ii. Se 7y : U x R¥ — U denota a projecdo sobre o primeiro fator, entdo 7 =

apoW:n H(U) = U.

Observagao 2.1. Por simplicidade, de agora em diante quando falamos em fibrados
vetoriais, vamos deizar subentendido a dimensao do fibrado, salvo possivelmente em par-
ticulares casos.

Observagao 2.2. A aplicagio ¥ acima é chamada de trivializagdao local.

Antes de prosseguirmos com nosso trabalho, precisaremos fazer algumas con-
strucoes de particulares fibrados vetorias. Para tanto, necessitaremos do seguinte resul-
tado que nos da uma forma construtiva de construir fibrados vetorias sobre variedades
riemannianas. Sua demonstragao segue essenciamente os mesmos passos da construgao
de uma estrutura suave em uma variedade topolégica, veja por exemplo |[LEE (2002) para
mais detalhes.

Teorema 2.1. Sejam M™ uma variedade suave, k € N e, para cada q € M, seja E; um
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espago vetorial real de dimensao k. Denote por E = ey B2, a soma topoldgica dos E, e
p: E— M a aplicagio p(E,) = q. Admita que sejam dadas:

a. Uma cobertura aberta {Uy}aco de M;

a. Para cada o, uma bijecio W, : p~*(U,) — U, x R¥ tal que para cada q € U, a
aplicagio ¥, : E, — {q} x R* é um isomorfismo linear;

a. Para cada o, 8 € © tais que U, NUg # &, uma aplicacao suave gog : Uy N Ug —
GL(k,R) tal que a composi¢ao ¥, o \I!gl 1 (UyNUg) x RF — (U, NUg) x R* tem a
forma

U, 0 U5 (q,v) = (¢, gap(v))-

Nessas condigoes, existe uma unica estrutura de variedade suave de dimensao m + k em
E tal quep: E — M € um fibrado vetorial suave de dimensdo k.
Observacao 2.3. Acima, o conjunto GL(k,R) denota o grupo linear real de dimensao k.
Em seguinda, vamos fazer duas aplicagoes desse teorema em dois sutis exem-
plos que serao necesséarios posteriormente nesse trabalho. Aqui seguiremos as elegantes
exposigoes dadas por MUNIZ NETO| (2014) e | XIN| (1996 para essas construgoes.
Exemplo 2.1. Sejam pg : E"* — M and pr : F*™' — M fibrados vetorias sobre M.
Para cada g € M denote por Hom(E,, F,) o espago vetorial das transformacoes lineares de
E, em F,. Chame Hom(E, F') = l,cp Hom(E,, F,). Considere uma cobertura por abertos

{Us}aco de M tal que para cada o existam

U, : pp'(Uy) — Uy x RF . ®y : ppt(Uy) — Uy xR
(¢:v) > (¢, %al@)v) (¢:v)  — (g, 9a(q)v)

Chame ¥, o \Ifgl = gap € Py 0 (1351 = hap sempre que U, N Uz # @. Se {e1,...,ex} e

{e1,..., e} sdo as bases canonicas de R* e R respectivamente, definimos

Xo © Wyev, Hom(E,, F,) — U, x M(l x k,R)
T € Hom(Ey, Fy) — (¢, TX(q))

Y

onde TX(q) denota a matriz de T : E, — F, com respeito as bases {¢;'er,... ¥ e}
e {oter,. .., 05 e} Uma simples checagem nos mostra que quando U, N Uz # @ e se
B e M(l x k,R), entdo

Xa © X5 (¢, B) = (¢, hap(q) Bgap(q))-

Em particular, pelo Teorema existe uma estrutura de variedade suave em Hom(E, F')

de modo que
p : Hom(E, F) =I,ey Hom(E,, F,)) — M
T € Hom(E,, F,) — q

¢ um fibrado vetorial de dimensao k.
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Observagao 2.4. Aqui M(l x k,R) denota o espago vetorial das matrizes reais com k
linha el colunas.

Outro exemplo que nos sera muito util é dado pelo fibrado induzido por uma
aplicagao.
Exemplo 2.2. Sejam pg : E"** — N™ um fibrado vetorial sobre N* and f : M™ — N"
uma aplicag¢do suave. Para cada g € M denote por Fy := {(q,v) : v € Epg}, e chame

F =1emFy, como nosso candidato a fibrado vetorial com aplicacao definida por

Pr - F:quMFq — M
(gv) e By — g

Fize uma cobertura por abertos {U,}aco de N tal que para cada o existam

Uy : pp'(Uy) — Uy x RF
(,0) — (¢:¢a(@)v)

Chamando V,, = f~1(U,), obtemos que {V,} é uma cobertura aberta de M. Além disso,
claramente temos que p}l(Va) = U,ev, F,. Agora, suponha que m: M x RF — R* seja a

projecao sobre o sequndo fator, e defina

d, p}l(Va) — vV, x RF
(¢,v) € Fy — (q,m09,(f()(f(q),v))

Observe que, se \I/aolllgl(q, v) = (q, gap(q)v), quando U,NUsz # &, entdo @ao¢gl(q, v) =
(¢, 908(f(q))v). Portanto, todas as condi¢oes do Teorema[2.1] sao satisfeitas. Logo ewiste
uma tnica estrutura de variedade suave em F™* tornando pp : F — M um fibrado
vetorial de dimensao k.
Observagao 2.5. O fibrado F' construido acima € chamado de fibrado induzido por f, e
de agora em diante serd denotado por f~1E.
Observagao 2.6. Algumas vezes vamos cometer o abuso de notacdo de chamar E de
um fibrado vetorial, deizando subentendido a aplicacdo p, salvo alguns casos onde serd
necessario explicitamos a aplicacao.

Continuando com nossa exposi¢ao. Sejam (M, g) uma variedade riemanniana
e p: E™* — M um fibrado vetorial sobre M. Dizemos que um aplicacdo s : M — E é
uma segao do fibrado, se pos = Idy, . Denote por I'(E) o espaco de todas as segdes suaves
de E e por X(M) o espaco de todos os campos de vetores suaves em M. Dizemos que um
conjunto {E1, ..., Fy} é uma base para E, se para cada ¢ € M {Ei(q),. .., Ex(q)} é uma
base para E, = p~!(q). Se {F\, ..., E}} estd definido apenas em um conjunto aberto U de
M, entao dizemos, nesse caso, que {Ey, ..., Ex} é uma base local para E. Definido esses

novos conceitos, podemos agora definir o conceito de conexao sobre um fibrado vetorial

E.
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Uma conexao no fibrado vetorial £ é uma aplicagao
V:T'(E)x X(M) - T(E)

com as seguintes propriedades: Para cada f,g € C*(M), Y, X € X(M) e 5,5 € I'(E),
valem as seguintes propriedades:

a. Vixigvs = fVxs+gVys;

b. Vx(s+35) =Vxs+ Vxs;

c. Vx(fs)=X(f)s+ fVxs.

Embora a definicao acima necessite que todas as entidades envolvidas estejam

definida globalmente em M, a seguinte observacao nos diz que de fato ela é local, no
seguinte sentindo. A demonstracao dessa afirmagao pode ser vista em PETERSEN]| (2006))
ou (CARMO (2011)).
Observacao 2.7. Assim como no caso riemanniano tradicional, € possivel mostrar que
o valor de Vxs em p € M depende apenas dos valores de s em wuma vizinhanca de p
em M, e do valor de X em p. Isto significa que se s = s em uwma vizinhanca U de p,
entio Vxs|, = Vxs|,. Além disso, se X(p) =Y (p), entao Vxs|, = Vys|,. Realmente, é
possivel demonstrar algo um pouco mais sutil, podemos provar que o valor de Vxs em p
depende apenas do valores de s ao longo de uma curva passando por p com vetor tangente
X(p).

Em seguida, vejamos agora como podemos induzir uma conexao nos fibrados
construidos nos exemplos 2.1] e 2.2}

Exemplo 2.3. Suponha que pg : E — M e pr : F — M sejam fibrados vetorias sobre M
com respectivas conexoes VF e VI, respectivamente. Pelo Exemplo existe uma unica
estrutura de fibrado vetorial em Hom(E, F'). Além disso, com o auxilio das conexdes em

vHom(E,F)

E e F', podemos definir uma conexao em Hom(FE, F') da sequinte forma: para

cada X € X(M), cada T € I'(Hom(E, F)) e cada s € I'(E) definimos

(VBT (s) = VE(T(s)) — T(VEs). (1)

Uma simples verificacio nos mostra que, de fato, VHomEF)

é uma conexao em Hom(E, F).
Exemplo 2.4. Sejam p : E — N um fibrado vetorial com conexdo V¥ e f : M — N uma
aplicagio suave. Considere em f~1E a estrutura diferencidvel do Exemplo . Podemos
definir uma conezdo V¥ 'E em fLE da sequinte forma: Para cada X € X(M), s €
L(f7'E), s = saEq o f, onde s, sio funcgoes suaves definidas localmente em M, e {E4}

uma base local de E pomos:
Vi s = dsa(X)Eao f + 5 (VExEd) o f. (2)

Embora a definicao acima tenha o desconforto de ser local, podemos verificar sem muitas
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dificuldades que realmente essa expressao local é uma conexao global em f~'E.
Particularizando as defini¢oes anteriores e voltando um pouco para a geometria
riemanniana. Seja (M, g) uma variedade riemanniana. E bem conhecido que existe uma

tinica conexao V, chamada conexio de Levi-Civita ou conexao riemanniana de M[]
V:X(M)x X(M) — X(M)

tal que para todo X,Y e Z € X(M), e f,g € C*(M) vale
a. VixygvZ = fVxZ + gVy Z;
b. Vx(Y+72)=VxY +VxZ;
c. Vx(fY)=fVxY +X(f)Y;
d. VxY —Vy X =[X,Y];
e. Xg(Y,Z)=g(VxY,Z)+g(Y,VxZ).
Agora, gostarfamos de obter a expresao local dessa conexao em um sistema de

coordenada local U C M com coordenadas (2!, ..., 2™) e base local associada {8%1, cee 8%”}

ara T'M. Para tanto, suponha que X = X-2 ¢ Y = Y2 nesse sistema de coordenadas
p p q Bz oz

e computamos

VxY = VX(Yj 8)

O

0 o o
_ J AV
= X(YV )_8:L‘j + XYV o0 o
0 o 0
— ky ityirk _—
XY )axk + XV o

ivj d
= {XVIG + XY} o

onde os coeficientes Ffj sao chamados de simbolos de Christoffel da conexao. Eles provém

das seguintes igualdades:

_1Tk_~
Vige = Nigg @)

onde 4,7,k € {1,...,m}.
Observacao 2.8. Com o intuito de tornar nossa erposicao mais simples, em todo esse
trabalho faremos uso da convengao de Einstein sob a soma dos indices.

Sejam agora M e N variedades riemannianas e f : M — N uma aplicacao
suave. Considere em Hom(T' M, f~'TN) a estrutura diferencidvel a conexao V obtida a
partir da conexao da construcoes anterioes e da conexoes riemannianas em M e N. Denote
por df a segao de Hom(T' M, f~'T'N) definida por g — df (q) onde df (¢)(X) := (¢, (f+),X),
para todo X € T'M. Como essa notacao em mente, podemos finalmente definir a segunda
forma fundamental de uma aplicagao suave f.
Definig¢ao 2.1. Dados X,Y € X(M). Definimos a sequnda forma fundamental de f como

4Veja/CARMO|(2011) ou (PETERSEN, |2006) para mais informacdes sobre a construcao dessa conexao.
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sendo a aplicagao bilinear B(f) : TM x TM — f~'TN definida por:

Bxy (f) = (Vxdf)(Y). (4)

Para provar que a segunda forma fundamental é simétrica, precisaremos obter
a expresao local da segunda forma fundamental em sistemas de coordenadas locais. Para
tal fim, tome sistemas de coordenadas (U, z') em M e (V,y*) em N. Suponha que nesses
sistemas de coordenadas tenhamos: f = (f), gu = gijdr'@da? e gy = ﬁaﬂdy"@)dyﬂ , com
respectivos simbolos de Christoffel Ffj para M e Fgﬁ para N, onde g); e gy denotam as
métricas riemannianas de M e N, respectivamente. Nessas condi¢oes, podemos explicitar

a segunda forma fundamental nesses sistemas de coordenadas como segue:

Bt = (Va9) (55)

o (0(2) 4(0:2)

B of* 0\ (i @
= Vaz(axj aya) I <F@_) (5)

0?f* 0 8fav 0 ok ofe 0
T 010w Oy | 9ai - 1(55) (aya) U §ak Gy
AP ) R v

0x'0xd Qy* ~ Oxd dx' ~ 8,8 Oy* 7 oxk Oy~
02f* 0 afaé?fﬁrﬂ 0 _Fkafa 0
OxidzI Qy~ Oz Oxt P oym 9 Ozk gy

Em particular, a segunda forma fundamental de f é simétrica, uma vez que os
simbolos de Christoffel sao. Diferenciando um pouco da nomeclatura classica de subvar-
iedades, o traco da segunda forma fundamental é chamado de campo tensao de f.

Definigao 2.2. O campo de tensao da aplica¢ao f denotado por T(f) € definido por

7(f) = tr(B(f)). (6)

Em seguido, gostaria de obter a expressao local do campo tensao de f. Isto pode

ser obtido como segue: multiplicando a igualdade pela matriz inversa (g;;)~" = (¢9%),

obtemos que

m(f) = ¢”B.o_o (f)

9z’ dad
o O2f 0 OfrOff 0 L Of% 0
— g a —Tk —
g {8:61'8&:7 oy * Oxd Ox’ Fon oy L Oxk 8y°‘}

Ly ) 2
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Antes de irmos além, permita-nos agora obter duas féormulas que serao fun-
damentais quando fomos demonstrar a existéncia de solugoes do problema de Plateau
para variedades convexas. A primeira delas nos dda uma expressao explicita para a se-
gunda forma fundamental da composta de duas aplicagoes suaves. Por sua vez, a segunda
formula relaciona a segunda forma de uma aplicacao entre métricas conformes.

Lema 2.1. Sejam f : M — N e p,h : N — R aplicagoes suaves. Suponha que g seja
uma métrica riemanniana em N, e considere a métrica conforme § = e*'g. Com essas

notacoes temos as sequintes iqualdades:
Bxx(ho f)= By.x px(h) +dh(Bxx(f)), (8)

Bx x(p) = Bxx(p) — 2X (h)X (p) + g(X, X)g(Vh, Vp), (9)

onde acima B(p) denota a sequnda forma fundamental de p com respeito a métrica rie-
manniana g € E(p) denota a sequnda forma fundamental de p com respeito a métrica
riemanniana g.

Demonstracao: Com efeito, a partir de , temos as seguintes igualdades:

Bxx(hof) = Vx(d(ho f))(X) = Vx(dhodf)(X)
= Vx(dhodf(X)) - dhodf(VxX) = Vx(dh(df(X))) — dh (df (Vx X))
= Vix(dh)(f(X)) + (dh)(Vy.x fo(X)) — dh (df (Vx X))
= By.xs.x(h)+dh(Bxx(f)).

Antes de provamos a segunda igualdade, permita-nos relembrar a seguinte
relagdo entre as conexoes riemanniana de métricas conformes. Se V é a conexao rieman-
niana de N com a métrica g e V é a conexao riemanniana de N com a métrica conforme
g = e*lg, entdo

VxX = VxX 42X (h)X — g(X, X)Vh,

onde Vh é o gradiente de h com respeito a métrica g. Feita essa breve revisao cuja prova
pode ser vista em (CARMO), (2011)), podemos provar a segunda igualdade da seguinte

forma:

Bxx(p) = Vx(dp)(X)=XX(p)—dp(VxX)
= XX(p) — dp(VxX +2X(h)X — g(X, X)Vh)
= Bxx(p) —2X(h)X(p) + 9(X, X)g(Vh, Vp).

Isso finaliza a prova da segunda igualdade.
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Quando f é a inclusao i : OM < N, onde M C N é um dominio compacto
com fronteira C?, dizemos que M é um dominio estritamente convexo (respectivamente,
l-convexa), se a segunda forma fundamental de i for positiva (respectivamente, nao-
negativa) definida, isto é, B(i) > 0 (respectivamente, > 0) no sentido de formas bilineares.
Por outro lado, se f : M — R é uma funcao de classe C?, e se B(f) > 0 (respectivamente,
> 0), no sentido de formas bilineares, dizemos que f é uma funcao estritamente convexa
(respectivamente, 1-convexa).

No tocante a dominios estritamente convexos, BESSA, JORGE, and MARI

(2015) demonstraram que sempre é possivel construir uma fungao Lipschitziana, a qual é
suave e estritamente convexa em uma vizinhanca da fronteira do dominio.
Proposicao 2.1 (Bessa-Jorge-Mari). Seja M C N um dominio compacto estritamente
convexo com bordo de classe C?, entdo existe uma funcao Lipschitziana ¢ : N — R de
classe C* em uma vizinhanca de M, estritamente convexa em uma vizinhanca de OM tal
que 71 ((—00,0]) = M e ¢ (0) = OM. Além disso, a fungdao ¢ é 1-convexa em M.

2.1.2 Principio do mdximo

Nessa breve parte do trabalho vamos falar um pouco a respeito de uma poderosa
ferramente analitica, o principio do maximo. Nessa parte do trabalho, seguiremos a ex-
posigoes dadas por PETERSEN]| (2006) e GILBARG and TRUDINGER! (2001) para esse
contexto.

Permita-nos comegar nosso trabalho com o conceito de fungao harmonica entre
variadades riemannianas.

Defini¢ao 2.1 (Aplicagdo harmoénica). Uma aplicagcio suave f: M — N é dita harma-
nica, se 7(f) = 0.

Observacao 2.9. No caso de uma funcao suave f : M — R, tomando a orientacao usual
da reta, obtemos 7(f) = Af, onde aqui A denota o operador de Laplace usual.

Usando essa notacao padrao para o operador de Laplace, dizemos que f é uma
fungdo subharmonica (respectivamente, superharmonica) se Af > 0 (respectivamente,
Af < 0), como na notagao cldssica. Como veremos agora podemos enfraquecer essa
definicao de harmonicidade consideravelmente. Antes porém, vamos necessitar da seguinte
definicao.

Definicao 2.2. Dizemos que uma fun¢ao Lipschitziana f : M — R satisfaz a desigualdade
Af>g, (10)

onde g € uma fungdo continua, no sentido das distribuicoes se para cada fun¢ao suave
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nao-negativa ¢ : M — R com suporte compacto vale

- [wrva= [ g

Analogamente, dizemos que uma funcao Lipschitziana f : M — R satisfaz a desigualdade
Af <y, (11)

onde g € uma funcao continua, no sentido das distribuicoes se para cada funcdo suave

nao -negativa ¢ : M — R com suporte compacto vale

- [wrve< [ g0

Dizemos que uma funcao Lipschitziana f : M — R é subharmonica (respecti-

vamente, superharmonica) no sentido das distruicoes se ela satisfaz (10]) (respectivamente,
(11))) com g = 0 no sentido acima. Uma vez definido todos esses conceitos, podemos enun-
ciar o principal resultado dessa parte do trabalho. Sua demonstragao e extensoes podem
ser vista em |GILBARG and TRUDINGER (2001]).
Teorema 2.2 (Principio do Maximo). Suponha que f : M — R seja uma fun¢io Lips-
chitziana e subharmonica (respectivamente superharmonica) no sentido das distribuicdes,
entao f € localmente constante numa vizinhanca de cada ponto de mdzximo (respectiva-
mente minimo). Se f possui um mdximo (respectivamente minimo) global, entao f €
constante.

Além dessa versao do principio do maximo, vamos necessitar posteriormente
da seguinte versao mais fraca do principio de maximo.

Lema 2.2. Seja h : D — R uma fungao continua e com integral de Dirichlet finita,
onde D é um dominio compacto e conexo com fronteira suave. Suponha que para alguma
constante 3 > 0 tenha-se Ah > —f|h|* no sentido das distribuicoes. Entdao supph <
supgp h.

Demonstracao: Suponha por absurdo que isso nao ocorra. Seja ¢ uma constante
satisfazendo

suph >c¢>suph e fS(suph —c¢) < 1.
D oD D

Multiplicando a desigualdade Ah > —3 | Vh |> por (h — ¢) e integrando por partes em
D.={x € D : h(x) > c} obtemos que:

- Vh|? > — Vh|%(h = ¢).
/Dc\ 2> 6/DC! 2(h— o)
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Consequentemente, temos que:

02/ IVR|> =8 | |Vh]*(h—c) :/ IVh*(1 — B(h—c)) > 0.
c DC c
Dai segue-se imediatamente que Vh = 0 em D., o que nao é possivel haja vista que

suph > c.
D

2.1.3 Convexidade

Nessa curta secao, devemos definir uma nog¢ao de convexidade mais fraco do que a que
tinhamos definido anteriormente. Essa nocao sera importante quando fomos demonstrar
o resultado de existéncia do problema de Plateau para variedades convexas.

Seja f : M — R uma funcao continua. Dizemos que f é geodesicamente
convexa, se para cada geodésica « : [0, L] — M, parametrizada pelo comprimento de arco

tivermos

(M =NL)) < Af(7(0)) + (1 = M) f(v (L)), (12)

para cada A € (0,1)

Com respeito a fungdes geodesicamente convexas, GREENE and WU (1973)
demonstraram o seguinte.
Teorema 2.3 (Greene-Wu). Sejam f : M — R uma fungdo geodesicamente conveza e
K C M conjunto compacto. Entao existem uma vizinhanca aberta U de K, um numero
real positivo €y e uma sequéncia de fungoes suaves ¢. : U — R, € € (0,¢), tal que ¢,

converge para f uniformemente em K quando € — 0 e

o . d?
lim inf (}Yr(ltf) - ($c07) h:o) >0
onde y varia sobre todas as geodésicas tal que v(0) € K.

Observagao 2.10. Como foi observado por GREENE and WU (1975), a sequéncia de

funcgoes acima € nao-crescente.

2.2 Topologia

Nesta se¢ao faremos uma breve revisao sobre alguns fatos topoldgicos necessarios
para o desenvolvimento desse trabalho. Como estaremos principalmente interessados em
variedades, todos os resultado que enunciaremos, serao enunciados para esse contexto. No
entanto, vale a pena salientar que muitos desses resultados valem em contextos bem mais
gerais. Recomendamos a leitura de (BREDON| [1991)), (LIMA/ [2009) e (LIMA| [2006) para

o aprofundamento nessa parte da topologia.
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2.2.1 Espaco de recobrimento

Sejam M, N variedades conexas e m : M — N uma aplicagdo sobrejetiva.
Dizemos que 7 é uma aplicacao de recobrimento, fornecendo que para cada ¢ € N exista

uma vizinhanca aberta V' 3 ¢ tal que
= |_| Ue,

onde 7 |ya: U* — V homeomorfismo para cada a. Nas condigoes, dizemos que 7w é um
recobrimento de m—folhas se #7!(¢) = m para todo ¢ € N.

Nessa ordem de pensamento, é natural questionar se existe um recobrimento
para qualquer variedade topoldgica conexa. De fato, o resultado abaixo nos mostra que
sempre é possivel encontrar um recobrimento com boas propriedades para qualquer var-
iedade conexa.

Teorema 2.4 (Existéncia de Recobrimento). Se M ¢é uma variedade conexa e H < m(M)
¢ um subgrupo, entao existe uma variedade conexa M e uma aplicacao de recobrimento
suave 7 : M — M tal que m,(m(M)) = H.

Outro resultado relevante sobre a teoria de espagos de recobrimento que precis-
aremos posteriormente é o teorema do levantamento de aplicacoes. Esse resultado fornece
uma condi¢ao necessaria e suficiente para a existéncia do levantamento de uma aplicacao.
Teorema 2.5 (Existéncia do Levantamento). Seja 7 : M — M uma aplicagio de reco-
brimento entre variedades conexas. Suponha que f : Z — M seja uma aplicacdo continua
e Z wvariedade qualquer. Fize zq € Z, f(zo) =x9 €M, exg € T (:L‘O) Entao, existe
uma unica aplicagao continua f Z — M tal que f(zo) =Tp emo f f se, e so se,
Fu(mi(Z, 20)) < ma(m (M, Tp)).

Observacao 2.11. Observe que f e ]7 téem a mesma classe de diferenciabilidade. Isto é,

feCk se, es6sefeCk
2.2.2 Complexo simplicial

Permita-nos agora fazer um breve resumo sobre complexo simplicial, mais de-
talhes podem ser visto em (BREDON| 1991) e LIMA| (2009).

Dados r + 1 vetores vg,v1,...,v, € R™ tais que v; — vg,...,v, — vy sejam
linearmente independentes. Definimos um simplexo de dimensao r (ou r-simplexo) com
vértices nos pontos vy, ..., v, como sendo o conjunto, denotado por (vg,v1,...,v,), de

todas as combinacoes convexas de vg, v1,...,v,, isto é,

(V, V1, .oy Up) 1= {Zr:aivi;ai > O,Zai = 1}.
i=0
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Se p = > v € (vg,...,v,) entdo dizemos que os numeros «; Sa0 as COOI-
denadas baricéntricas do ponto p. Se todas elas sao positivas, entao dizemos que p é
um ponto interior. Por outro lado, se alguma delas for nula, entao dizemos que p é um
ponto de bordo, e quando todas sao iguais, dizemos que p é o baricentro do simplexo
(vo,v1,...,v). Se{iy,... i} C {0,1,...,r} com i; # iy se j # k, entdo dizemos que o
simplexo (v, ..., v;, ) é uma face do simplexo (vg, vy, ..., ;).

Definigao 2.3 (Poliedro). Um conjunto K C R™ ¢é chamado de poliedro, se ele for a
uniao finita de simplexos de R™ com as sequintes propriedades:

1. Todo ponto de K pertence a algum simplexo de K;

2. Toda face de um simplexo de K € ainda um simplexo de K;

3. Se o et sao simpleros de K, entdo o N7 ou € vazio ou € uma face comum de o e
T.

Observacao 2.12.

a. A dimensao de um poliedro K € a maior dimensao de um simplexo de K,

b. Um conjunto L. C K € dito subpoliedro, se ele for um poliedro em R™ cujos simplexos
estao em K;

c. Quando munimos um poliedro K da topologia induzido do R™ vamos denotd-lo por
|KJ;

d. Dizemos que uma aplicagcao continua f : K — L, onde K e L sao poliedros, é
uma aplicagcao simplicial, se cada simplero de dimensao r em K tem imagem um
simplexo de dimensao menor ou igual a v em L.

Fixe M™ uma variedade suave. Dizemos que M ¢ triangulavel, se existe um
poliedro K de dimensao m e um homeomorfismo h : |K| — M tal que restrito a cada
m-simplexo de K este homeomorfirsmo ¢é a restricao de um difeomorfismo definido numa
vizinhanca aberta desse simplexo sobre um aberto de sua imagem. Com o auxilio desse
homeomorfismo, podemos transladar todos os conceitos definidos até agora para M de
modo natural.

Exemplo 1. Toda esfera S™, em geral, todas as variedades suaves de dimensoes 2 e 3
sao trianguldvers.

Antes de irmos além, precisaremos da seguinte definicao.

Definigao 2.4 (Aplicagao Simplicial). Seja f : M — N wuma aplica¢ao continua entre
variedades triangulaveis. Dizemos que [ € simplicial, se para cada simplexo s de M a
imagem f(s) é um simplezo N de dimensao menos ou igual a dimensao de s.

Em geral nao é verdade que toda aplicacao continua entre variedades suaves
trianguléveis seja simplicial com respeito a alguma escolha de triangulacao do dominio e
contradominio. No obstante, temos o seguinte teorema.

Teorema 2.6 (Lojasiewicz). Sejam M? uma variedade real-analitica e f : D — M?> uma
aplicacao continua e analitica em intD. Se S(f) ={x €D : Jy, y#x e f(z) = f(y)},

entao existem triangulagoes de D e M tais que S(f) € subcomplezo da triangula¢ao de D
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e f € simplicial.
Observagao 2.13. Em todo esse trabalho D := {zx € R* : (x,z) < 1}, onde (,) € o
produto interno usual em R?

Continuando como nosso revisao. Fixemos uma variedade trianguldvel M?3 e

um subpoliedrd’| compacto N € M de M. O conjunto
N(N,M)={c €M : o C s simplexo de M e sN|N|+# o} (13)

¢ chamado de vizinhanca simplicial de N em M. Por sua vez, o complemento simplicial

de N em M é o conjunto definido por
C(N,M)={ceM : on|N| =0} (14)

A subdivisao M’ de M obtida subdividindo cada simplexo de M nao perten-

cente ao conjunto N | JC(N, M) é chamada de subdivisao préxima de N. Com respeito a
essa subdivisao, dizemos que o conjunto N (N, M) é chamada de vizinhanga relativamente
regular de N em M. Como foi demonstrado em ROURKE and SANDERSON ] (1982), essa
vizinhanga goza da seguinte propriedade.
Proposicao 2.1. Seja U uma vizinhanca relativamente reqular de N C M, onde M3 é
uma variedade suave trianguldvel compacta com bordo e U subpoliedro de M. Se NNOM +#
0 entao U NOM € vizinhanca relativamente reqular de N N OM em OM. Se N C int M,
entio OU = N(N, M') := N(N,M') 0 C(N, M").

O préximo resultado, nos diz essencialmente que vizinhangas regulares sao

retrato de deformagao do conjunto. Sua demonstracao pode ser vista em ROURKE and
SANDERSON| (1982).
Lema 2.1. Toda vizinhanca relativamente reqular € retrato de deformacdo do subpoliedro
em consideracdo. Ademais, se M3 for uma variedade suave trianguldvel, podemos supor
que a triangulagao em questao é suave por parte, no sentido que quando restrigimos a
retracao a cada 2-simplexo a aplicacao restrita a esse 2-simplexo € suave por partes. Em
particular, o retrato de deformagao construido dessa forma é de classe C* por partes.

Realmente, como escélio da demonstracao, podemos notar que o retrato de
deformagcao goza da seguinte propriedade.

Escélio 2.1. O retrato de deformacdao do lema anterior é localmente injetiva quando re-
strito ao bordo da vizinhanga relativamente reqular. Além disso, cada face dos 2— simplezos
do conjunto em consideracao é recoberto exatamente duas vezes pela retragao restrita a

fronteira da vizinhanca relativa reqular.

5Isto é N é imagem de um subpoliedro pelo homeomorfismo que define a triangulacio de M
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2.2.3 Homologia e cohomologia

Nesse secao, vamos fazer uma breve revisao sobre homologia e cohomologia
necessario para o desenvolvimento desse trabalho. Aqui continuaremos seguindo as ex-
posigoes dadas por (BREDON| 1991)) e (LIMA, [2009) a essa parte da topologia.

2.2.3.1 Cohomologia de de Rham

Seja M uma variedade suave. Sabemos que se A"(M) denota o espago das
r—formas lineares em M, entao existe um operador linear d, : A"(M) — A™Y(M)
chamada a derivada exterior de ordem r tal que para cada r vale d, ; o d, = 0. Em

particular, essa igualdade induz uma sequéncia

055 AO(M) 25 AY(M) B TS AL () T A (M) 2 0,
onde o primeiro operador d_; ¢é justamente a inclusdo. Denote por Z"(M) o Kernel de d,
e a por B"(M) a imagem de d,_;. O subespago Z"(M) é chamado do conjunto de todas
as r—formas fechadas. Por sua vez, o conjunto B"(M) é chamado do conjunto de todas

as r—formas exatas. Desde que B"(M) C Z"(M), o espago quociente
H"(M)=Z2"(M)/B"(M)

tem uma estrutura natural de espago vetorial, e é chamado do grupo de cohomolgia de
de Rham de M de dimensao r.

2.2.3.2 Homologia singular

Fixe uma variedade suave M. Sejam A, o r—simplexo com vértices ey, ..., e,1,
onde {ey,...,e,11} ¢ a base canonica usual de R"™! e M uma variedade suave. Por um
r—simplexo singular em M significa uma aplicacao suave o : A, — M. Isto é, 0 é a
restricagao de uma aplicacao suave em uma vizinhanca de A,.. Considere um anel A e seja
Sr(M, A) o conjunto de todas as combinacoes lineares finitas x = ) _ z,0, onde z, € A.

Para cada i € {1,...,r+1} definimos a i—ésima face do r—simplexo o : A, —

M como sendo o (r — 1)—simplexo ;0 : A, — M, definido por
87;0'(t1,...,tn) = a(tl,...,ti_l,O,ti,...,tr).

Definido esses simplexos, podemos agora definir o operador bordo 9" : S.(M,A) —
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Sr—1(M, A) como segue: Para cada r—simplexo o : A, — M definimos

r+1
0o = Z(—l)i@a,
i=1
e estendemos 0" a todo S, (M, A) por linearidade em cada soma finita x = )_z,0.

Um fato notével sobre essa familia de operadores, é que ela satisfaz
9" o0t =0.

De modo que ela gera uma sequéncia exata

8r+1

S(M,A) - 25 8 (M, A) 25 S, (M, A) 2o 25 80 (M A) 25 So(M, A) 250

o qual é chamado de complexo singular de M. Assim como no caso da Cohomologia
de de Rham, associado a esse complexo temos um grupo de homologia singular de M
com coeficiente em A o qual definiremos agora. Sejam Z,.(M,A) o Kernel de 0" e
B,.(M, A) aimagem de 9""'. Como B,(M, A) C Z.(M, A), entao o quociente H,.(M, A) =
Z.(M,A)/B.(M,A) é um bem definido A—mddulo sobre A chamado de grupo de homolo-
gia singular de M de dimensao r com coeficientes em A.

Note que se M tem fronteira nao vazia, entao S,(0M, A) é um sub-mdédulo de
Sr(M, A). Em particular, desde que o operator bordo 9" deixa o subcomplexo S,(0M, A)
invariante, entdo no quociente S,(M, A)/S,(OM, A) podemos definir um operador 9" :
Sp(M,A)/S,(OM,A) — S,_1(M,A)/S,_1(0M, A) e a homologia associada a essa familia
de operadores nos da a homologia singular relativa de M moédulo OM. Além disso, as

sequencias exatas curtas
0 - S.(OM, A) = S, (M, A) =15 S, (M, A) /S, (OM, A) —s 0,

onde ¢ denota a inclusao e ¢ a aplicacao quociente, nos dao a sequéncia exata de homologia

singular do par (M,0M) com coeficientes em A :

ortt

T H(OM, A) s Ho(M,A) S H(M,OM, A) 25 Ho_((0M, A)---  (15)

Embora tenhamos definido a homologia singular sobre um anel A qualquer,
nesse trabalho estaremos apenas interessado em dois casos particulares, quando A for
Z, ou Zsy, o conjunto dos inteiros ou o conjunto dos inteiros modulo 2, respectivamente.
Finalizaremos essa parte do nosso trabalho enunciando os seguintes resultados que serao
relevantes para nosso desenvolvimento. Infelizmente, por serem teoremas muitos técnicos,
no sentido que necessitariam o desenvolvendo completo da teoria para que finalmente pos-

sarmos enuncia-los de forma precisa. O que acabaria tornando esse trabalho muito longo
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e com uma leitura cansativa. Assim, aqui vamos apenas citar as principais consequéncias
desses teoremas, e recomendaremos a leitura de BREDON] (1991) para mais informagoes.
Teorema 2.7 (Hurewicz). Erxiste um epimorfismo f : m (M, x¢) — Hi(M,Z).
Teorema 2.8 (Teorema dos Coeficientes Universais). Para todo r tem-se que H" (M, A)
¢ isomorfo a Hom(H, (M, A), A).

e
Teorema 2.9 (Dualidade de Poincaré). Para cada p < m H,(M,0M,A) € isomorfo a
H™P(M,A).
Observagao 2.14. Como mecionamos mais cedo, nos teoremas acima A é ou Z ou Zs.
Além disso, o grupo H"(M,A) = H"(M) ® A, onde ® denota o produto tensorial.

2.2.4 Torre topologica

Nessa parte do texto, vamos seguir as exposi¢oes dadas por HEMPEL (1976)),
JACO) (1980) e ROURKE and SANDERSON ([1982) para a construgao de torre topoldgicas
sobre uma aplicacao simplicial.

Sejam N2, M3 e M3 variedades suaves trianguldveise f : N — Me f : N — M
aplicagoes simpliciais. Por simplicidade, chame L = f(N) e L= f(N ). Considere agora
vizinhangas relativamente regulares V' e Vde Lem Me L em M , respectivamente.
Suponha por um momento que M seja o espago de recobrimento de V' com triangulacao
induzida pela projecao de recobrimento p e da triangulacao de V. Nessas condicoes, o

diagrama abaixo comuta

V—M.
F
p
N—f>V—>M

Todo diagrama desse tipo serd chamado de nivel sobre f. Como essa notacao, dizemos
que o nivel é trivial, duas folhas, regular ou universal, se aplicacao de recobrimento p tiver
a mesma propriedade, respectivamente.

Gerenalizando um pouco mais o diagrama acima, podemos agora definir o
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conceito de torre topoldgica. Abstratamente, o diagrama comutativo

Vi A

N —Vy—— M,
fo
¢ chamado de torre sobre fy: N — M, com altura n, se cada subdiagrama

'L+1 > Mz+1

'L+1
Pit1

¢ um nivel sobre f; : N — M; para cada 1.

O seguinte resultado nos diz que sempre é possivel obter uma torre topoldgica,
desde que o espaco base tenha um recobrimento. A demonstracao desse teorema é uma
imediata aplicacao do Teorema e Teorema
Lema 2.3. Uma torre de duas folhas com altura n pode ser estendida a uma torre de
duas folhas e altura n+ 1, se V,, tem um recobrimento de duas folhas M, 1 com proje¢ao
de recobrimento ppy1 tal que (f)«(m1(N)) C (Ppa1)«(m1(Mysq)).

O proximo resultado afirma que nao é possivel encontrar torre de altura sufi-
cientemente grande sem inserimos niveis triviais, niveis onde a aplicacao de recobrimente
seja um homeomorfismo.

Lema 2.4. Sejam N um complexo simpicial finito, My uma variedade suave de dimensdo
3 triangulavél e fo : N — My uma aplica¢do simplicial, entdo existe um niumero natural
C tal que qualquer torre sobre fy com altura maior que C tem um nivel trivial.

Demonstracao: Defina o conjunto
X(fo) ={(o,7) € Nx N : o, 72 —simplexo de N, o # 7, fo(o) = fo(7)}.
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Desde que N é finito, temos que C = #X (fy) < +00. Seja

Vi A

N—Vy——= M,
fo

uma torre de altura n. Defina X (fx) = {(0,7) € N x N : o, 7 2-simplexo de N,o #
7, fx(0) = fru(T)} e veja que X(fry1) C X (fx) pela comutatividade do diagrama. Além
disso, X (fr+1) # X (fx) se o nivel k nao for trivial. Para ver isso, suponha que isso nao
acontega. Isto significa que X (fryr1) = X(fx) e o nivel ndo é trivial. Em seguida, fixe
w9 € fe(N) e Zo € pi* (w0) N fra (V).
Afirmagao: py. |, (3 fee1 (V) = fi(IV) ¢ injetiva.
Suponha que existam x; # xy em fr1(NV) tal que pp(z1) = pr(x2). Como estamos in-
duzindo em M, r a triangulagao pull-back de Vj, entao podemos escolher oy e oy 2-simplexos
tais que fri1(0;) 2 x; e fr(01) = fr(o2). Por outro lado, fry1 : 07 — Mk ¢ o levantamento
a partir do ponto base x; da aplicacdo fi : o1 — Vj com respeito ao ponto pg(z;). Pela
unicidade do levantamento, fiyi1(01) # frr1(02), 0 que ndo é possivel.

Voltando para a demonstracao, sabemos que existem retragoes R; : V; —
fi(N), pelo Lema . Em particular, o homomorfismo induzido por cada R; é isomorfismo.

Esse ultimo fato, juntamento com o fato que

Pr ()t S (N) = fi(IV)

é bijetiva nos diz que py : 7r1(]\7k, 7o) — m1(Vi, o) é sobrejetivo. Dai segue que py é um

homeomorfismo, o que é um absurdo, pois o nivel nao é trivial.
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Neste caso, se

Vi A

K—Vyj—— M,
fo

é uma torre de altura n > C, entdo, pelo que vimos acima, #X(f¢) = #X(fes1) = 0.

Portanto, o nivel C 4+ 1 é trivial, absurdo.

Finalizaremos essa se¢ao como mais uma construcao topolédgica, a qual neces-
sitaremos na demonstracao do principal teorema desse trabalho.

Suponha que f : D — M?3 seja uma aplicacao simplicial com respeito a alguma
triangulagao T de D = {(u,v) € R? : wu?+v* < 1} e uma triangulagao K de M.
Suponha que f(S') seja uma curva de Jordan em dM. Chame fo = f, My = M e
Ky = fo(K). Considere uma vizinhanca relativamente regular V5 de Ky em M tal que
So = Vo[ OM, seja uma vizinhanga relativamente regular de fo(S') em M. Suponha
que tenhamos construido uma torre de altura k sobre fy. Se existe um recobrimento de
duas folhas de Vj, entao podemos estender essa torre da seguinte forma: chame My, o
espaco de recobrimento de duas folhas de Vj, e px11 a projecao de recobrimento associada.
Induzimos em My, a triangulagao induzida por Vj via aplicacao de recobrimento. Pelo
Teorema [2.5, podemos levantar a aplicagao simplicial fr : D — Vj a uma aplicagio
simplicial fxi1: D — Vii1, onde Viyy é uma vizinhanca relativamente regular de fi.1(D)
tal que Sp1 = Viy1 N OMyy seja uma vizinhanca relativamente regular de fr,1(S') em
OMy1.

Observacao 2.15. Note que pelo Lema podemos fazer a extensao da torre até uma
altura menor ou igual a C = #X (fo).
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3 PROBLEMA DE PLATEAU

Esse capitulo do trabalho esta dividida em trés principais partes. Na primeira
secao desse capitulo vamos definir o conceito de variedade homogénea no sentido de Mor-
rey. Além disso, enunciaremos o teorema de existéncia do problema de Plateau para esse
tipo de variedade, e falaremos sobre os resultados de regularidades e nao existéncia de
pontos de ramificagdo para ambientes 3-dimensionais. Além disso, como aplicacao do teo-
rema de existéncia do problema de Plateua para variedade homogéncia, vamos obter um
resultado de existéncia do problema de Plateau para variedade convexa. Na segunda segao
desse capitulo, vamos obter algumas propriedades das aplicagoes harmonica ou conforme,
e como consequéncia dessas propriedades, vamos concluir que o conjunto singular de uma
solugcao do problema de Plateau tem uma particular estrutura topolégica. Finalmente,
na ultima secao desse trabalho, vamos definir o conceito de curva folding, e obteremos
um resultado que demonstrar que aplicagoes com essa tipo de estrutura nao podem ser

minimos de &rea.

3.1 Existéncia de solucao

Sejam (M, g) uma variedade riemanniana e v € M uma curva de Jordan, isto
é, uma curva fechada e simples (sem auto-intesegoes) a qual é imagem da esfera S! por
alguma aplicacao continua. O problema de Plateau consiste em mostrar a existéncia de
uma aplicacao continua do disco unitério fechado em M tal que restrita i esfera S', a
solucacao seja uma parametrizacao de . Além disso, pede-se que a solucao goza da
propriedade de ter menor area com respeito a classe de todas as aplicacoes Lipschitz de
classe C"! por parted] do disco unitério fechado sobre M tal que restrita & esfera S' seja
também uma parametrizacao de v. Em termos matematicos, isso significa que queremos

resolver o seguinte problema: Dada uma curva de Jordan v € M, encontre uma aplica¢ao

f:D — M tal que:
{ fsYH =~ (17)
Area(f) < Area(g),

para toda aplicagao lipschitziana g de classe C' por partes tal que g(S') = ~.

Como haviamos comentado mais cedo na introducgao desse trabalho, os pro-
fundos trabalhos [RADO)| (1930), DOUGLAS| (1931) ¢ posteriormente MORREY] (1948)
demonstraram a existéncia de solugoes do problema de Plateau para uma vasta classe de
variedades suaves, as variedades homogéneas regulares. Dito isso, permita-nos antes de
mais nada definir o que significa uma variedade ser homogeénea regular.
Definigao 3.1. Seja (M™, g) uma variedade Riemaniannade completa de classe C*, m >

3,k > 1. Dizemos que M é uma variedade homogénea reqular, se existem constantes reais

6Isto é, é de classe C'! no complementar de um conjunto formado por curvas de classes C'! e pontos.
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positivas uniforme Cy; < Cy tais que para cada p € M existe uma vizinhanga coordenada
centrada em p difeomorfa ao disco unitario, e sob esse difeomorfismo, se a métrica tem a

forma g;;dz’ @ dx? entdo:
Cidr' ® dr' < gijda’ @ do? < Coda' @ da? . (18)

Exemplo 2. Toda variedade riemanniana compacta sem bordo de classe C' e R™ com a
métrica padrao sao variedades homogéneas requlares.

Antes imos além no trabalho, necessitaremos da definicao de area e energia de
uma aplicacao. Em todos essa trabalho, vamos supor que (u, v), nessa ordem, é o sistema
de coordenada adotado em D.

Definicao 3.2. Seja f : D — M™ aplicacdo Lipschitz de classe C' por partes, onde

(M™, g) variedade riemanniana. Definimos a drea de f por

of af of of of of
Area(f /\/ % u (% %) g(@u R ) dudv. (19)

Por sua vez, definimos a energia de f por

5 =2 [o(L2) 0 (L2 "

Observagao 3.1. A partir da desigualdade /xy < % vemos que

Area(f) < E(f).

com igualdade se, e so se, f € conforme. Isto é, fornecendo que

of of of of of of
g (au 8u) B (%’ %) ¢ (8u av)

Fixe uma curva de Jordan v C M™. Defina dy(y) como sendo o infimo das
dreas de todas as aplicacoes Lipschitzianas de classe C! por partes definidas no disco
unitdrio fechado cuja restricao a esfera S' é uma parametrizacao mondétona de 7, isto é,
a restricao é sobrejetiva e a imagem inversa de cada ponto de v é um conjunto conexo
em S'. Analogamente, defina ey () como o infimo das energias de todas as aplicagoes
Lipschitzianas de classe C' por partes definidas no disco unitério fechado cuja restricao
a esfera S! é uma parametrizacao mondétona de 7. Como veremos agora, essas duas con-
stantes sao as pecas fundamentais para a existéncia de solucao do problema de Plateau
em variedades homogéneas regulares.

Teorema 3.1 (Morrey). Seja M uma variedade homogénea de classe C* k > 1. Se dy <

00, entao existe uma aplicagao f : 1D — M harmonica e conforme cuja restri¢ao ao bordo
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do disco é uma parametrizagio mondtona de v com Area(f) = dy(y) e E(f) = enm (7).
Com respeito a regularidade dessas solugdes, MORREY] (1948) demonstrou o
seguinte resultado de regularidade interior.
Teorema 3.2 (Raddé-Douglas-Morrey). Seja f : D — M uma solugdo do problema de
Plateau para uma curva v C M.
a. Se M ¢é de classe C®, entio [ € de classe C*? em int(D), para todo o € (0,1).
b. Se M € de classe C*°, k>3 e0 <o <1, entdo [ € de classe C*° em int(D).
c. Se M ¢ analitica, entdo f é analitica em int(D).
Antes de prosseguimos, relembre as seguintes defini¢oes:
Definigao 3.3. Uma variedade riemanniana (M, g) € de classe C*°, k> 3,0< 0 <1, se
existe um atlas de A de M tal que dadas quaisquer x ey € A as mudancas de coordenadas

! U sdo aplicagies de classe C*° no dominio de definicdo e os coeficientes da

roy eyox”
métrica g em qualquer sistema x € A sdo funcdes de clase C*~57 isto €, se g = gijdx;dx;
no sistema de coordenada x, entio os coeficientes g;; sao funcées de classe C*~17.

Definigao 3.4. Dizemos que uma variedade riemanniana (M, g) € analitica, se existe um

atlas de A de M tal que dadas quaisquer v e y € A as mudancas de coordenadas x o y~*

L sdao aplicagoes analiticas no dominio de definicio e os coeficientes da métrica g

eyox
em qualquer sistema v € A sao fungoes analiticas.

Note que esse resultado de regularidade é interior, no sentindo que somente nos
diz algo a respeito da regularidade da aplicagao no interior do disco. Dito isso, podemos
nos questionar o que acontece se a curva 7 tiver algum tipo de diferenciabilidade, sera
que a solucao herda o mesmo tipo de diferenciabilidade? Uma resposta parcial para essa
pergunta foi dada por HILDEBRANT] (1969) para o caso real analitica.

Teorema 3.3 (Hildebrandt). Suponha que M seja uma variedade real analitica. Seja
f:ID — M uma solucao do problema de Plateau com fronteira . Nestas condi¢coes temos
as sequintes afirmagoes:

a. Sey € Ck (ouy e CF 1) t >4, entio f € C* YD), para algum 8 € [0,1).

b. Seye C*P t >4 ¢ pe(0,1), entao f € C*LA(D).

c. Seye C™, entao f € C*(D).

d. Se v € analitica, entao f € analitica em D.
Além disso, as afirmacgoes acima sdo vdlidas em contextos mais gerais. Assuma que o €
um subarco de S', o qual é aplicado monoticamente no interior de um subarco o de .
Entao, para qualquer dominio G de int D U o, as sequintes afirmacdes sio verdadeiras.

a. Se g € CF (ou~yy € CF 1) t >4, entio f € C*Y3(@Q), para algum B € [0,1).

b. Seyo € CHP 1t >4 ¢ B €(0,1), entao f € C*LA(Q).

c. Sevyy € C™, entdao f € C=(G).

d. Se vy € analitica, entdo [ pode ser estendida analiticamente através o.

Posteriormente, em um trabalho mais profundo sob a regularidade no bordo,

HEINZ and HILDEBRANT] (1970) mostraram que é possivel estender o teorema acima
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para variedades riemannianas nao analiticas.
Teorema 3.4 (Hildebrandt-Heinz). Sejam (M™, g) uma variedade riemanniana, m > 2,
de classe C?, and v C M uma curva de Jordan de classe C*. Suponha que f : 1D — M
seja uma superficia de classe C°(D) N C?(int D), parcialmente limitado por v no segquinte
sentindo: existe um arco o == {w =€ : 0, <0 < O} CS! tal que f(w) € v sew € 0.
Nessas condigoes temos as sequintes afirmagoes:
i. Para cada wy € o existe € > 0 tal que f € Cl’”(m) para todo v com 0 < v < 1,
onde Se(wy) = {w € intD : |w—wy| < e}.
it. Se f D — M € ndo constante e 0,f(wog) = 0, entdo temos que para w — wy,
w € D, a sequinte representagdo assintética em um sistema de coordenadas {x'} em
torno de f(wo) em M

O f = a(w —wo)' + of|(w — wy)|"), (21)
onde | € um inteiro positivo, e a é um vetor complezo a = (a',... a") # 0 satis-
fazendo

gija‘a’ =0,

onde g = g;;da'da?.

1i. Se M e v sao de classe C**, s > 2 e 0 < v < 1, entao existe € > 0 tal que
f € CS’“(m), para qualquer wy € o.

w. Se M e sio de classe C™, entio existe € > 0 tal que f € C>(S.(wy)), para
qualquer wy € o.

v. Se M e~ sao real analiticas, entao f pode ser estendida analiticamente através o.

vi. Se f aplica o monotonicamente em v, entdo o inteiro | de (21) € par.

Observagao 3.2. Acima temos usado a nota¢ao complexa Oy f := % (% — i%) .

Uma vez tendo garantido a existéncia e regularidade da solugao no interior e
até o bordo da solucao do problema de Plateau, era uma questao em aberto saber se tais
solugoes eram de fato imersoes minimas auténticas, no sentido que a jacobiana de f é
nao nula. O problema que surgia nessa linha de pensamento era a existéncia de pontos
de ramificagao, os quais sao pontos onde a solugao deixa de ser imersao no sentido usual.
Um resposta parcial para variedades analiticas foi dado por|(GULLIVER II, OSSERMAN,
and ROYDEN] (1973) no seguinte contexto.

Teorema 3.5 (Gulliver-Osserman-Royden). Suponha que M seja uma variedade ana-
litica. Se f : D — M3 uma aplicacdao harmonica e conforme, entao o conjunto dos pontos
de ramificagdo de f € finito.

Realmente, quando se exige que a aplicacao f seja minimo de area, entao é
possivel dizer que o conjunto do pontos de ramificacao ¢ vazio. Esse teorema foi provada

em (OSSERMAN ] (1970) para R3, e generalizado por GULLIVER II (1973) para qualquer

variedade riemanniana M de dimensao 3.
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Teorema 3.6 (Gulliver-Osserman). Seja M uma variedade reimanniana de dimensao 3.
Suponha que f : D — M3 seja solucio do problema de Plateau, entdo f é uma imersao
em int .

Além dessas questoes de existéncia, regularidade e nao existéncia de pontos
de ramificagao. Uma outra questao instigava acerca da solugoes do problema de Plateau.
Sera que as solugoes do problema de Plateau eram imersoes até a fronteira? A resposta
para essa questao foi dada por GULLIVER II and LESLEY]| (1973) no seguinte teorema.
Teorema 3.7 (Gulliver-Lesley). Seja M? uma variedade analitica. Suponha que f: 1D —
M seja uma solugao do problema de Plateau com fronteira uma curva analitica v em M.
Entao f € uma imersao em D.

Feita toda essa revisao sobre os principais resultados de existéncia, regularida
e nao existéncia de pontos de ramificacao no interior e bordo, podemos agora prosseguir
com nosso trabalho.

Definigao 3.5 (Variedade Convexa). Dizemos que M € uma variedade conveza, se M estd
contido no interior de um dominio estritamente convero N de uma variedade Rimenniana

N e existe uma func¢ao continua 1 : N — R geodesicamente convera em uma vizinhanca
de N\ M satisfazendo:

M={x e N :nx)<0} e IM =n"(0).

Exemplo 3. Todo corpo convexo €2 C R™ com interior nao vazio e 0 € int{) € uma
variedade convexra. Nesse caso, N € uma bola de centro na origem e raio suficientemente
grande, g € a func¢ao distancia a fronteira do corpo.

Fixe uma curva de Jordan v € OM. No restante dessa secao vamos assumir
que M é uma variedade convexa e que a variedade N que contém M como dominio seja
de classe C?. Nosso teorema de existéncia de solucdo para o problema de Plateau pode
ser enunciado da seguinte forma.

Teorema 3.8 (Existéncia Solugdo-Meeks & Yau). Se dy(v) < oo, entdo existe uma
aplica¢io harmonica e conforme f : D — M que aplica S monotonicamente sobre
com Area(f) = du(y) e E(f) = em(y). Além disso, ou f aplica D em OM ou em
f(int(D)) C int M.

Demonstracao: Como M é um dominio de N, entao mostraremos a existéncia dessa
aplicagao para N, e depois verificaremos que essa solugao esta contida em M. Em seguida,
relembre que desde que N é um dominio estritamente convexo e compacto de uma var-
iedade riemanniana (N , g), entao pelo Lema existe uma funcao h como as propriedades

descritas naquele lema. Em seguida, defina a seguinte fungao h de classe C? como segue

~ 1, eN
{ se T (22)

h(z) = ) ~
l+en, se z€ N\N



39

Escolhar um valor regular a > 1 de & préximo de 1 e defina N := h~!((—oo0, al). Dimin-
uindo a, se necessario, podemos supor que Né compacto.
Com essas escolhas, definimos uma nova métrica conforme a métrica g em
int N da seguinte forma ,
g = —(a _p g. (23)
(@ —h)?
No que segue, vamos denotar por d a fungao distancia até ON com respeito a métrica g.
Afirmacao 1: (int N ,g) é uma variedade homogénea regular.
Prova da Afirmacao: Usando a aplicagdo exponencial, obtemos um € > 0 com a seguinte
propriedade: se x € N entdo a bola geodésica de centro x e raio €, com respeito a métrica
g, € difeomorfa a bola euclidiana de mesmo raio. Sob este difeomorfismo, a métrica
se representa como g;;dz’ ® da’, onde os autovalores de (g;;) sao limitadas por cima e
por baixo por constantes c¢; e ¢y positivas independentes de = € N , haja vista que N
é compacta. Deformando de forma radial a bola euclidiana de raio € na bola unitaria
obtemos que a métrica pull back de g pela composicao com este difeomofismo é dada por
€2g;;dr’ @ da?.
Por outro lado, como h ¢é estritamente convexa em uma vizinhanca de N \ N, podemos
tomar a de modo que o completar de N em N esteja contida nesta vizinhanca, dai segue

que
~ Vh —1

¢ nao nula em uma vizinhanca de N, a norma e a conexao acima sao com respeito a
métrica g. Portanto é limitada por cima e por baixo em uma vizinhaca U de N formada
por segmentos (com respeito a métrica g) perpendiculares a ON. Em partircular, podemos

limitar a fun¢ao (a — h) nessa vizinhanga pela fungao distancia d da seguinte forma:

Kid(y) < (a = h(y)) < Kad(y).

Considere o conjunto N, = {z € ]V; d(z) < n}, onde n < e pequeno de modo que N, esteja

na vizinhanca U. Dado x € IV,,, sabemos a bola geodésica B (x, @) é difeomorfa a bola

euclidiana de mesmo raio. Além disso, se a métrica g se representa como g;;dz’ ® dz? com
respeito a este difeomorfismo, entao apdés uma deformagao radial na bola unitaria, vemos

que a métrica g tem a seguinte forma

d 2 . .
(%) gijdx’ ® dx’.

Usando as seguintes estimativas @ < d(y) < 3d(z) e Kid(y) < (a — h(y)) <

Kyd(y) para y € B (x, @) vemos que a métrica g com respeito a composicao dos
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difeomorfismos acima satisfaz a seguinte desigualdade:
C’lgijdxi Rdr’ <g< C’QQijdaci ® da’.

Dai, e do fato de que a métrica ¢ é limitada por cima e por baixo em N \ N,
segue nossa afirmacao.

Pela afirmacao anterior e pelo Teorema existe f : D — N harmoénica e
conforme com respeito a métrica g, tal que f|s: é uma parametrizacdo mondtona de .

Afirmagao 2: h o f satisfaz a seguinte desigualdade com respeito a métrica g
A(ho f) = =Blho fI7, (25)

para alguma constante § > 0 em f(ID) NV, onde V é uma vizinhanca de N \ N onde h é
estritamente convexa.

Por simplicidade chame o := %log (EZ:%E) Pela férmula

Bxx(ho f) = Br.x..x(h) + dh(Bxx(f)), (26)
com respeito a métrica g. Tomando traco obtemos que
Alho f) =tr{X = Br.xs.x(W)} (27)
Por outro lado, pela formula @
Broxpx(h) = By.xp.x(h) = 2AVh, £X)(Vo, £.X) + g(£.X, .X)(Vh, Vo). (28)

Usando ([24) vemos que

Vh —1 1
Vo = ﬁexp <T) B _,}VZ (29)

A partir dessa igualdade e do fato que h é estritamente convexa obtemos que

= 1 -1\ 1 )
By.x.p.x(h) > =257 exp (7) . _%X(ho f)°

Em particular, por (27)

A(ho f) > —2% exp (%1)

1

ho f|°.
—— o f

Como 275 exp (F) :171 é limitado em f(ID) NV nossa afirmagao segue.

Agora, pela afirmacao anterior, o Lema [2.2] e o fato que v € OM concluimos
que f(D) C N.
Afirmacao 3: f(D) C M.
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Admita que isso nao aconteca. Seja 7 a funcao da defini¢ao de variedade convexa. Suponha
que o seja um ponto de maximo para a fungao no f e defina o conjunto Q. = {x € D :
no f(z) > €}, para € suficientemente pequeno. Note que ., NS! = &. Em particular, cada
Q. é compacto e disjunto de S*. Pelo Teorema existe uma sequéncia de fungoes suaves
{m;} definidas em uma vizinhanga aberta de f(€).) convergindo uniformemente para 7 e
satisfazendo a seguinte desigualdade B(n;) > —¢; com ¢; — 0. A partir das igualdades

€ vemos que
A(ni o f) > _Cei’

em €., onde C' é uma constante. Dal segue que A(no f) > 0 em €, no sentido das
distribuigoes. Pelo Teorema[2.2]a fun¢ao no f é constante em uma vizinhanga de xg. Isso
mostra que o conjunto {z € D :no f(x) =no f(xg)} é aberto e fechado em D. Portanto
no f é constante, o qual é um absurdo, pois v C M. Isso mostra nossa afirmacao.

Para concluir a prova do teorema, note que usando o mesmo arumento da afirmacao
anterior e aplicando mais uma vez o Teorema [2.2| obtemos que f(D) C M ou f(intD) C

int M, e isso finaliza a prova do teorema.

3.2 Propriedades

Nessa se¢ao, vamos obter algumas da propriedades das aplicagoes harmonicas
e conformes. No que segue, trabalharemos exclusivamente com aplicacoes que tenham
como dominio o disco unitario fechado. Todavia, alguns desses resultados se generalizam
para dominios mais gerais, como subconjuntos de superficies de Riemann. Iniciaremos
essa se¢ao como a seguinte simples consequéncia dos resultados de [3.4]
Proposi¢ao 3.1 (Hildebrandt-Heinz). Seja f : D — M? uma aplicagao harmonica e
conforme tal que sua restricio a S' seja uma parametrizagdo mondtona de y. Se f €
C(D) N C*(int(D)), entdo f|s1 € injetiva.
Demonstragao: Suponha que isso nao acontega e seja o C S' um arco tal que f(o) = py.
Seja {2’} um sistema de coordenada centrado em py tal que °(py) = 0. Pelo Teorema[3.4]
item v, a aplicacao f é de C* (m) para qualquer wy € o fixo. Em particular, usando
o fato que f é conforme, obtemos que d,,f = 0 ao longo de o. Por outro lado, como f é
uma fun¢ao harmonica, entao pelo Teorema a aplicacao f nao pode ser constante em
uma vizinhaca de wy. Aplicando novamente o Teorema [3.4] item 4i, obtemos a seguinte

representacao assintética para f.
Owf = alw — wp)" + o(|w — wp|"),

onde [ € N e a é um vetor nao nulo. Em particular

0 — (w — wo)l o(jw — w0|l)

a |w — wp! |w — wp|!

Y
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para todo w € o \ {wy}. Fazendo sutis escolhas de sequéncias, obtemos que a = 0, o que

nao é possivel. Isso finalizar nossa prova.

Antes de provamos os proximos resultados, vamos fazer uma breve digressao
acerca de alguns resultados sobre conjuntos nodais. As demonstrades desses teoremas
podem ser vista em (COLDING and MINICOZZI 11 2011]).

Teorema 3.9 (Bers). Suponha que a fungio v:U — R, onde U é um aberto contido em

R2, seja uma solucdo da sequinte equacao diferencial parcial
(aijvy); + bivi + cv =0, (30)

onde (a;;) € uma matriz simétrica, uniformemente eliptica. Além disso, suponha que a;j,
b; e c sejam suaves. Suponha que xy seja um zero de ordem d de f. Entao existe uma

mudang¢a de coordenada T tal que xo = 0, nesse sistema de coordenada
v(x) = pa(z) + q(x), (31)
onde pg € um polinomio homodgeneo de grau d e
la(@)] + [2] V()| + - + |2 V()| < Cla|™, (32)

para algum C' < 400 dependendo de a;j,b,c e d.
e
Lema 3.1. Suponha que a funcio v : U — R tenha a forma v(x) = pa(x) + q(z), onde py

€ um polinomio homaogeneo de grau d e que existe uma constante C' tal que
la(@)] + |2]|Vg(z)] < Clz|*

Entao existem um aberto V contendo 0 e um difeomorfismo de classe C* F :V — U com
F(0) =0 tal que F7Y(F(V)N(UN{v=0})) éigual a uniio de d curvas suaves passando
pela origem transversalmente em V.

Como uma simple aplicagao desse dois resultados, podemos agora estudar os
pontos onde a imersao deixa de ser € injetiva.
Lema 3.2. Seja f : D — M3 uma imersao minima. Suponha que p # q e f(p) = f(q).
Entao existem abertos disjuntos Uy 3 p e Uy 5 q tais que ou f(Uy) = f(Usz) ou f(Uy) e
f(Us) se intersectam ao longo de um nimero finitos de curvas passando por f(p). Além
disso, a interse¢ao € transversal em todos os pontos, exceto possivelmente em f(p).
Demonstracao: Suponha que nao existam vizinhancas cujas as imagens sao iguais por f.
Se a auto-intersecao for transversal em f(p), entao naturalmente pelo teorema de transver-

salidade podemos escolher uma vizinhancas coordenadas de modo que a auto-intersecao
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continue sendo transversal nesta vizinhanca. Logo, necessitamos apenas nos concentrar
no caso em que os planos tangentes sao iguais em f(p).
Suponha pois que os planos tangentes sao iguais em f(p) = f(¢). Usando

a aplicacdo exponencial de M em f(p) = f(q), podemos escolhe uma bola geodésica

centrada em f(p) = f(g) de raio pequeno com coordenadas (z',z% z%), onde 2|, e
%p pertencem ao plano tangente de f(p). Escolha agora duas vizinhangas disjuntas

Vi 3 peVy 3 q tais que f(V;) nesse sistema de coordenadas possam ser escritas como
graficos fungdes ¢; sobre um aberto U > 0, respectivamente. Isto significa que f(V;) =
{(z', 2% ¢;(z", 2?)) : (2%, 2%) € U} e f(p) = f(q) = (0,0,0) nesse sistema de coordenadas.
Desde que f é imersao minima, a partir da representacao do campo tensao em , Vemos

que essas funcgoes satisfazem a seguinte equacao diferencial parcial:

Py, Py,
Em particular, temos que
(P — d(py —
A(¢r — ¢2) + 'y ((ngl ?2) +T5, <¢1&E2 ?2) = 0. (33)

Pelo Teorema (3.9 e pelo Lema|3.1} os gréficos de ¢; e ¢5 se intersectam ao longo da uniao
finita de curvas, as quais se intersectam transversalmente, exceto em 0 = f(p). Conse-
quentemente, isso nos diz que f(V7) e f(V3) se intersectam transversalmente ao longo de

um ndmero finito de curvas suaves passando por f(p) = f(q)-

O proximo resultado nos diz que sob certas condicoes sobre a aplicacao f, ela
nao pode se auto intersectar ao longo de um conjunto aberto.

Lema 3.3. Seja f : D — M? wma imersdo minima com as sequintes propriedades:
f(z) € f(OD) se, e s¢ se, x € ID e f |sp injetiva. Nessas condigoes, para quaisquer
abertos disjuntos Uy e Uy em D wvale f(Uy) # f(Us).

Demonstagao: Suponha que U; e U, sejam abertos disjuntos tais que f(U;) = f(Us)

e flu, seja um mergulho. Diminuindo um pouco mais U; e Us podemos supor que U; é
um disco contido em D, = {x € D : |z| < 1 — €} para algum € pequeno. Note que
existe um difeomorfismo conforme k : U; — Uy dado pela composicao de f|g, o (f|r,) !
satisfazendo f = f o k.

Seja U maior disco aberto de D, contendo U; e tal que exista uma aplicacao
injetiva conforme h : U — D tal que f = foh e h |y,= k. Suponha que exista x € OUND..
Como f(z) nao pertence a f(S') e f é uma imersao entao f~'(f(x)) é um conjunto finito.
De fato, do contrario existiria uma sequéncia (x,) de pontos de f~'(f(z)) e x, — z¢ €
f7Y(f(x)). Como f(xg) nao pertence a f(S') entao podemos escolher uma vizinhanca em

torno de xg de modo que f é um mergulho, o que nao é possivel se x,, — zy. Isso prova
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nossa afirmagao. No que segue, vamos admitir que f~'(f(z)) = {z1 = =, 2o, ..., 71}

Considere uma vizinhanga V' > f(x) tal que:

onde D; sao abertos contendo x; e f|p, mergulho. Além disso, assumimos que Dy 3 x
seja um disco contido em D.. Desde que D; N U é conexo (ele é a intersecao de disco),
entdo h(D; NU) C D;. Pelo lema anterior segue que f(D;) C f(D;) se diminuirmos um
pouco mais Dy, pois Dy N U é aberto. Nesse caso, podemos estender A de modo natural
ao aberto U U Dy de modo que ela continue sendo conforme e injetiva. Fazendo isso para
cada ponto do bordo de U estendemos h a uma funcao definida num disco maior que U
com as mesmas propriedades que h. O que nao é possivel pela maximalidade de U. Isso
prova que U = D,.. Por sua vez, como € > 0 foi arbitrario,entdao podemos estender h, us-
ando o mesmo argumento acima, a uma funcao injetiva e conforme no int D satisfazendo
f = foh.Como f |s1 é injetiva, podemos estender h a todo D de modo que na fronteira
satisfaca h(z) = z. Dal segue que h é identidade em D), isso nos fornece um absurdo pois
U, é disjunto de Us,.

Finalizaremos essa se¢ao com um resultado de estrutura sobre o conjunto sin-
gular de uma aplicagao continua. Antes desse resultado, permita-nos definir o conjunto
singular. Seja f : D — M? uma aplicacao continua e suave em int(ID). O conjunto

singular de f é o conjunto definido por

S(fy={zeD : Jy, y#z e f(x)=fy)} (34)

Com o auxilio dos lemas anterior podemos dar a seguinte descricao para o conjunto
singular de f.

Corolario 3.1. Nas hipotese do Lema o conjunto singular de f nao pode ser um
ponto, uma curva com um ponto final em D ou um conjunto com interior nao vazio.
Demonstragao: Com efeito, suponha que S(f) contenha um ponto. Como no Lemma ,
podemos escolher vizinhangas coordenadas de modo que localmente f(ID) se escreva como
graficos de fungoes ¢ e ¢, as quais coincidem somente em 0. Como ¢; — ¢ satisfaz a
equacao diferencial , entao pelo principio do maximo ¢, = ¢o, 0 que nao é possivel,
pois estamos assumindo que a intersecao é apenas um ponto. Além disso, o Lema nos
diz que essa S(f) nao contém um curva com um ponto final no interior de D, pois nesse
ponto, ou a intersecao é uma aberto contendo o ponto ou um niimero par de curvas que se

intersectam nesse ponto. Finalmente, o Lema nos diz que o interior de S(f) é vazio.
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Figure 1 — Grafico de uma aplicacao com uma curva folding

Graf[f]

3.3 Curvas folding

Nessa segao vamos descrever uma situagao analitica onde sempre sera possivel
diminuir a drea de uma aplicacao de classe C! por partes. Antes porém, vamos definir o
conceito de curva folding ou curva de dobramento.

Definigao 3.6 (Curva folding). Suponha que f : D — M? seja uma aplicagao Lips-
chitziana em D e uma imersio C' em cada meio disco D* = {(u,v) € D : +u < 0}.
Dizemos que o eizo v € uma curva folding para f, se uma das duas condicoes abaizo €
satisfeita para todo (0,v) € D, onde —1 < v < 1:
e ou o plano gerado por f, (aa_v)(o,v) e lim, o+ f« (%)(u,v) € transversal ao plano gerado
por f. (%)(O,v) e lim, o~ f. (a%)(u,v) 5
e ou o vetor lim,_,o+ f*(%)(w) ¢ maultiplo positivo do vetor lim,_,o- f*(—%)(u,v).

Fazendo pequenas modificagoes, podemos definir o conceito de curva folding
para curvas de classe C''. As tnicas modificacoes necessérias sao as seguintes: A curva se
estenda a uma curva C' com fins no bordo do disco e a aplicacao seja uma imersao C*
nas duas regioes limitadas pela curva estendida.

Antes de provamos o principal resultado dessa secao. Precisaremos fazer uma
breve digressao sobre a primeira férmula de variacao da area. Recomendamos LAWSON Jr
(1980) para elegantes exposigao sob essa férmula.

Teorema 3.10 (Primeira Férmula de Variagao da Area). Considere uma imersao minima
f:D — M, onde D é um dominio compacto com fronteira de classe C'. Seja f, : D — M
uma varia¢do a I1-paramétro de f com campo variacional X. FEntdao temos a sequinte

1qualdade:
4 Area(ft):/ (X,v), (35)

dt |- oD
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onde v é o normal exterior a 0D.

Feito essa breve revisao, vamos agora demonstrar o principal resultado dessa
secao.
Proposicao 3.2. Seja f : D — M3 como na definicio acima. Entdo f ndo é minimizante
de drea na classe das aplicacoes Lipschiztianas C' por partes cuja restri¢io d esfera St
tem imagem f(Sh).
Demonstracao: Suponha que f seja o minimo de area nessa classe. Queremos construir
um campo de vetor de modo que possamos descrescer a area de f com respeito esse campo
variacional. Para tal propdsito, vamos dividir sua construcao em duas partes da seguinte
forma: dividimos o disco D em duas partes, o lado “esquerdo” e o lado “direito” com
respeito ao eixo v. Inicialmente definimos um campo de vetor X no meio disco esquerdo
de modo que X seja de classe C1, C'! ao longo do eixo v, X seja nula em uma vizinhaca da
outra parte do bordo do disco esquerdo, ao longo do eixo y tenhamos (X, f..(:2))|0.0) = 0
e lim, o (X, fo(—2))| (e > 0. Analogamente, definimos X do lado direito de modo que
X seja de classe Ct, C! ao longo do eixo v, X seja nula em uma vizinhaca da outra

parte do bordo do disco direito, ao longo do eixo v tenhamos (X, f*(%))

0w = 0 e
lim, o+ (X, f*(%))](w) > 0. Seja f; uma variacao a l-paramétro de f com respeito a X.
Por (35)) temos que:

d 0
E|t:0 Area(ft |D+) o /8D+r‘|{eixo v} <AXV7 f* <%>> ’

d 0
—  Area - :—/ <X, * (——)>>
dt|t:0 (ft |D ) D~ N{eixo v} f ou

Em particular

d 0 0
—  Area :—/ <X, *(——)>—/ <X, *<—>> < 0.
dt|t:0 (ft) oD~ N{eixo v} f du OD*TN{eixo v} f du

Isso significa que quando deformamos f com respeito a X, a area é estritamente descres-
cente. Em outras palavras, existe um t # 0 tal que Area(f;) < Area(f), o que é uma

contradigao.

Finalizaremos essa secao, fazendo uma breve construgao que aparecera poste-
riormente na demonstracio do teorema principal desse trabalho. Seja f : D — M3 uma
aplicacdo Lipschitz tal que restrita a cada meio disco D* seja C! e imersdo até a parte do
bordo contida em ID. Suponha que possamos escolher um sistema de coordenadas locais
(', 2% 2*) em torno de f(0) tal que o eixo v tenha imagem contida no eixo z*. Admita
que existam [ planos distintos 71, ..., m passando pelo eixo 2% e pela origem que decom-

ponha uma pequena bola B de centro na origem em varias regioes. Suponha que exista
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Figure 2 — Local comportamento de f;(D)

N

uma sequéncia de aplicacoes Lipschitz f; tal que

1. f;(D) nao intersecta Um,;

2. Cada f; 6 C' em ambos os lados dos meios discos;

3. f; converge para f na norma C! em ambos os meios discos.

Nessa situacao podemos dizer o seguinte a respeito de f.

Lema 3.4. Se f(D) N B C U,m, entdo ou o vetor lim, o+ fi(22)we) € um maltiplo
positivo do vetor lim,_,q- f*(—%)(uyv) ou existem planos distintos m; e m; de modo que
para v pequeno lim,_ o+ f*(%)(ujv) €m elim, - f*(%)(u,v) € m;. Em particular, f tem
uma curva folding.
Demonstragao: Por hipétese f(D) N B C U,m, e como f é de classe C' em cada meio
disco, entao lim,_,o- f (%)(u’v) € m; e lim,_,o+ fx (
hipotese f, (

%)(W) € m;. Observe que pela nossa

_ 0 o _
= Baa- Suponha por absurdo que tivéssemos m; = 7; e

u—0- ou (u0) u—0+ ou (u0)

onde A < 0. Dai obteridmos que a imagem do eixo u por f seria uma curva contida

%) (0,v)

em m; cuja projecao no plano xjre é um segmento de reta r no interior passando pela
origem. Como f, converge para f em cada meio disco, entao para n suficientemente
grande a imagem do eixo v por f, seria uma curva cuja projecao é uma curva proxima de
r que nao intersectaria o plano ;. Em particular, a imagem do eixo u por f, deveria inter-

sectar qualquer plano 7, com k # ¢, absurdo haja vista que f,, nao intersecta os planos ;.

Nessas condi¢oes podemos concluir o seguinte sobre f a partir do lema [3.2]

Corolario 3.2. Nas condicoes acima a aplicacdo f nao € minimizante de drea.
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4 TEOREMA DE MERGULHO DE MEEKS E YAU

Finalmente, nessa parte do trabalho demonstraremos o teorema de mergulho
de Meeks e Yau para solugoes do problema de Plateau. Como aplicacao desse teorema,

vamos obter uma versao analitica do Lema de Dehn.

4.1 Teorema de Meeks e Yau

Antes de enunciamos o principal resultado desse trabalho, precisaremos de
mais um resultado. No que segue, M? serd uma variedade suave e v C OM serd uma
curva de Jordan arbitraria.

Lema 4.1. Suponha que f : 1D — M seja uma imersao minima com S(f) # @ e S(f) N
St = 0. Admita também que f seja uma aplicagdo simplicial com respeito a alguma
triangulagao de D e M. Entao existe uma curva de Jordan v, em D limitando um subdisco
D' C D tal que dD; N S(f) = .

Demonstracao: Como f é uma aplicacao simplicial, entao podemos supor sem perca de
generalidade que o conjunto S(f) é subcomplexo de dimensao 1 de D. Além disso, cada
vértice de S(f) é conectado por no minimo dois lados.

Seja C' o conjunto de todas as curvas de Jordan de S(f) e denote por o a curva de Jordan
com a seguinte propriedade: ¢ é bordo de um subdisco D tal que int DN.S(f) tem o menor
nimero de 1-simplexos abertos de S(f). Claramente, pelo lema de Zorn tal o existe.
Note agora que cada 1-simplexo fechado de S(f) contido em D N S(f) que intersecta o
precisa estar contido em o, caso contrario, encontrariamos uma curva de Jordan a com
menos 1-simplexos abertos na regiao interior limitada por o. Ademais, se existisse um
1-simplexo de D () S(f) que intersectasse o em um ponto p, e ndo estivesse contido em
o, entdo existiria um subarco 7 : [0,1] — S(f) tal que 7(0) = p e 7((0,1)) C int D. Como
D nao contém 1-simplexos fechados, entdao 7(1) € 0. Nesse caso, podemos construir uma
curva de Jordan « contendo menos 1-simplexos abertos na regiao interior limitada por o.
Isso pode ser construido da seguinte forma: defina o como sendo 7([0,1]) e um subarco
de o ligando 7(0) até 7(1). Novamente, pela minimalidade de o isso nao pode ser feito.

Em outras palavras, temos verificado que D N S(f) = o.

Finalmente, estamos agora preparados para demonstrar o resultado principal
desse trabalho.
Teorema 4.1 (Teorema de Mergulho de Meeks e Yau). Seja f : D — M? uma solugdo
do problema de Plateau para ~v com as sequintes propriedades:
o S(f) € disjunto de S*;
e [ seja simplicial com respeito a alguma triangulacdo de D e M,
o f(intD)NOM = 2.
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Nessas condigoes, f € um mergulho.
Demonstragao: Seja Ny uma vizinhanga relativamente regular de f(D) e chame fy = f.

Pelo Lema e pelo Lema existe uma torre de duas folhas de altura maxima k < oo

Ny ——— M,

2/ Ny — M,

Vi

DﬁNOﬁMOIM
fo

Pela maximalidade de k, ela nao pode ser estendida até uma torre com k + 1
niveis. Isso nos diz, em particular, que N, é orientavel.
Afirmagao: Hy(Ny,Zo) = {0}

Suponha pois que essa afirmacao nao seja verdadeira. Nesse caso, existe um epimorfismo
p:m(Ny) — Zs.

Com efeito, esse epimorfismo pode ser construido pela composicoes de epimorfismos da
seguinte forma: Pelo Teorema [2.7] existe um epimorfismo entre m; (Ny) e Hy (N, Z). Como
estamos supondo que Hi(Ny,Zs) # {0}, entdo Hy(Ni,Z) # {0}, pelo Teorema [2.8]
haja vista que Zs é um corpo. Além disso, como H;(Ng,Z) é um grupo abeliano livre
finitamente gerado, podemos definir de modo natural um epimorfismo 1) entre Hy (N, Z)
e Z9 usando o teorema de representacao da grupos abelianos e a projecao natural de Z
em Zs. A composicao desses epimorfismos nos da o epimorfismo p.

Note agora que o Kernel de p é um subgrupo de ordem dois de 71(/Ny). Assim
pelo Teorema [2.5]e pelo Lema|2.3] essa torre poderia ser estendida a torre a um nivel k+1,
o que contradiz a maximalidade de k. Consequentemente, devemos ter Hy (N, Z2) = {0}.

De Hy(Ny,Zs) = {0}, concluimos que H'(Ny,Z,) = {0}, pelo Teorema [2.8
Por outro lado, pelo Teorema [2.9| essa igualdade implica Hy(Ng, Ny, Zo) = {0}. Olhando
agora para o seguinte trecho da sequéncia exata do par (Ny, dNy) em

e — HQ(NkvaN]wZQ) — Hl(aNkaZQ) — Hl(Nk7Z2) —

obtemos que H'(ONy,Zs) = {0}. Em particular, cada componente conexa de 9N, é
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simplesmente conexa. Portanto, pelo Teorema de classificacao de superficies Compactam
todas as componentes conexas de N}, sao topologicamente S%.

Agora adote em N, a métrica riemanniana g1 = pyg (pull-back da métrica g
pela aplicagao de recobrimento py). Nos demais recobrimentos N; definimos a métrica
riemanniana pull-back ¢g; = pfg;—1 para i € {2,...,k}. Adotando essa métrica em cada
KQ, obtemos que cada aplicagao de recobrimento é uma isometria local.

Afirmacao: Cada f; é solugdao do problema de Plateau para f;(S!).
Com efeito, suponha que exista uma g : D — N; de classe C! por partes tal que
g(St) = fi(S') e Area(g) < Area(f;). Compondo g e f; com a isometria local pjopyo...op;

vemos que:

Area(pyopyo...op;og) < Area(p,opso...op;o f) = Area(fy) = Area(f),

o que nao possivel uma vez que f é solucao do problema de Plateau. Isso prova nossa
afirmagao.

Como observamos mais cedo no Lema [2.1] e no Escélio[2.]] existe uma retragao
R : N, — fx(D) cuja restrigao ao bordo R : ON;, — fx(D) é de classe C! por parte e
recobri cada 2-simplexo aberto de fi(ID) exatamente duas vezes. Além disso, a aplicagao
R |on,\ s (st € localmente injetiva.

Desde 7 = fx(S') € S* C ONy, o Teorema de Jordanﬁ implica que 7 divide S?

em dois discos D; e D, tais que Dy N Dy = 7. Pela construcao de R temos que
Area(R |p,) + Area(R |p,) < 2Area(f),

pois nenhum 2-simplexo de fi(ID) é recoberto mais que duas vezes por R |gy, . Por outro

lado, como f; é solucao do problema de Plateau, isto implica que:
Area(R |p,) = Area(R |p,) = Area(fy). (36)

Usando essa igualdade, podemos concluir o seguinte a respeito de fj.

Afirmacao: f é um mergulho.

De fato, suponha que S(fi) # @. Note que S' N S(fx) = 0, pela comutatividade da torre
e do fato que f; satisfaz esse fato. Como estamos em dimensao 3, o Lema Lema
e Corolario nos diz que é possivel encontrar um lado £ C S(fy) tal que fx se
auto-intersecta da modo transversal ao longo de E. Admita que ¢ é um 2—simplexo com
uns dos lados sendo E. Como R é retracao, entao existe uma sequéncia de mergulhos
R; : ONp — (Ni \ fr(intD)) tal que R; converge para R no interior de cada 2-simplexo.

Considere agora o 2—simplexo o7 C D; tal que R(0;) = 0. Seja também o5 0 2—simplexo

"Veja (LEE, 2010)
8Veja (BREDON] [1991) ou (LIMAL [2009)
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Figure 3 — Representagao de fi(D).

adjacente a o, ao longo de R™Y(F) No; = E;. Com essa notagdo em mente, podemos
observar que estamos nas mesmas condi¢oes do Lema onde aqui o papel dos planos
é desempenhado pelas folhas de fx(ID) que se auto-intersectam ao longo de E. Portanto,
fr nao pode ser minimizante de area pelo Corolario |3.2. Essa contradicao prova nossa
afirmacgao.

Afirmagao: f; é um mergulho.

De fato, suponha que nao seja um mergulho. Substituindo k£ por algum [ < k, se
necessario, podemos supor que S(fx_1) # . Seja « : N1 — Ny_1 o tnico automor-
fismo de recobrimento diferente da identidade. Observe agora o seguinte: se x € S(fi_1)
entdoy = f; 'oao fi(z) € S(fr_1) por causa da comutatividade do diagrama e y # x. Pelo
Lema [4.1] e pela terceira hipétese do teorema, existe uma curva de Jordan v, limitando

um disco Dy C int D tal que
Dy N S(fe-1) =

Chame v, = fk_1 oo frov; enote que ¥2 C S(fx_1) é uma curva de Jordan

limitando um dominio Ds. Além disso, temos fi(D2) = a o fi(D;). Isso nos diz que:

Area(fr_1(D2)) = Area(fr_1(D1)), (37)

pela comutatividade do diagrama.

Defina duas aplicacdes h : Dy — Dy e g : D — Nj_; da seguinte forma: h := f, 'oao f;,
e g(z) = fro1(z) sex € D\ Dy e g(x) = fr_10h(z) se x € Dy. Claramente, a aplicagao g
é continua, de classe C! por partes e por temos que

Area(g) = Area(fi_1). (38)
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Vejamos agora que ¢g tem uma curva folding. Isso pode ser feito da seguinte forma: escolha
um ponto p € v, (¢ = h(p) € 1) tal que fr_; transversal em p. Tome vizinhanga U; 3 p
e Uy 3 ¢ tal que fr_1 |v, e fr_1 |u, s@0 mergulhados e transversais ao longo de um arco
p:]0,1] — Ni_;. Para cada = € 7, ou x € v, sejam t,, e 1, os vetores tangente e normal
exterior a 7, ou 7, respectivamente. A transversalidade de f;_; nos diz que nos pontos
com imagem em £([0,1]) o plano gerados por fr_1(t;) e fr—1(n.) e transversal ao plano

gerado por fi_1(ta)) € fe—1(nn@)). Por outro lado, pela defini¢ao de g temos que:

9*(_%) = fk—l(_nh(ﬂﬁ))7 9*(_%) = fk—l(_nx) € g*(tm) = fk—l(th(x))~

Portanto 3([0,1]) é uma curva folding para g, o absurdo agora segue do lema e (39),
uma vez que fr_1 € solucao do problema de Plateau. Portanto f; é um mergulho. Isso

finaliza a prova do teorema.

4.2 Lema de Dehn

Finalizaremos nosso trabalho com uma versao do Lema de Dehn para variedade
analiticas devido ao Meeks e Yau. Vamos obter esse resultado, como uma simple aplicacao
dos resultados de regularidades discurtido na secao de existéncia do problema de Plateau
e do Teorema [4.1] Antes porém, vamos fazer uma breve digresdo sobre a histéria desse
resultado.

O cléssico Lema de Dehn, devido ao [DEHN] (1910) nos fala o seguinte:
Teorema 4.2 (Dehn). Seja M? uma variedade suave, nao necessariamente compacta,com
bordo ndo-vazio. Seja D um 2—simplezo em M com auto-interse¢do (singuralidades) tal
que 0D é um 1—simplexo simple (isto €, sem auto-intersecdo). Além disso, assuma que
uma pequena vizinhang¢a tubular de 0D em D seja uma topologicamente um anel fechado
sem auto-intersecao. Entao existe um 2—simplexo Dy com bordo C' mergulhado em M.

Infelizmente, a demonstracao de Dehn para esse teorema tinha um pequeno
erro, como foi verificado posteriormente por |KNESER/ (1929). No entanto, um grande
progresso no intuito de resolver esse problema foi dado por JOHANSSON]| (1935) e |JO-
HANSSON  (1938). Ele demonstrou que a validade do Lema de Dehn no caso orientével
implica a validade do Lema de Dehn no caso nao-orientavel. Portanto, faltava saber se o
Lema de Dehn era verdadeiro quando M? fosse orientdvel.

A resposta para essa pergunta foi dada por PAPARKYRUAKOPOULOS| (1957).
Usando sutis técnicas topoldgicas de cortar e colar no interior, ele foi capaz de fazer de-
formagoes locais no 2—simplexo, sem modificar o bordo, até que no final do todo esse
processo de cortar e colar todas as singularidades (auto-interse¢ao) sao removidas, e con-
sequentemente obtemos um 2—simplexo com mesmo bordo e mergulhado em M?3.

Feita essa breve digressao sobre o classico Lema de Dehn, podemos agora

demonstrar uma versao desse teorema para o problema de Plateau em variedades analiticas.
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Vamos obter essa versao desse classico resultado como consequéncia das ferramentas
analiticas desenvolvidas ao longo do trabalho.

Corolario 4.1 (Versao analitica do Lema de Dehn). Sejam M? uma variedade analitica
e conveza ey uma curva de Jordan analitica em OM homotopica a um caminho constante
em OM. Entao, cada solucao do problema de Plateau para vy é um mergulho.
Demonstracao: Sabemos pelo Teorema que ou f aplica D em OM ou f(intD) C int M.
Claramente, se f(D) C dM, entdao f é um mergulho. Portanto, podemos supor que
f(int D) C int M.

Usando o fato que f é uma imersao minima e que v é uma curva analitica,

obtemos pelo Teorema [3.2] pelo Teorem e pelo Teorema que f é uma aplicagao
analitica e uma imersao em D, incluindo o bordo.
Afirmacao: Existe € > 0 tal que f |p, é um mergulho, onde D, = {z €D : |z| > 1 —€}.
Com efeito, para cada r € S existe uma meia bola B, C D contendo x tal que f |p, é
um mergulho. Desde que S' é compacto, existe uma subcobertura finita By, ..., By tal
que S' C UB; e f |, mergulho. Admita agora que nao exista € > 0 com a propriedade
da afirmagao. Nesse caso, para cada n € N existem z,, # y,, em D tais que |z, | > 1 — %,
Y| > 1 — % e f(z,) = f(yn). Passando a uma subsequéncias se necessario, podemos
SUpor T, — Ty € Y, — Yo, de modo que f(zg) = f(yo) € 7o,y € S'. Por outro lado,
como f é injetiva em S, pela Proposicao , entao xo = yo. Suponha agora que zy € B;.
Claramente, se n é suficientemente grande, entao devemos ter z,,, y, € B; e f(x,) = f(yn),
mas isso contradiz o fato que f |p, ¢ um mergulho.

Finalmente, pelo Teorema [2.6] a aplicacao f é simplicial com respeito a alguma
triangulacao de D e M3. Portanto, todas as hipéteses do Teorema sao satisfeitas.

Consequentemente, f é um mergulho.
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5 CONCLUSAO

Nesse trabalho estudamos o problema de Plateau para variedades convexas.
Aqui abordamos duas tematicas bem diferentes. Primeiro estudamos o problema da
existéncia de solugoes do problema de Plateau para esse tipo de variedades e a obtencao
de algumas propriedades dessas solugoes. Em um segundo plano, estudamos o problema
de saber quando uma solucao do problema de Plateau ¢ um mergulho.

Na secao |3| nos dedicamos a dar uma resposta afirmativa para a existéncia
do problema de Plateau para variedades convexas. A elegante ideia de MEEKS III and
YAU (1982) para provar a existéncia da solucao foi fazer um sutil mudanca conforme na
métrica de modo que essa nova métrica seja homogénea regular no sentido de Morrey.
Assim, pelo resultado de existéncia de MORREY] (1948) obtemos a existéncia da solugao
do problema de Plateau em um ambiente maior contendo nossa variedade convexa. Em
seguida, usando o principio do maximo, concluimos que a solugao realmente pertence a
nossa variedade convexa inicial.

Na sec¢ao [4] abordamos o problema de decide quando uma solugao do problema
de Plateau ¢ um mergulho. Nessa parte do trabalho, usamos técnicas topoldgicas, obtemos
que, se a solucao do problema de plateau f : D — M satisfaz as seguintes condigoes:

e S(f) ¢ disjunto de S*;

e f seja simplicial com respeito a alguma triangulacao de D e M;

e f(intD)NOM = @,
entao, f é um mergulho. Além desse resultado, obtemos uma versao analitica do Lema de
Dehn. Esse resultado essencialmente nos diz o seguinte: Se M3 é uma variedade analitica
e convexa, e se v é uma curva de Jordan analitica em OM a qual é homotdpica a um
caminho constante em OM, entao cada solucao do problema de Plateau para v é um
mergulho. Em particular, esse resultado nos diz que se M é um corpo convexo no R",
e se v é uma curva analitica que também ¢é homotdpica a um caminho constante, entao
todo solucao do problema de Plateau é um mergulho.

Embora nao tenhamos abordado aqui, existem outras tematicas interessantes
que nao foram comentadas. Por exemplo, a questao de saber quando a solucao do prob-
lema de Plateau é inica. Outra tematica pronfunda é a questao de existéncia de solugoes
do problema de Plateau para um conjunto de curvas etc. Essas questoes, e outros de-
senvolvimentos nessa linha de pesquisa podem ser vista em (DIERKES et all [1992a) e
(DIERKES et al., (1992b).
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