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RESUMO

Neste trabalho, provaremos alguns resultados para o primeiro autovalor de um operador

diferencial linear do tipo Schrédinger
1
L=—-A—-_—H?
n

definido sobre hipersuperficies fechadas, com mesmo volume da esfera e imersas em R,
onde —A é o operador de Laplace-Beltrami e H = Z?:1 k;, sendo k; as curvaturas princi-
pais na hipersuperficie. Sobre essas condigoes, exibiremos uma generalizacao local para o
resultado classico do funcional de Willmore para a esfera euclidiana. Como consequéncia,
provaremos que o primeiro autovalor desse operador na esfera euclidiana é um maximo
local e que esse resultado é global no espaco das hipersuperficies fechadas de R3 e género

Zero.

Palavras-chave: Operador de Laplace. Primeiro autovalor. Operador de Schrodinger.

Funcional de Willmore.



ABSTRACT

In this work, we will prove some results for the first eigenvalue of a linear differential
Schrodinger operator
1
L=-A—-—H?
n

defined on closed hypersurfaces with the same volume of the sphere and immersed in R***,
where —A is the Laplace-Beltrami operator and H = Z?Zl k;, with k; the hypersurface
principal curvatures. Under these conditions, we will show a local generalization for the
classical result of the Willmore functional for the Euclidean sphere. As a consequence,
we will prove that the first eigenvalue of this operator in the Euclidean sphere is a local
maximum and this result is a global one in the closed hypersurface space of R* and genus

Zero.

Keywords: Laplace operator. First eigenvalue. Schrodinger operator. Willmore functi-

onal.
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1 INTRODUCAO

O principal objetivo dessa tese é apresentar resultados que estabelecem uma
relacao entre o primeiro autovalor de um operador do tipo Schrédinger e teoremas de

rigidez para a esfera. Considere o operador de Jacobi
L=—A—|IIJ

onde —A : C°(M) — Cg°(M) é o operador de Laplace definido por Au = div(Vu) e
|I1)? = 2?21 k? é o quadrado da norma da segunda forma fundamental. Esse operador

surge de forma natural em problemas fisicos e geométricos envolvendo estabilidade

Teorema 1.1 (BARBOSA and CARMO, (1984)) Um dominio D numa variedade
M" orientada e compacta € estivel se e sd se [, (—fAf — |[[I|*f*)dM > 0 para toda
fungao f em OD e [,, fAM = 0.

E em problemas de rigidez, como foi conjecturado em 1993 por Alikakos e

Fusco

Conjectura 1 (ALIKAKOS and FUSCO| (1993)) (a) Suponha que §2 é uma superficie

suave, compacta, simplesmente conexa em R3. O sequndo autovalor de

L:—A—zyf
J

¢ mazimizado por zero, precisamente quando §2 € uma esfera.

(b) Suponha que 2 € uma curva no plano, suave, simples e fechada. O sequndo autovalor
de

d2
L=—— —k*
ds?

€ maximizado por zero, precisamente quando ) € um circulo.

Foi na elaboracao de uma prova definitiva para essa conjectura, que Harrell
e Loss perceberam que para trabalhar sua técnica em cendrios mais gerais que R? havia
a necessidade de modificar o potencial desse operador. Diante disso, apresentaram um

resultado cuja conjectura segue imediatamente como consequéncia

Teorema 1.2 (HARRELL II and LOSS| (1998)) Seja 2 uma hipersuperficie diferencidvel
compacta de dimensao d imersa em R, em particular auto-intersecoes sao permitidas.
A métrica na superficie é a métrica euclidiana padrdao herdada de R4, Entdo,o sequndo
autovalor Ay do operador
1
L=-A—--H
d

¢ estritamente negativo a menos que §) seja uma esfera, neste caso Ay € igual a zero.
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Nesta tese iremos trabalhar com esse novo operador apresentado por Harrel e

Loss. Exibiremos sua definicao formal, a seguir

Definicao 1 Seja M uma hipersuperficie compacta e sem bordo imersa em R e con-
sidere o operador diferencial linear do tipo Schrodinger, denotado por L, definido da

sequinte forma

L=—-A— lH2,
n
onde —A € o operador de Laplace-Beltrami e H: M — R € o operador multiplicagcao as-
sociado ao potencial H = H(z) no espaco de Hilbert L?(M), que corresponde ao quadrado
de n vezes a curvatura média em M, ou seja, H = Z;.lzl k; onde k; sao as curvaturas

principais em M.

No desenvolvimento de nossos resultados para o operador £, usamos o fun-
cional, conhecido como a energia de Willmore, que associa a toda superficie compacta
S C R3 uma quantidade

1 1 k?l —+ ]fg 2
W — — [ H3dS = — )
(9) 5 /s ds o s ( 5 ) ds

Esse funcional surge naturalmente em outras ciéncias, como no estudo de:
conchas elasticas [POISSON| (1814))], [GERMAIN]| (1821)] e membranas celulares [TODA
and ATHUKORALAGE (2013)]. Na matemética, ele ficou bastante conhecido pela fa-
mosa Conjectura de Willmore, proposta em 1965 e provada em [MARQUES and NEVES
(2014)]

Conjectura 2 (WILLMORE (1965)) Toda superficie compacta S de género 1 em R?
deve satisfazer

W(S) > .

Além disso, W(S) = m se, e somente se, S € o toro de revolugcdo gerado por um circulo

de raio um e centrado a uma distincia /2 do eizo de revolugao:

(u,v) — ((V2 + cosu) cosv, (V2 + cosu) sinv, sinu) € R®.

Nesse mesmo trabalho, Willmore provou o seguinte teorema:

Teorema 1.3 (WILLMORE (1965)) Toda superficie compacta S de género 0 em R?
satisfaz

W(S) > 2.

Além disso, W(S) = 2 se, e somente se, S é uma esfera euclidiana.
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Com base nesse resultado e usando variacoes por hipersuperficies de volume
constante, provamos que o funcional de Willmore atinge seu minimo local na esfera S™

para n > 2

Teorema 1.4 Para cadat € (—¢,¢) associamos uma variedade imersa M]* com o mesmo
volume de S™, obtida por uma variagao que preserva volume, tal que My = S™. Entdo para
todo t € (—¢,¢) temos

W (M,;) > n. (1)

Além disso, W(M;) = n se, e somente se, M; é uma esfera euclidiana.

E conjecturamos
Conjectura 3 Toda hipersuperficie compacta M™ de género 0 em R™ ™! com mesmo vo-
lume da esfera unitdria deve satisfazer

W(M) > n. (2)

Além disso, W(M) = n se, e somente se, M € a esfera euclidiana.
Posteriormente, usamos o Teorema [1.3| para provar que o primeiro autovalor

do operador £ atinge seu maximo global na esfera S?

Teorema 1.5 Considere o operador L : H*(S) — L*(S) definido por

L=—-A— %HQ, (3)
onde A e H sdo, respectivamente, o laplaciano e 2 vezes a curvatura média relacionados
a métrica induzida em S a partir da métrica de R3. O primeiro autovalor A do operador
L na esfera S* é mdzimo global entre todos os primeiros autovalores de L nas superficies
S de género 0 com mesmo volume de S?.

Em seguida, usando o Teorema provamos que o primeiro autovalor atinge

seu maximo local na esfera S", para n > 2

Teorema 1.6 Considere a variagcdo da esfera Xy(S"™) que preserva volume. Para cada

t € (—e,€) associamos um operador diferencial linear

1
L, =—-A'— —H?, (4)

n
onde A' e H, sao, respectivamente, o laplaciano e n vezes a curvatura média H, rela-
cionados a métrica (gi);; induzida em M, = X;(S™). Entao, o primeiro autovalor X! do
operador L; atinge um mdzimo local emt = 0 , isto é, o primeiro autovalor \? do operador

Ly definido em Xo(S™) = S"™ é mdzximo entre os primeiros autovalores das hipersuperficies

Xi(S™), t € (—¢,¢).

Essa tese esta estruturada da seguinte maneira: no Capitulo 2 temos alguns

resultados necessarios para o entendimento desse trabalho, ja o Capitulo 3 contém todo
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o estudo dessa tese em relacao a variagoes de imersoes. O Capitulo 4 dedicamos aos
resultados ligados a Willmore, enquanto que o Capitulo 5 foi reservado aos resultados

obtidos em relacao ao operador trabalhado L.
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2 RESULTADOS PRELIMINARES

O objetivo dessa secao é fazer um breve apanhado dos objetos e resultados que serao

necessarios para o entendimento das proximas segoes.

2.1 Métrica Riemanniana

Iniciaremos com a definicao de métrica Riemanniana e a partir dessa daremos toda uma

estruturacao geométrica sobre as variedades imersas.

Definicao 2 Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) em uma variedade
diferenciavel M é uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M um produto
interno (), (isto €, uma forma bilinear simétrica, positiva definida) no espago tangente

T,M, que varia diferenciavelmente no sequinte sentido: Se x : U C R" — M ¢é um

0
sistema de coordenadas locais em torno de p, com x(xq1, 22, ..., x,) =q € x(U) e 5 (q) =
€T

dx(0,...,1,...,0), entdo i(q), i(q) = gij(z1,...,2,) € uma funcao diferencidvel
8.7)2' an q

em U.

Definicao 3 Uma variedade diferenciavel M com uma métrica g é chamada variedade

Riemanniana.

Proposicao 1 Toda variedade diferencidvel M (de Hausdorff e com base enumerdvel)
possut uma métrica Riemanniana.
Demonstracao: Vide [CARMO) (2005)].

Definicao 4 Sejam M e N wvariedades Riemannianas. Um difeomorfismo f: M — N
(isto é, [ é uma bijecao diferencidvel com inversa diferencidvel) é chamado de isometria

S€!

(u,v), = (dfy(u), df,(v)) f(p), Para todop € M,u,v € T,M. (5)

Com as definicoes de métrica e isometria podemos introduzir os conceitos de

imersoes isométricas e métrica induzida.

Definicao 5 Seja f : (M™, gM) — (N""* ¢") uma imersdo, isto é, f é diferencidvel e
dfy : Ty,M — TN € injetiva para todo p em M. Se N tem uma estrutura Riemanniana,
[ induz uma estrutura Riemmaniana em M por (u,v), = (dfy(u), dfp(v)) sy, u, v € T, M,
ou seja, g™ = f*gN. Como df, é injetiva, (,), € positivo definido. As demais condigdes da
Definicao |9 sequem naturalmente. A métrica de M ¢ chamada entdo a métrica induzida

por f, e f é uma imersao isométrica. Além disso, se [ for um difeomorfismo (local) e
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uma imersao isométrica dizemos que f é uma isometria (local).

Temos as ferramentas necessarias para definir uma nocao de volume em uma
variedade Riemanniana orientada.

Defini¢ao 6 Definimos o volume vol(R) em R pela integral em R"

vol(R) = /x . Jdet(goy)das . .. day. (6)

A expressao acima estd bem definida. Com efeito, se R estd contido em outra vizinhanca
coordenada y (V) de uma parametrizacao positiva y : V. C R" — M, teremos com as

notagoes acima e pela formula de mudanga de variaveis em integrais multiplas,

/ \/det(gi;)dxy ... dx,

x~1(R)

/ \/det(h;)dy; . .. dy, = vol(R),
yHR)

o que mostra que a defini¢ao [6| ndo depende do sistema de coordenada escolhido.

Teorema 2.1 (Teorema da Funcio Implicita) Seja U C R™ x R* um subconjunto aberto,
e denote por (r,y) = (2, ..., 2"y, ...,¥*) as coordenadas padrio em U. Suponha que

®: U — R* ¢ uma fungdo suave, (a,b) € U e c = ®(a,b). Se a matriz k x k

()

¢ nao-singular, entdo existem vizinhancas Vo C R™ de a, Wy C RF de b e uma funcao

suave F : Vo — Wy tal que ®7(c) N (Vo x Wy) € grifico de F, ou seja, ®(z,y) = ¢ para
(x,y) € Vo x Wy se, e somente se y = F(z).
Demonstracao: Vide [LEE (2013)].

2.2 Conexoes Afim

Definigao 7 Sejam X (M) o conjunto dos campos de vetores de classe C* em M e por
D(M) o anel das fungoes reais de classe C* definidas em M. Uma conexdo afim ¥V em

uma variedade diferencidvel M é uma aplica¢ao
V:X(M)x X(M)— X(M)

que se indica por (X,Y) . VxY e que satisfaz as sequintes propriedades:
1) VixigvZ = fVxZ +gVy Z,
2) Vx(Y+27Z)=VxY +VxZ,
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3) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,
onde X,Y,Z € X(M) e f € D(M).

Definicao 8 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V. Entao eziste

uma unica correspondéncia que associa a um campo vetorial V ao longo da curva dife-

] &V

5 a0 longo de ¢, denominado derivada

rencidvel ¢ : I — M um outro campo vetoria
covariante de V' ao longo de c, tal que:
a) 2(V+ W) =LY 4 D
b) %(fV) = %V + f%, onde V' é um campo de vetores ao longo de ¢ e f € uma
fungao diferencidvel em I.
c) Se V' ¢é induzido por um campo de vetores Y € X(M), i.e.,V(t) = Y(c(t)), entdo

% = vdc/dty

Definicao 9 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexdao afim V. Um campo
vetorial V ao longo de uma curva ¢ : I — M ¢é chamado paralelo quando 2% = 0, para

dt
todo t € I.

Definicao 10 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V e uma
métrica Riemanniana {,). A conexdo € dita compativel com a métrica {,), quando para
toda curva ¢ e quaisquer pares de campos de vetores paralelos P e P’ ao longo de ¢, temos
(P, Py =constante.

Proposicao 2.1 Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conerxao V em M € dita
compativel com a métrica se, e so se, para todo par'V e W de campos de vetores ao longo

da curva diferencidvel ¢ : I — M tem-se
d DV DW
Demonstracao: Vide [CARMO) (2005)].

Corolario 1 Uma conexao V em uma variedade Riemanniana M é compativel com a

métrica se e SO se

X(Y,Z) = (VxY.Z) + (Y,VxZ), XY, Z € X(M). (8)
Demonstracao: Suponha que V é compativel com a métrica. Seja p € M e sejam
¢: I — M uma curva diferencidvel com c(ty) = p, t € I, e com %’t:to = X (p). Entao
d
X))V, 2) ==, 2)|  =(Vx)Y,Z),+ (Y, Vx(p)Z),.

dt

t=to
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Como p é arbitrario, segue-se . A reciproca é obvia.

Definicao 11 Uma conexao afim ¥V em uma variedade diferenciavel M é dita simétrica

quando
VxY = Vy X = [X,Y] para todo X, Y € X(M).

Teorema 2.2 (Levi-Civita). Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma inica
conexao afim V em M satisfazendo as condicoes:

a) V € simétrica.

b) V € compativel com a métrica Riemanniana.

Demonstracao: Vide [CARMO) (2005)]

2.3 Curvatura Seccional

Definicao 12 (Operador Curvatura) A curvatura R de wma variedade Riemanniana M
¢ uma correspondéncia que associa a cada par X, Y € X(M) uma aplicagao R(X,Y) :
X (M) — X(M) dada por

R(X,Y)Z =VyVxZ -~ VxVyZ +VixyZ, Z € X(M), (9)

onde V € a conerao Riemanniana em M.
Proposicao 2.2 A curvatura R de uma variedade Riemanniana goza das sequintes pro-

priedades:
i) R € bilinear em X (M) x X (M), isto ¢,

R(fX1+4+9X2,Y1) = fR(X1,Y1)+gR(X2, Y1),
R(Xy, fY14gY2) = fR(Xy,Y1)+ gR(X1,Y2),

f?.g € D(M)7 X17X2>}/17Y'2 S X(M)
it) Para todo par X,Y € X(M), o operador curvatura R(X,Y) : X(M) — X (M) é

linear, 1sto €,

RIX,Y)Z+W) = R(X,Y)Z+ R(X,Y)W,
R(X,Y)(fZ) = fR(X,Y)Z,

feDM), Z,W e X(M).
Demonstragao: Vide [CARMO)] (2005))]
O operador curvatura estd diretamente relacionado a curvatura seccional(ou

Riemanniana) que definiremos posteriormente.



19

Notagao: Dado um espago vetorial V, indicaremos por |z A y| a expressao

V0Pl = (z,9)2, (10)

que representa a area do paralelogramo bi-dimensional determinado pelo par de vetores
z,y e V.
Proposicao 2.3 Seja o C T,M um subespago bi-dimensional do espago tangente T,M e

sejam x,y € o dois vetores linearmente independentes. Entao

(R(z,y)r,y)

K(I,y): |x/\y|2

(11)
nao depende da escolha dos vetores x,y € o.
Demonstragao: Para evitar cdlculos, observemos que podemos passar da base {x,y} de
o para qualquer outra base {2/, y'} por iteracoes das seguintes transformagoes elementares:
a) {z,y} = {y, =},
b) {z,y} = {Az,y},
o) {zyt = o+ Ak
E facil ver que K(x,y) é invariante por tais transformacoes. De fato, mostraremos isso

em c)

(R(z 4+ Xy, y)x + Ay, y)

K pr—
(#+v.9) (@ + Ay) Ayl?

Usando @ ea Proposi(;é

(12)

(R(z 4+ My, y)x + Ay, y) = (R(z,y)z,y)

Por outro lado, usando a expressao e propriedades de produto interno e norma

[+ Ay PPlyl? = (@ + Ay, y)® = 2Pyl = (2, )

e portanto,

K(z+ My, y) = K(z,y).
Os outros casos saem de forma andloga, o que demonstra o afirmado.
Defini¢ao 13 (Curvatura Seccional) Dado um ponto p € M e um subespago bi-dimensio-

nal o C T,M o nimero real K (z,y) = K(0), onde {z,y} € uma base qualquer (garantido

pela Proposi¢ao anterior) de o, € chamado curvatura seccional de o em p.
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2.4 Primeira Forma e Segunda Forma

Nesta secao apresentaremos os instrumentos que nos permitem estudar as relagoes entre
as geometrias de uma variedade imersa M e a variedade ambiente M. Para o que segue
seja f: M — M uma imersao de uma variedade diferencidavel M de dimensdo n em uma
variedade Riemanniana M de dimenséo igual a k = n+m. Entdo, para cada p € M, existe
uma vizinhanca U C M de p tal que f(U) C M é uma subvariedade de M. A métrica
Riemanniana em M induz de maneira natural uma métrica em M : se vy, vy € T, »M, define-
se (v1,v2) = (dfp(v1),dfy(v2)). Nesta situacdo, f passa a ser uma imersao isométrica de
M em M.

Defini¢ao 14 (Primeira Formal Fundamental) Seja M uma subvariedade mergulhada em
M ei: M < M a aplicacdo de inclusdo com a métrica em M induzida por M. Denotando
por g a métrica do ambiente M, a métrica induzida i*g na variedade mergulhada M é

chamada primeira forma fundamental (por vezes também serd denotada por g.).

Precisamos considerar a conexao Riemanniana em M associada a primeira

forma 1*g.

Definicdo 15 Seja V a conexdo Riemanniana de M. Se X e Y sio campos locais de

vetores de M, e X,Y sao extensoes locais para M, definimos
VXy = (VYY)T

Notagao: Indicaremos por X (U)* os campos diferencidveis em U de vetores normais a
f(u)=U0.

A relacdo entre a conexdo do ambiente V e a conexdo tangente V é descrita
pelo tensor B : X(U) x X(U) — X(U)* definido por
Definicao 16 (Tensor Segunda Forma Fundamental)

B(X,Y)=VxY —VxY

onde X e Y sdo extensdes de X e Y, respectivamente.

Proposicao 2.4 O tensor B(X,Y) definido acima € bilinear e simétrico.

Demonstracao: Vide [CARMO) (2005)].
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Definigao 17 (Segunda Forma Fundamental) Seja p € M e n € (T,M)*. A aplicagdo
H, : T,M xT,M — R dada por

H,(z,y) = (B(z,y),n),z,y € T,M,

¢, pela Proposi¢ao uma forma bilinear e simétrica. A forma quadrdtica 11, definida
em T,M por
11, (z) = Hy(z, v)

¢ chamada a sequnda forma fundamental de f em p sequndo o vetor normal 7).

Definig¢ao 18 (Operador de Weingarten) Associado a aplicagao bilinear H, temos uma

aplicagao linear auto-adjunta S, : T,M — T,M dada por

<S77<x)7y> = Hn(xvy) = <B(.T,y),?7>

Temos uma expressao para o operador de Weingartem em termo da derivada

covariante

Proposicao 2.5 Sejap € M,z € T,M en € (T,M)*. Seja N uma extensio local de n

normal a M. Entao
S, () = —(V.N)". (13)

Demonstracao: Sejay € T,M e X,Y extensoes locais de z,y, respectivamente, e tan-
gentes a M. Entao (N,Y) = 0, e portanto

(Sy(@),y) = (B(X,Y)(p),N) = (VxY — VxY,N)(p)
= (VxY.N)(p) = =Y, VxN)(p) = (-V.N,y)

para todo y € T,M.

2.5 Hipersuperficies

Consideremos o caso particular em que a codimensao da imersao é 1, ie., f : M" —

M”H; f(M) C M é entdo denominada uma hipersuperficie.

Definigao 19 (Curvaturas Principais) Seja p € M, n € (T,M)* com |n| = 1. Como
Sy T,M — T,M ¢é simétrica, pelo Teorema Espectral, existe uma base ortonormal de
vetores proprios {ey,...,e,} de T,M com valores proprios reais Ay, ..., \,, i.e., Sy(e;) =
Nei, 1 < i >n. Se M e M sdao ambas orientdveis e estdo orientadas (i.e, escolhemos

orientagoes para M e M) entao o vetor n fica univocamente determinado se exigirmos
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que sendo {ey,...,e,} uma base na orientacio de M, {ey,...,e,,n} seja uma base na
ortentacao de M. Neste caso, denominamos os e; direcoes principais e 0s \; dire¢oes

principais e 0s \; = k; curvaturas principais de f.

As fungoes simétricas de A1, ..., \, sao invariantes da imersao. Por exemplo:
1. K =det(S,) = A1... A, é denominada a curvatura de Gauss-Kronecker de f;

2. H=—(A\1 + -+ \,) é denominada a curvatura média de f.

n
Teorema 2.3 (Gauss). Sejam p € M e x,y vetores ortonormais de T,M. Entao

K(z,y) - K(z,y) = (B(2,2), B(y,y)) — |B(z,y)[" (14)
Demonstracao: Vide [CARMO) (2005)].

Observacao 1 No caso em que M = M? C M = R3, o produto M\ Ay das curvaturas
principais € conhecido como a curvatura Gausssiana da superficie. Neste caso, a cur-
vatura Gaussiana coincide com a curvatura seccional, Defini¢ao em uma superficie.
Isso decorre da formula de Gauss dada acima por que relaciona a curvatura seccional

em uma variedade com a curvatura seccional no ambiente.

Um resulta de grande relevancia no estudo de hipersuperficies é o teorema
atribuido a Alexandrov, que caracteriza a esfera e serd usado adiante.
Teorema 2.4 (Teorema de Alexandrov) As iunicas hipersuperficies compactas, conezas,

de curvatura média constante, merqulhadas em R" sdo as esferas.

Demonstragao: Vide [ALEKSANDROV] (1962)].

2.6 Operadores Diferenciais

Usando a derivacao covariante de tensores podemos estender as variedades Riemannianas
certos operadores diferenciais, como o gradiente, Laplaciano e Hessiano, que serao muito

utilizados no decorrer desse trabalho.

Defini¢ao 20 (Gradiente) Seja M uma variedade Riemanniana. O gradiente de uma

fungdo f € D(M) € o inico campo de vetores V f € X(M) que satisfaz a equagao
(VF,X) = Xf,VX € X(M).

ou equivalentemente,

(Vf,.)=df
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Em coordenadas locais, V f tem a expressao

N 0f 0
Vi=> g" 5, Bz, (15)

i,7=1

Definicao 21 (Divergéncia) Sejam M uma variedade Riemanniana e X € X(M) um
campo de vetores. A divergéncia de X, div(X), € o trago do operador Y — Vy X.

Teorema 2.5 (Teorema da Divergéncia) Seja (M, g) uma variedade Riemanniana ori-
entada com bordo. Para qualquer campo vetorial suave X compactamente suportado em
M

Y

/M (divX)dV, = / (X, N)dVy,

oM
onde N € o campo vetorial normal unitdario apontando para fora ao longo de OM e g € a
métrica Riemanniana induzida em OM.
Demonstracao: Vide [LEE (2013)].

Definicao 22 (Laplaciano) Seja (M,g) uma n-variedade Riemanniana com ou sem

bordo. O operador linear

A: C®(M) — C™(M)
u —  —div(Vu),

¢ chamado de Laplaciano. Em coordenadas locais Au tem a expressao

= Z o, ( i %). (16)

l]_

Teorema 2.6 (Férmulas de Green) Seja h € C, f € C? fungoes em M tal que hV f

tem suporte compacto, entao

/ (hAF + (Vh,V )}V = 0, (17)

Se também assumimos que h € C* e ambas f,h tem suporte compacto, entdo

/ (hAf — FARYAV = 0. (18)

Definicao 23 (Hessiano) Sejam M wma variedade Riemanniana e f € D(M) uma

fungao diferencidvel. Definimos o Hessiano de f como o (0,2)-tensor

(V2f): X(M)x X(M) —s  D(M)

(19)
(X7 Y) — <Vva7 Y>
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ou como o (1,1)-tensor
(V2f): X(M) — X(M)

(20)
X — VXVf,

para todo X € X(M).
Observagao 2 Segue tmediatamente de (@) que para cada p € M

tr{v = (V2f)(v)(p)} = div(V f)(p) = Af(p),

onde tr denota o traco do hessiano.

Apresentaremos algumas defini¢oes envolvendo os autovalores e autofungoes
do operador de Laplace, que serao usados posteriormente na demonstracao de alguns
resultados. Para mais detalhes, vide CHAVEL (1984)).

Definicao 24 Um nimero real \ é chamado um autovalor de —A se existe uma funcgao

real u € C* em M, nao identicamente nula, tal que
— Au = \u. (21)

Neste caso, u € chamada uma autofuncao correspondente a \. O espaco de solucoes da
equagao acima para um dado autovalor A é chamado seu auto-espacgo.

Existe uma base ortonormal {¢;};<o de L*(M) formada por autofungoes, ou seja,

—Agj = \jg;j e (B, i) = /Mébjcbde =ik (22)

e os autovalores satisfazem

0:)\0§)\1§TOO,
e se repetem de acordo com sua multiplicidade.

Primeiramente, sabendo que ¢ é uma autofuncao de —A segue que seu auto-
valor A deve ser nao-negativo. De fato, fazendo f = h = ¢ e aplicando na Férmula de

Green , obtemos

Ao = —Ad
S (CAG A B) =0

A 2dV = — AopdV
- /M<z> /M<z> b

= AR = / VoLV,
M
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Portanto,

R /M VPV > o. (23)

Além disso, de temos que se A = 0 entao ¢ é uma funcao constante e dessa
forma segue que \y = 0. Notamos ainda que a ortogonalidade de auto-espacos distintos é
uma consequéncia direta da Formula de Green . De fato, sejam ¢, 1) autofuncoes dos

autovalores A, 7 respectivamente. Entao,

0= [ {onv—vagav = (=) [ puav

e segue o resultado. Por fim, se ¢y, ¢s,... ¢ uma sequéncia ortonormal em L*(M) de
autofuncoes tal que ¢; ¢ uma autofuncao de \; para cada j = 1,2,3,... entao ¢, @9, ...

é uma sequéncia ortonormal completa de L?(M). Em particular, para f € L*(M) temos

f=2_{f.0:¢; (24)
em L*(M), e
A1 = D 5)*, (25)

Definicao 25 (O operador diferencial £) Considere (M, g) uma variedade Rieman-

niana compacta, conexa, sem bordo imersa em R"L. Definimos o operador

L. HXM) —» L2(M)
Foo (casim) o)

onde A e H sao, respectivamente, o Laplaciano (Defini¢ao @) e n vezes a curvatura

média na métrica induzida em M a partir da métrica de R,

Observagao 3 L ¢ um operador do tipo Schrodinger, esse tipo de operador emergiu da
teoria ondulatoria da matéria formulada pelo fisico austriaco Erwin Schrodinger na ter-

ceira década do século XX e € caracterizado por
-A+V,

onde V : M — R € o operador multiplica¢ao associado ao potencial V =V (x) no espago

de Hilbert L*(M) e —A € o operador de Laplace. Em particular, trabalhamos com o

operador cujo o potencial € dado por V.= —H, sendo H igual a n vezes a curvatura
n
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n
média na variedade Riemanniana M, ou seja, H=nH = Z k;.
j=1
Observagao 4 Para qualquer funcao continua V' em M o espectro de —A + V' consiste

de uma sequéncia crescente e ilimitada de autovalores

O primeiro autovalor \y(—A+V') é conhecido por ser simples e satisfazer (em virtude do

Principio do Minimaz)

1
A(—A < d
(V)< g [ Vi

onde V(M) e dv,, respectivamente, é o volume e o elemento de volume Riemanniano de

(M, g). Além disso, essa desigualdade € restrita a menos que V' seja constante.

Definicao 26 Considerando um operador eliptico L, chamamos Ay > 0 o autovalor prin-

cipal de L.

Teorema 2.7 (Principio Variacional para o autovalor principal) .
(i) Temos
M = min{Blu,ul;u € Hy(U), ||ul|z: = 1}. (26)

(ii) Além disso, o minimo acima € atingido em uma func¢ao wy, positiva no interior de
U, que resolve
Lwy, = Mw; emU
w, = 0 em OU.

(iii) Finalmente, se u € H}(U) € qualquer solugdo fraca de

Lw, = Mwy emU
w, = 0 em OU,

entao w € um maultiplo de wy.
Demonstracao: Vide [EVANS| (2010).

Observacao 5 (i) A afirmacao (iit) diz que o autovalor principal Ay é simples. Em

particular,

0<)\1<>\2§)\3§....

(ii) A expressao (@) ¢ a formula de Rayleigh e € equivalente a afirmag¢ado

B
A = min —[g,u] )
UEH%%O(U) | |u| |L2(U)
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3 VARIACOES POR HIPERSUPERFICIES DE VOLUME CONSTANTE

3.1 Variagoes da esfera por hipersuperficies de volume constante

. ~ . ~ . ~ . —n+m . ~ . L, -
Definigao 27 (Variagdo de uma imersao) Seja h - M™ — M uma 1mersao 1sometrica
. . . ——n+m . ~ . . ~ .
entre variedades Riemannianas M™ e M . Uma variacao de h é uma aplicacao dife-

rencidvel
—n+tm

F:(—ge)xM" - M

_:n/_['_

tal que, para todo t € (—¢,¢), a aplicagio F; : M"™ — M ™ definida para p € M por

F,(p) = F(t,p), € uma imersao isométrica, com Fy = h.

Proposicao 3.1 Sejam ® : U — S™ C R"™ uma parametrizacio da esfera, f : S* — R
ep:(—¢e,e) = (—0,0) fungdes suaves. Entdo, existe uma varia¢ao por uma familia de
mergulhos

X :(—¢,6) x U — R"!

X(t,x) = (1 +t(f o ®)(z) + (1)) D(x) (27)
tal que vol (X (S™)) = vol(S™) para todo t € (—¢,¢€).
Demonstracgao: Considere a familia de mergulhos
X :(—e,6) x U — R
X(t,s,0) = (L+1(f o ®)(x) + 5)0(x)

para t e s suficientemente pequenos.

Iremos denotar f(®(z)) = f(z). Passemos a calcular o volume de tal imersao. Temos que

(9X_ of oD
b = o +of
a: - — R [ 2 ..
Gi;i(t,s) <8xi’3xj> ta 91 +(1—|—t(fo<I>)(a:)+s) Gij-
Logo,
0g;
89](0 0) = 2g;;.

Por outro lado, denotando por g = det(g;;), temos

P a2 — \/ g t s
Os gt s) = \/ g(t, 5)
_ %@n NG s>>v§<t, )
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E para t = s = 0, temos

(7)o () o-evs

O volume da imersao ¢ dado por

V(t,s) :/U\/g(t, s) dx.

Entao,

%—Z(t,s)z/{J%( §(t,s)) dz.

E para t = s =0, temos

@_‘:) (0,0) = n /U\/de — nol(S™) > 0.

Pelo Teorema da Funcao Implicita (2.1)) aplicado a fungao (t,s) — V/(t,s), existe uma
vizinhanga (—¢,¢) x (—6,0) da origem (0,0) e uma fungao ¢ : (—¢,e) — (—4,6) suave

com ¢(0) = 0 e satisfazendo
V(ta @(t)) = V(Oa 0)7 Vit e <_57 5)'

Além disso,

do. . (9V/at)(0,0) 1 .
a0 = ~(8V/9s)(0,0)  nwvol(S") Jsn Jds".

- ov . . .
Observagao 6 O cdlculo de E(O, 0) serd feito posteriormente na Proposi¢ao .

o(t) = (WES”) /S den) L+ 0(82).

Observe que ¢ também depende de f e, portanto de z. Porém,

Dai concluimos que

dp 0 Oy

Ox; 1t=0 0 © Ot Ox; 1t=0 0 (28)
E ainda,
9 0 0%
_ 9 _ p
O0x;0xjlt=0 0 ¢ Ot 0,0z, lt=0 (29)



Consequentemente,

V(f+¢(0)=Vf e A(f +¢(0)) = Af.

Segue que a variagio da esfera X : (—¢,¢) x U — R""! dada por
X(t,z)=(1+1(fo®)(x)+ o) P(z)

preserva volume.

29
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3.2 Diferenciais de elementos geométricos

Por simplicidade, no decorrer dessa se¢ao vamos omitir o t em todos os elementos geométricos

definidos sobre X;(M) e denotaremos os mesmos apenas com uma barra sobreposta.

3.2.1 Diferenciais de primeira ordem em relacio a ¢

Seja X;(z) = (14 tf + ¢(t))® a variagdo definida na Proposigao [3.1] Sua derivada em
t =0 é dada por

0X, 0Xy

Lo (freme = St =+ eone

onde utilizamos a notacao simplificada f = f o ®. Além disso,

00X, _ 0 ((t of +a¢>q>+(1+tf+gp(t))aq)) = (af +ga¢)®+(f+go’(t))aq)

ot Ox; Ot ox; ' Oz, O Ox; = Ot Ox; O
Logo,

9| 90X, Of L

ot =0 Ox; 8xiq)+(f+¢(0))8xi

onde Of /0x; = O(f o ®)/0x;.
Por outro lado, para cada imersao X; o tensor métrico correspondente é

L (2% o,
i = 8:1:1-’01:]-

B af Ay b [ 9f Ay o
= <(taxi-I—axi)@-F(l—i—tf—i—go(t))axi,<t8—%+8—xj)<1>+(1+tf+cp(t))a—%>

_ (198 00 (08 00 -
B (taZL‘Z + 8I‘Z> <t8;pj T 8$j + (1 +tf+(,0(t)) Gij-

Observe que det(g;;) = det(g;;)+O(t). Consequentemente, para ¢ suficientemente pequeno

gi; ¢ uma métrica riemanniana.

Proposicao 3.2 Para cada t € (—¢,¢) associamos uma imersao X, definida em e
consequentemente uma hipersuperficie mergulhada M em R com o mesmo volume
de S", tal que My = S™. A cada hipersuperficie associamos uma métrica induzida g;; e
obtemos as sequintes derivadas de primeira ordem em t = 0:

(1) %

20| =2+ 0 g

t=0

0g¥

(2) 5

L, =2 +6(0) 9"
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(4) %—7 =V

() L) (O — (V)
0 0+ -Lar
I~ agego - 2ar

Demonstragao:

(1) Céleulo de agt"j

0gi; 0 of 0Oy of D )
ot ot —+ — 1 3
ot 8t< (taxi + o taxj + o, + (L +tf + o(t) g

(o 00p\ [.0f 0 of 0o\ (Of 0 oy
- <8xi+0t8wi> <taxj+aa:j T \'ow T ow ) \ow, T a0,

F2(L+tf + o) (f + ¢ (1) gis-

t=0

Fazendo t = 0, temos:
0gij

Dl = 2(f+¢(0)) g

t=0

g

2) Calculo d
(2) dleulo de —

t=0

Sabemos que Zgijgjk = 6;. Dali,

Jj=1
(50
= 37gi1 | =0
91\ 2=

— (07" _;0Gk
= 2 7. vy ZJIN ) 0
— 95" _ —~ i 0
= g = — i ZJIR

j=1 j=1
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Assim,
_ at gjk B B — <al’] + 8t€)x]) (ta.xk + 8$k> - ( ax] + 8 )(axk
Jj=1 7j=1
+%g_xk) +2(L+tf + ) (f + so’(ﬂ)gjk) g’
_ " ((Of 00\ (,0f Oy of of
- _];1<<7]+ataxj) (tamr+axr> " ( a$j +a ) <a$r
d 0 B
+ i ) 2L+t +o())(f + so’(t>>§jr) 7.5
_ S ((2f 000\ (,0f o1 of
B _jggl((aijratax]) <8xT+8 r)+(3%+8 ) (&cr
0 0 -
&a;f) +2(1+tf +o@)(f + w/(t))gjr) 39.5"" Gk
_ - of 909\ (,0f Op of
- _p;<”z <8xj+§8xj) (taxr+axr>+<ta_%+3_%>
0 d 0 B
(aa{ 577, ) AL+t + o) (f + v’<t>>§jr)§”.§”>gpk
Jrp
- n n of 0 Oy of D of
N _;(pgl((axp+§8xp) (t0$r+8mr) + (ta—%+a_%> :
0 d 0
(a; §a¢)+2(1+tf+s0( N +¢'()5p )g 9" )gk
Portanto,
8ng B 0 0¢ of of of 0 dyp
— —Z((axp 8taxp)(8$r+6r>+(6xp+a )(3$r+§6m>

FALHIE + ) + 90 )97

Fazendo t = 0, temos:

_ Z L 99
t=0 (9:1;,, 815 Oy li=

p,r=1
of n 0 9p
Oz, Ot Ox,lt=0

- Z 2<f + 90,( gpv" glp gTJ

p,r=1

0g"
ot

of | Oy
0) (0'8% *

0,91 [ 99
0z, lt=0 oz, 8xp

2l)

) 214 0F + p(0))(f + w'(O))gpr)gip.gﬁ
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= —Z (f +¢'(0)d;.9"

0\

(3) Célculo de % o

Denotando por g = det(g;;), temos por um calculo idéntico ao feito na Proposicao ,

3\/5 1 - _ij 0Gij -
SR O DI
ij=1

que

Para t =0,

Vg
ot

tzo—%(zg” 2(f+¢'(0 ))gij>\/§:n (f +¢£'(0) /3.

i,7=1

N
(4) Célculo de oN

t=0

ot
Temos que
_ X\
(7 %) =0
Logo,
ON| 09 X,
<E a_> i <‘Dv o, > =0
_ ON| e\ o X
ot li=0" 0x; | " OtOz; li=0
oN| 00 ) ,
> (G o2y = (o i+ e
L [ON) oeN _ of
ot t:07 8561 N 8:67,

Dessa forma, obtemos as projecoes dessa derivada sobre os tangentes. Uma vez que a

primeira derivada do vetor normal é completamente tangente, segue que

— ; Of 0P
— ij
Z 7 on; 8x] v/
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Oh;.;
5) Céalculo de —2
(5) Célculo de T

=0
. X, ON
Por definicao, h;; = <g_x;’ g—%> Logo,
ot li=o dx; Ox;

- (<§i§;toa%>+<§—i$ )

= (oo +eorege) + (g an0vn))

- eg > 40O G i)~ o 570
= (f+¢(0)gy — <g—iv%( i klaa;k gj)>

B . " /0D 89“ of 0 w O°f 0P
= (f+¢(0))gi; — Z <8:v,’8_:1338_:mf0_335 +9 azvjﬁask@_:vl

kl=1
of 0*°®
k9T
9 Ozy, 893]0:El>
B g™ af /9P 9P u 0’f /od 0P
= (f+0 kz_ Ox; 8ack< 8xl> Z: 8$]axk<8_xi’8_xl>
B i . (9f oo 0?°d
Pt dx;’ Oz ;0
_ 39“ af Kl 62f
B i . 8f (9<I> 0?P
Ox;” Ox;0x;
k=1 J

@2f of 6gkl od 9%
= (f+¢(0)g; Ox;0x; 21 Oz, <ng oz T <3xi’ 8xj8xl)>
B ) O f ~ Of (/0% &0
= (f+¢(0)gi; - dr0r, | Z O, (9 <a_g;l’ axiamj)>

, of
= (/90— mﬁ? i

= (f+€(0)gi; — (V2 f)ij.
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OH
Alcul —
(6) Célculo de T

t=0

1N
Por definicio, H= =Y  §7h;;. Assim,
or definicao, - Z g7 hij. Assim

1,j=1

oH 0 S
5 (S
— lz ‘99” -~ gj%
n & =0 9i ot li=o
3,7=1
1 n . . ,
- ( U+w(»ﬂmﬁwWU+¢(D%—g(th0
INES
( 2n(f +¢'(0)) +n(f + (0 Zg” V2f) )
2,7=1
= —(f+¢0 ——Af
—2
OH
(7) Célculo de i
_2 J—
CRU]
Ot li=o

- 2<—(f+¢%®)—%Af>
— S+ e0) - 2af

Observacao 7 Note que

| ¢+ onas=o

uma vez que a variacao que estamos trabalhando preserva volume e

5_‘/0_/@
U

0="270 ot

o= n/n(f + ¢(0))dS™.
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3.2.2 Diferenciais de segunda ordem em relacao a ¢

Comecaremos calculando a segunda derivada da imersao X; dada em

0xX;, , *X 92X

— SOH(O)(E,

onde utilizamos a notagao simplificada f = f o &. Temos também que

8% 0X, 8? ((t of

oo [ of o 9 9D
= (at (t or; axi) Ot gLt Fel )>8w1)
o ((0f 0oy o
= at((axi+ataxi)©+<f+“0<t))axi)

92 D 0P
- (¥ o)
(at2 axi) el

Oy 0P
) v e

Logo,
52
o2

iy 0D
0) O+ (O)ﬁxi'

Proposicao 3.3 Para cada t € (—¢,¢) associamos uma imersao X, definida em e

N 8t2 ax, t=

t=0 (’“):E,

consequentemente uma hipersuperficie mergulhada M em R com o mesmo volume
de S", tal que My = S™. A cada hipersuperficie associamos uma métrica induzida g;; e

obtemos as sequintes derivadas de sequnda ordem em t = 0:

%4y af of o . ‘
(1) o2 li=o &L‘l 8_ +2(f + ¢'(0))"gi5 + 2¢"(0)giy;
920 ' , ) ) )
(%) 8?2 —0 Z a—f— g+ 6(f +¢'(0))*g" — 2¢"(0)g";
0%\/q

(3) S| =V + (4 020 =)+ g Oy

0’N 0?
W S, =2 oo - (52 ) - vste
82;%]' " of 0 2 82 2
5) 552, = O+ agt 2L (v (T2 ) 19t
O*H 2—n 4 %
©) G|,y = SRR+ O -0+ o)A 18 (FE] )
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o -
(1) |, = 6 +¢/0)+ %(f + ' (0)Af + %(Af)Q L n2”) VA~ 20(0):

82
__A<at2 ) >

Demonstragao:

27

0°g
(1) Calculo de 8152

t=0

Ox; O Or; Oz,
Dai,
03y 9 9gi;
ot* le=0 =0 \ Ot
0

9 of L 000\ (,00 00\ (,01 of 9 oy
0(<8mi+0t8$i><taxj+8mj * 8xz+8x, v, T Otox,

21+ tf+o@)(f + @l(t))gij)

_ 010 .
— 25T 2+ SO+ O
_ ,9f f ) v
= 255 o 2(f +¢'(0))%gi; + 26" (0)gy;.
3 82§Z]

(2) Calculo de o P

25 95

ot? li=o ot

0 d¢ of of
((axp 8t0xp) ( dr, | O ) - (ta_xp * a—%)
)
(81» ot Ox ) +2(1 +tf+90(t))(f+90’(t))gm)gw g”)
_ 9 0 Oy of of
_ [ ((axp ataxp)(axr+ar)+(ta_%+a_%)‘

(axr ol ) 2 T O+ Ol )37

M

( p,r=1




(3) Célculo de

_19_2
N o2 |t
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- 0g"
] _"_
t:Og ot

)

- Z K gjp O 4 o((f +¢(0) + w’/(O)).gpr) 979" + 2(f + ¢'(0)gr)

H2US + ¢ 0o (5

p,r=1

(=2(f + ¢(0)gg" —2(f + w'(@))grjgipﬂ

af 8f z T W T - ip . T]
—22 9 g7 —2(f + (0 ngg”gj £"(0) Y grpg™g"?

p,r=1 p,r=1

+4(f +¢/( Z 9rpg™" g7 +A(f + ¢ ( Z 9rpg™ 9"

p,r=1 p,r=1

" of of . .. y N
-2 —f%g”’g” +6(f +¢'(0)%g” — 2¢"(0)g".

0*\/g
ot?

t=0

o1 (V7

ol (%)

5o (5 0nvD V)
(G va)

10
(nlg)Va+ o

291
(in(e)Y®

)

- %(;\ 99+ Z ( ”ag” ) n<f+so'<o>>¢§>)
= %(% o (Z g%) Vgt Z (9712(F + ¢'(0))g3]) -
(n(f + 90’(0))\/§)>
- % t:oag;j =0 ”% _ ) Va4 202 (f + 90'(0))2\/5)

of of

n 8@”
(%
(1207 + O + ¢ Ol + 0% 2552 s+

(2
(2

N | =

i,7=1

PO+ 250 | )V + 2621 + 05



5 (=4n(f +¢'(0)* +2/Vf I + 2n(f + ¢'(0))* + 2n¢" (0) + 20°(f +
#'(0))*)vg
= [IVIP+ (f + £(0))*(n* = n) + ne"(0)]\/5.

—
N
(4) Célculo de a(‘?tQ o

Cdlculo da Parte Tangente:

Temos que
— 0X;\
Logo,
ON 0X, — X\
<E’ or, > * <N’ 8t@xi> =0
_ 0’N 0P 9 ON 8Xt N %X, 0
ot? li=o0” Ox; Ot li=o 83:1 8331 ot2 li=o)/
N PN oD\ » ON 8Xt X,
ot? li=o' Ox; /| Ot li=o 8@ 8% ot? li=o
PN 0 ,
= (T o) =2 9D+ 0 ))<I>]> (# ol 0)01)
0’N 0P of
= (Gl i) =KV gl e (o) - (0. ('O
/! a(b
+p (0)8—%>
0?N 0P of J ., ,
> (Gl 2+ e - Loy,
Cdlculo da Parte Normal:
Temos que
(N,N)=1
Assim,



ON
N\ =
:><8t’ > 0

L EE G\ |em
ot? li=o’ N t=0
N

~ <8t2 =0’ >_ Vi

Por fim, segue que

0*’N N Lo Of 0 0P
Sl = 2 (20 + gL - o) g - P
ij=1
0% 9
= 2oV -v (28] ) - jvspe
, 82711']'
(5) Célculo de 52 |y
. Jox, oW
Por definicao, h;; = <0_xl’ 8_9[:]> Logo,
O%hi; 0X; ON
o2 li=o 8 (%, 8:70]
_ 0X, ON\ | [0X, O
N Ox,;0t’ 83:] Ox;’ Ox;0t
_ 63Xt 0N\ O*X, O*N
— \ 07,012 li=0 Oz 0x;0t l1=0" Oz;0t l1=0

o0 o
Ox;’ 0z ;0t2 li=0

= (GO 5 ) +2( G + P O)8). (-5 )

(e (2 v oivr -v (52 ) - 1wrte)

- 90”(0)<gi - 2<§f O+ (4 S O) G (V1))

(7 o)) (225
0 0

(2.2 ()

0

+

)

= Oy~ 25 (0. 59N ) =2+ 0O G (7))

40



v2gl (G V)2 + 0O 5o >>

(55 (o (21.))- e 2

(O 4 2L Of (e (P |
= o +agl 5t (v (5, ), - 19

oTT

(6) — |,

1<
Por definicdo, H= =Y  §”h;;. Assim,
or definicao, - Z g7 h;;. Assim

ij=1

Lt (5)

(9g” 3hw _ij
{ his+ 5 9 1

O’H
ot?

1

t=0 7’L

8l_zz-j
t=0 Ot

0? Bij
=0 ot?

89“
t=0 9ij ot

82 4] i
T on Z [ ot? o’ ]

_ l [(_2 Z 8f f lp rj + 6(f + @/(0))291']' _ 2¢//(0)gij>gij

n <= 8:L‘p8
+2[=2(f +¢'(0)g”](f + & (0))gys = (V2f)ii] + (%0 ()i + 42 g 889{

%W@ﬁJhﬂw%ﬁﬂ

= { Z 9i19™9" af f Z 9" gi; — 2¢"(0)

%,7,p,r=1 i,7=1

5 A+ O S 7+ O S

i,5=1 i,5=1 t,j=1
n 8f af n ,
i ij
Zgwg +4Z ox; 8.:15 Z (V (8252 ))
i,j=1 i,j=1 i,j=1 i
—|VfP Z gijgij:|
i,j=1

= % { — 2|V 2+ 6n(f + ¢'(0)) — 2ng"(0) — 4n(f + ¢'(0))?

BRI

0
HAL+ S ODAS + g 0) + 41V - o (T2
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O’H

ot?

2

= T 207+ 02 - g 0) + 47+ £ O)AS

_A(

(2- 7%)

t=0

2

ot?

=2

H
(7) Célculo de 0

e
92 |

)]

62

t=0

S5
SB‘%
|\_/

0 —O0H
= OH——
=0 ( ot )

ot A B
() + ()]
2| (~t+ o0 - 1Af)2 + (w2 + 0

b))

O+ 2+ O)ar - 1o (T "
2|7+ 0 0P+ 20+ FO)A + an?+

[\

2

(2 n)|vf|2

)]

waﬁ

27+ O — () + (4 GO)A] — -a (@t
6 + ¢(0) + (7 + P ODA] + 5(AFP +

62 _).

_2()0//(0) - _A (atQ

VIR 2+ GO - O+ 2+ O)A] - 1A (G|

42
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4 WILLMORE

Nessa secao, iniciaremos apresentando o resultado para superficies de género 0 proposto
por WILLMORE (1965) que garante uma caracterizagdo para a esfera euclidiana em
dimensao 2. Em seguida, enunciamos uma generalizacao local para esse resultado em

dimensoes mais altas.

4.1 Caso 2 dimensional

Comecaremos apresentando o Teorema de Gauss-Bonnet que nos fornece uma importante
relacao entre as propriedades geométricas locais e as propriedades topolégicas globais.
Teorema 4.1 (Gauss-Bonnet) Seja M uma variedade Riemanniana 2-dimensional ori-

entada e compacta, com curvatura Gaussiana K e elemento de volume dA. Entao

/ KCdA = 27y (M), (30)

em que x = F— A4V € a caracteristica de Euler-Poincaré e para uma dada triangulacao,
F denota o numero de faces, A denota o numero de arestas, e V denota o numero de
vértices da triangulacao.
Demonstracao: Vide [SPIVAK]| (1975))].

Considere S uma superficie diferencidvel de classe C*°, orientada, fechada e

h:S — E3 um mergulho C* de S num espaco euclidiano tridimensional E3.

Definigao 28 (Funcional de Willmore) Seja F o espaco de todos os mergulhos de classe
C> de S em E* e H? o quadrado da curvatura média em h(S). Entao, definimos o funci-

onal

w. F — E

1
h — —/ H2dS,
2m R(S)

onde h(S) € considerada como uma hipersuperficie de E?.
Teorema 4.2 (WILLMORE) (1965)) Seja S uma superficie de género 0. Entao para
toda f € F temos

(31)

W(f) =2 (32)

Além disso, W(f) = 2 se, e somente se, f(S) € uma esfera euclidiana.

Demonstragao: Denote por k; e ko as curvaturas principais em p € f(5) tal que
]C - k’lk'Q

H:k1+k2'
2
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Uma vez que
1
H? =K + é_l(kl — ky)?,

temos
1

1
w :—/ ICdS+—/ ki — ky)?dS,
N=5p ] K +g [ k)

ou seja,

1

W(E)=x(8)+ 5= [ (= ko (33

T J(s)
onde usamos o Teorema de Gauss-Bonnet (4.1). Segue imediatamente que W (f) > x(5);
ja que S tem género 0, temos que x(S) = 2, e segue a equagao . Além disso, se
W(f) =2, entdo de segue que k; = kg para cada ponto p € f(.5). Assim cada ponto
de f(S) é um ponto umbilico e assim f(S) é uma esfera euclidiana. Isto completa a prova

do teorema.

4.2 Caso n dimensional

A partir desse momento vamos trabalhar com objetos de dimensoes mais altas. Para isso
usaremos a teoria de variagoes de hipersuperficies que preservam volume apresentada na

segao anterior [3.1]

Defini¢ao 29 Para cada t € (—¢,¢) associamos uma imersio X; definida em e
consequentemente uma hipersuperficie mergulhada M]' em R com o mesmo volume de

S, tal que Mo = S™. Assim, definamos o funcional

W: (—g,¢e) — R

1
t —_ —— H2dM;.
nvol(S™) Ju, '

onde H € igual a n vezes a curvatura média H relacionada a métrica g;; em My = X;(S"™).

Observacao 8 Observe que fazendo n=2 na definicio do funcional anterior obtemos o
funcional de Willmore . De fato,

1 1 — 4 —2 1 —9
- = H?dM, = —— 2H)2dM, = /HM:—/HM.
W) 2001(S?) /M dM; 2(4m) /Mt( ) M 2(47) S, My 21 s, M

Teorema 4.3 Para cada t € (—e,¢e) associamos uma variedade mergulhada M]* com o
mesmo volume de S™, obtida pela variacao X, dada em tal que My = S™. Entao para
todo t € (—e,¢) temos

W(t) > n. (34)

Além disso, W(t) = n se, e somente se, M; é uma esfera euclidiana.
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No decorrer dessa demonstracao usaremos algumas derivadas obtidas nas subsecoes [3.2.1

e[3.2.2] Provaremos que o funcional WV atinge um minimo em ¢t = 0.

W) = m :% to( y H2th)}
)
= :% o (/U(nﬁ)wgdx)]
- UOZ?S") :_% 0 ( /Uﬁ2\/§dm)]
- vol?Sn) _ /U a@}f _ Vode+ /U Hzaa—{f? tzodx]
N volnS") _ /S aaﬁ: _A8"+ /U aa—? t:de]
- volT(lS") /S (—2(f +¢'(0)) - —Af> dS”]
- vol?Sn) :_2 / (f @ (0)as" —% A de"}
- s [ r+os
_ 0

pois

/ (P 0)ds" =0

Ou seja, a esfera é um ponto critico para o funcional W. Além disso, calculando a segunda

derivada, obtemos:

W//(O)
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( ‘ Vo oat’ +H 862/5 _0>dm}
[ 2/%? 3t [ )

27T
/jH! o 2/"?3_&) d}

Sn((f+<p()) 2 S OAT T A7+
A

200 - 28 (52| ) Jas 2 [ |20+ o) - 247,

n(f + ¢'(0)v dx}

(4 n2n)‘vf|2

n

W{ /(f+<P( ))*ds™ +2/ (f +¢'(0))AfdS™ +3/Sn(Af)2dSn

42n/|Vf|dS 2/S dS__/ (@)dgn

—4n/ (f +¢'(0))%ds™ 4/ (f+¢'(0 Ade}
n

vol<8”>{[6 4”]/ U <§>> s +[1g2—4] /Sn(fﬂo( )Afds"

+

%/SH(M) S +{( _ )}/H|Vf|2dS"—2/Sn<P"(0)dSn}

1 3 1A\ 2qQn 42 / n
nvol(Sn){[6n —4n]/gn(f+<p(0)) dS™ + [12n — 4 }/Sn(f—i—gp(O))Ade

+2/Sn(Af) ds™ + [4n—2n } /Sn|Vf| dS™ — 2n <n/Sngp (O)dS”) }

1 2 TLS ! 2 n n— TL2 , n
nvol(Sn){[Gn 4 ]/Sn<f+%0<0)) dS" + [12n — 4 ]/Sn(fﬂo(()))Afds

9 n . 2 2 n__ . 2 n
+2/Sn(Af) dS™ + [4n 2n]/SH|Vf| s Qn( /Sn|Vf| ds

tn—?) [ (74|

;811){[6712 —4n® — 2n* 4 2n°] /sn(f + ¢'(0))*ds™

nvol(

+[12n — 4n? /Sn(f + ¢/ (0))AfdS™ + 2 /Sn(Af)QdS”

+[dn — 2n* + 2n]/ |Vf|2dS”}
sn

1

ool {[4n —2n /Sn<f +¢/(0))%dS" + [12n — 4n”] /Sn(f +¢/(0))AfdS"

+2/ (Af)2d8”+[6n—2n2]/ yvfy2dgn},
S’n

Sn
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Usando que V(f + ¢'(0)) = Vf e A(f + ¢'(0)) = Af, respectivamente, por e (29),

temos

W'0) = m{[élrf — 2n°] /n (f +¢'(0)%dS™ + [6n — 2n?].

| G+ a0+ 0 +2 [ (A7 +p0)2ds

n

Considerando a base {¢; }ien do espago LQ(S”) formada pelas autofungoes do operador

de Laplace, seja f + ¢'(0) = Z(f + ¢'(0) Z(M% onde —A¢; = Bipi, B; > 0 e
=1
81 = n. Entao,

W'0) = m{w — 2n?] / ) (i ai@)zdSn

i=1

+[12n — 4n?] / (Zl al(bZ) (2 ai(bi) ds" + Q/Sn (A (2 aicﬁi)) ds™

+[6n — 2n? / \% (i:: aigbi> 2

s}

_ ; - 2 2 3/ 2 n o 2 2 / ) ) n
— m}ol(Sn)Zai{Hn 2n°] Sn@dg + [12n — 4n* +2n% — 6n] | ¢:AGdS

i=1 "

+2 /S n(A(bi)QdS"}

— ; > 2 2 3 2 n . 2 ‘ . n
B nvoz(gn)z‘%{[‘m ] [ ¢7dS" +[6n —2n°] [ $;A¢dS

i=1 " "

+2 / n(Agbi)QdS"}

_ 1 o 2 _ o 3 21Qn _ (@ _ 92 2 1Qn
= nvol(Sn)Zai{Hn 2n°] | ¢7dS" — [6n — 2n7] . Bip;dS

i=1 Sn

B? ¢;ds" }

- nvol Sn) Za { 2B2 on = 2712)61- " (4n2 - 2n3)] /

=1

gzﬁ?dS”}.

n
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Queremos determinar o sinal de W”(0). Para isso, precisamos do sinal do polinémio do

segundo grau 2032 — (6n — 2n?)3; + (4n* — 2n?). Vamos determinar suas raizes

(6n — 2n?) £ \/[—(6n — 2n2)]2 — 4.2.(4n2 — 2n3)
2.2
(6n — 2n?%) + \/4n%(n — 1)?
4
(6n — 2n%) + 2n(n — 1)
1 .

Entao, as raizes sao
/I 2 "o
Bi=2n—n"e B =n.

Se existe algum a;, # 0 para ig > n+1, entao /3;, > n e como o coeficiente que acompanha
/3% na expressao ¢ positivo, segue nesse caso o polinémio do segundo grau é sempre positivo.
Portanto, W”(0) > 0 e esse funcional possui um ponto de minimo local em ¢ = 0, ou seja,
em M, =S".

Por outro lado, se a; = 0 para todo ¢ > n + 1, entao W”(0) = 0. Nesse caso, f + ¢'(0) =
n+1

Z a;p; tal que —A¢; = ng;. Tome uma curva

i=1
B: (=6,8) — R+

t — t(a17a’27"'7an7an+1)7

tal que 5/(0) = a; e defina

() = —(L+tf) — (D, B) + (@, 8)2 — |82 + L.
Considerando uma variagao
X: (=6,0)xU — R+
(tz) = (1+t(fo®)(z)+ ¢(t) (),

tal que Xo(S") = S,

Podemos reescrever ¢(t, f) como

St f) = —[2(1 +tf) —2(® j:\/4 4|ﬁ|2+4.

Que satisfaz a seguinte equacao de segundo grau
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&+ 200+ tf) — 2@, B)]p + [(L+tf)> —2(L+ tf)(®, 8) + B> — 1] = 0.

Dessa forma,

G+ 200+ tf) =200, /)@ + [(1+1f)* = 2(1 +£f)(®,8) + B> = 1] =0
G20+ tN)p+ (1 +1f)? =20+ tf)(®,8) = 2P, B)p + AP —1=0
(L+tf+@)? =21 +tf + @)D, 8) +|6° =1
(A+tf+0)2 =B, +tf+9)P—p)=1

| Xi(z) = B(H)] = 1.

O R R

Portanto, X; é uma translagao por esferas e consequentemente

V(t, p(t)) = vol(S™), para todo t € (=46, 0).

Por outro lado, recordemos que ¢ foi determinada pelo Teorema da Funcao Implicita (2.1
para também satisfazer V (¢, p(t)) = vol(S™). Logo, pela unicidade do mesmo teorema,
temos que ¢ = ¢ e portanto X; = )N(t. Assim temos que X; é uma variacdo por esferas
se, e somente se, [ + ¢'(0) é uma primeira autofungao do operador de Laplace.

Por fim, segue que para todo t € (—¢,¢)

W(t) > W(0) = — / n2dS" = n = W(t) > . (35)

nvol(S") Js
Além disso, se tivermos a igualdade W(t) = n, entdao W(t) = W(0) e assim W"(0) = 0.

Nesse caso a variacao X; é apenas uma translacao por esferas. Isto conclui a demonstracao.
A partir desse resultado, podemos conjecturar
Conjectura 4 Toda hipersuperficie compacta M™ de género 0 em R com mesmo vo-
lume da esfera unitaria, deve satisfazer
W(M) > n. (36)

Além disso, W(M) = n se, e somente se, M é a esfera euclidiana.
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5 RESULTADOS DE CARACTERIZACAO DA ESFERA

5.1 Uma propriedade maxima de S?

Ao longo dessa secao, considere S C R3 uma superficie diferencidvel de classe C*°, orien-
tada, fechada e com mesmo volume que a esfera S2.
Teorema 5.1 Considere o operador L : H*(S) — L*(S) definido por

L——A- %HQ, (37)
onde A e H sao, respectivamente, o laplaciano e 2 vezes a curvatura média da métrica
induzida em S a partir da métrica de R3. O primeiro autovalor N} do operador L na
esfera S* € mdximo global entre todos os primeiros autovalores de L nas superficies S de
género 0.
Demonstragao: Sejam u € H?(S) a primeira autofuncao de £ e A\; o autovalor relacio-
nado, ou seja,

1
— Au— §H2u = \u. (38)

Como u é uma primeira autofuncao, pelo Teorema[2.7] podemos considerar u > 0 e usando
a expressao (38)), segue

A 1
YR )
U 2

Integrando sobre h(S), com h € F dado na Definigdo

1
/ AdS = — / Mg L [ mas (39)
h(S) h(S)

u h(S)

Por ,

2
1
A.vol(R(S)) = — / ’VZ” ds— = [ m4s. (40)
hs) U 2 i)
Mas, vol(h(S)) = vol(S*) = 4x. Entao,
1 2 1
Uy A —/ H2dS. (41)
41 R(S) u & h(S)
Logo,
1
M < —— / H*dS. (42)
8 n(S)
Contudo, pelo Teorema 4.2
1 2 1 2 0
M€ - H2dS = —— H™dS = -W(f) < —2= A} (43)

™ Jh(s) T Jh(S)
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[Vul®

u2

Dai, \; < M. E a igualdade ocorre se, e somente se / =0& |Vul =0«
h(S)

u é constante. Entao,

1
AL = —§H2 < H ¢ constante.

Pelo Teorema de Alexandrov ([2.4)), temos que S = S%. O que conclui a prova do resultado.
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5.2 Uma propriedade maxima de S"

Considere M* C R""! com ¢ € (—e¢,¢), uma hipersuperficie diferencidvel, orientada,

fechada e com mesmo volume que a esfera S".

Teorema 5.2 Considere a variagcao da esfera X; dada na Proposi¢ao 3.1, Para cada

t € (—e,€) associamos um operador diferencial linear em H?(M;)

L= A H (44)

onde A' e H, sdo, respectivamente, o Laplaciano e n vezes a curvatura média Hy relaci-
onados a métrica (gy)ij induzida em M} = X,(S™). Sejam v, € H*(X,(S")) a primeira

autofungdao de Ly e X} o autovalor relacionado, ou seja,
1
Li(ur) = —A"(uy) — EH?(Ut) = A1 (). (45)

Entao, o primeiro autovalor N, do operador L, atinge um mdximo local em t = 0, isto
¢, o primeiro autovalor \Y do operador Lo definido em Xo(S™) = S™ é mdzimo entre os
primeiros autovalores das hipersuperficies X,(S"), t € (—¢,¢€).

Demonstragao: Sejam u; € H?(X;(S")) a primeira autofungao de £; e A} o autovalor
relacionado. Como u; é uma primeira autofungao, pelo Teorema[2.7, podemos considera-la

sempre positiva. Entao,

1 At (Ut) 1
Integrando em M; a expressao acima, obtemos
Al 1
M, M, Ut nJ
Al 1
M Uy nJm,

Usando ([2.6)) e que a variagao da esfera X; preserva volume, segue que

t 2 1
oor(s) = — [ VUl L[z,
1 M U2 t
+ t

th

1 |Vtut|2 1
A= — dM, — —— H2dM.,.
- M vol (S™) /Mt u? ¢ nvol (S™) /Mt [

Como o primeiro termo da expressao acima é sempre nao positivo, temos que
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1
A< — H?dM 46
nvol(S") /M o o)
Além disso, pelo teorema (4.3
Mo L[ mav, < W(0) = —;/ n?*dS" = —n = A (47)
YT nwol(Sm) Jy, b= nvol(S™) Jsn r

Portanto, \Y <\, para todo t € (—¢,¢).
Por fim,
M= )\) & M, é uma translacio da esfera.

De fato, se M; é uma translacao da esfera, entao \j = AJ.
Por outro lado, se A} = A} temos em a igualdade, ou seja

Logo,

(Vi |* = 0 & uy = constante.
Aplicando na equacao , obtemos

1 1
——H7(u;) = N (u;) = ——H? = \! = H, = constante.
n n
Portanto, pelo teorema de Alexandrov (2.4) segue que M; = S". Consequentemente,
temos que o primeiro autovalor na esfera é um maximo local. Isto completa a prova do

teorema.
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6 CONCLUSAO

Nesta tese, obtemos dois resultados de caracterizacao para a esfera a partir
do primeiro autovalor de um operador do tipo Schrodinger, cujo potencial é dado pelo
quadrado da curvatura média. Em dimensao dois, garantimos que o primeiro autovalor
desse operador, no espaco das superficies de género zero, atinge seu maximo na esfera
S2. Contudo, para n > 2 provamos a existéncia de um méximo local na esfera S”. Para
demonstrar esses resultados utilizamos o teorema de caracterizacao da esfera proposto
por Willmore e fez-se necessario generalizar localmente esse teorema, para obtermos o
resultado em qualquer dimensao. E natural pensarmos se também podemos obter algum
resultado para o primeiro autovalor no caso das superficies de género um. Deixamos esse

resultado para trabalhos futuros.
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APENDICE A — CURVATURA GEODESICA

Seja S C R? uma superficie regular. Para introduzir o conceito de curvatura geodésica,

precisamos do seguinte resultado

Proposicao .1 Se ¢(t) e w(t) forem dois campos de vetores ao longo da curva a(t)

Cay = (o) 4 (5,97
de 7\ dt Tdt /)

Demonstragao: Indicando pelo expoente N a componente normal de um vetor,temos

entao

Dada uma curva regular « : I — S numa superficie orientada S, podemos considerar o

1
(1)l

Ty = N x Ti. Assim, em cada instante ¢, (71 (t), 72(¢)) forma uma base ortonormal e

campo de vetores unitarios tangentes a «, dado por 7i(t) a/(t), e ainda o campo

positivamente orientada de Ty;)S. Por |.1] temos

<ﬂ(t), ]Z—?(t)> = % (%IT?Iz) =0,

—

DT .
de modo que os vetores —— (t) e T(t) sdo colineares. A curvatura geodésica ky(t) de

a no ponto «(t) é definida pela igualdade

Dﬂ ! =
— (0 = 1o/ (0) k(D7 (2).

Ou seja,

b(0) = o {020 ).
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