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RESUMO

Esse trabalho esta dividido em duas partes e tem como objetivo estudar campos conformes
e métricas criticas em variedades compactas com bordo. A primeira dessas partes esta re-
lacionada a variedades riemannianas compactas (M™, g) com bordo suave sob a existéncia
de campo vetorial nao trivial conforme gradiente. Com controles apropriados na curva-
tura de Ricci, mostramos que M ¢é isométrica a um hemisfério da esfera, onde usamos os
resultados de rigidez de Reilly (1977 e [1980). Em seguida, considerando o caso em que a
variedade ¢ Einstein com a existéncia de um campo vetorial nao nulo conforme gradiente,
provamos que sua curvatura escalar é positiva e ela deve ser isométrica a um hemisfério da
esfera. Finalmente, encerramos tal parte, mostrando que uma limitacao na energia de um
campo vetorial conforme implica que tal variedade é isométrica ao hemisfério da esfera.
Na segunda parte, estudamos variedades compactas (M™, g) que admitem uma solugao
nao constante para o sistema de equagoes —(A f)g+V?f— fRic = uRic+\ g, onde Ric é o
tensor de Ricci, enquanto que p, A sao parametros reais. Mais precisamente, sob a hipdtese
que (M™, g) tenha curvatura de Weyl radial nula, que significa W(.,.,.,Vf) = 0, onde
W é o tensor de Weyl, forneceremos a classificacao completa para as seguintes estruturas:
triplas estaticas positivas, métricas criticas do funcional volume e métricas criticas do

funcional curvatura escalar total.

Palavras-chave: Campos vetoriais conforme gradiente. Hemisfério da esfera euclidiana.
Variedades com bordo. Meétricas criticas. Funcional volume. Funcional de Einstein-
Hilbert. Tensor de Weyl.



ABSTRACT

This work is divided into two parts and it aims to study conformal vector fields and criti-
cal metrics on compact manifold with smooth boundary. The first of these parts is related
to compact Riemannian manifold (M™, g) with smooth boundary under the existence of
nontrivial conformal gradient vector field. With appropriate controls on the Ricci’s cur-
vature, we show that M is isometric to a hemisphere of the sphere, where we use the
stiffness results of Reilly (1977 €1980). Next, considering the case in which the manifold
is Einstein with the existence of nonzero conformal gradient vector field, we prove that
its scalar curvature is positive and it must be isometric to a hemisphere of S”. Finally,
we conclude that part by showing that a suitable control on the energy of a conformal
vector field implies that M is isometric to a hemisphere S;". In the second part, we study
compact Riemannian manifolds (M™, g) that admit a non-constant solution to the sys-
tem of equations —Af g+ Hessf — fRic = pRic+ \g, where Ric is the Ricci tensor of g
whereas p and A are two real parameters. More precisely, under assumption that (M™, g)
has zero radial Weyl curvature, this means that the interior product of Vf with the Weyl
tensor W is zero, we shall provide the complete classification for the following structures:
positive static triples, critical metrics of volume functional and critical metrics of the total

scalar curvature functional.

Keywords: Conformal gradient vector fields. Hemisphere of the Euclidean sphere. Ma-
nifolds with boundary. Critical metrics. Volume functional. Einstein-Hilbert functional.

Weyl tensor.
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1 INTRODUCAO

Essa tese esta dividida em duas partes. Inicialmente, forneceremos um breve
desenvolvimento histérico dos problemas estudados, bem como os resultados obtidos nos
ultimos anos. Além disso, descreveremos nossa contribuicao nos problemas aqui apresen-
tados.

No primeiro momento do trabalho, apresentamos resultados de caracterizagao
de hemisférios para variedades riemannianas com bordo suave e nao vazio, e tal parte é ba-
seada no artigo Conformal gradient vector fields on Riemannian manifolds with boundary
(2019) escrito pelo autor em parceria com I. Evangelista. Em tal capitulo, mais precisa-
mente, o Capitulo , consideramos (M", g), n > 2, uma variedade riemanniana compacta
orientada com bordo suave M. Denotaremos por V, V2, A e dM a conexdo riemanni-
ana, o hessiano, o laplaciano e a forma volume sobre M, respectivamente, enquanto que
Voum, Aoy € do denotam a conexao riemanniana, o laplaciano e a forma volume sobre
OM, respectivamente. Ademais, denotamos por h(X,Y) = g(Vx 1Y), XY € X(M),
a segunda forma fundamental associada ao campo vetorial unitario v que aponta para
fora ao longo de M. Além disso, um campo vetorial suave £ € X(M) é conforme se
Leg = 2fg, para uma funcao suave f sobre M, onde L¢ ¢ a derivada de Lie na diregao
de &. Caso € seja o gradiente de uma fungao suave sobre M, entao £ ¢ dito ser um campo
vetorial conforme gradiente.

A partir da férmula de Koszul, e com £ conforme, obteremos no texto que se

segue a seguinte relagao
VE=fg+eo,

onde identificaremos ¢ com um (0,2)—tensor antissimétrico e & com um tensor £(Y) =
9(&,Y), Y € X(M).

Uma das questoes de interesse em geometria riemanniana é a caracterizagao
de esferas entre a classe de variedades riemannianas compactas e conexas. Umas dessas
caracterizagoes ¢ dada por Obata (1962), a saber, uma condigdo necesséria e suficiente
para uma variedade riemanniana (M", ¢g) completa ser isométrica a uma esfera S"(c¢) deve

ser a existéncia de uma fungao suave nao constante f sobre M satisfazendo
VxVf=—cfX, X € X(M),

para alguma constante ¢ > 0, onde Vx é o operador derivada covariante com respeito a
X e X(M).

Por outro lado, em meados do século passado, varios autores estudaram ex-
tensivamente variedades riemannianas com curvatura escalar constante, admitindo uma
transformacao suave conforme nao isométrica. Naquela época, muitos famosos gedometras

tentaram provar uma conjectura sobre a esfera euclidiana como sendo a tnica variedade
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riemanniana M" compacta e orientavel que admitia uma métrica de curvatura escalar
constante R munida de um campo vetorial conforme X. Entre esses autores, citamos
Bochner, Goldberg (1962b; |1962a)), Hsiung (1968), Lichnerowicz, Nagano (1959), Obata
(1971) e Yano (1959)); referimos o leitor ao livro de Yano (1970) para um resumo des-
ses resultados. Apesar de muitos esforgos para provar a conjectura, ela permaneceu sem
resposta até o inicio da década de oitenta, quando Ejiri (1981)) encontrou um contraexem-
plo para essa conjetura construindo métricas de curvatura escalar constante em produtos
warped do tipo S x5, N, onde N é uma variedade riemanniana de dimensao n — 1 com
curvatura escalar constante positiva, h é uma funcao positiva sobre o circulo S! satisfa-
zendo uma certa equagao diferencial ordinaria e X = h& ¢ um campo vetorial conforme,
veja Ejiri (1981) para detalhes.

No sentindo de caracterizar a esfera, uma questao natural surge: sob quais
condicoes uma variedade riemanniana n-dimensional compacta e conexa que admite um
campo vetorial nao nulo conforme gradiente é isométrica a esfera S*? Deshmukh e Al-
Solamy (2008)) responderam essa questao provando que se (M™, g) é uma variedade rie-
manniana n-dimensional fechada e conexa que admite um campo vetorial nao nulo con-

ne
forme gradiente e cuja curvatura de Ricci satisfaz 0 < Ric < (n — 1) (2 — )\_>C’ onde ¢

1
¢ uma constante positiva e A\; é o primeiro autovalor nao nulo do operador laplaciano,

entdo M é isométrica a S"(c).

Uma questao analoga é caracterizar os hemisférios para variedades com bordo
suave e nao vazio. Nessa diregao, Reilly (1977)) provou que uma variedade riemanniana M
compacta com bordo totalmente geodésico, que admite uma func¢ao nao constante f sobre
M tal que V2f = —cfg, para alguma constante ¢ > 0, f > 0 sobre M e f = 0 em OM,
é necessariamente isométrica ao hemisfério de S”(c). Ainda nessa diregao, Reilly (1980)
também mostrou que se uma variedade riemanniana M compacta, conexa, orientada e
com bordo nao vazio conexo M admite uma fungao nao constante f sobre M que satisfaz
V2f = —cfg, para alguma constante ¢ > 0, e f‘aM é constante, entao M é isométrica a
bola geodésica sobre S"(c).

Desta forma, podemos fazer o seguinte questionamento sobre variedades com

bordo nao vazio:

Questao 1.1. Sob quais condicoes uma variedade riemanniana n-dimensional compacta
e conexa com bordo suave nao vazio que admite um campo vetorial nao nulo conforme

gradiente € isométrica ao hemisfério S, ¢

Respondemos afirmativamente a esta questao sob algumas condigoes adicio-

nais, mais exatamente provamos o seguinte teorema.

Teorema Seja (M™, g) uma variedade riemanniana compacta e conexa com bordo
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nao vazio tal que a curvatura de Ricci satisfaz

. ne
0< Ric<(n—1) (2——)0,
A1
para uma constante positiva ¢, onde A\i € o primeiro autovalor nao nulo do operador
laplaciano com condi¢cao de Dirichlet no bordo. Seja ¥V f um campo vetorial conforme nao

nulo sobre M tal que Af =0 em OM. Entdo M™ € isométrica ao hemisfério ST (c).

Na sequéncia, motivado pelo trabalho de Deshmukh (2008)), consideramos o
caso em que a variedade é Einstein com a existéncia de um campo vetorial nao nulo

conforme gradiente. Mais precisamente, estabelecemos o seguinte resultado.

Teorema [3.2 Seja (M", g) uma variedade Einstein compacta e conexa com bordo nao
vazio tendo constante de Einstein X\ = (n—1)c e V f um campo vetorial nio nulo conforme
em M. Suponha que Af € nao constante e Af =0 em OM. Entdaoc >0 e M € isométrica

ao hemisfério ST (c).

Por outro lado, em uma variedade riemanniana (M", g), a energia de um

campo vetorial suave X € X(M) é definida por F(X) = 5 / |X|?, e, além disso, na esfera
M

S™(¢) de curvatura constante NG qualquer funcdo altura h : S*(¢) — R, h(x) = (z, v)gn+1,
com respeito a um vetor constante v € R"™! satisfaz uma equacao tipo Obata. Dai, com
o vetor conforme ¢ = Vh e a fungdo f = —\/ch, temos que E(§) = ¢ 2E(Vf). Tal
observagao motiva o seguinte questionamento: se uma variedade riemanniana (M", g)
compacta admite um campo vetorial nao nulo conforme ¢ com fungao potencial f satisfa-
zendo E(§) = ¢ >E(V f), para uma constante positiva c, ela é necessariamente isométrica
a esfera S"(¢)? Uma resposta afirmativa para tal questao é dada por Deshmukh (2010)
para variedades riemannianas compactas de curvatura escalar constante.

Desde que o trabalho de Deshmukh (2010) trata apenas de variedades sem
bordo tentando caracterizar as esferas, podemos formular uma questao analoga para va-

riedades com bordo suave. Mais precisamente,

Questao 1.2. Sob quais condi¢oes uma variedade riemanniana (M"™, g) compacta com
bordo suave OM admitindo um campo conforme nao trivial & com funcdao potencial f
satisfazendo E(£) = ¢ 2E(V f), para uma constante positiva c, é isométrica ao hemisfério
St (c)?

Uma resposta afirmativa para a Questao|l.2|é apresentada no seguinte teorema:

Teorema . Seja (M, g) uma variedade riemanniana compacta com bordo OM suave

e totalmente geodésico, e & um campo vetorial conforme sobre M com func¢ao potencial nao
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constante satisfazendo f = 0 em OM. Suponha que M tem curvatura escalar constante
R=n(n—1)c. Entioc>0 e
B(§) > cE(V]).

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, M € isométrica ao hemisfério S’} (c).

No segundo momento, baseado no artigo On static manifolds and related cri-
tical spaces with zero radial Weyl curvature (2019) escrito pelo autor em parceria com A.
Barros, H. Baltazar e R. Batista iremos estudar variedades riemannianas (M, g) compac-

tas que admitem uma solucao nao constante f para o sistema de equagoes
— (Af)g + V?f — fRic = pRic + Mg, (1)

onde Ric, A e V? denotam, respectivamente, o tensor de Ricci, o operador laplaciano
e o hessiano sobre M, e (u, ) s@o dois parametros reais. Mais precisamente, supondo
que (M, g) tenha curvatura de Weyl radial nula, isso significando que o produto interior
de Vf com o tensor de Weyl W é nulo (iv/W = W1V, f = 0), temos uma classificacao
completa para as seguintes estruturas: triplas estaticas positivas, métricas criticas do fun-
cional volume e métricas criticas do funcional curvatura escalar total. Mais precisamente,
nessa parte da tese, consideraremos uma variedade riemanniana (M, g) n-dimensional
compacta com curvatura escalar constante R que admite uma solug¢ao suave nao cons-
tante f para o sistema de equacoes . Ressalta-se que investigaremos apenas casos
especiais de tais estruturas, a saber, triplas estaticas positivas, métricas criticas do funci-
onal volume e métricas criticas do funcional curvatura escalar total. Note que, cada uma
dessas métricas satisfazem a equagao fundamental ([1)) para parametros apropriados (u, A).
Na sequéncia, descreveremos um breve desenvolvimento histérico para cada estrutura e
nossa contribuicao para o assunto.

A primeira estrutura que consideramos é a tripla estatica positiva, que é uma
variedade riemanniana (M™, g) compacta com bordo suave OM que admite uma solugao
nao constante para o sistema (1) com (u, A) = (0,0), além disso tal fungao potencial f é
nao negativa no interior de M e anula-se precisamente no bordo M.

Abaixo segue um classico exemplo de tripla estatica positiva com bordo nao

vazio.

Exemplo 1.1. Um exemplo de tripla estdtica positiva com fronteira conexa é obtido es-
colhendo (S%(r), g), onde S™(r) € o hemisfério superior aberto de raio r em R"™, dotado
com a métrica euclidiana g. Assim, OM = S"1(r) € o equador, a funcao altura f sobre
S (r) € positiva, anula-se precisamente sobre OM = S™"(r), e satisfaz ¢ Eq. com
(:u’ )‘) = (07 0)

Nos tultimos anos, o estudo de espacos estaticos tem tido interesse substancial
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tanto do ponto de vista fisico quanto matematico. Por exemplo, foi conjecturado que o
unico espaco-tempo estatico no vacuo simplesmente conexo com constante cosmologica
positiva e conexo no horizonte de eventos é o espaco De Sitter de raio r. Vale lembrar,
que a identidade L}(f) = —Afg+ V2f — fRic = 0 aparece em Relatividade Geral,
onde ela define solugoes estaticas das equagoes de campos de Einstein. O nucleo de £}
esta relacionado aos espacos-tempo estaticos em Relatividade Geral, como pode ser visto
em Corvino (2000). Neste sentido, este problema desempenha um papel importante na
Relatividade Geral e, para os nossos propdésitos, tal conjectura pode ser escrita da seguinte

forma:

A dnica tripla estdtica compacta (M™, g, f) de dimensao n, com curvatura
escalar positiva e bordo conexo é dada por um hemisfério canénico ST, onde

a funcao f € a funcao altura correspondente.

A conjectura foi formulada por Boucher-Gibbons-Horowitz (1984)) e ela é chamada cosmic
no-hair conjecture.

Nas ultimas décadas algumas contribuicoes parciais para a solucao da con-
jectura foram obtidas em muitas perspectivas diferentes, veja, por exemplo, Ambrozio
(2017), Baltazar e Ribeiro Jr. (2018), Barros e Da Silva (2019)), Montiel (2015a)), Ko-
bayashi (1982)), Lafontaine (1983), Qing e Yaun (2013). Embora todas as evidéncias
indicassem que a conjectura fosse valida, Gibbons, Hartnoll e Pope (2003) construiram
contraexemplos para a conjectura cosmic no-hair nos casos 4 < n < 8, usando métricas
Einstein nao homogéneas encontradas por Bohm. FEntretanto, permanece interessante
mostrar sob quais condicoes tal conjectura é verdadeira.

Neste ponto, é importante lembrar o seguinte resultado de classificacao para

uma métrica estdtica sob a condigdo de Bach-flat obtida por Qing e Yuan (2013).

Teorema 1.1 (Kobayashi (1982), Lafontaine (1983), Qing ¢ Yuan (2013)). Seja (M™, g, f)
uma tripla estdtica positiva n-dimensional com curvatura escalar R = n(n — 1). Suponha
que (M™, g) seja Bach-flat, entao (M™, g) € coberta por uma tripla estdtica equivalente a
uma das triplas estdatica sequintes:

1. O hemisfério padrao com métrica canonica (S, gsn-1).

2. O cilindro canénico sobre S*™' com a métrica produto

OW:[Qé%]XSle:dﬂ+n;2%m0.

3. O espago de Schwarzschild definido por

B 1
I

(M = [7’1,7“2} X Sn_l, qg thtQ +t2ggn—1),
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(n—2)n—2
nn

onde r1 < 1y sao raizes positivas de f e m € <O, ) € uma constante real.

Contudo, antes de apresentar nosso primeiro resultado, relembramos que uma
variedade riemanniana (M", g) tem curvatura de Wely radial nula quando, para uma

funcao potencial adequada f sobre M", o tensor de Weyl satisfaz iv ;W = 0, onde
ZVfW:W(a '7 ,Vf)

Naturalmente, toda variedade localmente conformemente plana pertence a essa classe.
Destacamos também que, no caso quadridimensional, todas as estruturas apresentadas
nesse trabalho que satisfazem a condicao da curvatura Weyl ser radialmente nula, devem
ser localmente conformemente plana, veja, por exemplo, os argumentos usados na parte
inicial da prova do Teorema 2 em Barros, Didgenes e Ribeiro Jr. (2014)).

Espagos estaticos satisfazendo iy W = 0 foram estudados recentementes por
Baltazar e Ribeiro Jr. (2018]). Com respeito a esse trabalho, os autores provaram que, se
uma tripla estatica positiva (M™, g, f) tem curvatura seccional nao negativa e iy W = 0,
entao, a menos de um quociente finito, M™ é isométrico ou a um hemisfério canonico
St ou ao cilindro candnico sobre S*~!. Apds tais consideragoes, nosso primeiro resultado
classifica triplas estaticas positivas com curvatura de Weyl radial nula sem a hipdtese

adicional.

Teorema . Seja (M"™, g, f), n > 5, uma tripla estdtica positiva n-dimensional com
curvatura escalar R = n(n — 1). Suponha que (M", g) satisfaz ivsW = 0. Entdo

(M™, g, f) é coberta por uma das triplas estdticas descritas no Teorema .

Em seguida, utilizando a mesma nomenclatura de Barros, Didgenes e Ribeiro
Jr. (2014), consideraremos uma métrica Miao-Tam, que é uma variedade riemanniana
(M™, g) compacta com bordo suave OM que admite solugdo nao constante para Equagao
(1)) com (u, A) = (0,1) e, analogamente ao caso estético, a fungao potencial f anula-se
precisamente na fronteira de M, e é estritamente positiva no interior de M. Tais métricas
foram investigadas por Miao e Tam (2009) e, como podemos ver no Teorema 5 desse
trabalho, elas caracterizam-se por serem pontos criticos do funcional volume.

Além disso, Miao e Tam (2011) obtiveram uma classificacdo completa para
tais métricas criticas sob a hipotese que tais variedades sejam localmente conformemente
plana. Ademais, tais autores construiram exemplos explicitos de métricas criticas que
estao na forma de produtos warped (veja Teorema 1.2 (2011))).

Mais recentemente, inspirados nas ideias desenvolvidas por Miao e Tam (2011))
(veja também os trabalhos de Kobayashi (1982), bem como Kobayashi e Obata (1981) para
o caso estatico), Baltazar, Batista e Bezerra (2017) melhoraram o resultado de Miao-Tam

substituindo a suposicao de localmente conformemente plana pela condigao Bach-flat, veja
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Teorema 2 em tal trabalho. Em particular, como consequéncia imediata desse resultado,
os autores provaram que uma métrica critica Miao-Tam compacta, simplesmente conexa e
Bach-flat com bordo isométrico & esfera canonica S"~! deve ser isométrica a bola geodésica
na forma espacial simplemente conexa R™, H" ou S". Para mais detalhes sobre esse
assunto veja, por exemplo, Baltazar, Da Silva e Oliveira (2018), Baltazar e Ribeiro Jr.
(2017; 2018), Baltazar, Didgenes e Ribeiro Jr. (2017)), Barbosa, Lima e Freitas (2016),
Barros e Da Silva (2019), Barros et al. (2014), Batista et al. (2017) e Kim e Shin (2018)
e referéncias contidas nesses trabalhos.

Motivados pela descricao acima, investigaremos as métricas criticas de Miao-
Tam sob a condicao da curvatura de Weyl ser radialmente nula. Mais precisamente,

iremos provar o seguinte resultado.

Teorema Seja (M™, g, f), n > 5, uma métrica critica Miao-Tam com iy ;W = 0.
Entao (M, g), ou € isémetrica a (I X N,ds* + r?h), onde I é um intervalo finito de R
contendo a origem 0, (N, h) € uma variedade FEinstein compacta sem bordo com Ric =
(n—2)koh, para alguma constante ko, r € uma fungdo positiva em I satisfazendo r'(0) =0
bem como

R 1

" o —
r —I—n(n_l)r—ar

n

para alguma constante a > 0, e Ky satisfaz a equagao

R
r? + 72" = gy,

()" + n(n —1) n—2

ou M é uma bola geodésica em uma forma espacial simplesmente conexa R™, H", S™, ou

(M, g) € coberta por um dos produtos warped tendo Zo como grupo de recobrimento.

Como consequéncia imediata do Teorema [4.5] deduzimos o seguinte resultado

de rigidez.

Corolario . Seja (M"™, g, f), n > 5, uma métrica Miao-Tam simplesmente conezxa
com bordo isométrico a esfera candnica S*. Se ig;W = 0, entao (M™, g) € isométrica

a bola geodésica na forma espacial simplesmente conexa R™, H™ ou S™.

Finalmente, a iltima estrutura que estudamos na segunda parte da tese sera a
equagao do ponto critico para o funcional curvatura escalar total, por simplicidade repre-
sentaremos tal estrutura por métricas CPE, que é uma variedade riemanniana compacta
que admite uma solu¢do nao constante para Equagao com (u,\) = (1,—R/n). Para
entender o carater variacional dessa métrica, seja M o conjunto das métricas rieman-
nianas em M"™ de volume 1, e C C M o subconjunto da métricas riemannianas com

curvatura escalar constante. Definimos o funcional curvatura escalar total, ou funcional



18

Einstein-Hilbert, R : M — R, como se segue

R(g) = /M RydM, .

Ressaltamos que os pontos criticos desse funcional sao precisamente as métricas
Einstein, veja Capitulo 4 de Besse (1987) para mais detalhes. Com essas consideragoes
em mente, a equacao de Euler-Lagrange de R restrita ao conjunto C pode ser escrita da

seguinte forma de equacao do ponto critico

: LR
£g<f) = Ric — Ega

onde f é uma fungao suave em M e £7 ¢é L?—adjunto formal da linearizacao do operador

curvatura escalar £, dado por

L,(f) = —(Af)g + V*f — fRic.

Em particular, comparando as duas ltimas equagoes, obtemos exatamente (|1)) for (p, A) =
(1,—R/n).

Por volta dos anos de 1980 foi conjecturado que toda métrica CPE deveria ser
Einstein. Portanto, se ela é valida, considerando uma solugao nao trivial f de (|1)), entao
apds aplicar o teorema de Obata (1962), concluimos que (M", g) deve ser isométrica a
esfera canonica. Essa conjectura foi proposta em Besse (1987)) e abaixo apresentamos esse

problema da seguinte maneira.
Conjectura 1.1 (Conjectura CPE). Uma métrica CPE sempre é Einstein.

Algumas respostas positivas foram dadas para essa conjectura. Para uma
visao geral do progresso recente sobre este assunto, referimos os seguintes artigos: Bar-
ros e Ribeiro Jr. (2014); Barros, Leandro e Ribeiro Jr. (2015); Chang, Hwang e Yun
(2010; 2012); Hwang (2000; 2003 2013), Leandro (2015); Santos (2017) e Yun e Chang
(2019; 2014} 2016]). Em particular, a Conjectura ¢ vélida para variedades localmente
conformemente plana e variedades Bach-flat, veja Lafontaine (1983) e Qing (2013)), res-
pectivamente. Mais recentemente, Baltazar (2017) provou que a Conjectura CPE é ver-
dadeira para variedades n-dimensional com curvatura seccional nao negativa satisfazendo
a condicao da curvatura de Weyl ser radialmente nula. No nosso tltimo resultado dessa
segunda parte, provamos tal conjectura considerando a curvatura de Weyl radial nula.
Esse resultado refina os resultados sobre métricas CPE localmente conformemente plana
em Lafontaine (1983), bem como o Teorema 1 em Baltazar (2017). Mais precisamente,

temos o seguinte resultado.

Teorema A Conjectura[1.1] é verdadeira para variedades compactas de dimensdio n,



n > 5, satisfazendo iy W = 0.
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2 PRELIMINARES

Ao longo deste capitulo forneceremos algumas notacoes basicas bem como
alguns fatos de Geometria Riemanniana necessarios para o bom encaminhamento nos
demais capitulos. Na Secao incluiremos algumas defini¢oes basicas sobre variedades
riemannianas e resultados basilares da teoria de geometria que servird como arcabougo
para os resultados no Capitulo 3| e 0os demais da tese. Na Secao iremos apresentar
as definicoes do tensor de curvatura de Riemann, tensor de Ricci e curvatura escalar
associados a uma variedade riemanniana, bem como apresentar alguns conceitos e outros
tensores essenciais para este trabalho. Nao entraremos em detalhes sobre demonstragoes
nessas segoes que se seguem, porém o leitor pode consultar Besse (1987), Chavel (1984),

Chow, Lu e Ni (2006)), Carmo (2015)) ou Petersen (2006) para esclarecimentos das segdes.

2.1 Definicoes e resultados basicos

No que se segue, seja (M™, g), n > 2, uma variedade riemanniana compacta
orientada com bordo suave OM, com métrica g e conexao de Levi-Civita V. Denotaremos
por X(M) o espago dos vetores suaves de M e o espago das fungoes suaves sobre M serd
denotado por C*°(M). Além disso, V? e A denotard, respectivamente, o hessiano e o
laplaciano sobre M.

Primeiramente, relembremos que a norma de Hilbert-Schmidt para (0,2)—
tensores em uma variedade riemanniana (M™, g) é a induzida do produto interno (7', S) =
tr(7°S*), onde S* denota o tensor adjunto de S.

Em um sistema de coordenadas (x1, . .., z,), denotando por {0, ..., 0, } a base

coordenada, (g;;) a matriz da métrica, (¢*) a sua inversa neste sistema de coordenadas,

T,; =T(0;,0;), Si = S(0;,0;), teremos

= Z gikgﬂTijSkl-

.0,k

Em particular, para uma base ortonormal {ey, ..., e,}, usando a identificacao natural dos

0,2)—tensores com os (1,1)—tensores, isto é, T'(e;,e;) = g(Te;, e;), podemos escrever
J 9 j
(1,5) = ZTUSZ] Zg Tei ej)g(Se;, e;)
= Zg Tel,Zg Se;,ej)e;) Zg Te;, Se;).

Por exemplo, caso S = g, teremos (T,g) = tr(7T). Em um sistema de coordenadas,
adotaremos a convencgao de indices repetidos para indicar soma.

Precisaremos recordar também a seguinte propriedade da derivada de Lie:
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para um (0, 2)—tensor T" em (M™, g), temos
(LxT) (Y, 2) = X(T(Y, 2)) - T(X, Y], 2) - T(Y,[X, Z]),
para todos X,Y, Z € X(M). Em particular, fazendo 7' = ¢, temos
(Lxg) (Y, Z) = g(VyX,Z)+g(VzX,Y).
Ademais, tomando o traco na relacao acima, obtemos
tr (Lxg) = 2divX. (2)

Quando Lxg = 0, dizemos que o campo vetorial X é Killing.
A seguir recordamos que, se g é a métrica riemanniana de M e X,Y, Z € X(M),

entao vale a férmula de Koszul para a conexao de Levi-Civita V de M:

29(VxY, Z) = X(g(Y,2))+Y(9(Z, X)) - Z(9(X,Y))
—|—g([X,Y],Z)—g([Y,Z],X)—l—g([Z,X],Y). (3)

A identidade de Bianchi contraida duas vezes é dada por
29"V iRji = ViR, (4)

1
e ela é equivalente ao tensor de Einstein Ric — éRg ser livre de divergéncia:

1
div <Ric — 5Rg> = 0.

Para uma melhor compreensao dos conceitos envolvidos acima vejamos a seguinte de-

finigao.

Definigao 2.1. A divergéncia de um (1,7)—tensor T em M ¢é o (0,r)—tensor dado por
(divT) (v, ..., 0.)(p) = tr (w— (V,T) (v1,...,0,)(p)),

ondep e M™ e (vy,...,v,) € T,M x ... xT,M.

Por exemplo, seja T'um (0, 2) —tensor em uma variedade riemanniana (M", g),

e tome um referencial ortonormal local {eq, ..., e,} em M. Assim, para cada Z € X(M),
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temos
(AvT)(Z) = g((VeT)(2),€)
= 9(VT(Z) = T(Ve2Z),€)
= g(veiT(Z)’ 62) - g(T(qu)v 62)7

dv(T(2)) = (divT)(Z) + T(V.. Z, e;).

Mais geralmente, temos o seguinte lema, cuja prova pode ser encontrada no
trabalho de Gomes (2012)).

Lema 2.1. Seja T um (0,2)—tensor simétrico em uma variedade riemanniana (M", g).
Entao vale
div(T(p2)) = p(divT)(2) + (VZ,T) + T(Vp, Z),

para cada Z € X(M) e qualquer fungao diferencidvel o em M. Em particular, se Z =V f,

para alguma funcao diferencidvel f em M, entdo

div(T(¢V ) = o(div T)(V.f) + o(V*f,T) + T(V, V f).

A identidade a seguir é conhecida na literatura como a férmula de Bo-

chner.

Teorema 2.1 (Bochner). Se M é uma variedade riemanniana e f : M™ — R € uma

funcao suave, entdao

SAIVSI2 = Rie(V L, V1) +9(V . V(AD) + [V )

Finalmente, um autovalor do operador de Laplace A em M é um ntmero A
que corresponde a existéncia de uma funcao f : M — R, dita autofuncao de A, tal que f
é nao constante, f‘aM =0e
Af+Af=0.

Os autovalores de A formam um conjunto discreto 0 < Ay < Ay < ... tal que

lim \,, = oco.
n—oo



23

Ademais, se f é uma funcao nao constante tal que f | oy = 0, entao

[ Ivspan
M <
/ fraM
M
com a igualdade se, e somente se, Af = —\f, e qualquer autofuncao para A; anula-se

somente em OM.

2.2 Notagoes e alguns tensores importantes

Na secao que se segue, recordaremos alguns tensores bem como terminologia
no estudo de curvatura para variedades riemannianas (M™, g), n > 4.

O tensor curvatura de Riemann ¢é o (1,3)—tensor Rm : X(M) x X(M) x
X(M) — X(M) definido por

Rm(X,Y)Z = VixyZ—V3,Z
= VxVwZ - VyVxZ —VixyZ,

para todo X,Y, Z € X(M). Ademais, usando a métrica, podemos interpretar o tensor Rm
como um (0,4)—tensor, definido por Rm : X(M) x X(M) x X(M) x X(M) — C>*(M),
onde

Rm (X,Y,Z,W) = (Rm (X, Y)W, Z).

Tomando o traco do tensor de Riemann obtemos o bem conhecido tensor de
Ricci, que é um (0, 2)— tensor, que para um referencial ortonormal {e;} pode ser expresso
na seguinte forma .
Ric(X,Y) = Z Rm(X,e;,Y,e;).
i=1
Em coordenadas teremos:
Rij = Riljl = glmRiljm

e a curvatura escalar é

Dado um plano bidimensional II C T,M e X,,,Y, € T,M vetores que geram
II, entao
Rm(X,Y, X)Y)
KD = X XV v) — g (X7 (6)
g( ) )9(7 )_g( ) )

nao depende da base escolhida para II, e é chamada curvatura seccional do plano 1I.
Uma variedade riemanniana completa e com curvatura seccional constante é dita uma

forma espacial.
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Ademais, para nossos propositos, lembremos ainda a identidade de Bianchi,
que, para os campos X,Y, Z W,V € X(M), é dada por

VEM(X,Y, Z, W, V)+VEm((Y,Z, X, W,V)+ VERm(Z, X,Y,W,V) =0,
e que, em coordenadas, tal relacao é equivalente a
ViRjkim + VjRiitm + Vi Rijim = 0.
Dai, como consequéncia, deduzimos a seguinte igualdade
(div Rm)jp = ViRiju = ViRjy — ViRjy.

Ademais, segue das férmulas de comutatividade da derivada covariante (identi-

dade de Ricci) que para qualquer variedade riemanniana M temos
ViV;Ry — V;ViRy = RijrsRs + Rijis Ris,

e para mais detalhes referimos o livro de Chow (2007).
Agora, relembremos alguns tensores para uma variedade riemanniana (M™, g)
essenciais para o nosso trabalho. Primeiro recorde que, em dimensao n > 3, o tensor de

Riemann admite a seguinte decomposic¢ao:

1
Rijii = Wi + Y (Rikgjl + Rjgi — Rugji — Rjkgil)
R
- itgik — 9it9ik ), 7
(n — 1)(n _ 2) (ggzg k— g lg]k:) ( )

onde Wjji; denota o tensor de curvatura de Weyl e R;; denota o tensor de Ricci.

O tensor de Schouten A é definido por

R

Aij = n—2 (Rij - mgij)- (8)

Das equacoes e concluimos que
Rijii = Wi + (A 9)ijui, (9)
onde @ representa o produto Kulkarni-Nomizu, o qual é definido por
(SOT)ijr = SiuTj + SjTi — SuTlik — SjiTu,

para quaisquer (0,2)—tensores S e 7.
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Outro tensor importante é o tensor de Cotton C, definido como se segue:
Cijk = (n = 2) (ViAj — V;Ap) (10)
e usando a equagao , temos a seguinte relacao

Cijk = ViRj, — VR, — ViRgjik — VjRgir), (11)

1
2(n — 1)(

o qual esta relacionado com o tensor de Weyl da seguinte maneira:

n— 2
Cijk = —ﬁvzmg’m, (12)

quando n > 4.

Observacao 2.1. Uma importante propriedade do tensor de Cotton € que ele € antis-
¢,

simétrico nos dois primeiros indices e tem traco nulo em quaisquer indices, isto

Cijk = _Cjik € gijcijk = gikcijk = 0. (13)

Finalmente, consideremos o tensor de Bach definido para n > 4, em termos

das componentes do tensor de Weyl, o qual foi introduzido por Bach em (1921

1 1
By = ——=ViViWirj + —— RiaWir, 14
i = 5 ViViWai + —— BuWi (14)

enquanto, para n = 3, o tensor de Bach é dado por

Dizemos que a métrica ¢ Bach-flat se o tensor de Bach ¢ nulo, i.e., B;; = 0. Para mais
detalhes acerca desses tensores referimos os seguintes traballhos: Besse (1987), Chow
(2007)) e Viaclovsky (2014]).

Destacamos que, em dimensao 4, as métricas Bach-flat sao precisamente pontos

criticos do funcional conformemente invariante
Wi(g) = /M W, PdM,, (16)

definido no espaco das métricas riemannianas. Em particular, se uma métrica é localmente
conformemente plana entao ela é também Bach-flat. Além disso, se a métrica é de Einstein,
entao ela é Bach-flat, pois o tensor de Cotton é identicamente nulo e o tensor de Weyl
tem trago igual a zero. Porém, como pode ser visto em Besse (1987)), a reciproca desses

fatos nem sempre acontece.
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A seguir, apresentamos uma defini¢ao essencial para esta tese, bem como tra-

zemos de novo a memoria o conceito de tensor sem traco.

Definicao 2.2. Uma métrica riemanniana g é dita métrica de Einstein se o tensor de

Ricci satisfaz Ricg = Mg, para alguma constante real \.

Por fim, o tensor sem trago 7' de um (0, 2)—tensor 7" arbitrério em uma varie-

dade riemanniana (M™", g) é dado por

o tr(7T)
Ty =Ty — Tgij.

Ademais, notemos que

o tr(7') 1
TP =T - ——g = |T|* — —(tx(T))*.
TP = T = g 2= TP = —((T))
Sob essas notagcoes, finalizamos tal capitulo com o seguinte lema, devido a H.

Baltazar, R. Batista e K. Bezerra.

Lema 2.2 (Baltazar, Batista e Bezerra, 2017, Lema 1). Seja (M", g) uma variedade

riemanniana com curvatura escalar constante. Entao temos que

1 ) . 1
§A\ch\2 = |VRic|* — §‘Oijk;|2 + V,(CpijRij) — WijuRi Ry

n

R . :
+——|Ricf’ + 2257"(R@'03).
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3 CAMPOS CONFORMES GRADIENTE EM VARIEDADES COM BORDO

Este capitulo baseia-se no estudo dos campos vetoriais conformes gradiente em
variedades riemannianas com bordo suave nao vazio. Os teoremas deste capitulo foram
motivados pelos trabalhos de Deshmukh (2008 e 2010), onde o mesmo obteve alguns
resultados de rigidez para esferas envolvendo a limitacao do tensor de Ricci com um
campo vetorial conforme gradiente, e limitacoes de energia de um campo conforme nao
trivial. Inspirados nesses trabalhos, estudaremos tais campos em variedades com bordo
suave nao vazio. Os teoremas dessa parte baseiam-se no artigo Conformal gradient vector
fields on Riemannian manifolds with boundary (2019)), escrito pelo autor em parceira com

I. Evangelista.

3.1 Definigoes e resultados existentes

Nesta segao, considere (M", g), n > 2, uma variedade riemanniana compacta
orientada com bordo suave M. Denotaremos por V, V2, A e dM a conexao riemanniana,
o hessiano, o laplaciano e a forma volume sobre M, respectivamente, enquanto que Vg,
Apy € do denotam a conexao riemanniana, o laplaciano e a forma volume sobre OM,
respectivamente. Ainda denotamos por A(X,Y) = g(Vx v, Y), X, Y € X(M), a segunda
forma fundamental associada ao campo vetorial unitario v que aponta para fora ao longo
de OM.

Para realizar o estudo de campos conformes, lembremos a seguinte definicao.

Definigao 3.1. Um campo vetorial suave & € X(M) € conforme se

Leg=2fg (17)
para uma fungao suave f sobre M, onde L¢ € a derivada de Lie na diregcao de §.

Neste caso, dizemos que a fungao f é o fator conforme de £ (ver Besse |1987) e

segue imediatamente de que f = —div&. Se € é o gradiente de uma funcao suave sobre
n
M, entao & é dito ser um campo vetorial conforme gradiente. Nesse caso, £ é fechado, e

segue que um campo vetorial conforme gradiente & satisfaz
div
vie = (M) x
n

para todo X € X(M). Ademais, dizemos que £ é um campo vetorial nao trivial, caso ele

nao seja um campo vetorial conforme Killing. De modo direto, a partir da férmula de

Koszul , temos a seguinte identidade para qualquer campo vetorial Z sobre M,
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2g(VXZ7 Y) = *CZg(Xa Y) +d77(X7 Y)7 XaY € &:(M)a

onde 1 é a 1—forma dual associada a Z, isto é, n(Y) = g(Z,Y). Note ainda que podemos

definir ¢ como (1, 1)—tensor antissimétrico:

dn(X,Y) =2¢9(p(X),Y), X,Y € X(M).

Portanto, podemos usar as equacoes acima para obter
Vxé=fX+¢(X), XeX(M). (18)

A funcao f serd chamada funcdo potencial associada a . Veja que podemos identificar ¢
com um (0, 2)—tensor antissimétrico e £ com um tensor £(Y) = ¢g(&,Y), Y € X(M), para
reescrever como

VEé = fg+ . (19)

Relembremos que a férmula de Ricci-Bochner na versao tensorial pode ser
escrita na forma

div(V?f) = Ric(Vf) + V(Af). (20)
Em particular, caso Vf seja um campo vetorial conforme, entao

A
vip=21, (21)
n
e, consequentemente, tomando a divergéncia em (21]) e usando Ricci-Bochner (20]), obte-

mos
n—1

Ric(Vf) = —( )V(A 1. (22)

A seguir, para a demonstracao do nosso resultado que trata de variedades com
bordo totalmente geodésico explicitaremos tal definicao abaixo.
"g). A

métrica riemanniana ¢ induz uma métrica riemanniana g na subvariedade M e, dessa

Considere uma subvariedade M de uma variedade riemanniana (M

forma, (M , g) também é uma subvariedade riemanniana de (M, g).

Definicao 3.2. Uma subvariedade M de uma variedade riemanniana (M, g) diz-se to-

talmente geodésica quando seu tensor sequnda forma ¢é nulo.

Assim, uma subvariedade totalmente geodésica M é extrinsecamente plana:
observadores em M nao veem curvas. Entretanto, isso nao quer dizer que M ¢ intrin-

secamente plana; na verdade, pela equagao de Gauss, tal subvariedade tem a mesma
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curvatura intrinseca que M. Para mais referéncias veja os livros de Chen (2000, cap. 11)
e de Helgason (1978)). A proposicdo abaixo contida em O’Neill (1983, p.104) apresenta

equivaléncias para a definicao acima.

Proposicao 3.1. Para uma subvariedade riemanniana (]Tj, g) de uma variedade rieman-
niana (M, g) os sequintes itens sao equivalentes:
1. M € totalmente geodésica em (M, g).
2. Toda geodésica de M também € geodésica de M.
3. Para um campo vetorial X tangente a subvariedade riemanniana M , a geodésica
v sobre a variedade riemanniana (M, g), definida no intervalo (—e,€) com dire¢ao

inicial v'(0) = X, permanece na subvariedade.

Para finalizar esta se¢ao, apresentaremos um conceito necessario para o enten-
dimento do nosso tltimo resultado de tal capitulo (Teorema [3.3)).

Dada uma variedade riemanniana (M", g), a energia de um campo vetorial
suave X € X(M) é definida por

B(X) = /M X, (23)

Observacao 3.1. Na esfera S"(c) de curvatura constante

h:S"(c) = R,

, qualquer funcao altura

Nz
h(x) = (x, v)gn+1,

com respeito a um vetor constante v € R" satisfaz VxVh = —\/chX. Dai, o vetor
conforme £ = Vh e a fungio [ = —+/ch satisfazem

E(§) = c*E(V ).

Tal observacao motivou a formulacao da Questao [1.2| contida na introducao.

3.2 Lemas essenciais

Neste momento apresentaremos dois lemas contendo féormulas integrais que
serao essenciais para os resultados deste capitulo. Mais precisamente, esses dois primeiros

lemas serdo utilizados nas demonstragoes dos primeiros trés teoremas da Secao [3.3]

Lema 3.1. Seja (M", g) uma variedade riemanniana compacta e conexa com bordo suave

OM e V f um campo vetorial conforme em M. Entao,

(i) /MRic(Vf,Vf)dM:n_l/M(Af)QdM—n_l

/a (AN,
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(i) /M (Ric(V(Af), V) + nT_l | V(AS) [?)dM = 0.

(iii) ;n—ii)g(VR,Vf) - nil

R
le(fVR) + A(Af + mf) =0.
Em particular, se R € constante,

A(Af+%f) - 0. (24)

Demonstragao: Usando a equagao ([22]) temos

Rie(V1, V1) = (- 0g(V(2) vp) = " Legap),
bem como A . .
div(Tfo) = 1Rz’c(Vf, Vf)+ E(Af)? (25)

Portanto, integrando (25)) e usando o teorema da divergéncia, obtemos

| mietws.v i - -l [ @arpan - -l | @pavsas

que é precisamente o primeiro item do lema.

Além disso, por , temos

n —

Livan (26)

Rie(v(2) vy) = -

n2

e integrando (26)) inferimos

/M (Ric(V(AS),Vf) + ”T_l | V(AF) [*)dM =0,

0 que prova o segundo item.
Tomando o divergente na relagao e usando , obtemos

n—1

%g(VR, V) + g(Rie, V2 + "2 EAAR) = 0,

consequentemente,

z(n”_ 1)g(VR,Vf)+A(Af)+n—}lef = 0 (27)




31

Desde que A(Rf) = RAf +2g(VR,Vf) + fAR, segue por (27),

n

f

R
- 2(”—1)9(VR’vf)+A<Af+mf)_—n_lAR_Q(n_l)g(VR,Vf)
= Q(n—l)g(VR’Vf)+A<Af+mf)_mAR
n—2 1 ' R
= 2<n_1>g(VR,Vf)— _1dlv(fVR)+A(Af+mf>

o que estabelece o 1ltimo item. Caso R seja constante, temos imediatamente a equacao
. Isto finaliza a prova do lema. O

O segundo lema apresenta formulas integrais para uma variedade riemanniana

com bordo suave e curvatura escalar constante.

Lema 3.2. Seja (M™, g) uma variedade riemanniana compacta com bordo suave e cur-
vatura escalar R constante. Seja f: M — R uma fun¢ao suave tal que Vf é um campo

vetorial conforme nao nulo sobre M e Af =0 em OM. Entao:

0 [ @apras=- [ gvan.vpin =" [ R na

(ii) %/ Rz’c(Vf,Vf)dMJr%/ fAfFAM =— | fg(V(Af),v)do

oM

(111) / AIVf?dM = 0. Em particular, / g(V|Vf|?,v)do = 0, onde v é o campo
oM

vetorial unitdrio que aponta para fora de OM em M. Além disso, V|V f|* = 0 sobre
oM.

Demonstragao: Desde que div(AfVf) = (Af)? + g(V(Af),Vf), temos
[ @prar = - [ gv@anvpin
M M

e usando , deduzimos

| @npam -

que prova o primeiro item do enunciado.

Para o segundo item, note que div(fV(Af)) = fAAf) + g(Vf,V(Af)), e

)M

assim,

/M (VI V(Af)IM = /M div(FV(AS)dM — /M FA(AS)IM
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Aplicando o teorema da divergéncia, bem como as relacoes e , deduzimos

n

1/MRic(Vf,Vf)dM _ / (fV(Af),y)daJr%/MfAfdM,

g
n— oM

que é precisamente (i).
Por outro lado, integrando a férmula de Bochner e utilizando as relagoes obti-

das anteriormente,

%/MANdeM = /MRic(Vf,Vf)dMJr/M!V2f|2dM+/Mg(Vf,V(Af))dM

n—1

= /M(Af)QdMJr%/M(Af)QdM—/M(Af)QdM

n
g (:]7

o que nos da, aplicando novamente o teorema da divergeéncia,
0— / AV fPPAM = / o(V|V 2, v)do
M oM

1
Desde que §V|Vf]2 = Vy;Vf, temos, em OM,

Af

1
§V|Vf|2 = W(Vf) =0,

onde usamos a relacao (21)) e a hipdtese do laplaciano ser nulo sobre o bordo, e com isso

finalizamos a prova do lema. 0

A seguir, apresentaremos dois lemas que serao tteis na demonstracao do Teo-

rema [3.3] contido na préxima segao.

Lema 3.3. Seja (M", g) uma variedade riemanniana compacta com bordo OM suave e
totalmente geodésico. Seja & um campo vetorial conforme sobre M com func¢ao potencial
f satisfazendo f|8M = 0. Denote por div e divgys o0s operadores divergéncia em M e OM,

respectivamente, e por T a parte tangente de & em OM. Entao,

div(¢) =nf, divoru (") = (n - 1)f. (28)

Ademais,

/Mg(Vf, £)dM = —n/MdeM. (29)

Demonstracao: Para demonstrarmos a primeira identidade em , tome o traco na

equacao (|19)).
Vejamos a segunda igualdade em . Seja {ey,...,e,} um referencial orto-
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normal em 0M tal que e, = v, onde v é um campo vetorial unitario que aponta para fora
ao longo de OM. Entao,

div(e) = Y g(Ve&, e)
=1

= Z 9(Ve, (€7 + g(&v)v),ei) + g(V..E,v)

n—1

= > (9(Ves" e) +9(6)g(Vev,e)) + g(fv +o(v),v)

i=1

n—1
= Y 9((Vom)e,&" &) + g€ v)h(ei ) + f
i=1

n—1

= > 9(Vor)el" ei) + f
i=1

= diVaM(ST) + fv

onde usamos o fato do bordo OM ser totalmente geodésico e ¢ ser antissimétrico. Dai,
divor () = (n — 1) f.

Para o que resta, note que div(f¢) = g(&, Vf) + nf?, e entao integrando tal
relacao sobre M obtemos . [l

O préximo lema encerra as ferramentas necessarias para a prova do nosso

ultimo teorema do capitulo.

Lema 3.4. Seja (M™, g) uma variedade riemanniana compacta com bordo suave OM e
curvatura escalar R constante. Seja & um campo vetorial conforme em M com fungao
potencial f tal que f =0 sobre OM. Entao,

/ Ric(¢,Vf)dM = —R / f2dM. (30)
M M

Demonstracao: Inicialmente, desde que a curvatura escalar é constante, a identidade

de Bianchi contraida duas vezes implica que divRic = 0. Entao obtemos,

div(fRic(€))

Ric(V f, &) + f(divRic)(€) + f g(Ric, VE)
= Ric(Vf,&) + fg(Ric, fg+ ¢)
= Ric(Vf, &)+ Rf?,

onde na ultima equagdo usamos a antissimetria de ¢ para concluir que g(Ric,¢) = 0.
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Integrando a expressao acima sobre M, usando o teorema da divergéncia e o fato que f
¢ nula sobre o bordo OM, obtemos a equagao (30)). U

3.3 Teoremas e suas provas

Com o auxilio dos dois primeiros lemas da Secao mostramos algumas
respostas para a Questao formulada na introducao desse trabalho. Mais precisamente,

a primeira resposta para tal questao é o seguinte teorema.

Teorema 3.1. Seja (M™, g) uma variedade riemanniana compacta e conexa com bordo

suave nao vazio tal que a curvatura de Ricci satisfaz

0 < Ric<(n—1) (Z—E)
A1

para uma constante positiva ¢, onde A\; € o primeiro autovalor nao nulo do operador
laplaciano com condi¢ao de Dirichlet no bordo. Seja ¥V f um campo vetorial conforme nao
nulo sobre M tal que Af =0 em OM. Entdo M™ ¢é isométrica ao hemisfério ST (c).

A
Demonstracgao: Seja Y = V(—f> +cV [, entao
n

Ric(Y,Y) = Ric (v (%) 'V (Anf» + 2Ric(V f,V f) + 2cRic (v (%) ,Vf) .

Integrando a equacao anterior e usando o Lema inferimos

/Ric(Y,Y)dM = %/ Ric(V (Af))dM+@/(Af)2dM (31)

=D [ ganvsis

20n

- /|VAf ) [2dM —

Desde que Af é uma funcao nao constante se anulando em 9M, temos que o
primeiro autovalor A; nao nulo do laplaciano em M com a condi¢ao de Dirichlet no bordo,

satisfaz

/ | V(AS) [2dM
A <

[ @ppa

Usando este fato na equacao , obtemos

/MRz'c(Y,Y)dM < L M(Ric(V(Af),V(Af))—(n—l)(2——)c\V(Af)\ ) dM.

n? )\1
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A hipdtese sobre o tensor de Ricci e a desigualdade acima implicam que
A
\Y (—f) = —cVf.
n

Como, por hipétese, Vf é um campo vetorial conforme gradiente, ele satisfaz a seguinte

relacao VxV f = WX’ com X € X(M), e, dessa forma, inferimos
VxV(Af) = —c(Af)X. (32)

Dai, a hipdtese ¢ > 0, a igualdade e a condicao sobre o bordo, Af‘aM =0,
permite-nos aplicar o Teorema B em Reilly (1980) para entao concluir que M é isométrica

a bola geodésica de S"(c). Além disso, a fungao f satisfaz

Af(x) = cos(ved(z, x,)),

onde xy é o centro da bola geodésica e d é a funcao distancia sobre S"(c). Consequente-
mente, a hipotese Af ‘ oy = 0 implica que o bordo M é um equador, e, portanto, M é

isométrica ao hemisfério de S*(c). Isto finaliza a prova do teorema. U

Inspirado no trabalho de Deshmukh (2008), caracterizamos os hemisférios de
variedades Einstein com campo vetorial nao nulo conforme gradiente sob certas hipdteses.

Mais precisamente, estabelecemos o seguinte resultado.

Teorema 3.2. Seja (M™, g) uma variedade Finstein compacta e conexa com bordo nao
vazio tendo constante de Finstein A = (n—1)c e V f um campo vetorial nao nulo conforme
em M. Suponha que Af € nao constante e Af =0 em OM. Entaoc >0 e M € isométrica

ao hemisfério ST (c).

Demonstracao: Inicialmente, mostraremos que ¢ > 0. De fato, desde que (M™, g) é uma
R
variedade Einstein compacta e conexa, temos — = (n—1)c e assim, Ric(Vf) = (n—1)cV f.

n
Dai, usando a equagao (22)) obtemos

%V(A fl=—cVF (33)

Segue assim, pela equagao , que

A (ﬂ) = —cAf. (34)

n

Como Af é nao constante, a igualdade nos diz que a constante ¢ é um
autovalor nao nulo do laplaciano A com a condicao de Dirichlet no bordo, e isso implica

que ¢ > 0.
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Dessa forma, usando (33)), procedemos de maneira andloga como na demons-

tracao do Teorema para concluir que M ¢ isométrica ao hemisfério S7 (c). O

De posse das informagoes contidas nos dois ultimos lemas da secao anterior,
Lema [3.3] e Lema temos o seguinte resultado de rigidez, que responde a Questao [1.2

formulada na introdugao. Mais precisamente, obtivemos o seguinte teorema.

Teorema 3.3. Seja (M™, g) uma variedade riemanniana compacta com bordo OM suave
e totalmente geodésico, e & um campo vetorial conforme sobre M com func¢ao potencial nao
constante satisfazendo f = 0 no bordo. Suponha que M tem curvatura escalar constante
R=n(n—1)c. Entioc>0e

E(&) > c2E(V). (35)

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, M ¢ isométrica ao hemisfério S’} (c).

Demonstracgao: Pela equacgao e a antissimetria de ¢, obtemos

div(V2f(€)) = div(V*f)(€) +g(V*f,VE)
= 9(V(AS),&) + Ric(Vf,€) + g(V2f, fg+ ),

ie.,

div(V2f(€)) = g(V(A[).&) + Ric(Vf,€) + fAF.

Por outro lado, desde que div(Af &) = g(V(Af),&) + nfAf, temos

div(V2f(§) = Af€) = —(n — )fASf + Ric(V f,¢). (36)

Integrando (36)) sobre M e usando o teorema da divergéncia, inferimos
| (Pt - genands = ~mn-1) [ jarirs [ Rrivigan @)
oM M M
1
Pelo fato de §Af2 =|Vf?+ fAf, Af2=2div(fVf) e f‘aM = 0, segue que

/M]Vf\zd]\/[:—/MfAfdM.

Dai, utilizando a equacao eo Lema bem como o teorema da divergéncia, obtemos

R 1
Jwspar =2 [ a9 e manas

Pelas equacoes de Gauss-Weingarten e o fato do bordo ser totalmente geodésico,
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temos

/aM(V F(Ev) — g€ )A)do = /8 o(Vh " / 9(6.1) Mony f o

oM

Entao, usando o Lema [3.3] podemos concluir que

/8 (e —aenAnds = = [ fdivou(ir = [ faolal. )i

oM oM

= —(n—1) fufdo — fDom(g(&, v))do

oM oM
= (),

o que implica
R
/ |V f|?dM = —/ f2dM. (38)
M n—1Jy

Note facilmente que implica que R > 0 e, consequentemente, ¢ > 0. Além disso,

usando (29) e definigao de energia de um campo vetorial, inferimos

2 o 2 2 2
/MIVf+05| I = /M|§| dM+2c/Mg<f,Vf>+/M|Vf|

- CQ/M\SPdM—znc/Mf2+/M|Vf!2

= ¢ [ Jepart~ [ vipanr,
M M

ie.,

/M IVf+ c[?’dM = 2¢*(E(&) — ¢ 2E(V)). (39)

Dai, obtemos E(§) — ¢ 2E(Vf) > 0, que é equivalente a (35)), e se ocorre a igualdade em
tal relacao, devemos ter

Vf=-—c. (40)

Além disso, tomando a derivada covariante em e utilizando a equacao
deduzimos
VxVf+cfX =—co(X).

Dessa tltima igualdade, desde que ¢ é antissimétrica, obtemos, para qualquer X € X(M),
VxVf=—-cfX.

Portanto, pelas hipéteses sobre f, podemos, novamente, aplicar o Teorema B
em Reilly (1980) para garantir que M é isométrica a bola geodésica sobre S"(c). Como,

por hipdtese, o bordo OM ¢é totalmente geodésico, concluimos que M ¢é isométrica ao



hemisfério de S"(c¢), como queriamos demonstrar.
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4 VARIEDADES ESTATICAS E ESPACOS CRITICOS RELACIONADOS

Neste capitulo, iremos obter resultados de rigidez para espacos criticos sob a
condicao da curvatura de Weyl ser radialmente nula. Tais espagos satisfazem um sistema
de equacgoes com duas constantes reais e para determinadas escolhas das constantes envol-
vidas em tal sistema vamos estudar as seguintes estruturas: 1. triplas estaticas positivas,
ou simplesmente, métricas estaticas, 2. métricas criticas Miao-Tam e 3. métricas criticas
do funcional curvatura escalar total, ou simplesmente, métricas CPE. Os teoremas dessa
parte baseiam-se no artigo On static manifolds and related critical spaces with zero radial
Weyl curvature (2019), escrito pelo autor em parceira com A. Barros, H. Baltazar e R.
Batista.

4.1 Definigoes e resultados existentes

Motivados em unificar nossos resultados, definiremos um espaco critico como

um dos trés espacos descritos na introducao da tese como segue.

Definigao 4.1. Um espago critico é uma tripla (M", g, f), n > 3, onde (M™, g) €
uma variedade riemanniana compacta com curvatura escalar constante que admite uma

solucao [ suave e nao constante para o sistema de equacoes
—(Agf)g + V;f — fRicy = pRic, + M g, (41)

onde Ricgy, A, e Vg denotam, respectivamente, o tensor de Ricci, o operador laplaciano
e a forma hessiana, enquanto que (u, \) sdo constantes reais dadas por (0,0) ou (0,1)
ou (1, —E) Além disso, se (u, ) = (0,0) ou (0,1), a variedade considerada deve ser
compactancom bordo nao vazio OM e sua fungao potencial f deve ser ndo negativa e
f7Y0) = OM. Finalmente, se (u,\) = <1, —%), a variedade M deve ser considerada

sem bordo.

Para simplificar a notacao, a partir de agora, exceto quando mencionado, de-
notaremos as quantidades relacionadas a métrica g sem o subindice g.
Como ja observamos, as classes de variedades que satisfazem a Defini¢ao [4.1

que devemos considerar aqui devem ser:

e Triplas estdticas positivas: (i, A\) = (0,0);
e Métricas criticas Miao-Tam: (u, A\) = (0, 1);
e Métricas CPE: (u,\) = (1, —R/n).

Detalharemos as estruturas acima com a apresentacao de resultados e exemplos
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que motivam nossos teoremas de rigidez.

Consideremos (M", g) uma variedade riemanniana com bordo suave conexo
OM e seja v uma métrica riemanniana fixada no bordo. Consideremos ainda, o seguinte
espago

M, = {g métrica riemanniana em M tal que g,.,, = 7},
o qual é uma variedade suave, veja (Freed e Groisser (1989); Gil-Medrano e Michor (1991))).

Com as notagoes deste mesmo trabalho, Miao e Tam (2009) mostraram que o conjunto

Mf = {g € M.,;a curvatura escalar R, é constante igual a R}

¢ localmente uma subvariedade de M., desde que zero nao seja um autovalor de Dirichlet
do operador (n —1)A, + R. Com este resultado em maos, eles provaram um teorema que
servird como base para definir as métricas criticas de Miao-Tam.

Relembremos que o funcional volume V' : M., — R é dado por

Vig) = /MdVg,

cuja linearizagao é escrita como

Vi(h) = 5V (9(t))

1
0 = §/Mtrgthg

A saber, Miao e Tam (2009) mostraram o seguinte resultado de caracterizacao

para as métricas criticas do funcional V' restrito ao espaco Mﬁ.

Teorema 4.1 (Miao e Tam, [2009). Seja g € /\/l§2 tal que o primeiro autovalor de Dirichlet
de (n — 1)A, + R € positivo. Entao g € ponto critico do funcional volume V() em Mf

se, e somente se, existe uma funcao f em M tal que

{ —(Af)g + V2f — fRic =g, em M (42)

f=0, sobre M.
Por simplicidade, seguindo a notagao usada por Barros, Diégenes e Ribeiro Jr.
(2014) estas métricas recebem a seguinte defini¢ao.

Definigao 4.2. Uma métrica critica de Miao-Tam ¢é uma tripla (M™, g, ), n > 3,
onde (M™, g) € uma variedade riemanniana compacta e conexa com bordo suave OM e f é

uma fungao suave em M tal que f~1(0) = OM e satisfaz ao sequinte sistema de equagoes:

—(Af)g+V?f — fRic=g. (43)
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Tal funcao f serd chamada de funcao potencial.

Abaixo apresentamos alguns exemplos que foram construidos por Miao e Tam

(2009).

Exemplo 4.1. Considere M™ C R"™ uma bola geodésica centrada na origem de raio R
R2 2

e a fungao [ definida por f(x) = 0 __ _ i . Consideremos em R™ a métrica

2(n—1) 2(n—-1)
canonica g e em M a métrica restrita. Dai, temos

1 n

Vif=———gelAf=—
n—1

n—1

Portanto,
n 1

n—lg

—(Af)g+V?f — fRic= 9=9,

T n—1

e além disso f~1(0) = OM. Logo (M™, g, f) é uma métrica critica de Miao-Tam.

Exemplo 4.2. Considere L™ = (R™"!, ds?), onde ds* = dx3 + ...+ dx? — dt*. Considere
H* = {(z1,...,Tn,t) € L 23 + .4+ 22 —¢* = —1,t > 1} mergulhado em L™ e
seja g a métrica induzida. Nessas condi¢des g € uma métrica riemanniana. Agora fize
p=1(0,...,0,1) € H" e considere M™ C H" uma bola geodésica centrada em p de raio Ry
e a fungao f definida por f(xq,...,Tp,t) = ﬁ (1 — %) = ﬁ (1 — COSER()) ,onder é

a distancia geodésica de (1, ...,x,,1) @ p. Assimt = coshr et € a funcao altura relativa

a p. Dat,
1 t

2 2
Vi (n— 1)(:oshRoV (t) (n— 1)coshRog

Portanto, temos

nt B t
(n — 1) cosh Rog (n — 1) cosh Rog

1 t
1— —1
+n—1 ( COShRO) (n=1)g

_ nt—t+(n—1)coshRy— (n— 1)t
B (n — 1) cosh Ry g

—(Af)g+ V?f — fRic =

= g
e f71(0) = OM. Assim (M™, g, f) é uma métrica critica de Miao-Tam.

Por fim, de modo andlogo ao exemplo anterior, temos que a bola geodésica da
esfera também é uma métrica critica de Miao-Tam. Mais precisamente, temos o seguinte

exemplo.

Exemplo 4.3. Considere S* C R"™ e p = (0,...,0,1) € S"™. Sejam M™ C S™ um bola

geodésica centrada em p de raio Ry < g e [ a fungao definida por f(xy,...,Tn,t) =
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1 t cosT 5 f ot A : 5 or \
— <COSRO ) — (COSRO ) , onde r € a distancia geodésica de (xq,...,Z,,t) a p.

s

Assim t = cosr et € a funcao altura relativa a p. Dai, obtemos

t

Vif= (n—1)cos ROV2(t) - ~(n—1)cos Rog'

Portanto,

nt t
(n—1) cosRog (n—1) cosRog

1 t
. 1) (-1
n—1 (COSRO )(n )9
nt—t—(n—1)t+(n—1)cosRy

(n — 1) cosh Ry

—(Af)g+ V*f — fRic =

= G
e f71(0) = OM. Assim (M™, g, f) é uma métrica critica de Miao-Tam.

Vale observar que os trés exemplos acima possuem curvatura escalar constante,
e isto nao é de todo surpreendente uma vez que se (M", g) satisfaz isoladamente & equagao
(43) para alguma fungao suave f sobre M, entao sua curvatura escalar deve ser constante.

De fato, tomando o divergente na equacao , obtemos
fVR, =0. (44)

Logo, se VR,(p) # 0 para algum p € M, entdo VR, # 0 em algum conjunto aberto
nao vazio U C M. Assim, deveriamos ter f = 0 em U, o que nao pode ocorrer devido
(43). Portanto, R, é constante sobre M. Consequentemente, podemos assumir que Ry, =
n(n—1)e,e=-1,0,1.

Motivados pela caracterizacao do Teorema 4.1 Miao e Tam provaram a se-

guinte caracterizagao das métricas criticas em formas espaciais.

Teorema 4.2 (Miao, Tam, 2009). Se M é um dominio limitado com bordo suave em R™,
H" ou S™ (caso M™ C S", suponha ainda que V(M) < 3V (S")). Entdo a correspondente
métrica nesse espago é um ponto critico do funcional volume V (-) em /\/lf se, e somente

se, M € uma bola geodésica.
Em funcao do Teorema {4.2] podemos formular o seguinte questionamento.

Questao 4.1. As bolas geodésicas das formas espaciais simplesmente conexas R", S" e

H" sao as dnicas métricas criticas de Miao-Tam?

Em busca de respostas para a questao Miao-Tam (2011) consideraram este

problema com a hipdtese da métrica ser de Einstein e obtiveram a seguinte resposta.
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Teorema 4.3 (Miao, Tam, 2011). Seja (M", g, f) uma métrica critica de Miao-Tam
FEinstein e bordo OM suave. Entdo (M™, g) € isométrica a uma bola geodésica em R™, H™

ou S™.

Em 2017, Baltazar e Ribeiro Jr. mostraram que a hipdtese Einstein sobre a
variedade pode ser substituida por tensor de Ricci paralelo, melhorando o Teorema |4.3

Baseados nas técnicas de Kobayashi e Obata (1981)), Miao e Tam substituiram
a hipdtese sobre a métrica ser de Einstein por localmente conformemente plana e bordo

isométrico a esfera. Mais precisamente, eles provaram o seguinte teorema.

Teorema 4.4 (Miao, Tam, 2011). Seja (M", g, f) uma métrica critica de Miao-Tam
simplesmente conexa e com bordo isométrico a esfera canénica. Se (M™, g) € localmente

conformemente plana, entio (M", g) é isométrica a uma bola geodésica em R™, H" ou

Sr.

Caso a dimensao seja n = 3 ou n = 4, Barros et al. (2014) mostraram que o
Teorema[d.4]é verdadeiro se considerarmos g uma métrica Bach-flat ao invés de localmente
conformemente plana. Além disso, H. Baltazar, R. Batista e K. Bezerra, inspirados nas
ideias desenvolvidas pelo trabalho de Miao and Tam (2011) (veja também os artigos de
Kobayashi (1982), e Kobayashi e Obata (1981) (para o caso estatico)), mostraram que no
resultado de Miao-Tam pode-se substituir a hipétese de localmente conformemente plana
pela condigao Bach-flat, e para mais detalhes veja o Teorema 2 em Baltazar, Batista e
Bezerra (2017)).

Continuando nosso estudo, relembremos que uma variedade riemanniana (M, g)

tem curvatura de Weyl radial nula com respeito a uma fungao potencial f sobre M se
iviW =W(.,.,.,Vf)=0. (45)

A condigao de variedades riemannianas ter curvatura de Weyl radial nula vem sendo
estudada por muitos autores em diferentes tipos de estruturas. Destacamos, em especial,
que Catino (2012) provou que uma variedade quasi-Einstein generalizada satisfazendo (45])
deve ser localmente um produto warped e tal hipétese nao pode ser removida conforme
podemos constatar na Observagao 1.2 do referido artigo.

Baseado nas consideragoes acima, temos um resultado de classificacao para
métricas criticas de Miao-Tam sob a hipdtese iy W = 0. Mais precisamente, temos o

seguinte teorema, cuja demonstragao serd dada mais adiante neste capitulo.

Teorema 4.5. Seja (M", g, f), n > 5, uma métrica critica de Miao-Tam com iy;W = 0.
Entio (M, g), ou € isémetrica a (I x N,ds* + r?h), onde I é um intervalo finito de R
contendo a origem 0, (N, h) € uma variedade FEinstein compacta sem bordo com Ric =

(n—2)koh, para alguma constante ko, r € uma fung¢ao positiva em I satisfazendo r'(0) =0
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bem como R
4+ —r=art™
n(n —1)
para alguma constante a > 0, e Ky satisfaz a equacao
R 2a
(7,/)2_{_ 7,,2 + r?—n = Ko,

n(n —1) n—2

ou M € uma bola geodésica em uma forma espacial simplesmente conexa R™, H", S", ou

(M, g) € coberta por um dos produtos warpeds tendo Zs como grupo de recobrimento.

Como consequéncia imediata do Teorema [4.5] deduzimos o seguinte resultado

de rigidez, que responde a Questao [4.1] sob determinada condigao.

Corolario 4.1. Seja (M™, g, f), n > 5, uma métrica Miao-Tam simplesmente conexa
com bordo isométrico d esfera candnica S"7. Se igsW = 0, entio (M", g) € isométrico

a bola geodésica na forma espacial simplesmente conera R™, H" ou S".

Além disso, trabalharemos com métricas estaticas positivas, e assim como foi
feito com a primeira estrutura, detalharemos a segunda que ¢ obtida a partir de (41]) com

(1, A) = (0,0). Mais explicitamente,

Definig¢ao 4.3. Uma tripla estdtica positiva (M", g, f) € uma variedade riemanniana
completa e conexa, com bordo suave OM (possivelmente nao vazio) e f € uma fun¢do suave

em M que € nao negativa f, OM = f~1(0) satisfazendo

—(Af)g+ V?f — fRic=0. (46)

Métricas estaticas apareceram no contexto de Relatividade Geral através do
estudo das equacoes de Einstein. De fato, o niicleo do operador £:(f) = —(Af)g+V?*f —
fRic esta relacionado a espagos-tempo estaticos em Relatividade Geral. Do ponto de
vista fisico,

V=Rx M, g=—fdt* + g,

onde (M, g) é uma variedade riemanniana e f é uma funcao positiva sobre M, representa
uma variedade lorentziana de dimensao n+1. Neste caso, dizemos que (V, §) é um vacuum

espago-tempo estatico com constante cosmolédgica A, se ela satifaz a equacao de Einstein
Ricg = Ag. (47)
A equacao de Einstein pode ser reescrita em termos de g e f como

Vif = f(Ric,~ Ag) (48)
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Agf = —Af, (49)

onde Ric,, V2

g
operador de Laplace sobre a variedade riemanniana (M, g). Tomando o trago na equagao

e usando , obtemos a relacao

e A, denotam, respectivamente, o tensor de Ricci, a forma hessiana e o

R, = (n—1)A,

de onde vem a motivagao para a Definicao[4.3] A hipersuperficie R x 9M do espago-tempo
V é chamada de horizonte de evento cosmoldgico. Com um abuso de linguagem, o bordo
OM de M também é chamado de horizonte de evento cosmoldgico.

Muitos resultados de classificagao sao conhecidos na literatura, principalmente
nos casos de curvatura escalar nula e curvatura escalar negativa, por exemplo, o leitor
pode verificar: Israel (1967)), Chase (1970), Wald (1984), Anderson (2000), Anderson et al.
(2002)) e Wang (2005). Ademais, um fato bastante conhecido é que a curvatura escalar de
uma métrica estatica é constante, tal como acontece no caso de métricas criticas de Miao-
Tam. Uma prova deste resultado pode ser encontrada em Corvino (2000). Sendo assim,
neste trabalho daremos atencao as métricas estaticas com curvatura escalar constante
positiva, a qual podemos considerar, a menos de scaling, R, = n(n — 1).

Vejamos abaixo um exemplo de métrica estatica com curvatura escalar posi-

tiva.

Exemplo 4.4 (Métrica estdtica com curvatura escalar positiva). Considere (M™, g) =
(S%, g) o hemisfério superior unitdrio em R"* dotado com a métrica euclidiana g. Con-
sequentemente, o bordo OM = S""' ¢ o equador e se p € o pdlo de S}, a fungio altura
correspondente dada por

h(z) = g(z,p), VxeS!

¢ positiva sobre S}, se anula ao longo de OM e satisfaz a equagdo tipo Obata
V2h = —hg.

Portanto, a Deﬁmgdo ¢ satisfeita, concluindo que (S}, g, h) € uma tripla estatica com

curvatura escalar positiva.

Para este caso, em (1984)), Boucher, Gibbons e Horowitz propuseram um pro-
blema, ainda em aberto, que ficou conhecido como Cosmic no-hair conjecture. Abaixo

explicitamos tal problema.

Conjectura 4.1 (Cosmic no-hair conjecture). A nica tripla estdtica compacta simples-
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mente conexa (M", g, f) de dimensdo n, com curvatura escalar positiva e bordo conexo
OM ¢ dada por um hemisfério canonico STy, onde a fungdo f € a fungdo altura correspon-

dente.

A conexidade do bordo é essencial na Conjectura [4.1| uma vez que exemplos
de métricas estaticas com bordo duplo sao conhecidos, por exemplo, o espago-tempo de
Nariari. Para detalhes, veja Hijazi et al. (2015b).

Algumas respostas parciais para esta conjectura foram obtidas. Por exemplo,
se (M™, g) é de Einstein, o Teorema B (tipo Obata) em Reilly (1980) resolve a conjectura.
Assumindo que a métrica estdtica g seja localmente conformemente plana, Kobayashi
(1982)) e Lafontaine (1983) provaram, independentemente, que a conjectura é verdadeira.
Ademais, espacos estaticos com a condi¢ao de curvatura de Weyl radialmente nula foram
investigados em H. Baltazar e E. Ribeiro Jr. (2018), e em tal trabalho, os autores provaram
que, se uma tripla estética positiva (M", g, f) tem curvatura seccional nao negativa e
ivfW = 0, entao, a menos de um quociente finito, M" ¢ isométrico ou a um hemisfério
canonico S’ ou ao cilindro canonico sobre S»~!. Inspirados nos resultados anteriores,
classificaremos tripla estédtica positiva sob a condigao iy W = 0 sem a hipdtese adicional,

i.e., temos o seguinte teorema.

Teorema 4.6. Seja (M", g, ), n > 5, uma tripla estdtica positiva n-dimensional com
curvatura escalar R = n(n — 1). Suponha que (M", g) satisfaz igvsW = 0. Entdo
(M™, g, f) é coberta por uma das triplas estdticas descritas no Teorema .

Por fim, descreveremos a iltima estrutura que é obtida escolhendo os parametros
[ e A, respectivamente, por 1 e —R/n na equagao .

Seja M o conjunto das métricas riemannianas de uma variedade compacta
(fechada) M™, para cada g € M tem-se que R, é uma funcao suave em M", dessa forma
temos a seguinte aplicagdo L : M — C°°(M) que associa cada métrica riemanniana sua

funcao curvatura escalar. A linearizagao de L em g é dada por

d

’gg(h) = %

Ryan li—o= —Atr(h) + div(div(h)) — (h, Ric),

onde h ¢ um 2—tensor simétrico. Considerando £, uma aplicacao linear do espaco vetorial
dos 2—tensores simétricos S?(M) no espago vetorial das fungoes suaves de M™ podemos
usar integracao por partes e encontrar o L2—adjunto £ 0% — S%(M). De fato, usando

coordenadas temos

/Msg(h)fdMg _ /MhSZ(f)dMg,

e, portanto, £5(f) = —(Af)g + V*f — fRic.
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Por outro lado, via integracao sobre M podemos definir o seguinte funcional.

Defini¢ao 4.4. Dada uma variedade riemanniana compacta (M", g) definimos o funcio-

nal curvatura escalar total R : M — R por

Rip) = [ Ry, (50)

O estudo dos pontos criticos deste funcional restrito a alguns subconjuntos
especificos de métricas deram origem a alguns resultados e problemas interessantes. Con-
sideremos agora o subconjunto de M das métricas de volume unitario M; = {g €
M;Vol,(M) = 1}. A derivada do funcional R restrito a M; em ¢ na direcao de um

2—tensor h é dada por
/ - Ry
R,(h) = [ (=Ric+ —g,h),dM,.
M n

Portanto, os pontos criticos desse funcional sao precisamente as métricas Einstein, veja
o livro de Besse (1987)), Capitulo 14. Além disso, com essas consideragoes, é sabido que
a equacao de Euler-Lagrange de R restrido ao conjunto C C M, que sao as métricas

riemannianas com curvatura escalar constante, pode ser escrita da seguinte forma

] R
£:g(f) = Ric — 597
e assim, temos a seguinte defini¢ao.

Definig¢ao 4.5. Uma métrica CPE (critical point equation) € uma tripla (M™, g, f), onde
(M™, g) é uma variedade riemanniana orientada compacta sem bordo de dimensdo n > 3,
volume unitdrio e curvatura escalar constante, e f é uma funcao em M que satisfaz a

sequinte equacao de estrutura

Ric—%g:—(Af)ngVQf—fRic. (51)

Quando f = 0, a equagao se reduz a Ric = %g, isto é, uma métrica
Einstein. Além disso, a unica solucao conhecida com f nao constante até o presente
momento é o caso da esfera canonica S™ com f sendo uma funcao altura.

Em torno da década de oitenta do século XX, conjecturou-se que toda métrica

CPE deve ser Einstein. Tal conjectura (ver Conjetura foi enunciada na introducao
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desse trabalho. Ademais, tomando o trago em , obtemos

R
Af+——f=0,
n—1

e, portanto, se nao é um autovalor positivo do laplaciano, entao f = 0 e a conjectura

é verdadeira; caso contrario, f é uma autofuncao do laplaciano de média nula e pela teoria
espectral, R é positivo. Um resultado basilar na classificacao de variedades compactas,
devido a Obata, nos permite reescrever a conjectura CPE como um problema de rigidez,

para esclarecer essa observacao relembremos o seguinte resultado.

Teorema 4.7. (Obata, 1962) Uma variedade riemanniana compacta de dimensdo n > 2

admite uma funcao nao-constante f satisfazendo
Vif=—cfg
se, e somente, se a variedade € isométrica a esfera S™(c) de raio —, com ¢ > 0.
c

Tal teorema, permite-nos reescrever a conjectura CPE como um resultado de

rigidez, isto é,

Conjectura 4.2. Seja (M", g, f) uma métrica CPE. Entdo g é Einstein, M™ = S"(r) e

f € uma funcao altura.

Respostas parciais foram obtidas ao longo dos tltimos anos para a conjectura
CPE, porém, o problema continua em aberto até o presente momento. Como ltimo resul-
tado desse capitulo, refinamos os resultados de Lafontaine (1983)), bem como o Teorema

1 em Baltazar (2017)), provando o seguinte teorema.

Teorema 4.8. A Conjectura ¢ verdadeira para variedades compactas de dimensao n,
n > 5, satisfazendo iy W = 0.

4.2 Resultados chaves

Nessa subsec¢ao, apresentamos uma igualdade que sera 1til para nosso traba-
lho, bem como uma expressao para um espaco critico.

Tomando o traco na equacao , que reescrevemos em termos de coordenadas
por —Afg;; +V,V,f — fRi;j = uR;; + A\g,j, obtemos

“nAf+Af— fR = uR+n)
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e, consequentemente,
—(n=DAf = (p+ IR+ nA,

ou seja,

(n+ f)R+nA
n—1
Relembremos a seguir um 3—tensor definido no trabalho de Barros, Didgenes
e Ribeiro Jr. (2014) (veja também Barros e Ribeiro Jr. (2014))),

Af + 0. (52)

n—1 R
Tije = ——5(RaV,f = BpNVif) = ——(9aVif = 9k Vif)
1
+m(gikstvsf — gikRisVs ). (53)

O tensor T;j; tem as mesmas propriedades que o tensor de Cotton. Um calculo direto,

implica
(1 + f)Cijk = Tiji. + Wi Vi f. (54)
De fato, pela equacao de estrutura de espacos criticos, escrita em coordenadas,
temos
fRjk + pRjx + Agje = V;Vif = (Af)gjr,
e assim,

(Vif)Rjr + fViRj + uViRy, = ViV;Vif — (ViAf)gi,
de onde inferimos
(n+f)IViRj = —(Vif)Rjx +ViV;Vif — (ViAf)gj-
Analogamente,
(w+ f)ViRy, = —(Vif)Rir +V,;ViVif = (V;Af)gin.
Dai,

R
(n+ f)ViRj, — VRy) = (ViV;Vif = V;ViVif) + m(vifgjk —V;fgix)
—(VifRjr — V,fR),

consequentemente,
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R
(4 F)Cijie = RiiaVif + ——=(Vifgje = V;fgi) = (Vif Bj = V;f Rir). (55)
Pela equacao @D, obtemos

1
RijuVif = WiyuVif + m(Riijl + Rjugic — Ragjx — Rijxgi)Vif

— e 1;5()” ) (gjlgik - gilgjk>vlf7

e, por conseguinte, substituindo essa expressao em (|55)), inferimos

1
(u+ fCijk = WiyuVif + m(Rikvjf + RiVifgi — RaVifgjr — RjxVif)
R

NCEICED) (Vifgix — Vifgr) + n—ljl(vifgjk —V,;fgir)
—(VifRji, — V; fRix)
= WiuVif+ %(giklevlf — g RuVIf) +
R
_m(gikvjf — 9k Vif)
= WiuVif + T,

n—1

Q(Rikzvjf — R Vif)

n —

provando ([54).

O tensor T em desempenha um papel fundamental no estudo dos conjun-
tos de niveis da funcao potencial f (veja, por exemplo, a Proposicao 1 de Barros, Didgenes
e Ribeiro Jr. (2014))).

Para o nosso propdsito, precisamos da seguinte formula do tipo Bochner es-
tabelecida para as métricas V' —estaticas, que foi provada por Baltazar e Ribeiro Jr. em
(2018). No nosso caso, se a variedade satisfaz , adaptando a prova de tais autores
podemos deduzir uma férmula divergente para um espaco critico. Porém, antes de expli-
citar tal expressao, que estd contida na Proposigao .1}, vejamos a seguir trés lemas, cujas
provas sao dadas de forma andloga ao que é feita no trabalho citado acima, e dessa forma,

tais demonstracoes nao serao apresentadas, podendo o leitor consultar Baltazar e Ribeiro
Jr. (2018).

Lema 4.1. Seja (M™,g) uma variedade riemanniana compacta com curvatura escalar

constante e f uma funcdo suave sobre M" satisfazendo a equag¢ao . Entao temos

(u+ f)(ViRjr —VRix) = RijuVif + i(vi(ﬂ"f’ £9ik—V,fgi) — (VifRji —V;fRix),

n—1

onde i € R.
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De forma analoga, obtemos uma férmula divergente para qualquer variedade

riemanniana (M™, g) com curvatura escalar constante.

Lema 4.2. Sejam (M", g) uma variedade riemanniana conexa com curvatura escalar

constante e f : M — R uma funcdo suave definida sobre M. Entao

div((pe + fIVIRicl*) = —(u+ f)ICyul* +2(u + f)IVRic* + (V(u + f), V| Ricl?)

2n 4n — 2 o
el Ry;Ru. Ry, — R|Ric]?

_2 3

- R 2V R

n(n — 2) (ot N)R+2Vil(n + f)Cign i)
QCiﬂf ) j(:u f)lgzk - Q(M + f)WijklRikle,

onde € R.

Procederemos deduzindo uma outra férmula divergente que desempenhara um

papel crucial na prova da Proposigao [4.1}

Lema 4.3. Seja (M", g, f, i, \) um espaco critico. Entao

n

Ric|?
n—1| ic|

%diV((M+f)V|RiC|2) = —(u+ HICy* + (u+ f)IVRic|* + (V f,V|Ricl*) -
+2Vi((p + [)CijeRjn).

Finalmente, apresentamos a proposicao que contém uma férmula divergente

para um espago critico.

Proposicao 4.1. Seja (M™, g, f, u, A) um espago critico. Entao:

1. ) . n—2 n .
(et DVIRIC) = (ot ) (IVRic? + 220l ) 4+ -2 i

2R 5 o 2n o 3
+(p+ f) (m]ch] + o= 2tr(ch ))
n—2
—2(p+ f)WismRi R — mcijkmjkzvlf-
Demonstragao: Por (54)), temos
(n+ f)’cijk|2 = TijxCijk + WiV fCij
n—1
= oz 2<Rikvjf — R Vif)Ciji + Wi Vi fCijie
n—1 n—1
= o= 2Rikvjfcijk — ijkvifCijk + WiV fCiji
2(n—1)

- Ta_92 RV fCit. + Wi Vi f Ciji,
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onde usamos a antissimetria do tensor de Cotton. Substituindo esse dado no Lema [4.2]

obtemos

div((u+ fIVIRic]?) = —(u+ ))ICil* +2(u + IV Ric* + (Vi + f), V|Ricl?)

2n dn — 2 o o
+m(ﬂ + [)Rij Rix Ry — CESCED) (u+ f)R|Ric|

—ﬁ(u + )R +2Vi((u + [)Cije Rjr)

n—2

—2(p + Wi R Ry + m(,u + f)|CZ]k|2
n—2

—1

1 | |

- -1 (1n+ O)|Cijil* +2(n + f)|VRic)* +(V(u+ f), V|Ric|?)

2n dn — 2
Ry Rac Ry —
o DB Rl — 25—

_ﬁ(g + F)R +293((n + £)Ciin R

—2(p+ f)WijuRiRj —

Wiita Vi f Ciji

+ (1t + f)R|Ric|

n—2
1M/ijk:lvlcz‘jk-

n R—
Comparando essa ultima expressao com o Lema [4.3], inferimos

(1_%> div((p + f)V|Ric|?) = —ﬁ(wf)l@jk\z+2(u+f)|VRic!2

HY (et 1), VIRl + -2

4n — 2 _ 2 2 3
gy U DRIBiC — s DR

+2Vi((p + £)CijnRjr) — 2(u + f)Wijna Rir R

n—2 )
— 1I/Vijklvl0ijk + (u+ H)|Cijrl* = (n+ f)|VRic|

) nA o
—(Vf,V|Ric]*) + mIRZCI2 = 2Vi((p + [)Cijp Rjx),

5 (e + f)RijRir Ry

ie.,

Laiv((n+ 1)V IRiel) = (Z

-2 , A e
=210l + Vi) (e )+ =2 i
2n in — 2

.« . . - —_ 0. 2
+TL — 2(/1, + f)RZ]Rszjk (TL — 1)(7’L — 2) (/L + f)R|RZC|
n—2
_—n(n ) (u+ f)R® — . 1Wijklvlcijk

_2(,“ + f)VVijklRikle-
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- R
Por outro lado, desde que R;; = R;; — —g;;, temos
n

s e 3 . R3
(n+ f)Rij R Ry = (p+ f)RijRap Ry + ﬁ(” + f[)R|Ric]” + (u+ f)

)
n2

e entao

1. . n—2 , nx e
i+ VIR = (2210 + (VR () + 2 Bl

2n

+(u+ f) ( — 2tr(Roicg) + %RW%F))
n—2

=2(p + f)Wiim R Ry — — 1CijkVVijklvlfa

0 que prova a proposicao. U
4.3 Lemas chaves

Nessa subsecao estao contidos os lemas necessarios para a prova dos teoremas
enunciados no inicio desse capitulo. Iniciaremos essa secao mostrando que, em um ponto
regular ¢ € M, o gradiente da funcao potencial é um autovetor do tensor de Ricci, se

(M, g) satisfaz a condi¢ao da curvatura de Weyl ser radialmente nula.

Lema 4.4. Seja (M", g, f, i, \) um espago critico satisfazendo iy W = 0. Suponha que
q € M € um ponto regular de f, i.e., |Vf|(q) # 0. Entao, Vf é um autovetor para o

tensor de Ricca.

Demonstracao: Pela equacao conjuntamente com a relacao e nossa hipotese

sobre o tensor de Weyl, deduzimos que

TipVif = (4 f)CijeVif

= —Z—Q(M + HIVIiWia Vi f) = Wi ViV f]

3
n—2
= n_S(N+f)mjszlef
— 0

onde no tltimo passo usamos o fato do tensor de Weyl ser antissimétrico combinado com
a propriedade simétrica do operador hessiano.

Agora, considere um referencial ortonormal {ej,...,e,} diagonalizando Ric
no ponto g € M" tal que V f(q) # 0, a saber, temos que Ric(e;) = a;e;, onde o sao 0s

autovalores associados.
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Dai, pela equacao , temos

0=TuVif = Z — ;(Rikvjkaf — R Vif Vi f) — n—}EQ(giijkaf — 9k VifVif)
+%(gikstvskaf — ik RisVsfVif)
= BRIV — RuVif Vif) = s (V0] — Vif Vi)
b (RaVal Vi — RV Vi),

ie.,
RixVifVif — Ry VifVf = 0
e, entao, em q € M, obtemos
(o —a;)Vif V;f =0, (56)

consequentemente, se considerarmos o seguinte conjunto nao vazio L = {i;V,;f # 0},
entao de (56| inferimos «o; = «, para todo i € L, e

Ric(Vf) = Ric(ZVifei) = Zvifaiei =aV/f,

€L 1€l

o que de fato queriamos provar. O
No que se segue, seja ¢ € M™ um ponto regular arbitrario, e considere um

referencial ortonormal {ej,...,e,} em uma vizinhanga de ¢ contida em M tal que e; =

—%. Procedendo de maneira similar ao trabalho de Baltazar, Batista e Bezerra (2017)),

podemos verificar que
(u+ f)|Ric]* = (VR Vf) + RuAf. (57)
De fato, usando a identidade de Bianchi contraida duas vezes juntamente com

—(Af)gi; +ViV,f = fRij = pRij+ \gij (58)

(u+ fRy = ViV;f (59)
obtemos

diV(ROiC(Vf)) = vz’(éijvjf)
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o

= Rij()\gij + (M + f)Rij + (Af)gij)
= (u+ )RRy
= (n+ f)|Ric].

Por outro lado, temos Roz'c(v f)= RV f, e consequentemente, deduzimos

div(Ric(V§)) = Vi(RuV.f)
= ViRuVif + RuViVif,

e, portanto, temos .

Na sequéncia, por (54 juntamente com o fato que V f é um autovetor para
Ric, definiremos um 2—tensor auxiliar W4 que desempenhara um papel fundamental na
demonstracao de nossos principais resultados. Tal tensor é definido por
R (n=22 (u+f)?

Wi = VVZ R'7
BT -1 —-3) [V I

para i,k = 2,...,n. Em particular, derivamos uma expressao util para a norma quadrada

do tensor de Ricci sem traco.

Lema 4.5. Seja (M™, g, f, 11, \) um espago critico satisfazendo iy W = 0. Entdo, para
qualquer ponto reqular, temos:
o n o
1. ‘RZC‘Q = mR%l + ‘WRP.

2.
o 1, . 1 o n—2 o o
(BT, + E’RZCP)AJC + §Vf(\R@C\2) = (u+ f)( - m|@jk|2 + 2R11!RZC’2>
—(p+ f)tr(R%c%.
3.
e |2 1 > 12 2 n ;3
[RiclAf + 5VF(Ric?) = (it )(|Cinl? = Vol Ciglig) + —tr(Ric') ).
4.

n n

- : idiv(]WR|2Vf) =(u+Jf) <2(n—__21)\0ijk’2 — Vp(cpinij)>'

Demonstragao: Pela relagao (54)), temos

(1 + f)Cijie = Tij-
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Além disso,
(e + f)Cik = Tia,

e dai, considerando i,k = 2,...,n, temos que
n—1 R 1 9
(n+ NCiuV;f = <n ol — gkt 23119¢k> IV /I
n—1 o éll 2
= R; ; : 60
n_g( k+n_1gk)|w| (60)

Por outro lado, levando em conta a hipdtese sobre o tensor de Weyl, e usando e ,
obtemos

(14 OV, f = — (Z - §) (1 + VWiV, f

= (Z — ;) (1 + Wi ViV, f

= (Z — ;) (1 + Wi Ry, (61)

onde na ultima igualdade usamos apenas a equacao fundamental . Dai, comparando

as expressoes obtidas em e (61 deduzimos

. R
Wik = Rix + ——gu,
n—1

(n—=2* (u+f)
(n—1)(n—3) |Vf]2

Em particular, temos a seguinte expressao para a norma quadrada do tensor

onde WE ¢ definido por W} =

Wijklela for i, k= 2, o, n.

de Ricci sem traco

Wil = Y (Wi

= (B R 2
kT n—1 WA (n—1)2 7

i,k>2

o n o
= |Ric]” - mRia

0 que prova o primeiro item do lema. Vejamos a seguir a verificagao do segundo item.

Inicialmente, temos que
1 o o .
§Vf(|RZC|2) = RyVifVi Ry
= Rij(Vi(Ri;Vif) = ViV Ryy)
1 o o
+§Ckij(Rijka — Ri;Vif).
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Pela definigao do tensor T (veja a equagao (53))) inferimos

e por conseguinte,

ie.,

n—2
mckijﬂjk = Cuij(RixV;f — RjpVif),

n—2
———CuTijk = Ciuj(RjxVif — RixV;f)

n—1
= Cuji(RijVif — R Vif)

= 2RV fChij,
o n—2
Rij Vi fChij —mﬂjkaﬁjk
n — 2 2
= —m(/l+f)|0¢jk| .

1 o
Entao, pelo Lema , e as equacoes e , podemos reescrever §V f(|Ric|?) como

SV (Ric?) =

éij <Vz’ (éllvjf>> + Rm <_fRzk - ﬂéik - /\éik - (Af)gzk> ékj

_ n-— 2
2(n—1)

10%11<Vé11> V) + élléijvivjf - éijvikaéjk

n—2

CrijThij

——(u+ f)|Cij?

“2n—1)
Ru (VR V) + (u+ f)Ru|Ricl? — (u+ f)tr(Ric )
=S+ DIRicE = (Af + W[ Ricf = 5o+ 1) Con
é11<Vé11, Vf> + (,U, + f)én‘Rol'CP - (M + f)tT(ROiCS)
Af - -2
-2 IR — 7= i+ NG (62)

Essa identidade junto com a equagao (H7)) completa a prova do segundo item.

Para o terceiro item, note que

(e + f)WiynRiRjy = WijuViVifRj

= VWiV fRjy
n—3
= — 2Ckljkalea




e, ainda mais,

Dai,

ie.,

Essa informacao juntamente com as férmulas obtidas no Lema e a Proposicao

(p+ IWiyuRxR; =

1
Cuj Vif B = 5Cu(VifRj + ViR)
1 1
= §CkljkaRﬂ + §ClkjleJ'k)
1
= §Ck1j(kale — ViRji).

_ n—3
2(n —2)
n—3

n—3 n—2

= CijnTyj
2n—2)n—1 Ik
n—3

= m(# + )| Cignl?,

Crij(VifRj — ViRjy)

n—3

WiuRa Ry = 51—
JklLVk L] 2(n — 1)

[e

permite-nos concluir que

SV (| i)

1 ! 1 :
—5 1+ HARic]® + Sdiv((p + )V Ric])
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Lo , —2 A ;.
—<§A‘RZC‘2 - ’VRZCP) (M + f) + ZT(N + f)'C”k’Q + n—_nlyRZCP +2&

1

(i £Vl CoigRig) + 5 1+ DICI € +

n—2
— 1(M+f)|0ijk|2

A o
+—2Ricl? + 26
n—1

3n—5 \n, .

2(n _ 1) (/~L + f)‘CkaP - (:u + f)Vp(CpUR@]) + m’RZC’Q + £

(14 1) (=2 Oel? = V(O i) + — (R
2n—1)"Y p\“pijLlij 5

N ((,u—i-f)R—i-)\n

] ) |Ric|* — (u+ f)WiuBa Ry

n

o, 3 °.
1+ 1) (ICl? = Vp(Cpiglrig) + —5tr(Ric’) ) — Af|Ric,

1 o o
onde £ = m(,u + f)R|Ric]* + %(u + f)tr(Ricg) — (u+ f)WijuRiRj, e assim

completamos a terceira afirmacao do lema.
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Usando a relacao e o item , provado anteriormente, inferimos que

div([WRPVf) = [WEPAS+ V(W)

= |RicAf — ——=RuAf + |V f|(|Ric])
2n e 0
———— (VR V)
n

o 2n o o
= TRLAS - — et f)Ru|Ricl*

+|RicPAf + V f(|Ric]?).

Entao, substituindo o item [2| do lema na expressao acima, obtemos

diV(’WRPVf) = Z: ?|Roz'c|2Af + Z(nn—_—zl)vf(‘RwP) _ %1@ n f)tT(Roicg)
-2
_%(“"‘fﬂq‘jkﬁ
le.,
(WP S) = |RiePAf + SVS(RieP) - s (ut fur(Fic)
n
_m(u—i_fﬂciij-

Para concluir a prova do item, e, consequentemente, do lema, é suficiente comparar a

identidade acima com o item [3] Isto finaliza a prova do lema. O

4.4 Prova dos teoremas principais

Nesta secao, concentraremos nossa atencao na classificagao de espagos criticos
que satisfacam iy;W = 0. A prova segue de uma ideia inspirada nos trabalhos de Yun
e Hwang (2014; 2016) (veja também Baltazar, Batista e Bezerra (2017)) e o objetivo
principal é provar que estas estruturas devem ser Bach-flat. Consequentemente, como
hé classificagao de tais estruturas sob a hipétese Bach-flat (veja Teorema , Teorema 2
de Baltazar et al. (2017)) e o Teorema 3.10 do trabalho de Qing e Yuan (2013])) nossos
resultados irao ser provados mostrando que espacos criticos tendo curvatura de Weyl

radialmente nula sao Bach-flat. Mais precisamente, estabelecemos o seguinte resultado.

Teorema 4.9. Seja (M", g, f, i, A), n > 5, um espago critico satisfazendo iv;W = 0.
Entao (M", g) € Bach-flat.

Demonstracao: Como considerado nas preliminares, se o bordo é nao vazio, entao a

funcao potencial f satisfaz f > 0 no interior de M e, por Miao e Tam (2009), se v denota
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o normal unitério que aponta para fora de dM, entao (V f,r) < 0 sobre cada componente
conexa de OM.

A seguir, consideramos Yy como uma componente conexa de f~!(—u) e es-
colhemos uma pequena vizinhanca de 3. Como veremos em breve, para métricas CPE
(1 = 1), serd suficiente trabalhar com essa vizinhanga somente no conjunto My = {z €
M; f > —p}. Para nosso propédsito, escolhendo € > 0 suficientemente pequeno, iremos
denotar tal vizinhanga por V. = {—pu < f < —p+¢}.

Além disso, é importante notar que a funcao Ry = Ric (%, %) pode
ser continuamente definida em todo M e sua derivagao em conjuntos criticos pode ser
considerada no sentido das distribuicoes, e para uma completa descricao sobre tal extensao
veja a conclusao da se¢ao 3 de Yun e Hwang (2014)).

Em seguida, tomando ¢ > 0 arbitrariamente, podemos usar o item [ do Lema

[4.5 para deduzir

div(—CV (4 f)* + WV ) . —CA(u+ f)?
= —CA(u+f) o
= @+ DAp+ ) +2AV e+ NP

= —2(|Vf|?

+ div(|WE PV f)

Yo

Yo

0

< 0,
3o

e consequentemente, pela continuidade da fungao div(—¢V(u + f)? + [WE|2Vf), existe

o (possivelmente menor que ¢) tal que
div(—¢V(u+ f)? +[WEPVf) <0, (63)

sobre V., = {0 < pu+ f < g9} N My. Por simplicidade, também denotaremos essa nova
vizinhanga por V.. Usando e , temos que

div([WHEPVE)| = CA(u+ f)* +2div(—CV (u+ f)° + [WHEEV )

< CA(u+ )

Ve

Mas CA(u+ f)* = 2¢((n + /)A(u + f) + V(i + f)?), e entao

div([WEPVE)| = CA(u+ f)* +2div(=CV (u + f)* + [WHPV )

< 2t DA )+ VGt D)
< 2 (o ) (LR e,

Ve

1

ie.,
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A (WPPY S| < Zn((pt PR A+ 1) + (0= DIVSP)

e entao, quando ( — 0, podemos concluir que

div(|WHEPV f) L S0
Desde que o 2—tensor W} anula-se quando restrito & componente {f = —u} do bordo
0V, usamos o teorema da divergéncia para inferir
o< [ aw(wipvn =~ [ Wi <o
€ {f=—p+e}
L . Vv
onde o normal unitdrio externo para {f = —u + ¢} é dado por ik Portanto,

div(|WE2PVf) =0

R —
r pu— .
sobre V., e W (= pte) 0
Dessa forma, tomando mais uma vez o teorema da divergéncia combinado com

as duas consequencias acima, deduzimos que

0 = /fdiv(|WR|2Vf)dMg

_ /div(f|WR\2Vf)dMg— WPV f2dM,
Ve

€

_ / FIWRPY fdo - / WRPIV f2dM,,
{f=—p+e} Ve
ie.,

0 = | [WEPIVFP,
Ve

o que implica W = 0 sobre V.. Em particular, obtemos Wikji Ry = 0 sobre V.

Para o que falta, relembramos que a funcao f e a métrica g sao analiticas reais
(para mais etalhes veja, por exemplo, os trabalhos de Corvino (2000)), Morrey (2000)) e
Hagen (1970))). Assim, desde que Wiy Ri = 0 no interior do conjunto V;, devemos ter
Wikji Ry = 0 em M.

Note que

Wiki ViR = Wikji(Cii + Vi Ry)
WikjtCirt + Wirst Vi Ra
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= WirjiCiri + Wit ViR
WirjtCirt — Wi ViR,

e entao,
1
Wiy ViR = §Wikjlcikl-
Dai, tomando a derivada na relacao Wi, 2 = 0 e usando a equagao , obtemos
0 = ViWiiRy + Wi ViR
n—3 1
= ———CiixR Wik Cir. 64

o ik kl+2 ki1 Cikl (64)

Assim,

n

-3 1
— QCijRlejf - §Wikjlvjfcikl = 0.

Na sequéncia, mudando os indices por simplicidade, temos

0 = Ciijjkvif
= Cijk(Rjkvif_Rikvjf)a

que podemos reescrever, usando , da seguinte maneira C;;;, 15, = 0.

Portanto, desde que o conjunto {f = —u} tem medida nula, da equagao (54)),
temos Cj;, = 0, bem como, utilizando essa informacao em , obtemos a harmonicidade
do tensor de Weyl, e dessa forma, usando a definicao do tensor de Bach em , ¢ imediato

deduzir que (M™, g) é uma variedade Bach-flat e isso completa a prova do teorema. [
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho estudamos variedades compactas com bordo, onde na pri-
meira parte dessa tese, obtivemos equagoes integrais para tais variedades, sendo estas
consideradas com ou sem curvatura escalar constante. Com essas relagoes, e com bases
nos resultados de Reilly (1977 e [1980) conseguimos classificar variedades riemannianas
compactas e conexas com bordo suave nao vazio tendo a curvatura de Ricci uma certa
limitacao e sob a existéncia de um campo conforme gradiente. Posteriormente, com as
técnicas desenvolvidas na prova de tal teorema, tratamos de variedades Einstein com
bordo nao vazio com a existéncia de um campo vetorial nao nulo conforme, e como tal foi
provado no primeiro resultado, conseguimos exibir uma rigidez para tal classe estudada.
Finalmente, para a prova do ultimo teorema, que responde o segundo questionamento
feito no texto, exibimos dois lemas que versam sobre variedades com bordo totalmente
geodésico, no primeiro momento, e com curvatura escalar constante, no segundo lema, e
ambos resultados temos a presenca, mais uma vez, de um campo conforme. Apds tais de-
monstragoes, exibimos uma desigualdade para variedade compacta com bordo totalmente
geodésico e curvatura escalar constante, e ocorrendo a igualdade, mostramos que ela é
isométrica ao hemisfério da esfera.

No segundo momento da tese, estudamos espacos criticos e para determinadas
escolhas nos parametros que compoem tal definicao, investigamos trés estruturas, que
foram descritas no texto, e explicitaremos novamente aqui: 1. triplas estaticas positivas,
2. métricas criticas do funcional volume, e 3. métricas criticas do funcional curvatura
escalar total. Para triplas estaticas positivas, classificamos tal estrutura com curvatura
de Weyl radial nula sem a hipdtese da curvatura seccional ser nao negativa. A seguir,
tratamos métricas criticas Miao-Tam e respondemos afirmativamente um questionamento
no texto, mais precisamente, sob a condigao iy W = 0 provamos que tais métricas devem
ser isométricas a uma bola geodésica em R™, S” ou H"”. Além disso, para a tltima estrutura
considerada em tal parte, provamos a conjectura CPE para variedades compactas com

curvatura Weyl radial nula.
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