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CENTRO DE CIÊNCIAS
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o ińıcio dos meus estudos.
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“Sei perfeitamente como o tempo é precioso.

Aproveite o momento.”

(STEPHEN HAWKING)



RESUMO

Esse trabalho está dividido em duas partes e tem como objetivo estudar campos conformes

e métricas cŕıticas em variedades compactas com bordo. A primeira dessas partes está re-

lacionada a variedades riemannianas compactas (Mn, g) com bordo suave sob a existência

de campo vetorial não trivial conforme gradiente. Com controles apropriados na curva-

tura de Ricci, mostramos que M é isométrica a um hemisfério da esfera, onde usamos os

resultados de rigidez de Reilly (1977 e 1980). Em seguida, considerando o caso em que a

variedade é Einstein com a existência de um campo vetorial não nulo conforme gradiente,

provamos que sua curvatura escalar é positiva e ela deve ser isométrica a um hemisfério da

esfera. Finalmente, encerramos tal parte, mostrando que uma limitação na energia de um

campo vetorial conforme implica que tal variedade é isométrica ao hemisfério da esfera.

Na segunda parte, estudamos variedades compactas (Mn, g) que admitem uma solução

não constante para o sistema de equações −(∆f)g+∇2f−fRic = µRic+λ g, onde Ric é o

tensor de Ricci, enquanto que µ, λ são parâmetros reais. Mais precisamente, sob a hipótese

que (Mn, g) tenha curvatura de Weyl radial nula, que significa W (. , . , . ,∇f) = 0, onde

W é o tensor de Weyl, forneceremos a classificação completa para as seguintes estruturas:

triplas estáticas positivas, métricas cŕıticas do funcional volume e métricas cŕıticas do

funcional curvatura escalar total.

Palavras-chave: Campos vetoriais conforme gradiente. Hemisfério da esfera euclidiana.

Variedades com bordo. Métricas cŕıticas. Funcional volume. Funcional de Einstein-

Hilbert. Tensor de Weyl.



ABSTRACT

This work is divided into two parts and it aims to study conformal vector fields and criti-

cal metrics on compact manifold with smooth boundary. The first of these parts is related

to compact Riemannian manifold (Mn, g) with smooth boundary under the existence of

nontrivial conformal gradient vector field. With appropriate controls on the Ricci’s cur-

vature, we show that M is isometric to a hemisphere of the sphere, where we use the

stiffness results of Reilly (1977 e 1980). Next, considering the case in which the manifold

is Einstein with the existence of nonzero conformal gradient vector field, we prove that

its scalar curvature is positive and it must be isometric to a hemisphere of Sn. Finally,

we conclude that part by showing that a suitable control on the energy of a conformal

vector field implies that M is isometric to a hemisphere S+
n . In the second part, we study

compact Riemannian manifolds (Mn, g) that admit a non-constant solution to the sys-

tem of equations −∆f g+Hessf − fRic = µRic+ λg, where Ric is the Ricci tensor of g

whereas µ and λ are two real parameters. More precisely, under assumption that (Mn, g)

has zero radial Weyl curvature, this means that the interior product of ∇f with the Weyl

tensor W is zero, we shall provide the complete classification for the following structures:

positive static triples, critical metrics of volume functional and critical metrics of the total

scalar curvature functional.

Keywords: Conformal gradient vector fields. Hemisphere of the Euclidean sphere. Ma-

nifolds with boundary. Critical metrics. Volume functional. Einstein-Hilbert functional.

Weyl tensor.
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1 INTRODUÇÃO

Essa tese está dividida em duas partes. Inicialmente, forneceremos um breve

desenvolvimento histórico dos problemas estudados, bem como os resultados obtidos nos

últimos anos. Além disso, descreveremos nossa contribuição nos problemas aqui apresen-

tados.

No primeiro momento do trabalho, apresentamos resultados de caracterização

de hemisférios para variedades riemannianas com bordo suave e não vazio, e tal parte é ba-

seada no artigo Conformal gradient vector fields on Riemannian manifolds with boundary

(2019) escrito pelo autor em parceria com I. Evangelista. Em tal caṕıtulo, mais precisa-

mente, o Caṕıtulo 3, consideramos (Mn, g), n ≥ 2, uma variedade riemanniana compacta

orientada com bordo suave ∂M . Denotaremos por ∇, ∇2, ∆ e dM a conexão riemanni-

ana, o hessiano, o laplaciano e a forma volume sobre M , respectivamente, enquanto que

∇∂M , ∆∂M e dσ denotam a conexão riemanniana, o laplaciano e a forma volume sobre

∂M , respectivamente. Ademais, denotamos por h(X, Y ) = g(∇X ν, Y ), X, Y ∈ X(M),

a segunda forma fundamental associada ao campo vetorial unitário ν que aponta para

fora ao longo de ∂M . Além disso, um campo vetorial suave ξ ∈ X(M) é conforme se

Lξg = 2fg, para uma função suave f sobre M , onde Lξ é a derivada de Lie na direção

de ξ. Caso ξ seja o gradiente de uma função suave sobre M , então ξ é dito ser um campo

vetorial conforme gradiente.

A partir da fórmula de Koszul, e com ξ conforme, obteremos no texto que se

segue a seguinte relação

∇ξ = fg + ϕ,

onde identificaremos ϕ com um (0, 2)−tensor antissimétrico e ξ com um tensor ξ(Y ) =

g(ξ, Y ), Y ∈ X(M).

Uma das questões de interesse em geometria riemanniana é a caracterização

de esferas entre a classe de variedades riemannianas compactas e conexas. Umas dessas

caracterizações é dada por Obata (1962), a saber, uma condição necessária e suficiente

para uma variedade riemanniana (Mn, g) completa ser isométrica a uma esfera Sn(c) deve

ser a existência de uma função suave não constante f sobre M satisfazendo

∇X∇f = −cfX, X ∈ X(M),

para alguma constante c > 0, onde ∇X é o operador derivada covariante com respeito a

X ∈ X(M).

Por outro lado, em meados do século passado, vários autores estudaram ex-

tensivamente variedades riemannianas com curvatura escalar constante, admitindo uma

transformação suave conforme não isométrica. Naquela época, muitos famosos geômetras

tentaram provar uma conjectura sobre a esfera euclidiana como sendo a única variedade
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riemanniana Mn compacta e orientável que admitia uma métrica de curvatura escalar

constante R munida de um campo vetorial conforme X. Entre esses autores, citamos

Bochner, Goldberg (1962b; 1962a), Hsiung (1968), Lichnerowicz, Nagano (1959), Obata

(1971) e Yano (1959); referimos o leitor ao livro de Yano (1970) para um resumo des-

ses resultados. Apesar de muitos esforços para provar a conjectura, ela permaneceu sem

resposta até o ińıcio da década de oitenta, quando Ejiri (1981) encontrou um contraexem-

plo para essa conjetura construindo métricas de curvatura escalar constante em produtos

warped do tipo S1 ×h N , onde N é uma variedade riemanniana de dimensão n − 1 com

curvatura escalar constante positiva, h é uma função positiva sobre o ćırculo S1 satisfa-

zendo uma certa equação diferencial ordinária e X = h
∂

∂t
é um campo vetorial conforme,

veja Ejiri (1981) para detalhes.

No sentindo de caracterizar a esfera, uma questão natural surge: sob quais

condições uma variedade riemanniana n-dimensional compacta e conexa que admite um

campo vetorial não nulo conforme gradiente é isométrica a esfera Sn? Deshmukh e Al-

Solamy (2008) responderam essa questão provando que se (Mn, g) é uma variedade rie-

manniana n-dimensional fechada e conexa que admite um campo vetorial não nulo con-

forme gradiente e cuja curvatura de Ricci satisfaz 0 < Ric ≤ (n − 1)
(

2 − nc

λ1

)
c, onde c

é uma constante positiva e λ1 é o primeiro autovalor não nulo do operador laplaciano,

então M é isométrica a Sn(c).

Uma questão análoga é caracterizar os hemisférios para variedades com bordo

suave e não vazio. Nessa direção, Reilly (1977) provou que uma variedade riemanniana M

compacta com bordo totalmente geodésico, que admite uma função não constante f sobre

M tal que ∇2f = −cfg, para alguma constante c > 0, f ≥ 0 sobre M e f = 0 em ∂M ,

é necessariamente isométrica ao hemisfério de Sn(c). Ainda nessa direção, Reilly (1980)

também mostrou que se uma variedade riemanniana M compacta, conexa, orientada e

com bordo não vazio conexo ∂M admite uma função não constante f sobre M que satisfaz

∇2f = −cfg, para alguma constante c > 0, e f
∣∣
∂M

é constante, então M é isométrica à

bola geodésica sobre Sn(c).

Desta forma, podemos fazer o seguinte questionamento sobre variedades com

bordo não vazio:

Questão 1.1. Sob quais condições uma variedade riemanniana n-dimensional compacta

e conexa com bordo suave não vazio que admite um campo vetorial não nulo conforme

gradiente é isométrica ao hemisfério Sn+?

Respondemos afirmativamente a esta questão sob algumas condições adicio-

nais, mais exatamente provamos o seguinte teorema.

Teorema 3.1. Seja (Mn, g) uma variedade riemanniana compacta e conexa com bordo
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não vazio tal que a curvatura de Ricci satisfaz

0 < Ric ≤ (n− 1)

(
2− nc

λ1

)
c,

para uma constante positiva c, onde λ1 é o primeiro autovalor não nulo do operador

laplaciano com condição de Dirichlet no bordo. Seja ∇f um campo vetorial conforme não

nulo sobre M tal que ∆f = 0 em ∂M . Então Mn é isométrica ao hemisfério Sn+(c).

Na sequência, motivado pelo trabalho de Deshmukh (2008), consideramos o

caso em que a variedade é Einstein com a existência de um campo vetorial não nulo

conforme gradiente. Mais precisamente, estabelecemos o seguinte resultado.

Teorema 3.2. Seja (Mn, g) uma variedade Einstein compacta e conexa com bordo não

vazio tendo constante de Einstein λ = (n−1)c e ∇f um campo vetorial não nulo conforme

em M . Suponha que ∆f é não constante e ∆f = 0 em ∂M . Então c > 0 e M é isométrica

ao hemisfério Sn+(c).

Por outro lado, em uma variedade riemanniana (Mn, g), a energia de um

campo vetorial suave X ∈ X(M) é definida por E(X) =
1

2

∫
M

|X|2, e, além disso, na esfera

Sn(c) de curvatura constante
1√
c
, qualquer função altura h : Sn(c)→ R, h(x) = 〈x, v〉Rn+1 ,

com respeito a um vetor constante v ∈ Rn+1 satisfaz uma equação tipo Obata. Dáı, com

o vetor conforme ξ = ∇h e a função f = −
√
c h, temos que E(ξ) = c−2E(∇f). Tal

observação motiva o seguinte questionamento: se uma variedade riemanniana (Mn, g)

compacta admite um campo vetorial não nulo conforme ξ com função potencial f satisfa-

zendo E(ξ) = c−2E(∇f), para uma constante positiva c, ela é necessariamente isométrica

à esfera Sn(c)? Uma resposta afirmativa para tal questão é dada por Deshmukh (2010)

para variedades riemannianas compactas de curvatura escalar constante.

Desde que o trabalho de Deshmukh (2010) trata apenas de variedades sem

bordo tentando caracterizar as esferas, podemos formular uma questão análoga para va-

riedades com bordo suave. Mais precisamente,

Questão 1.2. Sob quais condições uma variedade riemanniana (Mn, g) compacta com

bordo suave ∂M admitindo um campo conforme não trivial ξ com função potencial f

satisfazendo E(ξ) = c−2E(∇f), para uma constante positiva c, é isométrica ao hemisfério

Sn+(c)?

Uma resposta afirmativa para a Questão 1.2 é apresentada no seguinte teorema:

Teorema 3.3. Seja (Mn, g) uma variedade riemanniana compacta com bordo ∂M suave

e totalmente geodésico, e ξ um campo vetorial conforme sobre M com função potencial não
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constante satisfazendo f = 0 em ∂M . Suponha que M tem curvatura escalar constante

R = n(n− 1)c. Então c > 0 e

E(ξ) ≥ c−2E(∇f).

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, M é isométrica ao hemisfério Sn+(c).

No segundo momento, baseado no artigo On static manifolds and related cri-

tical spaces with zero radial Weyl curvature (2019) escrito pelo autor em parceria com A.

Barros, H. Baltazar e R. Batista iremos estudar variedades riemannianas (M, g) compac-

tas que admitem uma solução não constante f para o sistema de equações

− (∆f)g +∇2f − fRic = µRic+ λg, (1)

onde Ric, ∆ e ∇2 denotam, respectivamente, o tensor de Ricci, o operador laplaciano

e o hessiano sobre M , e (µ, λ) são dois parâmetros reais. Mais precisamente, supondo

que (M, g) tenha curvatura de Weyl radial nula, isso significando que o produto interior

de ∇f com o tensor de Weyl W é nulo (i∇fW = Wijkl∇lf = 0), temos uma classificação

completa para as seguintes estruturas: triplas estáticas positivas, métricas cŕıticas do fun-

cional volume e métricas cŕıticas do funcional curvatura escalar total. Mais precisamente,

nessa parte da tese, consideraremos uma variedade riemanniana (M, g) n-dimensional

compacta com curvatura escalar constante R que admite uma solução suave não cons-

tante f para o sistema de equações (1). Ressalta-se que investigaremos apenas casos

especiais de tais estruturas, a saber, triplas estáticas positivas, métricas cŕıticas do funci-

onal volume e métricas cŕıticas do funcional curvatura escalar total. Note que, cada uma

dessas métricas satisfazem a equação fundamental (1) para parâmetros apropriados (µ, λ).

Na sequência, descreveremos um breve desenvolvimento histórico para cada estrutura e

nossa contribuição para o assunto.

A primeira estrutura que consideramos é a tripla estática positiva, que é uma

variedade riemanniana (Mn, g) compacta com bordo suave ∂M que admite uma solução

não constante para o sistema (1) com (µ, λ) = (0, 0), além disso tal função potencial f é

não negativa no interior de M e anula-se precisamente no bordo ∂M .

Abaixo segue um clássico exemplo de tripla estática positiva com bordo não

vazio.

Exemplo 1.1. Um exemplo de tripla estática positiva com fronteira conexa é obtido es-

colhendo (Sn+(r), g), onde Sn+(r) é o hemisfério superior aberto de raio r em Rn+1, dotado

com a métrica euclidiana g. Assim, ∂M = Sn−1(r) é o equador, a função altura f sobre

Sn+(r) é positiva, anula-se precisamente sobre ∂M = Sn−1(r), e satisfaz à Eq. (1) com

(µ, λ) = (0, 0).

Nos últimos anos, o estudo de espaços estáticos tem tido interesse substancial
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tanto do ponto de vista f́ısico quanto matemático. Por exemplo, foi conjecturado que o

único espaço-tempo estático no vácuo simplesmente conexo com constante cosmológica

positiva e conexo no horizonte de eventos é o espaço De Sitter de raio r. Vale lembrar,

que a identidade L∗g(f) = −∆f g + ∇2f − fRic = 0 aparece em Relatividade Geral,

onde ela define soluções estáticas das equações de campos de Einstein. O núcleo de L∗g
está relacionado aos espaços-tempo estáticos em Relatividade Geral, como pode ser visto

em Corvino (2000). Neste sentido, este problema desempenha um papel importante na

Relatividade Geral e, para os nossos propósitos, tal conjectura pode ser escrita da seguinte

forma:

A única tripla estática compacta (Mn, g, f) de dimensão n, com curvatura

escalar positiva e bordo conexo é dada por um hemisfério canônico Sn+, onde

a função f é a função altura correspondente.

A conjectura foi formulada por Boucher-Gibbons-Horowitz (1984) e ela é chamada cosmic

no-hair conjecture.

Nas últimas décadas algumas contribuições parciais para a solução da con-

jectura foram obtidas em muitas perspectivas diferentes, veja, por exemplo, Ambrozio

(2017), Baltazar e Ribeiro Jr. (2018), Barros e Da Silva (2019), Montiel (2015a), Ko-

bayashi (1982), Lafontaine (1983), Qing e Yaun (2013). Embora todas as evidências

indicassem que a conjectura fosse válida, Gibbons, Hartnoll e Pope (2003) constrúıram

contraexemplos para a conjectura cosmic no-hair nos casos 4 ≤ n ≤ 8, usando métricas

Einstein não homogêneas encontradas por Böhm. Entretanto, permanece interessante

mostrar sob quais condições tal conjectura é verdadeira.

Neste ponto, é importante lembrar o seguinte resultado de classificação para

uma métrica estática sob a condição de Bach-flat obtida por Qing e Yuan (2013).

Teorema 1.1 (Kobayashi (1982), Lafontaine (1983), Qing e Yuan (2013)). Seja (Mn, g, f)

uma tripla estática positiva n-dimensional com curvatura escalar R = n(n− 1). Suponha

que (Mn, g) seja Bach-flat, então (Mn, g) é coberta por uma tripla estática equivalente a

uma das triplas estática seguintes:

1. O hemisfério padrão com métrica canônica (Sn+, gSn−1).

2. O cilindro canônico sobre Sn−1 com a métrica produto(
M =

[
0,

π√
n

]
× Sn−1, g = dt2 +

n− 2

n
gSn−1

)
.

3. O espaço de Schwarzschild definido por(
M = [r1, r2]× Sn−1, g =

1

1− 2mt2−n − t2
dt2 + t2gSn−1

)
,
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onde r1 < r2 são ráızes positivas de f e m ∈
(

0,
√

(n−2)n−2

nn

)
é uma constante real.

Contudo, antes de apresentar nosso primeiro resultado, relembramos que uma

variedade riemanniana (Mn, g) tem curvatura de Wely radial nula quando, para uma

função potencial adequada f sobre Mn, o tensor de Weyl satisfaz i∇fW = 0, onde

i∇fW = W ( · , · , · ,∇f).

Naturalmente, toda variedade localmente conformemente plana pertence a essa classe.

Destacamos também que, no caso quadridimensional, todas as estruturas apresentadas

nesse trabalho que satisfazem a condição da curvatura Weyl ser radialmente nula, devem

ser localmente conformemente plana, veja, por exemplo, os argumentos usados na parte

inicial da prova do Teorema 2 em Barros, Diógenes e Ribeiro Jr. (2014).

Espaços estáticos satisfazendo i∇fW = 0 foram estudados recentementes por

Baltazar e Ribeiro Jr. (2018). Com respeito a esse trabalho, os autores provaram que, se

uma tripla estática positiva (Mn, g, f) tem curvatura seccional não negativa e i∇fW = 0,

então, a menos de um quociente finito, Mn é isométrico ou a um hemisfério canônico

Sn+ ou ao cilindro canônico sobre Sn−1. Após tais considerações, nosso primeiro resultado

classifica triplas estáticas positivas com curvatura de Weyl radial nula sem a hipótese

adicional.

Teorema 4.6. Seja (Mn, g, f), n ≥ 5, uma tripla estática positiva n-dimensional com

curvatura escalar R = n(n − 1). Suponha que (Mn, g) satisfaz i∇fW = 0. Então

(Mn, g, f) é coberta por uma das triplas estáticas descritas no Teorema 1.1.

Em seguida, utilizando a mesma nomenclatura de Barros, Diógenes e Ribeiro

Jr. (2014), consideraremos uma métrica Miao-Tam, que é uma variedade riemanniana

(Mn, g) compacta com bordo suave ∂M que admite solução não constante para Equação

(1) com (µ, λ) = (0, 1) e, analogamente ao caso estático, a função potencial f anula-se

precisamente na fronteira de M , e é estritamente positiva no interior de M. Tais métricas

foram investigadas por Miao e Tam (2009) e, como podemos ver no Teorema 5 desse

trabalho, elas caracterizam-se por serem pontos cŕıticos do funcional volume.

Além disso, Miao e Tam (2011) obtiveram uma classificação completa para

tais métricas cŕıticas sob a hipótese que tais variedades sejam localmente conformemente

plana. Ademais, tais autores constrúıram exemplos expĺıcitos de métricas cŕıticas que

estão na forma de produtos warped (veja Teorema 1.2 (2011)).

Mais recentemente, inspirados nas ideias desenvolvidas por Miao e Tam (2011)

(veja também os trabalhos de Kobayashi (1982), bem como Kobayashi e Obata (1981) para

o caso estático), Baltazar, Batista e Bezerra (2017) melhoraram o resultado de Miao-Tam

substituindo a suposição de localmente conformemente plana pela condição Bach-flat, veja
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Teorema 2 em tal trabalho. Em particular, como consequência imediata desse resultado,

os autores provaram que uma métrica cŕıtica Miao-Tam compacta, simplesmente conexa e

Bach-flat com bordo isométrico à esfera canônica Sn−1 deve ser isométrica a bola geodésica

na forma espacial simplemente conexa Rn, Hn ou Sn. Para mais detalhes sobre esse

assunto veja, por exemplo, Baltazar, Da Silva e Oliveira (2018), Baltazar e Ribeiro Jr.

(2017; 2018), Baltazar, Diógenes e Ribeiro Jr. (2017), Barbosa, Lima e Freitas (2016),

Barros e Da Silva (2019), Barros et al. (2014), Batista et al. (2017) e Kim e Shin (2018)

e referências contidas nesses trabalhos.

Motivados pela descrição acima, investigaremos as métricas cŕıticas de Miao-

Tam sob a condição da curvatura de Weyl ser radialmente nula. Mais precisamente,

iremos provar o seguinte resultado.

Teorema 4.5. Seja (Mn, g, f), n ≥ 5, uma métrica cŕıtica Miao-Tam com i∇fW = 0.

Então (M, g), ou é isómetrica a (I × N, ds2 + r2h), onde I é um intervalo finito de R
contendo a origem 0, (N, h) é uma variedade Einstein compacta sem bordo com Ric =

(n−2)κ0h, para alguma constante κ0, r é uma função positiva em I satisfazendo r′(0) = 0

bem como

r′′ +
R

n(n− 1)
r = ar1−n

para alguma constante a > 0, e κ0 satisfaz a equação

(r′)2 +
R

n(n− 1)
r2 +

2a

n− 2
r2−n = κ0,

ou M é uma bola geodésica em uma forma espacial simplesmente conexa Rn, Hn, Sn, ou

(M, g) é coberta por um dos produtos warped tendo Z2 como grupo de recobrimento.

Como consequência imediata do Teorema 4.5, deduzimos o seguinte resultado

de rigidez.

Corolário 4.1. Seja (Mn, g, f), n ≥ 5, uma métrica Miao-Tam simplesmente conexa

com bordo isométrico à esfera canônica Sn−1. Se i∇fW = 0, então (Mn, g) é isométrica

à bola geodésica na forma espacial simplesmente conexa Rn, Hn ou Sn.

Finalmente, a última estrutura que estudamos na segunda parte da tese será a

equação do ponto cŕıtico para o funcional curvatura escalar total, por simplicidade repre-

sentaremos tal estrutura por métricas CPE, que é uma variedade riemanniana compacta

que admite uma solução não constante para Equação (1) com (µ, λ) = (1,−R/n). Para

entender o caráter variacional dessa métrica, seja M o conjunto das métricas rieman-

nianas em Mn de volume 1, e C ⊂ M o subconjunto da métricas riemannianas com

curvatura escalar constante. Definimos o funcional curvatura escalar total, ou funcional
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Einstein-Hilbert, R :M→ R, como se segue

R(g) =

∫
M

RgdMg.

Ressaltamos que os pontos cŕıticos desse funcional são precisamente as métricas

Einstein, veja Caṕıtulo 4 de Besse (1987) para mais detalhes. Com essas considerações

em mente, a equação de Euler-Lagrange de R restrita ao conjunto C pode ser escrita da

seguinte forma de equação do ponto cŕıtico

L∗g(f) = Ric− R

n
g,

onde f é uma função suave em M e L∗g é L2−adjunto formal da linearização do operador

curvatura escalar Lg dado por

L∗g(f) = −(∆f)g +∇2f − fRic.

Em particular, comparando as duas últimas equações, obtemos exatamente (1) for (µ, λ) =

(1,−R/n).

Por volta dos anos de 1980 foi conjecturado que toda métrica CPE deveria ser

Einstein. Portanto, se ela é válida, considerando uma solução não trivial f de (1), então

após aplicar o teorema de Obata (1962), conclúımos que (Mn, g) deve ser isométrica a

esfera canônica. Essa conjectura foi proposta em Besse (1987) e abaixo apresentamos esse

problema da seguinte maneira.

Conjectura 1.1 (Conjectura CPE). Uma métrica CPE sempre é Einstein.

Algumas respostas positivas foram dadas para essa conjectura. Para uma

visão geral do progresso recente sobre este assunto, referimos os seguintes artigos: Bar-

ros e Ribeiro Jr. (2014); Barros, Leandro e Ribeiro Jr. (2015); Chang, Hwang e Yun

(2010; 2012); Hwang (2000; 2003; 2013), Leandro (2015); Santos (2017) e Yun e Chang

(2019; 2014; 2016). Em particular, a Conjectura 1.1 é válida para variedades localmente

conformemente plana e variedades Bach-flat, veja Lafontaine (1983) e Qing (2013), res-

pectivamente. Mais recentemente, Baltazar (2017) provou que a Conjectura CPE é ver-

dadeira para variedades n-dimensional com curvatura seccional não negativa satisfazendo

a condição da curvatura de Weyl ser radialmente nula. No nosso último resultado dessa

segunda parte, provamos tal conjectura considerando a curvatura de Weyl radial nula.

Esse resultado refina os resultados sobre métricas CPE localmente conformemente plana

em Lafontaine (1983), bem como o Teorema 1 em Baltazar (2017). Mais precisamente,

temos o seguinte resultado.

Teorema 4.8. A Conjectura 1.1 é verdadeira para variedades compactas de dimensão n,
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n ≥ 5, satisfazendo i∇fW = 0.
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2 PRELIMINARES

Ao longo deste caṕıtulo forneceremos algumas notações básicas bem como

alguns fatos de Geometria Riemanniana necessários para o bom encaminhamento nos

demais caṕıtulos. Na Seção 2.1 incluiremos algumas definições básicas sobre variedades

riemannianas e resultados basilares da teoria de geometria que servirá como arcabouço

para os resultados no Caṕıtulo 3 e os demais da tese. Na Seção 2.2 iremos apresentar

as definições do tensor de curvatura de Riemann, tensor de Ricci e curvatura escalar

associados a uma variedade riemanniana, bem como apresentar alguns conceitos e outros

tensores essenciais para este trabalho. Não entraremos em detalhes sobre demonstrações

nessas seções que se seguem, porém o leitor pode consultar Besse (1987), Chavel (1984),

Chow, Lu e Ni (2006), Carmo (2015) ou Petersen (2006) para esclarecimentos das seções.

2.1 Definições e resultados básicos

No que se segue, seja (Mn, g), n ≥ 2, uma variedade riemanniana compacta

orientada com bordo suave ∂M , com métrica g e conexão de Levi-Civita ∇. Denotaremos

por X(M) o espaço dos vetores suaves de M e o espaço das funções suaves sobre M será

denotado por C∞(M). Além disso, ∇2 e ∆ denotará, respectivamente, o hessiano e o

laplaciano sobre M .

Primeiramente, relembremos que a norma de Hilbert-Schmidt para (0, 2)−
tensores em uma variedade riemanniana (Mn, g) é a induzida do produto interno 〈T, S〉 =

tr(TS∗), onde S∗ denota o tensor adjunto de S.

Em um sistema de coordenadas (x1, . . . , xn), denotando por {∂1, . . . , ∂n} a base

coordenada, (gij) a matriz da métrica, (gij) a sua inversa neste sistema de coordenadas,

Tij = T (∂i, ∂j), Sij = S(∂i, ∂j), teremos

〈T, S〉 =
∑
i,j,k,l

gikgjlTijSkl.

Em particular, para uma base ortonormal {e1, . . . , en}, usando a identificação natural dos

(0, 2)−tensores com os (1, 1)−tensores, isto é, T (ei, ej) = g(Tei, ej), podemos escrever

〈T, S〉 =
∑
i,j

TijSij =
∑
i,j

g(Tei, ej)g(Sei, ej)

=
∑
i

g(Tei,
∑
j

g(Sei, ej)ej) =
∑
i

g(Tei, Sei).

Por exemplo, caso S = g, teremos 〈T, g〉 = tr(T ). Em um sistema de coordenadas,

adotaremos a convenção de ı́ndices repetidos para indicar soma.

Precisaremos recordar também a seguinte propriedade da derivada de Lie:
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para um (0, 2)−tensor T em (Mn, g), temos

(LXT ) (Y, Z) = X(T (Y, Z))− T ([X, Y ], Z)− T (Y, [X,Z]),

para todos X, Y, Z ∈ X(M). Em particular, fazendo T = g, temos

(LXg) (Y, Z) = g(∇YX,Z) + g(∇ZX, Y ).

Ademais, tomando o traço na relação acima, obtemos

tr (LXg) = 2 divX. (2)

Quando LXg = 0, dizemos que o campo vetorial X é Killing.

A seguir recordamos que, se g é a métrica riemanniana de M e X, Y, Z ∈ X(M),

então vale a fórmula de Koszul para a conexão de Levi-Civita ∇ de M :

2 g(∇XY, Z) = X(g(Y, Z)) + Y (g(Z,X))− Z(g(X, Y ))

+g([X, Y ], Z)− g([Y, Z], X) + g([Z,X], Y ). (3)

A identidade de Bianchi contráıda duas vezes é dada por

2gij∇iRjk = ∇kR, (4)

e ela é equivalente ao tensor de Einstein Ric− 1

2
Rg ser livre de divergência:

div

(
Ric− 1

2
Rg

)
= 0.

Para uma melhor compreensão dos conceitos envolvidos acima vejamos a seguinte de-

finição.

Definição 2.1. A divergência de um (1, r)−tensor T em M é o (0, r)−tensor dado por

(div T )(v1, . . . , vr)(p) = tr (ω 7→ (∇ωT ) (v1, . . . , vr)(p)) ,

onde p ∈Mn e (v1, . . . , vr) ∈ TpM × . . .× TpM .

Por exemplo, seja T um (0, 2)−tensor em uma variedade riemanniana (Mn, g),

e tome um referencial ortonormal local {e1, . . . , en} em M . Assim, para cada Z ∈ X(M),
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temos

(divT )(Z) = g ((∇eiT )(Z), ei)

= g(∇eiT (Z)− T (∇eiZ), ei)

= g(∇eiT (Z), ei)− g(T (∇eiZ), ei),

i.e,

div(T (Z)) = (divT )(Z) + T (∇eiZ, ei).

Mais geralmente, temos o seguinte lema, cuja prova pode ser encontrada no

trabalho de Gomes (2012).

Lema 2.1. Seja T um (0, 2)−tensor simétrico em uma variedade riemanniana (Mn, g).

Então vale

div(T (ϕZ)) = ϕ(div T )(Z) + ϕ〈∇Z, T 〉+ T (∇ϕ,Z),

para cada Z ∈ X(M) e qualquer função diferenciável ϕ em M . Em particular, se Z = ∇f ,

para alguma função diferenciável f em M , então

div(T (ϕ∇f)) = ϕ(div T )(∇f) + ϕ〈∇2f, T 〉+ T (∇ϕ,∇f).

A identidade (5) a seguir é conhecida na literatura como a fórmula de Bo-

chner.

Teorema 2.1 (Bochner). Se M é uma variedade riemanniana e f : Mn → R é uma

função suave, então

1

2
∆|∇f |2 = Ric(∇f,∇f) + g(∇f,∇(∆f)) + |∇2f |2. (5)

Finalmente, um autovalor do operador de Laplace ∆ em M é um número λ

que corresponde a existência de uma função f : M → R, dita autofunção de ∆, tal que f

é não constante, f
∣∣
∂M

= 0 e

∆f + λf = 0.

Os autovalores de ∆ formam um conjunto discreto 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . tal que

lim
n→∞

λn =∞.
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Ademais, se f é uma função não constante tal que f
∣∣
∂M

= 0, então

λ1 ≤

∫
M

|∇f |2dM∫
M

f 2dM

,

com a igualdade se, e somente se, ∆f = −λf , e qualquer autofunção para λ1 anula-se

somente em ∂M .

2.2 Notações e alguns tensores importantes

Na seção que se segue, recordaremos alguns tensores bem como terminologia

no estudo de curvatura para variedades riemannianas (Mn, g), n ≥ 4.

O tensor curvatura de Riemann é o (1, 3)−tensor Rm : X(M)× X(M)×
X(M)→ X(M) definido por

Rm (X, Y )Z = ∇2
X,YZ −∇2

Y,ZZ

= ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,

para todo X, Y, Z ∈ X(M). Ademais, usando a métrica, podemos interpretar o tensor Rm

como um (0, 4)−tensor, definido por Rm : X(M) × X(M) × X(M) × X(M) → C∞(M),

onde

Rm (X, Y, Z,W ) = 〈Rm (X, Y )W,Z〉.

Tomando o traço do tensor de Riemann obtemos o bem conhecido tensor de

Ricci, que é um (0, 2)− tensor, que para um referencial ortonormal {ei} pode ser expresso

na seguinte forma

Ric(X, Y ) =
n∑
i=1

Rm(X, ei, Y, ei).

Em coordenadas teremos:

Rij = Rilj
l = glmRiljm

e a curvatura escalar é

R = gijRij.

Dado um plano bidimensional Π ⊂ TpM e Xp, Yp ∈ TpM vetores que geram

Π, então

K(Π) =
Rm(X, Y,X, Y )

g(X,X)g(Y, Y )− g(X, Y )2
, (6)

não depende da base escolhida para Π, e é chamada curvatura seccional do plano Π.

Uma variedade riemanniana completa e com curvatura seccional constante é dita uma

forma espacial.
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Ademais, para nossos propósitos, lembremos ainda a identidade de Bianchi,

que, para os campos X, Y, Z,W, V ∈ X(M), é dada por

∇Rm(X, Y, Z,W, V ) +∇Rm(Y, Z,X,W, V ) +∇Rm(Z,X, Y,W, V ) = 0,

e que, em coordenadas, tal relação é equivalente a

∇iRjklm +∇jRkilm +∇kRijlm = 0.

Dáı, como consequência, deduzimos a seguinte igualdade

(divRm)jkl = ∇iRijkl = ∇kRjl −∇lRjk.

Ademais, segue das fórmulas de comutatividade da derivada covariante (identi-

dade de Ricci) que para qualquer variedade riemanniana M temos

∇i∇jRkl −∇j∇iRkl = RijksRsl +RijlsRks,

e para mais detalhes referimos o livro de Chow (2007).

Agora, relembremos alguns tensores para uma variedade riemanniana (Mn, g)

essenciais para o nosso trabalho. Primeiro recorde que, em dimensão n ≥ 3, o tensor de

Riemann admite a seguinte decomposição:

Rijkl = Wijkl +
1

n− 2

(
Rikgjl +Rjlgik −Rilgjk −Rjkgil

)
− R

(n− 1)(n− 2)

(
gjlgik − gilgjk

)
, (7)

onde Wijkl denota o tensor de curvatura de Weyl e Rij denota o tensor de Ricci.

O tensor de Schouten A é definido por

Aij =
1

n− 2

(
Rij −

R

2(n− 1)
gij
)
. (8)

Das equações (7) e (8) conclúımos que

Rijkl = Wijkl + (A7 g)ijkl, (9)

onde 7 representa o produto Kulkarni-Nomizu, o qual é definido por

(S 7 T )ijkl = SikTjl + SjlTik − SilTjk − SjkTil,

para quaisquer (0, 2)−tensores S e T .
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Outro tensor importante é o tensor de Cotton C, definido como se segue:

Cijk = (n− 2) (∇iAjk −∇jAik) , (10)

e usando a equação (8), temos a seguinte relação

Cijk = ∇iRjk −∇jRik −
1

2(n− 1)

(
∇iRgjk −∇jRgik), (11)

o qual está relacionado com o tensor de Weyl da seguinte maneira:

Cijk = −(n− 2)

(n− 3)
∇lWijkl, (12)

quando n ≥ 4.

Observação 2.1. Uma importante propriedade do tensor de Cotton é que ele é antis-

simétrico nos dois primeiros ı́ndices e tem traço nulo em quaisquer ı́ndices, isto é,

Cijk = −Cjik e gijCijk = gikCijk = 0. (13)

Finalmente, consideremos o tensor de Bach definido para n ≥ 4, em termos

das componentes do tensor de Weyl, o qual foi introduzido por Bach em 1921:

Bij =
1

n− 3
∇k∇lWikjl +

1

n− 2
RklWikjl, (14)

enquanto, para n = 3, o tensor de Bach é dado por

Bij = ∇kCkij. (15)

Dizemos que a métrica é Bach-flat se o tensor de Bach é nulo, i.e., Bij = 0. Para mais

detalhes acerca desses tensores referimos os seguintes traballhos: Besse (1987), Chow

(2007) e Viaclovsky (2014).

Destacamos que, em dimensão 4, as métricas Bach-flat são precisamente pontos

cŕıticos do funcional conformemente invariante

W(g) =

∫
M

|Wg|2dMg, (16)

definido no espaço das métricas riemannianas. Em particular, se uma métrica é localmente

conformemente plana então ela é também Bach-flat. Além disso, se a métrica é de Einstein,

então ela é Bach-flat, pois o tensor de Cotton (11) é identicamente nulo e o tensor de Weyl

tem traço igual a zero. Porém, como pode ser visto em Besse (1987), a rećıproca desses

fatos nem sempre acontece.
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A seguir, apresentamos uma definição essencial para esta tese, bem como tra-

zemos de novo à memória o conceito de tensor sem traço.

Definição 2.2. Uma métrica riemanniana g é dita métrica de Einstein se o tensor de

Ricci satisfaz Ricg = λg, para alguma constante real λ.

Por fim, o tensor sem traço T̊ de um (0, 2)−tensor T arbitrário em uma varie-

dade riemanniana (Mn, g) é dado por

T̊ij = Tij −
tr(T )

n
gij.

Ademais, notemos que

|T̊ |2 =| T − tr(T )

n
g |2= |T |2 − 1

n
(tr(T ))2.

Sob essas notações, finalizamos tal caṕıtulo com o seguinte lema, devido a H.

Baltazar, R. Batista e K. Bezerra.

Lema 2.2 (Baltazar, Batista e Bezerra, 2017, Lema 1). Seja (Mn, g) uma variedade

riemanniana com curvatura escalar constante. Então temos que

1

2
∆|Ric|2 = |∇Ric|2 − 1

2
|Cijk|2 +∇p(CpijRij)−WijklRikRjl

+
R

n− 1
|R̊ic|2 +

n

n− 2
tr(R̊ic

3
).
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3 CAMPOS CONFORMES GRADIENTE EM VARIEDADES COM BORDO

Este caṕıtulo baseia-se no estudo dos campos vetoriais conformes gradiente em

variedades riemannianas com bordo suave não vazio. Os teoremas deste caṕıtulo foram

motivados pelos trabalhos de Deshmukh (2008 e 2010), onde o mesmo obteve alguns

resultados de rigidez para esferas envolvendo a limitação do tensor de Ricci com um

campo vetorial conforme gradiente, e limitações de energia de um campo conforme não

trivial. Inspirados nesses trabalhos, estudaremos tais campos em variedades com bordo

suave não vazio. Os teoremas dessa parte baseiam-se no artigo Conformal gradient vector

fields on Riemannian manifolds with boundary (2019), escrito pelo autor em parceira com

I. Evangelista.

3.1 Definições e resultados existentes

Nesta seção, considere (Mn, g), n ≥ 2, uma variedade riemanniana compacta

orientada com bordo suave ∂M . Denotaremos por∇, ∇2, ∆ e dM a conexão riemanniana,

o hessiano, o laplaciano e a forma volume sobre M , respectivamente, enquanto que ∇∂M ,

∆∂M e dσ denotam a conexão riemanniana, o laplaciano e a forma volume sobre ∂M ,

respectivamente. Ainda denotamos por h(X, Y ) = g(∇X ν, Y ), X, Y ∈ X(M), a segunda

forma fundamental associada ao campo vetorial unitário ν que aponta para fora ao longo

de ∂M .

Para realizar o estudo de campos conformes, lembremos a seguinte definição.

Definição 3.1. Um campo vetorial suave ξ ∈ X(M) é conforme se

Lξg = 2fg (17)

para uma função suave f sobre M , onde Lξ é a derivada de Lie na direção de ξ.

Neste caso, dizemos que a função f é o fator conforme de ξ (ver Besse 1987) e

segue imediatamente de (2) que f =
1

n
div ξ. Se ξ é o gradiente de uma função suave sobre

M , então ξ é dito ser um campo vetorial conforme gradiente. Nesse caso, ξ é fechado, e

segue que um campo vetorial conforme gradiente ξ satisfaz

∇Xξ =

(
div ξ

n

)
X,

para todo X ∈ X(M). Ademais, dizemos que ξ é um campo vetorial não trivial, caso ele

não seja um campo vetorial conforme Killing. De modo direto, a partir da fórmula de

Koszul (3), temos a seguinte identidade para qualquer campo vetorial Z sobre M ,
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2g(∇XZ, Y ) = LZg(X, Y ) + dη(X, Y ), X, Y ∈ X(M),

onde η é a 1−forma dual associada a Z, isto é, η(Y ) = g(Z, Y ). Note ainda que podemos

definir ϕ como (1, 1)−tensor antissimétrico:

dη(X, Y ) = 2g(ϕ(X), Y ), X, Y ∈ X(M).

Portanto, podemos usar as equações acima para obter

∇Xξ = fX + ϕ(X), X ∈ X(M). (18)

A função f será chamada função potencial associada a ξ. Veja que podemos identificar ϕ

com um (0, 2)−tensor antissimétrico e ξ com um tensor ξ(Y ) = g(ξ, Y ), Y ∈ X(M), para

reescrever (18) como

∇ξ = fg + ϕ. (19)

Relembremos que a fórmula de Ricci-Bochner na versão tensorial pode ser

escrita na forma

div(∇2f) = Ric(∇f) +∇(∆f). (20)

Em particular, caso ∇f seja um campo vetorial conforme, então

∇2f =
∆f

n
g, (21)

e, consequentemente, tomando a divergência em (21) e usando Ricci-Bochner (20), obte-

mos

Ric(∇f) = −
(n− 1

n

)
∇(∆f). (22)

A seguir, para a demonstração do nosso resultado que trata de variedades com

bordo totalmente geodésico explicitaremos tal definição abaixo.

Considere uma subvariedade M̃ de uma variedade riemanniana (Mn, g). A

métrica riemanniana g induz uma métrica riemanniana g̃ na subvariedade M̃ e, dessa

forma, (M̃, g̃) também é uma subvariedade riemanniana de (M, g).

Definição 3.2. Uma subvariedade M̃ de uma variedade riemanniana (M, g) diz-se to-

talmente geodésica quando seu tensor segunda forma é nulo.

Assim, uma subvariedade totalmente geodésica M̃ é extrinsecamente plana:

observadores em M̃ não veem curvas. Entretanto, isso não quer dizer que M̃ é intrin-

secamente plana; na verdade, pela equação de Gauss, tal subvariedade tem a mesma
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curvatura intŕınseca que M . Para mais referências veja os livros de Chen (2000, cap. 11)

e de Helgason (1978). A proposição abaixo contida em O’Neill (1983, p.104) apresenta

equivalências para a definição acima.

Proposição 3.1. Para uma subvariedade riemanniana (M̃, g̃) de uma variedade rieman-

niana (M, g) os seguintes itens são equivalentes:

1. M̃ é totalmente geodésica em (M, g).

2. Toda geodésica de M também é geodésica de M̃ .

3. Para um campo vetorial X tangente à subvariedade riemanniana M̃ , a geodésica

γ sobre a variedade riemanniana (M, g), definida no intervalo (−ε, ε) com direção

inicial γ′(0) = X, permanece na subvariedade.

Para finalizar esta seção, apresentaremos um conceito necessário para o enten-

dimento do nosso último resultado de tal caṕıtulo (Teorema 3.3).

Dada uma variedade riemanniana (Mn, g), a energia de um campo vetorial

suave X ∈ X(M) é definida por

E(X) =
1

2

∫
M

|X|2. (23)

Observação 3.1. Na esfera Sn(c) de curvatura constante
1√
c

, qualquer função altura

h : Sn(c)→ R,

h(x) = 〈x, v〉Rn+1 ,

com respeito a um vetor constante v ∈ Rn+1, satisfaz ∇X∇h = −
√
c hX. Dáı, o vetor

conforme ξ = ∇h e a função f = −
√
c h satisfazem

E(ξ) = c−2E(∇f).

Tal observação motivou a formulação da Questão 1.2 contida na introdução.

3.2 Lemas essenciais

Neste momento apresentaremos dois lemas contendo fórmulas integrais que

serão essenciais para os resultados deste caṕıtulo. Mais precisamente, esses dois primeiros

lemas serão utilizados nas demonstrações dos primeiros três teoremas da Seção 3.3.

Lema 3.1. Seja (Mn, g) uma variedade riemanniana compacta e conexa com bordo suave

∂M e ∇f um campo vetorial conforme em M . Então,

(i)

∫
M

Ric(∇f,∇f)dM =
n− 1

n

∫
M

(∆f)2dM − n− 1

n

∫
∂M

(∆f)g(∇f, ν)dσ.
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(ii)

∫
M

(
Ric(∇(∆f),∇f) +

n− 1

n
| ∇(∆f) |2

)
dM = 0.

(iii)
n− 2

2(n− 1)
g(∇R,∇f)− 1

n− 1
div(f∇R) + ∆

(
∆f +

R

n− 1
f
)

= 0.

Em particular, se R é constante,

∆
(

∆f +
R

n− 1
f
)

= 0. (24)

Demonstração: Usando a equação (22) temos

Ric(∇f,∇f) = −(n− 1)g
(
∇
(∆f

n

)
,∇f

)
= −n− 1

n
∇f(∆f),

bem como

div
(∆f

n
∇f
)

= − 1

n− 1
Ric(∇f,∇f) +

1

n
(∆f)2. (25)

Portanto, integrando (25) e usando o teorema da divergência, obtemos∫
M

Ric(∇f,∇f)dM =
(n− 1)

n

∫
M

(∆f)2dM − (n− 1)

n

∫
∂M

(∆f)g(∇f, ν)dσ,

que é precisamente o primeiro item do lema.

Além disso, por (22), temos

Ric
(
∇
(∆f

n

)
,∇f

)
= −n− 1

n2
| ∇(∆f) |2, (26)

e integrando (26) inferimos∫
M

(
Ric(∇(∆f),∇f) +

n− 1

n
| ∇(∆f) |2

)
dM = 0,

o que prova o segundo item.

Tomando o divergente na relação (22) e usando (21), obtemos

1

2
g(∇R,∇f) + g(Ric,∇2f) +

n− 1

n
∆(∆f) = 0,

consequentemente,

n

2(n− 1)
g(∇R,∇f) + ∆(∆f) +

R

n− 1
∆f = 0. (27)
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Desde que ∆(Rf) = R∆f + 2g(∇R,∇f) + f∆R, segue por (27),

0 =
n

2(n− 1)
g(∇R,∇f) + ∆

(
∆f +

R

n− 1
f

)
− f

n− 1
∆R− 4

2(n− 1)
g(∇R,∇f)

=
n− 4

2(n− 1)
g(∇R,∇f) + ∆

(
∆f +

R

n− 1
f

)
− f

n− 1
∆R

=
n− 2

2(n− 1)
g(∇R,∇f)− 1

n− 1
div(f∇R) + ∆

(
∆f +

R

n− 1
f

)
o que estabelece o último item. Caso R seja constante, temos imediatamente a equação

(24). Isto finaliza a prova do lema. �

O segundo lema apresenta fórmulas integrais para uma variedade riemanniana

com bordo suave e curvatura escalar constante.

Lema 3.2. Seja (Mn, g) uma variedade riemanniana compacta com bordo suave e cur-

vatura escalar R constante. Seja f : M → R uma função suave tal que ∇f é um campo

vetorial conforme não nulo sobre M e ∆f = 0 em ∂M . Então:

(i)

∫
M

(∆f)2dM = −
∫
M

g(∇(∆f),∇f)dM =
n

n− 1

∫
M

Ric(∇f,∇f)dM.

(ii)
n

n− 1

∫
M

Ric(∇f,∇f)dM +
R

n− 1

∫
M

f∆f dM = −
∫
∂M

f g(∇(∆f), ν)dσ.

(iii)

∫
M

∆|∇f |2dM = 0. Em particular,

∫
∂M

g(∇|∇f |2, ν)dσ = 0, onde ν é o campo

vetorial unitário que aponta para fora de ∂M em M . Além disso, ∇|∇f |2 = 0 sobre

∂M .

Demonstração: Desde que div(∆f∇f) = (∆f)2 + g(∇(∆f),∇f), temos∫
M

(∆f)2dM = −
∫
M

g(∇(∆f),∇f)dM,

e usando (22), deduzimos∫
M

(∆f)2dM =
n

n− 1

∫
M

Ric(∇f,∇f)dM,

que prova o primeiro item do enunciado.

Para o segundo item, note que div(f∇(∆f)) = f∆(∆f) + g(∇f,∇(∆f)), e

assim, ∫
M

g(∇f,∇(∆f))dM =

∫
M

div(f∇(∆f))dM −
∫
M

f∆(∆f)dM.
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Aplicando o teorema da divergência, bem como as relações (22) e (24), deduzimos

− n

n− 1

∫
M

Ric(∇f,∇f)dM =

∫
∂M

g(f∇(∆f), ν)dσ +
R

n− 1

∫
M

f∆fdM,

que é precisamente (ii).

Por outro lado, integrando a fórmula de Bochner e utilizando as relações obti-

das anteriormente,

1

2

∫
M

∆|∇f |2dM =

∫
M

Ric(∇f,∇f)dM +

∫
M

|∇2f |2dM +

∫
M

g(∇f,∇(∆f))dM

=
n− 1

n

∫
M

(∆f)2dM +
1

n

∫
M

(∆f)2dM −
∫
M

(∆f)2dM

= 0,

o que nos dá, aplicando novamente o teorema da divergência,

0 =

∫
M

∆|∇f |2dM =

∫
∂M

g(∇|∇f |2, ν)dσ.

Desde que
1

2
∇|∇f |2 = ∇∇f∇f , temos, em ∂M ,

1

2
∇|∇f |2 =

∆f

n
(∇f) = 0,

onde usamos a relação (21) e a hipótese do laplaciano ser nulo sobre o bordo, e com isso

finalizamos a prova do lema. �

A seguir, apresentaremos dois lemas que serão úteis na demonstração do Teo-

rema 3.3 contido na próxima seção.

Lema 3.3. Seja (Mn, g) uma variedade riemanniana compacta com bordo ∂M suave e

totalmente geodésico. Seja ξ um campo vetorial conforme sobre M com função potencial

f satisfazendo f
∣∣
∂M

= 0. Denote por div e div∂M os operadores divergência em M e ∂M ,

respectivamente, e por ξT a parte tangente de ξ em ∂M . Então,

div(ξ) = nf, div∂M(ξT ) = (n− 1)f. (28)

Ademais, ∫
M

g(∇f, ξ)dM = −n
∫
M

f 2dM. (29)

Demonstração: Para demonstrarmos a primeira identidade em (28), tome o traço na

equação (19).

Vejamos a segunda igualdade em (28). Seja {e1, . . . , en} um referencial orto-
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normal em ∂M tal que en = ν, onde ν é um campo vetorial unitário que aponta para fora

ao longo de ∂M . Então,

div(ξ) =
n∑
i=1

g(∇eiξ, ei)

=
n−1∑
i=1

g(∇ei(ξ
T + g(ξ, ν)ν), ei) + g(∇νξ, ν)

=
n−1∑
i=1

(
g(∇eiξ

T , ei) + g(ξ, ν)g(∇eiν, ei)
)

+ g(fν + ϕ(ν), ν)

=
n−1∑
i=1

g((∇∂M)eiξ
T , ei) + g(ξ, ν)h(ei, ei) + f

=
n−1∑
i=1

g((∇∂M)eiξ
T , ei) + f

= div∂M(ξT ) + f,

onde usamos o fato do bordo ∂M ser totalmente geodésico e ϕ ser antissimétrico. Dáı,

div∂M(ξT ) = (n− 1)f.

Para o que resta, note que div(fξ) = g(ξ,∇f) + nf 2, e então integrando tal

relação sobre M obtemos (29). �

O próximo lema encerra as ferramentas necessárias para a prova do nosso

último teorema do caṕıtulo.

Lema 3.4. Seja (Mn, g) uma variedade riemanniana compacta com bordo suave ∂M e

curvatura escalar R constante. Seja ξ um campo vetorial conforme em M com função

potencial f tal que f = 0 sobre ∂M . Então,∫
M

Ric(ξ,∇f)dM = −R
∫
M

f 2dM. (30)

Demonstração: Inicialmente, desde que a curvatura escalar é constante, a identidade

de Bianchi contráıda duas vezes (4) implica que divRic = 0. Então obtemos,

div(fRic(ξ)) = Ric(∇f, ξ) + f(divRic)(ξ) + f g(Ric,∇ξ)

= Ric(∇f, ξ) + f g(Ric, fg + ϕ)

= Ric(∇f, ξ) +Rf 2,

onde na última equação usamos a antissimetria de ϕ para concluir que g(Ric, ϕ) = 0.
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Integrando a expressão acima sobre M , usando o teorema da divergência e o fato que f

é nula sobre o bordo ∂M , obtemos a equação (30). �

3.3 Teoremas e suas provas

Com o aux́ılio dos dois primeiros lemas da Seção 3.2, mostramos algumas

respostas para a Questão 1.1 formulada na introdução desse trabalho. Mais precisamente,

a primeira resposta para tal questão é o seguinte teorema.

Teorema 3.1. Seja (Mn, g) uma variedade riemanniana compacta e conexa com bordo

suave não vazio tal que a curvatura de Ricci satisfaz

0 < Ric ≤ (n− 1)

(
2− nc

λ1

)
c,

para uma constante positiva c, onde λ1 é o primeiro autovalor não nulo do operador

laplaciano com condição de Dirichlet no bordo. Seja ∇f um campo vetorial conforme não

nulo sobre M tal que ∆f = 0 em ∂M . Então Mn é isométrica ao hemisfério Sn+(c).

Demonstração: Seja Y = ∇
(∆f

n

)
+ c∇f , então

Ric(Y, Y ) = Ric

(
∇
(

∆f

n

)
,∇
(

∆f

n

))
+ c2Ric(∇f,∇f) + 2cRic

(
∇
(

∆f

n

)
,∇f

)
.

Integrando a equação anterior e usando o Lema 3.1, inferimos∫
M

Ric(Y, Y )dM =
1

n2

∫
M

Ric
(
∇(∆f),∇(∆f)

)
dM +

c2(n− 1)

n

∫
M

(∆f)2dM (31)

−2c(n− 1)

n2

∫
M

| ∇(∆f) |2 dM − c2(n− 1)

n

∫
∂M

g((∆f)∇f, ν)dσ.

Desde que ∆f é uma função não constante se anulando em ∂M , temos que o

primeiro autovalor λ1 não nulo do laplaciano em M com a condição de Dirichlet no bordo,

satisfaz

λ1 ≤

∫
M

| ∇(∆f) |2 dM∫
M

(∆f)2dM

.

Usando este fato na equação (31), obtemos∫
M

Ric(Y, Y )dM ≤ 1

n2

∫
M

(
Ric
(
∇(∆f),∇(∆f)

)
− (n− 1)

(
2− nc

λ1

)
c | ∇(∆f) |2

)
dM.
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A hipótese sobre o tensor de Ricci e a desigualdade acima implicam que

∇
(

∆f

n

)
= −c∇f.

Como, por hipótese, ∇f é um campo vetorial conforme gradiente, ele satisfaz a seguinte

relação ∇X∇f =
∆f

n
X, com X ∈ X(M), e, dessa forma, inferimos

∇X∇
(
∆f
)

= −c
(
∆f
)
X. (32)

Dáı, a hipótese c > 0, a igualdade (32) e a condição sobre o bordo, ∆f
∣∣
∂M

= 0,

permite-nos aplicar o Teorema B em Reilly (1980) para então concluir que M é isométrica

a bola geodésica de Sn(c). Além disso, a função f satisfaz

∆f(x) = cos(
√
c d(x, xo)),

onde x0 é o centro da bola geodésica e d é a função distância sobre Sn(c). Consequente-

mente, a hipótese ∆f
∣∣
∂M

= 0 implica que o bordo ∂M é um equador, e, portanto, M é

isométrica ao hemisfério de Sn(c). Isto finaliza a prova do teorema. �

Inspirado no trabalho de Deshmukh (2008), caracterizamos os hemisférios de

variedades Einstein com campo vetorial não nulo conforme gradiente sob certas hipóteses.

Mais precisamente, estabelecemos o seguinte resultado.

Teorema 3.2. Seja (Mn, g) uma variedade Einstein compacta e conexa com bordo não

vazio tendo constante de Einstein λ = (n−1)c e ∇f um campo vetorial não nulo conforme

em M . Suponha que ∆f é não constante e ∆f = 0 em ∂M . Então c > 0 e M é isométrica

ao hemisfério Sn+(c).

Demonstração: Inicialmente, mostraremos que c > 0. De fato, desde que (Mn, g) é uma

variedade Einstein compacta e conexa, temos
R

n
= (n−1)c e assim, Ric(∇f) = (n−1)c∇f .

Dáı, usando a equação (22) obtemos

1

n
∇(∆f) = −c∇f. (33)

Segue assim, pela equação (33), que

∆

(
∆f

n

)
= −c∆f. (34)

Como ∆f é não constante, a igualdade (34) nos diz que a constante c é um

autovalor não nulo do laplaciano ∆ com a condição de Dirichlet no bordo, e isso implica

que c > 0.
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Dessa forma, usando (33), procedemos de maneira análoga como na demons-

tração do Teorema 3.1 para concluir que M é isométrica ao hemisfério Sn+(c). �

De posse das informações contidas nos dois últimos lemas da seção anterior,

Lema 3.3 e Lema 3.4, temos o seguinte resultado de rigidez, que responde a Questão 1.2

formulada na introdução. Mais precisamente, obtivemos o seguinte teorema.

Teorema 3.3. Seja (Mn, g) uma variedade riemanniana compacta com bordo ∂M suave

e totalmente geodésico, e ξ um campo vetorial conforme sobre M com função potencial não

constante satisfazendo f = 0 no bordo. Suponha que M tem curvatura escalar constante

R = n(n− 1)c. Então c > 0 e

E(ξ) ≥ c−2E(∇f). (35)

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, M é isométrica ao hemisfério Sn+(c).

Demonstração: Pela equação (20) e a antissimetria de ϕ, obtemos

div(∇2f(ξ)) = div(∇2f)(ξ) + g(∇2f,∇ξ)

= g(∇(∆f), ξ) +Ric(∇f, ξ) + g(∇2f, fg + ϕ),

i.e.,

div(∇2f(ξ)) = g(∇(∆f), ξ) +Ric(∇f, ξ) + f∆f.

Por outro lado, desde que div(∆f ξ) = g(∇(∆f), ξ) + nf∆f , temos

div(∇2f(ξ)−∆f ξ) = −(n− 1)f∆f +Ric(∇f, ξ). (36)

Integrando (36) sobre M e usando o teorema da divergência, inferimos∫
∂M

(∇2f(ξ, ν)− g(ξ, ν)∆f)dσ = −(n− 1)

∫
M

f∆fdM +

∫
M

Ric(∇f, ξ)dM. (37)

Pelo fato de
1

2
∆f 2 = |∇f |2 + f∆f , ∆f 2 = 2div(f ∇f) e f

∣∣
∂M

= 0, segue que

∫
M

|∇f |2dM = −
∫
M

f∆f dM.

Dáı, utilizando a equação (36) e o Lema 3.4, bem como o teorema da divergência, obtemos∫
M

|∇f |2dM =
R

n− 1

∫
M

f 2dM +
1

n− 1

∫
∂M

(∇2f(ξ, ν)− g(ξ, ν)∆f)dσ.

Pelas equações de Gauss-Weingarten e o fato do bordo ser totalmente geodésico,
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temos∫
∂M

(∇2f(ξ, ν)− g(ξ, ν)∆f)dσ =

∫
∂M

g(∇fν , ξT )dσ −
∫
∂M

g(ξ, ν)∆∂Mfdσ.

Então, usando o Lema 3.3, podemos concluir que∫
∂M

(∇2f(ξ, ν)− g(ξ, ν)∆f)dσ = −
∫
∂M

fνdiv∂M(ξT )dσ −
∫
∂M

f∆∂M(g(ξ, ν))dσ

= −(n− 1)

∫
∂M

fνfdσ −
∫
∂M

f∆∂M(g(ξ, ν))dσ

= 0,

o que implica ∫
M

|∇f |2dM =
R

n− 1

∫
M

f 2dM. (38)

Note facilmente que (38) implica que R > 0 e, consequentemente, c > 0. Além disso,

usando (29) e definição de energia de um campo vetorial, inferimos∫
M

|∇f + cξ|2dM = c2

∫
M

|ξ|2dM + 2c

∫
M

g(ξ,∇f) +

∫
M

|∇f |2

= c2

∫
M

|ξ|2dM − 2nc

∫
M

f 2 +

∫
M

|∇f |2

= c2

∫
M

|ξ|2dM −
∫
M

|∇f |2dM,

i.e., ∫
M

|∇f + cξ|2dM = 2c2
(
E(ξ)− c−2E(∇f)

)
. (39)

Dáı, obtemos E(ξ)− c−2E(∇f) ≥ 0, que é equivalente a (35), e se ocorre a igualdade em

tal relação, devemos ter

∇f = −cξ. (40)

Além disso, tomando a derivada covariante em (40) e utilizando a equação (19)

deduzimos

∇X∇f + cfX = −cϕ(X).

Dessa última igualdade, desde que ϕ é antissimétrica, obtemos, para qualquer X ∈ X(M),

∇X∇f = −cfX.

Portanto, pelas hipóteses sobre f , podemos, novamente, aplicar o Teorema B

em Reilly (1980) para garantir que M é isométrica a bola geodésica sobre Sn(c). Como,

por hipótese, o bordo ∂M é totalmente geodésico, conclúımos que M é isométrica ao
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hemisfério de Sn(c), como queŕıamos demonstrar. �
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4 VARIEDADES ESTÁTICAS E ESPAÇOS CRÍTICOS RELACIONADOS

Neste caṕıtulo, iremos obter resultados de rigidez para espaços cŕıticos sob a

condição da curvatura de Weyl ser radialmente nula. Tais espaços satisfazem um sistema

de equações com duas constantes reais e para determinadas escolhas das constantes envol-

vidas em tal sistema vamos estudar as seguintes estruturas: 1. triplas estáticas positivas,

ou simplesmente, métricas estáticas, 2. métricas cŕıticas Miao-Tam e 3. métricas cŕıticas

do funcional curvatura escalar total, ou simplesmente, métricas CPE. Os teoremas dessa

parte baseiam-se no artigo On static manifolds and related critical spaces with zero radial

Weyl curvature (2019), escrito pelo autor em parceira com A. Barros, H. Baltazar e R.

Batista.

4.1 Definições e resultados existentes

Motivados em unificar nossos resultados, definiremos um espaço cŕıtico como

um dos três espaços descritos na introdução da tese como segue.

Definição 4.1. Um espaço cŕıtico é uma tripla (Mn, g, f), n ≥ 3, onde (Mn, g) é

uma variedade riemanniana compacta com curvatura escalar constante que admite uma

solução f suave e não constante para o sistema de equações

− (∆gf)g +∇2
gf − fRicg = µRicg + λ g, (41)

onde Ricg, ∆g e ∇2
g denotam, respectivamente, o tensor de Ricci, o operador laplaciano

e a forma hessiana, enquanto que (µ, λ) são constantes reais dadas por (0, 0) ou (0, 1)

ou

(
1,−R

n

)
. Além disso, se (µ, λ) = (0, 0) ou (0, 1), a variedade considerada deve ser

compacta com bordo não vazio ∂M e sua função potencial f deve ser não negativa e

f−1(0) = ∂M . Finalmente, se (µ, λ) =

(
1,−R

n

)
, a variedade M deve ser considerada

sem bordo.

Para simplificar a notação, a partir de agora, exceto quando mencionado, de-

notaremos as quantidades relacionadas à métrica g sem o sub́ındice g.

Como já observamos, as classes de variedades que satisfazem a Definição 4.1

que devemos considerar aqui devem ser:

• Triplas estáticas positivas: (µ, λ) = (0, 0);

• Métricas cŕıticas Miao-Tam: (µ, λ) = (0, 1);

• Métricas CPE: (µ, λ) = (1,−R/n).

Detalharemos as estruturas acima com a apresentação de resultados e exemplos
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que motivam nossos teoremas de rigidez.

Consideremos (Mn, g) uma variedade riemanniana com bordo suave conexo

∂M e seja γ uma métrica riemanniana fixada no bordo. Consideremos ainda, o seguinte

espaço

Mγ = {g métrica riemanniana em M tal que g|T∂M = γ},

o qual é uma variedade suave, veja (Freed e Groisser (1989); Gil-Medrano e Michor (1991)).

Com as notações deste mesmo trabalho, Miao e Tam (2009) mostraram que o conjunto

MR
γ = {g ∈Mγ; a curvatura escalar Rg é constante igual a R}

é localmente uma subvariedade deMγ desde que zero não seja um autovalor de Dirichlet

do operador (n− 1)∆g +R. Com este resultado em mãos, eles provaram um teorema que

servirá como base para definir as métricas cŕıticas de Miao-Tam.

Relembremos que o funcional volume V :Mγ → R é dado por

V (g) =

∫
M

dVg,

cuja linearização é escrita como

V ′g (h) =
∂

∂t
V (g(t))

∣∣∣
t=0

=
1

2

∫
M

trgh dVg.

A saber, Miao e Tam (2009) mostraram o seguinte resultado de caracterização

para as métricas cŕıticas do funcional V restrito ao espaço MR
γ .

Teorema 4.1 (Miao e Tam, 2009). Seja g ∈MR
γ tal que o primeiro autovalor de Dirichlet

de (n − 1)∆g + R é positivo. Então g é ponto cŕıtico do funcional volume V (·) em MR
γ

se, e somente se, existe uma função f em M tal que{
−(∆f)g +∇2f − fRic = g, em M

f = 0, sobre ∂M.
(42)

Por simplicidade, seguindo a notação usada por Barros, Diógenes e Ribeiro Jr.

(2014) estas métricas recebem a seguinte definição.

Definição 4.2. Uma métrica cŕıtica de Miao-Tam é uma tripla (Mn, g, f), n ≥ 3,

onde (Mn, g) é uma variedade riemanniana compacta e conexa com bordo suave ∂M e f é

uma função suave em M tal que f−1(0) = ∂M e satisfaz ao seguinte sistema de equações:

− (∆f)g +∇2f − fRic = g. (43)
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Tal função f será chamada de função potencial.

Abaixo apresentamos alguns exemplos que foram constrúıdos por Miao e Tam

(2009).

Exemplo 4.1. Considere Mn ⊂ Rn uma bola geodésica centrada na origem de raio R0

e a função f definida por f(x) =
R2

0

2(n− 1)
− |x|2

2(n− 1)
. Consideremos em Rn a métrica

canônica g e em M a métrica restrita. Dáı, temos

∇2f = − 1

n− 1
g e ∆f = − n

n− 1
.

Portanto,

−(∆f)g +∇2f − fRic =
n

n− 1
g − 1

n− 1
g = g,

e além disso f−1(0) = ∂M. Logo (Mn, g, f) é uma métrica cŕıtica de Miao-Tam.

Exemplo 4.2. Considere Ln+1 = (Rn+1, ds2), onde ds2 = dx2
1 + ...+dx2

n−dt2. Considere

Hn = {(x1, ..., xn, t) ∈ Ln+1; x2
1 + ... + x2

n − t2 = −1, t ≥ 1} mergulhado em Ln+1 e

seja g a métrica induzida. Nessas condições g é uma métrica riemanniana. Agora fixe

p = (0, ..., 0, 1) ∈ Hn e considere Mn ⊂ Hn uma bola geodésica centrada em p de raio R0

e a função f definida por f(x1, ..., xn, t) = 1
n−1

(
1− cosh r

coshR0

)
= 1

n−1

(
1− t

coshR0

)
, onde r é

a distância geodésica de (x1, ..., xn, t) à p. Assim t = cosh r e t é a função altura relativa

a p. Dáı,

∇2f = − 1

(n− 1) coshR0

∇2(t) = − t

(n− 1) coshR0

g.

Portanto, temos

−(∆f)g +∇2f − fRic =
nt

(n− 1) coshR0

g − t

(n− 1) coshR0

g

+
1

n− 1

(
1− t

coshR0

)
(n− 1)g

=
nt− t+ (n− 1) coshR0 − (n− 1)t

(n− 1) coshR0

g

= g,

e f−1(0) = ∂M. Assim (Mn, g, f) é uma métrica cŕıtica de Miao-Tam.

Por fim, de modo análogo ao exemplo anterior, temos que a bola geodésica da

esfera também é uma métrica cŕıtica de Miao-Tam. Mais precisamente, temos o seguinte

exemplo.

Exemplo 4.3. Considere Sn ⊂ Rn+1 e p = (0, ..., 0, 1) ∈ Sn. Sejam Mn ⊂ Sn um bola

geodésica centrada em p de raio R0 <
π

2
e f a função definida por f(x1, ..., xn, t) =
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1
n−1

(
t

cosR0
− 1
)

= 1
n−1

(
cos r

cosR0
− 1
)
, onde r é a distância geodésica de (x1, ..., xn, t) à p.

Assim t = cos r e t é a função altura relativa a p. Dáı, obtemos

∇2f =
1

(n− 1) cosR0

∇2(t) = − t

(n− 1) cosR0

g.

Portanto,

−(∆f)g +∇2f − fRic =
nt

(n− 1) cosR0

g − t

(n− 1) cosR0

g

− 1

n− 1

(
t

cosR0

− 1

)
(n− 1)g

=
nt− t− (n− 1)t+ (n− 1) cosR0

(n− 1) coshR0

g

= g,

e f−1(0) = ∂M. Assim (Mn, g, f) é uma métrica cŕıtica de Miao-Tam.

Vale observar que os três exemplos acima possuem curvatura escalar constante,

e isto não é de todo surpreendente uma vez que se (Mn, g) satisfaz isoladamente à equação

(43) para alguma função suave f sobre M , então sua curvatura escalar deve ser constante.

De fato, tomando o divergente na equação (43), obtemos

f∇Rg = 0. (44)

Logo, se ∇Rg(p) 6= 0 para algum p ∈ M , então ∇Rg 6= 0 em algum conjunto aberto

não vazio U ⊂ M . Assim, deveŕıamos ter f ≡ 0 em U , o que não pode ocorrer devido

(43). Portanto, Rg é constante sobre M . Consequentemente, podemos assumir que Rg =

n(n− 1)ε, ε = −1, 0, 1.

Motivados pela caracterização do Teorema 4.1, Miao e Tam provaram a se-

guinte caracterização das métricas cŕıticas em formas espaciais.

Teorema 4.2 (Miao, Tam, 2009). Se M é um domı́nio limitado com bordo suave em Rn,

Hn ou Sn (caso Mn ⊂ Sn, suponha ainda que V (M) < 1
2
V (Sn)). Então a correspondente

métrica nesse espaço é um ponto cŕıtico do funcional volume V (·) em MR
γ se, e somente

se, M é uma bola geodésica.

Em função do Teorema 4.2, podemos formular o seguinte questionamento.

Questão 4.1. As bolas geodésicas das formas espaciais simplesmente conexas Rn, Sn e

Hn são as únicas métricas cŕıticas de Miao-Tam?

Em busca de respostas para a questão 4.1, Miao-Tam (2011) consideraram este

problema com a hipótese da métrica ser de Einstein e obtiveram a seguinte resposta.
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Teorema 4.3 (Miao, Tam, 2011). Seja (Mn, g, f) uma métrica cŕıtica de Miao-Tam

Einstein e bordo ∂M suave. Então (Mn, g) é isométrica a uma bola geodésica em Rn, Hn

ou Sn.

Em 2017, Baltazar e Ribeiro Jr. mostraram que a hipótese Einstein sobre a

variedade pode ser substitúıda por tensor de Ricci paralelo, melhorando o Teorema 4.3.

Baseados nas técnicas de Kobayashi e Obata (1981), Miao e Tam substitúıram

a hipótese sobre a métrica ser de Einstein por localmente conformemente plana e bordo

isométrico à esfera. Mais precisamente, eles provaram o seguinte teorema.

Teorema 4.4 (Miao, Tam, 2011). Seja (Mn, g, f) uma métrica cŕıtica de Miao-Tam

simplesmente conexa e com bordo isométrico à esfera canônica. Se (Mn, g) é localmente

conformemente plana, então (Mn, g) é isométrica a uma bola geodésica em Rn, Hn ou

Sn.

Caso a dimensão seja n = 3 ou n = 4, Barros et al. (2014) mostraram que o

Teorema 4.4 é verdadeiro se considerarmos g uma métrica Bach-flat ao invés de localmente

conformemente plana. Além disso, H. Baltazar, R. Batista e K. Bezerra, inspirados nas

ideias desenvolvidas pelo trabalho de Miao and Tam (2011) (veja também os artigos de

Kobayashi (1982), e Kobayashi e Obata (1981) (para o caso estático)), mostraram que no

resultado de Miao-Tam pode-se substituir a hipótese de localmente conformemente plana

pela condição Bach-flat, e para mais detalhes veja o Teorema 2 em Baltazar, Batista e

Bezerra (2017).

Continuando nosso estudo, relembremos que uma variedade riemanniana (M, g)

tem curvatura de Weyl radial nula com respeito a uma função potencial f sobre M se

i∇fW = W (. , . , . ,∇f) = 0. (45)

A condição de variedades riemannianas ter curvatura de Weyl radial nula vem sendo

estudada por muitos autores em diferentes tipos de estruturas. Destacamos, em especial,

que Catino (2012) provou que uma variedade quasi-Einstein generalizada satisfazendo (45)

deve ser localmente um produto warped e tal hipótese não pode ser removida conforme

podemos constatar na Observação 1.2 do referido artigo.

Baseado nas considerações acima, temos um resultado de classificação para

métricas cŕıticas de Miao-Tam sob a hipótese i∇fW = 0. Mais precisamente, temos o

seguinte teorema, cuja demonstração será dada mais adiante neste caṕıtulo.

Teorema 4.5. Seja (Mn, g, f), n ≥ 5, uma métrica cŕıtica de Miao-Tam com i∇fW = 0.

Então (M, g), ou é isómetrica a (I × N, ds2 + r2h), onde I é um intervalo finito de R
contendo a origem 0, (N, h) é uma variedade Einstein compacta sem bordo com Ric =

(n−2)κ0h, para alguma constante κ0, r é uma função positiva em I satisfazendo r′(0) = 0
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bem como

r′′ +
R

n(n− 1)
r = ar1−n

para alguma constante a > 0, e κ0 satisfaz a equação

(r′)2 +
R

n(n− 1)
r2 +

2a

n− 2
r2−n = κ0,

ou M é uma bola geodésica em uma forma espacial simplesmente conexa Rn, Hn, Sn, ou

(M, g) é coberta por um dos produtos warpeds tendo Z2 como grupo de recobrimento.

Como consequência imediata do Teorema 4.5, deduzimos o seguinte resultado

de rigidez, que responde a Questão 4.1 sob determinada condição.

Corolário 4.1. Seja (Mn, g, f), n ≥ 5, uma métrica Miao-Tam simplesmente conexa

com bordo isométrico à esfera canônica Sn−1. Se i∇fW = 0, então (Mn, g) é isométrico

à bola geodésica na forma espacial simplesmente conexa Rn, Hn ou Sn.

Além disso, trabalharemos com métricas estáticas positivas, e assim como foi

feito com a primeira estrutura, detalharemos a segunda que é obtida a partir de (41) com

(µ, λ) = (0, 0). Mais explicitamente,

Definição 4.3. Uma tripla estática positiva (Mn, g, f) é uma variedade riemanniana

completa e conexa, com bordo suave ∂M (possivelmente não vazio) e f é uma função suave

em M que é não negativa f , ∂M = f−1(0) satisfazendo

− (∆f)g +∇2f − fRic = 0. (46)

Métricas estáticas apareceram no contexto de Relatividade Geral através do

estudo das equações de Einstein. De fato, o núcleo do operador L∗g(f) = −(∆f)g+∇2f−
fRic está relacionado a espaços-tempo estáticos em Relatividade Geral. Do ponto de

vista f́ısico,

V = R×M, g = −f 2dt2 + g,

onde (M, g) é uma variedade riemanniana e f é uma função positiva sobre M , representa

uma variedade lorentziana de dimensão n+1. Neste caso, dizemos que (V , g) é um vacuum

espaço-tempo estático com constante cosmológica Λ, se ela satifaz à equação de Einstein

Ricg = Λg. (47)

A equação de Einstein (47) pode ser reescrita em termos de g e f como

∇2
gf = f(Ricg − Λg) (48)



45

e

∆gf = −Λf, (49)

onde Ricg, ∇2
g e ∆g denotam, respectivamente, o tensor de Ricci, a forma hessiana e o

operador de Laplace sobre a variedade riemanniana (M, g). Tomando o traço na equação

(48) e usando (49), obtemos a relação

Rg = (n− 1)Λ,

de onde vem a motivação para a Definição 4.3. A hipersuperf́ıcie R×∂M do espaço-tempo

V é chamada de horizonte de evento cosmológico. Com um abuso de linguagem, o bordo

∂M de M também é chamado de horizonte de evento cosmológico.

Muitos resultados de classificação são conhecidos na literatura, principalmente

nos casos de curvatura escalar nula e curvatura escalar negativa, por exemplo, o leitor

pode verificar: Israel (1967), Chase (1970), Wald (1984), Anderson (2000), Anderson et al.

(2002) e Wang (2005). Ademais, um fato bastante conhecido é que a curvatura escalar de

uma métrica estática é constante, tal como acontece no caso de métricas cŕıticas de Miao-

Tam. Uma prova deste resultado pode ser encontrada em Corvino (2000). Sendo assim,

neste trabalho daremos atenção às métricas estáticas com curvatura escalar constante

positiva, a qual podemos considerar, a menos de scaling, Rg = n(n− 1).

Vejamos abaixo um exemplo de métrica estática com curvatura escalar posi-

tiva.

Exemplo 4.4 (Métrica estática com curvatura escalar positiva). Considere (Mn, g) =

(Sn+, g) o hemisfério superior unitário em Rn+1 dotado com a métrica euclidiana g. Con-

sequentemente, o bordo ∂M = Sn−1 é o equador e se p é o pólo de Sn+, a função altura

correspondente dada por

h(x) = g(x, p), ∀x ∈ Sn+

é positiva sobre Sn+, se anula ao longo de ∂M e satisfaz à equação tipo Obata

∇2h = −hg.

Portanto, a Definição 4.3 é satisfeita, concluindo que (Sn+, g, h) é uma tripla estática com

curvatura escalar positiva.

Para este caso, em (1984), Boucher, Gibbons e Horowitz propuseram um pro-

blema, ainda em aberto, que ficou conhecido como Cosmic no-hair conjecture. Abaixo

explicitamos tal problema.

Conjectura 4.1 (Cosmic no-hair conjecture). A única tripla estática compacta simples-
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mente conexa (Mn, g, f) de dimensão n, com curvatura escalar positiva e bordo conexo

∂M é dada por um hemisfério canônico Sn+, onde a função f é a função altura correspon-

dente.

A conexidade do bordo é essencial na Conjectura 4.1 uma vez que exemplos

de métricas estáticas com bordo duplo são conhecidos, por exemplo, o espaço-tempo de

Nariari. Para detalhes, veja Hijazi et al. (2015b).

Algumas respostas parciais para esta conjectura foram obtidas. Por exemplo,

se (Mn, g) é de Einstein, o Teorema B (tipo Obata) em Reilly (1980) resolve a conjectura.

Assumindo que a métrica estática g seja localmente conformemente plana, Kobayashi

(1982) e Lafontaine (1983) provaram, independentemente, que a conjectura é verdadeira.

Ademais, espaços estáticos com a condição de curvatura de Weyl radialmente nula foram

investigados em H. Baltazar e E. Ribeiro Jr. (2018), e em tal trabalho, os autores provaram

que, se uma tripla estática positiva (Mn, g, f) tem curvatura seccional não negativa e

i∇fW = 0, então, a menos de um quociente finito, Mn é isométrico ou a um hemisfério

canônico Sn+ ou ao cilindro canônico sobre Sn−1. Inspirados nos resultados anteriores,

classificaremos tripla estática positiva sob a condição i∇fW = 0 sem a hipótese adicional,

i.e., temos o seguinte teorema.

Teorema 4.6. Seja (Mn, g, f), n ≥ 5, uma tripla estática positiva n-dimensional com

curvatura escalar R = n(n − 1). Suponha que (Mn, g) satisfaz i∇fW = 0. Então

(Mn, g, f) é coberta por uma das triplas estáticas descritas no Teorema 1.1.

Por fim, descreveremos a última estrutura que é obtida escolhendo os parâmetros

µ e λ, respectivamente, por 1 e −R/n na equação (41).

Seja M o conjunto das métricas riemannianas de uma variedade compacta

(fechada) Mn, para cada g ∈M tem-se que Rg é uma função suave em Mn, dessa forma

temos a seguinte aplicação L :M→ C∞(M) que associa cada métrica riemanniana sua

função curvatura escalar. A linearização de L em g é dada por

Lg(h) =
d

dt
Rg+th |t=0= −∆tr(h) + div(div(h))− 〈h,Ric〉,

onde h é um 2−tensor simétrico. Considerando Lg uma aplicação linear do espaço vetorial

dos 2−tensores simétricos S2(M) no espaço vetorial das funções suaves de Mn podemos

usar integração por partes e encontrar o L2−adjunto L∗g : C∞ → S2(M). De fato, usando

coordenadas temos ∫
M

Lg(h)f dMg =

∫
M

hL∗g(f) dMg,

e, portanto, L∗g(f) = −(∆f)g +∇2f − fRic.
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Por outro lado, via integração sobre M podemos definir o seguinte funcional.

Definição 4.4. Dada uma variedade riemanniana compacta (Mn, g) definimos o funcio-

nal curvatura escalar total R :M→ R por

R(g) =

∫
M

RgdMg. (50)

O estudo dos pontos cŕıticos deste funcional restrito a alguns subconjuntos

espećıficos de métricas deram origem a alguns resultados e problemas interessantes. Con-

sideremos agora o subconjunto de M das métricas de volume unitário M1 = {g ∈
M ;V olg(M) = 1}. A derivada do funcional R restrito a M1 em g na direção de um

2−tensor h é dada por

R′g(h) =

∫
M

〈−Ric+
Rg

n
g, h〉g dMg.

Portanto, os pontos cŕıticos desse funcional são precisamente as métricas Einstein, veja

o livro de Besse (1987), Caṕıtulo 14. Além disso, com essas considerações, é sabido que

a equação de Euler-Lagrange de R restrido ao conjunto C ⊂ M, que são as métricas

riemannianas com curvatura escalar constante, pode ser escrita da seguinte forma

L∗g(f) = Ric− R

n
g,

e assim, temos a seguinte definição.

Definição 4.5. Uma métrica CPE (critical point equation) é uma tripla (Mn, g, f), onde

(Mn, g) é uma variedade riemanniana orientada compacta sem bordo de dimensão n ≥ 3,

volume unitário e curvatura escalar constante, e f é uma função em M que satisfaz a

seguinte equação de estrutura

Ric− R

n
g = −(∆f)g +∇2f − fRic. (51)

Quando f = 0, a equação (51) se reduz a Ric =
R

n
g, isto é, uma métrica

Einstein. Além disso, a única solução conhecida com f não constante até o presente

momento é o caso da esfera canônica Sn com f sendo uma função altura.

Em torno da década de oitenta do século XX, conjecturou-se que toda métrica

CPE deve ser Einstein. Tal conjectura (ver Conjetura 1.1) foi enunciada na introdução
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desse trabalho. Ademais, tomando o traço em (51), obtemos

∆f +
R

n− 1
f = 0,

e, portanto, se
R

n− 1
não é um autovalor positivo do laplaciano, então f = 0 e a conjectura

é verdadeira; caso contrário, f é uma autofunção do laplaciano de média nula e pela teoria

espectral, R é positivo. Um resultado basilar na classificação de variedades compactas,

devido a Obata, nos permite reescrever a conjectura CPE como um problema de rigidez,

para esclarecer essa observação relembremos o seguinte resultado.

Teorema 4.7. (Obata, 1962) Uma variedade riemanniana compacta de dimensão n ≥ 2

admite uma função não-constante f satisfazendo

∇2f = −c2fg

se, e somente, se a variedade é isométrica à esfera Sn(c) de raio
1

c
, com c > 0.

Tal teorema, permite-nos reescrever a conjectura CPE como um resultado de

rigidez, isto é,

Conjectura 4.2. Seja (Mn, g, f) uma métrica CPE. Então g é Einstein, Mn = Sn(r) e

f é uma função altura.

Respostas parciais foram obtidas ao longo dos últimos anos para a conjectura

CPE, porém, o problema continua em aberto até o presente momento. Como último resul-

tado desse caṕıtulo, refinamos os resultados de Lafontaine (1983), bem como o Teorema

1 em Baltazar (2017), provando o seguinte teorema.

Teorema 4.8. A Conjectura 1.1 é verdadeira para variedades compactas de dimensão n,

n ≥ 5, satisfazendo i∇fW = 0.

4.2 Resultados chaves

Nessa subseção, apresentamos uma igualdade que será útil para nosso traba-

lho, bem como uma expressão para um espaço cŕıtico.

Tomando o traço na equação (41), que reescrevemos em termos de coordenadas

por −∆f gij +∇i∇jf − fRij = µRij + λgij, obtemos

−n∆f + ∆f − fR = µR + nλ



49

e, consequentemente,

−(n− 1)∆f = (µ+ f)R + nλ,

ou seja,

∆f +
(µ+ f)R + nλ

n− 1
= 0. (52)

Relembremos a seguir um 3−tensor definido no trabalho de Barros, Diógenes

e Ribeiro Jr. (2014) (veja também Barros e Ribeiro Jr. (2014)),

Tijk =
n− 1

n− 2
(Rik∇jf −Rjk∇if)− R

n− 2
(gik∇jf − gjk∇if)

+
1

n− 2
(gikRjs∇sf − gjkRis∇sf). (53)

O tensor Tijk tem as mesmas propriedades que o tensor de Cotton. Um cálculo direto,

implica

(µ+ f)Cijk = Tijk +Wijkl∇lf. (54)

De fato, pela equação de estrutura de espaços cŕıticos, escrita em coordenadas,

temos

fRjk + µRjk + λgjk = ∇j∇kf − (∆f)gjk,

e assim,

(∇if)Rjk + f∇iRjk + µ∇iRjk = ∇i∇j∇kf − (∇i∆f)gjk,

de onde inferimos

(µ+ f)∇iRjk = −(∇if)Rjk +∇i∇j∇kf − (∇i∆f)gjk.

Analogamente,

(µ+ f)∇jRik = −(∇jf)Rik +∇j∇i∇kf − (∇j∆f)gik.

Dáı,

(µ+ f)(∇iRjk −∇jRik) = (∇i∇j∇kf −∇j∇i∇kf) +
R

n− 1
(∇ifgjk −∇jfgik)

−(∇ifRjk −∇jfRik),

consequentemente,
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(µ+ f)Cijk = Rijkl∇lf +
R

n− 1
(∇ifgjk −∇jfgik)− (∇ifRjk −∇jfRik). (55)

Pela equação (9), obtemos

Rijkl∇lf = Wijkl∇lf +
1

n− 2
(Rikgjl +Rjlgik −Rilgjk −Rjkgil)∇lf

− R

(n− 1)(n− 2)
(gjlgik − gilgjk)∇lf,

e, por conseguinte, substituindo essa expressão em (55), inferimos

(µ+ f)Cijk = Wijkl∇lf +
1

n− 2
(Rik∇jf +Rjl∇lfgik −Ril∇lfgjk −Rjk∇if)

− R

(n− 1)(n− 2)
(∇jfgik −∇ifgjk) +

R

n− 1
(∇ifgjk −∇jfgik)

−(∇ifRjk −∇jfRik)

= Wijkl∇lf +
1

n− 2
(gikRjl∇lf − gjkRil∇lf) +

n− 1

n− 2
(Rik∇jf −Rjk∇if)

− R

n− 2
(gik∇jf − gjk∇if)

= Wijkl∇lf + Tijk,

provando (54).

O tensor T em (53) desempenha um papel fundamental no estudo dos conjun-

tos de ńıveis da função potencial f (veja, por exemplo, a Proposição 1 de Barros, Diógenes

e Ribeiro Jr. (2014)).

Para o nosso propósito, precisamos da seguinte fórmula do tipo Bochner es-

tabelecida para as métricas V−estáticas, que foi provada por Baltazar e Ribeiro Jr. em

(2018). No nosso caso, se a variedade satisfaz (41), adaptando a prova de tais autores

podemos deduzir uma fórmula divergente para um espaço cŕıtico. Porém, antes de expli-

citar tal expressão, que está contida na Proposição 4.1, vejamos a seguir três lemas, cujas

provas são dadas de forma análoga ao que é feita no trabalho citado acima, e dessa forma,

tais demonstrações não serão apresentadas, podendo o leitor consultar Baltazar e Ribeiro

Jr. (2018).

Lema 4.1. Seja (Mn, g) uma variedade riemanniana compacta com curvatura escalar

constante e f uma função suave sobre Mn satisfazendo a equação (41). Então temos

(µ+f)(∇iRjk−∇jRik) = Rijkl∇lf +
R

n− 1
(∇i(µ+f)gjk−∇jfgik)− (∇ifRjk−∇jfRik),

onde µ ∈ R.
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De forma análoga, obtemos uma fórmula divergente para qualquer variedade

riemanniana (Mn, g) com curvatura escalar constante.

Lema 4.2. Sejam (Mn, g) uma variedade riemanniana conexa com curvatura escalar

constante e f : M → R uma função suave definida sobre M . Então

div((µ+ f)∇|Ric|2) = −(µ+ f)|Cijk|2 + 2(µ+ f)|∇Ric|2 + 〈∇(µ+ f),∇|Ric|2〉

+
2n

n− 2
(µ+ f)RijRikRjk −

4n− 2

(n− 1)(n− 2)
(µ+ f)R|R̊ic|2

− 2

n(n− 2)
(µ+ f)R3 + 2∇i((µ+ f)CijkRjk)

+2Cijk∇j(µ+ f)Rik − 2(µ+ f)WijklRikRjl,

onde µ ∈ R.

Procederemos deduzindo uma outra fórmula divergente que desempenhará um

papel crucial na prova da Proposição 4.1.

Lema 4.3. Seja (Mn, g, f, µ, λ) um espaço cŕıtico. Então

1

2
div((µ+ f)∇|Ric|2) = −(µ+ f)|Cijk|2 + (µ+ f)|∇Ric|2 + 〈∇f,∇|Ric|2〉 − λn

n− 1
|R̊ic|2

+2∇i((µ+ f)CijkRjk).

Finalmente, apresentamos a proposição que contém uma fórmula divergente

para um espaço cŕıtico.

Proposição 4.1. Seja (Mn, g, f, µ, λ) um espaço cŕıtico. Então:

1

2
div((µ+ f)∇|Ric|2) = (µ+ f)

(
|∇Ric|2 +

n− 2

n− 1
|Cijk|2

)
+

λn

n− 1
|R̊ic|2

+(µ+ f)

(
2R

n− 1
|R̊ic|2 +

2n

n− 2
tr(R̊ic

3
)

)
−2(µ+ f)WijklRikRjl −

n− 2

n− 1
CijkWijkl∇lf.

Demonstração: Por (54), temos

(µ+ f)|Cijk|2 = TijkCijk +Wijkl∇lfCijk

=
n− 1

n− 2
(Rik∇jf −Rjk∇if)Cijk +Wijkl∇lfCijk

=
n− 1

n− 2
Rik∇jfCijk −

n− 1

n− 2
Rjk∇ifCijk +Wijkl∇lfCijk

=
2(n− 1)

n− 2
Rik∇jfCijk +Wijkl∇lfCijk,
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onde usamos a antissimetria do tensor de Cotton. Substituindo esse dado no Lema 4.2,

obtemos

div((µ+ f)∇|Ric|2) = −(µ+ f)|Cijk|2 + 2(µ+ f)|∇Ric|2 + 〈∇(µ+ f),∇|Ric|2〉

+
2n

n− 2
(µ+ f)RijRikRjk −

4n− 2

(n− 1)(n− 2)
(µ+ f)R|R̊ic|2

− 2

n(n− 2)
(µ+ f)R3 + 2∇i((µ+ f)CijkRjk)

−2(µ+ f)WijklRikRjl +
n− 2

n− 1
(µ+ f)|Cijk|2

−n− 2

n− 1
Wijkl∇lfCijk

= − 1

n− 1
(µ+ f)|Cijk|2 + 2(µ+ f)|∇Ric|2 + 〈∇(µ+ f),∇|Ric|2〉

+
2n

n− 2
(µ+ f)RijRikRjk −

4n− 2

(n− 1)(n− 2)
(µ+ f)R|R̊ic|2

− 2

n(n− 2)
(µ+ f)R3 + 2∇i((µ+ f)CijkRjk)

−2(µ+ f)WijklRikRjl −
n− 2

n− 1
Wijkl∇lCijk.

Comparando essa última expressão com o Lema 4.3, inferimos(
1− 1

2

)
div((µ+ f)∇|Ric|2) = − 1

n− 1
(µ+ f)|Cijk|2 + 2(µ+ f)|∇Ric|2

+〈∇(µ+ f),∇|Ric|2〉+
2n

n− 2
(µ+ f)RijRikRjk

− 4n− 2

(n− 1)(n− 2)
(µ+ f)R|R̊ic|2 − 2

n(n− 2)
(µ+ f)R3

+2∇i((µ+ f)CijkRjk)− 2(µ+ f)WijklRikRjl

−n− 2

n− 1
Wijkl∇lCijk + (µ+ f)|Cijk|2 − (µ+ f)|∇Ric|2

−〈∇f,∇|Ric|2〉+
nλ

n− 1
|R̊ic|2 − 2∇i((µ+ f)CijkRjk),

i.e.,

1

2
div((µ+ f)∇|Ric|2) =

(
n− 2

n− 1
|Cijk|2 + |∇Ric|2

)
(µ+ f) +

nλ

n− 1
|R̊ic|2

+
2n

n− 2
(µ+ f)RijRikRjk −

4n− 2

(n− 1)(n− 2)
(µ+ f)R|R̊ic|2

− 2

n(n− 2)
(µ+ f)R3 − n− 2

n− 1
Wijkl∇lCijk

−2(µ+ f)WijklRikRjl.
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Por outro lado, desde que R̊ij = Rij −
R

n
gij, temos

(µ+ f)RijRikRjk = (µ+ f)R̊ijR̊ikR̊jk +
3

n
(µ+ f)R|R̊ic|2 + (µ+ f)

R3

n2
,

e então

1

2
div((µ+ f)∇|Ric|2) =

(
n− 2

n− 1
|Cijk|2 + |∇Ric|2

)
(µ+ f) +

nλ

n− 1
|R̊ic|2

+(µ+ f)

(
2n

n− 2
tr(R̊ic

3
) +

2

n− 1
R|R̊ic|2)

)
−2(µ+ f)WijklRikRjl −

n− 2

n− 1
CijkWijkl∇lf,

o que prova a proposição. �

4.3 Lemas chaves

Nessa subseção estão contidos os lemas necessários para a prova dos teoremas

enunciados no ińıcio desse caṕıtulo. Iniciaremos essa seção mostrando que, em um ponto

regular q ∈ M , o gradiente da função potencial é um autovetor do tensor de Ricci, se

(M, g) satisfaz a condição da curvatura de Weyl ser radialmente nula.

Lema 4.4. Seja (Mn, g, f, µ, λ) um espaço cŕıtico satisfazendo i∇fW = 0. Suponha que

q ∈ M é um ponto regular de f , i.e., |∇f |(q) 6= 0. Então, ∇f é um autovetor para o

tensor de Ricci.

Demonstração: Pela equação (12) conjuntamente com a relação (54) e nossa hipótese

sobre o tensor de Weyl, deduzimos que

Tijk∇kf = (µ+ f)Cijk∇kf

= −n− 2

n− 3
(µ+ f)[∇l(Wijkl∇kf)−Wijkl∇l∇kf ]

=
n− 2

n− 3
(µ+ f)Wijkl∇l∇kf

= 0,

onde no último passo usamos o fato do tensor de Weyl ser antissimétrico combinado com

a propriedade simétrica do operador hessiano.

Agora, considere um referencial ortonormal {e1, . . . , en} diagonalizando Ric

no ponto q ∈ Mn tal que ∇f(q) 6= 0, a saber, temos que Ric(ei) = αiei, onde αi são os

autovalores associados.
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Dáı, pela equação (53), temos

0 = Tijk∇kf =
n− 1

n− 2
(Rik∇jf∇kf −Rjk∇if∇kf)− R

n− 2
(gik∇jf∇kf − gjk∇if∇kf)

+
1

n− 2
(gikRjs∇sf∇kf − gjkRis∇sf∇kf)

=
n− 1

n− 2
(Rik∇jf∇kf −Rjk∇if∇kf)− R

n− 2
(∇jf∇if −∇if∇jf)

+
1

n− 2
(Rjk∇kf∇if −Rik∇kf∇jf),

i.e.,

Rjk∇kf∇if −Rik∇kf∇jf = 0

e, então, em q ∈M, obtemos

(αj − αi)∇if ∇jf = 0, (56)

consequentemente, se considerarmos o seguinte conjunto não vazio L = {i;∇if 6= 0},
então de (56) inferimos αi = α, para todo i ∈ L, e

Ric(∇f) = Ric
(∑
i∈L

∇ifei

)
=
∑
i∈L

∇ifαiei = α∇f,

o que de fato queŕıamos provar. �

No que se segue, seja q ∈ Mn um ponto regular arbitrário, e considere um

referencial ortonormal {e1, . . . , en} em uma vizinhança de q contida em M tal que e1 =

− ∇f
|∇f |

. Procedendo de maneira similar ao trabalho de Baltazar, Batista e Bezerra (2017),

podemos verificar que

(µ+ f)|R̊ic|2 = 〈∇R̊11,∇f〉+ R̊11∆f. (57)

De fato, usando a identidade de Bianchi contráıda duas vezes (4) juntamente com

−(∆f)gij +∇i∇jf − fRij = µRij + λgij (58)

e

(µ+ f)R̊ij = ˚∇i∇j f (59)

obtemos

div(R̊ic(∇f)) = ∇i(R̊ij∇jf)
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= R̊ij(λgij + (µ+ f)Rij + (∆f)gij)

= (µ+ f)R̊ijRij

= (µ+ f)|R̊ic|2.

Por outro lado, temos R̊ic(∇f) = R̊11∇f , e consequentemente, deduzimos

div(R̊ic(∇f)) = ∇i(R̊11∇if)

= ∇iR̊11∇if + R̊11∇i∇if,

e, portanto, temos (57).

Na sequência, por (54) juntamente com o fato que ∇f é um autovetor para

Ric, definiremos um 2−tensor auxiliar WR
ik que desempenhará um papel fundamental na

demonstração de nossos principais resultados. Tal tensor é definido por

WR
ik :=

(n− 2)2

(n− 1)(n− 3)

(µ+ f)2

|∇f |2
WijklRjl,

para i, k = 2, . . . , n. Em particular, derivamos uma expressão útil para a norma quadrada

do tensor de Ricci sem traço.

Lema 4.5. Seja (Mn, g, f, µ, λ) um espaço cŕıtico satisfazendo i∇fW = 0. Então, para

qualquer ponto regular, temos:

1. |R̊ic|2 =
n

n− 1
R̊2

11 + |WR|2.
2.

(
R̊2

11 +
1

n
|R̊ic|2

)
∆f +

1

2
∇f(|R̊ic|2) = (µ+ f)

(
− n− 2

2(n− 1)
|Cijk|2 + 2R̊11|R̊ic|2

)
−(µ+ f)tr(R̊ic

3
).

3.

|R̊ic|2∆f +
1

2
∇f(|R̊ic|2) = (µ+ f)

(
|Cijk|2 −∇p(CpijRij) +

n

n− 2
tr(R̊ic

3
)
)
.

4.
n− 2

n− 1
div(|WR|2∇f) = (µ+ f)

( n− 2

2(n− 1)
|Cijk|2 −∇p(CpijRij)

)
.

Demonstração: Pela relação (54), temos

(µ+ f)Cijk = Tijk.
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Além disso,

(µ+ f)Ci1k = Ti1k,

e dáı, considerando i, k = 2, . . . , n, temos que

(µ+ f)Cijk∇jf =

(
n− 1

n− 2
Rik −

R

n− 2
gik +

1

n− 2
R11gik

)
|∇f |2

=
n− 1

n− 2

(
R̊ik +

R̊11

n− 1
gik

)
|∇f |2. (60)

Por outro lado, levando em conta a hipótese sobre o tensor de Weyl, e usando (12) e (41),

obtemos

(µ+ f)Cijk∇jf = −
(
n− 2

n− 3

)
(µ+ f)∇lWijkl∇jf

=

(
n− 2

n− 3

)
(µ+ f)Wijkl∇l∇jf

=

(
n− 2

n− 3

)
(µ+ f)2WijklRjl, (61)

onde na última igualdade usamos apenas a equação fundamental (41). Dáı, comparando

as expressões obtidas em (60) e (61) deduzimos

WR
ik = R̊ik +

R̊11

n− 1
gik,

onde WR
ik é definido por WR

ik =
(n− 2)2

(n− 1)(n− 3)

(µ+ f)2

|∇f |2
WijklRjl, for i, k = 2, . . . , n.

Em particular, temos a seguinte expressão para a norma quadrada do tensor

de Ricci sem traço

|WR
ik |2 =

∑
i,k≥2

(WR
ik)2

=
∑
i,k≥2

(
R̊2
ik +

2

n− 1
R̊11R̊ik gik +

R̊2
11

(n− 1)2
g2
ik

)
= |R̊ic|2 − n

n− 1
R̊2

11,

o que prova o primeiro item do lema. Vejamos a seguir a verificação do segundo item.

Inicialmente, temos que

1

2
∇f(|R̊ic|2) = R̊ij∇kf∇kR̊ij

= R̊ij(∇i(R̊kj∇kf)−∇i∇kfR̊kj)

+
1

2
Ckij(R̊ij∇kf − R̊kj∇if).
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Pela definição do tensor T (veja a equação (53)) inferimos

n− 2

n− 1
CkijTijk = Ckij(Rik∇jf −Rjk∇if),

e por conseguinte,

−n− 2

n− 1
CikjTijk = Cikj(Rjk∇if −Rik∇jf)

= Ckji(Rij∇kf −Rkj∇if)

= 2R̊ij∇kfCkij,

i.e.,

R̊ij∇kfCkij = − n− 2

2(n− 1)
TijkCijk

= − n− 2

2(n− 1)
(µ+ f)|Cijk|2.

Então, pelo Lema 4.4, e as equações (41) e (52), podemos reescrever
1

2
∇f(|R̊ic|2) como

1

2
∇f(|R̊ic|2) = R̊ij

(
∇i

(
R̊11∇jf

))
+ R̊ij

(
−fR̊ik − µR̊ik − λR̊ik − (∆f)gik

)
R̊kj

− n− 2

2(n− 1)
CkijTkij

= R̊11〈∇R̊11,∇f〉+ R̊11R̊ij∇i∇jf − R̊ij∇i∇kfR̊jk

− n− 2

2(n− 1)
(µ+ f)|Cijk|2

= R̊11〈∇R̊11,∇f〉+ (µ+ f)R̊11|R̊ic|2 − (µ+ f)tr(R̊ic
3
)

−R
n

(µ+ f)|R̊ic|2 − (∆f + λ)|R̊ic|2 − n− 2

2(n− 1)
(µ+ f)|Cijk|2

= R̊11〈∇R̊11,∇f〉+ (µ+ f)R̊11|R̊ic|2 − (µ+ f)tr(R̊ic
3
)

−∆f

n
|R̊ic|2 − n− 2

2(n− 1)
(µ+ f)|Cijk|2. (62)

Essa identidade junto com a equação (57) completa a prova do segundo item.

Para o terceiro item, note que

(µ+ f)WijklRikRjl = Wijkl∇i∇kfRjl

= ∇iWklji∇kfRjl

= −n− 3

n− 2
Cklj∇kfRjl,
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e, ainda mais,

Cklj∇kfRjl =
1

2
Cklj(∇kfRjl +∇kRjl)

=
1

2
Cklj∇kfRjl +

1

2
Clkj∇lRjk)

=
1

2
Cklj(∇kfRjl −∇lRjk).

Dáı,

(µ+ f)WijklRikRjl = − n− 3

2(n− 2)
Cklj(∇kfRjl −∇lRjk)

=
n− 3

2(n− 2)
Cijk(−∇ifRjk +∇jRik)

=
n− 3

2(n− 2)

n− 2

n− 1
CijkTijk

=
n− 3

2(n− 1)
(µ+ f)|Cijk|2,

i.e.,

WijklRikRjl =
n− 3

2(n− 1)
|Cijk|2.

Essa informação juntamente com as fórmulas obtidas no Lema 2.2 e a Proposição 4.1

permite-nos concluir que

1

2
∇f(|R̊ic|2) = −1

2
(µ+ f)∆|R̊ic|2 +

1

2
div((µ+ f)∇|R̊ic|2)

= −
(1

2
∆|R̊ic|2 − |∇Ric|2

)
(µ+ f) +

n− 2

n− 1
(µ+ f)|Cijk|2 +

λn

n− 1
|R̊ic|2 + 2E

= −(µ+ f)∇p(CpijRij) +
1

2
(µ+ f)|Cijk|2 − E +

n− 2

n− 1
(µ+ f)|Cijk|2

+
λn

n− 1
|R̊ic|2 + 2E

=
3n− 5

2(n− 1)
(µ+ f)|Cijk|2 − (µ+ f)∇p(CpijRij) +

λn

n− 1
|R̊ic|2 + E

= (µ+ f)
( 3n− 5

2(n− 1)
|Cijk|2 −∇p(CpijRij) +

n

n− 2
tr(R̊ic

3
)
)

+

(
(µ+ f)R + λn

n− 1

)
|R̊ic|2 − (µ+ f)WijklRikRjl

= (µ+ f)
(
|Cijk|2 −∇p(CpijRij) +

n

n− 2
tr(R̊ic

3
)
)
−∆f |R̊ic|2,

onde E =
1

n− 1
(µ + f)R|R̊ic|2 +

n

n− 2
(µ + f)tr(R̊ic

3
) − (µ + f)WijklRikRjl, e assim

completamos a terceira afirmação do lema.
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Usando a relação (57) e o item 3, provado anteriormente, inferimos que

div(|WR|2∇f) = |WR|2∆f +∇f(|WR|2)

= |R̊ic|2∆f − n

n− 1
R̊11∆f + |∇f |(|R̊ic|2)

− 2n

n− 1
R̊11〈∇R̊11,∇f〉

=
n

n− 1
R̊2

11∆f − 2n

n− 1
(µ+ f)R̊11|R̊ic|2

+|R̊ic|2∆f +∇f(|R̊ic|2).

Então, substituindo o item 2 do lema na expressão acima, obtemos

div(|WR|2∇f) =
n− 2

n− 1
|R̊ic|2∆f +

n− 2

2(n− 1)
∇f(|R̊ic|2)− n

n− 1
(µ+ f)tr(R̊ic

3
)

− n(n− 2)

2(n− 1)2
(µ+ f)|Cijk|2,

i.e.,

n− 1

n− 2
div(|WR|2∇f) = |R̊ic|2∆f +

1

2
∇f(|R̊ic|2)− n

n− 2
(µ+ f)tr(R̊ic

3
)

− n

2(n− 1)
(µ+ f)|Cijk|2.

Para concluir a prova do item, e, consequentemente, do lema, é suficiente comparar a

identidade acima com o item 3. Isto finaliza a prova do lema. �

4.4 Prova dos teoremas principais

Nesta seção, concentraremos nossa atenção na classificação de espaços cŕıticos

que satisfaçam i∇fW = 0. A prova segue de uma ideia inspirada nos trabalhos de Yun

e Hwang (2014; 2016) (veja também Baltazar, Batista e Bezerra (2017)) e o objetivo

principal é provar que estas estruturas devem ser Bach-flat. Consequentemente, como

há classificação de tais estruturas sob a hipótese Bach-flat (veja Teorema 1.1, Teorema 2

de Baltazar et al. (2017) e o Teorema 3.10 do trabalho de Qing e Yuan (2013)) nossos

resultados irão ser provados mostrando que espaços cŕıticos tendo curvatura de Weyl

radialmente nula são Bach-flat. Mais precisamente, estabelecemos o seguinte resultado.

Teorema 4.9. Seja (Mn, g, f, µ, λ), n ≥ 5, um espaço cŕıtico satisfazendo i∇fW = 0.

Então (Mn, g) é Bach-flat.

Demonstração: Como considerado nas preliminares, se o bordo é não vazio, então a

função potencial f satisfaz f > 0 no interior de M e, por Miao e Tam (2009), se ν denota
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o normal unitário que aponta para fora de ∂M, então 〈∇f, ν〉 < 0 sobre cada componente

conexa de ∂M.

A seguir, consideramos Σ0 como uma componente conexa de f−1(−µ) e es-

colhemos uma pequena vizinhança de Σ0. Como veremos em breve, para métricas CPE

(µ = 1), será suficiente trabalhar com essa vizinhança somente no conjunto M0 = {x ∈
M ; f ≥ −µ}. Para nosso propósito, escolhendo ε > 0 suficientemente pequeno, iremos

denotar tal vizinhança por Vε = {−µ ≤ f ≤ −µ+ ε}.
Além disso, é importante notar que a função R̊11 = R̊ic

(
∇f
|∇f | ,

∇f
|∇f |

)
pode

ser continuamente definida em todo M e sua derivação em conjuntos cŕıticos pode ser

considerada no sentido das distribuições, e para uma completa descrição sobre tal extensão

veja a conclusão da seção 3 de Yun e Hwang (2014).

Em seguida, tomando ζ > 0 arbitrariamente, podemos usar o item 4 do Lema

4.5 para deduzir

div(−ζ∇(µ+ f)2 + |WR|2∇f)
∣∣∣
Σ0

= −ζ∆(µ+ f)2
∣∣∣
Σ0

+ div(|WR|2∇f)
∣∣∣
Σ0

= −ζ∆(µ+ f)2
∣∣∣
Σ0

= −ζ(2(µ+ f)∆(µ+ f) + 2|∇(µ+ f)|2)
∣∣∣
Σ0

= −2ζ|∇f |2
∣∣∣
Σ0

< 0,

e consequentemente, pela continuidade da função div(−ζ∇(µ + f)2 + |WR|2∇f), existe

ε0 (possivelmente menor que ε) tal que

div(−ζ∇(µ+ f)2 + |WR|2∇f) < 0, (63)

sobre Vε0 = {0 ≤ µ + f ≤ ε0} ∩M0. Por simplicidade, também denotaremos essa nova

vizinhança por Vε. Usando (63) e (52), temos que

div(|WR|2∇f)
∣∣∣
Vε

= ζ∆(µ+ f)2 + 2div(−ζ∇(µ+ f)2 + |WR|2∇f)

< ζ∆(µ+ f)2.

Mas ζ∆(µ+ f)2 = 2ζ((µ+ f)∆(µ+ f) + |∇(µ+ f)|2), e então

div(|WR|2∇f)
∣∣∣
Vε

= ζ∆(µ+ f)2 + 2div(−ζ∇(µ+ f)2 + |WR|2∇f)

< 2ζ((µ+ f)∆(µ+ f) + |∇(µ+ f)|2)

< 2ζ

(
(µ+ f)

(
−(µ+ f)R + λn

n− 1

)
+ |∇f |2

)
,

i.e.,
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div(|WR|2∇f)
∣∣∣
Vε
<

2ζ

n− 1
(−(µ+ f)2R− nλ(µ+ f) + (n− 1)|∇f |2),

e então, quando ζ → 0, podemos concluir que

div(|WR|2∇f)
∣∣∣
Vε
≤ 0.

Desde que o 2−tensor WR
ij anula-se quando restrito à componente {f = −µ} do bordo

∂Vε, usamos o teorema da divergência para inferir

0 ≤ −
∫
Vε

div(|WR|2∇f) = −
∫
{f=−µ+ε}

|WR|2|∇f | ≤ 0,

onde o normal unitário externo para {f = −µ+ ε} é dado por
∇f
|∇f |

. Portanto,

div(|WR|2∇f) = 0

sobre Vε, e WR
∣∣
{f=−µ+ε} ≡ 0.

Dessa forma, tomando mais uma vez o teorema da divergência combinado com

as duas consequências acima, deduzimos que

0 =

∫
Vε

fdiv(|WR|2∇f)dMg

=

∫
Vε

div(f |WR|2∇f)dMg −
∫
Vε

|WR|2|∇f |2dMg

=

∫
{f=−µ+ε}

f |WR|2∇fdσ −
∫
Vε

|WR|2|∇f |2dMg,

i.e.,

0 =

∫
Vε

|WR|2|∇f |2,

o que implica WR ≡ 0 sobre Vε. Em particular, obtemos WikjlRkl = 0 sobre Vε.

Para o que falta, relembramos que a função f e a métrica g são anaĺıticas reais

(para mais etalhes veja, por exemplo, os trabalhos de Corvino (2000), Morrey (2000) e

Hagen (1970)). Assim, desde que WikjlRkl = 0 no interior do conjunto Vε, devemos ter

WikjlRkl = 0 em M.

Note que

Wikjl∇iRkl = Wikjl(Cikl +∇kRil)

= WikjlCikl +Wikjl∇kRil
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= WikjlCikl +Wkijl∇iRkl

= WikjlCikl −Wikjl∇iRkl,

e então,

Wikjl∇iRkl =
1

2
WikjlCikl.

Dáı, tomando a derivada na relação WikjlRkl = 0 e usando a equação (12), obtemos

0 = ∇iWikjlRkl +Wikjl∇iRkl

= −n− 3

n− 2
CljkRkl +

1

2
WikjlCikl. (64)

Assim,

n− 3

n− 2
CljkRkl∇jf −

1

2
Wikjl∇jfCikl = 0.

Na sequência, mudando os ı́ndices por simplicidade, temos

0 = CijkRjk∇if

= Cijk(Rjk∇if −Rik∇jf),

que podemos reescrever, usando (53), da seguinte maneira CijkTijk = 0.

Portanto, desde que o conjunto {f = −µ} tem medida nula, da equação (54),

temos Cijk = 0, bem como, utilizando essa informação em (12), obtemos a harmonicidade

do tensor de Weyl, e dessa forma, usando a definição do tensor de Bach em (14), é imediato

deduzir que (Mn, g) é uma variedade Bach-flat e isso completa a prova do teorema. �
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5 CONCLUSÃO

Neste trabalho estudamos variedades compactas com bordo, onde na pri-

meira parte dessa tese, obtivemos equações integrais para tais variedades, sendo estas

consideradas com ou sem curvatura escalar constante. Com essas relações, e com bases

nos resultados de Reilly (1977 e 1980) conseguimos classificar variedades riemannianas

compactas e conexas com bordo suave não vazio tendo a curvatura de Ricci uma certa

limitação e sob a existência de um campo conforme gradiente. Posteriormente, com as

técnicas desenvolvidas na prova de tal teorema, tratamos de variedades Einstein com

bordo não vazio com a existência de um campo vetorial não nulo conforme, e como tal foi

provado no primeiro resultado, conseguimos exibir uma rigidez para tal classe estudada.

Finalmente, para a prova do último teorema, que responde o segundo questionamento

feito no texto, exibimos dois lemas que versam sobre variedades com bordo totalmente

geodésico, no primeiro momento, e com curvatura escalar constante, no segundo lema, e

ambos resultados temos a presença, mais uma vez, de um campo conforme. Após tais de-

monstrações, exibimos uma desigualdade para variedade compacta com bordo totalmente

geodésico e curvatura escalar constante, e ocorrendo a igualdade, mostramos que ela é

isométrica ao hemisfério da esfera.

No segundo momento da tese, estudamos espaços cŕıticos e para determinadas

escolhas nos parâmetros que compõem tal definição, investigamos três estruturas, que

foram descritas no texto, e explicitaremos novamente aqui: 1. triplas estáticas positivas,

2. métricas cŕıticas do funcional volume, e 3. métricas cŕıticas do funcional curvatura

escalar total. Para triplas estáticas positivas, classificamos tal estrutura com curvatura

de Weyl radial nula sem a hipótese da curvatura seccional ser não negativa. A seguir,

tratamos métricas cŕıticas Miao-Tam e respondemos afirmativamente um questionamento

no texto, mais precisamente, sob a condição i∇fW = 0 provamos que tais métricas devem

ser isométricas a uma bola geodésica em Rn, Sn ou Hn. Além disso, para a última estrutura

considerada em tal parte, provamos a conjectura CPE para variedades compactas com

curvatura Weyl radial nula.
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Krümmungstensorbegriffs. Mathematische Zeitschrift, v. 9, p. 110–135, 1921.

BALTAZAR, H. On critical point equation of compact manifolds with zero radial Weyl
curvature. Geometriae Dedicata, v. 198, p. 1–19, 2017.

BALTAZAR, H.; BARROS, A.; BATISTA, R; VIANA, E. On static manifolds and related
critical spaces with zero radial Weyl curvature, 2019. (Preprint).

BALTAZAR, H.; BATISTA, R.; BEZERRA, K. On the volume functional of compact
manifolds with boundary with harmonic Weyl tensor. ArXiv e-prints, 2017. Dispońıvel
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