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RESUMO

Este trabalho consiste em apresentar respostas as seguintes indagacoes: seja a forma quadratica
bindria ax? + bxy + cyz, de discriminante A = b% — 4ac, em duas varidveis x e y, com a,b,c
numeros inteiros dados, nem todos 0; para quais inteiros n existem inteiros x e y tais que n =
ax® 4+ bxy + cy*? Qual a caracterizacio dos inteiros positivos que podem ser escritos como soma
de dois quadrados? Quais sdo os primos p > 3 que podem ser representados pela forma 2x? 4 3y?
ou pela forma x> + 6y?? Nesta dissertacdo, estudamos as teorias matemdticas que possibilitam
a resolucdo dos questionamentos expostos acima. Nesse sentido, exibimos boa parte dos pré-
requisitos imprescindiveis a apreciacdo dos resultados centrais que discutimos. Em seguida,
discorremos sobre a representacdo de inteiros por formas quadraticas bindrias, estabelecendo
um critério util, a partir do qual podemos determinar se um inteiro n é ou ndo representdvel
por alguma forma quadratica, dado seu discriminante. Por fim, apresentamos respostas as duas
ultimas questdes e tecemos nossas consideragdes relativas ao trabalho produzido, apontando para
o que vai além da teoria desenvolvida aqui e reconhecendo a relevincia das inter-relacdes entre

areas diferentes da Matematica.

Palavras-chave: Formas quadriticas bindrias. Teoria dos Ntmeros. Algebra Abstrata.



ABSTRACT

This works aims at giving answers to the following questions: let be given the binary quadratic
form ax? + bxy+ cyz, of discriminant A = b% — 4ac, in the two variables x and v, with a, b ,c given
integers, not all 0; for which integers n do exist integers x and y such that n = ax® + bxy + cy*?
How can one characterize the positive integers which can be written as the sum of two squares?
Which primes p > 3 can be represented by the form 2x + 3y* and by the form x> + 6y*? In
this report, we present the mathematical theories that allow us to elucidate the aforementioned
questions. In this sense, we exhibit essentially all of the most important prerequisites needed for
a full appreciation of the central results. We then present the elementary theory of presentation of
integers by quadratic binary forms, establishing a useful criterion for deciding whether an integer
n is or is not presentable by a quadratic binary form of given discriminant. Finally, we answer
the posed questions, as well as some remarks related to the work in a broader sense, namely,
pointing to further developments and to the relevance of assembling together different areas of

Mathematics.

Keywords: Binary quadratic forms. Number Theory. Abstract Algebra.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho fornece respostas as seguintes indagacdes: seja a forma quadratica
bindria ax® + bxy + cy?, de discriminante A = b*> — 4ac, em duas varidveis x e y, com a,b, ¢
nimeros inteiros dados, nem todos 0; para quais inteiros n existem inteiros x e y tais que
n = ax* + bxy + cy*? Qual a caracterizacio dos inteiros positivos que podem ser escritos como
soma de dois quadrados? Quais sdo os primos p > 3 que podem ser representados pela forma
2x% 4 3y? ou pela forma x* + 6y??

O estudo das teorias matematicas que permitem a solucdo dos problemas menciona-
dos acima teve inicio nos trabalhos de Pierre de Fermat (1601 - 1665), Leonhard Euler (1707
- 1783), Joseph-Louis Lagrange (1736 - 1813) e Adrien-Marie Legendre (1752 - 1833). Mas,
coube a Carl Friedrich Gauss (1777 - 1855), no seu livro Disquisitiones Arithmeticae, publicado
em 1801, ser o primeiro a expor uma teoria mais completa das formas quadraticas bindrias.

Embora a matemdtica empregada para dar solugdes a esses questionamentos de-
mande conhecimentos mais profundos, o problema em si € de facil compreensdo. Desse modo,
essas questdes podem ser enunciadas a alunos da Educacdo Bésica, devido aos seus caracteres
familiares e a facilidade de entendimento de tais problemas.

O desdobramento realizado, nesta dissertacdo, das teorias referentes as formas
quadréticas bindrias e das aplica¢des dessas teorias tem por base o livro Number Theory, escrito
por John Hunter e publicado, em 1964, pela editora americana Oliver and Boyd (HUNTER,
1964).

Ap6s o capitulo inicial de introducdo, esta dissertagc@o se estrutura em quatro capitu-
los, descritos a seguir:

No segundo capitulo, intitulado "Preliminares", discorremos sobre alguns fundamen-
tos relativos a Teoria dos Numeros e a Teoria de Grupos, que sdo imprescindiveis a assimilacdo
dos contetdos centrais deste trabalho, a serem expostos posteriormente. De inicio, apresentamos
alguns pontos referentes a grupos e, logo apds, expomos noc¢des de relacdes e classes de equiva-
léncia, finalizando com o estudo de residuos quadradicos, os quais nos permitem reverenciar a
elegante Lei da Reciprocidade Quadrética de Gauss.

No préximo capitulo, nomeado "Teoria Elementar de Formas Quadréticas Bindrias",
discutimos formas equivalentes, em que a no¢do de equivalécia € crucial para o desenvolvimento
da teoria, bem como a representacao de inteiros por formas quadréticas bindrias, relacionando

duas areas da Matematica, Teoria dos Numeros e Algebra Abstrata, e produzindo um método
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util, firmado em residuos quadraticos, para reconhecer se um inteiro n € ou ndo representavel por
alguma forma, dado seu discriminante.

O capitulo seguinte consiste em dar duas aplicacdes a teoria desenvolvida no capitulo
anterior. A primeira delas, devida a Fermat, ainda no século XVII, caracteriza o conjunto de
inteiros positivos representados pela forma x4 y?, enquanto a segunda, problema presente no
livro Number Theory (HUNTER, 1964), fornece uma caraterizacao dos primos p > 3 que podem
ser representados por alguma forma quadratica bindria de discriminante —24.

No dltimo capitulo, tecemos nossas conclusdes e consideragdes a respeito do tra-
balho elaborado, sinalizando para o que vai além da teoria desenvolvida nesta dissertagao e

reconhecendo a relevancia das inter-relagdes entre campos distintos da Matemadtica.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo, nossa inten¢do € apresentar alguns dos resultados indispenséveis para
a leitura e a compreensdo deste trabalho, iniciando com alguns fatos sobre grupos e, em seguida,
definindo relagdes e classes de equivaléncia. Estudaremos, também, a resolubilidade ou nao de
congruéncias algébricas da forma x> = a (mod p), em que a é um inteiro e p é um primo tal
que (a,p) = 1, coroando o capitulo com um famoso Teorema de Gauss, a Lei da Reciprocidade
Quadratica.

Embora ndo tenhamos o propdsito de exibir todos os pré-requisitos necessarios a
abordagem do objeto desta dissertacdo, este capitulo contém boa parte dos contetidos necessarios
para a apreciacdo dos resultados centrais que discutiremos. Nesse sentido, assumimos que o
leitor tenha familiaridade com os tépicos basicos referentes a Teoria dos Nimeros, como divisi-
bilidade e congruéncias, por exemplo. Boas referéncias nesse sentido sao (ANDREWS, 1994),
(NETO, 2013), (MOREIRA; MARTINEZ; SALDANHA, 2012), (MOREIRA; MARTINEZ;
SALDANHA, 2018) ou (SANTOS, 2017).

2.1 Grupos

Um conjunto nao vazio G, em que estd definida uma operagao bindria

x: GXG — G
Y
(a,b) +—— axb
¢ denominado um grupo se sdo satisfeitas as seguintes condi¢des:

1. * é uma operacdo associativa, isto é, quaisquer que sejam a,b,c € G, tem-se
(axb)xc=ax(bxc);
2. x tem elemento identidade, isto é, existe e € G tal que
exa=a=axe,

para todo a € G;

3. para cada a € G, existe ' € G (chamado inverso de a em relacio 2 operacio *) tal que
axa '=e=a'xa.

Se, além das condi¢des anteriores, vale a condi¢do

axb=bxa,
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para todos a,b € G, dizemos que G é um grupo comutativo ou abeliano.

Doravante, dados a,b € G, sempre que ndo houver perigo de confusiao, denotaremos
a* b simplesmente por ab.
Exemplo: seja G = M, »,,(R) o conjunto de todas as matrizes sobre R de tipo n x m. Entao,
munido com a operagdo usual de adi¢do de matrizes, M, »,,(R) € um grupo abeliano.
Demonstracdo: se A = [g;;] e B = [b;] sdo matrizes de tipo n x m, entdo a operacdo usual de
matrizes € definida por:

A+B=C,emque C = [c;;] ¢ uma matriz de tipo n x m tal que c¢;; = a;; + b;j, para
todol <i<neparatodol < j<m.

Agora, percebamos que para quaisquer que sejam as matrizes A = [a;;], B = [b;;],C =

cij] de tipo n x m, tem-se

A+ (B+C) = [aij] + [bij +cij]
= laij + (bij +cij)]
= [(aij +bij) +cij]
= laij +bij] + [cij]
=(A+B)+C,

mostrando, assim, que a operagdo € associativa.

Ademais, existe

00 -0
00 ---0

0= eG
00 -0

tal que
A+0=0+A=A,

para todo A € G, e, sendo assim, O € o elemento neutro da adicdo de matrizes.

Por udltimo, dada a matriz
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i a apx - Aaim _
Ao azy axp -+ A €G.
| anpl an2 Anm i
existe
| —ap —aiy o —dim |
A —da1 —ax - —am cG
| —4n1 —Adn2 ctt —dnm |
tal que

A+(—A)=(—A)+A=0,

e, em vista disso, —A € o inverso aditivo (nesse caso denominado o simétrico) de A. Além de

tudo, € notdrio que

A+B=B+A,

para todos A, B € G. Portanto, G é um grupo abeliano com a operacdo adi¢cao usual de matrizes.

O

Se G é um grupo, g € G e k € Z, definimos

k

=g .-g5ek>0 gf=esek=0; gf=¢g7"...
W—/

g ' sek<O.

kvezes kvezes

E possivel mostrar que, com essa defini¢io, ainda valem as propriedades
(&) =g edt =44, Viie.

Dados um grupo G e um elemento g € G, definimos a ordem de g, denotada ' (g),

da seguinte forma:

k, se k é o menor natural tal que g* = e
0(g) =

+ oo, se ndo existe k natural tal que g* = e
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Os resultados a seguir apresentam as propriedades mais importantes do conceito de

ordem em grupos abelianos.

Lema 2.1.1 Sejam G um grupo dado e g,h € G elementos de ordens 0(g) =k e O(h) =1,
ambas finitas.

(a) Se 0 < u,v <k sdo distintos, entdo g* # g".

(b) " =e<—=k|n.

(c) Set |k entdo O(g") =%

(d) Se gh=hg e (k,l) =1, entdo O(gh) = kl.

Demonstracao:

a) Suponhamos, sem perda de generalidade, que u > v. Se fosse g" = gV, terfamos g~V =
p p g q 8§ =8 8

1

g'-g7V=g"(g")" =e. Mas,como 0 < u—v <k, isso seria uma contradi¢do a defini¢ao de k.

(b) Se n = kq, entdo g" = (gF)9 = ¢ = e. Reciprocamente, suponhamos que g" = ¢ e divida n

por k, obtendo n = kg +r, com 0 < r < k. Temos

r r

ki k
e=g"=g"""=(4) g =el g =¢"
Como g" = e e k é o menor natural tal que g = e e 0 < r < k, a tinica possibilidade é termos

r=0. Logo, n = kq e, dai, k | n.

k
1 =gk =e, de forma que s < ];‘ Por outro lado,

(c) Seja O (g") = 5. Por um lado, € claro que (g")
k
(gt)S:e:>g”:e:>ts>k:>s>;.

—k
Logo, s = 7.

(d) Como gh = hg, temos (gh)" = g"h", para todo n € N. Entio,
(gh)¥ = gk ikl = (gF)!(hh)k = el = e,
e a defini¢do de ordem garante que & (gh) | (kl).
Seja O (gh) =uv,comu |kev|l. Como (k,I) = 1, temos (u,v) = 1. Entao,
(gh)" =e = g"'h" =e=>(g"h")

=e

vk vk
— ehv =e=—= hv =e=>1| —),
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onde utilizamos o item (b) na dltima implicagdo. Mas, como (k,[) = 1, temos também (/, i—j) =1.
Logo, | (v-%) == 1| v. Como j4 tinhamos que v | I, segue que v = /. Analogamente, u = k, de
sorte que O(gh) = uv = kl.

O

Para o préximo resultado, se G é um grupo abeliano tal que &'(g) < + oo para todo

g € G, definimos o expoente de G, denotado exp(G), pondo
exp(G) :=mmc{0(g); g € G},
com a conveng¢do de que pode ser exp(G) = + <.

Proposicao 2.1.1 Seja G um grupo abeliano tal que 0(g) < + oo para todo g € G. Se exp(G) é
finito, entdo existe g € G tal que 0(g) = exp(G).

Demonstragdo: se exp(G) = 1, ndo hd nada a fazer. Sendo, seja exp(G) = p}' ... p*, com
p1<...<piprimose Qj,...,0p > 1.

Uma vez que exp(G) é o mmc das ordens dos elementos de G, existem g1,...,gx € G
tais que (g;) = pi“m; para algum m; € N. Entdo, segue do item (c) do lema anterior que
o(g") = pi".

Aplicando o item (d) do lema anterior vérias vezes, obtemos

o(g" ...gkm") = p‘f‘1 ...p,‘{x" =exp(G),

de sorte que basta fazer g = g\ ... g} *.

Definicao 2.1.1 Um grupo G é ciclico se existir a € G tal que
G={d ke

Um exemplo de grupo ciclico é Z, munido com a operacao de adicao de inteiros.

Posteriormente, veremos outro exemplo relevante.



17
2.2 Relacoes de equivaléncia

Esta secdo € destinada a apresentacio da defini¢do de uma relacdo de equivaléncia em
um conjunto A qualquer, a qual classifica os elementos desse conjunto em classes de equivaléncia.
Seja A um conjunto ndo vazio. Uma relacao de equivaléncia ~ em A € uma relacio
que satisfaz as seguintes propriedades:
1. a ~ a, para todo a € A (reflexividade);
2. Sea~ b, entdo b ~ a, para todos a,b € A (simetria);
3. Sea~beb~c,entdo a ~ c, para todos a,b,c € A (transitividade).
Exemplo: seja m um nimero natural fixado. A relacdo de congruéncia médulo m, em Z, definida
por

a=b (mod m) <= a—b = km, para algum k € Z,
¢ uma relagdo de equivaléncia em Z.
Demonstracao: para todo a € Z, tem-se que a —a = 0 - m e, consequentemente,
a=a (modm),

0 que mostra que a relacdo = (mod m) é reflexiva.

Agora, se a = b (mod m), segue-se da defini¢do que a — b = km, com k € Z. Dai,
b—a=(—k)m, com —k € Z,

ou, equivalentemente, b = a (mod m). Assim, a relagdo = (mod m) é simétrica.

Enfim, se a = b (mod m) e b = ¢ (mod m), entao
a—b=kKmeb—c=k'm, comk' k' €7,
o que implica que

a—c=K+K"Ym, comk'+k" € Z,

ou seja, a = ¢ (mod m). Logo, a relagdo = (mod m) € transitiva. Portanto, com base no que foi

apresentado acima, temos que = € uma relacdo de equivaléncia em Z.
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A seguir, apresentaremos a defini¢do de classe de equivaléncia, que representa a
consequéncia mais importante da existéncia de uma relacao de equivaléncia em um conjunto,
pois o particiona em subconjuntos disjuntos, cada um dos quais composto por elementos dois a
dois relacionados.

Sejam A um conjunto ndo vazio e ~ uma relacao de equivaléncia em A. Para cada
a € A, definimos o conjunto

laj]={beA:b~a},

o qual é denominado a classe de equivaléncia de a relativa a ~. Vale observar que o simbolo a
também é comumente utilizado para representar [a].
O resultado seguinte nos diz que uma relagcdo de equivaléncia em um conjunto nao

vazio A gera uma particao desse conjunto em classes de equivaléncia.

Proposicao 2.2.1 Seja ~ uma relacdo de equivaléncia em um conjunto A # 0. Entdo:
(a) Paratodos a,b € A, [a] = [b] se, e somente se, a ~ b;
(b) Para todos a,b € A, se |a] # [b], entdo [a]N[b] = 0;

(c) O conjunto U [a] = A é uma parti¢do de A.
acA

Demonstracao:

(a) Sabendo-se que a € [a] e, por hipdtese, [a] = [b], temos que a € [b], o implica que a ~ b.
Reciprocamente, se ¢ € [a], entdo ¢ ~ a. Como, por hipétese, a ~ b, temos que ¢ ~ b

(transitividade) e, portanto, ¢ € [b]. Assim, [a| C [b]. Similarmente, é possivel mostrar facilmente

que [b] C [a]. Logo, [a] = [b].

(b) Suponhamos, por absurdo, que [a] # [b] mas [a] N [b] # 0. Entdo, existe ¢ € [a] N [b], de sorte
que ¢ ~ a e ¢ ~ b. Agora, usando a simetria, temos que a ~ c, e, pela transitividade, a ~ b. Por

fim, pela parte (a) desta proposicéo, segue que [a] = [b], o que é uma contradi¢@o.

(¢) De fato, para cada a € A, temos que [a] C A. Logo,

UJla] c A
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Por outro lado, para cada a € A, temos que a € [a|, uma vez que a ~ a. Entio,

ac U [a] e, portanto,
acA

Ac |Jl[a).

acA

Assim, podemos concluir que

U [a] = A.

Exemplo: seja m um inteiro positivo dado. A relacdo de congruéncia médulo m, em Z, possui
as seguintes propriedades:
i) @ = b se, e somente se, a = b (mod m);
ii) Sea # b,entioanb = 0;
iii) Z=0Ul---Um—1,emqueinj==0,sei# j,com0<i,j<m—1.
Denotando

Zm=10,1,....m—1},

defina as operacdes & e © em Z,, pondo

a®b=a+beacb=a-b.

Utilizando as propriedades de congruéncias, ndo € dificil mostrar que tais operacdes
estio bem definidas, no sentido de que os resultados de @@ b e @ ® b ndo dependem dos
representantes das classes @ e b.

As propriedades de congruéncia também permitem mostrar que (Zm, 63) ¢ um grupo
abeliano.

Por outro lado, veja que (mg +r,m) = (r,m), em que ¢q,r € Z e 0 < r < m. Desse

modo, podemos definir o mdc entre uma classe de congruéncia médulo m e m, pondo
(7,m) = (a,m), para algum a € 7.

Observemos que as classes de congruéncia 7, médulo m, com (7,m) = 1, sdo forma-

das pelos inteiros invertiveis modulo m. Assim, um sistema completo de invertiveis médulo m
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(SCI) € um conjunto / de inteiros tal que

1,se (F,m) =1
0,se (F,m) # 1

para cada classe de congruéncia 7, médulo m. Em particular, fixando um inteiro m > 1, o
conjunto

Z,,={a€Z; (am)=1lel <a<m}

¢ um SCI médulo m.
Exemplo:(Z,:,®) é um grupo abeliano.
Demonstracao: deixando a verificagao da associatividade a cargo do leitor, observamos que
o elemento neutro é 1. Para mostrar que toda classe @ € Z tem um inverso, digamos b, em
relagcdo a operacdo ©, veja que

a®b=1<+= ab=1(modm).
Mas, como @ € Z,, = (a,m) = 1, o Teorema de Bézout (para uma demonstragio, sugerimos ao

leitor a secdo 1.2 de (NETO, 2013)) garante a existéncia de b, c € Z tais que ab+ cm = 1. Entao,

ab = 1(modm), como queriamos.

Daqui em diante, denotaremos & e ® simplesmente por + e -, sempre que nao
houver perigo de confusao.

Para continuar, precisamos da seguinte
Definicao 2.2.1 Sejam a,m € Z, comm > 1 e (a,m) = 1. A ordem de a, médulo m, é o natural
ordy,(a) = min{h € N; a" = 1 (mod m)}.

Assim, se (a,m) = 1, a ordem de a médulo m é precisamente a ordem de @ no grupo

Z, . Denotando o nimero de elementos de Z,; por ¢(m), Euler provou que
a®™ =1 (mod m),
de sorte que, pelo Lema 2.1.1, tem-se

ord,(a) | (m).

Também por aquele resultado, temos que:
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i) a* =1 (mod m) <= ord,,(a) | k.
ii) Se ord,,(a) = h, entdo os inteiros 1,a,a?,...,a" ! sio dois a dois incongruentes, médulo
m. Especialmente, se ord,,(a) = ¢(m), entdo o conjunto de inteiros {1,a,a?,...,a®™ -1}

¢ um SCIL, médulo m.

2.3 Residuos quadraticos

Nesta tdltima se¢do, estudaremos as congruéncias algébricas do tipo x*> = a (mod p),
em que a € Z, p € um nimero primo e (a,p) = 1. O ponto alto é o teorema denominado na
literatura como a lei da reciprocidade quadratica de Gauss. Assim, inicialmente, precisamos

da seguinte defini¢do.

Definicao 2.3.1 Sejam p um niimero primo e a € 7, com (a,p) = 1. Diremos que a é residuo
quadrdtico, médulo p, quando a congruéncia x* = a (mod p) possuir alguma solugdo inteira;

caso contrdrio, diremos que a ndo é residuo quadrdtico, modulo p.

O teorema a seguir, devido a Fermat e conhecido na literatura como o pequeno
teorema de Fermat, serd imprescindivel na prova de alguns resultados relevantes contidos neste

trabalho. Antes de demonstra-lo, precisamos do lema auxiliar a seguir.
Lema 2.3.1 Seja p um niimero primo. Entdo, p divide todos os niimeros (’J’.), com(0 < j<p.

Demonstracao: para j = 1, o resultado segue claramente. A partir de agora, podemos, entao,

supor 1 < j < p. Como

Y

J J!

(p)_ (p=1)...(p=j+1)
=p-
temos que j! | p(p—1)...(p—j+1). Mas, de (j!,p) = 1, vem que

I'p=1)...(p—j+1).

Consequentemente, o resultado segue.
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Teorema 2.3.1 Dados a,p € 7, em que p € primo, tem-se que a’ = a (mod p). Em particular,

se (a,p) = 1, entdo a?~' = 1 (mod p).

Demonstracdo: inicialmente, supondo que a” = a (mod p), temos que p divide a? —a =
a(a’P~! —1). Dai, se (a,p) = 1, entdo a?~! = 1 (mod p). Agora, nos resta mostrar que a” =
a (mod p), para todo a € Z.

Se p =2, o resultado € trivial, pois a®

—a=a(a— 1), um produto de dois inteiros
consecutivos, logo, par. Suponhamos p > 2 e provemos o resultado por indugdo sobre a, para
a > 0. (Note que basta provarmos o resultado nesse caso.)

Para a = 1, o resultado segue claramente.

Suponhamos, por inducdo, o teorema verificado para algum natural a e provemos

que ele também € verdadeiro para a + 1. Pela férmula do Bindmio de Newton, temos que
p—1 p .
(a+1)P —(a+1)=(a’ —a)+ Z ( _)ap].
j=1 J

Assim, pelo lema 2.3.1 e pela hipétese de indug@o, temos que p | (’]’) ,com0< j<p,
e p | (a? — a), respectivamente. Isso prova que p divide (a+ 1)? — (a+ 1), concluindo a

demonstracdo do teorema.

O resultado a seguir nos fornece uma lista completa dos residuos quadraticos médulo

p, determinando quantos sdo esses residuos.

Proposicao 2.3.2 Seja p um primo impar. Dentre os niimeros 1,2, ..., p— 1, hd exatamente prl

residuos quadrdticos médulo p, dois a dois incongruentes, a saber: 12,22, ..., (PT_I)z.

Demonstracdo: inicialmente, notemos que se a € residuo quadratico médulo p, entdo a é
congruente, médulo p, a um dos seguintes nimeros: 12,22,...,(p —1)2. Observemos, ainda,

que dentre esses nimeros ha repeticdes, médulo p, ja que

—1
a*> = (p—a)?® (mod p), para 1 <a < pT

Assim, a lista de ndmeros 1%,22,.. ., (1%1)2 representa todos os residuos quadraticos médulo p,
faltando mostrar que sdo dois a dois incongruentes.

Para tanto, se i, j € {1,2,...,”771}, com i < j, entdo

i* # j* (mod p),
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visto que jZ — i = (j—i)(j+i) e, além disso, 0 < j—i < j+i < p.
Portanto, de modo preciso, hé 1%1 residuos quadraticos médulo p e, consequente-
mente, (p—1) — (pr1) = prl ndo residuos quadraticos modulo p, como queriamos provar.
O]

Para completar os pré-requisitos necessarios ao entendimento do resultado a seguir,

atentemos para a seguinte

Definicao 2.3.2 Sejam a,m € Z, comm > 1 e (a,m) = 1. Quando ord,(a) = ¢(m), dizemos

que a é uma raiz primitiva, modulo m.

Dado um primo p, para mostrarmos que existem raizes primitivas médulo p, seja
G=71,="17Zp\ {0}. Claramente, G é um grupo abeliano, quando munido com a multiplicagdo

Gl=p-—1.

de classes de congruéncia modulo p; além disso,
Se mostrarmos que G € ciclico, existird a € Z tal que (a,p) =1e O(a) =p— 1.
Entdio, p — 1 serd o menor natural k tal que @* = 1 ou, 0 que é 0 mesmo, a* = 1 (mod p). Em

outras palavras, a serd uma raiz primitiva médulo p.

Lema 2.3.2 Um polinémio com coeficientes em L, de grau k tem no mdximo k raizes distintas

em L.

Demonstracdo: facamos indugdo sobre o grau n de f(X) =@, X" +---+a; X +dp. Aqui,
o, . ..,an € Zp, com @, # 0.

Sen =1, entdo f(X) =a;X +dp, de forma que
fX) =0<=aXx+a =0<=%=—dp-a, .

Portanto, nesse caso, d f = 1 e f tem exatamente uma raiz em Lp.
Suponhamos, por hipétese de indugdo, que o resultado vale sempre que d f = k < n.
Para f de grau n, dado como acima, hd duas possibilidades:

1) f ndo tem raizes em Z,: nesse caso, nada ha a fazer.

ii) f tem uma raiz @ em Z,. Como f(a)=0e

X —@ =X -a)x/ ' +ax/ " .. +a X +a )
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para todo m € N, podemos escrever
fX)=f(X)~ f@) = ) a;(x) ~a) = (X —a)g(X),
j=0

com dg = n— 1. Por hipétese de indugdo, g tem no méximo n — 1 raizes em Z,. Como as
raizes de f sdo a e as raizes de g, concluimos que f tem no maximo (n— 1)+ 1 = n raizes

em Zyp.

Teorema 2.3.3 Se p é primo e G = (Z;,), entdo G é ciclico.

Demonstracao: seja k := exp(G). Como G é abeliano e finito, temos k < + oo e, pela proposi¢do

2.1.1, podemos tomar @ € G (isto &, a € Z com (a, p) = 1) tal que &(@) = k. Como e, @, @, ...,

@~ sdo dois a dois distintos, temos que p — 1 = |G| > k.
Por outro lado, a defini¢do de exp(G) garante que &'(g) | k para todo g € G, de sorte

que g€ =T, para todo g € G. Portanto,
GC %Xk—T’

em que ‘%X"—T denota o conjunto das raizes, em Z,, do polindmio X k_T1.
Pelo lema anterior, segue que p — 1 = |G| < k. Entdo, p—1=|G| =k, e G= {ﬁl; le

Z}. Logo, G é ciclico.

A proposicdo a seguir ¢é atribuida a Euler e denominada na literatura como o critério
de Euler. Ela nos dard uma condi¢do necessaria e suficiente para determinar se um inteiro a €

ou nao residuo quadratico médulo p, em que p € um primo impar.

Proposicao 2.3.4 (Euler) Se p é um primo impar, entdo um inteiro a é residuo quadrdtico

. r-1
mddulo p se, e somente se, a2 =1 (mod p).

Demonstracfo: inicialmente, suponhamos que a é residuo quadratico médulo p. Entdo, (a, p) =
1 e existe a € Z tal que o> = a (mod p). Veja que & e p sdo coprimos, pois, como (a,p) = 1 e
a= o+ kp, para algum k € Z, segue-se facilmente que («, p) = (a, p) = 1. Logo, pelo pequeno

teorema de Fermat, temos que
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N}
J

I

R
=

=1 (mod p).

Reciprocamente, suponhamos que a'r =1 (mod p). Consequentemente, (a,p) = 1.
Sendo 8 uma raiz primitiva médulo p, seque que {1,,82,...,7~'} é um SCI, médulo p. Daf,

existe um inteiro j, com 1 < j < p— 1, tal que B/ = a (mod p). Assim,
()% =a"* =1 (mod p).
pelo pequeno teorema de Fermat.
Como ord, () = p—1, temos que (p—1) | ](pT) o que implica que j € divisivel

por 2, isto €, j = 2k, com k € Z. Por fim, observando que

(B)* = B/ = a (mod p),

concluimos que a é um residuo quadratico médulo p.

Corolario 2.3.1 Se p é um primo impar, entdo um inteiro a coprimo com p ndo é residuo

quadrdtico mddulo p se, e somente se, a 2 = —1 (mod p).

Demonstracao: temos do pequeno teorema de Fermat que

p—1

(a% +D)(az —1)= a1-1=0 (mod p);

assim,
—1

pl(@T +1)oup|(a™ ~1), (2.1)

Mas, como p > 2, as afirmagdes em (2.1) ndo podem ocorrer de modo simultaneo, uma vez que,

se ocorressem, p dividiria

(@7 + 1)~ (@7 —1)=2,

o que € claramente uma contradi¢ao.
Portanto, pelo critério de Euler, a nao € residuo quadratico médulo p se, e somente

~ ~ . p-1
se, a segunda afirmac@o em (2.1) ndo ocorre, ou seja, se, e somente se, p | (a 2 +1).
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Para lidar mais facilmente com residuos e ndo residuos quadraticos, lancaremos mao
de uma notag@o conveniente, que serd posta a seguir.

Sejam a, p € Z, com p primo. Definimos o simbolo de Legendre (ﬂ) como
p

1, se a € residuo quadritico médulo p
a
(—) =4 —1, se anio é residuo quadratico médulo p -

O,sep|a

A proposi¢do a seguir nos revela a razio pela qual é vantajosa a nota¢do do simbolo

de Legendre, apresentando suas propriedades.

Proposicao 2.3.5 Sejam p um primo impar e a,b € Z.

(a) Se a=b (mod p), entdo (ﬁ) = <é>
p p

a2
(b) Se p1a, entdo (;) =1.
a p—1
—|=a7 d p).
(c) (p) a2 (mod p)

@ (3)()-(5)

Demonstracao:

(a) Inicialmente, vejamos que a = b (mod p) implica (a, p) = (b,p). Por outro lado, como
a = b (mod p), a congruéncia x> = a (mod p) tem solugdo se, e somente se, a congruéncia
x?> = b (mod p) tem solugio.

2
(b) Se p ta, entdo <a_> — 1, j4 que a é solucio da congruéncia x*> = a® (mod p). Particular-

1
mente, <—> =1.
p

(c) A demonstragao deste item é imediata do critério de Euler e da defini¢do do simbolo de

Legendre.

(d) Primeiro, se p | ab, entdo p | a ou p | b. Assim,

()G == ()
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Por outro lado, se p 1 ab, entdo pfae p1b, e, aplicando o critério de Euler, temos que

()= - (2 e

b b

Da congruéncia acima, temos que p divide (ﬂ) (—) — (a—), isto é, p divide um inteiro do
P/ \p p

intervalo [—2,2]. Agora, como p é impar, podemos deduzir que essa diferenca dd 0, concluindo

()G)=()

que

Corolario 2.3.2 Se p é um primo impar, entdo

-1 -1 I,se p=4k+1
R :(—l) 2 = .
p —1,se p=4k+3

Demonstracao: pela proposicao (2.3.5), temos
—1 p=1

()= o mn

Mas, como p > 2 e ambos os membros da congruéncia acima sao iguais a =1, concluimos que

)=

conforme desejado.

O préximo resultado, também atribuido a Gauss e conhecido como o lema de Gauss,
nos fornece um método mais simples do que o critério de Euler para calcular o simbolo de

a 7 . s ’ . . .
Legendre (— ,em que p é um primo impar e a € um inteiro coprimo com p.
p

Proposicao 2.3.6 (Gauss) Sejam p um primo impar e a um inteiro coprimo com p. Seja m o

foo (250):)

L . . p—1 ~
que, na divisdo por p, deixam resto maior do que =—~. Entdo

niimero de elementos do conjunto
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Demonstracdo: primeiramente, como (a, p) = 1, os elementos do conjunto {a, 24, ..., (pT_l)a}
sdo dois a dois incongruentes, médulo p. Realmente, caso contrério teriamos ia = ja (mod p),
comizjel<ij< ’%1; mas isto implicaria i = j (mod p), o que é impossivel. Sejam
F1,F,..., rpT_l os restos da divisdo dos nimeros a,2a, ..., (%)a por p, respectivamente, de
sorte que ry,7,... Tost €{1,2,...,p— 1} sdo todos distintos.

Vamos dividir o conjunto {ry,r,,. .., r,%l} em outros dois, a saber: X = {x1,x2,..., X},
formado pelos elementos maiores do que pr1, eY ={y1,y2,...,yn}, formado pelos elementos
menores ou iguais a pT_l

Claramente, podemos observar que 0s nimeros p —xi, p—X2, ..., P — X, SA0 menores
do que &5~ e distintos uns dos outros. Ademais, tais nimeros sdo diferentes dos nimeros
Y1,¥2,---,Yn, UMa VE€Z que, caso p —x; =y, com 1 </ <me 1 < s < n, teriamos x; + ys =

0 (mod p), isto &, r;+r; =0 (mod p), para certos 1 < i, < ’%1 distintos; mas ai, viria que

ia+ ja=0 (mod p),com 2 < i+ j < p, um absurdo. Assim, m+n = pT_l e, consequentemente,

—1
{p—x1,p—x2,...,p =X} U{y1,y2,. .., yn} = {1,2,...,%}.

Por sua vez, a igualdade acima fornece

1
(=) (p=2) o (p =5y = (257 )1 @2)
Por outro lado, observando que ry = ia (mod p), com 1 < k,i < pT segue que
=t (p—1
X1X2 .o . XpV1Y2 ... Yn=a 2 T . (2.3)

De (2.2) e (2.3), temos que

p=1
X1X2 XY 1YV2 - n=a 2 (p—x1)(p—x2)...(p —Xm)y1y2...yn (mod p),

0 que acarreta

X|X2... Xp=a pT(p x1)(p—x2)...(p—xm) (mod p).

Entao, médulo p, temos

xix2...xp=a 2 (—x1)(—x2)...(—xm) =a 2 (—=1)"x1x2...x, (mod p),

de sorte que
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Por sua vez, isso implica, imediatamente,

p—1
a 2

(=1)" (mod p);

consequentemente, pela terceira parte da proposicao 2.3.5, temos

(%) = (-1 moa p)

P

A partir do lema de Gauss, a proposi¢@o a seguir nos fornece uma outra regra para

calcular o simbolo de Legendre.

Proposicao 2.3.7 Sejam um primo p > 2 e a um natural impar, com (a,p) = 1. Se

[ [3] 157

entdo

Demonstracao: utilizando as mesmas notacdes aplicadas na prova do lema de Gauss, temos que
a
a = p|—|+n
LP

2
2a = P —J—FI’Z
p

1 p-1,
bra = p|-2 J+rpl
p

2

Das igualdades acima, somando-as membro a membro, obtemos

pr—1
8

a:pt+(r1+r2—|—--~—|—r,%1),

Essa relagdo, por sua vez, pode ser escrita como

2

8

a= pt+Sx + Sy, (2.4)

em que Sy e Sy denotam as somas dos elementos dos conjuntos X e Y definidos na prova do

Lema de Gauss.
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~1
Por outro lado, {p —x1,p—x2,...,p = Xm,y1,¥2,---,¥n} = {1,2,..., 55}, o que

resulta (também somando elementos) na igualdade
2

—1
P o = pm—Sx+5y. (2.5)
Agora, subtraindo, membro a membro, as igualdades (2.5) e (2.4), obtemos
p*—1
5 (a—1) = p(t —m)+2Sx. (2.6)

Por fim, como p é impar e (a — 1) é par (pois a é impar, por hipétese), a igualdade (2.6) garante
que ¢ e m t€ém a mesma paridade. Logo, do lema de Gauss, alcanga-se imediatamente o resultado

esperado.

Corolario 2.3.3 Se p é um primo impar, entdo

<2> P21 l,sep=1oup=7(mod8)

)= = -

—1,se p=3oup=>5(mod?3)
Demonstracao: a principio, valendo-se da mesma notacao empregada nas provas do lema de

Gauss e da proposi¢do 2.3.7, temos que

R e

visto que {—J =0, paratodo 1 <k < pr1.
p

Vejamos, ainda, que, na prova deste corolario, podemos seguir a mesma sequéncia
de resultados inferidos na demonstracio da proposicdo 2.3.7 até a equacao (2.6), que pode ser

reescrita, paraa =2 e t = 0, como

1
. —pm+2Sy.

Finalmente, decorre da igualdade acima e do fato de p ser um primo impar que m e

2_ A . z z .
K g ! tém a mesma paridade. Dai, o lema de Gauss dé o resultado almejado.

Vamos, agora, provar o resultado central desta secdo (a lei da reciprocidade quadratica

de Gauss), que relaciona, de maneira simples, os simbolos de Legendre (3) e (g), em que
p

q
p € g sdo primos impares distintos. A prova que apresentaremos desse teorema € devida ao

matematico alemao do século XIX Ferdinand Gotthold Max Eisenstein.
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Teorema 2.3.8 (Gauss) Se p e g sdo primos impares distintos, entdo

(0))-cr

Demonstracao: pela proposicao 2.3.7, temos que

(g) (%) = (=1)(=1)",
= | 2[4 2] s L%J NRTINETR VT;C]J

Assim, para provarmos o teorema, basta mostrarmos que

O R e P OO e ) R e R
q q q p p p 2 2 '

Para tanto, recorreremos a uma interpretacdo geométrica, contabilizando o nimero de pontos de

p—1 }

. . c ~1 . ~
Inicialmente, notemos que tal niimero de pontos é 5= - —. Vejamos, entdo, como

em que

coordenadas naturais no retangulo fechado

f—

p_
2

q_

1
R:{(x,y)€R2;1<x< el <y<

[\) ‘

2
contar o nimero de tais pontos de modo a obtermos a expressao do primeiro membro de (2.7)
como resposta.
Podemos supor, sem perda de generalidade, que p > g. Além disso, consideremos a

retay = I%x, conforme a figura abaixo, da regido R.

y P (g (p—l)q)

g—1 2 7 2

hSEESY
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_ k
Como k% ¢ N, paratodo 1 < k < pTl, temos que {_qJ conta o numero de pontos

de coordenadas naturais sobre a reta x = k, acima da reta y = 0 e abaixo daretay = PR Para

garantir que todos esses pontos pertecem a regido R, basta observarmos que

25221 <lg -5

Portanto, o ntimero de pontos de coordenadas naturais na regido o de R é

2]l

Analogamente, o nimero de pontos de coordenadas naturais na regido  de R é

ARG

finalizando, assim, a demonstracdo deste sofisticado teorema.
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3 TEORIA ELEMENTAR DE FORMAS QUADRATICAS BINARIAS

Neste capitulo, estudaremos as formas quadraticas bindrias, isto €, expressoes do tipo
ax* + bxy + cyz, com a, b, c nimeros inteiros dados, nem todos 0, e x,y, varidveis. O problema a
ser averiguado € o da determinacdo dos inteiros n para os quais existam inteiros x e y tais que
n = ax” 4+ bxy + cy*. No final do capitulo, daremos uma resposta a essa indagagio por meio de
um critério vantajoso, estabelecendo uma relagdo com residuos quadréticos, a partir do qual
podemos determinar se um inteiro n € ou ndo representavel por alguma forma quadrética bindria,
dado seu discriminante (que definiremos na sec¢io a seguir).

A partir daqui, a palavra forma significard forma quadratica bindria, salvo mencao

explicita em contrério.

3.1 Definicoes e notacoes

O problema referido na parte introdutdria do capitulo ndo € facil de ser estudado, mas
€ melhor respondido dividindo, por meio de uma relagdo de equivaléncia apropriada, o conjunto
de todas as formas de um dado tipo em classes e encontrando uma forma de representagdo a
mais simples possivel para cada uma dessas classes. Desenvolveremos este traballho em termos
de matrizes de tipo 2 x 2.

Por praticidade, a forma ax? + bxy 4 cy® serd indicada por [a, b, c]. Se & é o méaximo
divisor comum (a, b, c¢) dos coeficientes a, b, c, entdo ¢ é denominado o divisor da forma [a, b, c|.
Se 0 =1, entdo a forma € denominada primitiva.

Se n = ax* + bxy + cy?, com x,y € Z, entdo o par de inteiros x,y é denominado uma
representacao de n pela forma [a, b, c|, e n é dito representavel pela forma. O inteiro T = (x,y)
¢ denominado o divisor da representacdo. Se T = 1, entdo a representacdo serd denominada
primitiva. Desse modo, basta considerarmos representacdes primitivas, uma vez que se o par
de inteiros x,y é uma representagio do inteiro n pela forma [a,b,c] e T = (x,y), entdo o par de
inteiros %, % € uma representacdo primitiva do inteiro % pela mesma forma.

O inteiro > — 4ac é denominado o discriminante da forma [a, b, c] e serd designado

por A. A partir da definicao, segue claramente que

A 0 (mod 4), se b for par

. G.1)
1 (mod 4), se b for impar

Notemos que o comportamento da forma depende do valor de A. Isso pode ser
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percebido através da seguinte identidade.
4a(ax® +bxy+cy?) = (2ax+by)> — Ay>. (3.2)

Inicialmente, suponhamos que A = 0. Desse modo, temos dois casos a considerar:
1) Sea =0, entdo b =0 e, assim, a forma é cyz.
ii) Se a # 0, entio, de (3.2), podemos mostrar que a forma é g(a;x+c1y)?, em que ¢ = (a,c),
a=qai, c=qct e b* =4(qajcy)?.

Em ambos os casos, o problema de saber se um inteiro n pode ser representado ou
nao pela forma € respondido facilmente, razao pela qual omitiremos esse caso a partir de agora.

Suponhamos, agora, que A < 0. A partir de A = b% — 4ac, temos ac > 0, ou seja,
a e ¢ sao ambos positivos ou ambos negativos. Se a > 0, a identidade (3.2) nos diz que a
forma [a, b, c| pode representar somente 0 ou inteiros positivos, representando 0 se, e somente
se, x =y = 0. Analogamente, se a < 0, a forma [a, b, c| pode representar somente 0 ou inteiros
negativos, representando O se, e somente se, x =y = 0.

A forma [a, b, c] é denominada positiva definida, se A<Oea >0.SeA<0ea <0,
entdo a forma é denominada negativa definida. Como a forma [a, b, c] é negativa definida se,
e somente se, a forma [—a, —b, —c| € positiva definida, as propriedades das formas negativas
definidas podem ser deduzidas a partir daquelas das formas positivas definidas.

Por fim, suponhamos que A > 0. Se a = 0, entdo b # 0 e, portanto, a forma &
y(bx+ cy). Tomando y = 1, podemos claramente escolher x para mostrar que a forma pode
assumir valores positivos ou negativos. Se a # 0, entdo, para x = 1 e y = 0, a forma assume o
valor a, e, para x = b e y = —2a, a forma assume o valor —aA, mostrando que a forma pode,
novamente, assumir valores positivos ou negativos. Sendo assim, uma forma com A > 0 é
chamada indefinida.

Observemos que, se A se escreve como o quadrado de um inteiro, a forma pode ser
fatorada em um produto de dois fatores lineares com coeficientes inteiros. Esse caso serd omitido
no decorrer do capitulo, uma vez que o problema de representacdo de inteiros também pode ser

tratado, nesse caso, por métodos elementares. Assim, doravante, assumiremos que a # 0 e b #~ 0.

3.2 Matrizes e transformacoes unimodulares

O método padrado no estudo inicial de formas quadréticas envolve o uso de homo-

geneizacao linear de varidveis, ou seja, transformacdes lineares. No caso de duas varidveis, tal
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mudanca de varidveis de x, y para x’, y' €, como sabemos, da forma

/ /
x = ax’ + By
) L (3.3)
y = yxX' + Oy
em que a, B, Y e 6 pertencem dominio em que os coeficientes das formas quadraticas se
encontram e o6 — By # 0.
Em nosso contexto, os coeficientes a,b,c nas formas [a,b,c] sdo inteiros. Assim,

consideraremos a transformagio (3.3) tal que «, B, ¥y €  sdo inteiros.

Resolvendo as relagdes (3.3), para x',y/, obtemos as seguintes igualdades:
; (34)

emqued = ad — 7.
Os sistemas (3.3) e (3.4) podem ser escritos, respectivamente, na forma matricial da
seguinte maneira:
X=TYeY=T"'X,
X x o B L
em que X = , Y = , T = el éainversade T.
/
y y Yy 6
Além disso, d = |T| é o determinante de 7. Sabendo-se que |7~ 1| = 1, ¢ fécil
verificar que as equagdes (3.4) também t€m coeficientes inteiros se, € somente se, }l ¢ um inteiro,
0 que ocorre se, e somente se, d = |T| = +1. De fato, se d = +1, entdo os coeficientes sdo
inteiros; reciprocamente, para que as relacdes (3.4) tenham coeficientes inteiros, deve-se ter

%, %, g, g € 7. Entao, também deve ser inteiro o nimero

de sorte que d | 1. Visando uma maior facilitagdo, vamos considerar apenas o caso d = |T| = 1.
Se d = |T| =1, entdo a matriz T é denominada uma matriz unimodular inteira, e

a transformacdo associada X = 7Y é denominada uma transformac¢ao unimodular inteira.

Teorema 3.2.1 Seja G o conjunto de todas as matrizes unimodulares inteiras 2 X 2. Entdo, G
€ um grupo ndo abeliano com a operagdo de multiplicagcdo usual de matrizes, denominado o

grupo unimodular inteiro.
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0

01
Agora, afirmamos que a multiplicacdo € uma operacdo bindria sobre G. Com efeito,

Demonstracao: G ¢ um conjunto nao vazio, pois I = [ eG.

se T1,T» € G, entdo T1 T tem entradas inteiras e, pelo Teorema de Binet, |T1||T2| = |T1||T2| = 1.
Logo, T1'T; € G.

Notemos que, para quaisquer matrizes A, B,C de tipo 2 X 2, tem-se
(AB)C = A(BC).

Em particular, se 71,7»,T3 € G, entdo (1T17>)T3 = T1(T»T3). Desse modo, a operacdo de G é
associativa.

Além disso, a matriz I € tal que T = IT =T, para toda T € G; portando, I é o
elemento identidade de G.

Agora, pelo que foi discutido no comeco da secdo, se T € G, entdo T € invertivel e
sua inversa 7! também estd em G. Portanto, G é um grupo com a operacdo multiplicacio usual
de matrizes.

Por fim, tomando as matrizes

1 0 11
P= e Q= ,
11 01
que estdo em G, podemos verificar que
2 1
e QP = ,
1 1

1
PQ =
[12

mostrando que o grupo G nao € abeliano.

3.3 Classes de equivaléncia de formas quadraticas binarias

Diremos que a forma ax? + bxy 4 cy” é equivalente 3 forma a'(x')> +b'x'y 4 ¢ (')?
€ escrevemos

la,b,c] ~ [d' b, (]

se existir uma transformag¢ao unimodular inteira

X =TY, (3.5)
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tal que
2 2 1 \2 ror /(2
ax“+bxy+cy =a (x') +bxy +c(y).
Percebamos que as formas quadraticas podem ser escritas na forma matricial como
segue:
ax®* +bxy+cy* =XTAX e d' (X)) + Xy +(y)? =Y "By,
em que

b r b /

a 3 a J X X
A:[b 2]’B:[b/ 2 ’X: ]7Y:[ ],

bl C DA C/ y y/

eX T, YT denotam as transpostas de X, Y, respectivamente.

Assim, [a,b,c] ~ [d',b',c'] se, e somente se, existe uma matriz unimodular 7 tal que
(TY)'A(TY)=Y"BY,

ou, equivalentemente,

Y (TTAT)Y =Y "BY.

Como consequéncia, temos que

T'AT =B, (3.6)
- B T oy -
emque T ' éatranspostade T. Se T = ,entdio T ' = e|lT'|=ad—By=
Yy o B o

1. Portanto, (T7)~! (que é igual a (T~!) ") também pertence a G.

Reciprocamente, se existe 7 € G para a qual (3.6) vale, podemos facilmente reverter
0s passos acima para concluir que vale (3.5).

Agora, provemos que se S € o conjunto de todas as formas quadréticas bindarias
inteiras, entdo a relacdo ~ que acabamos de definir € uma relacdo de equivaléncia em S. Temos
que provar as trés afirmacdes abaixo:

1. [a,b,c] ~ [a,b,c].
2. la,b,c] ~[d,b,c'] implica [d',b,c] ~ [a,b,c].
3.

la,b,c] ~ [d,b (| ed, b ] ~[d"b" "] implica [a,b,c| ~ [d",b",c"].
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Demonstracao: sejam

IS Q
o NI
| I |

ool

[l
1
S
AL =
1

a

Il
1
T =
N
RSIIEIEN
| I |

1. Sendo I"AI = A, o resultado segue a partir de (3.6),comB=AeT =1.

2. Se [a,b,c] ~ [d',b,c'], entdo existe uma matriz T em G tal que T 'AT = B. Portanto,
A= (T"Y)"BT~!' = (T~")"BT~'. Como ji observamos, T~! € G; consequentemente,
ld', b ('] ~[a,b,c].

3. Nesse caso, existem matrizes 71 e 7> em G tais que TITATl =Be TZTBTZ = C. Entao,
T," (T,'AT\)T>, = C e, assim, (T\T2) "A(T;T) = C. Como T,T» pertence a G, segue que
la,b,c] ~ [d",b",c"].

O

De (3.6), segue que a classe de equivaléncia determinada pela forma [a, b, c| consiste

b
a —_—
de todas as formas com matrizes 7 ' AT, em que T varia no grupo G e A = 2 |. Desse
boc
modo, se
o ad Z
T= Plermar— C 2,
y 6 e
entao

el -l AL

(o y|[aa+% ap+2
B S Brey Pyes

RIS Q

ao? +bay+cy  aaf+ 29BN o cys
| aoB+ 29BN L eys a2+ bBS + 82
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€, consequentemente,
/

d = ao®+bay+cy?,
b = 2aaf +b(ad+By)+2cys, (3.7)
¢ = aB*+bBS+c8.

O teorema a seguir mostra que as formas em uma dada classe de equivaléncia tém

certas propriedades em comum.

Teorema 3.3.1 Formas equivalentes:
(a) Tém o mesmo divisor e discriminante,
(b) Representam os mesmos inteiros.
Além das propriedades acima, representacoes equivalentes de um inteiro n, ou seja,
representagoes relacionadas por uma transformagdo unimodular inteira, tém o mesmo

divisor.

Demonstracao: inicialmente, consideremos as formas equivalentes [a,b,c| e [@',b',¢']. Assim,

o
existe uma tranformacao unimodular inteira 7 = tal que

Yy o

X o B x .
= ,ouseja, X =TY,

y y 611y

de modo que
2

ax® +bxy+cy* =d (X )V + /Xy + ()2
(a) De (3.7), os coeficientes a’,b’, ¢’ sdo combinagdes lineares dos coeficientes a,b,c. Conse-
quentemente, (a,b,c) | d',b’,c’, e, portanto, (a,b,c) | (d',b’,c"). Por simetria, (a',b',c’) | (a,b,c).
Entdo, as formas tém o mesmo divisor.

Além disso, calculando determinantes na identidade

/
a % T 4 g
/ -T T,

obtemos

b/2 b2 b2
a'c'—T =T (ac——) IT| =ac——
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0 que mostra que

b? —4d' ¢ = b* — dac.

Portando, as formas t€m o mesmo discriminante.

(b) Suponhamos que
n=d ()’ + by +0),

em que x},y} sdo inteiros. Assim, se

/
X1 X
1|

i N

) (3.8)

entdo x1, y; sdo inteiros e n = ax? + bx1y; + cy3. Logo, se n é representado pela forma [a',b', '],
ele também é representado pela forma [a, b, c|.

Como 7! também é uma matriz unimodular inteira, o contrario é verdade por
simetria. Dai, formas equivalentes representam os mesmos inteiros.

Nas notacdes da discussao acima, suponhamos que

":ax%erxlerCﬁ:al(xl) +b/x1y1+c()’1) ;

o
com xl,yl,xl,yl como em (3.8),com T = . Entdo,
Y
X1 . OCx/I + ﬁyll
M| yx] + 6y}

Como x; = x| + By} e y1 = yx| + 0y}, segue que (x,¥}) | x1,y1; consequentemente,
(x1,5]) | (x1,y1). De modo andlogo, como 7! € G, temos (x1,y1) | (x},¥}). Portanto, (x1,y1) =

(x/hy/l)-

Observacoes:
i) A partir dos itens (a) e (b) do teorema, segue que as formas em uma determinada classe de

equivaléncia sdo todas positivas definidas, todas negativas definidas ou todas indefinidas.
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i1) Em particular, também do teorema, se um inteiro € primitivamente representavel por uma
dada forma, entdo o mesmo € primitivamente representavel por qualquer forma equivalente.
De fato, nas nota¢des da prova, temos que (xj,y;) = 1 implica (x},y]) = 1.

ii1) Apesar de formas equivalentes terem o mesmo discriminante, o contrario nio € verdade,
ou seja, formas com um mesmo discriminante podem ndo ser equivalentes. Por exemplo,
as formas x> + 6y? (isto &, [1,0,6]) e 2x> + 3y? (isto &, [2,0,3]) tém discriminante —24,
mas nio sdo equivalentes, uma vez que, claramente, x> + 6y’ representa o inteiro 1 mas

2x% 4+ 3y? nio.
3.4 Formas quadraticas binarias de discriminante A dado

Nesta secdo, serd mostrado que, fixado o discriminante A, existe apenas um nimero
finito de classes de equivaléncia de formas com discriminante A. Também, no caso de formas
positivas definidas, serd dado um método para a obtencdo de formas representantes de cada uma
dessas classes.

Em primeiro lugar, notemos que hi sempre uma forma de um caractere bastante
simples de discriminante A. Ela é denominada a forma principal de discriminante A e é definida

como a forma

emque, k=0se A=0(mod4),e k=1se A=1(mod4). A forma é claramente inteira e tem
discriminante k? — (k> — A) = A. Além disso, essa forma é primitiva e positiva definida quando
A <O.

Por exemplo, a forma principal de discriminante —4 é [1,0, 1] (isto &, a forma x? +y?)
e a forma principal de discriminante 5 é 1,1, —1] (isto &, a forma x* +xy — y?).

A classe de equivaléncia de discriminante A correspondente a forma principal é
denominada a classe principal da forma de discriminante A.

Uma forma quadrética bindria [a, b, c] serd denominada uma forma reduzida se ela

satisfizer
—lal <b < af <|c|

ou . (3.9

0<b<lal =|cl
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Uma forma reduzida sempre satisfaz a condicao

_ )

bzg‘ac‘\ 37

(3.10)

em que A € o discriminante da forma. De fato, de (3.9), € claro que b < lac|. Além disso, pela

desigualdade triangular, temos
|A| = |4ac — b?| > 4|ac| — b*.

Consequentemente,

|A| > 4b* — b* = 3b?,

que d4 o resultado desejado.

A forma principal de discriminante A é uma forma reduzida. Realmente, se A = 4N,
aformaé [1,0,—N],e,se A=4N+1,aformaé [1,1,—N], e, como |[N| > 1 (veja a observagdo
a seguir), cada uma dessas formas satisfaz claramente a condicao (3.9).

Observacdo: notemos que |N| > 1 na discussdo do pardgrafo anterior, uma vez que
as formas dos tipos acima e de discriminantes 0 ou 1 estdo dentre as formas especiais omitidas
no inicio da discussao.

No teorema a seguir, as propriedades das formas reduzidas sao usadas para provar o

principal resultado desta se¢do, devido a J. L. Lagrange.

Teorema 3.4.1 Em relacdo as formas quadrdticas bindrias, temos que:
(a) Cada classe de equivaléncia contém pelo menos uma forma reduzida.

(b) O niimero de classes de equivaléncia de formas com um discriminante A dado é finito.

Demonstracao:
(a) Seja C uma classe de equivaléncia de formas e [ag,bp,a;] uma forma qualquer em C (a
notacdo aparentemente estranha encontrard justificativa logo mais).

Se [ag,bp,a;] é uma forma reduzida, ndo ha nada para provar. Consequentemente,

podemos supor que [ag, bg,a;] ndo é uma forma reduzida. Seja 7} a matriz unimodular inteira

0 1
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na qual o inteiro J; serd escolhido depois. Aplicando a transformagio X = 71Y a forma [ag, bo, a;],

obtemos, por (3.7), a forma equivalente
[al,—bo—2a161,ao+b051-|—a1512] . 3.11)

Na divis@o do inteiro —bg por 2|a; |, existem inteiros ¢ e r satisfazendo as condi¢des
—bo=2|ai|lg+r e —|a1| <r<|ay]. (3.12)

Entao,

—bo—2a; 0 :2(|a1|q 51> ap+r.

_\1|

Se tomarmos &; ‘ay 4> entdo —by—2a,16, = re, dai,

lao, bo,a1] ~ [a1,b1,a], com —|a;| < by < ay].

Aplicando o mesmo procedimento para a forma [a;,b;,az|, obtemos um resultado
similar, a saber:

lai,b1,a2] ~ [a2,b2,a3], com — |az| < by < |as|.

Procedendo deste modo, obtém-se uma cadeia de formas equivalentes, satisfazendo o seguinte

esquema:

lao, bo,a1] ~ [a1,b1,az], com —|a;| < by < ai|,
<

[al,bl,az] ~ [az,bz,a3], com —|a2| < b2 |a2\,

[an—labn—han] ~ [ai’hbi’lvan-l-l]’ com —|Cln| <bp <

Suponhamos que |a,| > |a,+1|, para todo n > 1. Entdo, terfamos uma sequéncia
decrescente infinita

|a1| > |a2| > ]a3| > ..

de inteiros ndo negativos, o que é impossivel. Assim, para algum inteiro n > 1, temos |a,| <

|ay+1], de forma que

[a()?b()?al] ~ [an7bn7an+l]7 com — |an’ <b, < |an| < |an+1|«
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Se |a,| < |ap+1|, a forma [ay,b,,a,4+1] é reduzida, e nada mais héd a fazer. Se

lan| = |an+1] € b, > 0, novamente a forma é reduzida. Suponhamos, pois, que |a,| = |a,+1]

0 1
e b, < 0. Entdo, aplicando a transformacdo unimodular com matriz a forma

-1 0
[an,by,an+1], obtemos a forma equivalente [a,+1,—bp,a,]. Como 0 < —b, < |ay| = |an+1]s

esta dltima forma € reduzida e a primeira parte do teorema estd provada.

(b) Para provar que o nimero de classes de equivaléncia de formas com discriminante A € finito,
¢ claramente suficiente, pelo item (a), provar que o nimero de formas reduzidas de discriminante
A ¢é finito.

Dado A, existe apenas um numero finito de inteiros a,b e c satisfazendo as condicdes

(3.10). De fato, (3.9) implica a,c # 0, logo, |a|, |c| > 1; portanto, (3.10) implica

4]
ol </ 'S lal <

1]
3

e|c| < 4]
S3
Assim, existe apenas um ndmero finito de formas [a, b, c] satisfazendo (3.9). J4 que as formas
reduzidas estdo dentre estas, o resultado segue.
OJ

O nuimero de classes de equivaléncia de formas de discriminante A é chamado o
nimero de classe do discriminante A.
Exemplo 1: Encontre as formas reduzidas de discriminante —15.
Solugao: como A = —15, temos que, de (3.10), h?* <5 . ComoA=1 (mod 4), temos b impar,
logo, |b| = 1. Entdo, A = b? —4ac implica ac = 4. Portanto, por (3.9), as possiveis escolhas
para o par de inteiros (a,c) sdo (1,4),(2,2),(—1,—4),(—2,—2). Finalmente, de novo usando
(3.9) para a selecdo do valor de b a partir dos possiveis valores 1, obtemos quatro formas
reduzidas distintas de discriminante —15, que sdo [1,1,4],[2,1,2],[—1,1—4],[-2,1,-2]. As
duas primeiras sdo positivas definidas, e as duas ultimas, negativas definidas.

0J

No caso das formas quadraticas bindrias positivas definidas (e, também, das formas
negativas definidas), o item (@) do Teorema 3.4.1 pode ser melhorado para um resultado mais
forte, que diz que toda classe de equivaléncia de tais formas contém exatamente uma forma
reduzida.

No caso de formas indefinidas, a situagdo ndo é simples e serd omitida. De fato,

a definicdo dada nesse caso ndo € inteiramente satisfatoria para trabalhos futuros sobre esse
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assunto.

Teorema 3.4.2 Toda classe de equivaléncia de formas quadrdticas bindrias e positivas definidas

contém exatamente uma forma reduzida.

Demonstracdo: suponhamos que [a,b,c| e [d', ', '] sejam formas quadréticas bindrias positivas
definidas e reduzidas. Queremos mostrarque a =a’,b=>b"ec=~c.

Da condi¢do (3.9), juntamente com o fato das formas serem positivas definidas,
temos que

—a<b<a<cou0<b<La=c (3.13)

—d <b<d<dou0g<b <d=". (3.14)

Primeiro, mostraremos que os trés menores nimeros representados primitivamente
por uma forma positiva definida e reduzida [a, b, c] s@o a,c e a+ ¢ — |b|. Estes inteiros podem,
claro, ndo serem distintos.

Se f(x,y) denota ax” + bxy 4 cy?, entio

b \? 4dac—b?
f(x,y)—a(x—kzy) +T)"

Usando (3.10), deduzimos que, se |y| > 2, entdo

3
flx,y) > %4:3c>a+c,
a

em que utilizamos (3.13) na dltima passagem.

Para y = £1, temos, em vista de (3.13), que
flx, 1) =ax® £bx+c > ax* —alx| +c.
Consequentemente, se |x| > 2, entdo
flx,£1)>2a+c>a+ec.

Os tnicos casos restantes sdo y = 0 ou |x| < 1, y = +1. Esses casos ddo origem a
exatamente quatro inteiros representados primitivamente pela forma, a saber: a,c,a+b-+ce

a — b+ ¢, dados pelos pares (x,y) = (1,0),(0,1),(1,1) e (1,—1), respectivamente. Uma vez
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que todos esses nimeros sd30 menores ou iguais a a + ¢, segue que os trés menores inteiros

representados primitivamente pela forma sdo a,c e a+ ¢ — |b|. Eles satisfazem as inequagdes:
a<c<a+c—|b|.

Analogamente, os trés menores inteiros representados primitivamente pela forma

[d' b ] sdod, ' e d + ' — |b'|, satisfazendo as inequagdes:

ad<d<d+d—|p|.

/
X X
Agora, se [ ] =T [ ] ¢ a transformacdo que conecta as duas formas equivalen-
/
y y
tes [a,b,c| e [d',b',c'], entdo cada par de inteiros relativamente primos x,y d4 origem a um tnico
par de inteiros relativamente primos x’,y’, e vice-versa. Assim, como as duas formas representam
0s mesmos inteiros, temos a’ = a, ¢ = c e |b’'| = |b| (ou seja, b’ = +b).
Quando a = ¢, as condigdes (3.13) e (3.14) implicam &' = b e, portanto, [@',b’,c/] =
la,b,c|.
Agora, temos finalmente a considerar o caso ¢ > a. Se b’ = b, o resultado segue.

Supondo que b’ = —b, temos [a, b, c] ~ [a, —b,c]; logo, existem inteiros &, B, ¥ e § para os quais

ad—By=1, (3.15)
e, de acordo com (3.7),
a=ad’+boy+cy (3.16)
e
—b=2aaf +b(ad+ PBy)+2cyod. (3.17)

De (3.16), da inequacdo ¢ > a e do fato de que &> + 7> —2|ay| > 0, temos
2 —
a > aa® —aloy|+ay® > 2a|lay| — aloy| = a|ary),

o que implica que ay = 0. Se o = 0, entdo (3.15) da y # 0; logo, (3.16) mostra que a > ¢, um
absurdo. Segue que Yy =0 e, de (3.15), d = 1. Inserindo esses valores em (3.17), obtemos
a igualdade |b| = a|af|, que mostra que b =0 ou |b| > a. Se b =0, entdo b' = —b=0¢ as
formas sdo idénticas. Se |b| > a, entdo (3.13) garante que b = a, logo, [d', ', '] = [a, —a, c]; mas

essa dltima forma ndo é reduzida, de sorte que a possibilidade |b| > a ndo ocorre.
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O teorema supracitado e o exemplo 1 desta secio mostram que existem exatamente
duas classes de formas quadraticas bindrias positivas definidas de discriminannte —15, as quais
tém como representantes as formas reduzidas [1,1,4] e [2,1,2].

Para determinar se um inteiro n é representdvel por uma dada forma [a, b, c| positiva
definida e de discriminante —15, € suficiente considerar uma tal representacao pelas formas
[1,1,4] ou [2,1,2], ja que qualquer outra forma positiva definida é equivalente a uma dessas.

Discutiremos o problema da representacdo na proxima se¢ao.

3.5 Representacao de inteiros por formas quadraticas binarias

Na se¢do 3.1, um inteiro n foi definido como primitivamente representdvel pela
forma [a, b, c|, quando existem inteiros x,y, com (x,y) = 1, tais que n = ax* + bxy + cy?, sendo
o par de inteiros x,y denominado uma representagdo primitiva de n pela forma [a, b, c]. Nesta

secdo, obteremos condigdes para tal representacao.

Teorema 3.5.1 Um inteiro n é primitivamente representdvel por uma dada forma quadrdtica

bindria [a,b,c| se, e somente se, existe uma forma [n,b’,c'| equivalente a [a,b,c].

Demonstracdo: suponhamos que o par de inteiros ¢, ¥ seja uma representagdo primitiva de
n pela forma [a,b,c]. Assim, n = aa® +boay+cy® e («,y) = 1. Agora, como (&,y) =1, o
Teorema de Bézout garante que existem inteiros 3 e O tais que @d — By = 1. Desse modo,

a
a transformagdo ¢ inteira, unimodular e transforma [a,b,c| em [d’,b’ (], em que

y O
d = aa® +boy+ cy?; portanto, a’ = n.

Reciprocamente, suponhamos que [a,b,c] ~ [n,b’,¢']. Como o par de inteiros 1,
0 é uma representagdo primitiva de n pela forma [n,b,c’], temos, do Teorema 3.3.1, que n é

primitivamente representdvel pela forma [a, b, c|.

Tomando n = 0, podemos facilmente deduzir, a partir do teorema 3.5.1, que uma

forma [a, b, c| representa primitivamente zero se, e somente se, seu discriminante é o quadrado
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de um ndmero inteiro. Como temos excluido formas desse tipo, iremos supor, daqui pra frente,
que n # 0.
A seguir, obteremos um critério util para a representacdo de um inteiro n por uma

forma de discriminante A dado.

Teorema 3.5.2 Um dado inteiro n, diferente de zero, é primitivamente representdvel por alguma

forma de um dado discriminante A se, e somente se, A é um residuo quadrdtico de 4|n|, isto é, a
congruéncia algébrica a seguir possui alguma solugdo:
x? = A (mod 4|n|). (3.18)

Demonstracao: suponhamos que n € primitivamente representdvel por uma forma de discrimi-
nante A. Entdo, pelo teorema 3.5.1, temos que n € primitivamente representavel por uma forma
[n,b,c'] de discriminante A. Como A = (b')? —4nc’, segue que (b')? = A (mod 4|n|). Portanto,
a congruéncia (3.18) possui alguma solugao.

Reciprocamente, suponhamos que (3.18) possua alguma solucdo. Entao, existem
inteiros ' e ¢’ tais que (b')? —4nc’ = A. Assim, a forma [n,b’,¢'] tem discriminante A e o par
de inteiros 1, 0 é uma representacdo primitiva de n por esssa forma, completando, assim, a

demonstracdo do teorema.

No caso das formas quadréticas bindrias positivas definidas, desenvolvemos um
método para atacar o problema de saber se uma dada forma [a, b, c| de discriminante A representa
primitivamente ou ndo um ndmero inteiro dado n. Em primeiro lugar, temos de checar se a
congruéncia algébrica (3.18) possui alguma solu¢@o ou ndo. Se existe uma solu¢do, encontramos
as formas reduzidas de discriminante A. Se pudermos determinar a Unica forma reduzida
equivalente a forma [a, b, c| e decidir se esta forma reduzida representa ou néo n, o problema
original é resolvido. Se o discriminante A tem nimero de classe 1 (ou seja, se existe apenas uma
forma reduzida de discriminante A), a situag@o € particularmente simples e, portanto, a forma
la,b, c] representa n se, e somente se, a congruéncia (3.18) possui alguma solug@o.

Exemplo 2: Decida se os inteiros 21 ou 24 s@o primitivamente representdveis pela forma
31x% — 27xy 4 6y*?
Solucao: a forma € positiva definida e de discriminante —15. Consequentemente, € equivalente

a uma das duas formas positivas definidas reduzidas de discriminante — 15, quais sejam, [1,1,4]
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ou [2,1,2]. Para determinar a forma reduzida apropriada, podemos utilizar o processo envolvido
na demonstragdo da primeira parte do Teorema 3.4.1, obtendo (com o auxilio de (3.11) e (3.12) )

a cadeia de formas equivalentes
[31,—27,6] ~ [6,3,1] ~[1,1,4].
Para n = 21, a congruéncia algébrica (3.18) torna-se, nesse caso:
x* = —15 (mod 84). (3.19)

Checando o conjunto completo de residuos 0, +1, £2, +3 (mod 7), vemos que a
congruéncia algébrica x> = —15 (mod 7) ndo possui solucdo. Portanto, (3.19) nio tem solucio,
0 que implica que 21 ndo € primitivamente representavel por qualquer forma de discriminante
—15 e, em particular, ndo é primitivamente representavel pela forma [31,—27,6].

Para n = 24, a congruéncia algébrica (3.18) torna-se
x? = —15 (mod 96). (3.20)

As congruéncias algébricas x> = —15 (mod 32) e x> = —15 (mod 3) sdo ambas sold-
veis. Entdo, pelo Teorema Chinés dos Restos, (3.20) possui alguma solu¢do e 24 € primitivamente
representavel pela forma dada.

Outra possibilidade € encontrar diretamente um par de inteiros x, y tais que
x? +xy+ 4y2 =24,
Multiplicando essa igualdade por 4 e completando quadrados, obtemos
(2x4y)? + 15y* = 96,

o que implica

consequentemente, |y| < 2. Tomando y = 1, temos que (2x+ y)2 = 81, que é satisfeito com
x=4.
Segue que 24 é primitivamente representdvel pela forma reduzida [1, 1,4] e, portanto,

pela forma [31,—27,6].
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4 APLICACOES

Neste capitulo, como aplicagdo da teoria desenvolvida até aqui, enunciaremos e
demonstraremos dois resultados interessantes: o primeiro, atribuido a Fermat, nos fornece uma
caracterizacdo dos inteiros positivos que podem ser escritos como soma de dois quadrados;
o segundo d4 uma condi¢do necessdria e suficiente para que um nimero primo p > 3 seja

representdvel por alguma forma quadrética bindria de discriminante —24.

4.1 Representacio de um inteiro como uma soma de dois quadrados

Para atingir o objetivo desta secdo, precisamos da seguinte identidade auxiliar,

comumente atribuida a Euler e denominada a identidade de Euler.

Lema 4.1.1 Se m e n sdo niimeros que podem ser escritos como soma de dois quadrados, entdo

mn também pode ser escrito como soma de dois quadrados.

Demonstraciio: supondo que m = a4+ b* e n = ¢* +d?, temos

mn = (a®+b*)(c*+d?)

(ac)?®+ (ad)? + (bc)? + (bd)? + 2abcd — 2abced
= [(ac)?+2abcd + (bd)?| + [(bc)? — 2abcd + (ad)?]
= (ac+bd)?+ (bc —ad)?.

Nesta se¢do, o problema a ser considerado consiste na representacdo de inteiros pela
forma positiva definida x> 4 y?, o qual pode ser respondido utilizando o método desenvolvido no
capitulo anterior.

Primeiro, mostraremos que x>+ y> é a tinica forma positiva definida reduzida de
discriminante —4. De (3.1) e (3.10), uma tal forma reduzida [a, b, c] satisfaz as condigdes h* < %
e b =0 (mod 2); portanto, temos b = 0. Como b?> — 4ac = —4, segue que ac = 1, o que implica
a = c = 1. Assim, toda forma positiva definida de discriminante —4 € equivalente a forma
[1,0,1], ou seja, & forma x> +y°.

Do Teorema 3.5.2, temos que um inteiro positivo n pode ser escrito da forma x> + y?,

2

em que (x,y) = 1, se, e somente se, a congruéncia algébrica x> = —4 (mod 4n) possui alguma
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solucdo, ou seja, se, € somente se, a congruéncia algébrica
x* = —1 (mod n) (4.1)

possui alguma solucdo. Em particular, um primo fmpar p pode ser escrito na forma x> 4y se, e
somente se, (_—> = 1, e, portanto, (pelo corolério 2.3.2) se, e somente se, p = 1 (mod 4). O
primo 2 também pode ser escrito nessa forma, a saber: 2 = 12412,

Agora, a partir desses resultados, podemos enunciar e provar o teorema central desta

secao.

Teorema 4.1.1 (Fermat) Um inteiro positivo n pode ser escrito da forma x* + y* se, e somente
se, cada fator primo de n da forma 4k + 3 ocorre na fatoragdo canonica de n elevado a expoente

par.

Demonstracfio: suponhamos que n = x> +y%, com d = (x,y). Dai, podemos escrever n =
d2(a2 + bz), em que (a,b) = 1. Se escrevermos n; = a* + b?, entdo, por (4.1), a congruéncia
algébrica x> = —1 (mod n; ) possui uma solu¢io. Assim, —1 é um residuo quadratico de cada
fator primo de n; e, consequentemente, (novamente pelo coroldrio 2.3.2) tais primos sdo da
forma 4k + 1 ou 2. Portanto, qualquer fator primo de n da forma 4k + 3 deve ocorrer em d?, logo,
ocorre elevado a um expoente par.

Reciprocamente, suponhamos que n = d’n;, em que n; nio contém primos da forma
4k + 3. Queremos mostrar que 7; pode ser escrito da forma a4 b?, o que dard n = (da)* + (db)?.

Se n = 1, entdio n; = 1%+ 02 e o resultado segue. Observemos que, para todo inteiro
m>1,sen =2" ouny =2"", com m par, entdo n; = (27)>+0% ou n; = (22)2 4+ (22)2,
respectivamente; assim, novamente o resultado segue.

Suponhamos, agora, que ny = 2"'p;...p,;, em que m > 0 e cada primo p;, com
I < j<s, €daforma4k+ 1. Pela discussdo introdutéria, para algum par de inteiros a, b ;, temos

2

pj=4aj +b§, com 1 < j <s, e, para algum par de inteiros u, v, temos 2" = u? +12.

Por fim, em vista do lema 4.1.1, o inteiro

N
ny = (u® +v?) [J (a5 +b3)
=l

pode ser escrito da forma a® + b?, concluindo, assim, a demonstra¢do do teorema.



52

Para o teorema supramencionado, hd uma demonsttracao mais elementar, que nao
necessita do desenvolvimento da teoria de formas quadréticas bindrias, como veremos a seguir.
Iniciemos pelo caso particular dos nimeros primos, respondido por Fermat, a partir

do seguinte teorema.

Teorema 4.1.2 (Fermat) Para um primo impar p, as seguintes condi¢oes sdo equivalentes:

(a) p=1(mod4).

2= _

(b) A congruéncia x (mod p) possui alguma solugao.

(c) p pode ser expresso como soma de dois quadrados.

Demosntracio:

(a) = (b): como p = 4k + 1, decorre, imediatamente, do coroldrio 2.3.2 que

)+

logo, —1 € residuo quadratico médulo p.

(b) = (c): seja m um inteiro tal que m*> = —1 (mod p). Consideremos o conjunto

A={(x,y)€Z* 0<x,y< VPt

Pelo principio fundamental da contagem, esse conjunto possui (|/p| + 1)? elementos. Agora,

como

(Lvpl+1)*> yp*=p

e ha, no mdximo, p inteiros ndo congruentes entre si, moédulo p, entdo, pelo principio da casa

dos pombos, existem pares ordenados distintos (x,y1), (x2,y2) € A, tais que
mx| +y; = mx; +y, (mod p),

e, dai,

m(x; —xp) =y2 —y1 (mod p).

Pondo a = |x; —xp| e b = |y — y2|, segue que a e b ndo sdo ambos nulos e, consequentemente,

O<a2+b2:\x1—x2|2—|—]y1—y2]2<\/1_92+\/_2:2p. (4.2)
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Como
a’+b* = |x1 —x2]2 + [y —y2|2 = (x1 —x2)2 +m2(x1 —x2)2

= (m*+1)(x; —x2)> =0 (mod p)

e,de (4.2),0< a?+b: < 2p, temos, como unica possibilidade, que
a+b*= p.

(c) = (a): sendo p = a® + b, com a e b inteiros, segue que a é par e b é impar ou vice-versa,
uma vez que p é um primo impar. Supondo, sem perda de generalidade, que a € par (isto €, da

forma 2k’) e b é impar (isto €, da forma 2k” + 1), temos que

p=a*+b*= 2K+ (2" +1)>=0+1=1 (mod p).

A seguir, daremos uma demonstracdo, apoiada em no¢des mais basicas relativas a
Teoria dos Nimeros, do teorema de Fermat, o qual caracteriza os naturais que podem ser escritos

como soma de dois quadrados.

Teorema 4.1.3 (Fermat) Um natural n pode ser escrito como soma de dois quadrados se, e
somente se, ele é da forma n = 2’"p]O‘1 ...pf‘“q?l ...qft, comm, o, B; >0, B par, pj = 1 (mod 4)

eqi=3 (mod4), paratodos 1 < j<sel <i<t

Demonstracao: consideremos, inicialmente,

n=2"pM ...pf"q?' ...q?’,

comm, ¢, >0, p;=1(mod4)eq; =3 (mod4), paratodos 1 < j <sel<i<t. Suponha-
mos que n pode ser escrito como soma de dois quadrados. Dai, para provarmos que f3; € par, é
suficiente mostrarmos que se n pode ser escrito como soma de dois quadrados e f3; > 1, entdo
Bi=>2e % também pode ser escrito como soma de dois quadrados. Para isso, se n = a* + b?,
com a,b € Z, entdo a® +b*> = 0 (mod ¢;). Agora, se b # 0 (mod g;), entdo (b,g;) = 1, de modo

que b € invertivel, médulo ¢;; tomando e seu inverso, temos que

(ae)*+1=—b**+1=—14+1=0 (mod g;),
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o que contradiz o teorema 4.1.2, visto que ¢; = 3 (mod 4). Logo, b = 0 (mod ¢;) e, consequente-

mente, @ = 0 (mod ¢;). Portanto, n = a> +b* = 0 (mod ¢?), de maneira que

ez (o) +(2)
g q,-2 qi qi)

A demonstracdo da reciproca desse teorema € idéntica a prova da reciproca do

teorema 4.1.1. Assim, finalizamos a demonstragcdo do teorema.

O préximo resultado nos mostra que a escrita de um primo da forma 4k + 1 como

soma de dois quadrados € essencialmente tnica.

Proposicao 4.1.4 Se p é um primo da forma 4k + 1, entdo existem tinicos x,y € N tais que x <y

ep=x>+y%.

Demonstraciio: o teorema 4.1.2 garante que existem naturais x, y tais que p = x>+ y>. Supo-
nhamos, entdo, que exista outra escrita de p como soma de dois quadrados, a saber: p = a®+ b2,
com a,b € N. Observemos, ainda, que x,y,a € b sdo todos primos com p e menores do que /p.
Agora, escolhamos inteiros 1 < ¢,d < p tais que xc =y e ad = b (mod p).

Utilizando congruéncia médulo p, temos

X +y? =x2 4 (x¢)? = x*(? +1) (mod p),

2= —1 (mod p). De modo anélogo, d> = 0 (mod p). Assim, p divide ¢ —d* =

de sorte que ¢
(c+d)(c—d), o que implica p divide c+d ou ¢ —d. Mas, como 1 < ¢,d < p, temos que
—p<c—d<c+d <2p, mostrando que c =d ou c+d = p.

Suponhamos, inicialmente, que ¢ = d. As escolhas de ¢ e d asseguram que
bxc = ady = ayc (mod p) (4.3)

e, consequentemente, bx = ay (mod p), Mas, como 0 < x,y,a,b < ,/p, segue que 0 < bx,ay < p

e, dai, bx = ay. Logo,

2 2 2
2,2 (@ 2 2 (YY) _ (Y
p=x"+y _<b) +y = (a +b)(b) —p(b) (4.4)

e,assim,x=aey=~.
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Agora, se ¢ +d = p, entdo, empregando o mesmo raciocinio de (4.3), obtemos

bx = —ay (mod p), o que acarreta bx + ay = p. Portanto, tendo em vista o lema 4.1.1, segue que
p? = (2 +y2)(a® +b*) = (bx+ay)? + (by — ax)? = p* + (by — ax)?,

0 que ocasiona by = ax. Outra vez, como em (4.4), deduzimos que x = b e y = a, concluindo,

desse modo, a prova da proposicao.

4.2 Representacao de um primo p > 3 por alguma forma quadratica binaria de discrimi

nante —24

O objetivo do que segue € obter uma descricdo dos niimeros primos p > 3 que sao
representaveis por alguma forma de discriminante —24.
Para tanto, comecaremos obtendo todas as formas positivas definidas reduzidas de
discriminante —24, sendo qualquer forma de discriminante —24 equivalente a uma delas.
A partir de (3.10), como A = —24, segue que b* < 8. Dat, visto que A =0 (mod 4),
é imediato que b = 0 ou |b| = 2. Como A = b* — dac, temos que b = 0 implica ac = 6 ¢ |b| =2
implica ac = 7. Logo, temos dois casos:
i) b =0: os pares de inteiros (a,c) que satisfazem (3.9) e a igualdade ac = 6 sdo: (1,6);
(—1,-6); (2,3) e (—2,—3). Entao, obtemos quatro formas reduzidas diferentes de discri-

minante —24, a saber:
[1,0,6],[2,0,3],[-1,0—6] e [-2,0,—3];

somente as duas primeiras formas positivas definidas.

ii) |b| =2: procedendo da mesma maneira que no caso anterior, temos que os pares de inteiros
(a,c) tais que ac =7 e 0 < |a| < |c| sdo (1,7) e (—1,—7). Mas, por (3.9) e |b| =2, as
formas [1,0,7] e [—1,b,—7] ndo sdo reduzidas.

Portanto, as formas positivas definidas e reduzidas de discriminante —24 sdo precisa-
mente [1,0,6] e [2,0,3].

Agora, pelo Teorema 3.5.2, um inteiro n, diferente de zero, € primitivamente re-
presentdvel por alguma forma de discriminante —24 se, e somente se, a congruéncia algébrica
x2=-24 (mod 4|n|) tem pelo menos uma solugdo, ou seja, se, € somente se, a congruéncia

algébrica x> = —6 (mod |n|) tem pelo menos uma solugo.



56

Em especial, para caracterizarmos um nimero primo p > 3 como representavel
primitivamente por alguma forma de discriminante —24, devemos resolver a seguinte congruéncia
algébrica:

x? = —6 (mod p).

Pelas propriedades do simbolo de Legendre, pelo critério de Euler e pela lei da

reciprocidade quadratica, temos

() = G)G)G)

Agora, o coroldrio 2.3.3 da

p

(2) I,sep=1oup=7(mod8)
—1,se p=3oup=>5(mod8) .

Por outro lado,

1
(5) =1,se p=1 (mod 3)

(%) = —1,se p=2 (mod 3)

. . —6
Como base no que foi exposto acima, obtemos (—) =1,se

p=1loup=7(mod38)
e 4.5)
p=1(mod3)

ou

p=3oup=5(mod38)
e (4.6)
p =2 (mod 3)

A partir daqui, temos as ferramentas necessdrias para provar o seguinte teorema.
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Teorema 4.2.1 Os primos p da forma 24k + 1 ou 24k +7 sdo os que podem ser escritos da
forma x* 4 6y?*; os da forma 24k +5 ou 24k + 11 sdo os que podem ser escritos da forma

2x% + 3y

Primeiro, notemos que os primos 2 e 3 sdo ambos representdveis pelas formas
x? + 6y” e 2x* + 3y%. Assim, a partir desse momento, tomaremos p > 3. Queremos, agora,
mostrar que um primo p conforme (4.6) nio pode ser escrito da forma x” 4+ 6y?. Para isso,
consideremos os primos que sdo representdveis por essa forma, isto €, os primos tais que

p = x* + 6y?, para algum par de inteiros x, y. Observemos que
p=x>+3-2y =x? (mod 3),
o que implica

p=1(mod3).

Logo, pelo que foi apresentado na parte preliminar desta se¢do, temos, como con-
sequéncia imediata, que a forma 2x? + 3y? representa todo primo p > 3 que satisfaz (4.6).

Reciprocamente, para finalizar a demonstracao deste teorema, devemos mostrar que
a forma 2x? 4 3y? representa, apenas, todo primo p > 3 descrito em (4.6). Para tanto, tomando

um primo p > 3 representado por essa forma, temos que
p =2x>+3y* = 2x* (mod 3).
Como x2 = 1 (mod 3) (pois p > 3), temos que
p =2 (mod 3).

Por fim, como p = 2x? 4 3y?, temos que y deve ser fmpar, isto é, da forma 2k + 1.
Dai, analisaremos os seguintes casos, utilizando congruéncia médulo 8:

i) Se x for par, isto é, da forma 2k’, entdo
p=2x"+3y* =2(2k)? +3(2k+1)* = 8k"> + 12k* + 12k + 3 = 12k*> + 12k +3 (mod 8).

Como 12k> + 12k = 4-3k(k+1) e k(k+ 1) é par, temos que 12k*> + 12k = 0 (mod 8) e,

consequentemente, a congruéncia acima resulta em

p =3 (mod 8).
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ii) Se x for impar, isto €, da forma 2k’ + 1, entdo
p=2(2k +1)>+3(2k+1)* = 8k + 8k’ +2 + 12k*> + 12k + 3 = 12k* + 12k 45 (mod 8).
Novamente, como 12k* + 12k = 0 (mod 8), segue que
p =5 (mod 8)

Portanto, um primo p > 3 pode ser representado pela forma 2x? + 3y” se, e somente
se, p for da forma 24k + 5 ou 24k + 11, enquanto p pode ser escrito da forma x> + 6y” se, e
somente se, p for da forma 24k + 1 ou 24k +7. Com isto, concluimos a demonstracdo desse

teorema central.



59

5 CONCLUSAO

O objetivo principal deste trabalho foi apresentar um estudo inicial das formas
quadréticas bindrias ax* + bxy + cy2, com a,b,c € Z, nem todos 0, investigando os inteiros n
para os quais existam inteiros x,y tais que n = ax’ + bxy + cy* e fazendo emprego de técnicas
desdobradas em capitulos anteriores para responder aos questionamentos: qual a caracterizagao
dos inteiros positivos que podem ser escritos como soma de dois quadrados? Quais sao os primos
p > 3 que podem ser representados da forma 2x% + 3y? ou da forma x> + 6y>?

Nesse sentido, apresentamos alguns topicos relacionados a Teoria dos Nimeros e a
Algebra Abstrata, visando a relevancia desses conteidos para a compreensao do texto.

Para além do aqui exposto, sugerimos ao leitor interessado as referéncias (BUELL,
1989), (COX, 1989) e (LANDAU, 2002). Em especial, um desenvolvimento natural a partir
daqui € a obtencao de férmulas para o nimero de classes.

Como observamos nesta disserta¢do, além dos elementos da Aritmética, fizemos uso
de ferramentas algébricas para demonstrar os resultados centrais abordados aqui. Desse modo,
faz-se necessdrio reconhecermos a importancia das inter-relacdes entre campos diferentes da
Matematica, € mesmo entre a Matematica e outras areas do conhecimento, no desenvovimento
das ciéncias.

Ademais, a partir do inicio do século XIX, em razdo da obra Disquisitiones Arithme-
ticae de Gauss, a Aritmética torna-se Teoria dos Numeros, tendo um promissor desenvolvimento.
Essas ideias de Gauss foram amplamente desenvolvidas, acarretando o que se denomina, na
contemporaneidade, Teoria Algébrica dos Nimeros. A medida que os fundamentos dessa teoria
e a nocdo de ideal foram ampliados, o estudo das formas quadraticas bindrias tornou-se apenas
um caso especial de uma teoria mais geral.

Outros dois ramos da Teoria dos Nimeros também iniciados no século XIX sao a
Teoria Analitica dos Ndmeros e a Geometria Aritmética, as quais ocupam um papel central na
Matematica moderna.

Além das contribui¢des ja relatadas nesta dissertacdo, almejamos incentivar os leito-
res, os estudantes de graduacgdo e pds-graduacdo em Matematica e, em especial, os professores
da Educacdo Badsica a se interessarem pelo estudo da Teoria dos Nimeros e a buscarem aprofun-
dar seus conhecimentos relacionados a esse campo da Matematica, dando-lhes uma formacao

complementar desse tema.



60

REFERENCIAS

ANDREWS, G. Number Theory. [S.1.]: Dover, 1994.
BUELL, D. A. Binary Quadratic Forms. New York: Springer-Verlag, 1989.

COX, D. A. Primes of the Form x> +ny*: Fermat, Class Field Theory and Complex
Multiplication. New York: John Wiley & Sons, 1989.

HUNTER, J. Number Theory. University of California: OLIVER & BOYD, 1964.
LANDAU, E. Teoria Elementar dos Nimeros. Sao Paulo: Ciéncia moderna, 2002.

MOREIRA, C. G. T. D. A.; MARTINEZ, F. E. B.; SALDANHA, N. C. Tépicos de Teoria dos
Numeros. Rio de Janeiro: SBM, 2012. (Colecio PROFMAT).

. Teoria dos Nimeros: um passeio com primos e outros nimeros familiares pelo
mundo inteiro. 4. ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2018. (Colecdo Projeto Euclides).

NETO, A. C. M. Tépicos de Matematica Elementar: Teoria dos Nimeros. 2. ed. Rio de
Janeiro: SBM, 2013. (Colecao do Professor de Matematica).

SANTOS, J. P. D. O. Introducao a Teoria dos Numeros. 3. ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2017.
(Colecao Matematica Universitaria).



	Folha de rosto
	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Sumário
	Introdução
	Preliminares
	Grupos
	Relações de equivalência
	Resíduos quadráticos

	Teoria elementar de formas quadráticas binárias
	Definições e notações
	Matrizes e transformações unimodulares
	Classes de equivalência de formas quadráticas binárias
	Formas quadráticas binárias de discriminante  dado
	Representação de inteiros por formas quadráticas binárias

	Aplicações
	Representação de um inteiro como uma soma de dois quadrados
	Representação de um primo p>3 por alguma forma quadrática binária de discriminante -24

	Conclusão
	REFERÊNCIAS



