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RESUMO

Nesta tese, nés encontramos condicoes necessarias e suficientes para uma variedade M™
nao-degenerada de indice arbitrario ser realizada como uma subvariedade da vasta classe
de variedades produto warped eI x, M{(c), onde ¢ = +1, a : I C R — R é o fa-
tor escalar e MY (¢) é a forma espacial N-dimensional semi-Riemanniana de indice \ e
curvatura constante ¢ € {—1,1}. Também discutimos as condigoes necessarias e suficien-
tes para uma variedade M™ nao-degenerada de indice arbitrario ser realizada como uma
subvariedade da classe de variedades produto warped M[,]f1 Y(e1) Xp M’i\;2<02>. Para o caso
de subvariedades de eI x, MY (c), provamos que se M™ satisfaz as equagoes de Gauss,
Codazzi e Ricci para uma subvariedade em eI x, MY (c), junto com algumas condigoes
adicionais, entdo M™ pode ser isometricamente imersa em I x, MY (c). Isso generaliza
o caso de hipersuperficies imersas em produtos warped semi-Riemannianos provado por
M.A. Lawn and M. Ortega (ver LAWN and ORTEGA| (2015)), que é uma extensao do
resultado de imersoes isométricas obtido por J. Roth nos produtos Lorentzianos S" x Ry
and H" x R; (ver ROTH]| (2011))), onde S™ e H" sao a esfera e o espago hiperbdlico de
dimensao n, respectivamente. Essse ttimo resultado, por sua vez, é uma expansao para
variedades pseudo-Riemannianas do resultado de imersoes isométricas provado por B.
Daniel em S™ x R and H" x R (ver DANIEL| (2009)), uma das primeiras generalizagoes
do teorema classico para subvariedades em formas espaciais (ver TENEBLAT] (1971))).
Ja para o caso de subvariedades do produto warped M]k\i Y(c1) Xp M,??(CQ), discutimos as
condicoes necessarias e suficientes, bem como exibimos um resultado para o caso em que a
funcao warping possui Hessiana conforme, o que generaliza nao s6 todos os artigos supra
citados, como também em parte o resultado obtido em LIRA, TOJEIRO, and VITORIO
(2010).

Palavras-chave: Teorema Fundamental. Equacoes de Estrutura. Produto Warped.

Subvariedades. Variedades Semi-Riemannianas.



ABSTRACT

In this work, we find necessary and sufficient conditions for a nondegenerate arbitrary
signature manifold M™ to be realized as a submanifold in the large class of warped
product manifolds e/ x, MY (c), where ¢ = +1, a : I C R — RT is the scale factor
and MY (c) is the N-dimensional semi-Riemannian space form of index A\ and constant
curvature ¢ € {—1,1}. We also discussed the necessary and sufficient conditions for a
nondegenerate arbitrary signature manifold M™ to be realized as a submanifold in the
class of warped product manifolds M]k\i Y(c1) Xp M%(Cg). In the case of submanifolds of
el x, My (c), we prove that if M™ satisfies Gauss, Codazzi and Ricci equations for a
submanifold in eI x, M{(c), along with some additional conditions, then M™ can be
isometrically immersed into el x, MY (c). This comprises the case of hypersurfaces im-
mersed in semi-Riemannian warped products proved by M.A. Lawn and M. Ortega (see
LAWN and ORTEGA (2015)), which is an extension of the isometric immersion result
obtained by J. Roth in the Lorentzian products S™ x Ry and H" x R; (see ROTH]| (2011))),
where S and H" stand for the sphere and hyperbolic space of dimension n, respectively.
This last result, in turn, is an expansion to pseudo-Riemannian manifolds of the isometric
immersion result proved by B. Daniel in §" x R and H" x R (see DANIEL| (2009)), one of
the first generalizations of the classical theorem for submanifolds in space forms (see |TE-
NEBLAT (1971))). In the case of submanifolds of warped products Mﬁl(cl) X, M,ZQ(CQ),
we discussed the necessary and sufficient conditions, as well as displaying a result for the
case where the warping function has a conformal Hessian, which generalizes not only all
the articles mentioned above, but also in part the result obtained in [LIRA, TOJEIRO,
and VITORIO (2010).

Keywords: Fundamental theorem. Structure equations. Warped product. Submani-

folds. Semi-Riemannian manifolds.
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1 INTRODUCAO

Produtos warped sao naturalmente uma das mais frutiferas generalizacoes de
produtos Cartesianos. Mais precisamente, um produto warped é uma variedade equipada

com uma métrica produto warped da forma:

9= Zgi,j(y)dyi ® dy’ + f(y) Z gst(z)d2® ® da’,
0,J s,t

©y

onde a geometria warped se decompoe num produto da geometria “y” e da geometria
“x”, exceto que a segunda parte é warped, i.e, é reescalonada por uma funcao escalar que
depende somente da outra coordenada “y”. Se substituirmos a variavel “y” pela varidvel
tempo t e x pelo espaco de dimensao 3, a primeira parte torna-se o efeito do tempo no
espaco curvo de Einstein. Como ele curva o espacgo ira definir uma ou outra solugao
para um modelo de espaco-tempo. Por esta razao, diferentes modelos do espago-tempo
em relatividade geral sao frequentemente expressados em termos de geometria warped.
Como consequéncia, a nocao de produtos warped desempenha importante papel nao sé6
na geometria, mas também em fisica-matematica, especialmente em relatividade geral.
Discorrido brevemente acerca da importancia dos produtos warped e voltando
atencao as questoes geométricas, um problema fundamental na teoria de subvariedades
tem sido saber quando uma variedade (pseudo-) Riemanniana pode ser isometricamente
imersa em um dado espa¢o ambiente. Em seu trabalho em BONNET] (1867), ainda no
século XIX, O. Bonnet mostrou que uma vez dadas duas formas quadréaticas em um
aberto do R? que satisfazem as equacoes de Gauss e Codazzi, entdao existe uma tnica
imersao local f : V € U — R® com as prescritas formas fazendo o papel de métrica
induzida e segunda forma fundamental. Ja em meados do século XX, no caso em que o
espaco ambiente é uma forma espacial riemanniana, Keti Teneblat mostrou em seu bem
conhecido trabalho TENEBLAT, (1971) que as equagdes de Gauss, Codazzi e Ricci sdo
necessarias e suficientes para se obter a imersao requerida. Esse fato também é verdade
para variedades pseudo-Riemannianas, e uma curta prova disso pode ser achada em LIRA,
TOJEIRO, and VITORIO (2010), onde os autores usaram isso para obter resultados de
imersoes isométricas em produtos de formas espaciais. Em particular, para imersoes
de codimensao 1, a equagao de Ricci é trivial e as equagoes de Gauss e Codazzi sao
equivalentes a existéncia de uma imersao isométrica local nas formas espaciais desejadas.
Versoes do teorema fundamental da teoria de subvariedades foram recente-
mente obtidas por Bonoit Daniel em DANIEL| (2009) e DANIEL| (2005)), Julien Roth em
ROTH] (2011) e por Marie-Amélie Lawn e Ortega em LAWN and ORTEGA| (2015). Em
DANIEL] (2009), Daniel considera hipersuperficies em M™ x R, onde M é a esfera S™ ou
o espaco hiperbdlico H". Ele observou que para uma hipersuperficie M em M"™ x R as

equacoes de Gauss e Codazzi dependem somente da primeira e segunda forma fundamen-
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tal, da projecao T do vetor vertical 0; sobre o fibrado tangente T'M e de sua componente
normal v, e provou que essas duas equacoes junto com equacoes diferenciais de primeira
ordem adicionais em 7" e v dao condigoes suficientes e necessarias para uma variedade M
ser localmente imersa e isometricamente em M"” x R. Em ROTH] (2011), Roth expandiu
o resultado de Daniel e provou um teorema fundamental de hipersuperficies para o caso
de produtos Lorentizianos M" x R;. Em LAWN and ORTEGA| (2015)), Lawn e Ortega
generalizaram o resultado de Roth e obtiveram um teorema para hipersuperficies em pro-
dutos warped semi-Riemannianos. E interessante chamar atencao que nenhum desses trés
resultados citados lida com subvariedades de codimensao maior do que um. Porém, vale
destacar que teoremas de subvariedades para o caso de codimensao arbitraria vem sendo
provados, demonstrando assim a importancia e o interesse nos mesmos (veja, por exem-
plo, LAWN and ROTH] (2017); KOWALCZYK (2011)); LI and ZHANG (2014); LIRA
and MELO) (2012); LIRA, TOJEIRO, and VITORIO) (2010); REI FILHO and VITORIO
(2017)).

Nesse trabalho, na Secao 3, nés damos uma prova de um teorema fundamental
para subvariedades em produtos warped semi-Riemannianos do tipo el x, MY (c), onde
a subvariedade considerada foi de codimensao arbitraria. Ele estende o resultado de
Lawn e Ortega, que havia provado o caso das hipersuperficies. Como a prova em LAWN
and ORTEGA| (2015), nds usamos referenciais méveis e distribuicoes integrais, o método
padrao primeiramente usado por Cartan e depois por Tenenblat em [TENEBLAT]| (1971))
ou Daniel em DANIEL (2009), por exemplo. E interessante também notar que nossa
versao do teorema fundamental de subvariedades também estendeu o recente resultado
provado por C. do Rei Filho e F. Vitério em REI FILHO and VITORIO (2017). Ja
na Secao 4, ampliamos a generalizacao ao discutir as condigdes necessarias e suficientes
para uma variedade M™ nao-degenerada de indice arbitrario ser realizada como uma
subvariedade da classe de variedades produto warped M,]x Y(c1) Xp M]k\f (cg). Mostramos
as potenciais dificuldades de tratar dessa variedade, uma vez que a base é uma variedade
mais “complexa’e exibimos um resultado sob as condigoes da fungao warping possuir
hessiana conforme, resultado este parte de um trabalho em andamento até o momento.

No decorrer desta tese sera feita inicialmente uma breve explanacao sobre as
preliminares requeridas acerca de produtos warped, sendo seguida pelas se¢oes que tratam
dos produtos warped e/ x, MY (c) e My (c1) x4 M2 (co).

2
2
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2 PRODUTOS WARPED SEMI-RIEMANNIANOS

A nogao de produto warped foi definida em 1964 no artigo BISHOP and
O’NEILL (1969), porém o conceito de produto warped ja aparecia na literatura ma-
tematica e fisica antes disso. Por exemplo, produtos warped foram chamados de espacos
semi-redutiveis em KRUCHKOVICH]| (1957). Como dito na introducao, suas aplicagoes
sao inumeras no campo da Fisica, aparecendo desde modelos de expansao e contracao do
universo até modelos que descrevem os estagios finais do colapso gravitacional de buracos
negros.
A notagao usada nesta secao sera basicamente a mesma usada em |(O’NEILL
(1983) e CHEN]| (2017).

2.1 Produtos Warped

Sejam B e F' duas variedades semi-Rimennianas de dimensoes positivas equi-
padas com as métricas semi-Riemanninas gg e gp, respectivamente, e seja f uma fungao
suave e positiva definida em B.

Considere o produto B x F com suas projecoes naturais 7 : B X FF — B e
n:BxF—F.

Definicao 2.1 O produto warped M = B X; F ¢é a variedade B x F' equipada com a

estrutura semi-Riemanniana tal que

(X, X) = (mu(X), 7 (X)) + L2 (m(2)) (0 (X)), (X)),

para qualquer vetor tangente X € T'M. Portanto, tem-se que

g9=gs+ fgr

A funcao f é chamada de fun¢ao warping do produto warped. O produto
warped é chamado de trivial se f é constante. A variedade B chamamos de base do
produto warped e & F chamamos de fibra. As folhas B x {q} = n7'(q) e as fibras
{p} x F = 77!(p) sdo subvariedades semi-Riemanninas de M. Os vetores tangentes as
folhas sao chamados de horizontais e aqueles tangentes as fibras sao chamados de verticais.
Uma notagao também conveniente de destacar é ‘H denotando a projecao ortogonal de
Tip,M em seu subespaco horizontal T(, (B x {q}) e V denotando a projecao ortogonal
no susbespaco vertical T(, ({p} x F).

E de importancia também o conceito de levantamento de vetores (e campo
de vetores). Dado u € T,B, p € B e q € F, entao o levantamento u de u a (p,q) é
o tnico vetor em T, M tal que 7, (@) = u. Para um campo de vetores X € X(B), o

levantamento de X a M é o campo de vetores X cujo valor em cada (p, ¢) é o levantamento
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de X, para (p, q). O conjunto de todos os levantamentos horizontais ¢ denotado por £(B).
Similarmente, vamos denotar por £(F') o conjunto de todos os levantamentos verticais. E
imediato do fato de X,Y € £(B) serem 7-relacionados a X,Y € Be V,W € £(F) serem
n-relacionados a V, W € F' que

[(X,Y] = [X,Y] € £(B) (1)
V. W] = [V,W]” € &(F) (2)
[Xv V] = 0, (3)

onde [X, Y]~ denota o levantamento de [X,Y]. Por abuso de notagao, daqui em diante
usaremos a mesma notagao para um campo de vetores e para seu levantamento.

Um fato importante que mostra que quase sempre a relacao de um produto
warped com sua base é quase tao simples como o caso de um produto semi-Riemanniano,

além de simplificar notagao e contas, é o

Lema 2.1 Se h € §(B), entao o gradiente do levantamento hon deh a M = B x; F ¢

o levantamento a M do gradiente de h sobre B.

Prova. Devemos mostrar que grad(h o ) é horizontal e T—relacionado ao grad(h) sobre

B. De fato, para a primeira parte, basta notar que se v é um vetor vertical a M, entao
(grad(hom),v) =v(hom)=m.(v)h =0,

ja que m,(v) = 0. Para o segundo fato, note que se x é horizontal, entao

(me(grad(h o m)), m.(x)) = (m(grad(h o)), m.(x)) = z(h o)
= m(x)h = (grad(h), m.(x)).
Entao, em cada ponto, m,(grad(h o w)) = grad(h), como querfamos. O

Salvo alguma excecao que gere confusao, de agora em diante simplificaremos

a notacao escrevendo h para h o7 e grad(h) para grad(h o 7).

2.2 Conexao de produtos warped

A conexao de Levi-Civita D de M = B x ; F' esta relacionada com as conexoes

de Levi-Civita de B e F' de acordo com a
Proposigao 2.1 Para X,Y € £(B) e V,W € £(F), nos temos sobre B x; F' que

(1) DxY € £(B) € o levantamento de DxY sobre B;
(2) DxV = DyX = (ZHv
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(3) oDy W) = (V. W) = — fW> erad(f):
4) tan(DyW) € £(F) € o levantamento de DEW sobre F, onde DY é a conexdo de
1%
Levi-Civita de F'.

Prova. (1) A férmula de Koszul para 2(DxY, V) se reduz a

-V(X,Y)+(V,[X,Y]),

desde que pelo resultado em ({3)) temos [ X, V] = [V, V] = 0. Como X, Y sdo levantamentos
de B, (X,Y’) é constante sobre as fibras. Entao, V(X,Y) = 0, pois V é vertical. Também
temos (V,[X,Y]) = 0, pois V é vertical e [X,Y] é horizontal (ver equagdo (2)). Assim,
(DxY,V) = 0 para todo V' € £(F), donde DxY é horizontal. Desde que 7, . ¢ uma
isometria, o resultado esta provado.

(2) Primeiramente note que DxV = Dy X ja que [X,V] = 0. Note também que

esses campos sdo verticais, pois (DxV)Y) = —(V,DxY) = 0 e, pela propriedade (1)
ja provada, tem-se DxY horizontal. Novamente vamos usar a férmula de Koszul, mas
agora para calcular 2(DxV,W). O tnico termo nao-nulo na expressao de Koszul para
2(DxV,W) é X(V,W). Para calcular esse termo, veja que

X
X(VW) = XPQV.W)r) o) = 20X FV. W) o) = 22 L VW),
onde (-, -)r denota a métrica de F'. Portanto,
DxV = XTfV.
(3) Pela propriedade (2), temos
(D) = . Dux) = =~ L),

Aplicando o lema achamos que X f = (grad(f), X) tanto sobre M como sobre B.

Entao,

(DyW, X) [ = =(V,W){grad(f), X),

o que implica a propriedade (3).

(4) Desde que V' e W sao tangentes a todas as fibras, tan(Dy W) é a derivada covariante

da fibra aplicada as restrigdes de V' e W naquela fibra. Isso termina a propriedade (4) e a
proposicao, pois a n-relacao segue desde que as conexoes de Levi-Civita sao preservadas

por homotetias. 0
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Corolario 2.1 As folhas de um produto warped sdo totalmente geodésicas e as fibras sao

totalmente umbilicas.

Prova. Da propriedade (1) da Proposigao concluimos que a segunda forma funda-
mental de cada folha é zero, portanto as mesmas sao totalmente geodésicas. Ja o segundo

fato do corolério ¢ imediato da propriedade (3) da mesma Proposigao [2.1] U

2.3 Curvatura de produtos warped

Antes de mais nada, a convencao adotada para tensor curvatura R de uma
conexao D sera
R(X,Y)Z = DxDyZ — DyDxZ — Dixy)Z.

Considere um produto warped M = B x ¢ F. O levantamento T de um tensor
covariante T' definido sobre B para M é seu pullback 7*(T") via a projecao = : M — B.
No caso de um (s,1)—tensor 17" : X(B) x --- x X(B) — X(B), se v1,...,vs € T oM,
defina seu levantamento 7' como sendo dado por: T(vl, ...,0s) é o vetor horizontal que é
projetado em T'(m,(v1),...,m(vs)). Sejam RP e RE os levantamentos a M dos tensores
curvaturas de B e F, respectivamente. Desde que a projecao 7w é uma isometria sobre
cada folha, RP” d4 a curvatura Riemanniana de cada folha. O mesmo vale para R, ji
que 1 é uma homotetia. Por fim, se h € F(B), o levantamento a M da Hessiana de h serd
denotada por H”, sendo que esta tltima coincide com a hessiana do levantamento h o 7
geralmente apenas sobre vetores horizontais.

O resultado a seguir relaciona o tensor curvatura R de M = B x; F' com os

tensores curvatura R?, R de B e F.

Proposicao 2.2 Seja M = Bx ;F um produto warped de duas variedades semi-Riemannianas.
Se XY, Z € £(B) eU,V,W € £(F), entdio

(1) R(X,Y)Z € £(B) € o levantamento de RB(X,Y)Z sobre B;

2) rx,v) =15V
(3) R(X,Y)V = R(V,W)X = 0;
@) recvw = = pgraa;

(grad(f), grad(f))
f2

Prova. (1) Desde que a projecao 7 : M — B ¢ isométrica em cada folha, R? é o tensor

(5) R(V,W)U = RF(V,W)U +

{(v.0)w — (W, )V}

curvatura de cada folha. Como as folhas sdo totalmente geodésicas em M, R®Z coincide

com o tensor curvatura R de M em vetores horizontais. Isso prova a propriedade (1).

(2) Escrevendo a expressao para R(X, V)Y e lembrando que [V, X] = 0, obtemos
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R(X,V)Y = DxDyY — DyDxY.

Mas pela Proposi¢ao [2.1] temos que

DxDyvY = Dx((Y)f'V)
= X[(YNHfIWV+ Y f ' DxV
= {(XYNfF = HXNFHV+ YV 'DxV
= {XYNF=HEXNAV+XHYNHV
= XYV

DyDxY = [(DxY)f]f 'V.

Portanto,

RX,V)Y = {(XY[) = (DxY)f}f'V
= H/(X,Y)f7'V,

o que prova a propriedade (2).

(3) Comecemos calculando Dy Dy X .

DyDwX = Dy(Xf/fW)
= V(XJ/H)W + (X[ f)DyW
= (X[f/f)DyW,

uma vez que X f/f é constante sobre as fibras e portanto V(X f/f) = 0. Assim,

R(V,W)X = DyDwX — DwDyX — Dy X

= (XJ/NDvW —(Xf/[)DwV — (X [/ IV, W]
= 0.

Para mostrar que R(X,Y )V = 0, observe que pela simetria da curvatura temos
(R(X,Y)V,W) = (R(V,W)X,Y) = 0. Por outro lado, (R(X,Y)V, Z) = —(R(X,Y)Z,V) =
0, onde a ultima igualdade vem do fato de termos provado em (1) que R(X,Y)Z é hori-
zontal. Como essas duas equagoes valem para todo W € £(F) e todo Y € £(B), temos
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R(X,Y)V = 0.

(4) Primeiro note que R(X, V)W é horizontal, ja que (R(X,V)W,U) = (R(W,U)X,V) e

R(W,U)X = 0 pelo que provamos em (3). Tomando Y um vetor vertical qualquer, temos

(RX, VYW Y) = —(R(X,V)Y,W)

- EN

__Dx(Emd().Y)

_ <_ v, W>f

B D (grad () Y> ,

0 que prova (4).

(5) Primeiro note que R(V, W)U ¢ vertical desde que

(R(V, W)U, X) = =(R(V,W)X,U) = 0,

onde a ultima igualdade é devido a (3). Como 1 : M — F é uma homotetia sobre as fibras,
RE(V,W)U € £(F) é o tensor curvatura de cada fibra, e, portanto, podemos relacionar
RE(V,W)U e R(V,W)U usando a equacao classica de Gauss. Combinando a equacio
cldssica de Gauss com a propriedade (3) da Proposigao [2.1] segue (5). O

2.4 Produtos Warped do tipo [ x, P™

Produtos warped do tipo eI x, P™ sao objeto de interesse de nosso resultado
principal, por isso terminaremos essa secao discorrendo acerca de alguns resultados a serem
usados mais a frente. Em tudo que segue, a notacao usada sera a do artigo |RIBEIRO and
MELOQ| (2019). Os resultados que seguem também podem ser encontrados em LAWN and
ORTEGA| (2015).

Seja (P™, gp) uma variedade semi-Riemanniana de dimensao dim P = m. To-
das as nossas variedades serao conexas e de classe C*°, a menos que dito o contrario.
Considere uma fungao suave a : I C R — R™, um (sinal) constante ¢ = £1 e o produto

warped
P =l x, P™, (, ) =edt* + a(t)*gp

Sejam Rp e Rp os operadores curvatura de P™*! e P™ respectivamente. Se-
jam também V e V¥ as conexoes de Levi-Civita de P+ e P™, respectivamente. Come-

cemos provando o seguinte lema, consequéncia das propriedades provadas nas proposigoes

PIlec22
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Lema 2.2 Sobre a variedade semi-Riemanniana P™', as sequintes afirmacoes valem,

para quaisquer V, W levantamentos de vetores tangentes a P™:

(1) Voot =0, Vyot =2V,

(2) grad(a) = ead'0t,

(3) VvW = VEW — <V, W)or,

(4) Rp(V,0t)0t = =<V, Rp(0t,V)W = —(V,W)ot, Rp(V,W)ot = 0.

a

Prova.(1) Ambas as igualdades sdo consequéncias imediatas das propriedades (1) e (2)

da Proposicao [2.1], respectivamente.

(2) Pelo lema sabemos que grad(a) é horizontal. Portanto, podemos escrever

grad(a) = e(grad(a),d;)0;
= ed o,

0 que prova (2).
(3) Segue das propriedades (3) e (5) da Proposigao e propriedade (2) provada acima.
(4) Usando a propriedade (2) acima e a propriedade (2) da Proposi¢ao , obtemos

Rp(V,0t)0t = —mv

a
= —a YV, (ed'dy),0,)V

—ea”

- <8t,(9t>V

As duas outras igualdades sao imediatas das propriedades (4) e (3) da Proposicao [2.2]

respectivamente. O

Considere o espaco Euclideano Riv *1 de dimensdo N + 1 > 3 e indice A, com

sua métrica

N-\ N
go = E dx? — E dx?
i=0 i=N—-\+1

Seja MY (c) a forma espacial semi-Riemanniana de curvatura seccional ¢ €

{=1,1} e indice A, com métrica g. Defina

BN RV if MY (c) =SY, ¢ = +1,
g RYAL i MY (c) =HY, c=—1,
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com sua métrica flat pseudo-Riemanniana gy e conexio de Levi-Civita VO, onde S} e HY

sao, respectivamente,

Sf\v ={pe ]Ei\url; go(p,p) = +1}, Hﬁ\v ={pe Eiv+1; go(p,p) = —1}.

Seguindo a notagao anterior, considere PY*1 = eI x, MY (c) com métrica (, ),
conexdo de Levi-Civita V e tensor curvatura R. Considere também PN*2 = ¢ x, EX

com métrica (, )s, conexao de Levi-Civita V e tensor curvatura R. Assim, temos a

Proposicao 2.3 O tensor curvatura R de PN*2 ¢ dado por

rexvzw) = S - vz

n (“—" . M) (4, 200y, 000w, 0t) — (v, Z)(X., 01) (W, )

a a?

(X, WY, O8)(Z, 0t) + (Y, WX, It Z, 8t>) ,

para quaisquer secoes X,Y, Z W € F(T]BN“).

Prova. Comecemos escrevendo cada vetor X de PV*2 como X = X + r0 = X +
e(X, 0y) 0y, onde X 6 um vetor tangente a ]Eiv 1 Vamos usar as propriedades de simetria

do tensor curvatura e o Lema para calcular R. De fato, veja que

(X,Y) = (X,Y) —<(X,8,) (Y, ,), (4)

e pela simetria do tensor curvatura, temos
R(X,Y,Z, W) = R(X,Y,Z, W)+

+

+

Mas, pelo Lema [2.2] tem-se

RXV, 20, W) = 0, R(X,V, Z,08)) = —R(X,V,wdh, 7) = 0

R(z0,,Y,Z,W) = R(Z,W,z0,,Y) =0, R(X,y0;, Z,W) = —R(Z, W ,yd;, X) = 0.

Além disso, usando a propriedade (5) da Proposicao e o fato do tensor

N+1
E)\

curvatura de ser nulo, temos

o 12
RX,Y,Z,W) = )
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Agora, usando a propriedade (4) da Proposigao obtemos

"

R(X,y0,, Z,wd,) = —R(ydy, X, Z,wd,) = %(Y, AW, 0K, Z).

Analogamente, obtemos os termos

" "

R(X,ydy, 20, W) = —‘L—<Y, ONZ, ONX, WY, R(28,,Y, Z,wd,) = —%<X, AN W, Y, Z

e R(x0,, Y, 20, W) = o/ (X, 0)(Z,0)(V ).
Assim,

R(X,Y,Z,W) = g(‘;;f (X, 2)(7, W) = (¥, Z)(X, W)

a// -

+ ((LONW.0)(X. Z) = (V.ONZ o)X W) ()
—(X,00W. 0 (Y, Z) + (X, 0(Z,0)(Y ;W) ).
Para eliminar os tensores com til em , basta substituir em tais expressoes

pela expressao e entao obtem-se a Proposicao
O

A partir do mergulho totalmente umbilico Z : M} (¢) — EY™! usual, cons-

truimos o mergulho isométrico

E: (el xo MY (0), (, ) = (eI xo EYTL () Ya), (£,0) = (£,2(p)).

E bem conhecido que £ = =Z/c é um campo de vetores satisfazendo V£ = X/c
para qualquer X tangente a T,M}(c). Portanto, podemos considerar o campo de vetores

normal de = : eI x, M} (¢) — eI x, EY ™ como

eo(t,p) = (0,€(p)/a(t)) = (0,p/(ca(t))), para qualquer (t,p) € eI xo My (c).

Denotando g9 = {eg, e9) = £1 e desde que MY (c) estd naturalmente em E *1,
o campo de vetores ¢ satisfaz ¢,(€, &) = ¢. Também, g = (eq, e0) = ((0,p/ac), (0,p/ac)) =

a%g,(p,p)/(a*c?) = c. Pelo Lema [2.2]

a 1.~ 1a

Tarto =~ 50.6) + 195,(0.6) = 50,6 + - 2(0,6) =0
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Além do mais, se (0,7) L ey, entdo Z L ey, e

Vomen = Von0.6 =1 (vye - CAODp40)) = Lo, 2)

ac

donde o operador de Weingarten .S associado com o vetor normal eq é dado por

Sy — _aic(y (Y, 0))0, (6)

Assim, usando a equagao classica de Gauss para imersoes isométricas, a Pro-

posicao e a expressao [0, concluimos a

Proposicao 2.4 O tensor curvatura R of PN*t' ¢ dado por

R(X,Y,Z,W) < ) (X, Z)(Y, W) — (Y, Z)(X, W)>
+ (S -84 2) (wapmonwon - 2y o w0

X, WY, O Z, 0t) + (Y, WYX, It Z, 8t)) ,

para quaisquer campos de vetores tangentes X,Y,Z W € TPN*!L,
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3 IMERSOES ISOMETRICAS EM PRODUTOS WARPED ¢/ x, MY (¢)

Nesta se¢ao apresentamos nosso resultado principal. Primeiramente achamos
as condigoes necessarias para uma variedade M" ser realizada como uma subvariedade
da classe de subvariedades eI x, MY (¢). Em seguida, mostramos que essas condigdes

também sdo suficientes.

3.1 Subvariedades de Produtos Warped ¢l x, M5 (c)

Seja M™ uma variedade semi-Riemanniana isometricamente imersa em PN+ =
el x, MY (c). Sejam V e V as conexdes de Levi-Civita de M™ e PN+ respectivamente.
Denote por R e R* os tensores curvatura dos fibrados tangente e normal TM e TM*,
respectivamente, por a € I'(T*M ® T*M ® TM*) a segunda forma fundamental da
imersao e por A, € I'(T*M ® T'M) seu operador forma na dire¢do normal 7, dado por
(A, X)Y) = (a(X,Y),n), para todo X,Y € I'(I'M). Seja w: M — I a restrigao a M da
projecao natural 77 : el X, MY (¢) = I e 0t = T + &, onde T = ¢ - grad(nw). Entao, nés
temos £ € T(T'M™), ja que para qualquer xg € M e v € T,, M

(&(zg),v) = (Ot — T'(xg),v) = (Ot,v) — edmy,(v) = 0.
Em particular, temos a equacao
e = (0t,0t) = (T, T) + (£,§).

No que segue, estamos usando essas decomposicoes para o fibrado tangente
T pNJrl:

T(to,mo)PN+1 = T;go[ D TxOMiV(C) = T(t()’xO)Mn D (T(to,xo)Mn)J_> (tO, 950) e pN-&-l‘

Lema 3.1 Sob as condicoes anteriores, as sequintes equagoes valem para qualquer X €
TM:

1. Vxot = (X — (X, T)ot).

2. VxT = (X — e(X,T)T) + A X.

3. Vi€ = —2(X,T)¢ — o(X,T).

Prova. Para qualquer X € TM, existe X, € TM{ (c) tal que X = (X, T)0t + Xo.
Usando o Lema [2.2] temos

!/

V0t = Vi, 0t = %XO - %(X — (X, T)1).
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Finalmente, nés obtemos

VxT + (X, T) = VxT
= VxOt —Vxé

/!

= %(X — (X, T)0t) — (—Ac X + VxE)

al

= (X = (X, T)T) + AcX — (%GI<X, T>€+V§<€) :

Agora, as ultimas duas equagoes sao apenas as partes tangente e normal de
VxT. O

Usando a Proposicao [2.4] e a equacao classica de Gauss para subvariedades,

que afirma que
R(X,Y,ZW)=R(X,Y,ZW) —{(a(X, Z),a(Y,W)) + {a(X, W), a(Y, Z)),

para quaisquer X,Y, Z W € T M, obtemos:

s,

Proposigao 3.1 O tensor curvatura R de M em el x, MY (c) ¢

R(X.Y,Z,W) = (e(“')2——)(<x,2> Y, W) = (¥, 2) (X, W) )

+ (% - (222 + %) <<X> Z)y(Y,T)(W,T) — (Y, Z) (X, T) (W, T)
X, WYY, TY(Z,T) + (Y, W) (X, T) (Z,T))

a(X, Z),a(Y,W)) + (a(X,W),a(Y, Z)) .

Proposigao 3.2 A equagio de Codazzi de M em eI x, MY (c) é

(vYO‘)()QZaT]) - (vXOf)(KZaT]):

_ (a_”_ (222 +%) (€ n) (<T»X> (Y, 2) = (1Y) <X’Z>>’

a

para quaisquer X,Y,Z € TM en € TM*.

Prova. A equacao classica de Codazzi afirma que

(Vya)(X,Z,n) — (Vxa)(Y,Z,n) = —R(X,Y, Z,n).
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A Proposigao 2.4 nos da

Ry Za = (- Y24 ) e (@12 - @ w2)

e a prova esta completa. 0

s

Proposigao 3.3 A equagio de Ricci de M em el x, MY (c) é
R (X,Y)n = a(A,)Y,X) — a(4,X,Y),

para qualquer X, Y € TM en € TM+.

Prova. A equacao classica de Riccipara subvariedades afirma que
RH(X,Y)n=R(X,Y)n+ a(A,Y, X) — a(4,X,Y).

A Proposicao nos dd R(X,Y)n =0, e entdo a prova estd completa. O

3.2 Equacoes de estrutura e o teorema principal

Na secao anterior nés achamos condigoes necessarias para uma variedade nao
degenerada M™ de indice arbitrario ser realizada como uma subvariedade na extensa classe
de produtos warped eI x, MY (c), onde e = +1, a: I C R — RT é o fator escalar e MY (c)
é a forma espacial N-dimensional semi-Riemanniana de indice A e curvatura seccional
constante ¢ € {—1,1}. Agora, queremos provar a reciproca. A saber, nés queremos
mostrar que se M™ satisfaz as equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci para uma subvariedade
em eI x,M5 (c), junto com algumas condigoes adcionais que aparecem no Lema , entao
M™ pode ser isometricamente imersa em eI x, MY (c).

Elie Cartan desenvolveu a técnica do referencial mével. Definicoes, resultados
bésicos e outros detalhes podem ser achados em [VEY and LANDSBERG (2003)). Vamos

usar a seguinte convencao para a lista de indices, a menos de mencao contraria:
0§&75777§N+17 ]_SZ,],]C,S’I’L, 7’L+1SU,U,U)§N—|—1

Considere PN*2 = eI x ,EY " com uma conexiio V e uma base (Ey, . . ., Ex, 0;),

— K
onde (Ey, ..., Ex) é um referencial ortonormal e paralelo de ]E]AVH. Defina Fy = —0, o En=

ca
Ey — L
= Eny1 = 0y, e, consequentemente, (Eo, ceey EN+1) ¢ uma base ortonormal de £/ %,

IEJAV *1. Se necessirio, reordene (El, . ,ENH) de tal forma que <FQ,EQ> =E€q =

elx EN T

+1 e suponha, sem perda de generalidade, que En,1 = 0; e ¢ = g9. Também, seja V a

conexao de Levi-Civita de PN+ = el x, M¥ (c).
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De agora em diante, seja (M™,(,)) uma variedade semi-Riemanniana de
indice pe (E, (,)g) um fibrado vetorial semi-Riemanniano de indice g e postom = N+1—n
sobre M, com conexao compativel V¥ e operador curvatura R®. Seja também dada
¥ uma segao simétrica em T'(T*M @ T*M ® E), ¢ uma segao em I'(E), niimeros reais
c,e € {—1,1} eas fungbessuavesa: I C R — RT exw : M — I. Defina o campo de vetores
T € TM por T = ¢ - grad(m) e, para cada n € I'(E), defina a secao A, € I'(T*M @ TM)
por (a?(X,Y),n) = (A)(X),Y).

Definicao 3.1 Sob as condi¢coes anteriores, diremos que M satisfaz as equagoes de

estrutura se as sequintes condi¢oes valem para quaisquer X,Y,Z, W € TM en € I'(E):

(4) (1.T) + (€.6) = =
(B) VxT = % (X — e (X, T)T) + AeX.

—ea

(C) VEE =
(D) (Gauss)

(X, T)¢—aB(T, X).

(@)«

__)@xzmxwwwxm¢&ww

RIX,)Y,Z, W) = (5

_l_

vy, ?) ((X.2) (v.) (W.T) — (¥, 2) (X.T) (W.)

— (X, W) (V. T) (2,T) + (¥, W) (X, T) (2, )
—(a(X, Z), (Y, W) + (a(X, W), a(Y, Z)) .

(E) (Codazzi)

(VYOCE)(Xv Z, 7]) - (VXOéE>(Y, Z, 77) =

(F) (Ricci)
RP(X,Y)n=a"(A,Y,X) — a"(4,X,Y).

Por abuso de notagao, escrevemos acima a = a o 7.

Teorema 3.1 Assuma que M, sob as as condigoes anteriores, satisfaz as equagoes de
estrutura. Entao, para cada p € M, existe uma vizinhanca U de p em M, wma unica

imersao isométrica local f : U — el x, MY (c) e uma isometria de fibrados vetoriais

O:FE — Tf(M)*, tal que:

1. 8, = df(T) + 3(¢).
2. m=mrof, ondeny:el x,MY(c) = I € a projecio.
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8. ay=®oalf odf, onde ay é a sequnda forma fundamental da imersdo f.
4. (D), (E) e (F) sao as equagoes de Gauss, Codazzi and Ricci, respectvamente, da
imersao encontrada.

5. V+d = dVE,

3.3 O método do referencial mével

Seja V a conexao de Levi-Civita sobre T'M. Considere a soma de Whitney

F =TM & FE equipado com a soma ortogonal das métricas em T'M e E. Defina

VLY = VxY+dP(X,Y), X,Y e T(TM),
Vin = —A,X+VEn Xel(TM), nel(E).

E facil ver que V¥ é uma conexao compativel sobre F. Dado um ponto z € M,
considere em sua vizinhanga um referencial ortonormal {ey,...,€,, €411, .., €ntm} para
F, com seus sinais €, = (eq, €4) = £1, onde {ey,...e,} é um referencial ortonormal local
para TM e {e,11,...€ntm} € um referencial ortonormal local para E. Defina em ['(F™*)

as 1-formas

*
(e ’2]

we=c¢r, sea€{l,....,n+m}, ewy=0.

Defina também § € I'(F*) por 6(X) = (X, T +¢), para X € F. Com a ajuda
-1

do tensor S em I'(T'M*® F') dado por SX = — (X — (X, T+ &) (T + €)), construimos
ac

as seguintes 1-formas

Wao(X) = —€4 (€0, SX), wij(X)=2¢; <ei, V§ej> =¢; (e;, Vxey),

Ww<X) =& <€iu V§€u> = =& <6ia Aeu (X)> ’ wuv(X> =&y <6ua v§€v> = &y <6ua vX€U> )
Wap = —E€afpWia,

para quaisquer X € T'M, que sao conhecidas como as 1-formas de conexao. Agora, defina
as fungoes T, = d(e,) para a € {1,...,n+m} e Ty = 0. Em seguida, consideramos as
matrizes X e T, dadas por

ea

Xap = F{Tﬁwa - gaaﬁTaw[g}, T=0-X,
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onde © = (w,p). Um calculo simples mostra que

dAY +TAYT =dQ—dX+QANQ-OQAX -XA0Q+XAX. (7)
Nosso objetivo agora é provar que o lado direito de se anula. Tal prova
sera dividida em alguns lemas.

Lema 3.2 As sequintes igualdades valem:

1. Z 57TW2 = ¢;
vy
2.0 = ZTVWW;
v
a/
3. dT, = ; Tywya + —€awa = —Tab;
4. AW =—Q AW, where W= (wo, - - -, Wnim) " -

Prova. Item (1) vem do item (A) das equagoes de estrutura, e (2) é imediato das definigoes

de 0, T, and w.,. Para prova o item (3), veja que se X € TM e a > 1, entdo

Y TwnX) = > (e, T+ e, {6y, Viea)

o

- <T+€,V§6a>
= X((T+¢eq) —(VE(T+E),eq)
= X(T,) - <%(X—5<X,T> (T+§)),ea>

/

= dTu(X) — %aua(X) + %Taé(X),

onde a penultima igualdade foi obtida dos itens (B) e (C) das equagoes de estrutura e da

definicao da conexdo V. Se oo = 0,

ZT’YW’YO(X) = - Z (€3, T + &) ey (€5, 5X)

y>1

= —(I'+¢,5X)
= 0.

/ /
Entao, dTy = T wyo + a—€0w0 - ﬂTO(S, ja que d1y =Ty = wy = 0.
Wy a a
i
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Finalmente, para provar o item (4), veja que se a > 1, entao

dwa(X,Y) = X(wa(Y)) = Y(wa(X)) = wa([X,Y])
= X(ca(€a,Y)) = Y(ca (€a, X)) — €a (€a, [X,Y]))
= o ((V{ea,Y) + (ea, VEY))
o ((VEea X) + (€0, VX)) — £ (o0, [X,Y])
= &4 <V§ea,Y>—5a <V{?ea,X>
= (Zwva )eswa (V) — an(Y>5ww'y(X>>

y>1

= (Zwva Jeswy (Y) — wm(Y)ava(X)>

>0

= — z:cua7 Nwy(X,Y)

>0

= (QAW)L(X,Y).

Se a = 0, entao dw, =0, e

(QAW)(XY) = Y woy (X)wy (¥) = wor (Y ) (X)

g
3

= - ET XY
aéA('y Vw‘Y)(

= S5ANX,Y)=0.
a

Isso conclui a prova. 0]

Lema 3.3 As sequintes igualdades valem:

1.

4.

"n__ N2 /
= aa/(a> )5/\Xa5+%(dTﬂ/\wa—8a€5dTa/\w5)

(dX)ap =€ (

ea

+ — (ngwa - €a65T de),'
a

I\ 2
(X/\ X)aﬂ - — <6Z ) (5 A Xaﬁ - (%) 556&.}(1 /\(A}B,

QA X)as + (XA Qg = — (gz ) (Thdwa — Taeassdws)

N 2
— (m ) (dT5 N wo — €acpdly Nwg) — (w ) IN Xop —2 (Z) EEQW N\ Wg;
a

a
N 2 "n__ 1\2
(d)op + (AN Q)op = — (%) EEQW, Ng + € (M) 0N Xag.

aa’

Prova. Primeiro é importante lembrar que 7' = ¢ - grad(m) e que estamos escrevendo



a=aom. Para (1), temos

(dX)ap =

{Tgwa — €a€plaws })

/
) A { T = zazaTusn} + 2 ({Ta = zazaTun})
a a
/

aa” _ (a/)2 a ca
. (—2 S0 N Kag + - (AT Awa = cacadTa A wp)

/
—|—% (Tﬁdwa — 5a£5Tadw5) .
a

Para (2), temos

(X VAN X)aﬁ

= )Xoy AXys

Y

N\ 2
— <%> Z (Tfywa - gag'yTaw’y> A (Tﬂw’)’ - 8’785T"/w6>

o

/ 2 / 2
(9 ) (' )
v Y
a\?
E) €atpla ZT’YW’Y A wg
v

a\? a\ a\’
= <g) (Thwa A 0) — (E) EBEWq N\ Wp + (E) €atplad Awg

ea’ a\?
= <?) Xaﬁ A\ 5 — (E) 685wa /\(,Uﬁ.

+

R

Para (3), inicialmente calculamos (€2 A X),s. Temos

29
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QA X)ag = Z Wary N Xy
v
ea’
= (7> wa A (Tﬁw,y — ayaﬁvag)
2l
ea ea
= ( - ) TBZWM A wey + <7) Ea€B (ZTA,MWO{) A wg
v
/ ! /
= (65 ) T wa A wy + (%) EalB (dTa — %aawa + %Ta5> N wg
m Tod ea AT A a\? A
= — Wo + | — | cacsdTy Nwg — | — | ecgwa Aw
a B a B B a B B
a\?
+ (E) ca€pTnd N wg.

Agora, calculando (X A €2),s, temos

(XA Qo = Z Xory Ays

/
ﬁ) Z (Tywa 5a5,7Taw7) A Wyg

(
(9o g (5
(

a a ed ea
L) wan (dTs - —Td Tacags | D woy A
a)w ( 8 55w5+ 8 ) ( a) € 65( Wgy w,7>

v
a\? a\?

dTg N Wq — (—) EERWn VAN wp — (—) T55 N Wy
a a

Theqcpdwp.

Entao,

(Q N X)ag —+ (X A Q)ag = — (SZ ) (ngwa Taé‘a&ﬂdW5)

/ I\ 2
_ (8@ ) (dT5 N wo — €acpdTy N wg) — (%) ONXpp —2 (%) E€[Wa N Wpg.

a

Para (4), se o, f > 1, um célculo direto da que
(dQ)aﬂ + (Q N Q)aﬁ = Ca <RF(X> Y)eﬁu ea> + Wao A W06<X7 Y)

Primeiro, vamos calcular (R"(X,Y )es, e4) em casos:
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Caso 1: a, € {1,...,n}.

(R"(X,Y)es, eq) =

- <V§;V{365 —VEVEes — Vi s ea>

= (V% (Vyeg+a”(esY)) — VE (Vxeg +aP(eg, X)) — (Vixyies + o (65, [X,Y]) ,ea)
= (ViVyes+ Vial(es, V) = VEVxes — VEa (s, X) — Vixyies — o (e5,[X,Y]) , eqa)
= (VxVyes ea) + (a” (X, Vyes) , q) — <AaE<e[3,Y)X’ ea> +(Via"(es,Y), eq)
—(VyVxeg, eqa) — (a” (Y, Vxeg), eq) + <AaE<eﬁ’X)Y, ea> —(VyaP(es, X), eq)
—(Vixyies €a) = (0" (€5, [ X, Y]) , €a)

= (RUX.Y Jepea) + ((Vx0) (€5,Y) = (V@) (€3, V) €0) = (Aso() X = Apo(ap Yoo )

Desde que e, € T'M,

(RY(X,Y)eg, eq) =

= (R(X,Y)egs, €q) <a (e, Y),a” (€q, X >+ <a (ep, X), E(ea,Y)>
_ (6(2'2) _ é) (4, €8) (¥, €a) = (V;e5) (X, 0} )
(a’)2 ec

2) (4, €8) 60V) T = (¥, ) S(X)Te = (X, ) S(Y) Ty + (Y, ) 8(X)T)

a

)fjaéfgwa A wg(X Y)

/

+ ) fa(Tpwa — Tacacswa) NO(X,Y)

" N2
>5a€gwa ANws(X,Y) — <a_ — (a2) + E) g/easXaB ANO(X,Y).
a

a a a?

a
a
a
a
Mas, é facil ver que

9 9
Wao N Wog = ﬂwa N wp + CL_C(;/XGB A 57

0
a?

e, neste caso, concluimos que

N2

" 2
(d)op + (AN Q)op = —¢ (22) EpWa N\ Wg — (% _ @) ) g_aXaﬁ Ad.

a? a
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Para os outros casos, usamos uma conta similar, notando que w,(T'M) = 0 if
a€{n+1,...,n+m}. Agora, para a ou 3 iguais a zero, temos, considerando 8 = 0 por

exemplo, temos

(Ao + (QAQ)ao = —caX (€a,SY) +eaY (en, SX) + €4 (€a, S[X,Y])
+ Z —Ea&y (€a, Vey) (€y,SY) — Z —Ea&y (€a, VEey) (ey, SX)
y21 r=1

= —e,X (€4, SY) +&,Y (€4, SX) + &4 (€a, S[X,Y])
+ €a Zaw <V§ea, 67> (e4,9Y) — e, Zew <V§ea, ew> (€4, 5X)

y>1 y=>1

= —caX (€n, SY) +e,Y (€q,5X)

+ea (€a, S[X,Y]) + €0 <V§;ea, SY> — &, <V§ea, SX>
= —e4{€a, VESY) +e4(ea, VESX) + €4 (€a, S[X,Y])
= o (€a,—VESY + VESX + S[X,Y]).

Agora, precisamos calcular —V£SY 4+ VI SX + S[X,Y]. Primeiro, note que
-1 ea’ 1
1 ['(F) vale VZ [ — = —§(X)U - —V7% (T =
para qualquer U € TI'(F) vale V¥ (ac U) e (X)U ag()VXU e V(T +¢)
—ca’SX. Portanto,

VESY = Vi (‘—1<Y—55<Y><T+5>>)

ac

= SEHX) (Y DY)+ )~ —VE (Y — (V)T +6))

ca?
ea’ a lor € ea
= 0OV = —56(X)SV)(T +&) = — VY + =X (V)T + ) - —o(Y)5X.
Analogamente,
I = g_a’ _ 2, _ i F = _ &T_CL/
ViSX = CaQ(S(Y)X C(S(Y)(S(X)(T—l—f‘) achX+ aCY((S(X))(T—l—f’) . I(X)SY.

Entao,
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VESX —VESY + S[X,Y] = %WY)X_‘S(X)YH%X’Y]
ﬁ%W@Mﬁ—XQW”@+®
_%?&XWY—&H&D+SWJW

:E%wmx—&XWﬂgﬂ&”_iﬂwjmT+®
_%?&XWY—&H&D+SMJ1

__ggwwa—&Xﬂv—%QﬂXﬁY—&Yﬁx>

- 0.

Portanto, segue que (d2)a0 + (2 A Q)a0 = 0. Desde que

"

(a')? a’  (a)?*\ ea
—& a2 55wa/\Wﬂ— ;— a2 ?Xaﬁ/\(s

se anula quando 5 = 0, o item (4) estd provado. Isso conclui a prova. [l

Lema 34 dY +T AT =0.

Prova. Os itens do Lema mostram que o lado direito da equacao se anulam, e

isso finaliza a prova. ([l

e -1
2

Para o que segue, faca N=m+n—1, A=p+q+ e defina

S={Z € My.»(R); Z'GZ = G},

onde Gop = €4003-
Também defina a aplicagdo s : S — S (E/]\V“’) ={X e E{"”; (X, X) = ¢}
dada por
Z = (Zns1)0s - - - » ZN+1N+1>t :

Proposicao 3.4 A aplicacdao s definida acima € uma submersao.

Prova. Primeiro, note que W € T;S se e somente se Z'W € T;S. Se

e, = (0,0,...,0, 1 .0,...,0,0),

k,_,’_lth

entao é claro que s(U) = Uleyy1. Temos que mostrar que (ds)z : TzS — Tyz)S <IE/1\V“>
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é sobrejetiva. De fato, (ds)z(W) = s(W) = W'ey,;. Portanto, para um dado V €
To(z)S <E;\V+2>, queremos encontrar W € 178 tal que Wley,, = V, que é equiva-
lente a (Z7'W)!(Z'enxy1) = V. Entdo queremos encontrar H € T;S = s = {H €
Mpy,2(R); H'G+GH = 0} tal que H(Z'en1). Desde que {Z'ey. .., Z'en,1} é uma base
para E)*? e (V, Z'eny1) = (V,s(Z)) = 0, isso é possivel (para ver esse fato, mude para
base {Z'e,}, e defina a tltima coluna de H como sendo V' e o restante de H usando que

H.p = —c4c3Hg,). Isso termina a prova. d
Agora, provamos a seguinte

Proposicao 3.5 Seja (M, {(,)) uma variedade semi-Riemanniana satisfazendo as equagoes
de estrutura. Defina Z(x) = {Z € S|Zps15 = T3(x), 8 =0,1,...,N + 1}. Entao para
cada xg € M e By € Z(xy), existe uma vizinhanca U de xo em M e uma unica aplicagdo
B:U— S, tal que

B™'dB =Q — X, B(xy) = By,
e B(z) € Z(x), para todo x € U.

Prova. Para uma vizinhanca aberta U de xy € M, defina o conjunto

F=A{(z,2)eU x8|Z € Z(z)}.

Visto que s é uma submersao pela Proposigao [3.4] a dimensao da variedade F

(N +1)(N +2)
2

N(N +1)
2

dim F =n+ —(N+1)=n+

e seu espaco tangente é

Ty F = {(U,V) € T & T4S|(dT3)o(U) = Vay13,8=0,..., N + 1},

Considere sobre F a distribuicao D(z, Z) = ker O, z), onde © = T—Z1dZ =
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Q — X — Z~'dZ. Também considere H = {H € s|ZH € ker(ds),}. E facil ver que

dim H = dim ker(ds)z
= dim ker(ds),,,

= dims— (N+1)
(N+1)(N+2)

= 5 —(N+1)

N(N +1)
2

Agora, observamos as equivaléncias

OUV)EH & QU)-XU)-Z'VeH
< ZQU) - ZX(U) —V € ker (ds)z
& (ZQUU)) N5 — (ZX(U))nq1p — Vsrp = 0, for 5=0,...,N +1.

Mas

(ZQU))n+1p = (ZX(U))n415 = (dTp)x(U) =
= > ZneyU)ss = ) Zna1, X (U)o — (dT3):(U)

= ZT7($)w%3(U) — ZT7($)X(U)75 — (dTN118)2(U)

!/ /

= (d1:)o(U) = Ze5(ws)o(U) + —T5(2)0,(U)

_%“' ST (@) (Ts () (@1)a(U) = 25T (2) (ws) (U))

—(dT):(U)
=0,

para = 0,..., N+1. Portanto, Im © C H. Agora,se H € H, entao (0, —ZH) € T(, z)F,
que significa que ©(0, —ZH) = H, e segue que © é sobrejetiva, isto é, Im © = H. Entao,
concluimos que dim D(z, Z) = dim T{, z)F —dim Im © = n. Agora, queremos provar que
D ¢ integravel. Desde que dY¥ + YT AT = 0, temos

A0 =dY + Z7YdZANZ7dZ =dT + (T —O)A(T—0)=TAO—OAT+OAO.

Logo, se U,V € D, obtemos dO(U,V)=(TAO-OAT+OAO)U,V)=0.
Por outro lado, temos dO(U,V) = U(O(V)) — V(O(U)) — ©([U,V]) = —O([U,V]), e
concluimos que [U, V] € D.

Para o que esta faltando, seja L uma variedade integral passando por (zg, By).
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Para cada (0, V) € D(yy.5,), temos O 4, 5,)(0, V) = By'V = 0, que d& V = 0. Isso significa
que L intersecta {zo} x S transversalmente em (zg, By). Diminuindo U, se necessario, e
usando a Caracterizacao Local de Graficos, concluimos L ¢é o gréfico de uma tnica fungao
B:U — S. Desde que L C F, para cada © € U temos B(x) € Z(x). Finalmente, desde
que © = 0 sobre L, B satisfaz a equacao B~'dB = Q — X. U

3.4 Prova do teorema principal

Seja U uma vizinhanca em M de um ponto dado zg € M e B: U — S a
aplicacao encontrada na Proposicao . Defina f: U — el X, Eﬁ\vﬂ por

fo=cBoo, ... , fn =enBno, fni1=T.

Um célculo direto nos déd que Im f C el x, M{(c). Para ver que f é uma

imersao isométrica, calculamos

df(e;) = Y dfs(e;)E,

= Z dfy(ei) Ey + dm(e;) Enia

YN

= Z g’YdB’YO(ei)E’Y + 57—11'EN+1
<N

= Z Exy (BQ(el) — BX(GZ‘)),YO E,y + 5N+1BN+12'EN+1
<N

= Z evBowgo(e:)Ey | + eny1Byi1iEnit

YN
0

ceoTi Ty — dp;
= Z —e, B9 (M) E, | +envt1ByyiiEEna

ac
YN
0

—&

Y<N

—&
= Z a_! <5Tz (Z €GBwBN+19> - Bw’) By +eniBribn

Y<N ¢

—€
= Z — (eTiey0yn+1 — Byi) By + ent1 BB
=oac
£
- Z — BB, +ent1ByiuiEni

ac
<N

= Z €WBWE’Y‘
y



37

Desde que B € S, temos

(df (e;), df (e;)) = <Z w}‘emEa,Ze7 > = £,ByBy; =6 = (ei¢))
v

que implica que f é uma imersao isométrica. Agora, seja E., = E €aBayEq. Temos que

[0}

E; = df(e;) é tangente & f(U) e E, é normal & f(U). De fato, para cada i, temos

<Eu,Ei> = <Z eaBauEa,stBwF7> = ZEVBWUBW = €0y = (€y,€;) =0,
a v v

desde que i # u. Entdo, Tf(U)" = span {E,}. Seja ® uma extensio da imersio f

definida como segue:

P TUD'U)CTMOE — TfU)STFU)*

<p, Z Avev) - (f(p>7 Z )"YE’}’) ;

onde 0 : E — M é a projecao. E facil ver que ® ¢ um isomofismo entre os fibrados
TU S o™ (U) e TFU) ® Tf(U)*. Além do mais, a métrica induzida por ® também
coincide com a métrica do fibrado dado desde que ®(e.,) = Ev‘ Se a, 8,7 > 1, entao

(Vi) (e)) = (Vg Eu By

= Z €9 Bp,d By, (e;) + Z €0EXEp B i Bay Bou <@EPE9, EA>
0 0,2\.p

= EU(B_ldB(ei))vu + Z 665/\€poiB/\vB9u <6EpE97E)\>

0,\,p
= vavu(ez + _BN—Hu § 59397,B9v - _BN—i-lv E geBeiBOu
0<N 0<N

= (e, VEe,) = (D(e,), B(VEe,)) .

Se chamarmos, por abuso de notacao, o isomorfismo @, P o' U)CE—

Tf(U)*+ de ® também, entdo concluimos que
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OVE = V1o,

Um célculo andlogo da que ay = ® o af o df~!, onde oy é a segunda forma

fundamental de f. Também note que

o, = 257<E7,8t>12}
Y
- ng<zej@39ﬁe,at>ﬁ~,
= iEVBN-Fl’YE’Y
v
= Y e TE,
_ ig,y(e,y,T+f>E~'y
_ i:gv((I)(ey),@(T‘l'f))Ev

v

= Yo (B o(T+9) E,

— O(T) + ().

Desde que ®(T') = df (T'), isso finaliza a prova do Teorema [3.1] O
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4 IMERSOES ISOMETRICAS EM PRODUTOS WARPED MG (1) x5 M2 (co)

Nesta secao vamos considerar o caso em que a base do produto warped é
também uma forma espacial, podendo assim tragar as diferengas para o caso el x, MY (c)
e ver quais as dificuldades de se encontrar um teorema fundamental para o caso do produto
warped M (¢1) xj, Mi2(cs). Esta segao de baseia num trabalho em andamento feito por
mim e por Marcos F. de Melo, cujo objetivo é uma generalizacao do caso tratado por
LIRA, TOJEIRO, and VITORIO (2010) e LAWN and ROTH (2017), como também do
caso tratado na Secao 3 (ver RIBEIRO and MELO) (2019)).

4.1 Subvariedades do Produto Warped M (c1) x; M (c2)

Seja M; = (M,Z_"’(ci),gi,vi) denotando uma variedade semi-Riemanniana
de curvatura constante ¢; € {—1,1} e indice k;, i € {1,2}. Para um produto warped
M = (M x;, M>,3,V), seja h > 0 sua funcao warping, e g = (m1)*g1 + (h o m1)*(m2)* g2
sua métrica, onde denotamos por 7; a projecao em M; e, por abuso de notagao, denotamos
também por m; sua derivada, vista como uma secao de TM ® TM;. Identificamos T M,
com um subfibrado de TM, em que 7; é visto como uma secdo de TM @ T M.

Agora, seja ¢ @ (M}, g,V) — M uma imersao isométrica de uma variedade
semi-Riemanniana de indice k. Denote por R e R* os tensores curvatura dos fibrados
tangente e normal TM e TM*, respectivamente, por @ = ay € [(TM* @ TM* @ TM™*)
a segunda forma fundamental de ¢ e por A, = Af; € I'(TM* ® TM) seu operador forma
na diregao normal 1, dado por g(4,X,Y) = g(a(X,Y),n) para X,Y € I'(T'M). Para
quaisquer ¢ € {1,2}, a projegao m; induz a existéncia dos seguintes quatro operadores
R :TM —TM,S;: TM — TM* U; : TM*+ —TM, e V;: TM+ — TM+* tais que

para quaisquer X € TM e n € TM+*. Da simetria de 7; obtemos a simetria de R; e V;,

além do fato

9(SiX,n) = g(X,Un). (9)

A partir de 7 + my = Idpj;, temos as seguintes identidades

Ri+ Ry = Idpy, Vi+Vo=1Idpy, S1+5=0, e U+U;=0. (10)

Além do mais, temos as seguintes relacoes entre esses operadores vindas do

fato que m; o m; = 0;;7;
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R;R; + U;S; = 6, R;, (11)
ViV + 5iU; = 055V, (12)
SiR; + ViS; = 6,;5;, (13)
RU; + UV, = 6,,U;, (14)

onde d;; ¢ o simbolo classico de Kronecker.

Diferentemente do que acontece no caso do produto de duas (ou mais) formas
espaciais semi-Riemannianas (ver, por exemplo, |[LIRA, TOJEIRO, and VITORIO (2010)
e/ou LAWN and ROTH] (2017)), onde o caso h = 1 é tratado), nao temos que 7; é paralelo.

De fato, deduzimos a seguinte

Proposicao 4.1 Para quaisquer Z,W € T'(M) wvale

(?Zm)W

_ g((c,’/'('lW)ﬂ_ Z—|— g(’/TQZ, 7T2W)§’ (15)

—1)i-1h 2 (—1)i~1h
onde ¢ := grad(h).
Prova.

Se T € TI'(M), debote por m(T) = Ty e m(T) = Ty. Agora, usando a
Proposicao 2.1} temos

(Vym)W =V mW — 1 VW
=V2u12Wu — (N z,02,(Wg + Wy))
=V, Wi + V2, Wy —mi(V2, Wy + V2, Wy + V2, Wy + V5, Wy)
=V, Wy + §(msZ, malV')
_ MWQZ N G(moZ, W)
h h
Como (V zm )W + (V zm)W = 0, isto prova a proposicao. O

Usando as defini¢oes dos operadores em e as definicoes de A e a, temos

(Vxm)Y = (VxR)Y — Asy X — Uia(X,Y) + (VxS)Y + (X, RY) — Via(X,Y)
G}FM ej:]\r/[i

(16)

(Vxmn = (VxUi)n — Avy X + R A X + (Vi Vi + a(X,Um) + SiA, X, (17)

~~
eTM TML
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para quaisquer X,Y € T'(TM),n € T(TM™).

Agora, comparando as expressoes , e , obtemos

(VxR)Y — Agy X — Ui(X,Y) ((};—ZTB}LRQX %T (18)
(V£S)Y + a(X,RY) — Via(X,Y) (g(lg—ll)hsg %N (19)
(VxU)n — AynX + RiA,X = %Rgx - %T (20)
(VEVi)n + a(X, Um) + Si4,X = (m);“)hsg %N, (21)

onde T' € TM ¢ a parte tangente de e N € TM+ é a parte normal de (. Além disso, é
imediato que 7" = grad(hy,,)

Por causa do Lema[2.1] podemos escrever m(T'+N) =T+ N e m(T+N) = 0,

donde obtemos que

RT+UN =T (22)
$T+WVN = N (23)
RyT+UN = 0 (24)
ST+ VeN = 0 (25)

Usando a Proposigao [2.2] a expressao do tensor curvatura e o fato que M e

M, tém curvatura seccional constante, temos que

R(X, Y)Z = 01(7T1X N 7T1Y)7TlZ + 2(7T2X VAN 7T2Y)7TQZ + F(X, Y)Z, (26)

h

para quaisquer X,Y,Z € TM, onde

9(¢, ¢)
h?

H"mX,mZ HM"(m, Y, 12
(mY AmX)mZ + (7T1h,7r1 >W2Y—%W2X

+ h” g(7T2X 792 )V y( —h™ g(szﬂgZ) Ve x

I'(X,Y)Z =
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H" ¢ o levantamento a M da Hessiana de h : M; — Rt e (X AY)Z = g(V,Z2)X —
g(X,Z)Y. A fim de simplificar mais a equacao (26)), vamos provar o

Lema 4.1 Para todo X,Z € TM vale:

H"mX,mZ)=9(Vx(, Z) — @?(@X, )

Prova. Como estamos calculando o levantamento da hessiana sobre vetores horizontais,

entao vale que

Hh(,ﬂ—lXaﬂ—lZ) = g vTrngaﬂ—lz>

onde na penultima igualdade usamos a propriedade (2) da Proposicao . 0

Aplicando o Lema a [' e substituindo em temos

; §(VxC, Z §(Vy(, Z
R(X, Y)Z = Cl(ﬂ'lX A 7T1Y)7T12 + %(WQX A 7T2Y)7TQZ + g(vx—}f?)TFQY - %TF
g(me X, moZ) = g(mY, m /) =
+g(7T2 h77T2 )vﬂ1YC - g<7T? };ﬂ-z )vﬂ’1XC7 (27)

para quaisquer X,Y,Z € TM.
Logo, para quaisquer X,Y,Z € TM e n € TM*, temos as equacoes de Gauss,

Codazzi e Ricci, respectivamente:

(Gauss)

R(X,Y)Z = e {g(R\Y, Z) R\ X — g(Ri X, Z)R,Y'}

+ (CZ +52(<7 <)

+ %{g(RQX, Z)(VyT — ANY) — §(VyT — AxY. Z)Ra X} (28)

){a(RaY, 2) R X — g(RoX, Z)RoY )

1
- %{Q(RQY, Z)(VxT — AnX) — g(VxT — AnX, Z)R,Y'}
+ Aoy )X — Aax,2)Y,
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(Codazzi)

(Vxa)(Y,2) = (Vyva)(X, Z) = a{g(RY, Z2)SX — g(R1 X, Z)S1Y'} (29)
+<%§<’O> (G(RoY, 2)S2X — g(RoX, Z)RyY )
+%{g(Rgx, Z)(a(Y,T) + VyN) — g(VyT — ANY, Z)S, X }
—%{Q(RQY, Z)(a(X,T) 4+ VxN) — g(VxT — AnX, 2)S:Y'}

(Ricci)

RUX,Y)n = af{g(SiY.n)SiX —g(SiX,n)SY} (30)

+<%§“)) (S, 1) 52X — §(SX, m)SoY)

198X, 1) (@Y T) + VEN) = glalY, T) + VEN, 1), )

{357 ) (@(X, T) + VEN) - gla(X,T) + VN, 1)S:¥)
+a(A)Y, X) —a(4,X,Y).

Logo, as equacoes @D—, — e — sao condicoes necessarias
para M ser realizada como uma subvariedade do produto warped M]k\i "(c1) Xp I\\/JIkN;(CQ),
e portanto candidatas naturais a serem as equacgoes de compatibilidade. Comparando
porem com o produto warped eI x, M{(c), o fato de o novo espaco base ser mais
“complicado” causa o aparecimento nas equagoes de Gauss, Codazzi e Ricci dos termos
a(X, T)+V%xN e VxT—AnX, o que neste ponto, requer que coloquemos condicoes adici-
onais sobre a funcao warping. Mas antes, dediquemos uma secao ao método do referencial

movel neste caso também.

4.2 O método do referencial movel

Para o que segue seja

ni+1 g _ QN L
E — Ry ™, se Mi(c;) =Sy, ¢ =1,
L ni+1 n; . & % —

Considere os mergulhos (totalmente umbilicos) usuais ®; : M; — E;. Dada
uma carta slice (U, ¢) para M;, podemos tomar V' = M; N U vizinhanga em M; com
coordenadas (z1,...,%,, ,0), sendo (z1,...,2,, ,t) as coordenadas de U C E;. Nestes

termos, queremos encontrar u : U — R tal que

{ (grad(u)p, p), =0

U|V = h,
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que pode ser escrito como

o+, %(@u) =0 para t#0.
u=nh, para t=0,

cuja solucdo (suave e positiva) é garantida via teoria de EDP’s. Assim, em termos locais,
podemos estender a funcio h definida originalmente em M; a uma funcao h suave definida
(localmente) em E; tal que h também é positiva e (grad(ﬁ), p)p = 0, 0 que implica que
sobre M, teremos ¢ := grad(h) = grad(h).

Para facilitar o trabalho com indices, denote por H os indices a que repre-
sentam vetores horizontais e V aqueles que representam vetores verticais. Além do mais,
usaremos letras gregas minusculas para nos referir aos indices {0,...,n; + ng + 1}, as le-
tras i, j, k, ... para representar vetores tangentes a M e u, v, w, ... para representar vetores
normais a M em M.

Seja (€0, €1,y EnyEnily- -y Cnytngs Enyingr1) UM referencial mével adaptado
sobre M de tal forma que e, ..., e, sao tangentes a M, €,41, ..., €n,+n, S0 normais a M
em M, e, = (€4, €q) = £1. Entdo, como antes, podemos trabalhar com o levantamento
de h e considerar o mergulho isométrico via (@1, ®y) de (U N M) xp, (Us N My) C M
em Mmitn2t2 — [ X5 Uy, Uy x Uy C Eq x Eg em que h estd definida na vizinhanca Uy,

com uma conexao V e uma base (Eé, e 7E71117 EZ, ..., Efm), onde (Eé, e ,th) é um re-
ferencial ortonormal e paralelo de U; C E;. Defina Ey = E},... | E,, = E}Ll,EmH =
Eg nl Ezn nl nl Z
7,...,Em+n2+1 = T, e, consequentemente, (E0,~--7Em+n2+1) é uma base orto-
normal de M. Por fim, se necessario, reordene (Eo, o ,En1+n2+1) de tal forma que
(Ea,Eo)y = €a-

Sejam G a matriz G = (€4043), (Wo, ..., Wn,+ny+1) & base dual de e,, onde

wylrar = 0,7 € {0,n+1,...,n1 +ny + 1}. Defina as funcdes Bus := (E,,es) e a matriz
B = (B,s). Assim, é imediato que

ZSMBIWBMB = 25M<Em ea><Eu7 €s) = €adap-
p [

Esta equacao se reduz a B'GB = G, o que implica que B~! = GB!G, onde B?
¢ a transposta de B e B~! ¢ a inversa de B.

Definimos também as 1-formas de conexao €2 = (w,g) por

was(X) = eqlea, Vxes), para qualquer X € TM.

A matriz Q satisfaz Q'G + GQ = 0, i.e, wga = —€apwap. Em particular,
Veg = >, Wyaty. Usando o fato que eg = e,B,sE., calculamos V., eg de duas
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formas:
Veuts = Zwuﬂ(ea)eu
m
= ng(zww(ea)Bvu)Ew (31)
g 1
Por outro lado, temos
Veuts = Ve, ( Z E’YB’YﬂE’Y>
Y
= Z 87d375(ea)E7 + Z €7€“B#QB75VEME7. (32)
2l 1y
Usando o Lema [2.1| para calcular @E#E’Y temos
@EQFB — Oparaac HepBec HUV,
. Eq () . .
Vs Es = < %’QEQ paraac €V epeH,
- S -
Ve B = %C para a, 3 € V.
Substituindo essas expressoes em 1) e escrevendo ( = Zve g 57<E7,(>E7,
obtemos
@ea € = Z 4dBys(ea) By + Z 575uBuanﬁﬁELE7 + Z EWEMB#CXB%B@EHE’Y
Y nev nev
YyEH yEV
Enl <E 7é:>_ €u0ury =
= Z evdByg(ea) By + Z €v€uBuaBys ;L E,—- Z €vEuBuaBys #EMC
¥ nev nev
YEH yEV
= Z e4dBys(ea) By + h7! Z &4 Bys(E. () Z euBuaBy —h™! ( Z EﬂBﬂaBﬂﬂ>é
v yeH pev pev

Y

Z e,dBys(ea) By + }Nl_1<€/37 ¢) Z ey BraBy — h™!(m2ea, es) Z e4(Ey, @Ev

"/6\7 veﬁ

(33)

Logo, comparando e , obtemos

Z wps(€a) By = {

dB’Y/B(ea) - E71<7T260M 65><E’% 5)7 se 7y € ]:Ia
dng(ea) + il_l<€5, 5>B'ya; se vy € ‘7

Portanto, em p € M podemos trocar h por h, f por ( e finalmente obter:
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€€
(Q— B_ldB)ag = h_l(eﬂ, Qwama — TB<%, C)wpas.

Faca T, = (e, () e defina a matriz X como

(Tgwam — EaéTBTawgﬂ'Q) .

SRS

Xaop =

obtendo assim que
Q—X=B'4B.

Mostremos agora que as 1-formas de conexao podem ser recuperadas s6 com

elementos que nos sao conhecidos:
Como citado antes, a partir dos mergulhos totalmente umbilicos ®; : M; — E;

usuais, construimos o mergulho isométrico

(U My) Xy (Ua N M), (, ) — (U x5, Uz, (, )2), (p,q) = (P1(p), P2(q)).

[1]:

E bem conhecido que & = ®;/c; é um campo de vetores satisfazendo V%¢;

X/e¢; para qualquer X tangente a T,M;. Portanto, podemos considerar os campos de

vetores normais de = como

&1(p,q) = (0,&(q)/h(p)) = (0,4/(c2h(p))) e &(p,q) = (&(p),0) = (p/c1,0),

para qualquer (p,q) € (U N My) X, (Uy N Ms).
Assim, usando o Lema , temos para X € TM

. 1 1
VX€1 - —{RQXT —|— UQXN} —|— —{SQXT —|— ‘/ZXN}
CQh Czh

~ o~ 1 1
Vx& = C_{RlXT + Ui XN} + C_{SIXT +ViXn},
1 1

onde X7 € TM é parte tangente de X e Xy € (T'M)* 4 a parte normal de X. Logo,
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para X € T'M, podemos recuperar as 1-formas de conexao como

(,U()()(X) = 0
C0(n1+n2+1)0(X) =0
&g
LL)ZO(X) = - h<€i’R1X>
2
Eu
wuo(X) = E(%,&X}
2
&
Winy+na+1)(X) = c_1<617 Ry X)
Eu
% (n1+n2+1)<X) = C_1<eu7 52X>
(,L)W<X) = _5i<6i7AeuX>
wii(X) = ei(e;, Vxey)
W (X) = euleu, Ve
Was = —Eafplpa

4.3 O caso em que a Hessiana da funcao warping é conforme

A partir de agora, vamos considerar a Hessiana de h conforme, i.e, Hessy, h =
fg1, onde f: M; — R é uma funcao suave dada. E imediato que tal condicdo nos d4 que

?m x(¢ = fmX. Parecido com o Lema , provamos agora o seguinte
Lema 4.2 Para X € T'M wale

(1) VxC = (f- RiX + SO RX) + (£ 51X + 25,X).
(2) VXT — AyX = f - Ry X + %O R, X,
(3) VN +a(X,T) = f- S X + 28 g, x.

Prova. Para (1) veja que

vXC = vﬂlXC+vﬂ2X<
_ meJrg(é;;C)mX

= prx s six) + L mx 1 s,x)

h

Para o que falta, basta notar que as partes tangente e normal de Vx( séo,
respectivamente, VxT — Ay X e V¥ N + a(X,T), logo, comparando com (1), segue (2) e

(3). 0

Usando o Lema nas equagoes —, temos que
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(Gauss)

R(X,Y)Z = ci{g(R1Y, 2)Ri X — g(”1 X, Z)RY }
+ (%ﬁu)) (G(RyY, Z)RoX — §(RoX, Z)RyY'}
+ %{Q(RQX, Z)R\Y — g(R\Y, Z)Ro X (34)
— §(RoY, Z) Ry X + (R, X, Z)R2Y}

+ Aoy, )X — Aaix,2)Y,
(Codazzi)

(Vxa)(Y,Z) = (Vya)(X,Z) = a{g(RY,2)$%X — g(RiX,Z)SY}

+(%§QC)) {G(R2Y, Z)S2X — G(R X, Z)RyY }
+£{g(32)(, 2)S\Y — §(RY, Z)S: X (35)

—G(ReY, Z)51 X + g(R1 X, Z)SQY}

(Ricei)
RYUXY)n = a{g(51V,n)SiX —g($X,n)S Y} (36)
T <%2(<70) {G(S2Y, )52 X — g(S2X,1)S2Y }

+%{§(S2X> n)S1Y — g(51Y,n)S: X

—g(S2Y,n)S1 X + g(S1 X, 77)523/}
+a(A,Y, X) — a(A4,X,Y).

4.4 Resultado Principal

De agora em diante, seja (M", (,)y) uma variedade semi-Riemanniana de
indice p e (F, (,)g) um fibrado vetorial semi-Riemanniano de indice ¢ e posto m = n; +
ny — n sobre M, com conexao compativel V¥ e operador curvatura R”. Seja também
dados o uma segdo simétrica em I'(T*M @ T*M ® E), N uma segao em I'(E), ntimeros
reais c1,c3 € {—1,1}, h : M; — R* uma fungao suave positiva com hessiana conforme (i.e,
H"X)Y) = f(X,Y ), para alguma f : M; — R suave) com ¢ := (grad(h), grad(h)) s,
71 : M — M, suave, Ry : TM — TM, S; : TM — E, Ui : E - TMeV,: E— E
tensores do tipo (1,1). Defina o campo de vetores T' € TM por T = grad(h o ) e, para
cada n € ['(E), defina a secdo A, € I'(T*M @ TM) por (a”(X,Y),n) = (4,(X),Y).

Definigao 4.1 Diremos que (M, g, E, g, VE,a¥ A,, T, N, R;, S;,U;, V;) satisfaz as equagies
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de estrutura para o produto warped M se

(A) R; e V; sao simétricos e U; é dual de S; (com relagao a métrica (, )ryer),
RX)Y
(B) Vax(mY) =m(VxY)+ <h2—> rad(h),VX,Y € TM,

(C) As equacoes (9)-(14), (18)-(21) sao satisfeitas, i.e,

R1+R2:IdTM, ‘/1+‘/2:IdE, S1+52:0, (§] U1+U2:0

RZ'R]' + UzS] - 6inj,
ViV + 5iU; = 045V,
SiR; + ViS; = 6,,5;,

Rin + UZV; = (%jUj,

(Y. T X,
(VxR)Y — Agy X — Ud®(X,Y) = —(‘i( 1>’“)hR2X (( )?21 h>T
g(Y,T) (X, RyY)
LSV +af(X.RY) — Vid?(X.Y INT) oy X RY)
(VXSz) +« ( ,Rz ) ‘/;Oé ( ) ) (_1)1_1]7/32 + ( 1)1 1h !
g(n,N) G(X, Usn)
(VxUi)n — Avp X + RiA, X (—1 )i_lthX + (=1)-1h T
5 (X
(VxVin + (X, Um) + S;A,X = MSQX ST )

(=1)=th (=D th

(D) T e N satisfazem as equagoes

<T7T>M+<N7N>E:57

RIT+UN = T,
$T+V,N = N,
R,T+U,N = 0,
ST +VoN = 0,

VT — AxX = f- R X + %RQX,

VEN +of(X,T) = f-S1X + %SQX
(E) Para quaisquer X,Y,Z € TM e n € E, temos as equagoes (de Gauss, Codazzi e

Ricci, respectivamente):
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R(X,Y)Z = ci{g(R1Y, 2) R X — g(R1 X, Z)RY }

+ <C2 _22(4-7 C)

+ %{Q(RzXa Z)RY — g(RiY, Z) Ry X

){Q(RQY, Z)RyX — g(Ry X, Z)RyY '}

~g(ReY, )R X + g(Ri X, Z)RaY |

+ Aoy, )X — Aaix,2)Y,

(Vxa)(Y,Z) = (Vya)(X,Z) = a{g(RiY,2)5X — g(R X, Z)5,Y}

+<%2(<=0> [3(RoY, 2)5:X — g(RoX, Z)RoY')

HHG(mX. 2)5Y — 5(RY. 2)5X

—§(RyY, Z)S1X + g(R1 X, z>52y}

RYX, Y = a{g($Y, 2)Sin —g(S1X,1)S1Y }

T (%W) {§<52Y7 77)52X - g_](SzX, 77)52}/}

+£{§(S2X, n)S1Y — g(51Y,n)S: X

—g(S2Y,n)S X + g(S1 X, 77)S2Y}
+a(A)Y, X) — a(A4,X,Y).

Com base nisso, podemos enunciar o

Teorema 4.1 Assuma que M, sob as as condigoes anteriores, satisfaz as equagoes de
estrutura. Entao, para cada p € M, existe uma vizinhanca U de p em M, wma unica

imersao isométrica local g : U — M e uma isometria de fibrados vetoriais ® : E —

Tf(M)*, tal que:

1. grad(h) = dg(T) + ®(N), onde, por abuso de notacao, escrevemos h ao invés de
homy, sendo m : M — M; a projecao.

T =T 0g.

mi(dg(X)) = dg(R;X) + ®(5;X) e m(®(n)) = dg(U; X) + ®(V,X).

a, = Pafdg™, onde oy € a sequnda forma fundamental da imersdo g.

As equagoes em (D) sio as equagoes de Gauss, Codazzi and Ricci, respectivamente,
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da imersao encontrada.
6. V+d = dVE,

Prova.
Seja V a conexao de Levi-Civita sobre T'M. Considere a soma de Whitney

F =TM & E equipado com a soma ortogonal das métricas em T'M e E. Defina

VEY = VxY +a%(X,Y), XY € (TM),
Vin = —“AX+Vgn Xel(TM), nel(E).

E ficil ver que V¥ é uma conexao compativel sobre F. Defina também 7; :

F — F por
X :RZX—FSZX, se X € TM,

mn=Un+Vinsene kL.

Lema 4.3 A aplicagao 7; € simétrica com respeito (,)r e vale as identidades:

1. 77'2' O7_Tj = 6ij7Tj;

2. 7+ 7y = Idp,
3. m(T+N)=T+N em(T+N)=0,
T+ N To
4. (VER)W = <—i_—’VwFﬁgZ—i— (> 7VV>F(T+N), para Z € TM e W € F, onde,

ST

por abuso de notacao, usamos h ao invés de h o my.

Prova. A simetria de 7; é imediata de (A) e (B). Para o item 1, veja que

TioT (X +n) = m(R;X 45X +Un+Vin)
— R,R,X + SR, X + US, X + ViS,X + RiUyy + SUsn + UV + ViViny
= §uRX 1 6,ViX + 6,Us + 6,Vin)
= 0ymi(X +1m),

onde a pentltima igualdade vem das identidades em (B). O item 2 também ¢é imediato das
identidades em (B). J4 o item 3 segue de (C). Por fim, o item 4 é consequéncia imediata
das quatro ultimas equagoes em (B) . d
Para o que segue, dado um ponto x € M, considere em sua vizinhanca um re-
ferencial ortonormal {ey, ..., €., €011, .., €n 10, } Para F, com seus sinais e, = (€, €4) =
+1, onde {ey, . ..e,} é um referencial ortonormal local para TM e {e,11,...€n,41n,} € um
referencial ortonormal local para E. Defina em I'(F™*) as 1-formas
sea€{l,...,n1 +n2}, wo=0¢ewyin41=0.

*
Wa = €45
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Defina também § € I'(F*) por §(X) = (X, T + N), para X € F. Vamos agora

construir as 1-formas:

wOo(X> = 0
w(n1+N2+1)0(X> =0
€
wzo(X> == C—1<€Z‘, R1X>
Eu
qu(X) = C—1<€u, SlX>
&;
w'(n1+n2+1)(X) = C2_h<€1; R2X>
Eu
Wu(ni+nz+1) = coh <€u7 SQX>

X)

X) = —egie, Ae, X)

(X) = eilei, Vxej) = eiles, Vie;)
X) = eulew, Viey) = eulew, Vie,)

Wag = —SQEQWBO”

para quaisquer X € T'M, que sao conhecidas como as 1-formas de conexao. Agora, defina
as fungoes T, = d(ey) para o € {1,...,ny +n2}, To = 0 € Ty 1ny+1 = 0. Seja também

e =d(T 4+ N). Em seguida, consideramos as matrizes X e T, dadas por

1
XQB = E{Tgwoﬁ'g — EQS/BTawngz}, T=0-X,

onde © = (wap). Um cdlculo simples mostra que
AY +TAT=dQ—dX+QANQ-OQAX -XAQ+XAX. (37)

Nosso objetivo agora é provar que o lado direito de se anula. Tal prova

serd dividida em alguns lemas.

Lema 4.4 As sequintes igualdades valem:

1. Z&:vTﬁf =g
g
2.0 = ZTVWV;

.
€
3. dl, = ZTVwW + eafwaT + Eeawaﬁg sel<a<n+ny+1, ZTWWVO = 10;
¥ v

1
4. d(WOﬁ'Q) = Eé/\ (WO7_T2> — QA (WO'ﬁ‘Q), onde WOﬁ'QZ (wOﬁ'g, c. ,wn1+n2+17‘72)T.

Prova. Item (1) vem do item (C) das equagoes de estrutura, e (2) é imediato das defini¢oes
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de §,T, and w.,. Para prova o item (3), veja que se X € TM e ny +ny > a > 1, entdo

Y Twn(X) = > (e, T+ N)e, (e, Viea)

.
= (T+N,Vie,)

= X(T+N,e.) = (VE(T+N),eq)

— X(T0) — cafwam(X) — Seawaita(X)

h

= dT,(X) — e fwami (X) — %sawm(X ),

onde a pentltima igualdade foi obtida do item (C) das equagdes de estrutura e da definigao

da conexdo V¥, Se o = 0,

Zvaw(X) = Z i_:<€wT+N> (€5, 11X)

1<y<ni+m

Sea=ny +ny+ 1,

15 _
§ :T’Yw’Y("1+n2+1)<X) = E j <e’Y7 T+ N> <€’777T2X>
vy 1<y<ni+ny
1
= — (T + N, 71X
Cgh< + , T2 >
= 0,
15

o que por sua vez ¢ igual d1},, 4n,+1 (X)_5n1+n2+1fwn1+n2+1ﬁ—1 (X) _E5n1+n2+1wn1+n2+17_r2 (X)7

ja& que o mesmo se anula.
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Finalmente, para provar o item (4), veja que se n; +ny > o > 1, entédo

dwaTa(X,Y) = X(wa2(Y)) = Y(waTa(X)) — waTa([X,Y])
= X(eo{(€a,MY)) — Y(cqa (€a, T2 X)) — €4 (€a, T2[ X, Y]))
= 0 ((VEea, MY ) + (€, VETY))
—ta ((Viea, TaX) + (€a, VETX)) — €4 (€a, 12X, Y]))
= a(Vieq, MY ) —ca (Viea, MX) + calea, (ViT)Y) — ealea, (Vim2)Y)
= Ca ( Z Wya(X)eyw ma(Y) — an(X)57w7ﬁ2(Y)>

ny1+n2>vy>1

—Ea{€as %Y)@X + %(@X, Y)(T + N))

+5a<ea7 @ﬁ'gy + %(ﬁ'gY, X>(T + N)>

1
= g, (Z Wra (X )eqw T (Y) — wW(Y)eywvﬁg(X)) + E(S A wama(X,Y)
Y
= =) Way ATy (X,Y) + %6 A waTo(X,Y)
,Y
1
= +%6 AwaTa(X,Y) = (QAWT)o(X,Y).

Se a = 0, entao dw, =0, e

Q@AWNTXY) = 3 oy o (X (¥) = s (V ), 7o (X)

19
= ) elen MmX) (e mY) — ey, MY ) ey, T2 X)
1
-
- i—o(@—rgy, X)) — (X, 1Y)
1
— 07

onde a ultima igualdade vem da simetria de ;. O caso a = n; + ny + 1 é analogo. Isso

conclui a prova. 0

Lema 4.5 As sequintes igualdades valem:

1 1
1. (dX)ag = <_E) AN Xaﬁ + - (dTg N Wy — 5a€5dTa VAN (,L)gﬁ'g)

h
1
—+ E (Tﬂd(waﬁ'g) — 6a€ﬂTad(W5ﬁ'2)),‘
1 2
2. (XANX)ap=— <E) eeg(WaT2) A (wsT2);

3. (Q VAN X)ag + (X/\ Q)ag = — (%) (ng(woﬂ_b) — Ta€a€5d(wm—r2))
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1 1 1
— (E) (dTﬁ A\ waﬁ'g — 5a5,8dTa A wﬂfm) + (E) ) A Xag —2 <ﬁ) 855&)6,77'2 N w57_r2

€ _ _ _ _
— Tﬂ (WaT1 A wgTe + WaT2 A wpTy), se B #0;

QA X)ao + (XA Qo = —%(5 AwaTrs) se a & {0,n1 +no + 1};
(QA X)os + (XA Q)os = %ﬁ(a Awss) se B & {0,ny +ny + 1};

4o (dD)as+(QUAD) 05 = — (@

_ _ .\ fes, _ . fes, _
> (WaTa AwsTs) — 18 (WaT2 AwpTy) — —ﬁ(wam AwgTs),

E h h
se B #0;

(dD) a0 + (2 A Q)uo = —C—hl((s A wara), se o & 0,11 +ng + 1}
(d)os + (LA Q) = 6—6(5 A wgTs), se B ¢ {0,n1 +ny + 1}.

h

Prova. Primeiro é importante lembrar que 7" = grad(h) e que estamos escrevendo h =

hom. Para (1), temos

1
(dX>a6 = d (E{Tgwa’ﬁ'g — 5a56Taw5ﬁ-2})
1 _ _ 1 _ _
= d <E> A {Tﬂwaﬁ2 — gagBTawBﬂ'z} —+ Ed <{T,8Wa7T2 — 8(155Taw571'2}>
1 1 _ —

1
+e (Tsd(waTa) — €acplad(wsTa)) .

Para (2), temos

(XAX)ap = > Koy AXog

g
1
= > (Tywaﬁg - 5aayTaw77_r2> A (Tﬂwﬁrg - eweﬂTwwﬁﬁg)
Y
1 _ _ 1 2 _ _
= ﬁ Tﬁwaﬂ'g VAN Z Tfwayﬂ_z — ﬁ(’f[j Z €’YT’Y WaTo A WwpTo
v g

1
+75€a¢5 (Z T,yw,yﬁ'2> A WeTy
Y

1 1 1
= 12 (Thwa T A 0T2) — ﬁgﬂswa@ N wgTa + ﬁeasﬁTaéﬁg N wgTy

= —ﬁ&sﬁwaﬁg N wgTo.

Para (3), inicialmente calculamos (2 A X),5. Temos, no caso de 1 < «, f <

n1 + n9, que
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(QAX)ap = Y way AXyg

) Z Way N <T5w77_r2 - 6755T7w5ﬁ2>

v

)TngW, /\w77T2 + ( )8a€5 (Z ww> /\wm‘rg
TZw A W4T + l56(alT—fzszr—&wﬁ)/\wﬁ
B avy 12 h acf a aWall h a’l2 B2

I
VR
S| =

g
_ E€a  _ _
- Tu@m) N wgTy

5"‘; g ) (dTp A wsTs)

(XAQas = Y Koy Awyg

1
() ceran)on

o

1 _ 1 _
= (E) Wa T2 N (Z T7w75> — <E) Theas <Z wgy A wwm)
g g
1 €eg  _ 1 _
= {3 WaTa A <dT5 — epfwpm — Tw/mr?) 3 Theacs Z/: Wy N Wy

1
E) dTs N wamy — (%) Wa Ty A wgT — ( 2 ) Wa T A W
1

€af
h2) A (Tagaf:ﬂw[gﬁg) + ( hﬂ

) Tod(ws)

Entao,
(Q A\ X)aﬂ + (X A\ Q)a,@ = — ( (Tﬁd(waﬁ'g) — Taéaégd((ﬂﬁﬁ'g))

1
h
1 1 1
_ (E) (dT5 N waTo — eqepdTy, N\ wpms) + (h) 0N X+ 2 (h2> EEQWET2 N\ WETY
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g
— 28 (wofty A wpy + wals A wpsT).

h
Para o caso f =0e a ¢ {0,n1+ny+ 1}, temos (QAX), = Zwav/\Xyo =0
o v
(X A Q)a(] = ZXOW VAN Wro
v
1
— (E) Z (Tywaﬁg — saeyTacwa) N W
v
1 _ 1 _
= 7 Wa o N ZT’YWWO —\7 T.caC1 Zwo7 N Wy To
2 v
- (Hwsn (¢16) L\ r D woy Aw,T
= h Wu T C1 h a€aCl - Woy /\ WA T2
c 1 1

= — <E1> ) A waﬁ'g - <E) Taaacl (E(S VAN (,d()’ﬁ'g — d(u}()ﬁ'g))
_ _ (& -
= ( h> 0 A\ Wa o

Segue que (2 A X)ao + (XA Q)go = — (%) J N Wy To.

Para o casoa =0e f ¢ {0,n1 +ny+1}, temos (X AQ)g = ZXO’Y/\UJ’W =0

v
e

(QAX)os = Z woy N Xyp
¥
1 _ _
= (E) Z:ww A <T5w77r2 — 5755T7w57r2)
1 _ 1 _
= 7 T} Zwm A Wy Ty + 7 C1€g ZT’YW’YO A WgTo
¥ ¥
1 - 1 _
= |3 Ts ZwM N wy T + 7 c1€p (€10) A\ wgTy
¥
= <%> O N wﬁﬁ'g
Portanto, (QAX)os+ (XAQ)os = (%) d AwgTs. Para os demais casos, ¢ facil

ver que os mesmos se anulam e portanto ja estao contemplados em alguma das expressoes

achadas.

Para (4), se ny +ny > a, 8 > 1, um célculo direto dd que

(dDQ)ap+(QND)as = ea (R (X, Y)ep, €a)+waoAwos(X, Y ) +Wan +na+1) AWy 4na1)8 (X, Y).
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Primeiro, vamos calcular <RF (X,Y)eg, ea> em casos:

Caso 1: a, € {1,...,n}.

<RF(X, Y)65,6a> =

- <v;v;e[3 —VEVEes — Vi s, ea>

= (V% (Vyes+a”(es,Y)) = VE (Vxeg +aP(eg, X)) — (Vixyies + o (e, [X,Y]) ,€a)
= <V§Vy65 +VEal(es,Y) — VEVxes — VEa (eq, X) — Vixyies — o (es,[X,Y]), ea>
= (VxVyes ea) + (a” (X, Vyes) ,ea) — < o (5 Y)X ea> +(Via"(es,Y), eq)
—(VyVxes, eq) — <aE (Y, Vxeg) ,ea> + <AaE(eB,X)Y’ ea> — <V1E; (eg, X ea>

- <V[X,Y]€5, ea> — <aE (es, [X,Y]), ea>

= (R(X,Y)es, ea) + (Vxa) (5, Y) — (Vxa) (e5,Y), ea) — <AaE(eﬁ,Y)X — A (oy) Y ea> .

Desde que e, € T'M,

<RF X,Y)eg,ea> =
= (R(X,Y)egs, €q) <a (e, Y), " (€n, X >+ <a (eg, X), E(ea,Y)>
= (MY, ep)(MmX, eq) — <7T1X, eg)(mY, eq))

# (257 A eal(ma,ca) = (X, ) FaY, ca)

+£ (M X, e) (MY, ea) = (MY, €5) (T2 X, €a) = (T2Y €5) (T X, o) + (M X, e5) (MY, €a))

= creacs(waT AwgT)(X,Y) + (Czh—;g> Eats(WaTs A wsTz)(X,Y)

isasg(waﬁl A wpTa)(X,Y).

——eqep(WaTa A wpm)(X,Y) — -

h
Mas, é facil ver que

_ _ C2€
Wao A wog = —(C18)WaT1 A WeT1 € Wa(ny+nat1) A Wingtnat1)8 = 12 6%7@ N WpT

e, neste caso, concluimos que

EE 13 g
(D) as 4+ (UAQ)as = — (h—f> (Wa T A wea) — %(waﬁz A wgity) — f—hﬁ(waﬁl A wats).

Para os outros casos, usamos uma conta similar, notando que w,(T'M) = 0 se

a€{n+1,...,n+m}. Agora, para  igual a zero e a ¢ {0,ny + ns + 1}, temos
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(dQ>a0 + (Q A Q)aO - dwaO(X7 Y) + Z Wary A CU,YO(X, Y)

1<y<ni+neg

= Xwao(Y) = Ywao(X) — wao(VEY — VEX)
+ Y wWar(X)wio(Y) — Way (Y)wso(X)

1<y<ni+n2

= X(eqt1(€a,mY)) = Y(eaci(€a, X)) — caci{€a, ﬁl(ViY — V{;X»
—€al1 Z Ex(ey: Vicea) (€5, MY) — 56y, Viea)(ey, 11 X)

1<y<ni+na
= &aC1 <€a; (Viﬁ'l)Y> — EaC1 <€a, (Vg’ﬁ'ﬁX)
Y ToX,Y
= caciea, %@X %(T +N))
o(X oY, X
—€a61<€a, %%QY + M(T + N)>

h

- —%(5 A walta) (X, Y).

%(5 A wpTy) para 3 ¢

{0,n1 +ny+ 1}. Novamente, para os caso restantes, é facil ver que os mesmos se anulam,

Uma conta similar fornece que (dQ)os + (2 A Q) =

e portanto se encaixam nas expressoes citadas. Assim, item (4) esta provado. Isso conclui

a prova. U

Lema 4.6 dY +T AT =0.

Prova. Os itens do Lema mostram que o lado direito da equacgao se anulam, e

isso finaliza a prova. OJ

e — 1] n lco — 1]

5 5 e defina

Para o que segue, faca N =m+n, A=p+q+
onde G = €40ap €

S={zZ¢cS| Z € Zyalng = (€a,T1€8) € ZE’YZ’YGZ’Yﬁ = (€eq, T2€p) }.

'yefl ’yEV

Também defina, para cada g, as aplicacbes s, : S — S, (Ef”) ={X €
EY*; (X, X) = ¢,} dadas por

Z (ZM07 RN ZMN_H)t .

Proposicao 4.2 Cada aplicacdo s, definida acima é uma submersao.
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Prova. Analogo a Proposigao (3.4 U

Agora, para a proposi¢ao que segue, lembre que como h estd definida originalmente em
M, podemos tomar (localmente) uma extensio sua h definida em um aberto do Ry,
mas que (grad(h),p), = 0, donde, sobre M; vale que grad(h) = grad(h). Assim, faz

sentido tomarmos 0,(h) e por abuso de notacao escrever d,(h) também. Logo, similar a
Proposigao [£.3] temos a

Proposicao 4.3 Seja (M, (,)) uma variedade semi-Riemanniana satisfazendo as equagoes

de estrutura. Defina Z(x) = {Z € S| ZeMTM(x)Zw = 0 h(z),se v € H, ou Z en () 2y, =
u J

0, sey € V}. Entao para cada xog € M e By € Z(xy), existe uma vizinhanca U de xo em

M e uma unica aplicagcao B :U — S, tal que
B'dB =Q— X, B(x) = By,

e B(x) € Z(x), para todo x € U.

4.5 Prova do teorema principal

Seja U uma vizinhanca em M de um ponto dado xo € M e B: U — S a
aplicacao encontrada na Proposicao . Para fins de notacao, seja V= {Jo <+ < Jny}
os indices verticais. Defina g : Y — E; x;, Es por

90 = Ty,
g1 = 5jijo(N+1);
Inat1 = Eju, Bjo, vy,

Um calculo direto nos déd que Im ¢ C M. Para ver que g ¢ uma imersao

isométrica, calculamos



dg(e;) =

E 87 7T] 61

'yGH

= E Evmez

'yGH

= E 67 7T[€Z

’yeH

= ) &,B,E, +Zeﬂ BQe;)

7€H

= ) &ByE, +

yeH

= ) &ByE, +

~eH

= Z eyBrikiy +

yeH

= Y &ByE, +

yeH

= Y &ByE
>

Desde que B € S, temos

(dg(e;),dg(e;)) <Z evBmEa,Zsy > = Ze,va B
Y
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WE, 4+ dg,(e;)E,

'yGV

W E, —|—Z:dg7 e)E,

'yEV

v Ey + Z €;,dB;, N+1)(€1)Ejl

— BX(es)) Ej

Ji(N+1)

> i Bjowav+1) <€i>Ejz)

1,0

1
§ :Ejz ]l962€9<697 26 >hE]l
1,0

C
Z g’YB’Y@g@gﬂBH@BMfE’Y

Y, HEV
)

CQE

Z €y (gvéw)guBuiﬁ !

v,1EV

eidij = (€, €5)

que implica que g é uma imersao isométrica. Agora, seja £, = E €aBayEqo. Temos que

() = <zsa3auﬁa,ze@
o ¥

desde que i # u. Entao, Tg(U)*

Ccomo segue:

a

E; = dg(e;) é tangente & g(U) e E, é normal & g(i). De fato, para cada i, temos

1E7> B ZE’YB’YUB’% = €i0ui = (eu, &) =0,
2

— span {E,}. Seja ® uma extensdo da imersio ¢ definida



62

P:TUD ' U)CTMSE — Tgld) @ TgUd)*

<p72/\v€w> — (9(17)’2/\va> )

onde o : E — M é a projecao. E facil ver que ® é um isomofismo entre os fibrados
TU D o™ U) e Tgh) ® Tg(Ud)*. Além do mais, a métrica induzida por ® também

coincide com a métrica do fibrado dado desde que ®(e,) = E,y. Se a, 8,7 > 1, entao

(Vi@ @) = (VgL Ey)

— <@Z€ Z€eBeuE0,25ABAvEA>
p

= Z €GBQUdBﬁu 61 Z 598/\5po'LB)\vB9u <vEpE9> E)\>
9 O 0p

= 5v(B_1dB(ei))W + Z 698)\€po¢3)\ng“ <@EpE97 E)\>
0,\,p
- ngvu(ei)

= <ev, Veb;eu>
= (P(e), ®(Véiew)) .

Se chamarmos, por abuso de notagao, o isomorfismo ®| _, o' U)CE—

Tg(U)* de ® também, entao concluimos que

OVE = V4o,

Um célculo andlogo d& que oy = ® o a¥ o dg™', onde ay, é a segunda forma

fundamental de g. Também note que



grad(h)

Desde que ®(T")
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= < . grad(h > .
= Z Ex <Z Eng,yEg, grad(h)> Ev
= Z €y <Z E@BQ,YEQ, grad(h)> E~"Y

0cH

- Y (S aa)

6cH
= ngTE
= Zev (e,,T+ N) E,

= ng (T + N)) E,
- ng <qu1>(T+J\f)>J§77

~

— O(T) + B(N).

= dg(T), isso finaliza a prova do item 1 do Teorema [4.1] Por

fim, para o item 2, calculemos 7 (dg(e;)), j& que os outros casos sao calculados de maneira

analoga.

mi(dg(e;)) = m ( Z 5va'Ey>

Po outro lado,

= Z ey Byimi(E,)
v
= Z ElyB,yiE,y

yeH
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dg(RleZ)—l—@(Slez) == CD(ﬁ'lei)
= Z‘gv<ﬁlei7ev>q>(ev)

= Y 2,208y By, ®(e,)

ocH
ol

= E 575939iBa’Y€MBM’YEM
oeH
Vo

= Z €9, Boi ( Z S’YBQ’YBM7> E,
v

0cH
N

= Z 596“B9i (Egégu)EM

ocH
n

= Z 5.98“B@i (8959#)[‘7”

6cH

= Z EngiEg.

6cH

Logo, dg(Rie;) + ®(S1e;) = m1(dg(e;)), o que finaliza a prova do teorema [4.1]
U
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5 CONCLUSAO

H& mais de um século que teoremas fundamentais de subvariedades sao objetos
de estudo da Geometria Diferencial. Com o surgimento do conceito de produtos warped
na metade do século passado, que generalizam produtos Cartesianos, nada mais natural
que resultados acerca de teoremas fundamentais de subvariedades destes novos objetos
comecgassem a aparecer, principalmente nos ultimos dez anos. Neste tocante, o presente
trabalho nao sé acrescentou mais um resultado deste tipo na importante classe de produtos
warped eI x, MY (¢), como também abriu caminho para resultados semelhantes no caso

Mfc\i Y(c1) Xp Mff(@), mostrando assim que tal drea ainda tem muito o que se explorar.
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