UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA
CENTRO DE CIENCIAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA

PERON MARQUES FILHO

OPERADOR MAXIMAL DE HARDY-LITTLEWOOD EM ESPACOS DE
SOBOLEV

FORTALEZA
2019



PERON MARQUES FILHO

OPERADOR MAXIMAL DE HARDY-LITTLEWOOD EM ESPACOS DE SOBOLEV

Dissertagao apresentada ao Programa de
Pés-graduagao em Matemaéatica do Departa-
mento de Matematica da Universidade Fede-
ral do Ceard, como parte dos requisitos ne-
cessarios para a obtencao do titulo de Mes-
tre em Matemdtica. Area de concentragao:
Analise.

Orientador: Prof. Dr. Diego Ribeiro Moreira

FORTALEZA
2019



Dados Internacionais de Catalogagdo na Publicacdo
Universidade Federal do Ceara
Biblioteca Universitaria
Gerada automaticamente pelo modulo Catalog, mediante os dados fornecidos pelo(a) autor(a)

M320 Marques Filho, Peron.
Operador maximal de Hardy-Littlewood em espacos de Sobolev / Peron Marques Filho. —

2019.
44 1.

Dissertagéo (mestrado) — Universidade Federal do Ceard, Centro de Ciéncias, Programa
de P6s-Graduagdo em Matematica, Fortaleza, 2019.
Orientagdo: Prof. Dr. Diego Ribeiro Moreira.

1. Espacos de Sobolev. 2. Operador maximal de Hardy-Littlewood. 3. Teorema de Hardy-
Littlewood-Wiener. |. Titulo.

CDD 510




PERON MARQUES FILHO

OPERADOR MAXIMAL DE HARDY-LITTLEWOOD EM ESPACOS DE SOBOLEV

Dissertagao apresentada ao Programa de Pos-
graduagao em Matematica do Departamento
de Matematica da Universidade Federal do
Ceara, como parte dos requisitos necessarios
para a obtencao do titulo de Mestre em Ma-
temética. Area de concentracao: Analise.

Aprovoda em: 07 / 02 / 2019.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Diego Ribeiro Moreira (Orientador)
Universidade Federal do Ceard (UFC)

Prof. Dr. Alexandre César Gurgel Fernandes (Suplente)
Universidade Federal do Ceard (UFC)

Prof. Dr. José Ederson Melo Braga
Universidade Federal do Ceard (UFC)

Prof. Dr. Raimundo Alves Leitao Junior
Universidade Federal do Ceard (UFC)



Dedico este trabalho aos meus pais, Selma e

Peron, e a minha tia Sdmia (in memoriam).



AGRADECIMENTOS

A Deus, pelo seu infinito amor e misericérdia.

A Nossa Senhora Aparecida, pelo seu auxilio maternal.

A minha familia, em especial minha mae Selma, meu pai Peron, meu irmao
Seulon e meus padrinhos Silene e Saulo por todo o apoio e confianca.

A minha namorada Jéssika, pelo apoio.

Ao Prof. Dr. Diego Ribeiro Moreira, pela excelente orientacao.

Aos professores participantes da banca examinadora José Ederson Melo
Braga e Raimundo Alves Leitao Junior pelo tempo, pelas valiosas colaboragoes
e sugestoes.

A todos os professores do departamento de Matematica da UFC, em especial,
Alberto Maia, Fabio Montenegro, Cleon Barroso e Ernani Ribeiro pela sua
colaboragao na minha formacao.

Aos colegas da turma de mestrado, em especial, Erivamberto, Alan, Junior,
Joao Paulo, Rodrigo, Cristina, André, Selene, Tiago, Silvio e fcaro pelos
varios ensinamentos e momentos que compartilhamos.

A Andrea pela paciéncia e exceléncia nas solugoes de questoes burocraticas.

Ao CNPq, pelo apoio financeiro.



” As chagas de Jesus Cristo ferem os coragoes
mais duros e aquecem as almas mais

frias.” (Sdo Boaventura)



RESUMO

Neste trabalho estudamos a extensao do teorema de Hardy-Littlewood-Wiener da analise
harmonica para espacos de Sobolev W1P(R"™) quando p > 1. Este Teorema ¢é devido a

Juha Kinnunen.

Palavras-chave: Espacos de Sobolev. Operador maximal de Hardy-Littlewood. Teo-

rema de Hardy-Litlewood-Wiener.



ABSTRACT

In this work we study the extension of the Hardy-Littlewood-Wiener theorem of harmonic

analysis for Sobolev spaces W?(R") when p > 1. This Theorem is due to Juha Kinnunen.

Keywords: Sobolev spaces. Hardy-Littlewood maximal operator. The Hardy-Littlewood-

Wiener theorem.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho estudamos a extensao do teorema de Hardy-Littlewood-Wiener
da andlise harmonica para espacos de Sobolev W1P(R™) quando p > 1. Este Teorema é
devido a Juha Kinnunen. Porém, antes de provarmos este resultado, vamos elencar todas
as ferramentas necessarias ao nosso objetivo e demonstrar alguns teoremas fundamentais
da teoria de espacos de Sobolev e dos espacos LP que serao utilizados neste trabalho.
Nas preliminares definiremos a funcao maximal de Hardy-Littlewood de uma funcao f,
localmente integravel em R", e provaremos algumas de suas propriedades basicas. E por
fim, vamos enunciar e demonstrar o Teorema de Hardy-Littlewood-Wiener em LP(R")
fazendo uso do Lema de recobrimento de Vitali e do resultado conhecido como The layer
cake representation.

No capitulo 3 definiremos a derivada fraca de uma funcao u € L; (), onde
demonstraremos algumas de suas propriedades basicas. Além disso, provaremos que o
espaco de Sobolev W*?(2) munido de uma certa norma é um espaco de Banach. Pros-
seguiremos mostrado a definicdo do mollifier canonico (ou standard mollifier), onde pro-
varemos algumas propriedades importantes. Ainda no capitulo 3 provaremos o Teorema
de Meyer-Serrin e enunciaremos, como aplicacao deste teorema, a regra da cadeia, que
utilizaremos para provar a propriedade de truncacao. Também faremos uma breve revisao
sobre conceitos e teoremas de analise funcional que serao necessarios, como a convergéncia
fraca e o Lema de Mazur, e concluiremos provando a propriedade de compacidade fraca
do espaco de Sobolev W1?(Q) quando 1 < p < oco.

No quarto e tltimo capitulo provaremos que se uma fun¢ao v definida em R"
é lipschitziana entao sua fun¢ao maximal Mu também sera. E ainda mostraremos uma
caracterizagao do espago de Sobolev W1 (R™) em relagao ao espaco de funcoes Lipschit-
zianas limitadas C%'(R"™), que nos possibilitara provar o Teorema de Hardy-Littlewood-
Wiener em W1P(R") quando 1 < p < oo.
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2 PRELIMINARES

Inicialmente vamos definir a funcao maximal de Hardy-Littlewood de uma
funcao f. Além disso, demonstraremos algumas de suas principais propriedades, e con-
cluiremos o Teorema de Hardy-Littlewood-Wiener para LP(R™), ou seja, que o operador
maximal de Hardy-Litlewood é limitado no espago LP(R") quando 1 < p < oco. Para o

que segue, iremos considerar em LP(R™) a norma

= ([ rpar)’

quando 1 < p < 0. E para p = oo,

| fllc = ess sug) |f(z)] = inf{N;|f(z)] < Npara q.t.px € R"}.
TxeRM

2.1 A funcao maximal de Hardy-Littlewood

Inicialmente, vamos considerar uma funcao f : R* — [—00, 00| localmente
integravel em R", isto é, f € L} _(R™). A fungao maximal de Hardy-Littlewood de f ¢ a

loc

fungdo M f : R* — [0, oo] definida por

1
M(a) = sup o /B )l

r>0

onde o supremo é tomado para qualquer r > 0 e |B(x,r)| denota a medida de Lebesgue

de B(z,r). Agora, vamos provar o seguinte resultado bésico:

Teorema 2.1 Sejam f e g localmente integraveis em R™ e ¢ wm nimero real, entdao

(OM(f +9)(x) < Mf(x) + My(z)

(@) M(cf)(x) = |e|Mf(x)

para todo x em R".

Prova: Com efeito, para qualquer x em R", teremos

M(f + 9)(x) =supm/3( 1+ 9wy

r>0
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Ora, pela desigualdade triangular teremos que |f(y) + g(v)| < |f(y)| + |9(y)| em B(z,r).

Portanto,

1
B o F0 +s0lt < s [ (sl s [ oy
’B(%,T” B(z,r) |B z,T | B(z,r) ‘ (z,7)

Sabemos que, para todo r > 0

O] oo, FOI [y [ oy < M5+ Mg(o)

Entao,
1
B0 Jaen (f + 9)(W)|dy < Mf(z) + Mg()

para qualquer r > 0. Logo,

M(f + g)(x) < Mf(x) + Mg(x)

para todo x € R". Isto concluiu a demonstragao de (i). Para (i7), note que |cf| = ||| f]-
Logo,
Mef)(@) e L el L 1wy =
cf)(z) =sup =—— c = su c =
T>]é)) B(SL’,T)‘ B(z,r) vy r>g ’ B(z,r) v
Entao,
1
* = |c[sup f(y)ldy

r>0 ’B(:L‘, 1”)| B(z,r)
dai,
M(cf)(x) = |e| M f(x)

para todo c real. B

Defini¢ao 2.1 f : E — [—00,00| € semi-continua inferiormente em E se, e somente

se,{x € E; f(x) > a} é aberto em E para todo o em R.

Lema 2.1 Se E é mensurdvel e f : E — [—00,00| € (s.c.i) em E, entdo f € mensurdvel.
Prova: Sabendo que f é (s.c.i) em FE, entao o conjunto {x € E; f(x) > a} é aberto em
E para todo o em R. Portanto, {x € F; f(x) > a} = FEN B, onde B é um aberto de
R™. Como E é mensuravel, teremos que E N B é mensuravel. Logo, {x € F; f(x) > a} é

mensuravel para todo o em R, ou seja, f é mensuravel. ll

Teorema 2.2 Mf: R" — [0, 00| € semi-continua inferiormente.

Prova: Inicialmente, definamos o conjunto E, = {x € R"; Mf(z) > a}, onde o é um
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nimero real positivo. Observe que para todo x € F, existe r > 0 tal que

/ y)|dy > a.
x/r'| IT’

Agora, note que

1
|/ ()ldy = lim

ey IF-Tompny] 1f(w)ldy,
‘B(I7T)’ B(z,r) T_”‘ ’B<IT)| B(z,r)

o que nos permite dizer que existe 7’ > r tal que

1

F=Yommmnvi |f(W)ldy > a.
|B(':C7T/>| B(z,r)

Se |z —2'| < r'—r, entdo B(z,r) C B(z',7"). Com efeito, sejay € B(x,r), dai |y —2'| =
ly—z+x—2a| < |y —z|+ |z —2'| <r+(r'—r) =r". Logo, B(x,r) C B(a,r"). Portanto,

)|d dy = )dy <
xr|/xr |y_|er|/zr |y xT|/xr/) |y Mf()

se |z—a'| < r'—r. Logo, B(x,r'—r) C E,, dai E, é aberto. Portanto, M f é semi-continua

inferiormente. Observe que o lema 2.1 nos permite concluir que M f é mensuravel. l

2.2 Teorema de Hardy-Littlewood- Wiener em LP(R")

Pretendemos, nessa segao, provar que M f é limitado no espago LP(R"™) quando
1 <p <oo,onde [Mfll, <A, fllp tal que A, é uma constante que depende apenas de
p e da dimensao n. Para isso faremos uso do Lema de Recobrimento de Vitali, que enun-

ciaremos a seguir e de outro resultado, conhecido como ”The layer cake representation”.

Lema 2.2 (Vitali) Seja E um subconjunto mensurdvel de R" tal que a familia de bolas
{B;}, com diametro limitado, é uma cobertura para E. Entdo, podemos extrair de {B;}

uma sequéncia disjunta By, ..., By, ...(finita ou infinita) tal que
> 1Bl = ClE|
k

onde C' € uma constante positiva que depende apenas da dimensao n (C'=57").

Prova: Comecamos a prova do lema descrevendo a escolha de By, ..., By, ... . Tomare-
mos B; de modo que seja essencialmente tao grande quanto possivel, isto é para que
diam(By) > 3 sup,diam(B;), onde diam(B) denota o diametro da bola B. Claramente a
escolha de um B satisfazendo essas condig¢oes, bem como a posterior escolha de um outro

By, nao é inica. Porém, esta "nao-unucidade”nao nos afetara. Vamos supor que By, ..., By
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jé foram escolhidos. Agora, tomamos By de {B;} tal que By, é disjunto de By, ..., By.
Novamente, escolhemos uma bola que seja essencialmente tao grande quanto possivel, isto
é, nés tomamos By para ser disjunto de By, ..., By e diam(Bg11) > 5 sup,diam(B;) onde
B; ¢é disjunto de By, ..., By. Dessa forma, obtemos a sequéncia de bolas By, ..., By, ....Em
principio, esta sequéncia poderia ser finita e terminar em By; este seria o caso se nao
houvessem bolas em {B;} disjuntas de By, ..., B .Agora, dois casos se apresentam, depen-
dendo se ), |Bi| = 0o ou >, |Bx| < co. No primeiro caso, chegamos a nossa conclusao
se |E| ¢é infinito ou finito. Portanto, vamos considerar o caso em que ), |By| < co. Para
este proposito denotamos por B; a bola tendo o mesmo centro que By, mas cujo diametro

é cinco vezes maior. Afirmamos que
UBioE
k

Para provar a afirmacdo, devemos mostrar que |J, B; O B; para qualquer B; fixo na
familia considerada, que cobre F. Certamente podemos assumir que o nosso 5; fixo nao
faz parte da sequéncia By, ..., By, .... Caso contrario nao ha o que provar. Desde de que
> i |Bi| < 00, entao diam(By) — 0 quando k — oo, e assim tomamos o primeiro k em
que vale diam(By41) < §diam(Bj). Entao, a bola B; deve intersectar uma das k bolas
anteriores By, ..., By, ou deveria ter sido escolhida como a (k + 1) bola em vez de By, 1,
ja que seu diametro é mais que o dobro do diametro de Bj;. Portanto, B; intersecta
B, para algum j, em [1, k] e vale que %diam(Bj) < diam(Bj;,). De uma consideragao
geométrica 6bvia € entao, evidente, que B; esta contido na bola que tem o mesmo centro

mas cinco vezes o diametro de Bj,

B <> [Bil =5")_|Bil,
k k

que B;

. . .
o ou seja, B; C Bj . Assim, provamos a

afirmacao e

o que prova o lema. W

Lema 2.3 (The layer cake representation) Seja p uma medida, E C R"™ um con-

gunto u—mensurdvel e f uma funcao p—mensurdvel, entao

Jur=p [~ @ ufayda

tal que o € R e w € a fungao distribuicao de f, isto é, w(a) = u({z;|f(x)] > a}).
Prova: Ver Folland, pag. 198. B

Teorema 2.3 Seja f uma funcao definida em R", entdo:
1. Se f € LP(R™) tal que 1 < p < oo. Entao, a fungio Mf € finita em quase todo

ponto.
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2. Se f € L'(R™), entdo para cada o > 0

e Mf(@) > o}l <5 [ Iflds,

onde A € uma constante que depende apenas da dimensdo n.
3. Se fe LP(R") tal que 1 < p < oo, entao Mf € LP(R") e

IMFllp < Apll flp,

onde A, depende apenas de p e da dimensdo n. [Teorema de Hardy-Littlewood-
Wiener/
Prova: Considerando a definicdo de M f e tomando E, = {z; M f(z) > a}, teremos que

para cada x € F,, existe uma bola de centro z, que denotaremos por B,, tal que

<D/“u@ww>awﬂ

1
Logo,|B.| < —||f]|1 para cada x. Por outro lado, quando z varia no conjunto E,, a unido
a
das bolas B, correspondentes cobre E,,. Portanto, pelo Lema 2.2, podemos extrair uma
sequéncia de bolas, as quais designaremos por {B}, onde tais bolas sdo mutuamente

disjuntas e tém a seguinte propriedade

(11) > |Bi| > C|Ed|
k=0

onde C' = 57" Aplicando (/) e depois (I]) para cada uma das bolas mutuamente

disjuntas, obtemos

/'|ﬂw@>a§jwmzmmm.
U Bk 3

L . . . 1
Mas, como o primeiro membro da inequagao acima é majorado por || f||1 e fazendo A = o

teremos o item 2. do nosso teorema, isto é,

fMp@) > o)l <5 [ 1

n

para cada « > 0, tal que A = 5". Além disso, também provamos o item 1. para p = 1.
Agora, provaremos simultaneamente, o restante do item 1., e o item 3.. Para o item 3. no

caso que que p = 00, observe que |f(x)| < ||f|le q-t.-p em R" entao,

/'|ﬂw@s/ 1 lloedy = 11 ool Bz, 7).
B(z,r) B(z,r)
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1
_ d o
B o, FWl < 15]

Portanto, M f(z) < ||f|l« a.t-p em R™, dai M f € L>®(R"). Além disso, como [|M f||
é a menor constante tal que |IMf(z)] < [[Mfllo q.t.p em R", entdo |[Mflleo < || fllo;
ou seja, [|[Mflleo < Aol flloo, onde A, = 1. Agora, suponha que 1 < p < oo e defina

f1 para ser fi(z) = f(z) se |f(x)] > % e fi(x) = 0 caso contrario. Logo, nés temos que
@] <1A@)]+5 e MI@) < Mfi(@) + 5, daf

(67

{z; Mf(x) > a} C{z; Mfi(x) > 2}

e, finalmente
2A
|Ba| = {a; Mf(2) > o} < — |l fills.

Ou seja,

(IDE] = [z Mf@) > o}l < 22 [ flds

IF1>%
A desigualdade acima é obtida aplicando-se a conclusao do item 2. desde que saibamos,
que fi € L' sempre que f € LP. Agora, denote por )\ a funcao distribuicao de M f. Logo,

usando o Lema 2.3, teremos que

| ppae=p [ x@ya

Em particular, por (I11)

> > 24
||Mf||§;=p/ oY Ey|da Sp/ P! (-/ |f(x)|d:z:> da.
0 0 @ Jif>4

A integral dupla é avaliada trocando as ordens de integracao e integrando primeiro com

respeito a «a, dai, a integral interior é

[ i = () i
o Cda= | —— ) 2f(x) P
0 p—1

desde que p seja > 1. Portanto, a integral dupla vale

24
280 2t = (A, / fPda,
- 1 Rn Rn

5" P
pl) ;1 < p<oo. E assim também obtemos o
p J—

o que conclui o item 3., onde A, = 2 <

item 1. W
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3 ESPACO DE SOBOLEV

Nesta secao desenvolveremos o inicio da teoria dos espacos de Sobolev WP (),
onde €2 é um aberto de R", e apresentaremos algumas de suas propriedades que nos serao
uteis ao longo desse trabalho, tais como a reflexividade quando 1 < p < 0o, e a compaci-

dade fraca.

3.1 Derivadas fracas

A seguir definiremos a a-ésima derivada fraca de uma fungao u € Lj (),
onde o é um multi-indice, ou seja, @ = (ayq, ..., a,) tal que o; € NU{0} Vi € {1,...,n}.
Além disso, para u : U — R (U é aberto de R") definimos a a-ésima derivada parcial

de u por

ol (z
T...0x

onde |a] = ag + ... + .

Definigao 3.1 Dado um aberto 2 C R", uma funcao u € L .(Q) e um multi-indice a,

loc
1

loe(82) € a a-ésima derivada fraca de u se

dizemos que v € L

/Quuanawu»¢n=<—1W*/7wxnxxymav¢e<%fan

Q

onde C§°(€2) denota o conjunto das fungoes de classe C*°, em €2, de suporte compacto.

Lema 3.1 Sewu € L}, () tal que

loc

/Qu(x)gp(x)dx =0Vp € Cy(Q).

Entao, u =0 q.t.p em €.

Prova: Ver H.Brézis, Analise Functionelle, pag. 61.

Lema 3.2 A a-ésima derivada fraca de uma fungdao u € L}, (), quando existe, € tinica
a menos de um conjunto de medida nula.

prova: Suponha que existam v e w tais que ambas sejam derivadas fracas de u. Entao,

ewmzjuw@Mm:enﬂéw@wuwx
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para cada ¢ € C§°(2). Logo,

0 ([ et - wetands ) <o

dai,
/Q(U(l') —w(x))p(x)dx = 0.

Como v —w € L;,,(Q) tal que [,(v —w)(z)p(z)dz =0 Yy € C°(R), entdo o Lema 3.1
nos diz que v = w ¢.t.p em 2. A

Observacao: Note que pelo Lema acima podemos impor uma notagao para a
a-ésima derivada fraca de u. Entao, vamos considerar D®u = v. Escolhemos esta notacao,

pois quando u possui derivada parcial no sentido cléssico, ambas sao iguais.

Definigao 3.2 Seja Q) um aberto contido em R" e 1 < p < oo, onde k € NU{0}. Defi-
nimos o espago de Sobolev como WHP(Q) = {u € LF(Q); 3D € LP(Q),V|a| < k}.

Observacgao: Note que se u € WEP(Q), entao u € LP(2), de modo que toda

fungdo de WP estd em L},.(€).

Teorema 3.1 Se u,v pertencem a W5P(Q), entao
D®(Au + pv) = A\D%u + D(v)

para todo o e 3 pertencentes a R.

Prova: Como u e v pertencem a W*?(Q), existem as derivadas fracas D%u e D% V|a| < k

em LP(Q). Logo,

/()\u(x) + pu(x))D%p(x)dx = )\/ u(z)Dp(z)dx + ﬂ/ v(x)D%(x)dx =
Q Q Q

1)l / Du(z)p(z)dz + f(—1) / Dv(z)p(z)dz =

— (1) / (AD*u(z) + BD"0(x))p(x)da

para cada ¢ € C3°(Q2) e para todo « e 5 reais. Portanto, vamos ter que
D*(\u + Bv) = AD%u + D"

para todo A e [ reais. B
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Observagao: O teorema acima nos permite dizer que W*?(Q2) é um espaco

vetorial.

Teorema 3.2 Seja u € W*P(Q) tal que || < k entao D"(D%u) = D*(D") para todo
multi-indice o e n tais que |a| + |n| < k.
Prova: Considere ¢ € C§°(Q2). Entao, D"p € C§°(2). Logo,

(—1)"|/D"(Dau)g0dx—/Daancpdac— (—1)|a/uDa+7’g0dx—
Q Q Q

= (—1)"*'(—1)"”"'/Da+"ug0dx
Q

para toda fungao ¢ € C°(€2). Note que,
o] + o+l =2(c1 + ..+ o) + 0+ o+ 7 = 20l + ).

Como 2|a| é par, a estimativa acima, juntamente com o Lema 3.1 e o Lema 3.2 nos
fornecem D"(D%u) = D*(D"u). A

Teorema 3.3 (Férmula de Leibniz) Seja u € W*P(Q) tal que |a| < k.Se p € C°(Q),

entdo pu € WFP(Q) e
D*(pu) = Z (a) DY'uD* My

7<a v

<a> a! | | |
v/ Ma—=)!

e v < a significa que y; < a; para todo j em {1,...,n}.

onde,

Prova: Primeiramente considere |a| = 1. Agora, tome ¢ € C§°(€2). Logo, pela regra de

Leibniz para funcoes diferenciaveis e pela definicao de derivada fraca, obtemos

/ puD%pdr = / (uD*(pp) — uw(D*p)p)de = — / (LD + uD ) pdx
Q Q Q

para toda ¢ € C§°(Q2). O caso |a| > 1 segue por inducao. W

Definigao 3.3 Seja u € W*P(Q). Definimos a norma de u em W*P(Q), que denotamos

por ||ullxp, da sequinte maneira

lllep = | S / D*u(x)Pdz

lof <k
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quando 1 < p < 0o. Porém, se p = oo consideramos

lulliy =D 1D ulloo-

o<k

Teorema 3.4 |.||x, € uma norma.
Prova: Se |lul|x, = 0 entdo |Ju|, = 0, dai v = 0 q.t.p em Q. Por outro lado se u = 0

q.t.p em €2, entao
/ Dugpdx = (—1) / uD%pdx =0
Q Q

para toda ¢ € C§°(€2). Entao, pelo Lema 3.1, D®u = 0 q.t.p em  para cada multi-indice
a tal que |a] < k. Claramente, | Au||x, = |A|||u]|x,p para todo A real. Agora, vamos provar
a desigualdade triangular. Com efeito, sejam u e v em WHP(Q) e considere 1 < p < oo.

Usando a desigualdade triangular em LP(Q2) e o Teorema 3.1, obtemos

lutvllip = D 1D+ D%l ) < [ > (1Dl + |D%0],)?

|lal<k o] <k

Lembremos que se a; e b; sao nimeros reais, a desigualdade de Minkowski se escreve como

(Bvar) = (Er) + (S
i=1 =1 =1

Desse modo, temos que

3=

P

lutvlliy < | Do 1Dl |+ | D ID™lp ) =

o<k || <k

|\ fiprar) + {2 [1pror ) =

la| <k lal <k

ke + [[V]|kp-

Quando p = oo o resultado segue imediatamente da desigualdade triangular para nimeros

reais. H

Teorema 3.5 (W P(Q),||.|lxp) € um espaco de Banach.

Prova: Suponha, inicialmente, que 1 < p < oo e considere uma sequéncia de cauchy wu,,
em WHP(Q). Afirmamos que D%u,, de LP(€2) é uma sequéncia de cauchy. De fato, Ve > 0,
dng € N tal que

Lm >ng = ||lu— unllep < €
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Além disso, V|a| < k, teremos

D=

laf<k

se I,m > ng. Logo, D*u,, é de cauchy em LP(2). Como LP(2) é completo(para 1 < p <
o0), veja [1, Teorema 8.14], entdo existe u, em LP(Q)) tal que D%, — u,. Ou seja,
para cada |o| < k, existe u, € LP(Q2); D*u,, — u,. Ora, fazendo ao = (0, ..., 0), teremos
que U, = DOy, = D%, — u, = U(o

,,,,, 0)- Digamos que u := u(,. o), Ou seja,

Uy, — u. Vamos provar que u € W*P(Q) e D = u, para todo |a| < k. Com efeito,
1 1

fixemos ¢ € C§°(?), dai D% € L(Q2) tal que — + — = 1. Portanto, a desigualdade de
p g

Holder nos da
0<| [ @D ~ unD"¢ds] < [ fu— unl Dplds < flu ~ | Dl
Q Q
Fazendo m — oo, teremos que | [,(uD*p — u,, D*p)dx| — 0. Entao, obtemos

lim [ u,D%dz = / uD%pdx
Q Q

m—0o0

Vo € C3°(2). Uma vez que D%, — u, em LP(§2), podemos proceder como acima e

assim obter

lim (Daum)godx:/uagodx

Vo € C3°(Q2). Portanto, para cada ¢ € C§°(€2), temos que

/uDagadx: lim [ u,D%dz = lim (—1)“'/(D°‘um)g0dx: (—1)a|/uag0dx.
Q Q

Logo, D*u = u, € LP(2), dai u € W*P(€). De modo similar provamos que u € W*?(Q)

para p = co. Portanto, W*?(Q) é um espaco de Banach. B
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3.2 Aproximagao por funcgoes suaves

Nesta subsecao apresentaremos a definicao de standard mollifier e provaremos

algumas de suas propriedades que vao nos ajudar no decorrer deste trabalho.

1
Defini¢ao 3.4 (standard mollifier) Seja ¢ € C§°(R") tal que ¢(x) = cel=P-1 se|z| < 1

e p(x) =0 se |x| > 1, onde ¢ € positivo e escolhido de modo que

¢(x)dz =
Rn

FE para todo € > 0, defina

A funcao ¢. € chamada de standard mollifier.

Observagao I: Note que ¢. > 0, supp(¢.) = B[0,r] e

1 1
be(a)de = — [ 6(D)de == | dy)edy= | ¢(x)de =

para todo € > 0. Aqui usamos a mudanca de varidvel y = %, dr = €"dy. Além disso, se

Q C R" é aberto tal que 99 # ), nds escreveremos
Qe = {z € Q;dist(x,00) > €},

e > 0. Se f € L},.(Q), nés obtemos o standard convolution mollification f : Q. —

[—00, 0], que é dado por

fw) = (f + 60 /f 6l — 1)

Observe para cada x € €,

= /Qf(y)aﬁe(x —y)dy = /B( )f(?J)d)e(x —y)dy

Pela mudanga de variavel z = z — y teremos

| swota=ndn = [ fla=2o:

Observacao II: Para cada z € ).,

RN [ o=l < lod [ 15y <o

B(x,e€)
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Além disso, se f € Cy(£2), entao f. € Cy(€2) sempre que

1
0<e<e = §dist(supp(f), o0).

Com efeito, se x € €. tal que dist(x,supp(f)) > e€o(em particular, para todo =z €
Qe — Qc), entdo B(z,€) Nsupp(f) =0, o que nos da f.(x) = 0.

Teorema 3.6 (Propriedades dos Mollifiers)
1. fo e C=(Q).
2. fe—> f q.t.p quando e — 0.
3. Se f € C(Q), entdo f. —> [ uniformemente para todo V & Q, (A notagio V € 2
significa que V' € aberto, V é compacto e V C Q). Este resultado também continua
vdlido para qualquer subconjunto compacto de ).

4. Se fe Ll

loc

1 <p< oo, entio fo — f em LP(V') para todo V & .

(Q), ou seja, se f € LP(K) para todo K compacto contido em 2, com

Prova: Iremos provar apenas o item 1. Para o restante das demonstragoes ver Evans e
1
ocupa a j-ésima coordenada. Escolha hy > 0 tal que B(x,hy) C € e tome h € R de

Gariepy (?) pag. 123. Sejaz € Q., j=1,...,nee; = (0,...,1,...,0), onde o nimero 1

modo que |h| < hy. Entéo,

fe(x + hej) — fe(x) 1 l[ (x+hej—y) B (x—y)] J
h €" /B(m+he]-,e)UB(:v,e) h ¢ € (b € f<y) v

Definamos V' = B(x, hg +€). Agora, V € Q e B(x + hej,e) U B(z,e) C V. Afirmamos

que
;L{(b(x—i—hej—y) qﬁ(x—y)} 188(;5 (x—y)
€ € € 0 €

para todo y € V quando h — 0. De fato, defina ¢(z) = ¢(*-¥). Entao,

8_1/)@)_1% S A NI R,
0z; —eaxj € T S

V(@ + hej) —p(x) = /0 %(ID(ZE + tej))dt = /0 Dip(z + tej)e;dt

o que prova a afirmacao. Portanto,

Ih| 1 [
|ip(z+he;)—1(x)| S/O | Dip(x + tej)ej|dt < g/o

T+ te; — h
Do (T =Y) ' at < "D

Essa estimativa nos mostra que podemos usar o teorema da convergéncia dominada de
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Lebesgue para obter

Ofe (py — i LlZ ) = Jelw) ) 1 [1 {Qﬁ (W) — ¢ (uﬂ fly)dy = 1.

or; b0 h Chs0en Jy h €

1=t () = [ G =ty = (G2 £) )

Entao,

€

De modo analogo provamos que D f, existe e
Dafe = Da¢€ * f

em (2. 1

Teorema 3.7 Seja u € W*P(Q) tal que 1 < p < co. Entdo
1. D%, = D%ux ¢ em ), e
2. ue — u em WEP(V) para todo V € Q.

Prova: Inicialmente, fixemos x em (.. Entao

DPu() = D(u * 62)(z) = (u* D*6,)(x) = / D2gu(x — y)uly)dy = I.

Logo,
1= (1) / D2 (6l — y))uly)dy.

Para o que foi feito acima, usamos a demonstracao do Teorema 3.6 (1) e o fato de que

o (¢ (7)) = (7)) = (0 (7))

Para todo x € Q,, a fun¢ao p(z) = ¢.(z — y) pertence a C§°. Assim

| Ditete =ty = (1) | D utonts = gy

Portanto, combinando os fatos acima, obtemos

DPu,(z) = (1)l / Du(y)be(z — y)dy = (D*ux §o)(x).

Para provar o item 2., tome V' & () e escolha ¢ > 0 tal que V' C .. Sabemos do item 1.
que
D%u, = D%u x ¢,



em V para |a| < k. Pelo Teorema 3.6, teremos que
D%, — D%u

em LP(V) quando € — 0, |a| < k. Consequentemente

e — ullwery = Z [ D%ue — Da““ip(v)

| <k

D=

— 0.

25
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3.3 Teorema de Meyer-Serrin e aplicagoes

Nesta subsecao provaremos o Teorema de Meyer-Serrin, enunciaremos a regra
da cadeia para fungoes de Sobolev e a aplicaremos para obter ferramentas que nos serao

uteis ao longo deste trabalho.

Teorema 3.8 (Meyer-Serrin) Se u € W*P(Q), onde 1 < p < oo. FEntdo, existem
fungoes u; € C°(Q) NWHEP(Q) tal que u; — u em WHP(Q).

Prova: Inicialmente, definamos Qy = () e
1
Q; ={z € Qdist(x,00) > =} N B(0,1);i = 1,2, ....
7
Entao,
o=Jo

1€N

N ee.. el

Afirmamos que existe 7; € C3°(Qio — Q1) =1,2,... talque 0 < m; < 1 e

Z ni(x) =1

para cada x € ). Esta é uma parti¢ao da unidade subordinada a cobertura {{2;}. Agora,

observe que podemos construir uma fungao 5; de C§°(Q2;40 — ;1) tal que 0 < 5, < 1l e

B; =1 em ﬁi“ — ();. Entao, definiremos

Bi(z)

M@Zigﬁﬁszzm

Observe que a soma é somente sobre quatro indices em uma vizinhanga de um ponto

dado. Assim, provamos a afirmagio. Agora, pelo Teorema 3.3, n;u € W5P(Q) e
supp(niu) C Qipo — Qi1
Tome € > 0. Escolha ¢; > 0 tao pequeno que

supp(de, * (niw)) C Qiyo — Qi

€ .
[pe; * (niu) — 77iu||W’<,p(Q) < E,Z =1,2,...
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Pelo teorema Teorema 3.7 (2), isso é possivel. Prosseguindo, defina

U_Z¢el U

A fungao acima pertence a C*°(€2), uma vez que em uma vizinhanga de qualquer ponto

x € §2, ha no méximo finitos termos diferentes de zero na soma. Além disso,

oo o €
[v—ullwrr@) = || Zﬁbei*(ﬁz Zmullwm < Z [¢e; * (miw) — niullwer(o) Z 9 ©
i=1

=1

O que prova o teorema. l

Doravante vamos apenas considerar o espaco de Sobolev W1#. Logo, os multi-
indices serao do tipo 0, ey, ..., &, onde e; = (0, ..., 1,...,0), de modo que 1 ocupa a j-ésima
coordenada, e 0 é o vetor nulo de R". Denotaremos D%u por Dj;u para todo j em
{1,...,n} e, como de costume, D°u = u. Além disso, diremos que o gradiente fraco de

u é (Dyu, ..., Dyu), e o denotaremos por Du.

Teorema 3.9 (Regra da cadeia) Considere 1 < p < co. Seu e W'P(Q) e f € C}(R)
tal que f' € L¥(R) e f(0) =0, entao fou € WrkP(Q) e

Di(fou)= f(u)Dju,j=1,...,n

q.t.p em €.
Prova: Ver Trudinger, pag. 151. B

Teorema 3.10 Seu € W'P(Q), entdio |u| € W'?(Q), D|u| = Du gq.t.p em {x;u(x) > 0},
Dlu| =0 gq.t.p em {x;u(z) = 0} e D|u| = —Du q.t.p em {z;u(x) < 0}.
Prova: Seja ¢ > 0 e considere f. : R — R dada por f.(t) = V2 + € — e. Entdo,
fe€ CY(R), f(0)=0e

tm £.(6) = [¢
para todo t € R. Agora, observe que
t

V2 + €2

para todo t € R e ||(fe)'|lc < 1 para todo € > 0. Pela regra da cadeia, concluimos que
feoue WHP(Q) e

(F(0) = 5+ &) P2t =

/(fs ou)D;pdr = —/(fe)'(u)Djugpd:x,j =1,..,n.
Q Q
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para toda funcao ¢ € C5°(Q2). Note que lim._,o(f.) (f) =1set>0,=0set=0,e=—1
se t < 0. Logo,

/ \u|Djpdx = lim/(feou)Djwdx = —lim/(fe)’(u)Djucpd:U = —/ Djlulgdz,j =1,...,n
Q =0 o =0 Jq Q

para toda fungao ¢ € C§°(Q2), daf |u| € W'?(Q) e a D;|u| é como na afirmagao do teo-

rema. W

Observagao: Se u,v € W'?(Q), entao maz{u,v} € WhH(Q). Além disso,
Dmaz{u,v} = Du q.t.p em {x;u(x) > v(z)} e é = Dv q.t.p em {x;u(x) < v(x)}. Com
w4 v+ |u— vl

2

efeito, basta notar que maz{u,v} = e aplicar o teorema acima.
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3.4 Reflexividade e compacidade fraca de W'?(Q)

Agora, nosso objetivo é demonstrar que o espago de Sobolev W?(Q) é re-
flexivo e fracamente compacto, quando 1 < p < oo . Mas, antes disso, vamos recordar
algumas defini¢oes e propriedades da Analise funcional. Além disso, definiremos a con-

vergéncia fraca em LP()), onde 1 < p < oc.

Definicao 3.5

1. Seja X um espaco vetorial. Chamaremos de conjunto dual de X, ao conjunto X*,
definido por X*={f : X — K; f € linear e continua} onde K € o corpo de escalares
de X.

2. Sejam E e F' espacos vetoriais normados. Diremos que T : E — F € uma isome-
tria quando ||Tz|| = ||z|| para todo x € E. Além disso, se T € linear, diremos que
T é uma isometria linear.

3. Se E e F sdo espagos vetoriais normados, diremos que T € um isomorfismo quando
T € linear, bijetiva, continua e T~ € continua. Além disso, um isomorfismo que é
também uma isometria é chamado de isomorfismo isométrico. Nesse caso, dizemos

que os espacos E e F sao isomorfos isometricamente.

Observagao: Ao considerarmos espagos isomorficamente isométricos £ e F, é comum

identificarmos os dois espacos.

Proposicao 3.1 Para todo espaco vetorial normado E, o operador linear Jgp : E —>
E** := (E*)* dada por Jg(z)(p) = ¢(x) para todo v € E e ¢ € E*, é uma isometria
linear, chamada de mergulho canonico de E em E**

Prova: Ver Botelho e Pellegrino, pag. 89.

Definicao 3.6 Diremos que um espaco vetorial E € reflexivo se Jg € sobrejetivo, ou seja,

Jg(E) = E**. Neste caso Jg € um isomorfismo isométrico.

Proposicao 3.2 Considere E um espaco de Banach e F' um subespaco vetorial de E.
Entao, F' € um espaco de Banach, com a norma induzida de E, se, e somente se, ' €
fechado em E

Prova: Ver Botelho e Pellegrino, pag. 2. B

Proposicao 3.3 Seja E um espaco reflexivo e F' C E um conjunto fechado. Entao, F é
reflexivo.

Prova: Ver Botelho e Pellegrino, pag. 161. B
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Teorema 3.11 O espago LP(Q)) € reflexivo quando 1 < p < co.
Prova: Ver Botelho e Pellegrino, pag. 93. B

Agora, estamos em condig¢oes de provar o seguinte teorema:

Teorema 3.12 W'P(Q) € reflexivo quando 1 < p < oo.
Prova: Inicialmente vamos definir a fungao I : WP(Q) — (LP(Q2))"™, onde (LP(Q))"*! :=
[1L7(Q), por I(u) = (u, Dyu, ..., Dyu). Além disso, vamos considerar a seguinte norma
em (LP(€))"*!

n+1 %
“(Uo, ...,Un)H(Lp(Q))n+1 = (Z “UiHiP(Q)>
=0

para todo v = (vg, ..., v,) € (LP(Q))". Observe que,

1
n P

(W)l (zr@ymer = (HuHZ ) HDm\Ii) = [[ull1p-
i=1

Portanto, I é uma isometria. Além disso, I é linear e continua. Note que, sobre
I(WhP(Q)), I se torna um isomorfismo isométrico. Logo, podemos identificar I(W1P(Q))
com W'?(Q). Entao, WP(Q) é subespago de (LP(Q))"*! que é reflexivo, pois é pro-
duto cartesiano de espagos reflexivos. Como W'P(Q) e (LP(Q))"*! sdo espagos de Ba-
nach, entdo, pela Proposicao 3.2, W1?(Q) é fechado. Portanto, pela Proposigao 3.3,
WhP(Q) é reflexivo. W

Defini¢ao 3.7 Diremos que uma sequéncia (x;) de um espago vetorial normado E con-

verge pra x € E quando o(z;) — p(x) Vo € E*. E denotamos por x; — x.

Defini¢ao 3.8 (Convergéncia fraca em LP(Q))) Seja (f;) uma sequéncia de fungoes
em LP(Q), onde 1 < p < oo. Diremos que (f;) converge fracamente em LP(QQ) para a
fungao f € LP(Q2) se

lim fi.gdw:/f.gdx
1—00 Q Q

para toda funcio g € L' (Q), onde p' = 1 € o conjugado do expoente p.

Lema 3.3 (Mazur) Seja X um espago vetorial normado e uma sequéncia x; que con-
verge fracamente para x quando i —» oo em X. Entao, para todo € > 0, existe k € N e

o k
uma combinagdo convexa Yy, a;x; tal que

k

||z — ZaixiH <€

=1
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. , . A . k
1sto €, existe uma subsequéncia de x; tal que Zi:l a;x; — x fortemente.

Prova: Ver Brezis, pag. 61.

~ . ~ k ’
Observagao: Lembre-se que em uma combinacgao convexa y -, a;2; n6s temos
k
quea;, >0e " a, =1

Teorema 3.13 Seja 1 < p < oo. Considere uma sequéncia limitada (f;) em LP(S2).
Entao, existe uma subsequéncia (f;,) e f € L¥(Q) tal que f;, — f em LP(Q).
Prova: Ver Botelho e Pellegrino, pag. 164. B

Teorema 3.14 Seja 1 < p < co. Assuma que u; é uma sequéncia limitada em WP (Q).
Entao, existe uma subsequéncia (u;,) e u € WHP(Q) tal que w;, — u em LP(), Du;, —
Du em LP(Q) quando k — oo. Além disso, se u; € WHP(Q) para todo i € {1,...,n},
entio u € W,P(Q) .= C(Q).

Prova: Sabendo que u; é uma sequéncia limitada de W'?(2) e que a norma de LP(2)
é controlada pela norma de W'?(Q), entdo u; é limitada em LP(Q2). Além disso, Dju;
também serd limitada em L7 (Q). Logo, pelo teorema anterior, existe u;, e u € LP(Q)
tal que u;, — u em LP(§2). Analogamente, pelo mesmo teorema, passando por sucessivas
subsequéncias, obteremos Dju;, e g; em LP(Q) tais que D;u;, — g¢; em LP(2) quando
k — oo para cada j € {1,..n}. Afirmamos que g; = D;u para cada j € {1,..n}. De
fato, seja ¢ € C5°(Q2), dal

/uDjapdx = klim u;, Djpdr = — lim / Dju;, pdx = — / gj-edx.
Q - Jo k—oo Jo Q

A primeira igualdade decorre da defini¢ao de convergéncia fraca em LP(£2), a segunda da
definicao de derivada fraca e a iltima igualdade segue da convergéncia fraca. Portanto,
D;u = g; para todo j € {1,....,n}. E assim 3D;u € LP(Q) para todo j € {1,...,n}, dal
u € WHP(Q). E ainda Dju;, — g; = Dju para cada j € {1,...,n} quando k — oo, logo
Du;, — Du em LP(2). Para o que resta usaremos o Lema de Mazur, ou seja, existe uma

subsequéncia u;, , que denotaremos por u;, tal que, para combinagoes convexas tenhamos

k

E a;u; —> U

=1

k
Z a;Du; — Du

i=1
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em LP(Q)) quando k — oo. Isto mostra que

k

E a;u; —> U

=1

em WP(Q) quando k — oo. Desde que Zle au; € WoP(Q) e S8 a;Du; € WyP(Q),
a completude de W,7?(Q)(pois é subconjunto fechado de WP(Q2)) implica u € W, 7(Q).
|

Teorema 3.15 (Compacidade fraca) Seja 1 < p < oco. Assuma que (u;) € uma
sequéncia limitada em WYP(Q) e que u; — u g.t.p em Q. Entdo u € WY (Q), u; — u
em LP(Q) e Du; — Du em LP(Q). E se u; € WyP(Q) para todo i € {1,...,n}, teremos
que u € WP ().

Prova: Noés passaremos a subsequéncias varias vezes neste argumento e denotaremos
todas as subsequéncias por u;. Pelo Teorema 3.14, existe uma subsequéncia (u;) e uma
fungao v em LP(Q) tais que u; — v em LP(Q2) e Du; — Dv em LP(Q2) quando i — oo.

Pelo lema de Mazur, existe uma subsequéncia u; tal que

k
E a;u; —> v
=1

k
Z a;Du; — Dv
i=1

em LP(Q)) quando k — oo. Sabendo que a convergéncia em LP(€2) nos da uma sub-

sequéncia que converge q.t.p em (), e que u; — u q.t.p em €2, obteremos

k
E a;U; — U
=1

em quase todo ponto de 2 quando k — oo. Assim, concluimos que v = u e Dv = Du
em quase todo ponto de €2. Isto nos mostra que po limite fraco é independente da escolha

da subsequéncia, o que nos fornece u; — u em LP()) e Du; — Du em LP(€2). B
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4 TEOREMA DE HARDY-LITTLEWOOD-WIENER EM W'?(R")

Agora, nosso objetivo é provar que o operador maximal de Hardy-Littlewood
é limitado no espaco de Sobolev W1P(R") quando p > 1. Doravante iremos considerar,

para 1 < p < oo, a seguinte norma em WH?P(R"),

ullwiorny = [Jullzerry + | Dullore;re

onde LP(R"; R") é o espago de fungoes u = (uy, ..., u,) tais que u; € LP(R") para todo i

em {1,...,n}. E ainda,
1
| Dul| o rmy = </ \DU,pdﬂ?)
Rn

quando 1 < p < 0o, onde Du denota o gradiente fraco de u e |Du| a sua norma euclidiana.

4.1 Fungoes Lipschitzianas e W1 (R")

Se u: R" — [—o0,00], h € R" e h # 0, iremos definir u;, : R" — [—00, x|
por uy(z) = u(x + h). Além disso, diremos que uma funcdo u : R* — R é Lipschitziana
quando existe L > 0 tal que

[un(x) = u(x)| < LIh|

para todo x,h € R", onde h # 0. Observe que se considerarmos um y arbitrario em R"
de modo que y # x e fizermos h = y — z, obtemos |u(y) — u(z)| = |up(z) — u(z)| <
Lih| = Lly — z|. Quando y = z, |u(y) —u(z)| = 0 = Lly — z|. E assim reobtemos a
definicao classica de funcao lipschitziana. Além disso, diremos que u definida em R"
é localmente lipschitziana quando para todo compacto K C R" existe uma constante
Ly > 0 tal que

u(z) = u(y)] < Lifz —y|

para todo =,y € K.
Para o que segue, iremos denotar o espaco das funcoes Lipschitzianas limitadas

por C%(R"), que estard munido da seguinte norma

[ullcoa(rmy = sup [u(@)] + [u]Lip
zeR™

[u(z) —u(y)]

|lz—yl
w(z)| < [u]Liply — x| ou ainda, |up(x) — u(z)| < [u]Lip|h|. Como as fungdes Lipschitzianas

onde [u]zy = sup,, . Observe que [u]r;, ¢ a menor constante tal que |u(y) —
sao continuas e a medida de Lebesgue de R™ é positiva, teremos que sup,epn |u(z)| =
|||, 0 que nos possibilita escrever ||u|lco1gny = ||u||co + []Lip- Agora, vamos provar a

seguinte propriedade:
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Proposicao 4.1 |M(u;) — Mu| < M(uj, — u).
Prova: Pelo Teorema 2.1, teremos M(up) < M(u, — u) + Mu. Observe que

M(up —u) = M(—=(u—wup)) = | = YUM(u — up) = M(u — up).
Logo, pelo mesmo teorema, M (up) + M(u — up) > Mu. Entdo, obtemos
M (up) > Mu — M(u — up,) = Mu — M(uy, — u).
Portanto,

Mu — M(up, —u) < M(up) < M(up —u) + Mu

dai,
—M(up —u) < M(up) — Mu < M(up, — u).

Ou seja, | M(up) — Mu| < M(up, —w). B

Teorema 4.1 Se u: R" — [—00,00| € Lipschitziana. Entio, Mu também serd.

Prova: Inicialmente, note que (Mu), = Muy,. De fato, observe que

1 1
= _ dy = _ + h)|dy = *.
Muy(x) = sup Blor) /B(M) lun(y)|dy = sup Blor) /B(m) lu(y Vdy = x

r>0 r>0

Fazendo a mudanca de variavel z = y + h, obtemos

% = Sup u(z)|dz = sup ! lu(z)|dz = (Mu)y(z).

)
- ’ -
r>0 ‘B($> 7’>| B(z+h,r) r>0 |B(I‘ + h? T’)| B(z+h,r)

Logo, (Mu), = Muy,. Portanto, pelo que provamos acima e utilizando a Propriedade 4.1,

teremos
|((Mu)p(z) = Mu(z)| = [M(up)(z) — Mu(z)] < M(up — u)(z) = o.
Logo,

r>0

: /
e =sup lun(y) — u(y)|dy < L|h|.
‘B(Q?, T)l B(z,r)

Ou seja, Mu ¢ lipschitziana. W

Definicao 4.1 Seja u: U — R pertencente a Li,(U) e V CC U, isto é, V é compacto

loc

e estd contido em U. Diremos que o i-ésimo quociente diferencial de u é

u(x + he;) — u(x)
h
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para todo x € V e h € R, de modo que 0 < |h| < dist(V,0U). Além disso, denotaremos

esse quociente por D (z) para todo i € I,,.

Observacao: Note que a definicao acima faz sentido para cada x € U sempre
que 0 < |h| < dist(z,0U). Se U = R"™, entdo a definigao faz sentido para cada h # 0.

Teorema 4.2 (Caracterizagao de W1>(R")) Uma funcao u definida em R™ é Lips-
chitziana se, e somente se, u € WH®(R"). Ou seja, COL(R™) = WL (R"). Além disso,
[ullcor(rmy = [Jullwroo (rn).-

Prova: Suponha que u € W1*°(R"), onde u possui suporte compacto. Note que u é limi-
tada, pois u € L>°(R"). Agora, considere u. = 7. *u, onde 7. é o standard mollifier. Logo,
pelo Teorema 3.6, itens (1) e (3), teremos que u, € C*°(R"™) e u, — u uniformemente

quando € — 0. Além disso, ||Du||e < ||Dulloo. De fato,

|Diuc| = | ne(fv—y)Dz-U(y)dylé/ Ine(l’—y)Dm(y)ldySIIDUHOO/ ne(x — y)dy = || Du| -
Rn

R”l n

Portanto, | D;u.(z)| < ||Du||» para todo i em I,,. Logo, |Du(x)| < ||Du|so, dal || Due|o0o <

|Dul|s. Agora, sejam z,y € R™, onde = # y. Entdo, pela regularidade de u., teremos

1
wle) = uy) = [ Duta+(1— )itz — )
0
dai,
1
ue(z) — uc(y)| < / |Duc(te + (1 —t)y)|dt|x — y| < [[Dullsc|z —y].
0
Entao, fazendo ¢ — 0, obtemos
u(@) — u(y)] < [|Dullo|z — yl.

Portanto, u ¢ uma funcao lipschitziana e limitada, isto é, u € C%!(R") Agora, suponha

que u € C¥(R"), daf |u(z) — u(y)| < [u]Liplz — y|. Entéo, teremos

u(x — he;) — u(x)
h

[u] Lip| 2| €]
- Al

| D7 u(x)| =

= [U]Lip

para todo z € R e h # 0. Logo, ||D;"u| g < [ulrip para todo h # 0. Portanto, se

considerarmos {2 C R™ aberto e limitado, teremos

: :
HDZhUHL?(Q):( / |D;hu<x>r2dx) s( / HD;hu(:c)uiw(Rn)dx) < 1Dl ey |2

dati, ||Di_hu||L2(Q) < [u]Lip.|Q|% para todo h # 0. Logo, para cada i € [,, temos que
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D;"u é limitada em L?(Q). Portanto, a propriedade de compacidade fraca de L?*(Q)
(Teorema 3.13) nos permite dizer que existe uma subsequéncia h; e g; € L*(Q) para
cada i € I, tal que Di_hju — g; para cada i € [,,. Agora, seja ¢ € C3°€) tomada de modo

arbitrario, dai

h

/ uD;pdx = / u(@)(lim DY ¢(x))de = lim [ uDM¢dr = — lim [ D, " ugde = — / gidd.
9] [¢) hj~>0 h [¢)

Portanto, g; = D;u para todo ¢ € I,. Afirmamos que D;u € L*(Q2) para todo i € I,,. De
_hju, onde j € N. Entao, f; = D;u em L*(2). Logo, pelo Lema de

fato, considere f; = D,

Mazur, existe uma subsequéncia f;, tal que
k
Z gy fjt — D'Lu
t=1
em LP(Q) quando k — oo, onde Zle aj, = 1. Além disso,

k k
1Y~ ajfille@ <D ai 1Dy ull @) < [u]ip-
t=1 t=1

Portanto, |D;u(z)| < [u]Lip Vi € I, q.t.p em Q. Isto nos mostra que Du € L>®(Q2) tal
que ||Dul|ze() < [u]pip.Como u ¢ limitada, entdo u € Wh(Q) para todo Q aberto
e limitado de R". Como a norma nao depende de 2, concluimos que u € W1H(R").
Além disso, ||[Dul|pe(rny < [u]pp. Logo, C™'(R™) = WY°(R"). Entdo, para u €
COYR") = W (R"), teremos que [u]ri, = || Dul|poo(gny. Portanto,

ullcor(rny = [JullLos(rry + [U]Lip = |[ullLoo(rry + | Dul| Lo (rry = [[uflwroe(mmy-
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4.2 Limitacao do operador maximal em W!*(R")

Novamente iremos considerar, para 1 < p < oo, a seguinte norma em W1P(R"),

[ullwreany = l[wllLoamy + 1 Dull o rn:rn)

onde LP(R"™; R") é o espago de fungoes u = (uq, ..., u,) tais que u; € LP(R"™) para todo i

1
Dl = ([ 100
R’ﬂ

quando 1 < p < 0o, onde Du denota o gradiente fraco de u e |Du| a sua norma euclidiana.

em {1,...,n}. Além disso,

Teorema 4.3 Seja 1 < p < oco. Seu € W'P(R™), entao Mu € W'P(R") e

para todo i € {1,...,n} em quase todo ponto de R™.
Prova: Inicialmente, vamos considerar a fungao caracteristica de B(0, ) e definir a fungao

Xr : R — R por
XB(0,r)

Xr = T
[ B0, 7)]

Agora, note que

dai,
b 1
*TIBO Jre s [u()lxeon (@ =y)dy + 1B(0,1)] /B(m) u(y)[xBon (T —y)dy = o

Sey € R"— B(x,r), entdo |y — x| > r, isto é, |x —y| > r, dai  — y ¢ B(0,r). Portanto,
XxBos) (¢ —y) = 0 quando y € R" — B(x,7). Analogamente, se y € B(z,r), teremos
ly — x| < r,dai @ —y € B(0,7). Logo, xp((r —y) = 1 quando y € B(z,r). Entao,

concluimos que

1 1

S W)ldy = 15 Blas)

u(y)|dy.
|B(O7 7”)| B(z,r)
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Ora, u € W' (R"), entao, pelo Teorema 3.10, |u| € W'?(R"). Como |u] * x, €

WhP(R™), o Teorema 3.7(1) nos fornece
Di(u*x;) = xr * Dilul

para todo i € {1,...,n} q.t.p em R". Agora, considere o conjunto {r; € Q%;j € N}.

Como u € L},.(R"), entao podemos escrever

1
Mu(z) = sup s /B L iy

j
1 -
Sabendo que Blo )| fB(m) lu(y)|dy = (Ju| * x,)(z), entao

Mau(x) = sup(Ju] * x.)(x).

J

Agora, tome a sequéncia de fungoes vy, : R — R, onde k € N, por

() = mave (u] X, (2.

Como |u| * x,, € W"(R") para todo j € {1,..n}, a observagao do Teorema 3.10
nos permite dizer que max;<;<i(|u| * x,,) € W'(R"). Além disso, note que, para z €
R" vp(x) = maxigi<r((ul * xr,)(x) < maxicjcpri(ful * X)) (2) = veia (), ou seja, vy,
¢ uma sequeéncia mondtona nao decrescente. Logo, vy, — Mu pontualmente em R™.
Novamente, pela observagao do Teorema 3.10, teremos que Dy = D(|u] * x;,) q.t.p em
{x € R™ |ul*xy, > |u| * x;,Vj € I}, onde I = {1, ...,k} e [ é tomado de modo arbitrario
em [,. Portanto,

[Divn] = 1Dy v [ul x| = [ DylJul x| < e [Di(lul % x,,)| = .

Sabemos que D;(u * ;) = Xr, * Di|u| q.t.p em R" . Logo,

o = max |y, * Dilul| = max | D;lul +x,| < Sup | Dilul| * xr; = MD;lul.

O Teorema 3.10 nos garante que |D;|u|| = |D;u| Vi € I,, q.t.p em R™. Logo,
MDilul(x) = sup(|Dslul] * X, ) (x) = sup(|Dsul * x»;) () = MDju(z)
j j

dai,
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para todo i € I,, q.t.p em R™. Agora, observe que |Duvg| < > | |D;vg|, entdo |DuglP <
(> | Divg|)P, dai

1 n p % n »
| Dvgll, = (/ \ka]p) < (/ (Z ]Dﬂ)ﬂ) dw) = (/ \Z ’Dﬂ)kadaﬁ) .
Rn RrRr \ T R™ =1

Ora,

-

1
( /R rZ\Dikapdx) — 1Y 1Dl
=1 i=1

Logo, a desigualdade generalizada de Minkowski nos fornece

n n
1> 1Dwlll, < Y I Divelly.
i=1 i=1

Portanto,

n
1Doill, < Y | Divelly.

i=1
Sabemos que |D;vx| < MD;u Vi € I, q.t.p em R™, dai |D;v,| < MD;u < |[MD;u| Vi € I,
q.t.p em R". Entao

Dl = ( [ Dwrar)” < ([ 1mpais) = jmoud,
Rn Rn

> 1Dl < Y IIMDiull,
i=1 i=1

dai,

entao,
1Dvelly <> IDivelly < D M Dyull,
i=1 i=1
para todo ¢ € [,. Além disso, pelo Teorema de Hardy-Littlewood-Wiener em
LP(R") (Teorema2.3(3)), vamos obter

ol o = l[oelly + [ Doilly < IMullp + Y~ IMDully < Apllull, + A4, Y | Diull, < ¢ < o0

i=1 i=1
onde A, é uma constante positiva que depende de p e da dimensao n. Logo, vy ¢
uma sequéncia limitada em WHP(R") tal que v, — Mu pontualmente em R". Pelo

Teorema 3.15 (Compacidade fraca), Mu € WY (R"), vz — Mu em LF(R") e

Dyvy — D;Mu em LP(R™) Vi € I,,. Pelo lema de Mazur, existe uma subsequéncia
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de vg, que também denotaremos por vy, tal que

l
wp = Z CLkDi’l)k — DZMU,

k=1

em LP(R") para todo i € I,, onde a;, > 0 ¥k € {1,....1} e 3¢, ax = 1. Logo, w; —
D;Mu em medida para todo ¢ € I,,, dai existe uma subsequéncia, que também denotare-
mos por wy, tal que w; — D;Mu q.t.p em R Vi € I,,. Como |D;vi| < MD,u, teremos

que
! ! ! !
lwy| = | ZakDivk] < Zak|Divk\ < ZakMDiu = MDiuZak = MD;u.
k=1 k=1 k=1 k=1

Logo,
|D;Mu| = llim lw;| < MDju
—00

para todo i € I, .t.pem R". B

Teorema 4.4 (Teorema de Hardy-Littlewood-Wiener em W'?(R")) Sejal < p <
0o. Sew € WHP(R"™), entao Mu € WHP(R") e

[Mullrp < Apllul1y

onde A, € uma constante positiva que depende de p e da dimensdo n.

Prova: Vamos comegar considerando o caso 1 < p < co. Afirmamos que |[DMu(x)| <
M|Du|(z) q.t.p em R™. Com efeito, seja © € R". Se |DMu(z)| = 0 a afirmacdo estd
provada. Logo, podemos assumir que |DMu(z)| # 0. Agora, defina Dyu := (Du, h) para
todo h em R" tal que |h| = 1, onde D;, denota a derivada na diregao h. Portanto, podemos
considerar h = DMu(x)/|DMu(z)|. Além disso, rotacionando os eixos coordenados de

modo que h coincida com algum dos vetores unitarios e;, vamos obter
|DMu(z)| = |DnMu(z)| = (DMu(z), h)| = |DiMu(z)] = e.
Sabemos, do teorema anterior, que |D;Mu| < MD;u q.t.p em R", dai
o = MDu(x) = M(Du(zx),h) = MDyu(x).

Agora, note que, fixando arbitrariamente x em R"

1 1
MDyufa) = sup oy /B D)y = s e / Dt miay

r>0 r>0
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Ora, [(Du(y), h)| < [Du(y)||h| = [Du(y)]. Logo,
1
[(Du(y), h)|dy < = Du(y)|dy < M|Dul(x).
B S PN ey [ 0l < M)
Portanto, MDpu(z) < M|Du|(x), dai
|DMu(z)| < M|Du(z)

em quase todo ponto de R". Logo, pelo Teorema de Hardy-Littlewood-Wiener para
LP(R™), obtemos

[Mullyp = [Mully + [ DMully < Aplull, + IM[Dulll, < Apllull, + ApllDull, = Apllull1,
dai,
[Mullyp < Apllull1.

O que conclui o caso em que 1 < p < oo. Agora, suponha que p = co e tome u em
Whoe(R"). Entao, o Teorema 4.2 nos diz que u é lipschitziana, dai, pelo Teorema 4.1,
Mu também serd lipschitziana. Portanto, Mu € W*°(R"). Sabendo que ||.|[co.1(gn) =

||-[[w.c0(gny obteremos,
[Mull1,00 = [Mullgorrny = [|Mulloo + [Mulry = o

Ora, sabemos que u ¢ lipschitziana. Entao, podemos escrever |uj(z) — w(x)| < [u]pip|h]
para todo x,h € R" tal que h # 0. Logo, a demonstracao do Teorema 4.1, nos permite
concluir que |(Mu)y(z) — Mu(x)| < [u]piplh|. Logo, [Mu]Li, < [u]Ly,. Portanto,

o < [[Mulloo + [u]Lip:

Ora, o Teorema de Hardy-Littlewood-Wiener em L¥(R"), quando p = oo, nos fornece
|Mullo < Aso||tt]|oo onde Ay = 1. Entao,

[Maullos + [u]rip < lulloo + [u]zip = [[ull100
isto é,
[Maul|1,00 < [l co-

Ou seja,
[Mull1 00 < Asollul]1,00

onde A, = 1. Entao, podemos concluir que o operador maximal de Hardy-Littlewood
M Whee(R") — WH*°(R™) ¢ limitado quando 1 < p < co. B
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5 CONCLUSAO

Comprovamos a validade do Teorema de Hardy-Littlewood-Wiener em espagos
de Sobolev W1P(R") quando 1 < p < oo. Neste resultado usamos como ingredientes prin-
cipais em sua demonstragao o préprio Teorema de Hardy-Littlewood-Wiener, em LP(R"), e
a caracterizagao do espaco de Sobolev W1*°(R"), que nos fornece W1*°(R") = C%!(R").

Para chegarmos ao primeiro destes ingredientes, usamos o Lema de recobri-
mento de Vitali e o "The layer cake representation”. E para o segundo utilizamos a no¢ao
de quociente diferencial e os teoremas basicos da teoria de espagos de Sobolev. Além
disso, mostramos aqui a propriedade de compacidade fraca do espago de Sobolev W1P(R™)
quando 1 < p < 0o, 0 que nos permitiu provar o nosso principal teorema e também mos-
tramos as propriedades fundamentais da fun¢ao maximal de Hardy-Littlewood de uma
funcao u e provamos que Mu é lipschitziana sempre que u também o é. Apesar de ser
um teorema simples, nos deu a pega fundamental para provarmos a igualdade entre as
normas dos espagos W1 (R") e C%'(R"), o que nos possibilitou provar o Teorema de

Hardy-Littlewood-Wiener quando p = oo.
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