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RESUMO

Neste trabalho estudamos a aplicacao de Gauss hiperbolica de superficies CMC-1 imersas
no espago hiperbolico 3-dimensional, conhecidas como superficies de Bryant, e das CMC-
1 faces no espago de Sitter 3-dimensional. Obtemos uma estimativa para o nimero de
pontos omitidos na imagem de tal aplicacdo no caso de curvatura total finita e que tal

estimativa é 6tima, obtendo assim um teorema tipo Picard para essas superficies.

Palavras-chave: Aplicacao de Gauss Hiperbolica. Superficies de Bryant. CMC-1 faces

no espaco de Sitter.



ABSTRACT

In this work we study the hyperbolic Gauss map of CMC-1 immersed surfaces in hyper-
bolic 3-space, also known as Bryant surfaces, and of CMC-1 faces in the de Sitter 3-space.
We obtain a sharp estimate of the missing points of this map when the surface has finite
total curvature, providing a Picard-type theorem for hyperbolic Gauss map in these spa-

ces.

Keywords: Hyperbolic Gauss Map. Bryant Surfaces. CMC-1 Faces in de Sitter 3-space.
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1 INTRODUCAO

Um problema classico da teoria de superficies minimas imersas no R? é deter-
minar o nimero de pontos omitidos na imagem da aplicacao normal de Gauss, ou seja, se
M & uma superficie minima e G : M — S? é sua aplicacdo normal de Gauss, o problema
consiste em estimar o namero de elementos do conjunto S*\G(M). Em outras palavras,

determinar se existe um teorma do tipo Picard.

Teorema (Pequeno Teorema de Picard). Uma fungdao inteira que omite dois valores fi-

nitos € constante.

Osserman [20] [21], considerou o problema adicionando a hipétese da curvatura
total ser finita. Nesse caso, ele foi capaz de mostrar que §(S*\G(M)) < 3. Entretanto,
Osserman nao foi capaz de mostrar se seu resultado era 6timo ou nao, surgindo entao o
problema de determinar se esse niimero de pontos é o melhor possivel. Tal problema ficou
conhecido como problema de Osserman. Fujimoto [I0], por sua vez, retirou a hipotese da
curvatura total ser finita e mostrou que se M nao for o plano, entdao §(S*\G(M)) < 4.

Recentemente, Jorge e Mercuri [16] conseguiram responder o problema de Os-

serman através do seguinte teorema:

Teorema 1.1 (Jorge-Mercuri [16]). Se a aplicagcdo de Gauss de uma superficie minima,
completa e com curvatura total finita omaite trés ou mais pontos, entao a superficie € um

plano.

Isto ¢, se M nao for o plano entao #(S*\G(M)) < 2, sendo esse valor 6timo pois
sabe-se que no catenoide a aplicagao normal de Gauss omite exatamente dois pontos. Este
resultado se baseia em fatos elementares sobre superficies compactas, fungdes modulares e
resultados sobre estabilidade de superficies minimas. Com base nisso, pode-se perguntar
quais outras superficies podem ser estudadas de um ponto de vista similar.

Como candidata natural temos as supeficies de Bryant. As superficies de
Bryant sao superficies imersas no espaco hiperbélico com curvatura média constante igual
a 1, i.e. CMC-1. Tais superficies possuem muitas propriedades em comum com as su-
perficies minimas. De fato, Bryant mostrou em [4] que tais superficies admitem uma
representacao andloga a representacao de Weierstrass das superficies minimas, e Lawson
mostrou que existe uma correspondéncia entre superficies minimas e as de Bryant, conhe-
cida como correspondéncia de Lawson, que permite obter superficies minimas a partir de
uma superficie de Bryant e vice versa.

Dessa forma é natural perguntar quais resultados da teoria de superficies mi-

nima sao verdadeiros para superficies de Bryant. Em particular pode-se perguntar quantos
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pontos a imagem da aplica¢do de Gauss hiperbolica (que é o analogo da aplicagdo normal
de Gauss das superficies minimas) omite em uma superficie de Bryant, ou seja, perguntar
se existe um teorema do tipo Picard para a aplicacao de Gauss Hiperbodlica de tais super-
ficies. Véarios resultados parciais analogos ao do caso minimo no R? foram obtidos, com
destaque para Z. Yu [27] que mostrou um resultado anélogo ao do Fujimoto [10] (omite
no maximo quatro pontos) e para Collin, Hauswirth e Rosenberg [13] que mostraram um
resultado anélogo ao do Osserman (omite trés pontos supondo a curvatura total finita).

As superficies de Bryant com curvatura total finita, porém, nao sao os tnicos
candidatos. Ainda no contexto hiperboélico é possivel citar mais dois possiveis casos de
supéficies naturais onde tal investigagao pode ser feita. As chamadas Superficies de Bryant
Algébricas, que sao superficies de Bryant com curvatura total dual finita, onde o conceito
de dualidade de superficies de Bryant foi introduzido por Umehara e Yamada [26]. A
aplicacao de Gauss hiperbolica de tais Superficies duais possuem uma relagao muito forte
com a aplicacao de Gauss hiperbolica da superficie original, de forma que a finitude da
curvatura total dual da informagoes sobre a aplicacao de Gauss hiperbolica da superficie
original. E por fim, temos as chamadas CMC-1 faces imersas no espago de de Sitter.
Tais supeficies possuem uma relagdo com as superficies de Bryant algébricas analoga a
correspondéncia de Lawson.

Nosso objetivo é estudar tais superficies de um ponto de vista analogo ao de

Jorge e Mercuri [16] e, assim, obter um teorema tipo Picard 6timo para cada uma delas.
Teorema. Seja M

(i) Uma superficie completa CMC-1 imersa em H? com curvatura total finita
(ii) Uma superficie completa CMC-1 imersa em H? com curvatura total dual finita,

(111)) Uma CMC-1 face imersa no espago de de Sitter do tipo finito com fins elipticos.

Se G € a aplicacao de Gauss Hiperbolica de M, entao ou G omite no mdximo dois pontos
ou G € constante, e nos dois primeiros casos M é uma horoesfera e no terceiro M é um

superficie tipo espaco horosférica.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo vamos introduzir os conceitos basicos da teoria de superficies
minimas e os resultados que motivaram este trabalho. Apesar de nao abordarmos o caso
minimo, nossos resultados sao motivados por resultados nesse contexto, entao, por com-
pletude, apresentaremos um resumo das principais propriedades delas. Estes resultados
serao apresentados na Sec¢ao 2.1. Na Secao 2.2 comentamos o resultados de Jorge e Mercuri

[16] que servem de ferramentas bésicas para os nossos resultados.

2.1 Superficies Minimas

Nesta secao apresentamos um resumo das propriedades de superficies minimas.

Definimos uma superficie minima no espaco euclidiano 3-dimensional da seguinte forma:

Definicao 2.1. Uma superficie M? C R® é chamada de superficie minima se sua curva-

tura média H for identicamente nula.

Observagao 2.1. E bem conhecido que as superficies minimas sao os pontos criticos
do funcional drea. Tal fato admite a sequinte interpreta¢ao: dado uma curva de Jordan
~v € R3, dentre todas as supeficies imersas no R que possuem v como fronteira, aquela

que tiver a menor drea € uma superficie minima.

Uma das principais propriedades das superficies minimas é o fato delas pode-
rem ser representadas por um par de fungoes holomorfas chamado referencial de Weiers-
trass. Tal fato é notavel pois permite estudar superfices minimas usando as ferramentas

de analise complexa. A saber, temos o seguinte teorema:

Teorema 2.1 (Representacao de Weierstrass [6]). Seja Q uma superficie de Riemann,
g, f : Q — C funcoes meromorfas e w uma 1-forma holomorfa definidas em € dada por
w(z) = f(2)dz. Entao temos que F : Q — R3, dada por

F(z) = Re / (1= POV, i1+ OO, 20(OF(Q)) de. 0

20

¢ uma imersao minima e conforme. Reciprocamente, dada F : Q — R?® uma imersao
minima completa, entao existem uma fungao meromorfa g e uma I-forma holomorfa w

definida em ) tais que a equagao (1) € satisfeita.

O par (g,w), ou (g, f) é chamado de representagdo de Weierstrass. Como uma
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consequéncia direta do teorema, a métrica da imersao e a curvatura gaussiana podem ser

descritas usando a representagao de Weierstrass da seguinte forma:

ds* = (1+ gg)*ww
= (1+1gP)?lwP
= [P+ 1g1?)?|d=? (2)

- 9| ’
k= 4(m<1+|g|2>2) ‘ B)

Definimos agora a aplicagao normal de Gauss.

Definigao 2.2. Seja M € R® uma superficie orientada por um campo vetorial unitdrio
N = giN1 + gaNo + gsNs.

A aplicacio normal de Gauss G : M — S? € a aplicacdo que associa cada ponto p € M
ao ponto G(p) = (g1(p), 92(p). 95(p)) € S°.

Temos o seguinte resultado classico.

Proposigao 2.1 ([6]). Se M é uma superficie minima imersa em R3 entdo sua aplicag¢io

de Gauss € holomorfa.
Podemos definir ainda o conceito de curvatura total:

Definigao 2.3. Uma superficie minima M? C R3 possui curvatura total finita se

/\K\:—/K<oo.
M M

A curvatura total possui uma relagao muito proxima com a aplicacao de Gauss

da superficie. De fato, a curvatura total ¢ o grau da apliagao de Gauss.

Em 1964, Osserman provou um importante resultado acerca do tipo conforme

de tais superficies, mais precisamente ele provou o seguinte:

Teorema 2.2 (Osserman [20]). Seja M uma superficie minima completa com curvatura
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total finita imersa em R®. Entdo existem uma superficie de Riemann M compacta e um
conjunto finito E = {py,....pn} € M tais que M ¢ conforme a M \ E. Além disso, a
aplicagao normal de Gauss € holomorfa em M e se estende meromorficamente para os

pontos p; , i =1,...,n, e essa extensao € um recobrimento ramificado.
Observagao 2.2. Os pontos do conjunto E sao chamados de fins da variedade.

Observacgao 2.3. Uma superficie que possui a propriedade de ser conforme a uma su-
perficie de Riemann compacta menos um numero finito de pontos € dita uma superficie
de tipo topologico finito. Em particular, uma das afirmagoes do teorema € que superficies

minimas com curvatura total finita sao do tipo topoldgico finito.

2.2 Imersoes Cuja Aplicagao Normal de Gauss Omite trés pontos

Uma vez que a aplicacao de Gauss G de uma superficie minima é holomorfa,
e no caso com curvatura total finita ela se estende meromorficamente para os fins, faz
sentido perguntar quais resultados da anélise complexa sao verdadeiros para ela. Em
particular se existe um teorema do tipo Picard para G.

Durante muito tempo, a melhor resposta para essa pergunta era o resultado

de Osserman.

Teorema 2.3 (Osserman [20]). Seja M uma superficie minima completa imersa em R3
com curvatura total finita. Se a aplicagao normal de Gauss omitir mais de trés pontos,

entao M € um plano.

Porém nunca foi encontrado na literatura um exemplo de uma tal supericie
cuja aplicagao de Gauss omitisse exatamente trés pontos. Jorge e Mercuri mostraram que

tal superficie nao existe.

Teorema 2.4 (Jorge, Mercuri [16]). Seja M uma superficie minima completa imersa em
R3 com curvatura total finita. Se a aplicacio normal de Gauss omitir mais de dois pontos,

entao M é um plano.

Porém, diferente do resultado de Osserman, sao conhecidos exemplos de tais
superficies cuja aplicacao de Gauss omite exatamente dois pontos, a saber, o catenoide.
Sendo assim o resultado de Jorge e Mercuri ¢ 6timo.

Nessa secao vamos estudar as técnicas utilizadas por eles para provar o teo-
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rema, pois elas serao as ferramentas que utilizaremos para provar os nossos resultados.
Para obter tal teorema, Jorge e Mercuri estudaram o comportamento das imer-
soes minimas cuja aplicagdo de Gauss omite trés pontos. Em [I6] eles apresentam os

seguintes resultados.

Definigao 2.4. Seja M, = M \ E uma superficie do tipo topoldgico finito com género u
e fins E = {wy,..,wn}. Un fim Ny, w € E é normal se é um fim e v = 0F,, € uma

geodésica fechada merqgulhada de M.

Considere o aberto U D F dado por

onde os U, j = 1,...,m formam uma colecao de fins disjuntos. Tome Uy = M \ U e as
curvas y; = OU; com orientacao induzida por Uy. Denote por 7; o campo vetorial unitario

ortogonal a 7y; e apontando para o exterior de U.

Lema 2.1 (Jorge-Mercuri [16]). Eziste uma cole¢io de fins normais N; 3 w;, 1 < j < m;

tais que

(i) Se M ndo é um anel, entao todos os N; sao 2 a 2 disjuntos.
(ii) 2 fins normais N; e N; possuem N; W N; # 0 se, e somente se, M € um anel. Neste
caso ON; = ONj.
(111) A aplicagao ¢; : v; x [0,00) —> N;, v; = ON;, dada por

¢j(0,1) = exps,0)(tn(0))

€ um difeomorfismo.
() Eziste uma constante ¢ > 0 tal que se y(t) € tal quey(t1) € N;, vy(t2) € N; com
1 <t <ty eis#j, entiol(y) > c.

Além disso, eles fizeram o seguinte estudo sobre imersdes cuja aplicacao de
Gauss omite trés pontos. Suponha agora que M = Mu \ F é uma superficie com tipo
topologico finito com fins £ = {wy, ..., w,, }, género p > 1, aplica¢do de Gauss G : M —
S? e conjunto de pontos omitidos Y = S?*\ G(M), onde Y = {y1, 42, y3}. Como M possui
tipo topolégico finito, G possui uma extensao para M que ainda sera denotada por G.
Podemos considerar, apés uma rotagao da imersao se necesséario, que y3 = co. Assim,
compondo a aplicacao de Gauss com a projecao estereogréfica, temos uma aplicacao g :

M — C, que omite dois pontos a e b, a # b. Compondo com uma aplicagao homogréafica,
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podemos supor que ¢ = 0 e b = 1. Considere H = {z € C|z = u + iv,v > 0} ,
H> = HU 0H, a fungao modular ¢ : H — C\ {0, 1} com dominio béasico

Vo={zcH®0<u<1, v>1/4—(u—1/2)2}
Com isso eles provaram o seguinte lema:

Lema 2.2 (Jorge-Mercuri [16]). Nas condi¢oes acima, dados 0 < €1 < ¢y < 1/4, existe

uma constante positiva cq > 0, tal que

. 2] ‘ }
inf 2 €Ay > co >0,
2€V (00,60) { |1(2)]| e

onde V(oco,€60) = {z € H | Im(z) > %} e Ao =V (00,€6) \ V(o0,¢€).

Observagao 2.4. Seja o, = {(z,1/e0)|z € R}, e sejam o, = (04[0,1]) e o_ =
Y(oe[—1,0]). Jorge e Mercuri mostraram em [16] que 0 = o4 U o_ forma a fron-

teira de um disco topologico Ky. Além disso, eles mostram que se w € FE., entdao
G(B;S;(G(w))) C C\ Koy, onde 0 < ¢ < €.

2.3 Decaimento de Curvatura

Em [I1], Greene e Wu estudam o decaimento de curvatura de superficies de
Riemann e obtém um importante resultado sobre existéncia de fun¢oes harmonicas. O
resultado deles se baseia em mostrar que a exponencial exp : T,M —> M & uma quasi-

isometria.

Definicao 2.5. Seja ¢ : N — M wuma funcao entre duas superficies de Riemann.
Dizemos que ¢ € uma quasi-isometria se ¢ for um difeomorfismo e além disso existirem

constantes positivas p e v tais que, para todo vetor tangente X temos
u X v < [0 X)|m < v[ X

Greene e Wu demonstram o seguinte teorema.

Teorema 2.5 (Greene, Wu [11])). Seja M wuma variedade com pdlo. Defina as seguintes

fungées k, K : [0,00) — [0,00), dadas por:

—k(r) = min{0, curvatura radial em qualquer ponto x € M onde p(x) = r},

K(r) = max{0, curvatura radial em qualquer ponto x € M onde p(z) = r}.
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Suponha que [ sk(s)ds < oo e [ sK(s)ds < 1. Entao em M as tnicas
fungoes harmonicas positivas sao as constantes. Além disso, se M for Kdhler, entao nao

eziste fungao holomorfa limitada nao constante.

Para obter tal teorema, os autores comecam fazendo uma discussao sobre mo-

delos.

Definicao 2.6. Seja M uma variedade n-dimensional. Dizemos que (M, 0) é um modelo

n-dimensional com métrica
g=dr*+ f(r)’do*, f(r)>0, r>0

em coordenadas geodésicas polares. Além disso, sua curvatura radial € dada por K(r).
Além disso, dado o ponto o € M definimos v(r) e V(r) como sendo o volume da r-esfera

S(r) e da r-bola aberta B(r) centrada em o, respectivamente.
Os seguintes lemas sao fundamentais na demonstra¢ao do Teorema (2.5):

Lema 2.3 ([I1]). Seja (N,p) um modelo com curvatura radial nao positiva —k, k > 0.
Considere a métrica de N em coordenadas geodésicas polares g = dr? + f(r)?d#*. Entao

sao equivalentes:

(A) exp: T,N — N ¢é uma quasi-isometria;

(B) Eziste uma constante v > 1 tal que r < f(r) < vr;
(C) Eziste uma constante v > 1 tal que 1 < f'(r) <wv
(D) [,° sk(s)ds < oc.

Lema 2.4 ([11]). Seja (N,p) um modelo com curvatura radial nao negativa K. Consi-
dere a métrica de N em coordenadas geodésicas polares g = dr* + f(r)*d0?. Entdio sdo

equivalentes:

(A) exp: T,N — N € uma quasi-isometria;

(B) Existe uma constante pi, 0 < p <1 tal que pr < f(r) <r;

(C) Existe uma constante p, 0 < u <1 tal que pp < f'(r) < 1.

Observagao 2.5. Usando os itens (B) ou (C') obtem-se que [~ sK(s)ds < /% < 00. dai,
usando (A) e (C) tem-se que [~ sK(s)ds < 1.
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3 SUPERFICIES DE BRYANT

Neste capitulo estudaremosa teoria das superficies de Bryant imersas em H?.
Apresentaremos a motivagao para o estudo de tais superficies (ver se¢ao 3.1) e enunciare-
mos um resultado que funciona como ferramenta basica para os estudo dessas superficies,
a representacao de Bryant (ver segdo 3.3). Em seguida apresentaremos a aplicagao de
Gauss hiperbdlica, objeto de nosso estudo, e discutiremos o comportamento dela no caso
da superficie possuir curvatura total finita (ver se¢ao 3.5). Por fim definimos uma rela-
¢ao de dualidade nesses superficies e introduziremos o conceito de superficies de Bryant

algébricas, isto ¢, com curvatura total dual finita.

3.1 Correspondéncia de Lawson

Seja M?(K) o espaco forma 3-dimensional de curvatura seccional constante . Para uma
imersdo ¢ : U — M?(K) com métrica induzida (-, - ), conexdo V, curvatura Gaussiana K

e operador de Weingarten S, temos que:

(i) K — K = det(S) (Equagao de Gauss);
(i) (S([X,Y],Z2) =(VxS(Y),Z) — (VyS(X), Z) (Equagao de Codazzi).

Assuma que ¢ possui CMC H, i.e., H = tr(S) é constante. Escolha ¢ € R e
defina

S=S+ecld, K=K —2ctr(S) — .
Observe que

(S(X,Y],2) = (S(X,Y],Z) +([X.Y], 2)
)+ c(VxY, Z) —e(Vy X, Z)
A

K—-K = K- (K —2ctr(S) - ¢
= det(S) + 2ctr(S) + ¢
= det(S + c.id)

= det(S).

Portanto as equagoes de Gauss e Codazzi sao verdadeiras em M?(K) trocando

S por (S) (observe que K ¢ intrinseco e portanto invariante). Dessa forma, existe uma
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imersio ¢ : U —» Mg(f() com métrica (-,-), operador de Weingarten S, e p(U) é

isométrico a ¢(U). Além disso, a curvatura média H de ¢(U) satisfaz:

H = tr((9)
= tr(S)+c
= H+c

Assim, obtemos a relagao de Lawson entre uma superficie CMC H em M?(K)
e uma superficie CMC H +c em M3(K —ctr(S)—c?). Em particular, tomando H = K = 0
e ¢ = 1, obtemos a correspondéncia entre superficies minimas em R3 e superficies CMC-1

em H-5.

Observagao 3.1. A superficie obtida através dessa correspondéncia € chamada de super-

ficie prima da superficie original.

3.2 Espaco Hiperboélico

Seja IL* o espaco de Lorentz-Minkowski 4-dimensional com a métrica de Lorentz

(o, 1, 2, x3), (Yo, Y1, Y2, Y3)) = —ToYo + T1Y1 + TaYa + T3Ys3 (4)

Definimos o espagco hiperbdlico 3-dimensional como sendo
H? = {v € LY (v,v) = —1,z0(v) > 0}

com a métrica induzida do L*. Daremos a H? a orientacao na qual os vetores vy, v, U3
formam uma base orientada de T, H? se, e somente se, v, vy, v2, v forma uma base de LL*.
Temos assim que H? é uma variedade Riemanniana 3-dimensional simplesmente conexa
com curvatura seccional constante —1. Além disso suas geodésicas sao formadas por
intersecao de H? com 2-planos do L.* que passam pela origem de L*.

O espago H? nao é compacto, mas pode ser compactificado adicionando uma
“esfera no infinito” S% de forma que os movimentos rigidos de H? se extendem a um
homeomorfismo de H3 = §2, U H?.

Identificamos o L* com o conjunto das matrizes Hermitianas 2 x 2 Herm(2) =
{X* = X} do seguinte modo

To+x3 T+ il’g
(ZL‘O,.’]Jl,I’Q,I’g) —

: (5)

xTry — ’iZEQ Tog — I3

onde i = v/ —1.
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Com essa identificacao podemos representar H? como
H? = {XX*|X € SL(2, )} X*=X =[5

com a métrica

(X,Y) = —%tr(X, Y), (X, X) = —det(X)

onde Y & o cofator da matriz Y. Temos ainda que PSL(2,C) = SL(2,C)/{%id} age

isometricamente em H?* por

X = YXY*, X eH? Y e PSL(2,0). (6)

Note que a aplicagdo PSL(2,C) — Herm(2) tal que F' — FF* toma valores

em H-5.

3.3 Superficie de Bryant

Superficies de curvatura média constante (CMC) séo objetos de grande inte-
resse pois sao pontos criticos do funcional area com respeito a variagoes que preservam
o volume e fixam a fronteira. As superficies minimas constituem um caso particular de
superficies CMC de grande importancia, pois sao pontos criticos do funcional area para
todas as variagoes que fixam a fronteira, nao apenas para aquelas que preservam o volume.
Além disso as superficies minimas podem ser descritas em termos de um par de fungoes
holomorfas, chamado Referencial de Weierstrass. Muitas propriedades das superficies
minimas foram obtidas através da manipulacao desse referencial.

Em 1970, Lawson descreveu uma correspondéncia elementar entre superficies
minimas e superficies CMC em outros espacos forma de dimensao 3. Tal correspondéncia
ficou conhecida como correspondéncia de Lawson. Em particular, tal resultado mostrou
que superficies minimas no espago euclidiano possuem uma correspondéncia (local) com
superficies CMC-1 no espaco hiperbdlico. Tal correspondéncia se dé atravéz do referen-
cial de Weierstrass da superficie minima que descreve uma superficie CMC-1 no espaco
hiperbolico H? que é isométrica a superficie minima origial. Dessa forma, perguntou-se se
tais superficies também seriam descritas por um par de func¢oes holomorfas de forma ana-
loga ao referencial de Weierstrass. Tal pergunta foi respondida afirmativamente em 1987
por Robert Bryant [4]. Tal representacao ficou conhecida como Representacio de Bryant,
Representacao de Weierstrass-Bryant, ou Representacao de Weierstrass. Desde entao,
as superficies com CMC-1 no espago hiperbélico ficaram conhecidas como Superficies de
Bryant.

Usando a correspondéncia de Lawson e as representacoes de Weierstrass e

Bryant é possivel mostrar que as superficies minimas e as de Bryant sdao de fato equi-
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valentes localmente. Dessa forma elas compartilham varias propriedades. As diferencas
aparecem quando analisamos propriedades globais.

Vamos descrever agora a representagao de Bryant. Considere

A B
e SL(2,C 7
. |esteo o
uma matriz de fun¢des holomorfas na variavel z. Tome g = —Z—Jj e w = AdC — CdA.

Bryant mostrou que

Teorema 3.1 (Representacao de Bryant [4]). Seja M wuma superficie de Riemann e
F: M — SL(2,C) uma imersao conforme tal que det(F~'dF) = 0. Seja ¢ : M — H?,
tal que ¢ = FF*. Entio ¢ é uma imersio de M em H? com curvatura média cons-
tante iqual a 1. Reciprocamente, dada uma imersio ¢ : M — H? com curvatura média

constante igual a 1, existe um levantamento holomorfo de ¢ ao recobrimento universal

F: M — SL(2,C), tal que det(F~'dF) =0 e ¢ = FF*.

Observagao 3.2. Uma aplicagio F : M — SL(2,C) holomorfa, tal que det(F~'dF) =0

¢ chamada de imersao holomorfa nula.

Observagao 3.3. Considere F : M — SL(2,C) tal que det(F~'dF) = 0. Podemos

sempre escrever localmente

F~YdF =

9 —9°
) ] w, (8)

onde g € uma fun¢dao meromorfa e w € uma 1-forma holomorfa. De fato, escreva

A(z) B(2)

PEO=1 0w b

€ SL(2,C), (9)

onde z € uma coordenada local conforme e A, B, C, D sao holomorfas. Entao basta tomar

dB
=——, w=AdC — CdA.
97 TdA
Como F ¢ holomorfa, as formas w e ¢g°w também sdo. F é imersao, entdao
F~1dF nunca se anula. Portanto os polos de g coincidem com os zeros de w, e um polo
de ordem k de g é um zero de ordem 2k de w. O par (g,w) é a representacao de Bryant

associada a F'.

Observacao 3.4. Podemos escrever a 1-forma holomorfa w em coordenadas locais como

w = f(2)dz. Assim podemos escrever a representa¢ao de Bryant como (g, f).
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Observacgao 3.5. Sejam

b=| " | e SU@) com |pl*+Jal* =1
q P
e
9 -9
az[l ]w,coma:F_ldFeqb:FF*.
g

entao as superficies determinadas por a e b.a.b* coincidem. De fato, a 1-forma holomorfa
b.a.b* induz uma tmersao conforme com curvatura média constante igual a 1 b.¢p.b* que €
congruente a ¢. O referencial de Weierstrass W = (g,@) correspondente a b.g.b* € dado

por

bg—4¢q
q9 + D

2 pares de representa¢ao de Bryant (g,w) e (§,w) sao ditos equivalentes se satisfazem

(10D

g= e w=(q9+D) w. (10)

Vamos comparar agora a representacao de Bryant com a representacao de Wei-

erstrass.

Observacgao 3.6. Note que a representacao de Weierstrass pode ser obtida como um li-

mite do teorema de Bryant colapsando o grupo de Lie SL(2,C) no grupo abeliano C3.

Seja F' uma imersdao de M em SL(2,C) satisfazendo

F~YdF =

2
A (11)
L g

Usando a representacao de Bryant e a correspondéncia de Lawson, é facil ver que se (g, f)
é um referencial de Bryant de uma superficie de Bryant entao a métrica e a curvatura
gaussiana dessa superficie sao dadas pelas expressoes e . Evidenciando assim ainda

mais a relacao entre elas.

3.4 Aplicagao de Gauss Hiperbdlica

Em 1986, Epstein [7] introduziu a nogao de aplicacao de Gauss hiperbolica enquanto
estudava superficies imersas no espaco hiperbolico no modelo da bola de Poincaré. Pos-
teriormente Bryant [4] reintroduziu o conceito, agora no modelo hiperboloide do espago

de Minkowski, da seguinte forma.

Definicao 3.1. Seja M uma superficie imersa no espac¢o hiperbolico 3-dimensional. De-
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finimos a aplicagao de Gauss hiperbélica G : M — S% da sequinte maneira: Dado
z € M, considere a geodésica normal v orientada partindo de z. Definimos entio G(z)
como sendo o ponto onde y intercepta a fronteira ideal S?, de H?, ou seja
G(z) = lim ~(t).
t—o0
No caso da superficie de Bryant temos a seguinte caracterizagao. Sejam M

uma superficie de Bryant e F' : M — SL(2,C) a imersao conforme dada pelo Teorema

da representacao de Bryant. Denote

F(z) = | A B (12)
B(z) D(z)
Entao,
dA dB
Ou ainda, identificando S2, com C' P!
G(z) = [dA,dC]. (14)

Seguindo a terminologia introduzida por Umehara e Yamada [25], chamamos
o quociente g(z) = —% de aplicacao de Gauss Secunddria. Pelo visto acima, temos
que essa aplicacao de Gauss Secundaria nada mais é do que a funcao meroforma ¢ do
referencial de Bryant (g,w). A motivagao para esse nome ¢é a seguinte. Considere uma
superficie minima imersa em R3 e o referencial de Weierstrass (g, f ). Temos que a fungao
g pode ser interpretada como sendo a composicao da aplicagao de Gauss com a projecao
estereografica. Dai, vemos que na representagao de Weierstrass a funcao g desempenha

dois papéis fundamentais:

(i) Descrever a métrica;

(ii) Descrever a projecao estereografica do vetor normal unitério.

Ja no caso da representagao (g, f) de uma superficie de Bryant, os papéis (i) e
(74) ndo sao descritos por apenas por g, a saber g desempenha o papel (i) e G desempenha
o papel (ii). Ou seja, podemos pensar como se a representacao de Bryant tivesse duas

aplicacoes de Gauss, justificando o nome “secundaria”.

Umehara e Yamada [25] deduziram a seguinte relagao entre a aplicagao de

Gauss hiperboélica e a aplicacao de Gauss secundéria
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S(g) = S(G) = 20,

Onde

S(g) = S.(9)dz,

S:(9) = (%l,/)/ -

QR = wdg.

S.(g) é chamada de derivada Schwarziana e @) é chamada de diferencial de Hopf.

A aplicacao normal de Gauss euclidiana possui algumas caracteristicas bem
conhecidas. Entre elas, destaca-se o fato de que se uma superficie imersa em R?® possui
aplicacao de Gauss constante, entdao essa superficie estd contida em um plano. Além
disso, as singularidades da aplicagao de Gauss estimam o quao diferente a superficie é
diferente de um plano. No contexto hiperbdlico, temos que o anédlogo dos planos sao as
horoesferas, e Izumiya, D. Pei e T. Sano [I5] mostraram que uma superficie imersa em H?
que possui aplicacao de Gauss hiperboélica constante estd contida em uma horoesfera, e
além disso eles mostraram que as singularidadesde aplicacao de Gauss hiperbolica estima o
quao diferente uma superficie é diferente de uma horoesfera. Motivados por essa analogia
entre entre a aplicacao de Gauss euclidiana e a aplicacao de hiperbolica, eles definiram
um shape operator hiperbélico a partir da aplicacao de Gauss hiperbolica e a partir dai
eles obtiveram uma curvatura gaussiana hiperbdlica e uma curvatura média hiperbélica.
Usando esses objetos hiperbodlicos, eles foram capazes de mostrar que uma superficie
imersa em H? é uma superficie de Bryant se, e somente se, ela possui curvatura média
hiperbolica zero! Ou seja, as superficies de Bryant coincidem com com as superficies

minimas hiperbélicas (curvatura média hiperbolica zero).

3.5 Curvatura Total Finita

Na teoria de imersoes minimas ¢ : M? — R3 as superficies com curvatura total finita
assumem um papel importante. Os principais resultados sobre tais superficie sao devidos

a Osserman com destaque para o seguinte teorema:

Teorema 3.2 (Osserman [20]). Seja M uma superficie minima completa com curvatura
total finita imersa em R3. Entdo existe uma superficie de Riemann M compacta e um

conjunto finito E = {py,....,p,} € M tal que M ¢ conforme a M \ E e a aplica¢io de
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Gauss pode ser estendida meromorficamente para os pontos de E.
Passando para o contexto hiperbolico, Bryant [4] provou um resultado analogo

ao de Osserman:

Teorema 3.3 (Bryant). Seja M uma superficie de Bryant completa com curvatura total
finita imersa em H3. Entdo existe uma superficie de Riemann M compacta e um conjunto
finito E = {p1, ... ,p,} € M tal que M ¢é conforme a M \ E.

Comparando os dois resultados percebemos uma diferencga essencial. A aplica-
¢ao de Gauss hiperbolica é holomorfa,mas ao contrario do caso euclidiano, ela nao necessa-

riamente se estende meromorficamente para os fins. Tal fato motivou a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.2. Seja M uma superficie de Bryant completa com curvatura total finita e
seja E = {p1,...,pn} 0 conjunto dos seus fins. Dizemos que um fim p; € reqular se a apli-
cacdo de Gauss hiperbolica se estende meromorficamente para p;. Caso contrdrio dizemos

que o fim € irregular.

Observacao 3.7. Observe que adicionando a hipdtese que a superficie de Bryant ndo
possut fins irrequlares, entao o teorema de Bryant fica um andlogo ao teorema de Osser-
man.

Temos a seguinte caracterizagao de fins regulares

Teorema 3.4 (Umchara-Yamada [26]). Um fim p; de uma superficie de Bryant de cur-
vatura total finita é regular se, e somente se, a ordem da diferencial de Hopf Q) no ponto

p; € maior ou iqual a —2.

Sendo assim, a existéncia de fins irregulares configura a primeira grande dife-
renga entre superficies minimas e superficies de Bryant.

Um resultado importante que vale resaltar é o seguinte:

Teorema 3.5 (Collin-Hauswirth-Rosenberg [13]). Seja M uma superficie de Bryant pro-
priamente mergulhada em H? com tipo topoldgico finito. Entdo M possui curvatura total

finita. Além disso, todos os seus fins sdo requlares.

Além desse resultado, em [13] os autores trazem o seguinte resultado, analogo
hiperbolico do Teorema (2.3), o qual, junto com o Teorema (1.1), inspiraram esse trabalho.
Teorema 3.6 (Collin, Hauswirth, Rosenberg). Seja M uma superficie CMC-1 completa
e com curvatura total finita imersa em H?. Entdo a aplicacio de Gauss hiperbélica de M

omite no mdzrimo 3 pontos, a menos que seja constante e, nesse caso, M é uma horoesfera.
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3.6 Superficies Duais

Sabemos que uma superficie minima M com curvatura total finita imersa no R? satisfaz

a desiguadalde de Osserman

1
o | KA < () =) (15)
2 M

Onde K ¢é a curvatura gaussiana de M e n é o ntimero de fins da superficie.

Para superficies de Bryant com curvatura total finita, nao existe um analogo

a esta relacdo. Umehara e Yamada [25] mostraram que elas satisfazem apenas a desigual-
dade de Cohn-Vossen

%/MKOZA < x(M). (16)

Motivados por esse fato, Umehara e Yamada [? | criaram o conceito de
superficie dual, de forma que se ¢ : M2 —s H? é uma imersdao CMC-1 e ¢! : M2 — H3
é seu dual, entao M satisfaz um anélogo da desiguadalde de Osserman, mas em termos
da superficie dual. Tais superficies sdo muito tteis, por exemplo Rossman [23] mostrou
que é possivel associar uma superficies minimas quase-mergulhada a uma familia de s
superficies de Bryant duais e assim estudar problemas de auto intersecao.

Nesta secao iremos estudar essa relacao de dualidade. Veremos que é possivel
estudar a aplicagao de Gauss hiperbolica da superficie original M em func¢ao de elementos
da superficie dual, e dessa forma iremos obter uma teorema tipo Picard para as superficies
de Bryant com curvatura total dual finita.

Vejamos como tais superficies duais sao obtidas.Seja ¢ : M — H? uma su-
perficie completa, CMC-1 e com curvatura total finita. Seja G sua aplicacao de Gauss

hiperbélica, (g,w) sua representagao de Bryant e () = wdg a diferencial de Hopf de ¢.

Definigao 3.3. Definimos a imersao dual CMC-1 ¢t : M — H? associada ao referencial
de Bryant (g,w) de ¢ por

o = (F)(F?)"

Onde F' € o levantamento holomorfo nulo dado pelo Teorema da Representacao de Bryant
da imersdo ¢, F* é a matriz inversa de F e M é o recobrimento universal de M.

Observacao 3.8. Observe que ¢F nao € necessariamente single-valued em M. Porém é
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facil ver que ¢ € single-valued em M se, e somente se, g € single-valued em M.

Seja (g%, w#) o par definido por

(FHY 1dF? = (17)

1 -4

g _(gﬁ)2 ] ot

Assim, tomando (¢%)f, obtemos uma aplicacao (FF)* : M — B e pelo visto acima,
(F*)! = (F~1)~' = F, o0 que nos diz que (¢*)* = ¢.

Apresentamos agora um importante resultado devido a Umehara e Yamada
[26].
Proposigao 3.1 (Umehara-Yamada ). Seja ¢* a imersio dual de uma imersao ¢ CMC-1
no espago hiperbdlico. Seja (g,w) o referencial de Bryant da imersao ¢. Entdo, ¢F é uma
imersao CMC-1 no espaco hiperbolico com apliacio de Gauss hiperbdlica G*, referencial
de Bryant (g*,w*) e a diferencial de Hopf Q* de ¢* sdo dadas por

Q

G = f— @ P %
g7g 7w dG?

Q' =-Q. (18)

Demonstragao. Seja M uma superficie de Bryant. Tome (g, w) seu referencial de Bryant.
Temos entao que
f=FF~

¢ uma imersao de M em H? com CMC-1 tal que

F~YF =
—g

g —(9) y
1 .

Denote F' = (F};). A aplicagao de Gauss hiperbolica G de M satisfaz

_dFy  dFy

dFy  dFy

assim, é imediato que

_4d
- dz

O que nos diz que podemos reescrever G da seguinte forma

F1/1F2/2 - F1/2F21 =0 > '

:F_{l: F1/1F22_F1/2F21
By FyFoy — FooFy
Agora faca F* = (F;;)~' = F~1. Observe que dF ' = —F 1dF1F e
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(F#)~! = F. Dai

Fl Fyy — FloFyy —F{ Fog + FlyFn

(F) 'dFf = —FF 'dF'"F ' = —dF'F ' =— | / , /
o Fog — FogFo1 —Fy Foy — FogFy

(19)

Seja (g, w*) definido por

(F*)~YdF* =

gt —(9")
L g ]wﬁ. (20)

Comparando as expressoes dadas por e , temos que

¢ =G.

Usando o mesmo argumento a superficie M = (M*?)?, obtemos g = (¢*)* = G*. Portanto,

calculando Q*, obtemos

= 5(G)—=5()
- 20
Logo, Q' = —@Q. Por fim, pela definicao,
Qﬁ — wﬁdgﬁ
—-Q = WG

Donde concluimos que, wf = ;—g. Portanto o par (g%, w*) define um referencial de Bryant

e dessa forma determina uma imersao CMC-1 em H?3.
O]

Observacgao 3.9. Observe que a superficie dual € obtida a partir da original trocando a

aplicagao de Gauss hiperbolica e a aplicagao de Gauss secunddria da superficie original.

Seja ¢ uma imersao CMC-1 no espaco hiperbélico e ¢* sua imersao dual. Como
vimos acima, ¢* também possui CMC-1 e portanto admite uma referencial de Bryant
(g, w*). Por temos que a métrica ds*? de ¢f é dada por
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ds®? = (14 |¢*])°wiuf (21)
= (+HOPP L) (22)

Tal métrica é chamada de métrica dual.

Observacao 3.10. Observe que a métrica ds'? estd bem definida e assume um tnico valor
em M, pois ela € dada em termos de G e @), os quais sao single valued em M. Sendo
assim, faz sentido falar da superficie Riemanniana M, com a métrica ds*?, tal superficie
¢ uma superficie de Bryant com referencial de Bryant dado por (G, ;—g)

Existe a seguinte ligacdo entre a métrica ds® e a métrica dual ds*

Proposigao 3.2 (Yu [27]). A métrica dual ds** ¢ completa (resp. ndao degenerada) se, e

somente se, a métrica ds* é completa (resp. nao degenerada,).
Como a métrica dual estd bem definida em M, temos a seguinte definigao.

Definicao 3.4. Seja M uma superficie de Bryant. Definimos a curvatura total dual de

M, como sendo

K = / —K*dA*, (23)
M

onde K* e dA* sio a curvatura Gaussiana e o elemento de drea da superficie M com a

métrica dual, respectivamente.

Observe que a curvatura total dual é a area de M com respeito a métrica
(singular) induzida da métrica de Fubini-Study em CP*.
Definicao 3.5. Seja M uma superficie de Bryant. Dizemos que M € algébrica se M
possui curvatura total dual finita.

Temos que as superficies de Bryant algébricas satisfazem o seguinte teorema:

Teorema 3.7 (Bryant-Hubber-Yu). Seja M uma superficie de Bryant algébrica. Entao:

1 ¢ biholomorfa a M, . onde M., € uma superficie fechada com género ~y e
) M € bihol M, \ E de M, had g ol
E C M, é um conjunto finito de pontos E = {py, ..., pm}-

(i) O referencial de Bryant dual (G,w*) se estende meromorficamente para M,,.
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Os pontos do conjunto E sao chamados de fins de M.

Observe que, diferente do caso de curvatura total finita, M nao precisa ser
compacta, porém, a aplicacao de Gauss hiperboélica G da superficie original M sempre se
estente meromorficamente para os fins, isto é, todos os fins de M sao regulares.

Com isso, Umehara e Yamada [26] foram capazes de mostrar um analogo a

desigualdade de Osserman para o caso hiperbolico. Mais explicitamente eles provaram.

Teorema 3.8 (Umehara-Yamada). Seja M uma superficie de Riemann e ¢ : M — H?
uma imersio CMC-1 completa, conforme e com curvatura total dual finita. Seja ¢* :

M? — H? sua imersao dual. Entdo,

1

L[ Krans < (x(ar) - ), (24)
2 Jur

onde K e dA! sio a curvatura gaussiana dual e o elemento de drea dual, e n é o nimero

de fins da superficie original M.

Devido a essas semelhangas com as superficies minimas, perguntou-se se existe
um teorema tipo Picard para a aplicagao de Gauss hiperbolica de superficies de Bryant
algébricas. De fato, muitos resultados parciais foram obtidos, com destaque para os tra-
balhos de Kawakami [I8], que abordou tal problema do ponto de vista da teoria de valor

totalmente ramificado da aplicacao de Gauss hiperboélica.

Definicao 3.6 (Nevanlinna [19]). Dizemos que b € CU{oo} € um valor valor totalmente
ramificado de G se G se ramifica em qualquer ponto na imagem inversa de b ou se b é
um valor omitido por G na imagem. Seja {ay,...,ar,,b1,...,b,} 0 conjuntos dos valores
totalmente ramificados de G, onde os a;’s denotam os valores omitidos. Para cada a;,
defina v; = 00 e para cada b; defina v; como sendo o minimo da multiplicidade de G nos

pontos de G71(b;). Dessa forma, temos que v; > 2. Dai, definimos o valor numérico

1
Vg = 1—— .
bj Vi

aj,

totalmente ramificado de G por

Usando tal definicao, Kawakami conseguiu dar uma estimativa para o wvalor
numérico totalmente ramificado de G e, consequéntemente, para o nimero de valores

omitidos por G.

Teorema 3.9 (Kawakami [I8]). Seja M uma superficie de Bryant algébrica. Seja G a

aplicacao de Gauss hiperbolica de M, Dg o nimero de valores omitidos por G na imagem



e d o grau da estensio de G para E Entao

2
Deg < vg <24 —
onde,

onde m € o numero de fins de M.
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Usando tal desigualdade Kawakami conseguiu estimar o nimero de pontos

entao

DG S Vg S27

onde v é o género da superficie, d é o grau da aplicacao de Gauss hiperbolica e k£ é o

numero de fins.

omitidos para alguns casos particulares. Por exemplo, tome o caso (v,k,d) = (0,2,n)
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4 CMC-1 FACES

Neste capitulo estudaremos uma outra classe de superficies chamada CMC-1
face. Tais superficies sao imersoes tipo espago com curvatura média constante 1 no espago
de de Sitter com algumas hipoteses sobre seus fins e suas singularidades. Veremos que
tais superficies apresentam uma representacao analoga a representacao de Bryant e, de
fato, compartilham vérias caracteristicas com as superficies de Bryant. E possivel definir
uma aplicacao de Gauss hiperbdlica andloga ao caso anterior e, assim, estudar o nimero
de pontos omitidos por ela na imagem. Apresentaremos neste trabalho uma estimava

sharp para esse nimero.

4.1 Espacgo de Sitter 3-dimensional

Nessa secao descreveremos o espaco de de Sitter, que servird de ambiente para as super-
ficies que passaremos a estudar. Seja L* o espaco de Lorentz-Minkowski 4-dimensional

com a meétrica de Lorentz

((xo, 1, 2, 23), (Yo, Y1, Y2, Y3)) = —ToYo + T1Y1 + Tay2 + T3ys. (25)
Definimos o espaco de de Sitter 3-dimensional S? como sendo
St = {veL(v,v) =1}

com a métrica induzida de L*. S? é uma variedade Lorentziana 3-dimensional simples-
mente conexa com curvatura seccional constante igual a 1.

Podemos identificar o L* com o conjunto das matrizes Hermitianas 2 x 2
Herm(2) = {X* = X} por

To+ T3 I + 12

(l’o,$1,l’2,l‘3) — (26)

T —Z@g Ty — I3

onde i = y/—1. Com essa identificacao podemos definir

Assim,

S} = {X|X =X, det(X) = —1}
= {Fe3F*|F € SL(2,C)}
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serd uma variedade Lorentziana munida com a métrica
1 ¢
(X,)Y) = —Et’f‘<X€2(Y )ea)
onde X* = Xt
Observagao 4.1. Observe que na defini¢io acima (X, X) = —det X .

4.2 CMC-1 Face

Nessa secao apresentamos a teoria classica das CMC-1 faces no espaco de Sitter. Apre-
sentaremos um resumo da teoria e juntamente com algumas demonstracoes dos teoremas
mais importantes. Veremos quais classes dessas superficies possuem propriedades analo-

gas aos casos estudados anteriormente.

Definigao 4.1. Uma imersio f : M* — S} de uma superficie M é dita ser do tipo

espaco se a métrica induzida em M for positiva definida.
De forma anéloga as superficies de Bryant, temos o seguinte resultado.

Teorema 4.1 (Aiyama-Akutagawa [2]). Sejam D um dominio simplesmente-conexo em

C e um ponto base zy € D. Seja
g:D— (CU{oc})\{z€C|lz| <1}
uma fungao meromorfa e w uma 1-forma holomorfa em D tal que

ds® = (1 +|g|*)*ww

¢ uma métrica Riemanniana em D. Tome a insersio holomorfa F = (F;;) : D —
SL(2,C) tal que F(zp) =€ €

_ 2
g9 ]w. (28)
1
Entao, f: D — S? definida por

f:FegF*

€ uma imersao do tipo espago, conforme com curvatura média constante 1. Ademais a

métrica induzida ds®> em D, satifaz
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ds* = (1 — |g|*)?ww.

Reciprocamente, toda imersao CMC-1 de uma superficie simplesmente coneza

pode ser representada dessa forma.
Observagao 4.2. O par (g,w) € chamado de referencial de Aiyama.

Seguindo as idéias de Umehara e Yamada [25], [26] para imersoes CMC-1 no

H? estudadas anteriormente, temos as seguintes definicoes.

Definigao 4.2. Seja f : D — S e F' = (F};) como acima. Definimos a aplicacio de

Gauss hiperbolica G de f como sendo

dFy, . dFy
dFy  dFy’

Definimos também a diferencial de Hopf ) da imersao como sendo

G:

Q) = wdg.

Observagao 4.3. A aplicagao de Gauss hiperbolica possui a sequinte interpretacao ge-
ométrica. Seja S%, a fronteira ideal na direcio futura de S?. Temos que S% pode ser
identificado com CU {occ}. Dado z € D, considere a geodésica v em S3 com vetor veloci-
dade inicial sendo o vetor normal unitdrio de f(D) no ponto f(z). Entao G(z) € o ponto

onde vy intercepta a fronteira ideal S% .

Observagao 4.4. Observe que dada uma imersao f : D — S com f = FesF*, temos
que a 1mersao f : D — H? correspondente dada por f = F'F* € uma imersao conforme

CMC-1, com métrica ds* e com a mesma aplicagcdo de Gauss G e diferencial de Hopf que

f.

Definigao 4.3. Seja M uma superficie orientada. Uma aplicagdo suave f : M — S} ¢
chamada de aplicagao CMC-1 se existe W C M aberto e denso tal que flw € uma imersao
do tipo espago. Um ponto p € M € dito um ponto singular de f se a métrica induzida ds®

for degenerada em p.

Definigao 4.4. Seja f : M — S? uma aplicagio CMC-1 ¢ W C M um aberto denso tal
que flw € uma imersao CMC-1. Um ponto p € M \ W é um ponto singular admissivel
se:

(1) Existe uma fungdao B: UNW — RT de classe C', onde U € uma vizinhanga de p,
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tal que Bds® se estende a uma métrica Riemanniana em U de classe C'.
(2) df(p) # 0, ou seja, df tem rank 1 em p.
Dizemos que uma aplicacgo CMC-1 f é uma CMC-1 face se todos os seus

pontos singulares sao admissiveis.

Vejamos agora como estender o Teorema (4.1) para superficies nao simples-

mente conexas. Para isso precisaremos de alguns resultados classicos.

Proposigao 4.1. Sejam M uma superficie orientada e f : M — S} uma CMC-1 face
e considere W C M ¢é um aberto denso onde f|w é uma imersao CMC-1. Entdo existe

uma unica estrutura complexa J em M tal que

(1) flw € conforme com respeito a J.

(2) Eziste uma imersio F : M — SL(2,C) que é holomorfa com respeito a J, tal que

det(dF)=0e foo= FesF",
Onde 0 : M — M ¢é o recobrimento universal de M. F ¢ chamada de levantamento

holomorfo nulo.

Observacgao 4.5. Uma levantamento holomorfo nulo € inica a menos por multiplicagao

a direita por uma matriz constante de SU(1,1).

Pela proposicao acima, dada uma CMC-1 face f : M — S? | sempre existe
uma estrutura complexa J em M. Doravante, M sera tratada como sendo uma superficie

de Riemann com esta estrutura complexa.

Proposicao 4.2. Seja M uma superficie de Riemann e F: M — SL(2,C) uma ho-
lomorphic null immersion, i.e det(F~'dF) = 0. Assuma que o (0,2)-tensor simétrico

det|d(Fes )] nao € identicamente nulo. Entao

f=FesF*: M — S}

¢ uma CMC-1 face, e um ponto p € M serd um ponto singular de M se, e somente se,
det[d(FesF™*)|, = 0. Além disso, —det[d(FF™)] é positivo definido em M.

Demonstragao. Como det[d(Fe3F*)] nao ¢é identicamente nulo, o conjunto

W = {p € M|det[d(FesF™)], # 0}
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¢ aberto e denso em M. Como F~'dF ¢ uma 1-forma que assume valores na algebra de

Lie de SL(2,C), existem 1-formas holomorfas ay, as, ag, tais que

ar a2
as —ai

Como F' é uma imersao holomorfa nula, temos que rank(dF) =1e

F~YF =

a: + azaz = e |ay|* + |ag|? + |as]* > 0. (29)

Dai,

d(FesF*) = dFe3F”* + FegdF”
= FF 'dFe3F* + FesdF*
= F(F'dFesF* + esF*)
= F(F 'dFes + esF*(F*) ) F*
= F(F 'dFes+ (F'dFe3)*)F*

a1 +a; —as+asz
:F<1 1 2 a3>F*,

as—az a;+ap

Donde concluimos que no subconjunto W vale
—det[d(FesF*)] = —2|a1|* + |ao|* + |as|?
= —2[as*las|* + |as|* + [as|*
= (las| - |as|)?

> 0. (31)

Seja f = FezF*. Entao flw : W — S? determina uma imersao conforme com métrica
induzida
ds* = f*dséi, = (df,df) = —det[d(Fe3F™)].

Pelo Teorema (4.1), f ¢ CMC-1. Além disso, por temos que
—det[d(FF*)] = 2|a1|* + |az]* + |as|* > 0

que nos diz que —det[d(FF*)] é positiva definida em M. Dessa forma, defina

_ det[d(FF*)]
b= det|d(FesF*)]
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em W, segue entdao que (3 é positiva definida em W. Além disso, como a métrica ds? =
—det|d(Fe3F*)], temos que Sds* = —det[d(FF*)] se estende a uma métrica Riemanniana

em M. Por fim, note que

of - f ' = dF-F™!
= F(FYF)F™!
£ 0

Portanto, df # 0, o que completa a prova.
O

Observacao 4.6. A hipdtese de det|d(FesF™*)] # 0 € essencial. De fato, tome F : M —

S? imersao holomorfa nula, tal que

z+1 —z

F(z) =
() z —z+1

A aplicagao f = FesF™* degenera em todo ponto de C, o que implica que ela nao pode ser

uma imersao. Isto é decorréncia do fato de que det[d(FesF*)] é identicamente nulo.

Usando as proposigoes (4.1) e (4.2), é possivel estender o Teorema (4.1) para

CMC-1 faces que podem ter dominios nao simplesmente conexos.

Teorema 4.2. Seja M uma superficie de Riemann com um ponto base zop € M. Seja g
wma func¢do meromorfa e w uma 1-forma holomorfa no recobrimento universal M , tal
que a métrica ds* ¢ a métrica Riemanniana de M e |g| ndo ¢ identicamente 1. Tome uma
imersio holomorfa F = (Fy;) - M — SL(2,C) tal que F(z) = eo, ¢ F satisfaz

9 —9
-9

FldF = w.

Entao, f: M — S? | dada por f = FesF*, é uma CMC-1 face que é conforme fora das
suas singularidades. A métrica induzida em M ds? e a aplicacio de Gauss hiperbélica G

sao dadas por

ds® = [(1—|g]*)*jw]* e G =

Ademais, as singularidades da CMC-1 face ocorrem nos pontos tais que |g| = 1.
Reciprocamente, seja M uma superficie de Riemann e f : M — S uma
CMC-1 face. Entdo existem uma fung¢ao meromorfa g (onde |g| ndo é identicamente

1) e uma 1-forma holomorfa w em M, tal que ds* é uma métrica Riemanniana em M,
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f = FesF*, e F satifaz

F~YdF =
—g

g —g*
w.
1

Demonstra¢ao. Como vimos na demonstragao da proposi¢ao (4.2),

—det[d(FesF*)] = (|ag| — |as|)?
= (1-[g)?|wf.

Além disso, como d§? determina uma métrica Riemanniana em M, w tem um zero de
ordem k se, e somente se, g possui um poélo de ordem % € N. Portanto, det[d(FezF*)] =0
se, e somente se, |g| = 1. Portanto, pela Proposicao (4.2), f = FesF* : M — S? é uma
CMC-1 face, e p € M & um ponto singular se, e somente se, |g(p)| = 1. O que mostra a
primeira parte do teorema.

Vamos agora provar a reciproca. Pela Proposic¢ao (4.1), existe um levantamento
holomorfo nulo, F : M — SL(2,C), da CMC-1 face f. Entao, pelo mesmo argumento

usado na proposi¢ao anterior, obtemos a1, as, az 1-formas holomorfas tais que

a; a2

F~YF = w e |a|?+agf’ + |az]* > 0.

a3 —ap

Trocando F por FB, onde B € SU(1,1) é uma matriz constante, se necessario,
podemos assumir a3 nao identicamente nulo. Defina
ai
w=as, g=—.
as

Dai, w é uma 1-forma holomorfa e g é uma fungdo meromorfa. Assim,

_ ay Qa2
FYdFr =
az —ap
Cw w ]
_ as as
_ a1
L 1 a3z |
[ as
= B w.
- 1 _g

Como
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G _ 020y _ 0 _
az a3 a’ ’
Segue que
2
Flar=1{Y 77 |
L —g

Argumentando de forma analoga a demonstragao do resultado anterior, temos
que |g| nao ¢ identicamente 1, pois |as| —|az| nao é identicamente 0. Além disso, g°w = as

é holomorfa e, portanto,

—det[d(FesF*)] = (1 + |g|*)?*|w|? = d&?

é positiva definida, portanto determina uma métrica riemanniana em M, isto encerra a
prova do teorema.
m

Observagao 4.7. Seja F' um levantamento holomorfo nulo de uma CMC-1 face f com

referencial de Aiyama (g,w). Seja B € SU(1,1) uma matriz constante, dada por

P —q
—q p

B = € SU(L 1), pp—qq=1.

Entao FB ¢é um levantamento holomorfo nulo de f. O referencial de Aiyama (§,)
correspondente a (FB) Yd(FB) ¢ dado por

Pg +4q
q9 +p

Dois referenciais de Aiyama (g,w) e (§,w) sao chamados de equivalentes se satisfazem

§= e &= (gg +p)’w.

a equagao acima para alguma matriz B € SU(1,1). Chamamos a classe de equivaléncia

do referencial de Aiyama (g,w) do referencial de Aiyama associado a f.

Observacao 4.8. Se (g,w) e (§,w) sao 2 refenciais de Aiyama equivalentes, e se G e G

sao as aplicacoes de Gauss hiperbolicas associadas a esses referenciais, entao

_dFy O — pdF; + qdF,

G = e .
dFy DdFy; + qdFy

~

Dessa forma, seque que G = G, ou seja, a aplica¢ao de Gauss hiperbolica é independente

da escolha de F' na classe.
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4.3 CMC-1 Faces com Fins Elipticos

Definigao 4.5. Sejam M uma superficie de Riemann e f: M — S? uma CMC-1 face.

Seja ds? = f*(dsgg). Entao f é completa (resp. do tipo finito) se existem um conjunto
1

compacto C e um (0,2)-tensor simétrico T em M tal que T se anula em M\ C e ds*+T

¢ uma métrica Riemanniana completa (resp. tem curvatura total finita).

Observagao 4.9. Para imersoes CMC-1 em S3, a curvatura gaussiana K € ndo negatica,
de forma que a curvatura total coincide com a curvatura total absoluta. Entretanto, para

CMC-1 faces com pontos singulares, a curvatura total nunca € finita.

Observagao 4.10. O recobrimento universal de uma CMC-1 face completa (resp. tipo
finito) nao necessariamente € completo (resp. tipo finito), pois o conjunto singular pode

nao ser compacto no recobrimento universal.

Seja f : M — S uma CMC-1 face completa de tipo finito. Entao (M, ds*+T)
¢ uma superficie Riemannina completa com curvatura total finita. Portanto, M possui

tipo topologico finito.

Seja ¢ : M — M o recobrimento universal de M, e F : M — SL(2,C)
um levantamento holomorfo nulo de uma CMC-1 face f : M — S3. Fixe um ponto
2o € M. Seja v :[0,1] — M um lago tal que v(0) = y(1) = 2. Entao existe uma tnica
transformacdo de recobrimento 7 de M associada a classe de homotopia de ~. Definimos

a representacao da monodromia ®, de F' como sendo
For = F®,.

Como f é bem definida em M, &, € SU(1, 1) para todo lago . Portanto, ®., é conjugado

a uma das seguintes matrizes

e 0
0 61'9

coshs senhs
, ou By =+

senhs coshs 1—14

],ouEgzj:

144 1]

para 0 € [0,27), s € R\ {0}.

Definigao 4.6. Seja f : M — S? uma CMC-1 face completa de tipo finito com levan-
tamento holomorfo nulo F. Um fim de f é chamado de eliptico, hiperbdlico ou pa-
rabdlico se sua representag¢io de monodromia € conjugada a Ey, Ey ou Ez em SU(1,1),

respectivamente.
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Observagao 4.11. A defini¢cao acima é motivada pelo sequinte fato. A matriz

e SU(1,1)

x=|71
q p

age em H? no modelo de Poicaré como uma isometria

pv+q

V= = —.
qu+p

Dai, X € chamada de eliptica se esta agao possui um unico ponto fixo, o qual
estd em H?. E hiperbélica se possui dois pontos fixos, ambos em OH?. E chamada de

parabélica se possui um tnico ponto firo, o qual estd em OHZ.

Observacgao 4.12. Como toda matriz em SU(2,C) € conjugada a Ey em SU(2,C), imer-
soes CMC-1 em H3 possuem propriedades semelhantes a CMC-1 faces com fins elipticos

em S3. Por isso voltamos nossa aten¢do para esse caso.

Proposicao 4.3. Seja V' uma vizinhanga de um fim de f e f|y uma imersao tipo espago
CMC-1 de curvatura total finita, a qual € completa no fim. Suponha que o fim seja eliptico.
Entio existe um levantamento holomorfo nulo F : V —» SL(2,C) de f com referencial

de Aiyama associado (g,w) tal que
ds’lv = (1 +g[*)*|w|”

¢ single valued em V. Além disso, d5? possui curvatura total finita e é completa no fim.
Demonstragao. Seja v :[0,1) — V um lago em torno de um fim e 7 uma transformagao
de recobrimento associada a v. Tome o levantamento holomorfo nulo Fy : V — SL(2,C)
de f. Entéao, por defini¢ao de fim eliptico, existe 6 € [0, 27) tal que

Fyor = F,PEyP !,

onde P € SU(1,1) e

Defina F' = FyP. Vemos que F' é um levantamento holomorfo nulo de f, dai,

tomando (g,w) como sendo o referencial de Aiyama associado a F', temos

For=FEy, got=e¢gewor =e*u.

Assim, [go 7| = |g] e |[wo 7| = |w|. Logo, ds*|y assume um valor em V. Seja T o
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(0, 2)-tensor como na defini¢ao 4.5, entao, em v \ C, temos

ds’+T = (1—|g]*)*|w]?
(1+ [g*)*|w/?
ds*|V.

IN

Portanto, se ds? + T é completa, entao ds? ¢ completa. Além disso

4dgdg
(1+1g/?)?

4dgdg
(1—1lgl*)?
= Kds®

— (K g2)d3?|y

IN

em V \ C. Conclui-se que, se ds?> + T tem curvatura total finita, entdao, d$%|, possui
curvatura total finita.
L]

Proposigao 4.4. Seja f : M — S} uma CMC-1 face de tipo finito com fins elipticos.
Entio existem uma superficie de Riemann compacta M e wm nidmero finito de pontos
DLy Dn € M, tais que M € biholomorfa a M\ {pi,...,pn}. Além disso, a diferencial de
Hopf Q de f se estende meromorficamente para M.

Demonstra¢ao. Quando f possui tipo finito, Hubber [I4] mostrou que M ¢é finitamente
conexa. Dessa forma, existe um compacto My C M, limitado por um ntmero finito de
curvas de Jordan 7y, ...,7, tais que cada componenteM; de M \ M, é conforme ao anel
D; = {z € CJr; < |z] < 1}, onde ~; corresponde ao conjunto {|z| = 1}. Entao pela
Proposigao 4.3, existe ds?| M;, bem definida em M;, com curvatura total finita e completa
no fim, assim, Kd§2|1\/1j ¢ nao positiva. Portanto, pelo teorema 9.1 em [22], r; = 0 e M;
¢ biholomorfa ao disco furado {z € C|0 < |z| < 1}. Dessa forma, podemos trocar M;
por D; sem alterar a estrutura conforme de M. Portanto, sem perda de generalidade,
M = M\ {p1,...,pm} para alguma superficie compacta M e um ntimero finito de pontos
D1, Pm € M, e cada M; se torna um disco furado em p;. Podemos usar a representagao
de Bryant para cada fj = f |1, € pela observagao 4.4, temos que a diferencial de Hopf Q
da imersao f = FF*: M — H® se estende meromorficamente para M; U {p;}. Porém,
vimos que ) = Q e portanto () se estende meromorficamente.

m

Analogamente ao caso de superficies de Bryant imersas no espaco hiperbélico,

a aplicagao de Gauss hiperboélica nao necessariamente se estende para os fins. Dessa
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forma, temos a seguinte definicao.

Definicao 4.7. Seja f : M — S} uma CMC-1 face. Um fim p; de M € dito regular se a
aplicagao de Gauss hiperbolica se estende meromorficamente para p;. Caso contrdrio ele

€ chamado de irreqular.

Seja f: M — S? uma CMC-1 face de tipo finito e com fins elipticos. Entao
M = M\ {pi,...,pn}. Sejam G e Q a aplicagao de Gauss hiperbolica e a diferencial de

Hopf de f, respectivamente.

Definicao 4.8. Chamamos a métrica

ds® = (1+|G*)? (%) (%>

de métrica lift da CMC-1 face f. Além disso, definimos a métrica

4dGdG

d6*? = —(Kg)di® = —————
g ( dsﬁ2) S (1+|G|2)2

Observacgao 4.13. Observe que tanto ds* e d6*? sio dadas em termos de G e Q, e como
tais funcoes estao definidas em M, temos que d5* e do* também estio definidas em M.

A seguinte Proposigao ¢ devida a Fujimori [§]

Proposigao 4.5. Seja f : M — S3 uma CMC-1 face. Assuma que cada fim de f ¢
reqular e eliptico. Se f € completa e de tipo finito, entio a métrica lift ds* é completa e

com curvatura total finita em M.
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5 RESULTADOS

Neste capitulo iremos apresentar nosso resultado principal juntamente com

alguns resultados paralelos que surgiram no desenvolvimento do trabalho.

5.1 Pontos Omitidos Pela Aplicacao de Gauss Hiperboélica

Teorema 1. Seja M

(i) Uma superficie completa CMC-1 imersa em H? com curvatura total finita
(ii) Uma superficie completa CMC-1 imersa em H? com curvatura total dual finita,

(111) Uma CMC-1 face imersa no espago de de Sitter do tipo finito com fins elipticos.

Se G € a aplicacao de Gauss Hiperbolica de M, entdao ou G omite no mdxrimo dois pontos
ou G € constante, e nos dois primeiros casos M é uma horoesfera e no terceiro M é um

superficie tipo espago horosférica

Demonstracao. Suponha inicialmente que M é uma superficie CMC-1 com curvatura total
dual finita . Seja G sua aplicacao de Gauss Hiperbolica e () sua diferencial de Hopf. Temos
que M com o referencial (G, %) é uma superfice de Bryant completa com a métrica dual.

Usando a correspondéncia de Lawson, o referencial de Bryant (G, %) nos
d4 uma imersao f : M — R?® minima e completa, cujo referencial de Weierstrass é

exatamente (G, ;—gQ). Além disso, note que a métrica dessa imersao é dada por

- () (D)

Repare que tal métrica coincide com a métrica da superficie dual de M em H?, e portanto
f(M) € R? possui curvatura total finita, pois estamos suponto que M possui curvatura
total dual finita. Além disso, é imediato, pelo referencial de Weierstrass que a aplicacao de
Gauss da superficie minima f(M) é exatamente GG. Portanto, construimos uma superficie
minima com curvatura total finita e com aplicacao de Gauss G. Pelo Teorema 1.1 nao pode
omitir mais de dois pontos, caso contrario sera constante, o que demonstra o resultado.

Suponha agora que M é uma superficie completa CMC-1 com curvatura total
finita imersa em H®. Entdo temos que M é conforme a uma superficie compacta M menos
um nameno finito de pontos {p, ..., p,}, os fins.

Suponha que M possui pelo menos um fim irregular. Nesse caso, temos que
a aplicacdo de Gauss hiperbolica G néo se estende para M, de forma que tal fim é uma
singularidade essencial de G. Dai, pelo Grande Teorema de Picard aplicado & G em

coordenadas, temos que GG pode omitir no maximo dois pontos em qualquer vizinhanca
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desse fim.

Podemos entdo supor que M possui todos os fins regulares. Seja M* a superficie
dual de M. Em [26], os autores mostraram que se uma superficie de Bryant completa
com curvatura total finita possui todos os fins regulares, entao sua curvatura total dual
satisfaz

1

Py KA = x((M) —n)

e portanto, M* possui curvatura total dual finita. Pelo argumento acima, segue que sua
aplicacao de Gauss hiperboélica omite no maximo dois pontos

Por fim, seja agora f : M — S? uma CMC-1 face completa, de tipo finito
cujos fins sao todos elipticos. Suponha inicialmente que f possui um fim irregular. Entao,
a aplicacao de Gauss Hiperbolica GG possui singularidade essencial no fim, e o resultado
segue usando o Grande Teorema de Picard de forma andloga ao caso anterior. Dessa
forma, podemos supor que todos os fins de f sao regulares.

Seja entao f : M — S} uma CMC-1 face completa, de tipo finito cujos fins
sao todos elipticos e regulares. Pela observagao 4.4, existe uma imersao f M —
com CMC-1 e com mesma aplicacao de Gauss hiperbolica e mesma diferencial de Hopf.

Considere a métrica lift de f dé*2. Pela Proposigao (4.5), M possui curvatura
total finita nessa métrica.

Por outro lado, considere a superficie dual de M em H?. Temos que a métrica
lift de f coincide com a métrica dual de f , dai, como f: M — S? possui curvatura total
finita com a métrica lift, temos que f : M — H3 é uma superficie de Bryant algébrica.
Como foi provado acima, a aplicagdo de Gauss hiperbdlica G de uma tal superficie ou é
constante ou omite no maximo dois pontos. Porém, como vimos acima, a aplicacao de
Gauss hiperbolica G de f : M — H? coincide com a aplicacao de Gauss hiperbdlica de
f: M — S}. Portanto, a aplicagao de Gauss hiperbolica de f ¢ constante ou omite no
maximo dois pontos.

]

Observagao 5.1. Observe que o resultado acima € sharp de fato, pois

(i) a aplica¢ao de Gauss hiperbdlica do catendide primo omite exatamente dois pontos,
e tal superficie possui curvatura total finita.

(i1) sio conhecido vdrios exemplos de superfifices de Bryant algébrica cuja aplicagdo de
Gauss hiperbolica omite exatamente dois pontos, como, por exemplo, M = C\{0,1}
¢ uma superficie de Bryant algébrica e sua aplicagcdo de Gauss hiperbolica omite
exatamente dois pontos.

(11i) o catendide eliptico é uma CMC-1 face do tipo finito com fins elipticos e sua apli-
cacao de Gauss hiperbdlica omite exatamente dois pontos

Corolario 5.1. Seja M uma superficie de Bryant propriamente merqulhada com tipo to-

poldgico finito. Entao a aplicagio de Gauss hiperbolica de M é constante ou omite no
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mdximo dois pontos.

Demonstra¢ao. Em [12] os autores mostraram que uma tal superficie possui curvatura

total finita, portanto o resultado segue do teorema anterior.
O

5.2 Decaimento de Curvatura

Iniciaremos mostrando que as superficies minimas e de Bryant com curvatura total finita

safistazem as condigoes estudadas por Green-Wu em [11].

Teorema 2. Seja M uma superficie minima ou de Bryant com curvatura total finita e
com todos os fins requlares. Entao, existe uma fungdo k : [0,00) — [0,00), de classe C?,
tal que,

(i) 0> k(p) > —k(p)

(it) [ sk(s)ds < oo

Demonstracao. Pelos Teoremas 2.2 e 3.7 temos que existe uma superficie de Riemann
compacta M e um namero finito de pontos £ = {w;, ... ,wy,,} tal que M & conforme
a M\ E, onde w; sdo os fins. Como todos os fins sdo regulares, a aplicacio de Gauss
hiperbélica G de M se estende meromorficamente para os fins e G : M — S% & um
recobrimento ramificado. Tome Ry > 0 tal que M \ B (o) ¢ uma unido finita dos
subfins E1, ..., E,, . Osserman [22] e Bryant [4] mostraram que é possivel parametrizar
cada subfim FE; usando o referencial de Weierstrass e Bryant (g, f) respectivamente, em

{zeC/0 < |z| <r;, r; >0} por

{ 9(z) = 2704 (2) (32

_ 1
f(z) T I I(wy) f(z>7
Onde g e f sao analiticas, nunca se anulam e se extendem meromorficamente para z = 0.

Seja y; = OF;. Para cada |z| < r; seja a; o caminho re”, |z| < r < r;. Temos que
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dist™ (75, 2) = infa{l(@)}

|
o
>

IN

|2
/ 1L+ gl ]dz]

j
|2 1 R
= T 1+ (2200 g(2) )| dz|
[Ty
T

|2| 1 R '
= [ N NP,
Tj

Observe que f e § sao limitadas em 0 < |z| < r;. Portanto, nesse conjunto, temos

|| 1 .
dist(03.9) < [ ol AN+ )

J

|| 1
/ ey (L I ) ]
T

|2 1
= / ||1+—IC3|dZ|

J

De onde concluimos que

diStM(’yJ‘, 2) <

Além disso, a curvatura gaussiana x satisfaz

4lg'|?
121+ |g|?)*
4|20 g(z) + 2P0 gl (2) |2

|ty f(2) (L4 2100 gy (2)[2)

|5 (2)]

Observe que 1 < [1+g(2)[?|, i.e,
Dai,

e < 1 Como, f, §e g sdo limitadas 0 < |2 < r;.



48

4’213(10]')@( )+ 2B g (2
|y [ ()L + |21+ (2

)
)2)

o AP + ) ()
MG (1 + 420 (2 2y
LRIl + 12| ()2
FEPA+ 5 P!
o QP 4 o)

C3
_ é4|z|2+21(w]-)+25(wj)(1 + |Z|)2

= |28 (1 4 )2

_ 65’2‘2+2I(wj)+2,3(wj)’ (34)
nde |g(2)| < é, [§(2)| < ég e |f’>(z)| > ¢3 para |z| < rj, e & = 4dmax{éy, E}

Agora, seja p(z) a distancia geodésica de o € M até z. Note que por ,
p(z) < ‘Zl‘jﬁ, dai

2l < B
p
Portanto,
c
2] < — -
pI(wj)
Substituindo em . obtemos
k()] < ez [2T2H ) F28(w)
—r(2) < C4]3|2+21(wj)+2,3(wj)
k(z) > —c4|z|2+21(wj)+25(wj)
2421 (w;)+26(w;)
c
Z —Cy ?
p'D
_ Cg
p2+21tf${)

Dessa forma, obtemos
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Ce
1+B8(wj) 7

I(w
p (

0>r(z) > — para |z| < r;. (36)

5)

Tome ¢y > maz;{cs} e defina

e_inf{gle—B(wj

1<j§m} e K, =supl|kr(z)|.
I(w;)

p(p)

Seja uma cut off function k : [0,00) — [0,00) de classe C* tal que k(s) > |k(z)| para
todo p(p) < R, e k(s) = #% , para todo s > R,. Entao temos

/Ooosk(s)ds _ /ORosk(s)ds—l—/iosk(s)ds

Como aplicac¢ao temos o seguinte resultado imediato.

Corolario 5.2. Seja M uma superficie completa simplesmente conexa de um dos sequin-

tes tipos:

(a) minima imersa no R® com curvatura total finita.

(b) CMC-1 imersa no H? com curvatura total ou curvatura total dual finita.

Entao as unicas func¢oes harmonicas positivas em M sao as constantes. Além disso, se

M for Kdhler, entao nao existe fung¢ao holomorfa limitada nao constante.

Demonstracao. Primeiramente, temos que essas superficies possuem curvatura radial ne-
gativa, portanto, a fungao K : [0, 00) — [0, 00) definida pelo Teorema 2.5 ¢ identicamente
nula. Além disso, pelo Teorema 2 acima, basta aplicar o Teorema 2.5 de Greene-Wu, pois

tais superficies satisfazem o item (D) da do Lema 2.3. Assim, o resultado decorre do
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Teorema 2.5 de Greene-Wu. O

Observagao 5.2. Como toda superficie de Kdihler imersa em R3 é minima, o Coroldrio
(5.2) estd dizendo que em superficies de Kdhler simplesmente conexa com curvatura total

finita as unicas fungoes holomorfas limitadas sao as constantes, ou seja, vale um Teorema
tipo Liouwville.
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho demonstramos teoremas tipo Picard para superficies de Bryant
com curvatura total finita e superficies de Bryant algébricas imersas em H? e para CMC-1
faces do tipo finito com fins elipticos imersas no espaco de Sitter S?, respondendo assim,
de maneira definitiva, o problema de Osserman nesses casos.

Uma sequéncia para esse trabalho seria investigar o que acontece para os se-
guintes casos:

(i) Superficies CMC-1 com tipo topolégico finito, sem necessariamente possuir curva-
tura total finita.
(ii) Superficies CMC-1 imersas em H*.

Esperamos abordar tais problemas em trabalhos futuros.
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