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RESUMO

Nesta dissertacdo, estudamos a influéncia do sistema Aharonov-Bohm-Coulomb (ABC) na
dindmica quantica relativistica e ndo-relativistica do oscilador de Dirac (OD) e de uma particula
de Dirac com massa efetiva dependente da posicio (MEDP). Para obter as solu¢des de estado
ligado desses dois problemas, utilizamos os operadores projecao le ft-handed e right-handed.
Com respeito aos resultados do primeiro problema, verificamos que o spinor de Dirac € escrito
em termos das funcdes de Heun biconfluentes e o espectro de energia relativistico depende dos
parametros Z e ¢ que caracterizam o sistema ABC e da frequéncia ciclotron w. que carateriza
um campo magnético uniforme. Observamos que Z tem a fung¢do de aumentar os valores deste
espectro, enquanto ¢ tem a funcdo de diminuir. Em particular, notamos um efeito quantico
peculiar: as frequéncias angulares do OD sao quantizadas em termos dos nimeros quanticos.
Além dessas frequéncias serem quantidades reais e positivas, sdo linearmente proporcionais
a w. e aumentam quadraticamente com Z e as energias do sistema. Por consequéncia desse
resultado incomum, as energias do estado fundamental sdo maiores do que as do primeiro es-
tado excitado. Quando analisarmos o limite nao-relativistico desse primeiro problema, obtemos
a equacao do oscilador harmdnico quantico (OHQ) com um forte acoplamento spin-orbita na
presenca de um campo magnético uniforme e sob a influéncia do sistema ABC. Diferentemente
do OD, as frequéncias do OHQ aumentam linearmente com as energias. Agora, com respeito
aos resultados do segundo problema, verificamos que o spinor de Dirac € escrito em termos dos
polindmios de Laguerre generalizados e o espectro de energia relativistico depende de Z, ® e
do parametro ~ que caracteriza a MEDP. Observamos que ® e « tém a funcdo de aumentar os
valores deste espectro, enquanto Z tem a func¢ao de diminuir. Em especial, quando tomamos o
limite da massa constante (x — 0), os resultados do sistema ABC relativistico sdo recuperados.
No entanto, verificamos que mesmo na auséncia do sistema ABC (& = Z = 0), o espectro de
energia da particula livre com MEDP ainda permanece quantizado. Por outro lado, quando ana-
lisarmos o limite ndo-relativistico do nosso ultimo problema, obtemos a equagao de Schrodinger
(ES) para uma particula com MEDP sob a influéncia do sistema ABC, onde verificamos que
o espectro de energia de tal equacao se reduz ao espectro do sistema ABC nao-relativistico no
limite k — 0, enquanto para ® = Z = 0, se reduz ao espectro da particula livre com MEDP.

Palavras-chave: Sistema Aharonov-Bohm-Coulomb. Equacdo de Dirac. Oscilador de Di-
rac. Massa Efetiva Dependente da Posi¢ao.Operadores Projecdo le ft-handed e right-handed.



ABSTRACT

In this dissertation, we study the influence of the Aharonov-Bohm-Coulomb (ABC) system on
the relativistic and nonrelativistic quantum dynamics of the Dirac oscillator (DO) and of a Dirac
particle with position-dependent effective mass (PDEM). To obtain the bound-state solutions of
these two problems, we use the projection operators le ft-handed and right-handed. With res-
pect to the results of the first problem, we verified that Dirac spinor is written in terms of the
biconfluent Heun functions and the relativistic energy spectrum depends on the parameters 2
and ® which characterize the ABC system and of the cyclotron frequency w. which characteri-
zes a uniform magnetic field. We observed that Z has the function of increase the values of this
spectrum, while ® has the function of decrease. In particular, we note a peculiar quantum effect:
the angular frequencies of the OD are quantized in terms of quantum numbers. In addition to
these frequencies being real and positive quantities, are linearly proportional to w. and increase
quadratically with Z and the energies of the system. By consequence of this unusual result, the
energies of the ground state are greater of the that the of the first excited state. When we analyze
the nonrelativistic limit of this first problem, we obtain the equation of the quantum harmonic
oscillator (QHO) with a strong spin-orbit coupling in the presence of a uniform magnetic field
and under the influence of the ABC system. Unlike of the DO, the frequencies of the QHO
increase linearly with the energies. Now, with respect to the results of the second problem, we
verify that the Dirac spinor is written in terms of the generalized Laguerre polynomials and
the relativistic energy spectrum depends of Z, ® and of the parameter ~ that characterizes the
PDEM. We observed that ¢ and « have the function of increase the values of this spectrum,
while Z has the function of decrease. In special, when we take the constant mass limit (x — 0),
the results of the relativistic ABC system are recovered. However, we verified that even in the
absence of the ABC system (® = Z = 0), the energy spectrum of the free particle with MEDP
still remains quantized. On the other hand, when we analyze the nonrelativistic limit of our last
problem, we obtain the Schrodinger equation (SE) for a particle with PDEM under the influence
of the ABC system, where we verify that the energy spectrum of such an equation is reduced
to the spectrum of the nonrelativistic ABC system in the limit £ — 0, while for ® = Z = 0,
reduces to the spectrum of the free particle with MEDP.

Keywords: Aharonov-Bohm-Coulomb System. Dirac Equation. Dirac Oscillator. Position-
Dependent Effective Mass. Projection Operators le ft-handed and right-handed.
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1 INTRODUCAO

A descricdo dos fendomenos fisicos em altas energias requer de forma indispensavel
a utilizagcdo das duas principais teorias surgidas no inicio do século XX: a Teoria da Relatividade
Restrita (TRR) e a Mecanica Quantica (MQ). A unido desses dois pilares da fisica em uma
teoria consistente € chamada atualmente de Mecanica Quantica Relativistica (MQR). Em geral,
a MQR tem por objetivo estudar as solu¢des das equagcdes de onda para férmions (particulas
de spin semi-inteiro) e bosons (particulas de spin inteiro). As principais equacdes de onda
relativisticas conhecidas hoje em dia sdo: a equagdo de Klein-Gordon (EKG) (para particulas
de spin-0), equagdo de Dirac (ED) (para particulas massivas de spin-1/2), equacdo de Weyl
(EW) (para particulas nao massivas de spin-1/2), equagdes de Proca (EP) e Kemmer (EK) (para
particulas de spin-1) e a equacdo de Rarita-Schwinger (ERS) (para particulas de spin-3/2) [1].
Além da fisica de altas energias [2], a MQR também € aplicada na fisica de particulas [3],
quimica [4], fisica atdmica [5] e fisica da matéria condensada [5, 6].

No entanto, ¢ na ED, formulada em 1928 pelo fisico P. A. M. Dirac (prémio Nobel
de 1933), que podemos verificar o grande sucesso da MQR que continua até os dias atuais
[1, 2, 3, 5]. A ED pode descrever entidades elementares como elétrons, mdons, taus e quarks
livres, ou, até mesmo entidades compostas livres como prétons e néutrons [1, 2, 3]. Resumindo,
todos os férmions do modelo padriao conhecidos atualmente, com excecao provavelmente dos
neutrinos, sao férmions de Dirac. Outros pontos relevantes que merecem ser destacados € que
além da ED introduzir na literatura uma das simetrias mais importantes e belas da natureza, a
simetria Carga-Paridade-Tempo (CPT), consegue descrever naturalmente o spin, helicidade e
quiralidade dos elétrons, protons, néutrons, etc, assim como prevé que para cada uma dessas
particulas existem suas respectivas antiparticulas. Pouco tempo depois, em 1932, o fisico C.
D. Anderson (prémio Nobel de 1936) [7] descobriu a antiparticula do elétron: o antielétron, no
qual batizou de pésitron (depois foram descobertos do antimion, antipréton, antinéutron, etc).

Por outro lado, dentre as pesquisas mais recentes sobre a aplicabilidade pratica da
ED estd no estudo das propriedades fisicas do grafeno, no qual é um material bidimensional
(2D) composto de carbono (monocamada de grafite), possui a espessura de um atomo e uma
estrutura cristalina no formato geométrico hexagonal, semelhante a um favo de mel [8]. Na
realidade, a equacdo que descreve a dinamica planar do grafeno ¢ uma equagio tipo-Dirac
(ETD), ou, equacao tipo-Dirac-Weyl (ETDW), isso se deve pelo fato dos elétrons e buracos
que compdem as bandas de conducdo e valéncia ndo serem relativisticos € comportarem-se em
certas situacdes como particulas ndo massivas. Em 2010, os fisicos A. Geim e K. Novoselov

ganharam o prémio Nobel de Fisica por experi€ncias inovadoras sobre o grafeno [8].
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Em 1959, os fisicos Y. Aharonov e D. Bohm publicaram um artigo no qual de-
monstraram a influéncia e importancia dos potenciais eletromagnéticos na dinamica quantica
de particulas carregadas mesmo elas estando em regides onde os campos eletromagnéticos sao
nulos [9, 10]. Neste artigo, a fun¢do de onda da particula adquire uma fase quantica geométrica
proporcional ao potencial vetor A. Posteriormente, essa mudanca de fase foi observada em la-
boratorio através do fendmeno de interferéncia quantica [11]. Este fendmeno quantico peculiar
¢ chamado atualmente de efeito Aharonov-Bohm (AB). Além do potencial vetor do efeito AB, o
potencial escalar Ay também possui relevancia na literatura, principalmente quando usado para
calcular a energia potencial elétrica entre particulas carregadas (em dtomos, moléculas e fons)
[10]. Em especial, essa energia potencial € chamada de energia potencial de Coulomb, ou, sim-
plesmente de potencial de Coulomb. Considerando o caso bidimensional, o potencial de Cou-
lomb 2D ¢ de particular interesse em sistemas quanticos relativisticos [12] e ndo-relativisticos
[13]. Além deste potencial também ser aplicado em varios problemas associados ao grafeno
[14], surgiu num artigo sobre o movimento de elétrons em cristais altamente anisotropicos [15].

Entretanto, quando trabalhados em combinacgao, o potencial vetor do efeito AB e o
potencial de Coulomb (2D e 3D) modelam um importante sistema fisico que vem ganhando
notoriedade e foco de investigacdes ao longo dos anos, este sistema é o chamado sistema
Aharonov-Bohm-Coulomb (ABC) [16, 17, 18]. Por exemplo, considerando o sistema ABC go-
vernado pela equacdo de Schrodinger (ES) (equagdo de onda ndo-relativistica para particulas
de spin-0), tal sistema é estudado em problemas envolvendo espalhamento e estados liga-
dos [19], modelos moleculares [20], estados coerentes [18], peculiaridades espectroscdpicas
e polarizacdo dinamica [21]. Considerando agora o sistema ABC governado pela ED, assim
como pela ETD e ETDW, tal sistema € estudado em conexdo com as integrais de caminho de
Feynmann [22], espalhamento [23], criacdo espontanea de pares de férmions [24], polariza¢ao
do vécuo [25], monopolos magnéticos [17], impureza supercritica de Coulomb [26], anéis de
grafeno [27] e estados ligados virtuais [28].

Em 1989, os fisicos M. Moshinsky e A. Szczepaniak formularam a primeira versao
relativistica do oscilador harmoénico quantico (OHQ), no qual nomearam de oscilador de Dirac
(OD) [29]. Para configurar o OD, Moshinsky e Szczepaniak inseriram o seguinte acoplamento
ndo-minimo na ED: p — p — imowpfr, onde m, € a massa de repouso da particula, w > 0
¢ a frequéncia angular do oscilador e r € o vetor posicao [29]. Desde que foi proposto na li-
teratura, varios trabalhos sobre o OD foram e continuam sendo realizados em diferentes areas
da fisica, tal como em termodindamica [30], fisica-matematica [31], fisica nuclear [32], cromo-
dindmica quantica [29, 33], 6ptica quantica [34], supersimetria [31, 35] e fisica do grafeno [36].
Na Ref. [37], um acoplamento tipo-OD ¢ usado na ED e ETDW para modelar anéis quanticos

bidimensionais (relativisticos e ndo-relativisticos). Em particular, o OD também é estudado em
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outros contextos interessantes da fisica, tal como em transicdes de fase quantica [38], espagos
nao-comutativos [39], espacos-tempos curvos com e sem rotacdes geradas por cordas cosmicas
[40], cenario do comprimento minimo [41], etc. Recentemente, o OD foi verificado experimen-
talmente por J. A. Franco-Villafane et al [42]. Vale destacar que a versao relativistica do OHQ
nao é modelada unicamente pela ED, de fato, posteriormente foram formulados os osciladores
de Klein-Gordon (OKG) [43, 44] e de Duffin—-Kemmer—Petiau (ODKP) [45].

Em fisica do estado sélido, o modelo de massa efetiva (MME) surgiu inicialmente
com o proposito de estudar o comportamento de elétrons (ou impurezas) numa rede periddica
de um cristal semicondutor sujeito a um campo elétrico externo [46, 47]. Em fisica tedrica, o
MME ¢ muito eficiente porque permite reduzir um sistema de muitos corpos a de uma unica
particula [48, 49]. Porém, um caso especial de MME, a chamada massa efetiva dependente da
posicdo (MEDP), também ganhou grande atencdo devida sua utilidade prética no estudo das
propriedades fisicas de varias microestruturas da fisica da matéria condensada. Por exemplo,
em regime de baixas energias, a ES com MEDP ¢ aplicada no estudo de semicondutores [50],
pocos quanticos [51, 52], pontos quanticos [52, 53], fios quanticos [52, 54], liquidos quanticos
[55], moléculas diatbmicas [56], sistemas quanticos sujeito a oscilagdes harmonicas [57], etc.

Contudo, a principal dificuldade encontrada na ES com MEDP consiste no pro-
blema da ambiguidade de ordenamento no termo cinético, pois uma vez que a massa m(r)
passa a ser um operador, ndo comuta mais com o operador momento p = —:hV [58]. Por
outro lado, quando analisamos a dinamica da particula com MEDP através da ED, onde p e
m(r) aparecem na equacdo formando uma combinagio linear cujos coeficientes sdo as matrizes
de Dirac, implica automaticamente na eliminacdo do problema da ambiguidade. Por exemplo,
usando a ED e ETD com MEDP, € possivel estudar problemas envolvendo espalhamento [59],
interacdo de Coulomb [48, 60, 61], simetria de spin e pseudo-spin [62], simetria-PT [63], fisica
do estado sélido [64], poco quadrado infinito [65], principio da incerteza generalizado [66],
espaco-tempo conico [67], grafeno [68], etc. Recentemente, o OD generalizado com MEDP foi
estudado na presenca de um campo elétrico via método supersimétrico [69].

A presente dissertacdo tem como objetivo estudar a influéncia do sistema ABC na
dindmica quantica relativistica e ndo-relativistica do OD e de uma particula com MEDP. Para
solucionar exatamente esses dois problemas, utilizamos os operadores projecdo le ft-handed
e right-handed [70, 71]. Em particular, esses operadores possuem a finalidade de projetar o
spinor de Dirac nos seus respectivos spinores le ft-handed (“mao-esquerda”) e right-handed
(“mao-direita”). Inicialmente, esses operadores tiveram uso pratico como um método alterna-
tivo para determinar as solu¢des do atomo de hidrogénio relativistico. Com respeito a dimensi-
onalidade e ao sistema de coordenadas e unidades, trabalhamos no espaco-tempo de Minkowski

(2+1)-dimensional e adotamos o sistema de coordenadas polares e o sistema internacional (SI).
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Esta dissertacdo apresenta cinco capitulos e estd organizada como segue.

No capitulo 2, fizemos uma breve revisao sobre o formalismo da ED, assim como
um estudo aprofundado sobre as solucdes de estado ligado do sistema ABC para os casos re-
lativistico e ndo-relativistico. Em particular, aplicamos os operadores projecdo le ft-handed e
right-handed na ED e obtemos uma equacgao hipergeométrica confluente, consequentemente,
determinamos a partir desta equacgdo o spinor de Dirac e o espectro de energia para os estados
ligados da particula.

No capitulo 3, comecamos nossa discussdo com uma rapida introdug¢do sobre a
origem fisica do OD. Logo em seguida, fizemos uma investigacdo sobre a dindmica quantica
relativistica e ndo-relativistica do OD na presenca de um campo magnético uniforme e sob a
influéncia do sistema ABC. Através da aplicacdo dos operadores projecado le ft-handed e right-
handed no OD, obtemos uma equacao de Heun biconfluente. De posse desta equacdo, fomos
capazes de determinar explicitamente o spinor de Dirac, os niveis de energia e as frequéncias
angulares permitidas do OD para o estado fundamental e primeiro estado excitado. Em especial,

a maior parte desses resultados foram publicados no periddico Annals of Physics:
e R.R. S. Oliveira, R. V. Maluf, C. A. S. Almeida, Ann. Phys. 400, 1-8 (2019).

No capitulo 4, analisamos a dindmica quantica relativistica e nao-relativistica de
uma particula de Dirac com MEDP sob a influéncia do sistema ABC. Em seguinda, aplicamos
os operadores projecdo left-handed e right-handed na ED e obtemos uma equagao hiper-
geométrica confluente. Posteriormente, determinamos o spinor de Dirac e o espectro de energia
para os estados ligados da particula. Por ultimo, comparamos nossos resultados com o caso da

massa constante. Em particular, a maior parte desses resultados foram submetidos no Arxiv:

e R. R. S. Oliveira, A. A. Araujo Filho, R. V. Maluf, C. A. S. Almeida, The relativis-
tic Aharonov-Bohm-Coulomb system with position-dependent mass, arXiv: 1812.07756,
2018.

No capitulo 5, fizemos as conclusdes a respeito dos resultados de nossos dois pro-
blemas, assim como discutimos algumas perspectivas para futuros trabalhos baseados nesta
pesquisa. Por dltimo, finalizamos esta dissertacdo com um apéndice no qual aborda as prin-
cipais caractaristicas do efeito AB no contexto da MQ governada pela ES. Em particular, este
apéndice d4 énfase ao estudo das fun¢des de onda, do espectro de energia ndo-relativistico e da

fase quantica geométrica associadas a uma particula carregada sob a influéncia do efeito AB.
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2 O SISTEMA AHARONOV-BOHM-COULOMB

Neste capitulo, faremos uma rapida e sucinta revisao sobre o formalismo da ED.
Alguns topicos que serdo abordados sdo: a ED na forma diferencial e covariante, propriedades
das matrizes de Dirac, conceito de quiralidade e os trés principais “problemas” gerados pela
EKG e solucionados pela ED. Além disso, analisaremos posteriormente as solugdes de estado
ligado do sistema ABC para os casos relativistico e nao-relativistico. Para obter essas solucoes,
vamos aplicar os operadores projecdo le ft-handed e right-handed na ED, e logo em seguida,

determinaremos do spinor de Dirac e o espectro de energia do sistema.

2.1 A Equacao de Dirac

Em 1928, Dirac propds uma equacgao de onda relativistica que descreve com sucesso
a dindmica quantica de particulas massivas de spin-1/2. No SI e em coordenadas cartesianas, a

ED ¢ escrita originalmente como (forma diferencial) [1, 72]:

P UL @2.1)
ot
onde
2 0
Hp =co-p+ fmoc® = ihcz a;0; + Bmyc?, (& = 89&) , (2.2)
i=1

sendo Hp o Hamiltoniano de Dirac para uma particula livre de massa de repouso m,, 0s coe-
ficientes « e [ sdo as matrizes de Dirac, ¢ é a velocidade da luz no vacuo, i € a constante de
Planck reduzida (h = h/2m) e ¥(r,t) é o spinor de Dirac de duas componentes, no qual é ex-
presso por uma matriz coluna de dois elementos. Como estamos trabalhando no espago-tempo
de Minkowski (2 + 1)-dimensional, as matrizes « e [ sdo escritas diretamente em termos das
matrizes de spin de Pauli, ou seja, « = o ¢ = o3 [73]. Dessa forma, implica que as matrizes
de Dirac obedecem a uma algebra semelhante ao das matrizes de Pauli. De modo geral, as

matrizes de Dirac satisfazem as seguintes propriedades [1, 2, 3, 5]:

{OZZ', OZj} = Oéi&j + OéjOlZ' = 261']']%(2, (Z,] = 1, 2), (23)
{aia 6} = ai/B + Bai = 07 (24)
of = a;, BT =5, 2.5)

af = 3% = Ihyo, (2.6)
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onde {, } é o anticomutador, §;; é tensor métrico do espago euclidiano (delta de Kronecker),
I5«5 € a matriz identidade de ordem 2 e os indices ¢, 5 = 1,2 referem-se aos eixos x € v,
respectivamente. E importante destacar também que as matrizes de Pauli (ou Dirac) satisfazem
a propriedade: 0,0; = i€;;,0 + 05 (4, 7,k = 1,2, 3), onde €;;;, € o simbolo de Levi-Civita [74].

Vemos que além da ED possuir derivadas de primeira ordem no tempo e no espaco,
colocando assim tempo e espaco em pé de igualdade na MQR (o que ndo acontece na EKG),
esta escrita numa forma elementar tipo-ES. Alias, diferentemente do procedimento feito pelos
fisicos O. Klein e W. Gordon para obter uma equacdo de onda relativistica, no qual apenas
substituiram os operadores momento p = —:hV e energia E = ih0/0t na seguinte relagdo
energia-momento (relagdo de dispersio relativistica): E? = p*c? + (mgc?)?, Dirac partiu de um
Hamiltoniano linear em pc e moc?. Porém, € apenas uma questdo de pequeno trabalho algébrico
mostrar que elevando Hp ao quadrado, dado em (2.2), obtém-se a relagdo energia-momento, €
claro, se e somente se as propriedades (2.3), (2.4), (2.5) e (2.6) forem satisfeitas [1, 75].

Por outro lado, a ED pode ser escrita numa forma mais compacta do ponto de vista
relativistico, ou seja, numa forma covariante (forma tensorial). Em geral, isso € feito através de
uma definicdo adequada para as novas matrizes de Dirac. Em especial, essas novas matrizes sao
chamadas de matrizes gama e sdo definidas como: 7° = e’ = fa’ (i = 1,2). Desse modo,

por meio de uma pequena manipulagdo algébrica, a Eq. (2.1) passa a ser reescrita como [1]:
(Y*Pu — moc)¥(r,t) =0, (n=0,1,2), 2.7

onde p,, = ihd,, = thd/Jz" é o operador momento tridimensional e as matrizes y* satisfazem a
seguinte relagdo de anticomutagdo da algebra de Clifford: {~v*,v"} = vH 4" +4Yy# = 2" 159,
sendo g"” = g, =diag(1, —1, —1) o tensor métrico do espago-tempo de Minkowski. Diferen-
temente do Hamiltoniano (2.2), omitimos o simbolo do somatdério em (2.7), neste caso, usamos
a convengdo de soma de Einstein. Além disso, a ED covariante tem a vantagem de satisfazer
as invariancias de Lorentz, CPT e gauge (calibre) de forma mais rdpida e explicita do que na
forma diferencial dadaem (2.1) [1, 5, 74]. Contudo, em virtude da assinatura do tensor métrico,

temos as seguintes relacoes entre os tensores contravariantes € covariantes:

Y =g"7 =", Y%=9u7 = (0, —7), (2.8)
' =g, = (ct,r), x, = gur” = (ct,—1) (2.9

E E
P =g"p, = (C, p) , Du = Gup’ = <c, —p) : (2.10)

Com respeito as novas matrizes de Dirac, as matrizes 7' também devem satisfazer:

(V)Y = Lxa, (V)T == (V)2 = —lax2, 7' = -, (i=12). (2.11)
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Na literatura, existe outra matriz gama que € de particular interesse em alguns pro-
blemas de MQR, em especifico, associada a quiralidade das particulas. De acordo com as Refs.
[1, 70], essa matriz é simbolizada por +° ¢ é normalmente chamada de operador quiralidade.
Por exemplo, em (3 + 1)-dimensdes, 7 € definida em termos das outras quatro matrizes gama

na forma 7° = i%y1~%+3. Além disso, 7° deve satisfazer as seguintes propriedades [1]:

Y =7 {157 =0, W =15 (15)%=Lxs, (1=0,1,2,3). (2.12)

Agora, com relagio ao espaco-tempo de Minkowski (2+1)-dimensional, o operador
quiralidade é definido como v5 = o3 [70, 76]. Do ponto de vista fisico, a quiralidade € uma
propriedade extremamente sutil de ser definida, exceto para o caso de férmions sem massa
(mo = 0), onde quiralidade e helicidade sdo equivalentes [1, 73]. Nesse caso, a quiralidade é
definida como sendo a projecao do spin da particula na dire¢do do momento (ou movimento).
No entanto, para o caso de férmions massivos, a quiralidade s6 faz sentido ser definida no
regime ultra-relativistico onde a massa das particulas torna-se insignificante (£ = pc > moc?)
[77, 8]. Consequentente, somente nesse regime que o spinores le ft-handed e right-handed
correspondem a helicidade negativa (spin down) e positiva (spin up), respectivamente [78, 77].

Antes de finalizarmos esta secdo, falaremos agora de maneira sucinta como a ED
solucionou os trés principais “problemas” gerados pela EKG. Antes de tudo, a primeira ten-
tativa de unir MQ com a TRR foi feita por Klein e Gordon, em 1927, no qual se mostrou
“problemdtica”. Entdo, incluindo a interacao eletromagnética, as solucdes da ED estavam de
acordo com o espectro de energia do dtomo de hidrogénio relativistico e ndo-relativistico [1, 75].
Em segundo lugar, tanto a ED quanto a EKG admitiam estados de energia negativa (£ < 0),
contudo, foi Dirac o primeiro a interpretar corretamente esses estados (“mar de Dirac”), no
qual levou posteriormente a previsao das antiparticulas (“particulas com £ < 07). Na verdade,
nao faz sentido algum falar de particulas com energia negativa, mas sim, de antiparticulas com
energia positiva (£ > 0) [75]. Por dltimo, a equagdo de continuidade gerada a partir da ED
apresentava uma densidade de probabilidade definida positiva, implicando com isso uma per-
feita harmonia com um dos postulados da MQ [75]. Em particular, esta equacdo de continuidade

¢ dada como segue [1, 75]:
0
ot
onde o = UIW = 2  W:W; > 0 ¢ a densidade de probabilidade e J = c¥Ta¥ é o vetor

densidade de corrente de probabilidade. Vale a pena mencionar que esses trés problemas sao

+V.-J=0, (2.13)

todos aparentes, na realidade, ndo se sabia na época que a EKG era apropriada somente para
descrever particulas de spin-0. A titulo de ilustracdo, a primeira particula de spin-0: o pion, s6

foi descoberto em 1947, numa equipe no qual participava o fisico brasileiro Cesar Lattes [75].
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2.2 O sistema Aharonov-Bohm-Coulomb relativistico

A ED covariante que governa a dindmica quantica relativistica de uma particula
eletricamente carregada na presenca de um campo eletromagnético € escrita via acoplamento

minimo na seguinte forma [1, 79]:
(Y11, — mee)¥(r,t) =0, (p=0,1,2), (2.14)

onde I, = p, — qA,, é o operador momento cinético, ¢ € a carga elétrica da particula de Dirac,
A, = guA” = (Ay/c,—A) é o campo eletromagnético externo e A e A sdo os potenciais
escalar e vetor, respectivamente.

Para prosseguir em diante, apresentaremos agora os seguintes operadores projecao
le ft-handed e right-handed [70, 71, 78]:

1
Prr= §(I2><2:F’75)7 (v° = o1), (2.15)

no qual satisfazem as propriedades
PiR =Prr, {Prr, Prr} =0, PL+ Pr= I, Prry"=7"PgL. (2.16)
Entdo, aplicando os operadores P, p na Eq. (2.14), obtemos:
YIL YR (v, t) = moc¥ g(r,t), (Vg o(r,t) # VY R(r,t)), (2.17)

onde Uy (r,t) = PLVU(r,t) e Vg(r,t) = Pr¥(r,t) sdo os spinores left-handed e righ-
handed, respectivamente. Vemos na Eq. (2.17) que o operador y*II,, converte o spinor “destro”
no spinor “canhoto”, e vice-versa. Portanto, usando a Eq. (2.17) e definindo o spinor de Dirac

como uma superposi¢do de Wy (r,t) e Vg(r,t), ou seja, V(r,t) = VU (r,t) + Vg(r,t), temos:

1
‘IJ(I’7 t) = mi(ﬁ(’y’unu + mgc)\IJR,L(r, t) (218)

Assim sendo, obtemos a partir de (2.18) e (2.14) uma ED quadratica para U 1,(r, )
na forma [5, 71, 80]:
(1L, — moe) (Y11, + moc)W g, (r,t) =0, (1 =0,1,2), (2.19)
ou ainda
(v°Tly — 7 - IT — moc) (7" Ty — 7 - IT + moc) ¥ 1 (r,t) = 0, (2.20)

onde '
11, = ( - ) T =(p—gA) @21)



19

br(r,t) = ( pr(r?) ) L n(r,t) = ( Pur;?) ) . (2.22)

x+(r, ) Xy (r,t)

Vale a pena destacar que no caso onde ¢ = 0, a Eq. (2.20) é reduzida a EKG [1].
Neste caso, vemos que a ED quadratica ressulta na EKG, em outras palavras, a ED (equagao
mais restritiva) € a raiz quadrada da EKG (equagd@o menos restritiva) [31, 71]. Contudo, essa
afirmacdo s6 € veridica no caso da ED livre (sem interacdes). Por outro lado, fazendo uma
analogia com o caso (3 + 1)-dimensional, no qual o spinor de Dirac de quatro componentes
acomoda os dois estados de spin para a particula e a antiparticula, podemos interpretar ¢4 (r, )
e x+(r,t) como sendo as componentes associadas a uma particula e antiparticula com spin up e
@, (r,t) e x,(r,t) como sendo as componentes associadas a uma particula e antiparticula com
spin down, respectivamente [1, 5, 75].

Adotando agora o sistema de coordenadas polares (p, 6,t) onde o tensor métrico

g™ é escrito na forma g"“=diag(1, —1, —p?) [81], temos:

(. 0 .10
p(p,0) = —ih <€pap + 69p89> ; (P =2 +y* >0, 0<60< 27T> : (2.23)
A(p,0) = Agéy, (2.24)
sendo ¢, = cosflé, +sinfé, e ¢, = —sinbe, + cosfé, os vetores unitdrios polares, p € a

coordenada radial e 6§ é o angulo polar. Aqui, estamos assumindo explicitamente que a com-
ponente radial do potencial vetor é nula (A, = 0). Entdo, usando as relagdes (2.23) e (2.24) e

considerando apenas o spinor right-handed, a Eq. (2.20) torna-se:
A" ATUR(p,0,t) =0, (2.25)

onde os operadores AT sdo definidos na forma:

AT = |40 tho Vi) + AP ihﬁ + of @2—1—(1149 F moc|, (2.26)
c ot c dp p

com
0_ p_ N 2 0 _ P 2
v =8, Y =7v-€,=7 cosl +7sinl, 7" =v-€ = —7y sind + " cosb, (2.27)

sendo V' (p) = qAp o potencial de Coulomb 2D.

Vemos que as matrizes rotacionadas +* e v? em (2.26) dificulta a nossa busca pelas
solucoes exatas da Eq. (2.25). Contudo, podemos contornar esse problema através de uma
transformagdo de similaridade dada por um operador unitdrio U(f) = e~*3%/2, onde U ()
rotaciona os eixos coordenados cartesianos em torno do eixo-z por um angulo ¢ [81, 74]. Para

ser especifico, este operador unitrio tem a fun¢ao de transformar as matrizes rotacionadas nas
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matrizes de fixas (no plano cartesiano) na seguinte forma [81]:
U Y0y U(0) =+, U HO)HU®B) =2 (2.28)

Portanto, usando as relagdes (2.28) e o fato de que v = (v',7?) = (=1, —72)s

sendo v, = 0301, V2 = 0303 € 7° = vy = 03 [1, 81], podemos reescrever a Eq. (2.25) como:
B~ B%Ygr(p,0,t) =0, (2.29)
onde

B:F

ih 0 V(p) 0 4 th 0 hos
[03<68t . >—|—02<hap>+wl<pae+q/lg+ 2p)$moc], (2.30)

Vr(p, 0,t) = U (0)Vr(p,0,t), (2.31)

sendo Yg(p, 0,t) e Vg(t, p,0) os spinores do sistema rotacionado e cartesiano fixo, respectiva-
mente. Em particular, esses dois spinores satisfazem as seguintes condi¢des de periodicidade:
Ur(p, 0 +2m,t) = Ugr(p,0,t) e Yr(p,0 + 2m,t) = —Pr(p,0,t) [81].

Vamos agora considerar as configuracdes dos potenciais que caracterizam o sistema
ABC, ou seja, do potencial vetor do efeito AB e do potencial de Coulomb 2D. Explicitamente,

essas configuracdes sao dadas na seguinte forma [9, 10, 12, 74]:

o
A(p,0) = Agég = —¢9, (P >0 2.32
(p7 ) 0€0 27Tp€97 ( > )7 ( )
V(o) = aalp) = —22, (g = = (2.33)
= =— - =—e .
P qAap\p 471'60 pa q )
onde ® = ma’B é o fluxo magnético dentro de um solenéide impenetrdvel extremamente

longo de comprimento L e raio a (a < L) e carregado uniformemente com uma carga total
@ = Ze, sendo B a intensidade do campo magnético uniforme dentro do solendide, Z é o
nimero atdmico e e > 0 € a carga elétrica elementar. Em particular, podemos considerar o
sistema ABC como sendo um sistema no qual uma particula (elétron) “orbita” em torno de um
solendide carregado (Ver Apéndice A), e ndo como sendo um 4tomo tipo-hidrogénio com Z
prétons submetido a um fluxo magnético ®, pois uma vez que a regido dentro do solendide
€ inacessivel, tal nicleo atdmico € inexistente. Porém, para & = 0, temos agora um atomo
tipo-hidrogénio com Z prétons no nucleo, ou, o dtomo de hidrogénio (Z = 1). Além disso, €
oportuno mencionar que um solendide com as caracteristicas mostradas aqui gera um potencial
escalar dado por Ay = Ze/4meyp para p > L [79], consequentemente, obtemos a partir disso
um potencial de Coulomb dado por (2.33).

Assim, usando as configuracdes (2.32) e (2.33), transformamos a Eq. (2.29) na
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seguinte equacgao diferencial linear homogénea de segunda ordem:

0? 10 1 /(T2 T 1 A
o g e i 1) O =0 e

onde os operadores I'2, ', A e © sdo definidos como segue:

2 L.+h2) — (Zah)? 0
I? = [(Lz—i—hq)) - (Zah)Q] = ( - (I’(’) (Zah) 2
D 0 (L. +h)” = (Zah)?
(2.35)
L. +h —iZah
r= [(Lz+n¢> 73— iZahon| = (L + ha) e L @36
g —iZah = (L. +hqg)
_ (2iZa D (19 mdc?

A:< : 8t>’@:<028t2+ h2>, (2.37)

sendo o = €2 /4meghic = 1/137 a constante de estrutura fina, ®y = h/e é o quantum de fluxo
magnético e L, = —ihd/00 é a projecdo do operador momento angular orbital L no eixo-z.

Assumindo o seguinte ansatz para o spinor de Dirac [1, 81]:

eilmo—Et/h) [ ¢+ (p)
" V2T \ ¢ (p)
a Eq. (2.34) fica compactada na forma:
& ~v(y—s) po  E*—mic
— - 2= U a(p)=0 ==+1 2.39
|flp2 pg + ) + 7-1202 ¢ (p> ) (5 )7 ( )
onde
D\ 2ZaE
= J— J— 2 =
Y= J (e + %) (Za) >0, =02, (2.40)

sendo ¢°(p) fungdes radiais reais, m; = £1/2,+3/2,45/2, ... é o nimero quantico magnético
orbital e a quatidade E € a energia total relativistica da particula, no qual descreve a evolugao
temporal do estados estacionarios do sistema [1, 10]. Vale a pena ressaltar que o nimero

quantico v surge devido as seguintes equacgdes de autovalores:

szR(pa 97 t) = h272wR<pa H,t), FiﬂR(P, 97 t) = Sh7¢R(p> 97t)7 (S = il) (241)

Contudo, vale a pena também ressaltar que elevando o operador I' em (2.36) ao
quadrado, obtemos justamente (2.35). Caso contrario, provavelmente dificultaria em muito a
nossa busca pelas solugdes exatas do sistema ABC.

Para resolver a Eq. (2.39), vamos introduzir agora uma nova varidvel adimensional
dada por z = 2np, onde n = /m3c* — E?/hc, sendo moc® > E (condigdo para a existéncia de

estados ligados relativisticos) [1, 10, 12]. Assim, fazendo uma mudancga de varidvel na equagdo
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radial (2.39), obtemos:

&  y(y—s) 2 1

el AN N A — 2.42
dz? 22 + z 4 #"(2) =0, (2.42)
onde
= (2.43)
2n

De acordo com as Refs. [1, 10], um procedimento normalmente usado para se de-
terminar a solugdes analiticas (ou exatas) de uma dada equagao diferencial consiste em analisar
comportamento assintotico da equagdo para z — 0 e 2 — 0o. Sendo assim, quando z — 0, a

Eq. (2.42) fica escrita como:

Lf; - 7(12— s)] ¢*(2) = 0, (2.44)

cuja solugdo geral € na forma:
¢t (2) = 127 + 27T (s = +1), (2.45)
¢ (2) = 3277 + 2T, (s =—1), (2.46)

onde ¢y, ¢, c3 € ¢4 SA0 constantes arbitrarias. Agora, quando z — oo, a Eq. (2.42) fica escrita

como: ,
d 1
[M — 4] ¢°(2) =0, (2.47)
cuja solugdo geral é na forma:
¢*(2) = cze*/? + cge /2, (2.48)

onde cx e cg sdo constantes arbitrarias.
Porém, como v > 0 [12, 23, 24] e ¢*(z) deve satistazer as seguintes condi¢des de

contorno para ser uma solucdo fisicamente aceitdvel (solu¢dao normalizavel):
¢°(z—0)=0, ¢°(z = o0) =0, (2.49)

implica automaticamente em c; = c3 = ¢5 = (. Sendo assim, uma solu¢dao admissivel para a

Eq. (2.42) toma a seguinte forma assintotica:
¢ (2) = C2TU=9)/2e=22 B3 () (2.50)

onde C* sdo constantes de normalizagdo e R°(z) sdo fun¢des desconhecidas a serem determi-
nadas. Vale mencionar que a primeira condi¢do de contorno em (2.49) implica que na origem

o spinor de Dirac também € nulo, portanto, a particula ndo existe nessa regidao. Em particular,
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essa situacdo estd de total acordo com o fato do solendide do sistema ABC ser impenetravel.
Substituindo agora a funcao (2.50) na Eq. (2.42), obtemos uma equagao diferencial

para R°(z) na forma:

d? d
‘s + (b° — z)% - as] R*(z) =0, (2.51)
onde
V¥=2y+1—-3), o’ = <b25 — zo> : (2.52)

Nao € dificil notar que a Eq. (2.51) tem a forma de uma equagao hipergeométrica
confluente, cuja solucdo € escrita em termos das fungdes hipergeométricas confluentes do pri-
meiro tipo 1 F(a®, b°, z) e segundo tipo U (a®, b°, z) [82, 83]. Entretanto, como b° > 1, implica
que a solugdo U(a®, b®, z) deve ser rejeitada por ser irregular na origem [82]. Além disso, como
¢°(z) deve ser uma solugdo normalizdvel, implica que a fun¢do | F(a®, b*, z) deve ser um po-
lindmio de grau /V, consequentemente, o parametro a® deve ser igual a um inteiro nao positivo,
ou seja, a®* = —N,onde N = 0,1,2,.... Dessa forma, usando essa imposicao e as expressoes
(2.52), (2.43) e (2.40), obtemos o seguinte espectro discreto de energia de uma particula de
Dirac sob a influéncia do sistema ABC [23, 24]:

~1/2
VA 2
By = +moc® |1+ (Za) o (2.53)
2
ln — |ml| — % —|— \/(ml —|— %) — (Za)2‘|
onden = N + |my| + 1/2 = 1,2,3,... é o famoso nimero quéntico principal. Vemos que

do espectro de energia (2.53) depende explicitamente dos parametros Z e ¢ que caracterizam o
sistema ABC. Mais importante que isso, as energias da particula dependem claramente da inten-
sidade do campo magnético B no interior do solendide, mesmo a particula estando numa regiao
onde B = (. Por outro lado, o sinal negativo no espectro de energia (2.53) foi excluido porque
para um solendide carregado positivamente (Za > 0), os estados de energia negativa (£ < 0)
ndo satisfazem a seguinte condigdo: zp = N + b*/2 > 0 (condi¢do de quantizagdo). Dessa
forma, usamos o parametro s com o sinal positivo (s = +1), no qual estd associado ao estado
da particula. Diante disso, implica que somente particulas com energia positiva podem intera-
gir com o sistema ABC. Com respeito 2 maxima energia permitida para a particula: a energia
de repouso Ey = +mqc?, no qual corresponde ao limite do continuo ou cldssico do espectro
de energia (2.53), € obtida quando temos um fluxo magnético intenso (P — oo), auséncia do
campo de Coulomb (Z = 0) ou nimeros quanticos muito grandes (n, m; — oo) (Principio da
correspondéncia de Bohr). Vemos a partir disso que o fluxo magnético e os nimeros quanticos

tem como fun¢do aumentar os valores das energias do sistema. Além disso, a medida que Z
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aumenta, fazendo com que o termo (Z«/) se aproxima cada vez mais de (m;+®/®;), os valores
do espectro de energia diminuem substancialmente.

Comparando o espectro de energia (2.53) com a literatura, vemos que na auséncia
do efeito AB (® = 0), obtemos o espectro de energia de uma particula interagindo com o
campo de Coulomb, ou, do d&tomo de hidrogénio relativistico 2D (Z = 1) [12]. No entanto, na
auséncia do campo de Coulomb (Z = 0), mesmo existindo o efeito AB (® # 0), ndo temos
mais um espectro discreto de energia, mais sim a energia de repouso da particula. Este resultado
surge devido a coordenada radial do nosso problema ser varidvel (p=var.), caso tivessémos um
raio constante (p=const.), teriamos um espectro discreto mesmo para Z = 0 (Ver apéndice
A). Verificamos também que o espectro de energia (2.53) com ¢ = 0 € idéntico ao espectro de
energia do atomo pidnico 3D obtido pela EKG [1]. Agora, fazendo uma comparagdo com o caso
do dtomo de hidrogénio relativistico 3D, verificamos que além de ambos os espectros de energia
serem semelhantes, os valores das energias para o caso 3D sao ligeiramente maiores do que para
o caso 2D. De fato, isso acontece porque diferentemente de m,;, o segundo nimero quantico no
caso 3D € um inteiro, isto €, Kk = +1,£2,£3, ..., sendo K chamado de nimero quantico spin-
orbita [1, 60]. Além disso, verificamos que por consequéncia do fluxo magnético ¢ em (2.40),
o numero atomico Z presente em < admite valores maiores do que no caso 3D (Z > 137).
Por exemplo, considerando m; > 0 e ® = ®y/2, o espectro de energia (2.53) fica exatamento
idéntico ao do caso 3D. Por outro lado, quando temos (Z«) > (m;+®/®,) (campo de Coulomb
forte), as energias em (2.53) tornam-se imagindrias e o Hamiltoniano de Dirac torna-se anti-
Hermitiano, semelhante ao caso 3D [1]. De acordo com as Refs. [1, 85], este estranho ressultado
¢ chamado de colapso do vacuo ou problema supercritico de Coulomb. Entdo, para que o
Hamiltoniano de Dirac seja Hermitiano e o espectro de energia seja real, € obrigatorio que os
pardmetros Z« satisfagam a condigdo: (Za) < (m; + ®/®;). Embora a condi¢do (Za) =
(my + ®/®Py) também implica em energias reais, ndo admitimos esta possibilidade, uma vez
que isso ressulta em £ = 0 paran = 1 e |my| = 1/2, ou seja, a particula ndo possui energia
alguma no estado fundamental (estado de menor energia), o que € fisicamente um absurdo, ja
que a energia do estado fundamental nao pode ser zero [1, 10].

Antes de finalizarmos esta se¢ao com a forma geral do spinor de Dirac de duas
componentes para os estados ligados do sistema, faremos agora uma discussao sobre o espectro
de energia (2.53). Nosso objetivo com essa discussdo € analisar a influéncia de Z e ® nos
niveis de energia da particula. Na Tabela 1, encontram-se os valores das energias para o estado
fundamental (n = 1) e primeiro estado excitado (n = 2) com cinco valores de Z, onde tomamos
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Tabela 1: Energias relativisticas do sistema ABC para o estado fundamental e primeiro estado

excitado.
Z  Eyypimec®  Eyyptimec®  EFT/moc E5Tfy/moc?
I 0.9999881600 0.9999957376 0.9998934356 0.9999881595
2 0.9999526394 0.9999829500 0.9995736744 0.9999526305
3 .0.9998934356 0.9999616362 0.9990405115 0.9998933901
4 0.9998105444 0.9999317940 0.9982936051 0.9998104005
5 0.9997039598 0.9998934205 0.9973324750 0.9997036084

Como podemos observar a partir da Tabela 1, além das energias do primeiro estado
excitado serem maiores do que as do estado fundamental, ambas diminuem de valores a medida
que Z aumenta. Vemos ainda que o fluxo magnético ® tem a funcao de aumentar os valores das
energias (como deve ser). A titulo de informagao, a influéncia de ® € de tal ponto que as energias
do estado fundamental com ® = @, sdo ligeiramente maiores do que as do primeiro estado
excitado com ® = 0. Em particular, verificamos que o valor maximo de Z (com m; = 1/2)
para que as energias ndo tornam-se imagindrias € de Z = 205 para o caso ¢ = &y e Z = 68
para ® = 0.

Daqui por diante, vamos dedicar nossa aten¢@o na forma original do spinor de Dirac
para os estados ligados do sistema. Entdo, através dos operadores (2.26) e da relagdo (2.31), o
spinor (2.18) fica escrito na forma:

U(p,6,1) = —— ATU(O)br(p.6.1).

mocC

(2.54)

ou melhor
U(p,0,1) = ——UOW(O)A*U(0)da(p,6,1).

mopcC

(2.55)

Obviamente, o spinor (2.55) € reescrito em termos dos operadores (2.30) como:

1

0
Substituindo a varidvel z = 2np nas fun¢des radiais (2.45) e expressando por con-
veniéncia as fungdes hipergeométricas confluentes do primeiro tipo em termos dos polindmios

de Laguerre generalizados [5, 82, 83], temos:

l/)R(,O 0 t) _ 6i(m19—Et/h) D+p’y_1/2e_an?\’fy_l(277p> (257)
o D=2 L 2mp) )
onde s
C5(2n) —s
ps = &) L (s =+1). (2.58)

V271
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Portanto, substituindo as configuracdes (2.32), (2.33) e o spinor (2.57) em (2.56),

obtemos explicitamente a forma geral do spinor de Dirac:

eilm=1/20=Bt/R [ p (o) 4G (p
Wrm(p,0:8) = | B | _( ) » (v)] : (2.59)
ellmetl/DO=EUR[F=(p) —iG* (p)]
onde
E | Zoh
P“@)Elfﬁ””%fWL?ﬂ(%m)ls< a>+ ] (2.60)
moc \ ¢ p
hDs* . ms———7+sq> )
G*(p) = ——p /e | LY~ (2np) (n-+ S )) Ly~ (2np)]
mocC
(2.61)

Deve-se observar aqui que nosso spinor de Dirac incorpora simultaneamente os
valores positivos e negativos do nimero quantico m;, 0 que ndo acontece, por exemplo, na Ref.
[81]. Do ponto de vista pritico, uma das vantagens de termos um spinor com essa caracteristica
¢ a possibilidade de calcular os observaveis fisicos associados a particula de forma mais rapida

e direta do que se tivéssemos dois spinores, um para cada valor de m;.
2.3 O sistema Aharonov-Bohm-Coulomb nao-relativistico

Nesta secdo, vamos fazer uma discussdo sobre o limite ndo-relativistico de nossos
resultados, em especial, da Eq. (2.39) e do espectro de energia (2.53). De acordo com a litera-
tura [1], esse limite € obtido considerando que a maior parte da energia total do sistema esteja
concentrada na energia de repouso da particula, ou seja, £ = ¢ + mgc?, onde € é o espectro
de energia ndo-relativistico para os estados ligados e satisfaz a condicdo ¢ < mgc®. Além
disso, para uma descricao mais completa, também temos que assumir um campo de Coulomb
fraco que satisfaz a condigdo |qgAy| < moc® ou Za < 1 (Z < 137) [1]. Entdo, aplicando
essas informacdes na Eq. (2.39), obtemos a seguinte ES para uma particula sob a influéncia do
sistema ABC [19]:

2@ 1d (mrE) zen

“omo \dp? T pdp T(p) =ef? 2.62
2m0 dp2 +pdp p2 47T€0p f (p) Ef (p)a ( )

ondem =m; —1/2=0,£1,%2,...e f"(p) = ¢*(p)/\/p- Neste caso, usamos o pardmetro
s com o sinal positivo (s = +1), no qual representa o estado da particula (com spin up). Além
disso, vemos que na auséncia do efeito AB (® = 0), obtemos a ES para uma particula intera-
gindo com o campo de Coulomb, ou, para o atomo de hidrogénio 2D (Z = 1) [13]. Por outro
lado, na auséncia do potencial de Coulomb (Z = 0), obtemos a ES na presenca do efeito AB

(neste caso, podemos estudar o espalhamento AB nao-relativistico) [84].
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Para analisarmos o limite ndo-relativistico do espectro de energia (2.53), devemos
utilizar uma expansio em série de Taylor centrada na origem. Entdo, definindo z = (Za)? na

expressao (2.53), podemos escrever o espectro de energia nao-relativistico como segue:

e(z) = moc® f(x) — moc?, (2.63)
onde
~1/2
x
flz)= 1|1+ 5 (2.64)
2
[n—]ml\—;—i—\/(ml—l—;) —w]
Expandindo f(z) em uma série de Taylor de primeira ordem, obtemos:
f(@) = f(0) + f(0)z, (2.65)
ou melhor:
-~ 1 x
J) =1 -y, (2.66)
(=19
onde Q = |my| — |m; + q%| ¢ um termo chamado de “defeito quéntico” ou corre¢do de Rydberg
[19].

Portanto, substituindo (2.66) em (2.63), obtemos explicitamente o seguinte espectro

de energia de uma particula sob a influéncia do sistema ABC [19, 24]:

7%
gnvml = - c 29 (2.67)
1
(n-3-0)
onde
1
£ = §moc2a2 = 13.6 eV. (2.68)

O sinal negativo em (2.67) significa que quanto maiores os valores dos nimeros
quanticos n e m;, maior serd a energia total da particula (andlogo ao caso relativistico). Em par-
ticular, esse espectro de energia fornece as chamadas energias de ligacdo da particula, ou seja,
as energias necessdrias para que a particula fique confinada (“orbitando”) ao redor do solendide.
De acordo com a literatura, os valores absolutos dessas energias, dado por |, |, s80 chama-
das de energias de ionizacdo da particula, ou seja, as energias necessarias para ionizar o sistema
(tornar a particula livre) [1, 10]. Com respeito ao nimero atdmico Z, vemos explicitamente que
os valores das energias de ionizacdo aumentam a medida que Z aumenta, como deveria. Além
disso, vemos que para m; > 0, temos Q = $y/Py, ou seja, o espectro de energia (2.67) ndo
depende do nimero quantico m;. Por outro lado, para m; < 0, temos @) # ®/®,, logo, neste

caso o espectro de energia depende de m;. Quanto ao limite do continuo (classico) onde € — 0,
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¢ obtido quando temos um fluxo magnétivo intenso (® — o0), auséncia do campo de Coulomb
(Z = 0) ou nimeros quanticos muito grandes (n, m; — o0). Vale ressaltar que nesse limite a
particula é livre e os niveis de energia do sistema ficam suficientemente proximos um do outro.
Agora, comparando o espectro de energia (2.67) com a literatura, vemos que na auséncia do
efeito AB (® = 0), obtemos o espectro de energia (férmula de Bohr) de uma particula intera-
gindo com o campo de Coulomb, ou, do d&tomo de hidrogénio 2D (Z = 1) [13]. Por tltimo e
nao menos importante, fazendon = 1, m; > 0 e Z = 137 em (2.67), obtemos |e;| = 0.113
MeV, ou seja, a energia do estado fundamental ¢ da mesma ordem de grandeza que a energia de
repouso da particula (£ = 0.511 MeV), logo, podemos dizer que a condicdo Z < 137 € uma
condicdo mais do que suficiente para que o espectro de energia (2.67) seja ndo-relativistico.
Antes de encerarmos esta secao, faremos agora uma pequena discussao sobre o es-
pectro de energia (2.67). Contudo, podemos fazer essa discurssdo através de dois caminhos di-
ferentes, porém, completamente equivalentes. O primeiro baseia-se na substitui¢ao dos valores
de n, m;, Z e ® no espectro de energia (2.67), o segundo, baseia-se na aplicacdo da prescricao
E = £+ myc? nos resultados da Tabela 1. Por simplicidade, seguiremos pelo segundo caminho.
Dessa forma, na Tabela 2 encontram-se os valores das energias de ligacdo da particula para o
estado fundamental (n = 1) e primeiro estado excitado (n = 2) com cinco valores de Z, onde

tomamos m; = 1/2.

Tabela 2: Energias nao-relativisticas do sistema ABC para o estado fundamental e primeiro
estado excitado.

Z efyimec £ 19 Imoc’ T n/moc” £5 T n/moc”

1 -0.0000118400 -0.0000042624 -0.0001065644 -0.0000118405
2 -0.0000473606 -0.0000170500 -0.0004263256 -0.0000473695
3 -0.0001065644 -0.0000383638 -0.0009594885 -0.0001066099
4 -0.0001894556 -0.0000682060 -0.0017063949 -0.0001895995
5 -0.0002960402 -0.0001065795 -0.0026675250 -0.0002963916

Como podemos observar a partir da Tabela 2, além das energias do primeiro estado
excitado serem maiores do que as do estado fundamental, ambas diminuam de valores a medida
que Z aumenta. Vemos ainda que o fluxo magnético ¢ tem como fun¢do aumentar os valores
das energias de tal ponto que as energias do estado fundamental com ¢ = P, sdo ligeiramente
maiores do que as do primeiro estado excitado com ® = (. Além disso, embora as energias da
Tabela 2 estejam expressas em termos da energia de repouso, vemos que a condigao || < mgc?

ainda permanece satisfeita.
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3 0 OSCILADOR DE DIRAC (2+1)-DIMENSIONAL SOB A INFLUENCIA DO
SISTEMA AHARONOV-BOHM-COULOMB

Neste capitulo, apresentaremos detalhadamente a origem fisica do Hamiltoniano do
OD, bem como seu espectro de energia e limite nao-relativistico. Logo em seguida, faremos
um estudo aprofundado sobre a dindmica quantica relativistica e nao-relativistica do OD na
presenca de um campo magnético uniforme e sob a influéncia do sistema ABC. Em particular,
este estudo tem como objetivo principal investigar as solugdes de estado ligado do sistema.
Portanto, para alcancgar estas solucdes, iremos aplicar os operadores projecao left-handed e
right-handed no OD. Por ultimo, determinaremos explicitamente o spinor de Dirac, as energias

e frequéncias angulares permitidas do OD para o estado fundamental e primeiro estado excitado.
3.1 O Hamiltoniano do oscilador de Dirac

Embora ndo exista um oscilador harmonico simples (OHS) perfeito na natureza,
qualquer movimento oscilatério com pequenas amplitudes de oscilagdao se comporta aproxima-
damente como um OHS [10]. Apesar disso, o OHS € considerado um dos modelos mais impor-
tantes e eficazes da fisica, seja do ponto de vista tedrico ou experimental, seja no mundo cldssico
ou quantico [86]. Além do mais, o fato do Hamiltoniano do OHS ser uma funcao quadréatica no
momento p e nas coordenadas espaciais r, ou seja, Hops = p?/2m+mw?r? /2, tal modelo apre-
senta diversas simetrias que implicam na conservagdo da energia, momento linear e paridade
[86]. Por exemplo, na MQ, o modelo do OHQ € obtido simplesmente através da substituicao
do operador momento p = —ihV em Hpps [10]. Em especial, além do OHQ ser um dos
primeiros modelos da MQ a ter solu¢do analiticamente exata, € usado no estudo de vibracoes de
atomos em moléculas diatdmicas, nas propriedades actsticas, térmicas e magnéticas dos s6lidos
e em sistemas envolvendo ondas eletromagnéticas [47].

Tendo em vista essas observagdes e o fato da ED ser linear no momento, Moshinsky
e Szczepaniak buscaram por um potencial externo (termo de interacdo) que fosse linear nas
coordenadas espaciais, satisfazer-se as condicdes de Hermiticidade, invariancias de Lorentz e
CPT, e que no limite ndo-relativistico reduzisse a um Hamiltoniano tipo-OHQ [29, 31, 87].
Para obter a equacdo de movimento do OD, Moshinsky e Szczepaniak introduziram na ED
livre o seguinte acoplamento ndo-minimo: p — p — imowSr, onde my é a massa de repouso
da particula, w € a frequéncia angular (ndo uma velocidade angular) do oscilador, 5 é um das
matrizes de Dirac e r € o vetor posicado [29, 31]. Explicitamente, a equacdo do OD é dada por:
L OU(r,t)

ZHT = HOD\IJ(r, t), (31)
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onde

Hop = [ca - (p — imowfr) 4 Bmgc?], (3.2)

sendo Hpp o Hamiltoniano do OD. Entretanto, apesar do termo p — imowr ser obviamente
nao-Hermitiano, o Hamiltoniano Hyp permanece Hermitiano devido a presenca da matriz o
[29, 31]. Além disso, o momento angular total J também € uma quantidade conservada no caso
do OD. De fato, isso é consequéncia do comutador de J com Hpp, ou seja, [J, Hop| = 0. Em
particular, de acordo com a literatura [31], o acoplamento ndo-minimo do OD também é dado
por: p — p % imowpr, onde o sinal — esta relacionado a particula e o sinal + a antiparticula.
Contudo, como veremos logo a diante, Hpp admite estados de energia positiva e negativa, no
qual interpretamos como sendo os estados da particula e antiparticula, respectivamente. Desse
modo, usaremos o acoplamento ndo-minimo (3.2), no qual ja € usado amplamente na literatura.

A origem do Hamiltoniano do OD remota a ED para particulas neutras (néutrons,
por exemplo) interagindo com campos eletromagnéticos externos. Por exemplo, vimos na se¢ao
2.1 como a ED € modificada via acoplamento minimo devido a interacao de uma particula ele-
tricamente carregada com um campo eletromagnético externo. Porém, no caso de uma particula
neutra interagindo com um campo eletromagnético externo, a ED é modificada via acoplamento
nao-minimo, onde tal acoplamento leva em consideracdo o momento de dipolo magnético da
particula. Em particular, a ED covariante para uma particula neutra interagindo com um campo

eletromagnetico externo € escrita via acoplamento ndo-minimo na seguinte forma [1, 31]:
P+ B0 Fy = mac| W(r,8) =0, (v =0,1,2) (3.3)
c

onde o € um tensor antissimétrico dado por 0" = (i/2)[v*,v"], Fl. = 0,A, — 0, A, é o0
tensor campo eletromagnético, m,, € a massa de repouso da particula com momento de dipolo
magnético pu, = K,up, sendo K,, = —1.91 o momento de dipolo magnético andomalo da
particula e up = eh/2m, > 0 é o magnéton de Bohr, respectivamente.

Entdo, partindo do fato de que o termo o#” F},,, € escrito como segue [1, 10, 31]:
o F,, =2 (Za E-3. B> , (3.4)
c
onde E e B sdo os campos elétrico e magnético, a Eq. (3.3) toma a seguinte forma:

{V“pu 4 Hn (Za E-X. B) - mnc] U(r,t) =0, (u=0,1,2), (3.5)
¢ \c

ou na forma diferencial, como:

 0V(r,t)

th = [ca P — [tnf3 (ia ‘E-X. B) + ﬁmng] U(r,t). (3.6)
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Considerando o caso restrito onde o campo magnético é nulo (B = 0), temos:

1

OV (r,t)
h ot

c2

Se compararmos a Eq. (3.7) com a Eq. (3.1), vemos imediatamente que fazendo a

seguinte transformacao [31]:
pnE — —mocwr, (mg =m,,), (3.8)

obtemos justamente o Hamiltoniano do OD dado em (3.2). Portanto, conclui-se aqui que
o termo de acoplamento ndo-minimo usado para modelar o OD pode ser interpretado como
uma interacdo magnética andmala da particula de Dirac neutra com um campo elétrico ex-
terno (campo cromoelétrico) [31], ou em outras palavras, o Hamiltoniano do OD surge como
consequéncia direta da interacdo de uma particula neutra com momento de dipolo magnético
anémalo com um campo elétrico radial e linear em 7. E oportuno salientar que um modelo
simples de campo elétrico com essas caracteristicas pode ser gerado por um cilindro dielétrico
uniformemente carregado de comprimento L, raio R e carga total —(). Por exemplo, aplicando
a lei de Gauss na regido interna deste cilindro, obtemos o seguinte campo elétrico:

AP .

E=-2L
2606p7

(0 < p<R), (3.9)

onde A = Q/mR?L > 0 é a densidade volumétrica de carga elétrica do cilindro.

Por outro lado, o limite-ndo relativistico do OD é dado no seguinte formulério [88]:

(HOHQ - sh; — 32;;8 : L) ¢°(r) = eg®(r), (s==%1), (3.10)

onde € > 0 € a energia total ndo-relativistica da particula com spin up (s = +1) ou spin down
(s = —1) [75], ¢*(r) sdo as duas componentes do spinor de Pauli, Hpp é o Hamiltoniano do
OHQ circular [89], a quantidade hw/2 é um termo que desloca rigidamente todos os niveis de
energia e a quantidade S - L. € o termo de acoplamento spin-orbita, cuja intensidade é da ordem
w/h. Do exposto, vemos que o limite ndo-relativistico do OD nao ressulta unicamente no OHQ,
mais sim no OHQ com um forte acoplamento spin-orbita.

Antes de encerrarmos esta se¢cdo, mostraremos agora algumas caracteristicas do
espectro de energia do OD, bem como seu limite nao-relativistico. De acordo com as Refs.
[81, 82], o espectro de energia do OD € escrito na forma:

mact + ANhwmoc?, m > 0,

E? = (3.11)
mact + 2(n + |m|)hwmoc?, m <0,

onde n = 2N + |m| = 1,2,3,... é o nimero quintico principal e m é um nidmero quintico de-
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finido como: m = ky—1/2 = 0, £1,+2, .., sendo ky idéntico ao m; desta dissertagdo, ou seja,
my = kg = £1/2,4£3/2,... [81]. Contudo, para o caso onde m = 0, os dois espectros de ener-
giaem (3.11) produzem os mesmos valores de energia, como devem ser. Agora, comparando os
espectros de energia (3.11) com a literatura, verificamos que para m > (, obtemos exatamente o
espectro de energia do OD (3+1)-dimensional para j = [+ 1/2, enquanto param < 0, obtemos
um espectro semelhante para j = [ — 1/2, onde j e [ sdo nimeros quanticos [5, 31, 30]. De-
vido a semelhanca de (3.11) com o espectro de energia do OD (3 + 1)-dimensional, vemos que
para m > 0, temos um espectro de energia dependente apenas de IV, e como m pode assumir

qualquer valor inteiro, diz-se que que tal espectro € infinitamente degenerado [5, 30]. Agora,

para m < 0, temos um espectro de energia dependente de n e |m/|, ou, do nimero quéntico
k, definido como £ = n + |m| > 1. Neste caso, temos um espectro de energia finitamente
degenerado, aumentando com o valor & [5, 30].

A fim de investigar o limite ndo-relativistico do espectro de energia (3.11), devemos
utilizar a mesma prescri¢do que se encontra na se¢ao 2.3, ou seja, [ = e+moc?, onde € < moc?
[1]. Assim sendo, temos o seguinte espectro de energia do OD ndo-relativistico [82]:

2Nhw, m >0,
€= (3.12)
(n 4+ |m|)hw, m < 0.

E importante observar que andlogo ao caso relativistico, a degenerescéncia finita e
infinita também esta presente em (3.12) [82]. Nota-se que no caso de m = 0, os dois espectros
de energia em (3.12) produzem os mesmos valores de energia, como devem ser. Além disso,
vemos claramente que os espectros de energia (3.12) ndo se paregcem muito com o espectro de
energia do OHQ circular [89]. De fato, isso € consequéncia dos dois termos que resultam do
limite nao-relativistico do OD: o termo que desloca os niveis de energia do sistema e o termo

de acoplamento spin-6rbita [5]. Entretanto, para m < 0, o espectro de energia (3.12) produz os

mesmos valores de energia do OHQ para |m| = 1 [89].

3.2 O oscilador de Dirac na presenca de um campo magnético uniforme em um sistema
Aharonov-Bohm-Coulomb

Nesta se¢do, modelaremos a equagcdo de movimento do OD para uma particula na
presenca de um campo magnético uniforme e sob a influéncia do sistema ABC. Por razdes de
economia de notagdo e simplicidade, utilizaremos aqui nas proximas se¢oes uma considerdvel
parte do formalismo das se¢des 2.2 e 2.3, consequentemente, usaremos de forma moderada
as equacdes, termos, expressdes e passagens matemadticas ja previamente estabelecidas. Desse

modo, inserindo o acoplamento nao-minimo do OD na Eq. (2.20), obtemos o OD quadratico na
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seguinte forma:

(7' Ty — ~ - TT — moe) (7°Tly — 7 - T + moc) Y g(r, t) = 0, (3.13)
onde y
" )
T, = (Za - qo) , TI= (p — A — imowpr). (3.14)
c Ot c

Em coordenadas polares, a Eq. (3.13) fica escrita como:
A=A Ug(p,0,t) =0, (3.15)

onde os operadores AT sdo definidos na forma [90]:

AT = |4° o _Vie + 7 ihﬁ—l—imowﬁp +7° ﬂg‘f'q/le F moc| . (3.16)
c Ot c dp p 00

Vemos que as matrizes rotacionadas v* e 7% em (3.16) dificulta a nossa busca pelas
solucdes exatas da Eq. (3.15). Contudo, usando as relagdes de similaridade dadas em (2.28),

podemos reescrever a Eq. (3.15) como:

B~ B%Yg(p,0,t) =0, (3.17)
onde
tho V 0 . th 0 ho-
BT = [03 (c@t — ip)) + 09 (h@p +mOWU3P> + 101 <p80 +qAp + ;;) :Fmocl )
(3.18)
Vr(p,0,t) = U1 (0)VR(p,0,1). (3.19)

Vimos na se¢do 2.2 como sao as configuracdes dos potenciais que caracterizam o
sistema ABC, agora, focaremos nossa atencdo na configuracdo do potencial vetor associado a
um campo magnético externo uniforme. Entdo, considerando um campo magnético uniforme
gerado por um solendide extremamente longo de comprimento [ e raio b (b < [) perpendicular
ao plano xy dado por: B = Byé,, temos um potencial vetor para este campo magnético na
forma: A = (By/2)(zé, — yé,), sendo B, a intensidade do campo magnético no interior do

solendide [10, 74, 81]. Em coordenadas polares, este potencial vetor € escrito como segue:

B
Ap,0) = Ageg = 70%9, (3.20)

Consequentemente, o potencial vetor total para nosso problema serd dado por:

P BoP) &

Como agora temos dois solendides presentes no sistema, € necesssario que seus
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respectivos raios satisfacam a seguinte condi¢do: a < p < b, consequentemente, a particula é
obrigada a ficar confinada neste intervalo restrito. Caso contrario, niao sera possivel modelar a
equacao do OD sob a influéncia do campo magnético uniforme e do sistema ABC.

Assim, usando as configuracdes (3.21) e (2.33), transformamos a Eq. (3.17) na

seguinte equacgao diferencial linear homogénea de segunda ordem [90]:

7_lr_ -
op*  pOp  p?

2 onTa

2 10 1/ T 1 2022 A
[ ( )—mohgp +p—2} brlp,0,8) =0, (3.22)

onde os operadores I'2, ', A e ¥ sdio definidos como segue:

2

2 L.+ h2) — (Zah)? 0

T = [(Lz—i—hq)) —(Zah)2] _ [ (Lethg) —(Zah) ) ,
P 0 (Lz+h<}%) — (Zah)*
(3.23)
L.+hd —iZah

rzKLﬁn@)ag_izanal}: (L= +05) e L (329

g —iZah = (L. +hqg)

_ (2iZa 0 (102 miE meQ 2moQ2 P
v=(2205) m= (e T - Teen e - RS 62

sendo €2 uma frequéncia angular efetiva definida como: 2 = w—w,./2 > 0, onde w. = eBy/my
¢ a frequéncia ciclotron (uma velocidade angular) da particula e L, = —ihd/0f. Vale a pena
mencionar que esta frequéncia de rotagao € uma quantidade que da origem aos chamados niveis
de Landau (relativisticos e ndo-relativisticos) de uma particula planar.

Assumindo o seguinte ansatz para o spinor de Dirac [81]:

cimo=Et/h) [ g+ (p)
Yr(p,0,t) = ——— , (3.26)
000 v2mp -\ ¢ (p)
a Eq. (3.22) fica compactada na forma [90]:
& yly—s) mgQ%p*  po
° _ 2B 65(p) = =41 3.27
[dpQ ,02 h2 + p + ¢ (p> Oa (S )7 ( )
onde
D\ 2 27aF E? —m2ct 2mof) s d
= — ) — (Za)? = E’ = 0 ( = ) :
7 \l (ml + @Q) ( a) ~ 07 po he ’ h202 + h ™t 2 + CDQ
(3.28)

Comparando a Eq. (3.27) com a literatura, verificamos que para & = Z = 0,
obtemos o OD na presenca de campo um magnético uniforme [81], enquanto para 2 = 0,

obtemos a ED para o sistema ABC relativistico (Ver Eq. (2.39)).
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3.3 Resultados e discussao

Para resolver a Eq. (3.27), introduziremos inicialmente uma nova varidvel adimen-
sional dada por r = wp, sendo w = /me$2/h. Entdo, fazendo uma mudanga de varidvel na

equacao radial (3.27), obtemos:

d? -5 ro =
LW - Wﬂ ) 2y 4 E] ¢°(r) =0, (3.29)
onde
_ E*
=L B== (3.30)

De acordo com as Refs. [44, 93], podemos determinar as solu¢des analiticas da Eq.
(3.29) também através de uma analisa do comportamento assintético da equacdo parar — 0 e

r — oo. Portanto, quando » — 0, a Eq. (3.29) fica escrita como:

[dd; - W] 0*(r) =0, (331

cuja solugdo geral € na forma:
T (r) = Cir? + Cor L (s = +1), (3.32)
¢~ (r) = Cor™ 7+ Cyr™™*', (s = —1), (3.33)

onde C1, Cy, C5 e C4 s@o constantes arbitrdrias. Agora, quando r — 0o, a Eq. (3.29) fica escrita

como:

d2
[d’rQ - 7"2] °(r) =0, (3.34)

cuja solugdo geral é na forma:
O (1) = Cse™ /2 4+ Ce ™" /2, (3.35)

onde C5 e (g sao constantes arbitrarias.
Contudo, como vy > 0 e ¢°(r) deve satistazer as seguintes condi¢des de contorno

para ser uma solugdo fisicamente aceitdvel (solu¢do normalizavel):
¢°'(r—0)=0, ¢°(r - oc0) =0, (3.36)

implica automaticamente em Cy, = C'3 = C5 = 0, portanto, uma solucdo admissivel para a Eq.

(3.29) toma a seguinte forma assintética:

o*(r) = C8T7+(1*S)/26*72/2R5(T)’ (3.37)
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onde C* sdo constantes de normalizagdo e R*(r) sdo fun¢des desconhecidas.
Substituindo agora a funcdo (3.37) na Eq. (3.29), obtemos uma equacao diferencial

para R*(r) na forma [90]:

d2 o° d s To s
[dﬂ " <7~ - 27«) (e T)] B () — 0, (338)
onde
F=02y+1—3s), E=(E° -5 -1). (3.39)

De acordo com a literatura [44, 93, 91], a Eq. (3.38) corresponde a equagao de
Heun biconfluente e a fun¢do R*(r) é a fun¢do Heun biconfluente, na qual é escrita na forma:
Rs(r) = Hp(2y — 5,0, E*, 2ry, —r). Para prosseguir com nossa busca pelas solug¢des de estado
ligado, vamos usar o método de série de poténcias (caso restrito do método de Frobenius) para
determinar a forma da funcao de Heun biconfluente [92]. Assim, a solu¢do geral da Eq. (3.38)

passa a ser escrita como uma expansao em série de poténcias em torno da origem na forma:
o0
S s,k
R (r) =Y ajr”. (3.40)
k=0

Substituindo a série (3.40) na Eq. (3.38), obtemos a seguinte relacao de recorréncia

juntamente com os dois coeficientes independentes da série:

ay .o = — "o a,. ., + 2k — & a; (3.41)
k+2 — <k+2)(l€—|—5s—|—1) k+1 (k+2)(]€+55—|—1> ks .
a = —% (3.42)
2 sCs
5 rg — 0°E
= 4
“2 7 95550+ 1) (343)

onde tomamos por simplicidade aj = 1.

Por outro lado, como a MQR requer que as solugdes de estado ligado sejam fungdes
normalizdveis, implica que ¢°(r) deve desaparacer em r — 0 e r — oo. Desse modo, as
solugdes de estado ligado podem ser obtidas quando admitimos que a série de poténcias (3.40)
se torne um polindmio de grau n, onde n € um inteiro positivo [44, 93]. Desta forma, garantimos
que ¢°(r) seja uma solucdo normalizavel. Portanto, podemos ver que a série de poténcias (3.40)

torna-se um polindmio de grau n quando impomos duas condi¢des na seguinte forma [44, 93]:
E=2n, a;, =0, (n=1,2,3,...). (3.44)

Entdo, da condi¢do £° = 2n (condicdo de quantizacdo) e usando as expressodes

(3.39), (3.30) e (3.28), obtemos o seguinte espectro discreto de energia do OD na presencga de
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um campo magnético uniforme e sob a influéncia do sistema ABC [90]:

hQ
Epmys = £moc® |1+ 2——
mocC

D \? o
n+1-—s+ (ml—l—%) —(Za)2_(ml+q)o> ;

(3.45)
onde n = 1,2, 3,... é o nimero quantico principal. Vemos que além do espectro de energia
(3.45) depender explicitamente dos parametros Z e ¢ que caracterizam o sistema ABC e da
frequéncia efetiva {2 que caracteriza o0 OD e o campo magnético uniforme, admite estados de
energia positiva e negativa, no qual sdo simbolizados pelos sinais +. Vale mencionar que nos
estados de energia positiva (negativa), deve-se usar s = +1 (s = —1). Devido a existéncia do
fluxo magnético @, temos: E,, ., s(P + $g) = Eym,+1.5(P), logo, o espectro de energia é uma
funcao periddica com periodicidade £®, [93]. Por outro lado, em virtude do parametro s, nota-
mos que a componente superior do spinor de Dirac possui autovalores de energia ligeiramente
menores que a componente inferior, ou seja, os autovalores de energia para a particula sdo me-
nores do que as da antiparticula. Além disso, quando temos (Z«) > (m; + ®/Pq) (campo de
Coulomb forte), as energias em (3.45) tornam-se imagindrias ¢ o Hamiltoniano do OD torna-se
anti-Hermitiano, semelhante ao caso do sistema ABC relativistico. Entdo, para que o Hamilto-
niano do OD seja Hermitiano e o espectro de energia seja real, € obrigatério que os parametros
Z o satisfagam a condigdo: (Za) < (my; + ©/Py). Agora, com respeito a energia de repouso
da particula e antiparticula: Ey = d=mc?, no qual corresponde ao limite do continuo (cldssico)
do espectro de energia (3.45), € obtida quando temos um fluxo magnético intenso (P — o0),
auséncia do campo de Coulomb (Z = 0) ou nimeros quanticos muito grandes (n, m; — 00).
Embora a condigio 2 = 0 (condigdo de ressonancia) também implica em E, = £myc?, ndo
consideramos este caso, pois como veremos em breve, a condi¢do Z = 0 ressulta em ) = 0.

Agora, vamos comparar o espectro de energia (3.45) com a literatura. Antes de
tudo, como veremos logo adiante, existe uma dependéncia explicita da frequéncia angular do
OD em fun¢ao dos ndmeros quanticos n, m; e do parametro s, ou seja, w varia de acordo com 0s
valores de n, m; e s. No presente momento, vamos supor por simplicidade e de forma arbitraria
que a frequéncia angular do OD seja constante (w=const.). Desse modo, na auséncia do sistema

ABC (® = Z = 0), escrevemos o espectro de energia (3.45) como:

Q
En,M,s = imOCQ\/l + 2 h [n + M +1-— S], (346)

moc?

onde M = |my|—my, sendo M = 1,3,5,...param; < 0e M = 0 param; > 0. Evidentemente,
vemos que na auséncia do campo magnético uniforme (w. = 0), o espectro de energia (3.46)
produz os mesmos autovalores de energia que o espectro de energia do OD dado em (3.11) para

m < 0. De fato, essa afirmacdo s6 € valida com a manipulacio correta do parametro s = +1,
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no qual podemos ver facilmente que a quantidade M + 1 — s gera os mesmos valores que |m/|,
ouseja, M +1— s =|m| = 1,2,3,.... Além disso, usando por conveniéncia a defini¢do do

nimero quantico principal: n = 2N + |m

, € supondo o caso particular onde: M = m = 0,
o espectro de energia (3.46) se reduz ao do OD na presenga de um campo magnético uniforme
[38]. Agora, na auséncia do OD (w = 0) e usando o nimero quantico principal com o caso
particular onde: M + 1 — s = |m| = 1, o espectro de energia (3.46) se reduz aos niveis de
Landau relativisticos de uma particula de Dirac planar [94].

Para analisarmos as frequéncias angulares permitidas do OD, assim como os niveis
de energia relativisticos modificados por essas frequéncias e posteriormente o spinor de Dirac
para os estados ligados do sistema, usaremos para tal propdsito as duas condicdes dadas em
(3.44) juntamente com a relagdo de recorréncia (3.41) e os coeficientes (3.42) e (3.43). Por
razdes didéticas, determinaremos somente as frequéncias angulares, os niveis de energia e o
spinor de Dirac para o estado fundamental (n = 1) e primeiro estado excitado (n = 2). Entao,
para n = 1, temos a; = 0, logo, usando as expressoes (3.43), (2.52), (3.30) e (3.28), obtemos

as frequéncias angulares do OD para o estado fundamental na seguinte forma:

2 Z )2 E?
Wimys = Ye y (Z0)" Bl . . (3.47)

moc?h [2\/<ml + (I%)Q — (Za)?’+1-—s

Como podemos ver na expressao (3.47), além das frequéncias angulares serem
quantidades reais e positivas, sdo linearmente proporcionais a frequéncia ciclotron e aumen-
tam quadraticamente com o nimero atdmico Z e com as energias F ,, ;. Vemos ainda que
a condicdo (Za) = (my + ®/Pg) neste caso ndo é admissivel, uma vez que isso ressulta em
frequéncias angulares infinitas (wy ,,, s — o0) para s = +1. Além disso, para Z = 0, ou,
m; — oo e & — oo, implica em wy ,,, s = w,/2, consequentemente, temos {2 = 0 e o espectro
de energia (3.45) se reduz a energia de repouso da particula e antiparticula livre.

Substituindo (3.47) em (3.45), obtemos as energias permitidas do OD para o estado
fundamental como:

m002

) 2_5+\/(ml+§0)2—(2a)2—<mz+§0)
1gs+\/(mz+§0)2—(za)2

Vemos na expressao (3.48) que o segundo termo do denominador nao pode ser

E17ml75 = :i:

(3.48)

1—-2(Za)

igual a 1, caso contrario, teremos energias infinitas para o estado fundamental (£ ,,,, s — 00).
Diferentemente do sistema ABC relativistico, vemos que o nimero atdmico Z tem como fun¢do

aumentar os valores das energias do OD, uma vez que o aumento de Z torna o denominador cada
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vez menor. Além disso, a condi¢do (Za) = (m; + ®/P() também ndo é admissivel, uma vez
que isso ressulta em energias imagindrias para s = +1. Com o intuito de avangarmos um pouco
em nossa discussdo sobre o spinor de Dirac para os estados ligados do sistema, calcularemos
agora a funcdo de Heun biconfluente para o estado fundamental. Portanto, para n = 1, a série

de poténcias (3.40) corresponde ao seguinte polindmio do primeiro grau:

T
tos(1) = a§r® +ajrt =1 - 6—2r. (3.49)

Substituindo (3.49) em (3.37), obtemos as componentes do spinor de Dirac para o

estado fundamental na forma:
B}y (1) = Cop1 T2/ (1 - ror) . (3.50)

Agora, vamos considerar o primeiro estado excitado do sistema. Assim sendo, para
n = 2, temos a3 = 0, logo, usando a relagdes (3.44), (3.41) e (3.42), este coeficiente toma a

seguinte forma:
To 2

— 4
60°(6° + 2)(0° + 1) 5 -4
Consequentemente, obtemos a partir de (3.51), (2.52), (3.30) e (3.28) as frequéncias

s _
a/3_

26° + 1), (3.51)
angulares do OD para o primeiro estado excitado como segue:
v (Z0)*E3

Womys = — + 22’””’5 . (3.52)
moc?h [4\/(7711 + q%) —(Za)2+3 — 251

Como podemos ver na expressao (3.52), além das frequéncias angulares também
serem quantidades reais e positivas, sdo linearmente proporcionais a frequéncia ciclotron e au-
mentam quadraticamente com o nimero atdmico Z e com as energias s, ;. Neste caso, a
condigdo (Za) = (my + /) ja é admissivel, uma vez que isso ndo ressulta em frequéncias
angulares infinitas para s = +1. Entdo, substituindo (3.52) em (3.45), obtemos as energias
permitidas do OD para o primeiro estado excitado:

m()C2

E2,ml,s ==x . (353)

2
3—s+\/(ml+§;) —(Zoz)Q—(ml—i-q%)
2
2
3—2s+4 (mH»q%) —(Za)?

Vemos claramente na expressao (3.53) que o segundo termo do denominador nao

1 -2(Za)

pode ser igual a 1, caso contrdrio, também teremos energias infinitas para o primeiro estado
excitado (Fs,y, s — 00). Além disso, vemos nitidamente que o nimero atdmico Z tem como

funcdo aumentar os valores das energias do OD. Neste caso, a condi¢do (Za) = (m; + ®/dy)
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j& é admissivel, uma vez que isso ndo ressulta em energias imagindrias para s = +1. Agora,
com respeito a funcdo de Heun biconfluente para este estado, é obtida fazendo n = 2 na série
de poténcias (3.40). Desse modo, a funcao de Heun biconfluente corresponde ao seguinte po-
lindmio do segundo grau:

RS

2,my,s

2 s
s s s To ry — 40
(m:awmﬂmﬂ+%ﬁ:1—5g+<%&&+U>ﬁ. (3.54)

Substituindo agora a fun¢ao (3.54) em (3.37), obtemos as componentes do spinor
de Dirac para o primeiro estado excitado na seguinte forma:

2 _455
5 — osprt=s)/2=r22 | 10 "o 2
¢2,ml,s(7“) Cer e [ (587“ + (255<5s n 1>> r ] . (3.55)

Entao, partindo do fato de que as frequéncias angulares do OD para o n-ésimo nivel
de energia podem ser determinadas por meio das condi¢des (3.44), da relacdo de recorréncia
(3.41) e dos coeficientes (3.42) e (3.43), devemos rotular a frequéncia efetiva €2 por €2,, ., s,

logo, o espectro de energia (3.45) € reescrito de uma forma mais geral como:

m002 (I)() (I)()
(3.56)

Vale a pena mencionar que de acordo com as Refs. [44, 93], as frequéncias angu-

hQnms ) 2 b
En,ml,SZﬂ:n’Loc2 142 adle n+1—8+\l(ml—|—> —(ZOé)Q—(ml—i—) .

lares no caso do OKG também podem ser quantizadas em fun¢do dos niimeros quanticos do
sistema, portanto, este efeito inusitado ndo é uma peculiaridade apenas do OD. Contudo, um
dos primeiros trabalhos a analisarem este efeito para o caso do OD se encontra na Ref. [90].
Com o objetivo de analisar a influéncia de Z e ® nos niveis de energia do OD,
faremos agora uma discussdo sobre as energias (3.48) e (3.53). Na Tabela 3, encontram-se
inicialmente os valores das energias positivas e negativas do OD para o estado fundamental

(n = 1) com cinco valores de Z, onde tomamos m; = 1/2.

Tabela 3: Energias do OD para o estado fundamental.

Z EYy R aimec®  EYLRimoc®  EPTh i fmoc®  EBPTS,  /moc®
1 1.0000355212 -1.0000639414 1.0001065814 -1.0000710473
2 1.0001421052 -1.0002558402 1.0004265984 -1.0002842878
3 1.0003198124 -1.0005759202 1.0009608718 -1.0006400171
4 1.0005687440 -1.0010245552 1.0017107760 -1.0011387300
5 1.0008890418 -1.0016022703 1.0026782504 -1.0017811205
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De acordo com a Tabela 3, os valores absolutos das energias da particula e anti-
particula aumentam a medida que Z aumenta. Vemos que na presenca do fluxo magnético
(® = D), as energias da antiparticula sao maiores do que as da particula, enquanto na auséncia
(® = 0), as energias da particula sdo maiores do que as da antiparticula. Por outro lado, no
caso & = ¥\, vemos que as energias da particula e antiparticula sdo menores do que no caso
® = 0. Diferentemente do sistema ABC relativistico, este resultado implica que ¢ tem como
fun¢do diminuir os valores das energias do sistema. Em particular, como os valores da Tabela 3
sd0 maiores que a energia de repouso, implica que m; também tem a fun¢do diminuir os valores
das energias, uma vez que no limite m; — oo obtemos £, = £mc?. Vale a pena ressaltar que
o valor maximo de Z para que as energias ndo tornam-se imagindrias € de Z = 205 para o caso
® =Py e Z = 68 para o caso ¢ = ( (analogo ao sistema ABC relativistico).

Na Tabela 4, encontram-se os valores das energias positivas e negativas do OD para

o primeiro estado excitado (n = 2) com cinco valores de Z, onde tomamos m; = 1/2.

Tabela 4: Energias do OD para o primeiro estado excitado.

Z E; T/q;? 1 Imoc? E;T/q;?fllmOCQ Eg’f/oz /M E;T/Oz_llmgcQ
1 1.0000152230 -1.0000193750 1.0000355230 -1.0000304412
2 1.0000608966 -1.0000775070 1.0001421340 -1.0001218120
3 1.0001370340 -1.0001744175 1.0003199574 -1.0002741630
4 1.0002436566 -1.0003101431 1.0005692030 -1.0004875640
5 1.0003807962 -1.0004847343 1.0008901650 -1.0007623308

De acordo com da Tabela 4, além dos valores absolutos das energias da particula e
antiparticula aumentarem a medida que Z aumenta, vemos que na presencga do fluxo magnético
(® = dy) as energias da antiparticula sdo maiores do que as da particula, enquanto na auséncia
(® = 0) vemos que as energias da particula sao maiores do que as da antiparticula. Além disso,
no caso ¢ = P, as energias da particula e antiparticula sdo menores do que no caso ¢ = 0, ou
seja, ¢ tem como fungdo diminuir os valores das energias do sistema. Agora, comparando os
resultados das Tabelas 4 e 3, um efeito incomum pode ser observado: as energias do OD para
o estado fundamental sdo maiores do que as do primeiro estado excitado. Podemos interpre-
tar este comportamente inesperado devido a quantizagdo das frequéncias angulares, pois como

discutimos anteriormente, supondo que a frequéncia angular do OD seja constante, obtemos
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um espectro de energia em perfeita concordancia com a literatura (Ver expressao (3.46)), con-
sequentemente, as energias do estado fundamental sao menores do que as do primeiro estado
excitado. E importante destacar que este comportamento também ndo é uma exclusividade do
OD, pois de acordo com a Ref. [95], podemos verificar facilmente que as energias da EKG para
o estado fundamental sdo maiores do que as do primeiro estado excitado para todos os valores
de Z (Z < 137). Vale apena mencionar que o comportamento inesperado observado aqui nio se
restringe apenas ao nimero atdmico Z, de fato, este comportamento também € observado com
o nimero quantico m;. Na Tabela 5, encontram-se os valores das energias positivas e negativas
do OD para o estado fundamental (n = 1) e primeiro estado excitado (n = 2) com cinco valores

positivos de m;, onde tomamos por simplicidade Z = 1e ® = P,.

Tabela 5: Energias do OD para o estado fundamental e primeiro estado excitado com cinco
valores de m;.

my El,th/moc2 Eunl,_l/moc2 Eg,,,Ll,Jr1/77”L()c2 E2,ml,_1/m002

172 1.0000355212 -1.0000639414 1.0000152230 -1.0000193750
3/2 1.0000213123 -1.0000456711 1.0000096873 -1.0000142081
5/2° 1.0000152230 -1.0000355214 1.0000071039 -1.0000112170
7/2 1.0000118400 -1.0000290627 1.0000056083 -1.0000092701
9/2  1.0000096872 -1.0000245913 1.0000046330 -1.0000078933
oo 1.0000000000 -1.0000000000 1.0000000000 -1.0000000000

Como podemos observar na Tabela 5, além dos valores absolutos das energias da
particula e antiparticula diminuirem a medida que m; aumenta, vemos claramente que as ener-
gias do OD para o estado fundamental sdo maiores do que as do primeiro estado excitado. Em
particular, este comportamento também acontece na Ref. [95], onde as energias da EKG para
o estado fundamental sdo maiores do que as do primeiro estado excitado para todos os valores
possiveis do nimero quantico [ = 0, £1,£2,.... Além disso, vemos na Tabela 5 que além das
energias da antiparticula serem maiores do que as da particula, a energia de repouso € obtida no
limite de m; — oo (limite do continuo). Por dltimo e ndo menos importante, podemos analisar
agora a partir dos resultados das Tabelas 3, 4 e 5 que os valores das frequéncias angulares do
OD para o estado fundamental sdo maiores do que as do primeiro estado excitado.

Daqui por diante, dedicaremos nossa atenc¢ao na forma original do spinor de Dirac

para os estados ligados do sistema. Assim sendo, através dos operadores (3.16) e da relagao
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(3.19), o spinor (2.59) fica escrito na forma:

_ 1 +
\Ij(p707t) - moCA U(Q)wR<p767t)7 (357)
ou melhor
1

Claramente, o spinor (3.58) € reescrito em termos dos operadores (3.18) como:

(p,0,1) = ——U(0)B+n(p, 0,1). (3.59)

mocC

Substituindo a varidvel » = wp nas fungdes radiais (3.37), o spinor (3.26) ficard

escrito na seguinte forma:

) Dt v—1/2 7w2p2/2R+
@DR(P, 8, t) — ez(mlﬁ—Et/h) P (& o n (wP) : (360)
D=2 P R (wp)
onde 12
Csw? —5
p="Y " (s=+1) (3.61)

V271

Portanto, substituindo (2.33) , (3.21) e (3.60) em (3.59), obtemos explicitamente a

forma geral do spinor de Dirac de duas componentes:

il(my—1/2)0—Et/h] [ T+ o
\Ijn mz<p7 07 t) = 6. [ n (p) + Zgn (P)] 7 (362)
; eillmi+1/2)0—Et/n] F(p) — iG (p)]
onde
E Z
Falp) = Do e R, (wp) [S ( + ah) + 1] : (3.63)
moc \ ¢ p
D ms — =85 — 4+ g2
L | A P e st R N 701
o h P dp
(3.64)

Substituindo a fun¢ao (3.49) em (3.62), obtemos o spinor de Dirac para o estado

fundamental como:

i[(m;—1/2)0—Et/h] JT_'+ 1+4GT
Vimi (. 0,4) = ( 6‘[( +1/2)9_Et/h}[ 17(P) ngi(p)] ) ’ (3.65)
ettt [F1 (p) —iG71 (p)]
onde
E Zah
Fi(p) = D*p =2 "2 RS (kp) ls < + O‘) + 1] : (3.66)
moc \ ¢ p
5( ) = E 7—5/26—10202/2 <w2 _ STTL(]CL)> + (mlS B % -t S%) Rs(w )_|_ row
1p) =2 w )P ; 1(wp) + =
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Agora, substituindo a funcdo (3.54) em (3.62), obtemos o spinor de Dirac para o

primeiro estado excitado como:

il(m=1/2)0=Et/R[ T+ () 1 iG
@2 ml(p,@,t) _ 6A [ 2 (p) Zg2 (p)] 7 (368)
| eHmH 20BN FS (p) — iGS (p)]
onde
2.2 E  Zoh
Fi(p) = D*p" 2~V P 2 Rs(wp) ls < + a> + 1] ; (3.69)
moc \ ¢ p
hD?* 2.2 mow (mls_ﬂ_’y_l'sg)
s — " y—s/2 —w?p?/2 2 0 2 ®o s s
5(p) = e e { {(w s >p+ ; Ry (wp) + f*(wp) ¢,
(3.70)
sendo )
< | row 5 TG — 40°
= — _— . 1
£ (up) [53 (w (ss<5s+1>>”] G

Vemos que os spinor de Dirac para os estado fundamental e primeiro estado excitado
incorpora simultaneamente os valores positivos e negativos do nimero quantico m;, o que nao
acontece, por exemplo, na Ref. [81]. Anédlogo ao sistema ABC relativistico, uma das vantagens
de termos um spinor com essa caracteristica € a possibilidade de calcular os observaveis fisicos
associados a particula de forma mais rapida e direta do que se tivéssemos dois spinores, um

para cada valor de m.
3.4 Limite nao-relativistico

Nesta se¢do, analisaremos o limite ndo-relativistico de nossos resultados, em parti-
cular, da Eq. (3.27), do espectro de energia (3.56) e das frequéncias angulares (3.47) e (3.52).
De acordo com a se¢io 2.3, esse limite € obtido considerando que E = e+mgc?, onde £ < mqc?
e Za < 1. Assim, aplicando essas informagdes na Eq. (3.27), obtemos a seguinte equacao de

Schrodinger-Pauli (ESP) para o OHQ sob a influéncia de um campo magnético uniforme e do

sistema ABC:
(e (it 2\ w22 e 20 Ze? 1
= 0 P 7S . L o - s — s

(3.72)
onde £ > 0 € a energia total nao-relativistica da particula (ou oscilador) com spin up (s = +1)
ou spin down (s = —1) [75] e ¢°(p) sdo as duas componentes do spinor de Pauli. Comparando
a Eq. (3.72) com a literatura, verificamos que para & = 7 = w,. = 0, obtemos a equacdo do
OHQ com um forte acoplamento spin-orbita e um termo que desloca todos os niveis de energia
(ver Eq. (3.10)). Entretanto, na auséncia do OHQ e do campo magnético uniforme (£2 = 0)

com ¢°(p) = \/pf*(p) e s = +1, obtemos a ES para uma particula sob a influéncia do sistema
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ABC (ver Eq. (2.62)).

Entdo, usando a prescricdio F = & + mqc?

com Za < 1 na expressao (3.56),
obtemos o espectro de energia do OHQ sob a influéncia de um campo magnético uniforme e do

sistema ABC na seguinte forma:

= "N+ 1—s+ |1 — 1], (3.73)

€n7ml7s

onde I = (m; + ®/®y).

Embora o nimero atdmico Z ndo apareca explicitamente em (3.73), ele aparece
na frequéncia angular efetiva €, ,,, ;. Veremos isso logo adiante ao analisarmos o limite ndo-
relativistico das frequéncias angulares do OD. Agora, vamos comparar o espectro de energia
(3.73) com a literatura, porém, vamos supor por simplicidade que a frequéncia angular do OHQ
seja constante (w=const.). Desse modo, usando por conveniéncia o nimero quantico principal
dado por: n = 2N + |m/|, e supondo que m = 0, verificamos que o espectro de energia
(3.73) com m; > 0 se reduz ao do OHQ sujeito a um campo magnético uniforme [38]. Agora,
na auséncia do campo magnético (w. = 0) e do efeito AB (& = 0), obtemos justamente o
espectro de energia dado em (3.12), onde definimos 1 — s + M = |m| = 1,2,3,.... Vale
destacar que esta defini¢do é a mesma usada no espectro de energia (3.46). Por outro lado, para
® = w = 0, verificamos que o espectro de energia (3.73) com m; < 0 se reduz aos niveis de
Landau nao-relativisicos de uma particula planar sujeita a um campo magnético uniforme [81].

Explicitamente, esses niveis de Landau sao dados na forma:

hw,

hwe
it S —141>0, (1=0,-1,-2,...).

gLandau:7[n+1_8+M] —

(3.74)

Na Tabela 6, encontram-se os valores das energias do OHQ com e sem a influéncia
do fluxo magnético ¢ para o estado fundamental (n = 1) com cinco valores de Z, onde tomamos
m; = 1/2. Vale mencionar que neste caso, o pardmetro s representa 0 OHQ (ou particula) com

spin up (s = +1) ou com spin down (s = —1) [75].

Tabela 6: Energias do OHQ para o estado fundamental.

®=¢ 2 =% 2 =0 2 =0 2
Z ey gn/moc” €1y /moc” eV p1/mec” €1 1/moc

1 0.0000355212 0.0000639414 0.0001065814 0.0000710473
2 0.0001421052 0.0002558402 0.0004265984 0.0002842878
3 0.0003198124 0.0005759202 0.0009608718 0.0006400171
4 0.0005687440 0.0010245552 0.0017107760 0.0011387300
5 0.0008890418 0.0016022703 0.0026782504 0.0017811205
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Em particular, construimos a Tabela 6 usando a prescri¢do |E| = & + mgc? nos
resultados da Tabela 3. Entdo, como podemos ver na Tabela 6, além das energias do OHQ
aumentarem a medida que Z aumenta, vemos que na presenca do fluxo magnético (¢ = P),
as energias do OHQ com spin down sdo maiores do que com o spin up, enquanto na auséncia
(® = 0), as energias do OHQ com spin up sdo maiores do que com o spin down. Além disso,
no caso ® = ®(, vemos que as energias do OHQ sdao menores do que no caso & = 0, ou seja,
® tem como funcdo diminuir os valores das energias do sistema. Contudo, como as energias
do OHQ aumentam a medida que Z aumenta, vemos que Z deve ter um valor maximo para
que a condi¢do £ < myc? permaneca satisfeita. Em especial, verificamos que o valor maximo
de Z para que tenhamos ¢ = moc? é de Z = 108 para o caso & = ®y e Z = 61 para o caso
® = (), portanto, para que ¢ < mgc? permanega satisfeita, devemos ter Z < 108 para ® = @,
e Z <K 61 para ® = 0.

Na Tabela 7, encontram-se os valores das energias do OHQ com e sem a influéncia
do fluxo magnético ® para o primeiro estado excitado com cinco valores de Z, onde tomamos

Tabela 7: Energias do OHQ para o primeiro estado excitado.

7 eyalmec ey imoc® €St ylmoc® €3l yImoc?
1 0.0000152230 0.0000193750 0.0000355230 0.0000304412
2 0.0000608966 0.0000775070 0.0001421340 0.0001218120
3 0.0001370340 0.0001744175 0.0003199574 0.0002741630
4 0.0002436566 0.0003101431 0.0005692030 0.0004875640
5 0.0003807962 0.0004847343 0.0008901650 0.0007623308

Vemos na Tabela 7 que as energias do OHQ apresentam um comportamento seme-
lhante ao que ocorre no caso do estado fundamental. Entretanto, comparando os resultados das
Tabelas 7 e 6, vemos que as energias do estado fundamental sdo maiores do que as do primeiro
estado excitado. Andlogo ao que acontece no caso do OD, podemos interpretar este comporta-
mento devido a quantizacio das frequéncias angulares do OHQ. Além disso, o valor mdximo de
Z para que £ < moc® permanega satisfeita é de Z < 108 para ® = ®y e Z < 61 para ® = 0.

Na Tabela 8, encontram-se os valores das energias do OHQ para o estado funda-
mental (n = 1) e primeiro estado excitado (n = 2) com cinco valores positivos de m;, onde

tomamos por simplicidade Z =1 e ¢ = &,
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Tabela 8: Energias do OHQ para o estado fundamental e primeiro estado excitado com cinco

valores de m;.

my

2
51,ml,+1/m00

2
E1,my,—1/MoC

2
52,ml,+1/m00

2
52,ml,—1/m00

172
372
572
772
9/2

0.0000355212
0.0000213123
0.0000152230
0.0000118400
0.0000096872

0.0000000000

0.0000639414
0.0000456711
0.0000355214
0.0000290627
0.0000245913

0.0000000000

0.0000152230
0.0000096873
0.0000071039
0.0000056083
0.0000046330

0.0000000000

0.0000193750
0.0000142081
0.0000112170
0.0000092701
0.0000078933

0.0000000000

Como podemos observar a partir da Tabela 5, além dos valores das energias do

OHQ diminuirem a medida que m; aumenta, vemos nitidamente que as energias para o estado

fundamental sdo maiores do que as do primeiro estado excitado. No entanto, notamos que as

energias do OHQ com spin down sdo maiores do que com o spin up. Alids, no limite do continuo

(classico) onde m; — oo, as energias do OHQ tendem a zero (¢ — (), consequentemente, neste

limite a particula torna-se livre e os niveis de energia ficam suficientemente proximos um do

outro (semelhante ao que ocorre no sistema ABC ndo-relativistico).

Antes de concluirmos esta se¢do, faremos agora alguns comentdrios a respeito das

frequéncias angulares do OHQ para o estado fundamental e primeiro estado excitado. Assim

sendo, definindo z = (Za)? em (3.47), podemos reescrever as frequéncias angulares do OD

para o estado fundamental como segue:

onde

w, 2E?

Wims = 5 + i f (@), (3.75)
x
flz) = - . (3.76)
[2\/(m1+§0) —x—i—l—s]
Expandindo f(z) em uma série de Taylor de primeira ordem, obtemos:
x
fz) = (3.77)

[2|ml—|—;%\+1—3]’

2

o5 2 2 2 4
Agora, usando a prescri¢do £/ = € + moc®, temos E7,, o = 2moc e m, s + mpc”.

Portanto, substituindo esta ultima relagdo e a série (3.77) em (3.75), obtemos as frequéncias
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angulares do OHQ para o estado fundamental na seguinte forma:

We 472 (aPey my s + €)
e i, , 3.78
Wlmis = 7 +h[2|ml—|—¢%|+1—s] G-78)

onde

1
£ = §m0020¢2 = 13.6 eV. (3.79)

Como podemos ver na expressao (3.78), além das frequéncias angulares serem
quantidades reais e positivas, sdo linearmente proporcionais a frequéncia ciclotron, aumen-
tam quadraticamente com o nimero atdmico Z e linearmente com as €nergias €1 ,,, ;. Vemos
também que a constante (energia) da secdo 2.3, dada por &, tem como fungdo aumentar os va-
lores das frequéncias angulares. Em particular, no limite do continuo (classico) onde Z = 0,
m; — oo ou & — o0, a frequéncia angular se reduz a metade da frequéncia ciclotron, conse-
quentemente, o espectro de energia (3.73) reduz a zero (¢ — 0). O fato de termos ¢ — 0 ndo
significa que o OHQ ndo tenha energia, ja que neste caso sua energia € apenas a de repouso,
significa que os niveis de energia estdao suficientemente proximos (andlogo ao que acontece no
sistema ABC néo-relativistico e também na Ref. [81]).

Seguindo o mesmo procedimento, obtemos as frequéncias angulares do OHQ para
o primeiro estado excitado como segue:

& + 222(042527771175 + é)
2 RAmy 4 go +3 - 2s]

(3.80)

W2 my,s =

Comparando as expressoes (3.80) e (3.78), vemos que as frequéncias angulares do
OHQ para o estado fundamental sdo maiores do que as do primeiro estado excitado, uma vez
qQUE €1 m;,s > E2,m,,s € 0S valores do denominador em (3.80) sdo maiores do que em (3.78) para

s=+lous=—1.
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4 UMA PARTICULA COM MASSA EFETIVA DEPENDENTE DA POSICAO SOB
A INFLUENCIA DO SISTEMA AHARONOV-BOHM-COULOMB

Neste capitulo, investigaremos a dindmica quantica relativistica e nao-relativistica
de uma particula de Dirac com MEDP sob a influéncia do sistema ABC. Para obter as solucoes
de estado ligado dessa investigacdo, aplicaremos os operadores projecao le ft-handed e right-
handed na ED. Posteriormente, determinaremos o spinor de Dirac e o espectro de energia da

particula. Por dltimo, compararemos nossos ressultados com o caso da massa constante.

4.1 A equacao de Dirac para uma particula com massa efetiva dependente da posicao
em um sistema Aharonov-Bohm-Coulomb

Nesta secdo, desenvolveremos a equagdo de movimento para uma particula com
MEDP sob a influéncia do sistema ABC. Em particular, este capitulo pode ser considerado a
versao com massa varidvel das secoes 2.2 e 2.3. Desse modo, seguiremos um procedimento
andlogo ao que foi feito no capitulo 3, ou seja, utilizaremos aqui e também nas proximas se¢oes
uma consideravel parte do formalismo das se¢des 2.2 e 2.3. Nossa discussao inicia-se com a
transformac@o mg — m(r) na ED, sendo m(r) a MEDP da particula. Em coordenadas polares,

esta MEDP toma a forma m/(p), portanto, reescrevemos a Eq. (2.29) como segue [96]:
BiBJrz/}R(paeut) = 07 (41)

onde

BT = lag (ma - V(p)) +

c Ot c

0 th O hO‘g
h— ' —— +qAg+ — .42
Uz( E)p) +ioy (p 5g T+ 2p> ﬂFm(P)Cl (4.2)
Com respeito a configuracdo da massa varidvel, consideramos a seguinte MEDP:
K
m(p) = mo + 3 (4.3)

onde my € a massa de repouso da particula e x € um parametro real. Em especial, esta MEDP € a
versdo bidimensional de uma distribuicdo de massa singular esfericamente simétrica trabalhada
nas Refs. [48, 60, 61, 62]. De acordo com a Ref. [60], o nosso parametro « pode ser definido
na forma x = mouA?, onde A\ = h/mgyc € o comprimento de onda de Compton reduzido da
particula e 1« € um parametro real positivo com dimensao do inverso de comprimento. Com esta
definicdo, vemos que além da MEDP (4.3) ser uma massa efetiva relativistica, reduz a massa
de repouso my no limite x — 0 ou no limite p — co. Em particular, como esta MEDP diverge
na origem (p = 0), o pardmetro ~ pode ser interpretado como uma escala de renormalizacdo

na teoria quantica de campos (TQC) para eliminar divergéncias ultravioletas que aparecem na
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fisica de altas energias [60]. Além disso, vale a pena mencionar que a MEDP (4.3) é equivalente
a ED com acoplamento escalar, onde o potencial escalar € do tipo-Coulomb 2D (potencial
escalar de Lorentz) e simbolizado por Vi(p) = k/p [, 60].
Portanto, usando as configuracoes (2.32), (2.33) e (4.3), transformamos a Eq. (4.1)
na seguinte equacao diferencial linear homogénea de segunda ordem [96]:
l ? 10 1 <f2 r 1

A
87p2+;07p_? hg_h‘f‘4>+p_@‘|¢R<p79at>zov 4.4)

onde os operadores I'2, T', A e © sdo definidos como segue:

o )2 2 2
o (L. +hd) = (Zah)? + (ck) 2 0 s
0 (L. +hd) = (Zah)? + (ck)?
_ iy L.+h2)  —i(Zah—

I= KL + h) 03 — iZaho, — cmg} _ [ (Bha)  ilZoah—en) (4.6)

P —i(Zah +ck) — (Lz + hf)

0
207 0 2moc’k 1 02 mic?
A=|—— — —— === 0 . 4.7
(Pg-20) o= (Fm+ @
Assumindo o seguinte ansatz para o spinor de Dirac [81]:
eilmo—Et/h) [ g+ (p)
Vr(p,0.1) = —F=——| _ ; (4.8)
8 V2T \ ¢ (p)
a Eq. (4.4) fica compactada na forma:
& yy—s) po  E?*—mic] -
Bl 7 9 1 5%(p) =0 =+1 4.9
- O B ) o, (5= ), @9)
onde
P\ 2 ck\ 2 2ZaFE  2myc’k

v = — ) — (Za)? () Do = — . 4.10
gl J(mﬁ%) (Za)?+ {5 ) >0. po < e 2 ) (4.10)

Vemos claramente que no limite da massa constante (x — 0), também chamado de

limite de ndo-renormalizacdo [60], a Eq. (4.9) se reduz a Eq. (2.39).
4.2 Resultados e discussao

Para resolver a Eq. (4.9), vamos introduzir agora uma nova variavel adimensional
dada por z = 2np, onde n = /m3c* — E2?/hc, sendo moc? > E [1, 10]. Assim, fazendo uma
mudanca de varidvel na equagdo radial (4.9), obtemos:

ld2_7(7_3)+20_1] *(2) =0, (4.11)

dz? 22 z 4
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onde
0= —, 4.12)

Analisando o comportamento assintético da Eq. (4.11) para z — 0 e z — o0,

obtemos uma solu¢@o admissivel na seguinte forma assintética:

¢ (2) = CoTHU=9)272/2 R (2), (4.13)
onde C* sdo constantes de normaliza¢io e *(z) sdo fungdes desconhecidas.
Substituindo agora a funcdo (4.13) na Eq. (4.11), obtemos uma equacao diferencial
para R*(Z) na forma:
zd—Q + (b° — z)i - aS] Ré(z) =0, (4.14)
dz? dz
onde B
V=02y+1-3), a° = (lg—z[)). 4.15)

Nao ¢ dificil notar que a Eq. (4.14) tem a forma de uma equagdo hipergeométrica
confluente, cuja solugio é a fungiio hipergeométrica confluente do primeiro tipo 1y (a®, b°, z).
Além disso, como ¢*(z) deve ser uma solugio normaliz4vel, implica que: a° = — N, onde N =
0,1,2,.... Entdo, usando as expressoes (4.15), (4.12) e (4.10), obtemos o seguinte espectro

discreto de energia de uma particula com MEDP sob a influéncia do sistema ABC [96]:

Zack Zack\? 1 ck\ 2
B, = ? 1 < ) — = |(Za)? () , 4.16
i +moc[hn +J = n[( a)? +{~ (4.16)
onde
5 2
1 o 2
n=|n—|ml— <+ (ml + ) —(Za)? + <%> +(Za)?, (4.17)
2 O h
sendo n = N + |my| + 1/2 = 1,2,3,... o ndmero quantico principal. Vemos que o es-

pectro de energia (4.16) depende explicitamente dos parametros Z e ® que caracterizam o
sistema ABC e do parametro s que caracteriza a MEDP da particula. Andlogo ao sistema
ABC relativistico, o sinal negativo em (4.16) foi excluido porque para um solendide carregado
positivamente (Za > 0), os estados de energia negativa nao satisfazem a seguinte condi¢do:
Zo = N +b* /2 > 0 (condi¢do de quantizacdo). Dessa forma, implica que tanto particulas com
massa constante quanto com massa varidvel podem interagir com o sistema ABC (antiparticulas
ndo sio admissiveis). Além disso, vemos que a condi¢do (Za)? > (my + ®/®g)? + (ck/h)?
(campo de Coulomb forte) ndo € aceitdvel, uma vez que isso resulta em energias imagindrias

e o Hamiltoniano de Dirac torna-se anti-Hermitiano, logo, (Z«)? deve satisfazer a condig@o:



52

(Za)* < (my + ®/®y)? + (ck/h)?. Diferentemente do sistema ABC relativistico, neste caso
podemos usar o sinal de igualdade, visto que nesta situagdo temos ¥ = 0, e paran = 1l e
m; = 1/2, onde resulta em 7 = (Z«)?, ndo temos mais o problema das energias nulas para o
estado fundamental. Com respeito a maxima energia permitida para a particula: a energia de
repouso Ey = +mgc?, no qual corresponde ao limite do continuo (cl4ssico) do espectro de ener-
gia (4.16), € obtida no limite da massa constante (x — () juntamente com alguma das seguintes
condicodes: auséncia do campo de Coulomb (Z = 0), fluxo magnético intenso (® — oo) ou
nimeros quanticos muito grandes (n, m; — o0). A priori, ndo podemos concluir por enquanto
se 0 aumento de xk e Z provoca o aumento ou a diminui¢cdo nos valores do espectro de energia
(4.16), uma vez que esses dois parametros aparece tanto no numerador quanto no denominador.
Contudo, discutiremos logo em breve como as energias do estado fundamental e primeiro es-
tado excitado sdo influenciados por @, x e Z, e posteriormente, vamos comparar essas energias
com as do caso da massa constante (x = 0) da secdo 2.2.

Comparando o espectro de energia (4.16) com a literatura, verificamos que na
auséncia do efeito AB (® = 0), obtemos um espectro de energia semelhante ao de uma particula
com MEDP na presenca do potencial de Coulomb 3D [48, 60] e de uma particula com massa
constante na presenca de um potencial escalar 3D [1]. Agora, no limite da massa constante
(k — 0), obtemos o espectro de energia do sistema ABC relativistico (Ver expressao (2.53)).
Por tdltimo e ndo menos importante, na auséncia do sistema ABC (® = Z = (), obtemos o es-
pectro de energia de uma particula e antiparticula livre com MEDP [96]. Explicitamente, esse

espectro de energia é dado na seguinte forma:

CK
h (n — [my| — 5 +y/m} + (?)2>

Vemos em (4.18) que o segundo termo da raiz quadrada nao pode ser igual a 1, caso

(4.18)

Eym.s = +moc® |1 —

contrério, a energia de repouso serd nula, o que € um absurdo do ponto de vista relativistico.
Vemos que nos limites K — 0, n — oo ou m; — o0, obtemos energia de repouso da particula
e antiparticula (méxima energia possivel). Vemos que além do espectro de energia (4.18) ser
invariante sob a transformagdo x — —k [48], aumenta ou diminui de valores de acordo com os
valores de . Por exemplo, para grandes valores de o espectro de energia diminui a tal ponto de
tender a zero no limite kK — o, enquanto para pequenos valores de xk (0 < Kk < 1), o espectro
de energia aumenta. E importante destacar que em vez de termos somente energias positivas em
(4.18), a condicdo de quantizacdo para este caso admite também energias negativas. De fato,
usando a transformacdo k — —x em (4.10), a condi¢ao de quantizacao para este caso fica sendo

dada por: moc?|k|/h*f = N + b°/2 > 0. Por tltimo, diferentemente do caso de uma particula
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livre com massa constante, no qual o espectro de energia € sempre continuo [10], vemos que
existem excegdes quanto a isso, uma vez que a expressao (4.18) mostra que € possivel sim uma
particula possuir um espectro discreto de energia mesmo sendo livre.

Antes de finalizarmos esta se¢do com a forma geral do spinor de Dirac para os
estados ligados, faremos agora uma breve discussdo sobre o espectro de energia (4.16). Nosso
objetivo com essa discussao € analisar a influéncia de @, Z e « nos niveis de energia da particula.
Na Tabela 9, encontram-se os valores das energias da particula com MEDP para o estado fun-
damental (n = 1) e primeiro estado excitado (n = 2) com cinco valores de Z. Por simplicidade
e sem perda de generalidade, usamos o parametro ~« definido na Ref. [48], onde k = mya,
sendo 0 < a < 7.e7. = €2/dmegmoc® = 2.8 x 1071%m € o raio cléssico do elétron [10].
2.5 x 107 15m,

Diante disso, usamos os seguintes valores para construir a Tabela (9): a =

mo =2 9.11 x 1073%kg, ¢ 2 3.0 x 10®m-s™1, A= 1.0 x 10734J.sem; = 1/2.

Tabela 9: Energias relativisticas da particula com MEDP para o estado fundamental e primeiro
estado excitado.

Z E;It?/q;‘) Imgc? E;f}go Imgc? Eff/‘]z/mg c? E$TP2/m002

1 0.9999999537 0.9999999829 0.9999995740 0.9999999526
2 0.9999866054 0.9999951771 0.9998794011 0.9999866013
3 0.9999495788 0.9999818472  0.9995459240 0.9999495563
4 0.9998888696 0.9999599913 0.9989988008 0.9998887863
5 0.9998042771 0.9999296070 0.9982375518 0.9998042432

Como podemos observar a partir da Tabela 9, além das energias do primeiro estado
excitado serem maiores do que as do estado fundamental, ambas diminuem de valores a medida
que Z aumenta. Vemos ainda que o fluxo magnético ® tem a fun¢do de aumentar os valores
das energias do sistema de tal ponto que as energias do estado fundamental com ¢ = @
sdo ligeiramente maiores que as energias do primeiro estado excitado com & = (. Agora,
comparando os resultados das Tabelas 9 e 1, vemos que as energias da particula sio maiores no
caso da massa variavel (x # 0) do que no caso da massa constante (v = 0), seja para ® = P,
ou ® = 0. Portanto, concluimos a partir disso que o parametro ~ tem como fun¢do aumentar os
valores das energias da particula. Em particular, como v = mga, vemos que o valor maximo de
k € obtido quando temos: a — 7. (raio classico do elétron). Além disso, verificamos também
que o valor maximo de Z para que as energias nao tornam-se imagindrias € de Z = 205 para

ocaso ® = ¢y e Z = 68 para o caso ¢ = (. Vemos a partir disso que os valores maximos de
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Z para os casos da particula com massa constante e varidvel sdo praticamente os mesmos. De
fato, isso € consequéncia direta dos valores de x (0 < Kk < 1).

Daqui por diante, dedicaremos nossa atenc¢ao na forma original do spinor de Dirac
para os estados ligados. Entretando, como discutimos no inicio da secdo anterior que este
capitulo pode ser considerado a versdao com massa varidvel das se¢des 2.2 e 2.3, faremos sem
perda de generalidade e por economia de notagdo as substituicdes mg — m(p),y — yez — 2
em (2.59). De fato, podemos fazer essas substituicOes porque como vimos anteriormente, 0s
resultados aqui apresentados se reduzem aos da se¢@o 2.2 no limite da massa constante (k — 0).
Desse modo, obtemos explicitamente a forma geral do spinor de Dirac para os estados ligados

da particula com MEDP como [96]:

il(ma—1/2)0— Be/R][ ot A
Vvmi(p,6,1) = ( Zi[(mzﬂ/?)@—Et/h] E—Ezzizfﬁzgﬂ ) ’ (4.19)
onde _ 65(277)%(1—8)/2
D= e (s=D) (4.20)
F3(p) = D?pI=/2e7" L2175 (2np) [m(ﬁo)c (f + Zjh> + 11 ; 4.21)
G (p) = 725) ;Cp”/ 27 | L™ (20p) (n i 1;8[)_ o Sé)) + LYY (20p) | -

(4.22)

Por outro lado, para obter o spinor de Dirac para a particula livre com MEDP, basta

considerar ® = Z = 0 em (4.19). Consequentemente, podemos obter a partir disso todos os
observaveis associados a particula livre. Por exemplo, € sabido na literatura que as solugdes de
uma equagdo de onda (relativistica e ndo-relativistica) para uma particula livre com massa cons-
tante ndo podem ser normalizdveis, ou seja, nao representam estados fisicamente realizaveis
[10]. Porém, existem excecdes quanto a isso, pois além do spinor de Dirac para o caso da
particula livre com MEDP ainda poder ser normalizdvel, satisfaz as seguintes condicdes de

contorno: V(p — 0,6,t) = ¥(p — 00,6,t) = 0.
4.3 Limite nao-relativistico

Nesta se¢do, vamos analisar o limite ndo-relativistico de nossos resultados, em espe-
cial, da Eq. (4.9) e do espectro de energia (4.16). Neste caso, devemos usar além da prescricao
padrio: £ = ¢ +mgyc? e Za < 1, também o limite ndo-relativistico da MEDP da particula. Em
particular, neste limite obtemos aproximadamente a massa de repouso, ou seja, m(p) = my,

onde k < 1, ou ainda, ck/h < 1. Entdo, aplicando essas informagdes na Eq. (4.9), obtemos a
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seguinte ES para uma particula com MEDP sob a influéncia do sistema ABC:

2mg \ dp* ~ pdp p? p

2@ 1a (mrE) Z¢?
7 > ( > ) P =eftp), 423)

onde m = m; —1/2 = 0,£1,%2,..., f*(p) = ¢*(p)/\/p € usamos o pardmetro s com o
sinal positivo (s = +1), no qual representa o estado de da particula. E oportuno mencionar
que embora a constante c? apareca explicitamente na Eq. (4.23), aparentando assim ser uma
equacdo de onda relativistica, tal constante é cancelada devido a existéncia do pardmetro k,
logo, temos realmente uma equacao de onda ndo-relativistica. Entdo, comparando a Eq. (4.23)
com a literatura, vemos que no limite da massa constante (v« — 0), obtemos a ES para uma
particula sob a influéncia do sistema ABC (Ver Eq. (2.62)). No entanto, na auséncia do efeito
AB (® — 0), obtemos a ES com MEDP na presenca do potencial de Coulomb 2D, ou, a ES
para o dtomo de hidrogénio 2D com MEDP (Z = 1). Agora, na auséncia do sistema ABC
(® = Z = 0), obtemos a ES para uma particula livre com MEDP.

Para analisarmos o limite nao-relativistico do espectro de energia (4.16), devemos
utilizar uma expansdo em série de Taylor. Diferentemente da se¢do 2.3, aqui devemos usar
uma série de Taylor para uma fun¢do de duas varidveis. Portanto, definindo z = (Za)? e

y = (ck/h)? em (4.16), podemos escrever o espectro de energia ndo-relativistico como segue:

8(‘7‘17 y) = TTLOCQf(.Z', y) - mOC27 (424)

onde
= VY 1 ( VY )2 — ! 4.25
few mmw+$‘+n@y> remiaad 2

sendo

2

1 P \?
n(r,y) = n—\ml|—2+\l(ml+%> —z+y| +ax (4.26)

Entdo, expandindo f(z,y) em uma série de Taylor de primeira ordem, obtemos:

N 0f(0,0) 0f(0,0) oo 1 1 s
flzy) = f0,0) + == + oy Y flz) =1 Q(H_%_Q)z[ﬂy]- (4.27)
ondeQE]ml|—|ml+%.

Portanto, substituindo (2.48) em (2.63), obtemos explicitamente o espectro de ener-

gia de uma particula com MEDP sob a influéncia do sistema ABC:

Z%
___LErY (4.28)

En,ml ( 1 29
n—s5— Q)
2
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onde

Ak

2
1 1
£ = 5mOCQOz2 =136¢eV, v= Mo <> =11.9eV. (4.29)

h
Como podemos observar a partir da espectro de energia (4.28), o termo v devido a
MEDP tem a fun¢ao de aumentar os valores das energias de ionizag¢ao da particula. Em especial,
para obter o valor deste termo consideramos o mesmo « usado para construir a Tabela 8. Além
disso, vemos que o limite do continuo (cldssico) onde ¢ — 0, é obtido no limite da massa
constante (x — 0) juntamente com a auséncia do campo de Coulomb (Z = 0), quando temos
um fluxo magnétivo intenso (¥ — oo) ou nimeros quanticos muito grandes (n,m; — 00).
Agora, comparando o espectro de energia (4.28) com a literatura, vemos que no limite da massa
constante (x — (), obtemos o espectro de energia de uma particula sob a influéncia do sistema
ABC (Ver expressao (2.67)). Ja na auséncia do sistema ABC (® = Z = 0), obtemos o espectro
de energia de uma particula livre com MEDP. Por ultimo e ndo menos importante, fazendo
n=1,m; > 0e Z = 137 em (4.28), obtemos |&;| = 0.213 MeV (mais que o dobro do caso
da massa constante), ou seja, a energia do estado fundamental é da mesma ordem de grandeza
que a energia de repouso da particula (E£y = 0.511 MeV), logo, podemos dizer que a condi¢@o
Z < 137 é uma condicao mais do que suficiente para que o espectro de energia (2.67) seja
nao-relativistico.
Na Tabela 10, encontram-se os valores das energias de ligagcdo para o estado fun-
damental (n = 1) e primeiro estado excitado (n = 2) com cinco valores de Z, onde tomamos
my = 1/2.

Tabela 10: Energias nao-relativisticas da particula com MEDP para o estado fundamental e
primeiro estado excitado.

Z ety imec Ey1 5 Imoc? LT n/moc” £5 T n/moc”

1 -0.0000000463 -0.0000000171 -0.0000004260 -0.0000004740
2 -0.0000133946 -0.0000048229 -0.0001205989 -0.0000133987
3 -0.0000504212 -0.0000181528 -0.0004540760 -0.0000504437
4 -0.0001111304 -0.0000400087 -0.0010011992 -0.0001112137
5 -0.0001957229 -0.0000703930 -0.0017624482 -0.0001957568

Como podemos observar a partir da Tabela 10, além das energias de ligacdo da
particula para o primeiro estado excitado serem maiores do que as do estado fundamental, am-
bas diminuam de valores a medida que Z aumenta. Vemos ainda que o fluxo magnético ® tem a

fun¢do de aumentar os valores das energias de tal ponto que as energias do estado fundamental
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com & = §; sdo ligeiramente maiores do que as do primeiro estado excitado com ¢ = (0. Além
disso, embora as energias da Tabela 10 estejam expressas em termos da energia de repouso,
vemos que a condi¢do € < mgc? ainda permanece satisfeita. Agora, comparando os resultados
das Tabelas 10 e 2, vemos que as energias da particula sdo maiores no caso da massa varidvel
(k # 0) do que no caso da massa constante (x = 0), ou seja, o parametro s tem como fungao

aumentar os valores das energias da particula.
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Na presente dissertacao, estudamos a influéncia do sistema ABC na dindmica quan-
tica relativistica e ndo-relativistica do OD (2 + 1)-dimensional e de uma particula de Dirac com
MEDP. Para obter as solugdes de estado ligado desses dois problemas especificos, utilizamos
os operadores projecao le ft-handed e right-handed, no qual possuem a finalidade projetar o
spinor de Dirac nos seus respectivos spinores le ft-handed (“mao-esquerda”) e right-handed
(“mao-direita”). Optamos por usar estes operadores ao invés de outras técnicas da literatura
porque se mostraram extremamente Uteis na determinacdo das solucdes de estado ligado do
atomo de hidrogénio relativistico (3 + 1)-dimensional.

Antes de analisarmos as solu¢des dos dois problemas aqui propostos, fizermos no
capitulo 2 uma revisao da literatura sobre o formalismo da ED, bem como um estudo aprofun-
dado e detalhado sobre as solucdes de estado ligado do sistema ABC para os casos relativistico
e ndo-relativistico. Alguns topicos abordados incluiam a ED na forma diferencial e covariante,
propriedades das matrizes de Dirac, conceito de quiralidade e os trés principais “problemas” ge-
rados pela EKG, assim como a forma do spinor de Dirac e do espectro de energia relativistico
e nao-relativistico para os estados ligados do sistema. Em particular, além desta revisdo ser
considerada de fundamental importancia para o entendimento da dissertacdo como um todo,
forneceu as bases tedricas para alcancarmos o objetivo central desta pesquisa.

Nosso primeiro problema inicia-se no capitulo 3. Por razdes didéticas, comegamos
nossa discussdao com uma introdugdo sobre a origem do Hamiltoniano do OD, bem como seu
espectro de energia e limite nao-relativistico. Logo em seguida, fizemos uma investigacao sobre
a dindmica quantica relativistica e nao-relativistica do OD na presen¢a de um campo magnético
uniforme e sob a influéncia do sistema ABC. Com respeito aos resultados desta investigacao,
verificamos que o spinor de Dirac € escrito em termos das fun¢des de Heun biconfluentes e o
espectro de energia relativistico depende explicitamente dos parametros Z e ¢ que caracterizam
o sistema ABC e da frequéncia ciclotron w,. que carateriza o campo magnético uniforme. Além
deste espectro admitir estados de energia positiva e negativa, ¢ uma funcao periddica com peri-
odicidade +®,. Com o intuito de analisar a influéncia de Z e ® nos niveis de energia do OD,
fizemos uma discussao sobre o estado fundamental (n = 1) e primeiro estado excitado (n = 2),
onde notamos que Z tem como fun¢do aumentar os valores das energias, enquanto ¢ tem como
funcao diminuir. Contudo, o valor maximo de Z para que as energias ndo se tornam imaginarias
¢ de Z = 205 para o caso ® = ¢y e Z = 68 para o caso ¢ = 0. Além disso, na auséncia do
sistema ABC (¢ = Z = 0), do campo magnético uniforme (w. = 0) e supondo que a frequéncia

angular do OD seja constante (w=const.), os resultados do OD usual sdo recuperados.
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Por outro lado, ao procurar pelos estados ligados relativisticos do OD, observamos
um efeito quantico peculiar: as frequéncias angulares do OD também sao quantizadas em ter-
mos dos nimeros quanticos n e m; e do pardmetro s que representa as duas componentes do
spinor de Dirac. Em particular, além destas frequéncias serem quantidades reais e positivas,
sdo linearmente proporcionais a frequéncia ciclotron e aumentam quadraticamente com Z e as
energias do sistema. Vale a pena destacar que por consequéncia direta deste resultado incomum,
implica que os valores das energias do estado fundamental sdo ligeiramente maiores do que as
do primeiro estado excitado para todos os valores possiveis de Z e m;. Diante disso, podemos
supor que caso o OD sob a influéncia do sistema ABC seja testado em laboratério (com ou sem
a presenca de w,), assim como ja foi feito para o caso ¢ = Z = 0, esperamos que as frequéncias
angulares do oscilador sejam quantizadas assim como seu espectro de energia.

Ao analisarmos o limite ndo-relativistico do nosso primeiro problema, obtemos a
equagcao do OHQ com um forte acoplamento spin-orbita na presenca de um campo magnético
uniforme e sob a influéncia do sistema ABC. Contudo, verificamos que além do espectro de
energia depender explicitamente dos parametros Z e ® que caracterizam o sistema ABC e da
frequéncia ciclotron w, que caracteriza o campo magnético uniforme, € uma func¢ao periddica
com periodicidade +£®(. Ao fazermos uma discussdo sobre as energias do estado fundamental
(n = 1) e primeiro estado excitado (n = 2), observamos um comportamento semelhante ao
do OD, ou seja, além das energias do estado fundamental serem maiores do que as do primeiro
estado excitado, ambas aumentam de valores a medida que Z aumenta e diminuem a medida que
® aumenta. Embora as energias do OHQ aumentam com Z crescente, verificamos que Z deve
satisfazer as seguintes condi¢des para que as energias ndo se tornam relativisticas: Z < 108
para ® = ¢y e Z <« 61 para ® = 0. Em particular, além das frequéncias angulares do
OHQ também serem quantidades reais e positivas, sdo linearmente proporcionais a frequéncia
ciclotron, aumentam quadraticamente com Z e linearmente com as energias do sistema.

Finalmente, nosso segundo e ultimo problema inicia-se no capitulo 4. Neste capitulo,
estudamos a dindmica quantica relativistica e nao-relativistica de uma particula de Dirac com
MEDP sob a influéncia do sistema ABC. Com respeito aos resultados deste estudo, verifica-
mos que o spinor de Dirac € escrito em termos dos polindmios de Laguerre generalizados e
o espectro de energia relativistico depende explicitamente dos parametros Z e ¢ que caracte-
rizam o sistema ABC e do parametro x que caracteriza a MEDP da particula. Em particular,
este espectro admite somente estados de energia positiva (antiparticulas nao sao admissiveis).
Com o intuito de analisar a influéncia de Z, ® e x nos niveis de energia da particula, fizemos
uma discussao sobre o estado fundamental (n = 1) e primeiro estado excitado (n = 2), onde
observamos que @ e x t€ém como funcdes aumentar os valores das energias, enquanto Z tem

como funcdo diminuir. Em especial, quando tomamos o limite da massa constante (x — 0)
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de nossos resultados, o spinor de Dirac e espectro de energia do sistema ABC relativistico sdao
recuperados. Alids, o valor mdximo de Z para que as energias nao se tornam imagindrias é de
Z =205 paraocaso ® = &y e Z = 68 para o caso ¢ = 0.

No entanto, verificamos que mesmo na auséncia do sistema ABC (¢ = Z = 0), o
espectro de energia da particula e antiparticula livre com MEDP ainda permanece quantizado
(discreto) em termos dos numeros quanticos n € m; € do parametro s. De acordo com a lite-
ratura, podemos tranquilamente interpretar este resultado devido ao fato de que uma particula
relativistica de spin-1/2 com MEDP ¢€ equivalente a ED com acoplamento escalar, onde o poten-
cial escalar é do tipo-Coulomb 2D (ou potencial escalar de Lorentz). Algumas caracteristicas
desse espectro de energia € que no limite da massa constante (x — 0), assim como no limite do
continuo ou classico (n, m; — 00), obtemos a energia de repouso da particula e antiparticula
(maxima energia permitida). Além disso, esse espectro de energia aumenta ou diminui de valo-
res de acordo com os valores de «, por exemplo, no limite x — 0o, 0 espectro de energia tende
a zero (&2 — 0), enquanto para valores entre 0 < xk < 1, o espectro de energia aumenta.

Ao analisarmos o limite ndo-relativistico do nosso ultimo problema, obtemos a ES
para uma particula com MEDP sob a influéncia do sistema ABC, cujo espectro de energia de
tal equacdo depende explicitamente dos parametros Z e ® que caracterizam o sistema ABC e
do parametro x que carateriza a MEDP da particula. Anélogo ao caso relativistico, ® e x tém
como fun¢do aumentar os valores das energias, enquanto Z tem como funcdo diminuir. Além
disso, para que o espectro de energia seja nao-relativistico, Z tem que satisfazer a condi¢c@o
Z < 137. Por tltimo e ndo menos importante, verificamos que no limite da massa constante
(k — 0), o espectro de energia do sistema ABC nao-relativistico € recuperado, enquanto na
auséncia do sistema ABC (& = Z = 0), o espectro de energia de uma particula livre com
MEDP ¢ recuperado.

Como perspectivas para futuros trabalhos baseados nesta pesquisa, podemos indicar

os seguintes caminhos:
1. Analisar a dinamica do sistema ABC sujeito a violacdo da simetria de Lorentz;

2. Estudar a influéncia do sistema ABC em outros contextos da fisica, tal como nas pro-
priedades fisicas do grafeno, espagcos-tempos curvos, cendrio do comprimento minimo,

principio da incerteza generalizado, etc;
3. Investigar outros possiveis casos onde as frequéncias angulares do OD sejam quantizadas;

4. Determinar as solucdes de estado ligado de uma particula com momentos de dipolos

elétrico e magnético e sob a influéncia do sistema ABC.
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APENDICE A - O EFEITO AHARONOV-BOHM

Neste apéndice, faremos um estudo sucinto sobre as principais caracteristicas do
efeito AB. Para determinar as funcdes de onda e o espectro de energia de uma particula carre-
gada sob a influéncia do efeito AB e do potencial de Coulomb, faremos uso da ES em coor-
denadas polares. Além disso, consideraremos o caso restrito onde a coordenada radial € uma
constante. Desse modo, a particula fica confinada em uma estrutura chamada de anel quantico
AB unidimensional (1D), no qual ¢ um modelo bastante estudado na literatura [97].

De acordo com a eletrodinamica classica, os potenciais eletromagnéticos A e A,
denominados de potenciais vetor e escalar, respectivamente, nao sdo quantidades diretamente
mensusaveis, embora sejam usados para definir as quantidades fisicas realmente mensusaveis,
ou seja, os campos elétrico E e magnético B. Explicitamente, estes campos podem ser expressos
em termos dos potenciais na seguinte forma (em unidades do SI) [10]:

0A

=-VA4, - —
O ot

. B=V xA. (A.1)

Em contrapartida, as leis fundamentais da eletrodinamica (equagdes de Maxwell e
a lei da forca de Lorentz) ndo fazem nenhuma referéncia aos potenciais, em outras palavras, do
ponto de vista légico e formal, os potenciais ndo sao mais que ferramentas matemdticas conve-
nientes para simplificar os cdlculos, embora sejam construcdes tedricas dispensaveis [9, 10, 74].
Na realidade, podemos sem problema algum alterar a forma dos potenciais, consequentemente,
obtemos a partir disso as chamadas transformacdes de gauge (calibre). Em particular, essas
transformacoes sdao dadas por:

oA

AOQA,:AO_E

A A=A+ VA, (A.2)

onde A é qualquer funcio da posicdo e do tempo. Vale a pena mencionar que A nio tem efeito
nos campos. De fato, aplicando as transformacdes (A.2) em (A.1), obtemos: E=E ¢ B = B'.
Além disso, como os campos sdo invariantes sob as transformagdes de gauge, ocorre nesse caso
a chamada invariancia ou simetria de gauge.

Por outro lado, no contexto da MQ, as coisas funcionam de forma um tanto di-
ferente, onde agora as quantidades de interesse que desempenham um papel significativo na

dindmica de uma particula carregada sdo os potenciais. Por exemplo, na MQ o Hamiltoniano
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de Schrodinger € expresso em termos de A e Ag (e ndo de E e B) na seguinte forma [10, 79]:

1
He=—(p—qAP’+V A3
s 2mo(p qA)” + V(p), (A3)
onde p = —ihV é o operador momento, ¢ é carga elétrica da particula e V(p) = gAp é o

potencial de Coulomb 2D. Por um longo tempo a literatura considerou que ndo poderia haver
influéncias eletromagnéticas em regides onde E e B fossem nulos (neste caso a for¢a de Lorentz
também ¢ nula). No entanto, em 1959, os fisicos Y. Aharonov e D. Bohm [9] publicaram
um artigo no qual demonstraram que A pode afetar o comportamento quantico da particula
carregada mesmo ela estando em regides onde o campo eletromagnético é nulo (E = B = 0).
Agora, focaremos nossa atencao nas solugdes de estado ligado de uma particula sob
a influéncia do efeito AB. Por simplicidade, tomaremos a coordenada radial do problema como
sendo uma constante (p =const.), consequentemente, a particula € restrita a se mover em um
circulo de raio b (circunferéncia de um anel de arame, por exemplo). Em especial, ao longo do
eixo-z existe um solendide de raio a (a < b) carregando uma corrente elétrica constante /. Na

Figura 1, € mostrado uma particula de carga ¢q confinada (“orbitando””) em um anel AB.

Figura 1: Particula carregada confinada em um anel quantico AB.

Q§>
=

Fonte: Adaptado da Ref. [10].

Contudo, se o solendide for extremamemte longo, o0 campo magnético interno serd
uniforme, enquanto fora o campo € zero, porém, o potencial vetor ndo é zero. De fato, fixando

o gauge na forma V - A = 0, podemos escrever o potencial vetor do efeito AB como [9, 10]:

A= %697 (b > a), (A4)

onde ¢ € o fluxo magnético dentro do solendide.

Portanto, escrevendo o Hamiltoniano (A.3) em coordenadas polares, obtemos a se-
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guinte seguinte ES para o anel AB na presenca do campo de Coulomb:

W
in220:1) _ HopaU(6,1), (A.5)
ot
onde
1 n\? 92 ehd\ 0 ed\2|  Ze21
Ho,o=— |—[=2)] = [ =) 2 4 (Z=2) | = 252 (= —e). A.
ane QmU{ <b> Bl Z<7r62>60+<27rb> ey =79 (AD

Em particular, podemos considerar a ES dada em (A.5) como sendo a versdao com
raio constante da ES que governa o sistema ABC nao-relativistico, embora ambas as respectivas
equagoes sejam bem distintas (Ver Eq. (2.62)). Diferentemente da literatura, decidimos incluir
o potencial de Coulomb 2D na Eq. (A.5), assim, temos uma espécie de anel quantico ABC.

Assumindo que (A.5) admita estados estaciondrios, podemos escrever a fungao de

onda como: ¥ (6, ) = e~**/")(f). Desse modo, reescreveremos (A.5) na seguinte forma:

d72+2ﬂi+ 1/}((9)—0 (A.7)
a2 " ag T ¢ - '
onde )
P b Ze*mg 1 ) h
— = (2) (2 “) - o=, A.
= e <h> (mos+ i b) 2. ( ) A8)

Na Eq. (A.7), temos uma equacdo diferencial linear de segunda ordem com coefici-
entes constantes, cuja solugdo € dada por: ¥(0) = Ae*?, sendo A um parametro real e A € uma

constante de normalizacdo. Sendo assim, substituindo esta solu¢ao em (A.7), obtemos:

Ze2mg 1
—. A9
2meg b (A9)

b
)\:ﬁih\/2m0€+

Partindo do fato de que a func@o de onda é uma fung¢io periddica: U (6 + 27, t) =
U(6,t), implica que A deve ser um inteiro: A\ = n, onde n = 0, £1,£2,.... Portanto, usando
esta informacao, obtemos o seguinte espectro de energia de uma particula confinada em um anel

quantico ABC:

R ( ) )2 Ze? 1
_— n —_—— —_—
2mob? D, Ameg b’

sendo n um ndmero quantico, onde n > 0 representa uma particula se movendo no mesmo

En (A.10)

sentido que a corrente do solendide, enquanto para n < 0, temos uma particula se movendo
no sentido oposto, respectivamente. Vemos que além do espectro de energia ser uma fungdo
periédica com periodicidade +®, ou seja, £,(P £ @) = €,,41(P), depende explicitamente do
raio do anel (a) e do ndmero atdomico (Z). Em particular, na auséncia do campo de Coulomb
(Z = 0), temos o espectro de energia de um anel quantico AB [10, 97]. Mais importante que

1ss0, as energias da particula dependem claramente do campo magnético dentro do solendide,
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mesma ela estando localizada numa regido onde o campo € zero. Além disso, a presenca do
efeito AB quebra a degenerescéncia do sistema, uma vez que para ® = Z = 0, obtemos o
espectro de um anel quantico usual com dupla degenerescéncia (exceto para n = 0) [10].

Com respeito a forma das fungdes de onda normalizadas, sdo obtidas através da

seguinte condicdo de normalizacao:

2

/|\If(9,t)\2d6 ~1. (A.11)

0

Desse modo, as fun¢des de onda normalizadas para a particula sdo dadas por:

1 )
U, (0,1) = ——'no—et/h), A.12
(0.1) = 7 (A12)

Na verdade, as funcdes de onda dadas em (A.12) sdo de uma particula confinada
em um anel quantico usual [98], uma vez que nao leva em consideracdo o fluxo magnético ¢ do

efeito AB. Para obtermos a forma geral, devemos incluir um fator de fase dado por: €, sendo

g uma diferenca de fase. Diante disso, a forma geral das funcdes de onda sdao dadas por:
W, (r,t) = eV (r,1), (A.13)

onde

St

O/ (A.14)

sendo O um ponto de referénciae W/, (r,t) = U, (0, ). Vale ressaltar que a definicao em (A.14)
s6 faz sentido quando a seguinte condicao for satisfeita: B = V x A = 0. Por exemplo,

inserindo o potencial vetor (A.4) em (A.14), a diferenca de fase g toma a seguinte forma:

ar— 92 () edo - 192 _ 9 2
h/A — <b> (beqd) = +7= = Fom g, (A.15)

consequentemente, as fungdes de onda gerais ficam escritas como:

1 .
\1}2(07 t) _ Eéb(?ﬂ'a@/@o—&-ﬂ@—st/h) (O' — :F]-) (A16)

Concluimos aqui que o efeito AB € um exemplo de fase geométrica, em especial,
um caso particular das chamadas fases de Berry [9, 10]. Contudo, uma dltima pergunta merece
ser feita, o que fazer com o efeito AB? Evidentemente, a maior consequéncia do efeito € mos-
trar que nossos preconceitos cldssicos estdo simplesmente equivocados, em outras palavras, é

possivel sim haver efeitos eletromagnéticos em regides onde os campos s30 zeros.



