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Resumo

No presente trabalho apresentamos uma versao do Teorema de Comparagdo de Autovalores
de Cheng, onde a limitacdo das curvaturas seccional e Ricci é trocada pela limitagdo da
curvatura média das esferas geodésicas. Além disso, apresentamos a constru¢do de métricas
suaves, gx, em [0, 7] x S, ndio isométrica a métrica candnica de curvatura seccional constante K,
cany, tal que as bolas geodésicas By, (r) = ([0,7] X S*, g« ), Bean, (1) = ([0,7] X S?, cany) tém o
mesmo primeiro autovalor, mesmo volume e as esferas geodésicas dBg, (s) € dBean, (5), 0 <s <
r, tem a mesma curvatura média. Finalmente, aplicamos esta versao do Teorema de Comparagao
de Autovalores de Cheng para a constru¢do de exemplos de variedades Riemanniana M com tom

fundamental positivo.

Palavras-Chaves: Autovalores de Dirichlet, Teorema de Comparaciao de Cheng, Teorema

de Barta, curvatura média, esfera geodésica.



Abstract

We present a version of Cheng’s Eigenvalue Comparison Theorem, where the limitation
of the sectional and Ricci curvature is changed by limiting the mean curvature of the ball
away. Furthermore, the present construction of smooth metrics gy, in [0, 7] X S3, non-isometric
to the canonical metric of constant sectional curvature K, cany, such that the balls geodesic
B, (r) = ([0,7] x S®,gx), Bean,(r) = ([0,7] x S?,cany) have the same first eigenvalue, the
same volume and the distances spheres dB,, (s) and dBeu,(s), 0 < s < r, has the same
mean curvature. Finally, this version of Cheng’s Eigenvalue Comparison Theorem to construct

examples of Riemannian manifolds M with positive fundamental tone.

Keywords: Dirichlet eigenvalues, Cheng’s Eigenvalue Comparison Theorem, Barta’s Theorem,

mean curvature, distance spheres.
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Introducao

Seja By(r) uma bola geodésica de raio r em uma variedade Riemanniana completa
n-dimensional M e denote por A;(Buy(r)) seu primeiro autovalor de Dirichlet. E por
A1 (Byp () (r)) o primeiro autovalor de Dirichlet da bola geodésica By () (r) de raio r no espago

forma simplesmente conexo M" (k) de curvatura seccional constante K.

Cheng em [6], usando o resultado de Barta [1], provou que se a curvatura seccional de M é
limitada por cima Ky < k e r < min{inj(p),7/v/k}, (T/\/K =0 se k <0) entdo A; (By(r)) >
A (By(ie)(1)). E se a curvatura de Ricci de M € limitada por baixo Ricy > (n— 1)k entdo
M (Bu(r)) < A1 (Byin(i)(r)) parar <inj(p). Estd implicito na prova de Cheng que A, (B (r)) =

A1 (By(x) (1)) implica que as bolas geodésicas Bu(p, 1) € By (i) (1) sdo isométricas.

Bessa e Montenegro em [11] observaram que o resultado do Cheng das desiguladades de
autovalores, citado acima, é valido sob hipétese geométrica mais fraca. Ou seja, dadas By (r)
e By (i) (r) bolas geodésicas dentro do cut locus dos seus centros e seja (,0) € (0,r] x sr-l
coordenadas geodésicas de By (r) € By (i) (7). Sejam Hy(t,0) € Hypn(i)(f,0) = Hypr()(2) as
curvaturas média das esferas geodésicas dBy(t) € d By () (¢) em (¢,6) com respeito ao campo
de vetor unitério —d /dr. Entdo, a seguinte versido do Teorema de Comparagéo de Autovalor de

Cheng ¢ valida
Teorema. Se Hy(s,0) > Hyp (i (s) para todo s € (0,r] e todo 6 € S"~! entdio

M (Bu(r)) > A1 (Bypr(ie) (7)) )
Se Hy(s,0) < Hyp () (s) para todo s € (0,1] e todo 6 € S*! entdo

M (Bum(r)) < A (Byp(x)(r))- (2)

A igualdade em (1) ou em (2) ocorre se, e somente se, Hy (s,0) = Hyp i) (s) para todo s € (0, 7]
etodo 6 € "1
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Usando o Teorema de Comparacao do Hessiano e do Laplaciano concluimos que se Kj; < K
implica que Hy(s,0) > Hyp(i)(s) € Ricyy > (n— 1)k implica que Hy(s,0) < Hyp(i)(s). No
entanto, as demonstracdes inversas em geral ndo sdo sempre verdadeiras. No terceiro capitulo
foi construido métricas suaves em R” com curvaturas seccionais limitadas por cima K(d/ds) >
k fora de um conjunto compacto com Hy(s,0) > Hyp () (s) para todo s > 0, ver exemplo 1.
No segundo exemplo, é construido métricas suaves g, em [0,7] x S3, ndio isométrica a métrica
candnica can de curvatura seccional constante k, tal que as bolas geodésicas Bg(r) = ([o, r] X
S? gx), Becan(r) = ([0,r] x S, cany) tém o0 mesmo primeiro autovalor, o0 mesmo volume e as
esferas dBg(s) e dBcan(s), 0 < s < r, tem a mesma curvatura média. Por outro lado, se
a métrica de uma variedade Riemanniana n-dimensional restrita a uma bola geodésica de raio
r € rotacionalmente simétrica, isto €, sua expressao € dada por ds* = di* + fz(t)d 6%, com
F(0) =0, f'(0) =1, f(t) > 0 para t > 0, entdo a igualdade dos autovalores A (By(r),ds?) =

A1 (B (i) (1), canyc) implica que By (r) € By () (1) sdo isométricas, veja a observagdo 3.1.

O presente trabalho estd dividido da seguinte maneira. No primeiro capitulo apresentamos
alguns resultados preliminares que serdo utilizados ao longo deste trabalho. No capitulo
2 apresentamos a prova do Teorema Principal. No capitulo 3 contruimos exemplos como
mencionamos acima, € no ultimo capitulo sdo apresentados alguns corolarios do Teorema

principal que pode ser visto como generalizacdes do Teorema de Comparacio de Cheng.



Capitulo

Preliminares

Conteudo
1.1  Meétrica Riemannianae conexao . . . . . . . . . . . . . e p-4
1.2 Geodésicas e aplicacdo exponencial . . . . . . . . .. .. ... 0oL, p-6
1.3 Curvaturase camposde Jacobi . . . . . . . .. ..o p.-8
1.4 O Gradiente, a Divergénciae o Laplaciano . . . . . . . . . . .. ... .. .... p- 14

Na presente se¢do apresentamos fatos fundamentais para o desenvolvimento deste trabalho.

As principais referéncias sao [2], [3], [4] e [7].

Seja M uma variedade diferencidvel conexa de dimensdo n. Para cada p € M, indicaremos
por T,M o espaco tangente a M em p e TM seu fibrado tangente, isto €, a unido de todos os

espacos tangentes a M.

Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M € uma aplicacdo de M no fibrado
tangente TM
X:M—TM.

Podemos também pensar nos campos de vetores como uma aplicagdo X : © — §(M) definido

por 5
(XF)(p) = zaxp)a—i(p),

onde D e §F(M) sdo, respectivamente, o anel das fun¢des reais C*°(M) e o conjunto das fungdes

em M. Indicaremos por X(M) ao conjunto de campos de vetores de classe C* em M.
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1.1 Métrica Riemanniana e conexao
| ]

Uma métrica Riemanniana g em uma variedade diferencidvel M € uma aplicacdo que

associa a cada ponto p € M um produto interno
gp=1(.)p: TyMxT,M —R

satisfazendo a seguinte propriedade: Se U € um aberto qualquer em M e X,Y sdo campos de

vetores diferencidveis em U, entdo a fungdo g(X,Y) : U — R dada por

g(X,Y)(p) = gP(vayp) = <Xp7YP>
¢é diferenciavel em U.

Outra maneira de exprimir a diferenciabilidade da métrica € dizer que para todo par X,Y
de campos de vetores diferencidveis em M, numa vizinhanca V de M, a funcdo (X,Y) é
diferencidvel em V. As fungdes g;; sdo chamadas expressoes da métrica Riemanniana em um

sistema de coordenadas x: U C R" — M.

Uma conexdo afim V em uma variedade diferencidvel M é uma aplicacao
ViX(M)xX(M)— X(M)
indicada por (X,Y) — VxY e que satisfaz as seguintes propriedades:
(1) VixiegrZ=fVxZ+gVyZ,
(i) Vx(Y+Z) = VxY + VxZ,
(i) Vx(fY)=fVxY +X(f)Y,

onde X,Y,Z € X(M), f,g € D(M).

Proposicao 1.1 Sejam M uma variedade diferencidvel com conexdo afimV e o : (—€,€) — M
uma curva diferencidvel. Entdo existe uma unica correspondéncia que associa a uma campo de
vetores V ao longo de o a um outro campo de vetores I ao longo de o, denominado derivada

covariante de V ao longo de o, tal que

D DV DW
) —(V =—4+—.
(4 dt( +W) dt * dt
D d DV
(ii) E(fV) = d—];V +fz, onde V é um campo de vetores ao longo de uma curva o e f é

uma fungdo diferencidvel em (—€,€).
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(iii) Se V ¢é induzido por um campo de vetores Y € X(M), isto é, V(t) =Y (a(t)), entdo

DV .y
dt di

Para uma demonstragdo desta proposi¢ao veja [7]

Podemos expressar VxY em coordenadas locais. Seja x: U C R* — M um sistema de

coordenadas x = (x,x2,...,X,) em p € M escrevendo
n n
X:ZXiXh ny i
i=1 =1
d :
ondex;:U —-ReX;, = o Assim, temos que
Xi
VY = Vyux ) vXj =Y aVe (LX)
= Y (Z)’jVXin‘f‘ZXi(Yj)Xj)

i

= Zx,y]VXX —l—le Xj.
i,j i,J

Fazendo Vx X; = ZF Xk, conclui-se que F sao diferenciaveis e

VxY = Z(le)’Jr +X(y )) Xk,

onde as fungdes F sdo os coeficientes da conexdo V em U, chamado de simbolos de Christoffel

da conexao. Podemos expressar os simbolos de Christoffel da seguinte forma
d d m
i 1.1
Z( g,k+a -8ki — axkgz,)g , (1.1)
onde g;; = (X;,X;) e (¢™) é a inversa da matriz (g;;). Essa é a expressdo cldssica dos simbolos

de Christoffel da conexdo Riemanniana em termos da métrica.

O teorema a seguir é fundamental. Ele garante que em toda variedade Riemanniana existe

uma dnica conexao afim.

Teorema 1.1 (Levi-Civita) Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma tinica conexdo

afim V em M satisfazendo as condigoes:

a) V é simétrica, isto é,

VxY —VyX = [X,Y], onde | | é o colchete de Lie dos campos de vetores X e Y.
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b) V é compativel com a métrica Riemanniana, isto é,

X(Y,Z) = (VxY,Z)+ (Y,VxZ).

7z

A conexdo dada pelo Teorema acima € chamada de conexdo de Levi-Civita ou conexdo

Riemanniana de M.

1.2 Geodésicas e aplicacao exponencial

Seja M uma variedade Riemanniana com conexdo afim V, e seja Y uma curva em M. A
/

aceleracdo de y é o campo de vetores

ao longo de y. A curva y é chamada geodésica com
y /
respeito a V se a aceleragdo € zero, ou seja, ar =0.
Um campo de vetores V ao longo de uma curva y € dito ser paralelo ao longo de y com
respeito a V se I = 0. Da mesma forma V € dito ser um campo paralelo a M se € paralelo ao

longo de todo curva.

Um fato fundamental sobre campos de vetores paralelo é que qualquer vetor tangente em
qualquer ponto de uma curva na variedade Riemanniana pode ser unicamente estendido a uma

campo de vetores paralelos ao longo da curva inteira. E o que diz o

Teorema 1.2 Dadas uma curva y: 1 — M, to € I, e um vetor Vg € Ty)M. Entdo, existe um

linico campo de vetores paralelo 'V ao longo de v tal que V (ty) = V.

O campo de vetores V do Teorema acima é chamado de transporte paralelo de Vi ao longo
de yv. Uma observacdo importante € que se y: I — M € uma curva e fo,t; € I, o transporte
paralelo define um operador

Poa  Tya)yM — TyeyM

dado por P, Vo = V(t1), onde V € o transporte paralelo de Vj ao longo de y. P, ¢ um

isomorfismo linear entre Ty yar © Tz, -

Seja Y uma curva diferencidvel em M. Essa curva determina uma curva t — (y(¢),7(t))
em TM. Assim dado um sistema de coordenadas (U,x) em torno de Y(#), se ¥ é uma curva

geodésica entdo, a curva

ro (xl(t),...,xn(t),dxl(t) . dxl(’))

dt 777 dt
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satisfaz o sistema
dxk
dr
d)’k

= Yk,
—Zr,]y,y,, =l....,n.

em7U.

Lema 1.1 Existe um vinico campo G em TM cujas as trajetdrias sdo da format — (y(t),y' (1)),

onde 'y é uma geodésica em M.

O campo G definido acima é chamado de campo geodésico em TM e seu fluxo ¢(1,&) é o

fluxo geodésico de TM, onde & € TM e ¢ € R. Entdo, definimos

Ye(t) =mo@(t,8),

onde 7 : TM — M ¢ a projecdo canonica, Yg () é a unica geodésica em M satisfazendo as
condigdes % (0) = (&) e y:(0) =&.

Para todo & € TM existe um intervalo aberto maximal Iz em R contendo a origem e uma
dnica geodésica ¥ : [¢ — M satisfazendo ¥ (0) = 7(&) e '}/’5(0) = £. Se M é geodesicamente
completa, isto &, 15 = R para todo £ € TM, entdo

Ye(at) = Yoe (1), |vel=1E] Va,reR.

Seja .7 M um subespaco de TM, definido por
IM:={§ €TM;1 €},

Seja M uma variedade Riemanniana. Definimos a aplicacdo exponencial exp : M — M dada

por
expg = ¥ (1).
Entéo, exp(t§) = Y (1) = ¥ (t), paratodo t € R,§ € T M. Além disso, dado p € M definimos

exp, = exp|r,mun7m-
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1.3 Curvaturas e campos de Jacobi

Definicao 1.1 O tensor curvatura R da variedade Riemanniana M com conexdo V é uma

aplicacdao multilinear R : (M) x x (M) x x(M)x — x(M) dada por
R(X,Y)Z = VxVyZ—VyVxZ+ViyyZ (1.2)

para todo X,Y,Z € x(M).
Iremos denotar (X,Y,Z,W) = (R(X,Y)Z,W).

Proposicao 1.1 O tensor curvatura R satisfaz as seguintes propriedades
(1) (X,Y,Z,W)=—(Y,X,Z,W) = (Y,X,W,Z)

(2) (X,Y,Z,W)=(Z,W,X,Y)

(3) Primeira Identidade de Bianchi

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X+R(Z,X)Y =0
Para uma prova veja Capitulo 3 de [7].

Defini¢ao 1.2 Seja P C T,M um subespaco bi-dimensional do espago tangente. A curvatura

seccional de P em p é dada por

K(X,7) = (R(X,Y)X,Y)
’ XY 2= (X,Y)?

onde X ,Y € P sdo dois vetores linearmentes independentes de T,M.

E possivel mostrar que essa definicio nio depende da escolha dos vetores veja Capitulo 4 de [7].

Observe que, se {e],e,} é uma base ortornormal de P, entdo

K(e1,e2) = (R(ey1,en)er,ez).

Lema 1.2 Dados M uma variedade Riemanniana e p um ponto de M. Definimos uma aplica¢do

multilinear R' : T,M x T,M x T,M — T,M por
<R/(X,Y,Z),W> =(X,Z)(Y,W) —(Y,Z)(X,W),

para todo X,Y,Z,W € T,M. Entdo M tem curvatura seccional constante K se, e somente se,

R = kR’, onde R é a curvatura de M.
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A demostragdo encontra-se em [7].

Defini¢ao 1.3 Para cada p € M definimos o tensor curvatura de Ricci Ric : Ty,M x T,M — R
por

Ric(X,Y)=tr{Z— R(X,Z)Y},

onde X,Y,Z € X(M).

Se {ey,...,e,} é¢ uma base ortonormal de 7,M entio,

n

Ric(§,n) = Z<R<5»€j)n»€j>~ (1.3)

J=1

Sejam M" e M"* variedades diferenciaveis. Uma aplicacio diferencidvel ¢ : M — M é
uma imersdo, se d@, : TyM — Ty, )M € injetiva para todo p € M. Se além disso, ¢ ¢ um
homeomorfismo sobre (M) C M, onde @(M) tem a topologia induzida por M, diz-se que @ é

um mergulho. Neste caso, (M) é uma subvariedade de M.

Seja f : M — M"** uma imersdo, se M tem estrutura Riemanniana, f induz uma métrica

Riemanniana em M por
<I/t, V>P = <dfp<u>7dfp(v)>f(p)7

para todo u,v € T,M. Neste caso dizemos que f é uma imersdo isométrica de M em M.

Considere uma imersdo isométrica x : M" — M* de uma variedade diferencidvel M de
dimensdo n em uma variedade Riemanniana M de dimensdo igual a n+m = k. Como usual,
identificaremos M com a sua imagem por x, x(M). Com esta identificagéo o espago tangente de

M em um dado ponto p € M, T,M é um subespago do espago tangente de M em p, T,M.

Para cada p € M, o produto interno em T,M decompde TpM na soma direta de T,M com
seu complemento ortogonal (7,M )+, Paratodo p € M, v € T,M, denotaremos a projegdo de v

sobre T,M por ', e a projecdo de ¥ sobre (7,M )+ por ¥

Sejam V,V a conexdo Riemanniana de M e M , respectivamente. Se X,Y sdo campos locais

de vetores em M, e X e Y sdo estensdes locais a M, definimos
Vx¥ = (V).
No que se segue X(U)" representa os campos de vetores normais a x(U) ~ U, onde U é um
aberto de M. A aplicacdo
B:X(U)xX%(U)— x(U)*
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definida por
B(X,Y) = (VxY)N = V¥ — VyY,

é chamada segunda forma fundamental de M em M.
Proposicao 1.2 A aplicdacdo B é uma forma bilinear e simétrica.

A demonstragdo encontra-se em [7].
Seja p € M e n € (T,M)~*. Definimos a aplicagdo S : X(U) x X(U)*+ — X(U) por
(S(X,m),Y) = (B(X,Y),n).
Denotando Sy (X) = S(X,n) obtemos um operador autoadjunto Sy, : X(U) — X(U ) denominado

operador de Weingarten da imersao na direcdo de 7.

Proposicio 1.3 Sejape M, xe T,M en € (T,M ). Seja N uma extensdo local de 1 normal
a M. Entao,

Prova. Sejay € T,M e X,Y extensdes locais de x,y, respectivamente. Queremos mostrar que

(S (x),y) = (B(x,y),m) = —((VaN)"y).

Entdo, como (N,Y) = 0 segue

—((ViN)'y) = —(VaN,y) = —(ViN.Y)
= —x(N,Y)+(N,V,Y)
= (0, (V1))
= (n,B(x.y))
para todoy € T,M.
|
Considere a x : M — M""™ uma imersdo. Dizemos que {e,...,2,.x} é um referencial

ortonormal adaptado em um aberto U C M se as restri¢des de e, ...,e, ao aberto U = UNM

formarem um referencial em U C M.

Sendo B a segunda forma fundamental da imersdo x e {ey,...,e,, N1, ..., Mk } a restri¢do de
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um referencial adaptado a um aberto U C M, considere o campo

n
H = ZB(e,-,ei) € %(U)J‘.
i=1
Como B(ej,e;) € (T,M)* entdo, se B(e;,e;) = an; com n; € (T,M)*. Dai, vemos que

(B(ei,ei),nj) = (anj,n;) = a. Portanto, temos as seguintes igualdades

gB(ei,ei) = ;<B(6i7ei)>nj>nj
= Z<Snj(€i)aei>nj
i—=1
H = (S (1.4)

onde H aplicado num ponto p € M é conhecido como vetor curvatura média de x em p. Agora

fixadon € (T,M )+, definimos a curvatura média de M na direg¢io 1 por
H =tr Sy (1.5)

ou seja, o traco da aplicacdo de Weingarten € a curvatura média de M.

. —n+1 . ~ . o s —
Sejam x: M — M~ uma imersdo isométrica € N um campo unitario em M normal a M.

Note que dado um referencial ortonormal {ej,...,e,, N}, temos que

n+l
divigN = ) (VeN,e;)

i=1

n

= (Vo.N,e;)+ (VyN,N)

N
I
—_

— 1
(Vi) + SN (N, N).

I

N
I
—_

Como (N,N) = 1 temos que ¢;(N,N) =0 e (V,N,N) = 0 para todo i € {1,....,n}. Logo,
(Ve,N)T = (V,,N). Assim,
diVMN = —tr (SN)

Portanto,

H = —divy;N. (1.6)

Agora iremos definir e apresentar alguns resultados basico sobre campos de Jacobi de uma

variedade Riemanniana M.

Definicdo 1.4 Seja v: [0,a] — M uma geodésica. Um campo de vetores J ao longo de 'y é um
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campo de Jacobi se satisfaz a equagdo de Jacobi
D?J
W +R(7/(t)7‘](t)))/(t) =0, Vi € [Oaa]'
Denotaremos _# o conjunto dos campos de Jacobi ao longo de 7.
Proposiciio 1.4 Para X,Y € ¢, temos que
D D
(EX,Y) - <X’EY> = const.
Assim, para qualquer campo de Jacobi Y temos que existem constantes a,b € R tais que
(Y,Y)=at+b.
Prova. Derivando
Exyvy - x, Py
dt’ " dt
encontra-se
D? D?
—X,Y )—(X,—=Y ).
(@)~ (X )
Agora, usando a equagdo de Jacobi obtemos
Logo,
DX Y X b Y t
— — —Y ) = const.
dt’ " dt
isto &,
D x.v) = const
— = const.
dt "’
e, portanto,
(X,Y) = at +D.
|

Em particular, definimos o subespaco de ¢

/L ={Ye 7:(Y,Y)=0 em [0,d]},
Para o que se segue os campos de Jacobi J pertencem a ¢ L

Dado um valor real k, temos Si(¢) como a solugdo da equacao diferencial ordindria

V' +xky =0
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satisfazendo as condi¢des iniciais
Sx(0) =0, S.(0)=1.

Entdo, podemos escrever

(sen(VED s
Ve ’
Sk(t) = t, se kK = 0; (1.7)

senh(y/—Kt)

W TR ek <o.
\ =K 5¢
Além disso, se S := Cy entdo vale
C /
Ci = —KkSx, CitkSi=1, (S—"> = (1.8)
K

O seguinte exemplo ¢ fundamental. Ele diz como sdao os campos de Jacobi em uma

variedade Riemanniana de curvatura seccional constante.

Exemplo: Sejam M uma variedade Riemanniana com curvatura seccional constante K € ¥

uma geodésica tal que, || = 1. Seja J um campo de Jacobi ao longo de ¥, normal a ¥. Ento,

pelo Lema (1.2) segue que

R, N1.T) = «((V,V).T) = Y)Y, T)
= k(J,T)

para todo campo vetorial T ao longo de y. Dai, R(Y,J)y = kJ e a equagio do campo de Jacobi,

fica

D?J

Com isso, a expressdo acima diz que a derivada covariante segunda de J € um mudltiplo de J,
e é razodvel tentar construir uma solucio escolhendo um campo de vetor paralelo £ normal a
y e fazendo J(¢) = u(t)E(¢) para alguma funcdo u a ser determinada. Assim, a expressdo (1.9)

passa a ser
u"(t) +ku(t) =0

a qual, implica que o campo de Jacobi ao longo de 7, que satisfaz J(0) =0 e J'(0) = E poder
ser escrito como J(t) = Si(1)E(1).
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1.4 O Gradiente, a Divergéncia e o Laplaciano

Nesta secao definiremos o Gradiente , o Divergénte e o Laplaciano. Esses operadores serao

utilizados ao longo deste trabalho.

Definicao 1.5 Seja f : M — R uma funcdo suave. O gradiente de f é o campo vetorial suave
grad f, definido em M por

(grad f,X) = X(f), (1.10)

para todo X € X(M).

Decorre da defini¢do que se f,g € F(M), entdo:

(i) grad (f+g) = grad f+ grad g.
(i) grad (fg) = g(grad f) + f(grad g).

Proposicao 1.5 Se f : M — R é uma fungdo suave e U C M é uma vizinhanga coordenada,

com campos coordenados aixw . aixn entdo o gradiente de f é dado em U por
L adf o
grad f= Y gL —. (1.11)
k,lzzl axl 8xk
Em particular,
N wdf df
grad f||>= ¥ M= L. (1.12)
| I kJX:‘,I St o)

Prova. Se grad f = Zzzlaka%, entdo

af_ 0 “ Jd 4 “ J 4 v .
8_x,_<gradf’a_xl> <Za]ax] axl> Zaj<a_xjva_xl>_;a]gjl;

de modo que

8f 1
g’ Z ajg¥g; = Z a;jb; = ay.
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Para o que falta, temos

L f )P L Af D af of
2 _ kk¥J Y Kkl ij, YJ YJ
llgrad f|| < Y ¢ o axk,‘Z g" o, ax,> Y ¢ 84

Ki=1 i=1 ikl
af df af df
F ol of
]%‘lg 7k ox; 8xj ;g o0x; dxy,

Definicao 1.6 Seja X um campo vetorial suave em M. A divergéncia de X € a fungdo suave

div X : M — R, dada para p € M por
(divX)(p) =tr {v— (V,.X) (p)}, (1.13)

ondev € T,M e tr denota o trago do operador linear entre chaves.

Decorre da defini¢do que se X,Y € X(M) e f € F(M), entdo
(i) div (X +Y) = div X +div Y.

(i) div (fX) = fdiv X + (grad f,X).

Proposicao 1.6 Seja X um campo vetorial suave em M e U C M uma vizinhanca coordenada
com campos coordenados ai,...,ai. Se X for dado em U por X = Zai—, entdo a
X1 Xn = axi

divergéncia de X é dada em U por

divX = ! Zn: 8 (1.14)
ivX = -— .
:19
onde G = det(g;;).
Prova. Temos que
po- Ly Igjk  dgik  Ig*
g 24\ 0x  dx;  dx Y
UG (98)k xj, 98k xj 98ij i
- 5,;1(8x,~gj+ 8xjgj_ 8xkgj
_ lzn: agjkgkj agljg]k agijgkj
2k:1 ax,’ 8xk axk
- J
2 Z 8x,- g
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Afirmamos agora que

Igjk jw_ 190G

ox g Gox’ (1.15)

Para provar a relagdo acima, seja (g¥); a matriz obtida de (g;;) derivando as entradas de sua

k-ésima coluna na direcdo de % i.e.,
1

_ , -
g o Bk gy,
p)
| B g,
(8)i—
Ign
gut o Hm g,

Desde que G = det(g;;) é uma fungéo linear de cada uma de suas colunas, tem-se

109G
G ax,-

= det(gij) " det((g");) = det(g ™" (¢"):).

Segue agora de ser g~ 'g = Id que

1 0 Ayg 0 0
0 I Agie O 0
g (@)i=1 o0 0 Aw 0 0|
0 0 Apiiy 1 0
0 0 Ak 0 1
onde A, = g'/ % Portanto,

1 9G 1/ k k'ag ik

~ 29 _ et — Ay = gt 28

Gaxi € ( (g )l) kk g axi 9
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como queriamos provar. Segue entdo dai e do lema anterior que

. 1t 8a,~ Jjl _ & 8a,~ a; aG
_ aal a; 8\/_ 1 Z G% —|—a,~a\/5
= ox; \/_ ox; \/E = ox; ox;

Definicao 1.7 Seja f : M — R uma fungdo suave. O Laplaciano de f é a funcdo suave Af :
M — R dada por

Af = div grad f. (1.16)

Usando as propriedades do gradiente e da divergéncia, temos, para quaisquer f,g € §(M),

que
(i) A(f+g) =Af+Ag.

(i) A(fg) = fAg+gAf+2(grad f,grad g).

Proposicao 1.7 Se f : M — R é uma func¢do suave e U C M é uma vizinhanga coordenada com

campos coordenados aixl, e %, entdo o Laplaciano de f é dado em U por

:T Xn:: ( U\/_ij> (1.17)

onde G = det(g;;).

Prova. Sejagrad f=)7 aia%, com a; = ] 89 a){ Segue-se de (1.14) que

1 &9 &9,
Af:ﬁ;a—m(ai\/a):ﬁw;a—m< ]\/_8xj>
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2.1 Problema de autovalor de Dirichlet

Nesta se¢do estabeleceremos algumas terminologias necessarias para o desenvolvimento

deste trabalho. Uma referéncia para este Capitulo € [4] e [3].

Seja L?(M) o espaco das fun¢des mensurdveis f em M na qual

/ |f]2dV < 4oo
M

Em L?(M) consideremos o seguinte produto interno e norma induzida dados por

(= [ nav. 7P = (7.0),

onde f,h € L?>(M). Com este produto interno, L?>(M) é um espago de Hilbert.
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Nosso interesse estd no seguinte problema de autovalor.

Problema de Autovalor de Dirichlet: Para M uma variedade Riemanniana conexa com fecho
compacto e fronteira suave, ache todos os niimeros reais A na qual existe uma solu¢do nao trivial

¢ € C*(M)NC°(M) da equacio
AP +Ap =0 (2.1)

satisfazendo a condicdo ¢ = 0 na fronteira de M.

Os numeros reais A sdo chamados de autovalores do Laplaciano A de M, e o espago vetorial
das solu¢des do problema acima para um dado autovalor A, é denominado seu autoespago. Os
elementos de cada autoespago sdo chamadas de autofuncdes. O seguinte resultado pode ser

encontrado em [3].

Teorema 2.1 No problema Dirichlet, o conjunto dos autovalores consiste de uma sequéncia
0< A <Ay <...l oo,

e cada autoespaco associado tem dimendo finita. Além disso, autoespacos pertencentes a

autovalores distintos sdo ortogonais em L*(M) e cada autofungdo é C* em M.

Observe que, como a autofungio ¢ € C2(M)NC%(M) entdo o seu primeiro autovalor A

deve ser ndo-negativo. De fato, aplicando a férmula de Green a ¢ temos

| (920+ |eradg P)av —0

Usando (2.1) segue que

2 o 2
) /M 02dvV — /M |eradg|2dV 2.2)
MolE = [ leradglav (2.3)
A= |oll2 /M lgradg[2aV > 0 2.4)

Veja que se A = 0 implica [y, |grad¢|?dV = 0. Daf, ¢ é constante. Aplicando a condigdo
de fronteira do problema de Dirichlet segue que ¢ = 0. Logo, os autovalores do problema de

Dirichlet sdo todos positivos. Uma demonstracdo completa deste teorema encontra-se em [4].

Seja 2 C M um subconjunto aberto de uma variedade Riemanniana M. Definimos o tom
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fundamental 1*() como

A*(ﬂ)zinf{M, f € HY(Q), f%O},
Jap

onde H (Q) é o fecho de C(Q) com respeito a norma

lo = [ o>+ [ 1VoP. 25

No entanto, se Q € limitado com fronteira suave, entdo o Teorema de Rayleigh (ver [4]) implica

que A*(€2) coincide com o menor autovalor do problema de Dirichlet, A (2).

2.2 Coordenadas geodésicas

Sejam M uma variedade Riemanniana completa e p um ponto de M. Dado § € T,M, seja

Ye : [0,+00) — M a tnica geodésica satisfazendo ¥ (0) = p e y’g (0)=E.
Dados p € M, & € T,M definimos c(&), por
c(§) :=sup{t > 0; disty (p, ¥e (t)) =t}

Além disso, chamamos de raio de injetividade de p, inj p, por

inj p = inf{c(&):€ € T,M, ] = 1)

Observe que se disty(p,¥e(t1)) =t para algum t; > 0, entdo disty(p,Ye(t)) =t para todo
t € [0,#1]. Assim, a geodésica minimiza a distancia entre p e ¥ (¢) para todo [0,¢(§)) e ndo
minimiza distancia para t > ¢(&). Dal, se ¥ ([0,¢]) minimiza a distancia de p a ¥¢(t) para todo

t >0, entdo ¢(&) = +oo.
Para todo p € M definimos o cut locus de p em M, como
Cut(p) :={expc()&: () < 4o, G €THM, |G =1},
Considere o maior subconjunto aberto de 7 pM
Dp = {18 € TpM;0 <t <c(§), 5] =1},

tal que para todo & € 7, a geodésica ¥ (t) = exp,,(t§) minimiza a distancia de p a ¥ para todo
t€[0,c(§)] e exp 7, = M /Cut(p). Além disso, a aplicagio exponencial exp,, : Z, — exp,(Z)

¢ um difeomorfismo e é chamado coordenadas geodésicas de M /Cut(p). Para mais detalhes
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veja [3] ou [4].

Fixado um vetor & € T,M, |€| = 1, seja €L o complemento ortogonal de {RE} em T,M,
e seja T : TpM — ToxpieyM o transporte paralelo ao longo de ¥:. Definimos o caminho das

transformacoes lineares
o (1,6): 67 —&*
por
o (1,6)n = (u)"'Y (1)
onde Y (¢) € o campo de Jacobi ao longo de ¥ determinado pelas condigdes iniciais ¥ (0) =0 e
(V7)) =1.
Definimos agora a aplicacio R : £+ — &+ dada por

R()n = (%) 'Ry (1), 7n)v (1)

onde R é o tensor curvatura de M. A partir dai, verifica-se que 2R(¢) é uma aplica¢do autoadjunta

e o caminho de transformacdes lineares 7 (¢, &) satisfazem a equag@o diferencial
" +Re =0 (2.6)

com as condig¢des iniciais .7 (0,£) =0e &' (0,€) = 1.

No conjunto exp(Z,) a métrica Riemanniana de M pode ser expressa por
ds*(exp,(t&)) = di* + |/ (t,€)dE|?, (2.7)
e como M tem curvatura seccional constante igual a k obtemos
A (1,6) =Sk,
onde Si(t) é dado por (2.39).

2.3 O Teorema de Barta

Na presente secdo, € apresentado o Teorema de Barta. Tal resultado é uma poderosa
ferramenta para obter limitacdo para o primeiro autovalor de Dirichlet de um dominio suave

e limitado de uma variedade Riemanniana. Uma referéncia para esta secao é [4].

Teorema 2.1 (Barta) . Seja Q C M um dominio com fecho compacto e fronteira suave dQ2 em
uma variedade Riemanniana. Seja f € C*(Q)NCY(Q) com f >0em Q e f|0Q = 0. Se A,(Q)
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é o primeiro autovalor de Dirichlet de Q, entdo

sup <—¥> > (Q) > igf (—%) ) (2.8)

Q

Além disso, cada igualdade em (2.8) ocorre se, e somente se, f é uma primeira autofun¢do

positiva de Q2.

Prova. Seja ¢ € C?(Q)NC°(Q) uma autofuncio positiva associada a A;(Q) com ¢|Q >0 e
¢|dQ = 0. Entdo

AO Af QA fAD
L =—— L= T T 29
== =—rt (29)

No entanto, f¢|Q > 0 e aplicando uma das férmulas de Green a {¢Af — fA¢ }, teremos

| toar—ragyav —o.
Com isso, existem x| e x em £ tais que
(QAS — fAD)(x1) <0 < (AS — fAP)(x2).

Portanto, temos que

M) = =L )+ 2 T80 ) < B ) < up (‘g).
f 7o u

De forma andloga,

Af

ll(Q)Z—f

(x2) + M(m) > _g(xz) > igf (_ﬁ) ,

fo
PAf — AP

Além disso, se ocorre a igualdade em (2.8), entdo = 0. Que € equivalente a
dizer que Af + A1 (Q)f =0, ou seja, f é uma autofuncdo associada a A;(Q). Reciprocamente,

se f € a primeira autofungio positiva, implica que ocorre a = A1(Q). Portanto,

2(-4)-we-a(-4)
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2.4 Os Teoremas de Bishop e de Cheng

Seja M uma variedade Riemanniana completa, simplesmente conexa, n-dimensional com
curvatura seccional constante K. As variedades M sdo chamadas formas espaciais. Como
pode ser visto em [7], M, é isométrica a
(i) a esfera S, quando k¥ > 0
(ii) o espago euclidiano R”, quando x =0

(iii) o espago hiperbélico H", quando k < 0.

Para a demonstracdo do Teorema de Bishop, faremos o uso de alguns resultados. Um deles
¢ o Teorema de Comparacdo de Rauch . Na qual serd apresentado na forma que precisamos

para a discusdo atual. Além disso, a prova de tal resultado encontra-se em [4]

Teorema 2.2 Sejam M uma variedade Riemanniana completa, p € M e & € T,M com |§| = 1.
Se a curvatura seccional ao longo da geodésica Ye sdo menores ou iguais a uma constante K,
entdo para qualquer campo de Jacobi Y ao longo de Y, pontualmente ortogonal a g, e nulo
em p = Y (0), temos

W s

Y| — Sk
paratodot < w/\/k. Comigualdade parat =ty € (0,7/\/x]| se, e somente se, existe um campo

de vetores paralelos ao longo de Yg tal que
Y(t) =Sk(t)E(t), RE(t)=kKE(t) Vt<€[0,7/x]

Em particular, temos
(") > Se(0)l,

onde </* denota a adjunta da transformagéo linear <, para todot € (0,7 /\/K], com igualdade

para um ty € (0,7/+\/K| se,e somente se,
A (t,E)=Sc(), R=x«I
para todo t € [0, 1).

Lema 2.1 Dado uma familia de matrizes invertiveis A(t) = (a;;(t)). Entdo, vale a igualdade
abaixo

(IndetA) =tr (A’A~1).

Prova. Considere G(t) = A’(t)A~'(¢), onde ¢ € R. Entio, G(t)A(t)=A’(t). Com isso, fazendo
a(t) = det(a;j(t)) = det A, temos
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an(t) - ay(t) - a(t)
d(t) =" det
i=1
ani(t) -+ a;i(t) e ang(t)
Denotando a'(t) a i-ésima coluna de A(t) obtemos
n
d(t)=Y det(a'(t),...,(a")(t),....a" 1)) (2.10)
i=1
Por outro lado, considere a equacio diferencial A’ = AG, onde G = A~'A’. Entdo,

(@) =) gjia’.
=

Dai, substituindo a dltima igualdade acima em (2.10), teremos

dit) = f‘idet <a1(t),..., Ztlgﬁaj,...,a"(t))
i= j=

= giidetA =tr GdetA
i=1
d(t) = tr (A’/A71)detA.

Portanto,
,  (detA)

detA

(IndetA) =tr (AA71).

Teorema 2.3 (Teorema de Comparacéo de Bishop I) Suponha que temos uma geodésica g

com todas as curvaturas seccionais ao longo de ‘Yz menores ou iguais a uma constante real K.

Entao,
(det.o?)’ S
>(n—1)— .
dety = 1)S,< 1D
em (0,7/\/x) e
det.o/ > 7! (2.12)

em (0, ﬁ/\/ﬂ Temos a igualdade em (2.11) para um ty € (0, ﬁ/\/ﬂ se , e somente se, vale
A (t,E)=Sk()l, R(t)=«I

para todo t € [0,1).
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Prova. Defina a transformacgdo autoadjunta
B = A
Temos que
det# = det.o/* det.o7 = (det.o?)>.

Entao,
(deto?)’

deta? ’

(detB) =2det %

(deter)” 1 (detB)
dete/ 2 det#

(2.13)

Dado s € (0,7/v/k), seja {ey, ...,e,_1 } uma base ortonormal de £ constituinda de autovalores

de A(s), e considere as solugdes {n;(¢),...,N,—1(¢)} da equagdo de Jacobi em HA(s),

n"+2%(t)n =0,

dados por n;(t) = <7 (t)e;, comi=1,...,n— 1. Entdo, aplicando o lema (2.1) na expressdo (2.13)

acima segue que

(Indet.?)(s) = %(lndet,%’)’(s)
= %tr (%'%’*1) (s)
(detﬂ)/( ) o (= <Tl,/a7”lz> (S)
det% i=1 <nlanl>
/
Observe que |1;| = <n|‘1;1|7l> Assim,
n—1 < / n—1 ! n—1 .|/
;1) il |mil 7l
S) = S)= S
)" E e YT A
Dai, pelo Teorema de Rauch, segue que
n—l( ! an. n—1 ¢/
ni:Mi) Sic
s) > —(s
n71< / . /
ni:Mi) Sk
s) > (n—1)=—(s
) (nun»( ) (=13 )

Portanto, a expressao (2.14) fica

(2.14)
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(deta?) S
) )2 -1

em (0,7//x).

Para o caso da igualdade, temos que det.Z = §”! na qual implica que .«7 = S/ e a partir
de (2.6) obtemos R = k. Reciprocamente, se & (t,&) = S, (1) e R(t) = kI paratodo ¢ € [0, 1),
entao
deto? = 7!
o que implica 1
5

(det?) = (n—1) = X g/,

Logo,

Teorema 2.4 (S. Y. Cheng I) Suponha que M ¢é uma variedade Riemannaniana completa
n-dimensional, cuja curvaturas secccionais sdo menores ou iguais a uma constante real K.

Entdo, para todo x € M temos

A(B(x,p)) = Ax(p), (2.15)

para todo p < min{inj x, w/\/x}, onde A(p) é o primeiro autovalor de Dirichlet do disco de

raio p em M.

Prova.

Seja ¢ uma autofungdo de A(p) com ¢|B(o,p) > 0, onde B(o,p) € a bola de centro o e

raio p em M. Entdo, temos
¢(expré) = @(r)
onde exp denota a aplicacdo exponencial em M. Por outro lado, a métrica de Ml é dada por

ds* = (dt)* + S%|d&|?. Assim, usando a expressdo do Laplaciano em coordenadas, visto em
(1.17), na variedade M, temos que VG = S’,é_l. Dai,

J n—1 ii8
AD = S—IZ_(SK g8_x,-cp>

nK i=1 ax’

= 1_12(5",(—12 )
sit-lor ar
02 Cx 0
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A partir da ultima equagdo acima e do fato de ¢ ser uma autofuncdo do problema de Dirichlet,

temos que P satisfaz a expressao

9? Ci 0
com as condi¢des de fronteira
Jdd
W(O) =®(p)=0

Podemos escrever (2.16) como

sL= ,,aa (S” laacb)+7t,<(p)<1>:0

0 r
<S:;18—c1>> (r) = —Ae(p) / S 1d(r)dt < 0
r 0
para todo r € (0,p). Assim, ® é estritamente decrescente com respeito a r.

Agora, considere F : B(x,p) — R dada por

F(expr&) = ®(r)

onde exp denota a aplicacdo exponencial de T,M em M. Além disso, sendo a métricaem B(x,p)

dada por (2.7) temos que
1 e
AF(exprf) = \/E(r,ﬁ Zax, < jS?x] (CID(r))>
1 9 d
AF(eprE) =~ (VERE) $00) ).
onde ,/g(r,§) = det.e/(r,§). Com isso, obtemos que
AF(exprf) 1 J i dJ .
F - D(r),/g(r&)or (\/§< ’§)8r(cp( )))
1 0 0°

= War(\/_( 5)) ()JF\/?(?;&)WCDU)

el
AF(exprE) 1 |82 q)(r>+a_(\/_( 5))(9%)].

FooT a0 |ae VE(rE) or

Pelo Teorema de Bishop I, temos que

AF (expr&) 1 {82 PN ()}

F a0
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Entdo, usando a expressao (2.16) teremos

AF 1

—?(exprﬁ) > m {Ac(p)®(r)} = Ax(p).

Assim, pelo Teorema de Barta,

MB(xp)) = inf () = 2atp).

Portanto, A(B(x,p)) > As(p).

Teorema 2.5 (Teorema de Comparacao de Bishop II) Dados um niimero real K e uma
geodésica fixada Yg, com a curvatura de Ricci ao longo de Yz maior ou igual a (n—1)k,

isto é,
Ric(y:(1),y:(1) =tr R(t) > (n— 1k (2.17)

para todo t € (0,¢(&)]. Entao,

(det.s)
det.o/

< (n— 1)% (2.18)

em (0,c(&)), edet.e? < S em (0,c(E)].
Temos a igualdade em (2.18) para t =ty € (0,c(§)) se, e somente se,
A (t,E)=Sk(t), R(t) =«l, (2.19)
para todo t € (0,1).

Prova. Novamente, pelo Lema (2.1) temos que

/
(ccllittfz? —tr o .

C L
Defina y:=(n— I)S—K Entdo, usando (1.8), vemos que y satisfaz a equagdo escalar de Riccati
K

w’+(n_1)+(n—1);<:o (2.20)

Além disso, sendo W'(t) = —S? < 0 segue que y(¢) é estritamente decrescente com

respeito a 7, e, quando k < 0, tem-se parat — +oo que Y(t) = (n—1)v/—kK.

Dadas as transformacdes lineares A(7),B(z) : V — V, onde V é um espago vetorial de
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dimensao finita. Definimos o Wronskiano W por
W(A,B) := (A)*"B—(A)*B’

Note que se A e B forem solugdes de (2.6), entdo W(A,B) é constante. Portanto, .o/ satisfaz
W(eZ, o) = 0.

Seja U := o/’ o/, Entio,

U-U = (& Y - 7!
_ (d—l)*(d/)*%ﬂ—l _ (%—1)*d*£{/%—1
= (VWA A — At
= (7 VYVW(A, )™

U'—U = 0

Portanto, U € autoadjunta e satisfaz a equacao
U+UP+R=0, (2.21)
na qual implica
(tr U) +tr U>+tr RR. (2.22)

Agora a desigualdade de Cauchy-Schwarz implica

tr U)?
o 2> Y)° (2.23)
(n—1)
det.o?)’
Dai, para ¢ :=tr U=tr o'/~ ' = (det7) e usando (2.17), (2.22), segue que
det.o/
tr U?
tr U) —1)x<0
(r U) +(n_1)+(n )k <0,
ou seja, ¢ satisfaz a desigualdade diferencial
/ ¢?
-1k <0 2.24
¢+(n_1)+(n )k < (2.24)

Portanto, iremos comparar ¢ com . Como vimos acima Y’ < 0, e sendo vélido (2.20) tem-se

= (n_1)+(n—1)1c>0
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para todo 7 € (0,7/+/x). Note, em seguida que

quando ¢ tende a zero. Assim, existe & > 0 tal que

¢2

n—1

b=

+(n—1)x>0

em (0,&). Suponha que ® > 0 em todo (0,7), t € (0,c(§)). Entdo, a desigualdade (2.24)
dividida por &, fica

—¢/
92 > 1, (2.25)
(nfl) + (l’l — 1)K
onde implica
s _(p/
/ (t)dt>s Vse (0,1]. (2.26)

0 %—l—(n—l)x

Com isso, através de alguns célculos, para os casos de Kk =0, kK > 0 e k¥ < 0. Nota-se que

C t
a integral acima é a funcdo inversa de f () := S_K’ aplicada em % Entdo, como f ¢
n J—
estritamente decrescente, vale )
¢(s) S
< §) = —,
n-n = 1975,
S

(s)
(s) < w(s) Vse(0,z].

N
—
=
L
i

n j—
¢
¢

Logo, pela definicao de ¢ e y segue que

(detw?)’ S’
<(n—1)—.
dets/ — (n )SK

Na qual implica em det.oZ < 8%

Suponha que tenhamos a igualdade em (2.18) para algum 7y > 0, entdo a igualdade em

(2.26) para t =ty implica na igualdade em (2.23) e (2.24). Isto, por sua vez, implica que

2
(tr U)’—l—((:_Ul))—l—trD‘i =0
o+ ¢’ +or R = 0
(n—1) B
tr R=(n—1)xk,

de (2.18) que ¢ = y e, por dltimo, U é um mdltiplo escalar da identidade para cada r € (0,7
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Desde que U ¢ um multiplo escalar da identidade para cada ¢, a equagdo (2.21) implica que R é

um multiplo escalar da identidade para cada ¢ € (0,7]. Dai, como tr 58 = (n— 1)k entdo
R =«xl,

para todo 7 € (0,1]. Finalmente, por U ser multiplo escalar da identidade e seu trago ser igual a

Sic

det .o/’

I _s—1

e o —(n—1

tr U=tr &' o/ ot (n—1) X

entao

S/
'V =(n—1)=K

Sk

para todo (0,7y]. Mas isto implica que .27 (1) = Si(¢)I em todo (0, 7). Isto verifica a expressdo
(2.19). Agora resta considerar o caso de um dado valor ¢ € (0,¢(&)) para o qual a desigualdade
® > 0 ndo ocorra em todo intervalo (0,7]. Neste caso, entdo existe um #y € (0,¢] tal que & > 0
em (0,79), e P(f) igual a zero. Mas, como ¥ > 0 e ®(#y) = 0 entdo ¢(f9) < Y(f9). Assim,

¢ < w em todo intervalo (0,7].

Se ¢ < y em todo (0,7), entdo ja temos (2.18) em (0,¢], como foi provado acima. Caso
contrdrio, entdo existe um elemento maximal ¢; € (0,7) tal que ¢ < y em (0,7;). Em particular,
¢ = y parat. Entdo ®(r;) > 0, pois ¢(t1) = y(z), e existe & > 0 tal que @ | [t,4; + &) >0,
implica que (2.25) é vdlido a partir de #; para qualquer s € (t,¢; + €). Com isso, temos que
¢ < yem (t,t] + € ), que contraria a maximalidade de 7;. Assim, temos que vale (2.18) em

todo intervalo (0,z].

Para considerar o caso da igualdade, € suficiente considerar o caso onde existe um t, € [0, 1]
tal que ¢ < yem (0,1) e ¢(t2) = y(r2). Mas entdo, ®(t,) = ¥(#2), na qual implica que existe
€ > 0tal que (2.25) é vdlida em (t, — €,1;|. Para qualquer ¢ € (1, — €,1;] integrar (2.25) de ¢ para
tp, obtemos ¢ (¢) > y(¢), uma contradigdo.

Teorema 2.6 (S. Y. Cheng II) Seja M uma variedade Riemanniana completa com as
curvaturas de Ricci em M maiores ou iguais a (n— 1)k. Entdo, para todo x € M, p > 0,

temos
A7 (B(x,p)) < Ax(p). (2.27)

Prova. Note que ndo temos a garantia de que S(x,p), a fronteira de B(x,p), é suave, por
isso 86 temos o tom fundamental de B(x,p). Assim, queremos mostrar que dado € > 0 existe

uma funcéo F em B(x,p) que é aproximada, em relacdo a norma (2.5), por uma fungido em
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Cy (B(x,p)), tal que
[ VPP (utp)re) [ P
B(xp) B(x,p)

A fungdo F é construida da seguinte forma. Seja ¢ uma autofuncdo de A (p) tal que

¢ | Bx(o,p) > 0, onde B (0, p) representa o disco em M. Entido, tem-se que ¢ é radial e

¢(expr§) = &(r),
onde exp € a aplicacdo exponencial em M., e P satisfaz a expressdo

0? Ci 0

or

(%CD) (r)<o0

para todo (0,p). Assim, ® é estritamente decrescente com respeito a r.

d
com as condigdes iniciais de fronteira (—d)) (0) = ®(p) = 0. Novamente, como feito no

Teorema de Cheng acima,

Agora, defina a aplicagdo F : B(x,p) — R para todo r& € B(x,p) N %, com
F(exprg) = @(r),

onde exp € a aplicagdo exponencial de My em M e B(x,p) ={£ € T:M ; | € |< p}. a fungdo
F estd bem definida em toda m, pois se duas geodésicas minimizantes partem de x e
intersectam-se em y entdo ambas as geodésicas tem o mesmo comprimento. Temos também
que a fungéo F € continua, pois ¢(&), definida na se¢do 2.2, é continua. Além disso, para

r& € B(x,p) N 2 temos
(gradF ) (exprt) =] 5-0(0) |,

assim grad F tem comprimento limitado em B(x,p). Desde que grad F é continuo em

quase todo lugar, exceto, possivelmente, em C(x) N B(x,p), o qual é um conjunto de medida
Riemmanniana nula, pois ele estd contido em C(x) :=exp ({c(&)E;¢(E) < 4o0; |E] = 1}) que
tem medida nula, concluimos que F € H(B(x,p)), onde H(B(x,p)) é o completamento de

C'(B(x,p)) com respeito a norma 2.5.

Mostraremos agora que F' é aproximada em H(B(x,p)) por uma fung¢do G € Cy'(B(x,p)).
Seja L:[0,00) — R € C* com L'(0) = 0, e suporte contido em [0, p;] para algum p; < p. Defina
a fung¢do G : (expr&) — R por

G(expr&) =L(r)

para todo r& € B(x,p) N Z,. Logo, pelo mesmo motivo que F € H(B(x,p)), temos que G €
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H(B(x,p)) e G tem suporte compacto. Assim, teremos que
IF=GI* = [ [(F-G)expré)Pdv
B(x,p)
= [ LR VR £ din (&),

usando coordenadas polares e sendo S, = {§ € TeM ; |§| = 1}, temos
) min{c(&),p} 5
IF=GI> = [ du(e) | (@~ L)2() VE(r: )dr

min{c(&).p}
= [aw@ [ @- L0 dees (nEyar
S: 0

pelo Teorema 2.5 segue que

IF=GIP < [ aw(®) [ @-L20)syar

que é em L?>(Bi(o,p)) a distincia de fungdes em By(0,p) determinada por ¢ e L.

Analogamente, mostra-se que

2 p ) .
/B(W)Igrad(F—GH < /S (&) /0 (00— L' (S dr

d
onde daqui por diante usaremos d, para representar —. Dai, qualquer aproximagéo atingida
em H(B(o,p)) é atingida automaticamente em H (B()rc, p)). Entdo, F é aproximada por uma
fun¢do G € C;(B(x,p)) em H(B(x,p)).

Seja b(&) := min{c(&),p}. Entdo, afirmamos que
b(&) 5 bE)
| orervar)ar <ace) [ @ alrgar (229)

para todo £ € S,. De fato, usando integragdo por partes, com u € dv dados abaixo

u=09\/g(r;&), dv=209Pdr,
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teremos que

(é) (é)
[ aervartar = eaevsrnet® - [ eape s
b(&)
= B(b(E)APBE)VEBESE) ~ [ PAADVErE)dr

@

< - /Ob ®0,[0,D+/3(r;E)|dr
@)

< [ e (e a0 )+ QR bar
b(&) dr/8(r;&) _

< —/0 CI){BECDJr(arCD)W}\/?(F,@dF

(€ (€
/Ob (0,®)%\/g(r;E)dr < —/Ob CID{arZCID—i—(n—1)%:((—)#1))}\/E(I’;é)dr7

onde na primeira desigualdade usamos que ®[[0,p) > 0 e J,®|(0,p] < 0, e a dltima

desigualdade foi aplicamos o Teorema 2.5. Dai, como vale a igualdade (2.28), teremos

&) &)
[ aer e < ae) [ @ e

com isso provamos a afirmacao (2.29) feita acima. Agora, sabendo que

(€
lemd I = [ ant@) [ @07 VEr)ar

b(§)
1FIP= [ dit@) [ @ arg)ar

concluimos, usando a afirmacdo (2.29) provada acima, que

(é) (é)
(&) [ @O0V < nlp) [ &) [ ¥ ey

Sy Sy
| grad F |°
——— < A(p)
IF |2
. ) grad F 2 grad F 2
A (B(x,p))ZIHf{W;F Hé} < %S%{(p)

Portanto, A*(B(x,p)) < Ac(p).
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2.5 Teorema Principal

Nesta secdo apresentamos a demonstragdo do principal resultado desta dissertacdo. Para

isto usaremos o Teorema de Barta e o seguinte lema.

Lema 2.2 Dado u : BMn(K-)(r> — R uma primeira autofuncdo positiva de Dirichlet na bola

Byp(x)(r) C M"(K). Entdo, vale que:
(i) u é solugdo radial, isto é, u(t,0) = u(t) e satisfaz a seguinte equagdo diferencial,
" (1) + (n = 1) (0w (£) + A1 (Bugn () (r) )u(t) = 0, 1 € [0,r). (2.30)

(ii) u'(t) <0, com igualdade somente para t = 0.

Prova. (i) Sabemos que M"(x) é uma variedade Riemanniana de curvatura seccional constante
k € R. Entdo, para cada p € By () (), existe um sistema de coordenadas (¢, 0) € [0, f> x §-1

na qual a métrica Riemanniana é dada como
ds* = (dt)* +S%(1)|d6|?, (2.31)

onde Sk () € a solugdo de ¥ + ky = 0 satisfazendo S, (0) =0, e S;.(0) = 1. Veja [4] p.38 e
39. Agora defina u(q(r,0)) = f(t,0). Assim, calculando o Laplaciano de u(g(t,0)), teremos

Mlaln0) = 72 %0 5 - (var ).

onde (g;;) é a matriz da métrica ds® que é dada por

1 0 ... 0
0 S
(8ij) =
0
0 ... 0 S

nxn



2.5 Teorema Principal 36

Assim,
B 1 &9 (e ;:0f(1,0)

Mulg(.0)) = s ¥ (st )
_ 1 J n— af(t79> n— 8f(t, 9)
- o (025D Y D (s ose0 Y
= s (sE 0250 ) s0ana o)

onde Ag:-1 é 0 operador Laplaciano em S"~ 1.

Se f(t,0) =T(t)G(0), temos que

Au(q(t,0)) =S, " (1) (S (1)T' (1)) G(0) + S (1) T (1) Agn-1G(8),

sendo que '

significa a diferenciagdo com respeito a t. Somando A; (Byg (i) (7))u, ou seja,
M By (i) (1)) T (t)G(0) na tltima igualdade e sendo u uma primeira autofungdo do problema

de Dirichlet, isto é, u satisfaz Au + A; (BMn(K) (r))u =0, teremos

S () (S (OT' (1)) G(8) + S ()T (1) Agn1G(8) + A1 (Bupn(x) (1) T (1)G(6) =0 (2.32)
[Si (O (S (O)T'(1)" + A1 (Byn () ()T (1))

Agi1G(6) + ST G(6) =0
Agi-1G(8) +VvG(6) =0, (2.33)
(S () (S (T (1)) + A1 (Byp o) (1)) T (1)]

onde v = sdo os autovalores de S" ! com

Sk (1)T (1)
autofungdes G. Com isso, usando (2.33) na expressao (2.32) obtemos

(S (OT'(1))'G(6 ) ( ()Asn 1G(60) + A1 (B )(r))G(G))S”_l(t)T(t)ZO
{1 + M By (1) = VSE(0)] S (0T () } G(6) = 0.

Como G(0) ndo é identicamente nula, podemos escrever a ultima igualdade acima da seguinte

forma

T"(6) + (n — 1)%7’@) n {/11 (Bygo o) (1) — é@} T(t) =0

Em particular, o menor autovalor de S & zero, ver [4]. Assim, segue que
!

T"(6) + (n — 1)%T’(t) M (Bygogr ()T (1) = 0 (2.34)

K

onde de (2.34) concluimos que a primeira autofun¢do do problema de Dirichlet, u#, € uma

solugdo radial.
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Para provar (ii) comegamos usando que u(t,0) = u(t). Entao,
(S50 (8) + M (Brgn o) () S (1)ulr) = 0
integrando a expressao acima, obtemos

(S)s) = <A [ S @ulr)ds

R

v = 5T

/ ' S () u(r)dr (2.35)
0

na qual s € [0, f) Como A; > 0 e por hipétese u | (0,s) > 0 temos que u'(t) < 0 em (0,s).
Sendo «’(0) = 0, concluimos que u/(s) < 0 para todo s € [0, \f)

Agora iremos apresentar o principal resultado deste trabalho, devido a Bessa-Montenegro
[11]. Neste Teorema foi observado que as desigualdades dos autovalores obtidas por Cheng para
bolas geodésicas, usando o teorema de Barta, é valido se trocarmos curvatura seccional e Ricci
pela curvatura média das esferas geodésicas. Ou seja, dadas By (r) € By (i) (r) bolas geodésicas
e seja (1,0) € (0,7] x S"~! suas coordenadas geodésicas. Defina Hy(t,0) e Hyp () (t,0) =
Hyn (i) (7) as curvaturas média das esferas dBy(r) € d By (i) (1) com respeito a campo de vetor
unitdrio —d/dt. Entéo segue a seguinte versdo do Teorema de Comparacéo de Autovalores de
Cheng.

Teorema 2.2 (Bessa-Montenegro [11]) Se Hy(s,0) > Hyp(x)(s) para todo s € (0,r] e todo
0 € S"! entdo

M (Bu(r)) = M (Byp(io) (1))- (2.36)
Se Hy(s,0) < Hyp () (s) para todo s € (0,r] e todo 6 € S*! entao

M (Bu(r)) < A1 (Bypn(ie) (7)) (2.37)
A igualdade em (2.36) ou em (2.37) ocorre se, e somente se, Hy(s,0) = Hyp (i) (s) para todo

s € (0,r] etodo 6 € S* 1.

Prova. Seja u : By () — R uma primeira autofungdo positiva, solu¢do do problema de

Dirichlet. A partir do Lema 2.2 sabemos que u é fun¢do radial, u(¢,0) = u(t), u'(r) <0 e
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satisfaz a seguinte equacao diferencial,

u"(s)+ (n— I)S—K(s)u'(s) + A1 (Bugn(x)) u(s) =0, s € [0,7] (2.38)
onde
( sen(v/Kt) _
T, se Kk > 0;
Sk(t) = t, se kK =0; (2.39)
senh(y/—K t)
\ T, se Kk < 0.

e Ci(r) =S'.(t). Vejaque u(r,0) = u(t) também define uma fungdo suave em By (r), (chamada
de funcdo transplantada) com grad u = u' o5 onde > ¢ um campo de vetorial normal unitario

da esfera geodésica dBy(r) apontando para fora. Portanto

Au = div(grad u) = div <u'%)

8 8
/ IBT
Au = <gradu,—at>—|—udlv<—at).

Pela definicao do gradiente e divergente, chegamos a

Au=u"+u'tr (5 — Ve %) , (2.40)

d
talque E € T,M e & — Ve 3 € a aplicacdao de Weingarten da esfera geodésica com respeito a

—d/dt. Além disso, o traco da matriz da aplicacdo de Weingarten nos dé a curvatura média,

)
entdo tr <§ — Ve E) ¢ a curvatura média Hy(t, 6). Logo

Au=u"+u'Hy.

Pela igualdade acima tem-se que para todo ponto (¢,0) de By (r) que

20— (-t ) o)

u u
e como —— = (n—1)—— + A1 (Byp(x) (7)), teremos que
u

R00) = (0= 1) SO0+ A1 By (1) — Hua1,0) 1)

K

08 = 0= DFEO-H0)| L+ M B ). 24D

K
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C
Por (1.6) observe que Hy () = (1 — l)S—K Entio, segue de (2.41) que

K

Au

~41,0) = [Hugg () Hur(1.0)] " (0) 4 21 B (1) 242)

Entdo, aplicando o sup e usando o Teorema de Barta (2.8) para u : By(r) — R na dltima
(1,6)
expressao acima, implica que

! A
sup (i~ Hi) |+ By () = sp (=5) = ) 249
(t,0) u (t,0) u
analogamente,
A (By(r)) > inf |(H, —H )u_’ +A(B (r)) = inf _Au (2.44)
1bm\r)) = 6) M(x) — M) 1BM (0)\F)) = 6) u ) :

Como ' <0eu>0em By(r),logo u'/u <0. A partir disto fazemos as seguintes conclusdes
(i) Se Hy(t,0) > Hyp () (t) = inf [(HMn(K) (1) —Hpm(t, 9))%] > 0 e a partir de (2.44) chega

que

M(Bu(r)) > A (Bypn(io) (7))

l/l/

(ii) Se Hy(t,0) < Hypn(ic) (t) == sup {(HMn(K) (t)—Hp(t,0)) ;] < 0 e segue de (2.43) que

M(Bu(r)) < A (Byp(io) (7))

Com (i) e (ii), provamos que para todo s € (0,7] e 8 € "~ ! tem-se

Hu(t,0) > Hypnio) (1) == L1 (Bu (1)) > 21 (B (i) (7)),

Hpy(2,0) < Hypn(ie) (1) = A1 (Bm(r)) < A1 (B () (7))

/
Por outro lado, se Hy/(t,0) > Hypn (i) (t) entdo (inef) |:(HMn(K-)(I) —HM(t,G))u_(t) >0, e se
1, u
/

M (Byp()(r)) = A1 (Bu(r)) implica de (2.44) que (inef) {(HMn(K)(t)—HM(LG))MZ(I)} <0.

Logo, concluimos que

Dai, de (2.42) vale

. Au ) u'
(%f) <—7(I,9)) = (1[n6;f) {(HW(K)(I)—HM(f,Q));(f)} + A1 By () (7))
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) Au
int (=20.0) ) = 1 By () = 1 (B 245

Como se pode observar no Teorema de Barta (2.8), a fun¢do transplantada u € uma primeira

autofungdo positiva de A;(By(r)), entdo da expressdo (2.41), temos

(B (1) = ~210,6) = (0= )5  Hu| (1,6) 2 (B 1)

P u
mas, como supomos que Ay (Byp () (7)) = A1(Bum(r)), entdo

[(n—n%—HM] %(;,9) 0,

K

paratodot € (0,r]e 0 € S"=1. Além disso, como vimos na prova do Lema (2.10), W'(0)=0e

/
t
u'(t) < 0 paratodot € (0,r]. Dai,ub(t ) <0emt € (0,r]. Assim
= 1) Hy | =0 = Hy = (- 1),
SK' SK

C
para todo ¢ € (0,r]. Por continuidade Hy = (n — 1)S—K em toda a bola com raio r . Portanto,
K
Hyp(y(t) = Hpu(t,0), para todo (s,0) € (0,r] X S*~!. Reciprocamente, se Hyp() () =
Hy(t,0), entdo segue de (2.42) que

Au
—— = M (B (i) (7))

u

novamente pelo Teorema de Barta (2.8) tem-se

sup <—&) > A1 (Bu(r)) = inf (—&) = A (B (x) (7))

u (2,0) u

Portanto, Ay (B (k) () = A1(Bm(r)). A igualdade no caso de Hy(2,0) < Hyp (i) (t) € tratado

de forma similar.



Capitulo

Exemplos

Conteudo
3.1 Exemplol . . . . . o e p-42
32 Exemplo2 . . . . . .. e e e p-45

Neste Capitulo, iremos construir exemplos de métricas relativas a certos aspectos do
Teorema de Comparacdo de Autovalores de Cheng. No primeiro exemplo, construimos uma
familia de métricas completas suaves rotacionalmente simétricas, ou seja, sua expressio €
dada por ds* = dt* + f2(1)d6* com f(0) =0, f/(0) =1, f(r) > 0 para todo ¢ > 0, em
R"” = [0,00) x S"~! com curvatura seccional radial K(gn 452y > K fora de um conjunto compacto
tal que a curvatura média da esfera geodésica satisfaz Hgn 42 (1,0) > H (i) cany)- Da mesma
forma, construimos métricas completas suaves rotacionalmente simétricas em R” com curvatura
seccional radial K(pn 42y < K fora de um conjunto compacto tal que a curvatura média da esfera
geodésica satisfaz H(anz)(r,e) < H(p(x),cany)- 1880 mostra que as hipéteses do Teorema
Principal ndo implica nas hipéteses dos Teoremas de Cheng para curvaturas seccional e de

Ricci.
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3.1 Exemplo 1

Sejam R” = [0,00) x "~ ! com a métrica ds?> = dr*> + f2(1)d6?, f(0) =0, f'(0) =
7"(0) = 0. Seja yi(¢) dado por
Vie(t) = (—f'Sk+ fSi)(1),
onde  representa a diferenciacdo com respeito a t. Com isso, temos as seguintes afirmagdes:
(I) A curvatura seccional radial de (R”,ds?) é limitada superiormente por Kk se, e somente
se, Wi(t) <0 para todo 7 € [0, ).
(I) A curvatura média de dBgn () € dBygn (i) (?) satisfaz Hgn(#,0) > Hyn (i) (7) se, e somente
se, Wi (1) <0 paratodoz € [0,00).
Provaremos as afirmagdes acima

d d a1
5 36, ——), tal que 76, € S". Por outro
lado, o R” = [0,00) x S"~! com a métrica ds® = dt*> + f(t )d92 tem matriz da métrica g;; dada

Prova. (I) A curvatura seccional radial é dada por K(—

por
1 0 0
0 f°
(3.1)
0
0 0 f2
na qual sua inversa g'/ é:
1 0 0
0 7
0
0 ... 0 %
a f// . _f// "
Dati, através da definicdo tem-se K(— 0 96, —) = I Entdo, no caso de <keSg=—kSk
implica que y'(¢) < 0 para todo ¢ € [0,). Remprocamente quando () < 0 equivale a
S d d
—f"Skc+ fSY <0, ou seja, fSh < f"Sk, porém —k = S_ Logo, temos K<8_ 8_) = —f7 <K.
K
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d
(II) Dado —3; um campo unitdrio apontando para fora em Bgn(f) € By (i) (¢) normal a

dBRi(t) € By (i) (t). Com isso, usando (1.6) podemos escrever a curvatura média de B (t)

e 0By (i) (t) com respeito a ——=- como

ot

. (d
H =div (E) . 3.2)

Usando (1.14) e (3.1) na ultima expressdo acima chegamos a

H(R”,ds2)(t’ 9) = fn l Z a_xl
1 n—1
H(R”,dsz) (t> 9) - fnil (t) Ef (t)

Portanto, a curvatura média de dBgn(t) é

Higor g2 (1,8) = (n— 1)1; (33)

Analogamente, para Hy (i (t) com M(x) tendo a métrica do? = dt? 4 52d6?, temos que
S/
HM"(K)(t) = (I’l—l)—K (3.4)
Portanto, segue de (3.3) e (3.4) que

fo S
72 > (n— I)SK

para todo ¢ € [0,o0). Isso prova as afirmagdes feitas acima.

Hgn(,0) > Hyp()(1) < (n—1)=— & —fSe+ S <0 & ye(t) <0,

Por outro lado, como Wi (t) = (—f'Sx + fS,)(¢) temos que W(0) = w.(0) = 0. Além

disso, observe que para todo 7 # 0,

ﬁ_—f’SKJrfS;(:_(i)’

Sz 52 Sk

/
e, pela regra de L’Hospital, vemos que lir%%(t) = 0. Entdo, integrando (%) entre € e t
11— K
obtemos )

/el (Si,c)/(s)ds - SLK(” ~Le-- ‘;’2 (s)ds. (3.5)
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Desde que, novamente pela regra de L’ Hospital, lir% i (g) = 1, teremos por (3.5) ao passarmos
E— K

o limite para € — 0 uma expressdo para f dada por
. f f . /[ Vic?
1 —@t)—=—()) =1 — [ = (s)d
e (SK( ) SK( ) e e Sk (s)ds

F(6) = Sie(t) — Si(r)- /O " (0)ds. (3.6)

Agora, a partir dos fatos acima, considere Yy : [0,00) — R uma fun¢@o suave satisfazendo

as seguintes condicoes

(i) wi(0) = ¥, (0) =0

(i) wi(t) <0

‘I/K(S )
[0.00) S%(5)

(iv) Y (¢) > 0 paratodo s > 1

(iii)

a’s‘<°°

Entdo, a partir destas condi¢cdes acima podemos concluir, usando (3.6) e as afirmagdes () e
(I), que f estd bem definida e que temos uma métrica completa suave ds*> = dt*> + f>(t)d6?
em R”, tal que a curvatura seccional radial Kgn 42) > K fora da bola B(gn 40)(1) € a esfera

geodésica dBgn (t) tem curvatura média dada Hga 4,2)(,0) > Hypo() (7). Ou seja,
Hy(t,0) > Hypn(io) (1) # Ku < K.
Porém, se tomarmos W : [0,00) — R para ser uma funcéo suave satisfazendo a
(i) v (0) = ¥ (0) =0
(i) yie(r) >0

(iii)

Vi (s) ’
ds| <1
[0.00) S%(s)

(iv) yi(r) <0, paratodot > 1,
obtemos uma métrica ds® = dt”> + f2(t)d6? suave com curvatura seccional Kgn 45y < K fora
do conjunto compacto B 40y(1) com Hpn 40)(2,0) < Hyp(x)(f). Mas, a curvatura de

Ricci € o somatdrio das curvaturas seccionais dado por (1.3), entdo Ric(gn 40y < (n—1)K €

Hgn 4)(t,0) < Hyp (i) (). Logo, concluimos que

Hy(t,0) < HMn(K)(t) # Ricy > (n—1)k.
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Observacdo 3.1 No caso de métricas rotacionalmente simétricas ds*> = dt* + f*(t)d6?, a
igualdade Hpn 4(t,0) = Hv(x) cany)(t) para todo t € (0,r] e todo 6 € S* 1 implica que
ds® = dt*> + S(t)d8>. Visto que , se tivermos que

Hizeaey 1) = 01=1) () 0= (0-1) (§5) 0 = Hhe 0,

paratodot € (0,r] e todo 8 € S"~ implica (—f'Sx + £S\.)(t) = 0, entdo W (t) = 0 para todo
t € [0,7] e por (3.6) tem f(t) = Sk(t). Logo, podemos concluir que as bolas Br(r) e By (i) (r)

sdo isométricas.

No segundo exemplo, considera-se a métrica suave g, dada por dt” +a?(t)dx> + b*(t)dy* +
c(t)dz? em [0,r] x S, onde dx, dy e dz é um co-referencial dual do referencial global
X, Y, Z em S® satisfazendo a [X,Y] =2Z, [V,Z]| =2X, [Z,X]=2Y e a,b,c:[0,r] = R
sdo fungdes suaves, positivas em (0,r], com a condi¢@o inicial a(0) = b(0) = ¢(0) =0 e
a'(0) =b'(0) = /(0) = 1. Escolhendo a(t) = b(t) = c(t) = Sk(t) obtemos a métrica candnica
can, de curvatura seccional constante k. Neste exemplo, escolhemos a(r) = 572'(, b(t) =t,

c(t) = Sk(t) para obtermos uma métrica suave com as seguintes propriedades.

» O conjunto [0, r] X S?® dotado com as métricas cany, g sao bolas geodésicas de raio r,

isto &, Bean, (r) = ([0,7] x S3, cany) e By, (r) = ([0,7] x S3 gx).
» Bean,(r) € B, (r) ndo sdo isométricos se k # 0.
» Bean (1) € By, (r) tém o mesmo primeiro autovalor A; (Bean, (7)) = A1(Bg, (7).
» Bean, (1) € Bg, (r) t€m o mesmo volume Volen, (Bean, (1)) = VOlg, (Bg, (7))
» As esferas geodésicas (dB(t),cany) e (dB(r),gx) t€ém as mesmas curvaturas médias

C
Hg, (t,x) = Hean, (t,x) = 3S—K(t) paratodot € (0,r] ex € S°.
K

3.2 Exemplo 2

Seja {X,Y,Z} um referencial globalmente definido em S* com [X,Y]=22Z, [V,Z] =2 X,
[Z,X] =27 e sejam dx, dy e dz seu co-referencial dual. Considere em [0,7] x S a seguinte
métrica dt* + a®(t)dx* + b*(t)dy* + c(t)dz?, onde r = se Kk <0, r =7/\/K se kK >0 e

as fungdes a,b,c : [0,r] — R sdo suaves positivas em (0,7}, com a(0) = b(0) =¢(0) =0 e
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d'(0) =b'(0) = /(0) = 1. Aqui dt € o co-vetor dual do campo de vetor radial 7. Observe que

a matriz da métrica acima é

(8ij) = (3.7)
0 0 b)) O

0 0 0 (1)

e além disso, o campo de vetor T comuta com X, Y, Z, isto é, [T, X] = [T,Y]| = [T,Z] = 0. De

Jd d d 0 0 0
fato, dados {;c’ 8_y’ 8_z} campos coordenados do SPeT = o5 Assim, X = a4 > +a2(9_y +
0
a3a—, ondea;: U CS®—R. Logo,
Z
[T,X] = TX-XT
92 92 92 92 92 92

“orox T a0y T B0z Yoxar “oyar  “ozor

Aplicando a tltima expressio a uma funcio ¢(z,0) € C2([0,7] x S*) temos que [T,X] = 0. De
forma andloga, mostra-se que [T,Y] = [T, Z] = 0. Observe que, no caso de a(t) = b(t) = c(t) =
Sk(t) obtemos ainda que métrica candnica can, de curvatura seccional constante K.

Considere o seguinte campo ortonormal

1 1 1
E]:T, Ezz—.X, E3:—.Y7 E4:_,Z’
a b Isi

em [0,7] x S*. Note que, se usarmos a férmula de Koszul

2UVEE; E) = E{Ej, E) + Ej(Ex, Ei) — Ex(Ej, E;)
+H([Ei, Ej| Ex) + ([Ex. Ei]Ej) — ([Ej, Ei], Ei),
chegamos a expressdo
2(VEgE;j, Ex) = ([Ei,Ej],Ex) + ([Ex,Ei],Ej) — ([Ej, Ex], Ei). (3.8)
Com isso, se i = j obtemos (Vg,E;, Ey) = ([Ey, Ei],E;). Entdo, para i,k € {1,2,3,4}, temos que
/ / /

a b c
VElEl = 07 VE2E2 = _;Ela VE3E3 = _ZE]7 VE4E4 = _?E] (39)

Por outro lado, o operador Laplaciano em coordenadas é dado por (1.17) e usando (3.7), temos
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A = Eza—ﬂ(abc(g )8_x,)

_ i {T (abeT) +X (%X) +Y (%’0 +z (a_cbzﬂ

1 b b
= G sy e () (5 ()7

abc c
a b PATE DTS RPN (N
= |—+—+—|TH+T"+ X"+ 5YV"+5Z
<a+b+c) i +a2 +b2 +02
ad b 4
A = E%+(—+—+—>E1+ZE3, (3.10)
a b ¢ =

onde El2 = E;E;. Além disso, a curvatura seccional no plano gerado por {E,E>},{E|,E3} para

qualquer ponto (¢, p) € (0,7] x S? sdo dados por

a// b//

K(ErEy) = ——, K(E1,Es) = ——. 3.11)

De fato isto acontece, vejamos a demonstracio da primeira expressdo K(E}, E»). Por defini¢ao,

temos

K(EI,EQ) = <R(E1,E2)E1,E2> = <VE2VE1E1 _VEI VE2E1 —|—V[E17E2]E1,E2>

/ /

mas, Vg, E1 =0, [E},E] = —a—Ez entdo Vg, Vg, Ey =0e Vg, g E1 = —a—VE2E1. Logo,
a ’ a
a/
K(E\,E;) = (—VE,VEEl — ZVE2E1,E2). (3.12)
No entanto, com a expressao (3.8) temos que

2V, El, Ex) = ([E2, E1], Ex) + ([Ex, E2], E1) — ([E1, Ex], E2).

Assim, com os possiveis valores de k obtemos (Vg,Ey,E|) = (Vg,E1,E3) = (VE,E1,E4) =0e
/ /

a L a
(VE,E1,Ey) = —. Na qual implica que Vg, E; = —E». Por outro lado, sabendo que a conexao
a a
/
) ) a )
é simétrica temos que Vg, Ey = [E1,Es2] + Vg, E| = ——E>+ Vg, E; = 0. Com isso, chegamos a
a
conclusdo de que

/
a
Ve,Er=—E e ViE=0.
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Agora aplicando em (3.12) segue que

a d 2
K(ElvEZ) = _VEl EEZ - (Z) E27E2
/ a d 2
<—_VE1E2—E1( )Ez— (z) Ez,E2>
/ N\ 2
= <—E1 (a—>E2—(a—) Ez,E2>
a a
a" d 2 d 2
<——E2+(—> Ez—(-) Ey, Ey
a a a
< a

K(E|,E;) = ——,
a
COmO queriamos mostrar.

2
No nosso exemplo definiremos a(t) = TK b(t) =t, c(t) = Sk(t), onde estamos assumindo

T . ~
que r < T se k > 0. Observe que obtemos uma métrica suave g, em [0,7] x S* que ndo
K
isométrica a métrica candnica cany se k # 0. Por exemplo, em (¢,p) € (0,7] x S temos,
através de um cdlculo simples, para k < 0, Si(¢) dado por (2.39) e as curvaturas seccionais

como em (3.11) que

4\/—_Kcosh(\/_t)

K(El,Ez)zzic—— —2cosh?(v/—kt), K(Ej,E3)=0

12
Da mesma forma para k > 0 obtemos

4 Kcot t
K(E1,E») = 2K — 72 \/_CO IRV ) coid(/t), K(E1,Ez) =0
Além disso, [0,7] x S? é a bola geodésica (fechada) de raio r centrada em 0 = {0} x S? com
respeito a ambas as métricas cany, g, desde que a fungdo p : [0, 7] x S* — R dada por p (¢,x) =1¢
€ a fungad distancia a origem 0 para ambas as métricas. Os operadores Laplaciano de A, , Acap,

de gi e can, dados por (3.10) sdo escritos como

1

Cx 1
Ay, = T2+3—T+S4 X*+ = Y2+S2 z? (3.13)
K
Cy 1 1 1
Acan, = T 43T+ S X2+ Y2+ 5 72
K S2 52 S2

Seja u : Begn,(r) — R uma primeira autofungio positiva de Begn, (1) = ([0,7] x S?, cany).



3.2 Exemplo 2 49

Isto significa que u satisfaz o seguinte problema de fronteira

Acan it + A1 (Bean (r))u =0 em Begp, (r
1(Beany (1)) (r) G.14)

u=0 no dB.n,(r).

Sabemos que u € radial, isto &, u(¢,x) = u(t). Dai, de (3.13) vemos que Ag, € Acqp, coincidem
no conjunto das fungdes suaves radiais definidas em [0,7] x S*. De fato, suponha que w(t,x)
seja uma fun¢do radial. Entdo, aplicando esta fun¢do em (3.13) segue o resultado. Com isso,

podemos dizer que A, = Acap,.. Isto implica que u satisfaz o seguinte problema de fronteira

Agtt+ A1 (Beany (r))u =0 em By, (r) (3.15)

u=0 no dBg(r).

Dai, u ¢ uma autofungio de B, (). Além disso, u é positiva entdo ela é uma primeira autofungao
e A1 (Bg,(r)) = A1(Beany(r)) é o primeiro autovalor. Ou seja, as bolas geodésicas Begn, (1),
Bg,(r) tem o mesmo primeiro autovalor. Por outro lado, obtemos que curvatura média das
esferas geodésicas dBg, (f) € dBcan,(t) sdo iguais, pois, dado qualquer fungdo radial suave
v:[0,7] — R temos que Ag, v(t) = Acanv(t). Logo, tomando v(¢) = p(¢) =t (distancia ao
centro das bolas geodésicas) teremos que € igual a

3 (%) () = Aeancp (1,%) = Agp(t,). (3.16)

Por fim, observe que as matrizes das métricas gi e can, sdo dadas, respectivamentes, por

1 0 0 0
Sk(t)
12

0O 0 £ 0

0

0 0 0 S

=
%}
AN
—~
~
~—
=)
o
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Entdo o determinante sdo iguais, det(gy);j = det(cany);;. Isto implica que

\/det(g,()ij" B \/det(can,()ij"

det(g;(),'j det(canK)ij .

Portanto, as bolas geodésicas tem o mesmo volume.
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Neste capitulo, derivaremos alguns cordlarios da demonstragdao do Teorema 2.2 que pode
ser visto como uma generalizacdo do Teorema de Comparacdo de Autovalores de Cheng. O

primeiro corolario que vamos considerar € o seguinte.

4.1 Generalizacao do Teorema Principal

Considere a métrica ds*> = dr* + f(t)dE? em R™ = [0,00) x S" !, onde f : [0,00) — R é
uma fungdo suave satisfazendo f(0) =0, f'(0) = 1, f(r) > 0 para t € (0,%0). Seja By ¢)(r)
uma bola geodésica normal de uma variedade Riemanniana completa n-dimensional (M, g).
Seja (¢,8) € (0,r] x ™! as coordenadas geodésicas para Byg)(r) € (¢,0) € (0,7] x S"=1 as

coordenadas geodésicas para Bpm 42 (r).

/
Seja Hpg)(t,0) € Hgngpy(t,6) = (m—1) ( > (t) a curvatura média das esferas
geodésicas 9By ¢)(r) € OBgm 40y (r ) nos pontos (,0) e (¢,&) com respeito ao campo vetorial
d
unitario — =-.

ot
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Corolério 4.1 Se Hy 4)(t,0) > Hgn 40)(t), para todot € (0,r] e 8 € S"™1 entdo

M (B g)(r) = M (Bmm 452 (r))- (4.1)
Se Hip.4)(t,0) < Higm 402(t), para todo t € (0,r] e 6 € S*! entao

M(Barg) (r)) < A (B g52)(r))- (4.2)
A igualdade em (4.1) ou (4.2) ocorre se, e somente se, n =m e Hyy ,)(t,0) = Hgn 40(t), para

todot € (0,r] e 8 € S" 1.

Prova. Seja u : B(gm 42)(r) — R uma primeira autofungdo da bola geodésica B(pm 42)(r).
Assim, u é radial, isto &, u(t,&) = u(t) para todo (t,&) € (0,r] x S"~! e u/(¢) < 0. Transplante

u para a bola By ,)(r) € defina como u(#,0) = u(t). Calculando o Laplaciano de u, temos

0
Aqu = divg(gradu) = div, (MIE)
Agu " ou 0
et Wy (2.
u u u Ve ot

Mas, u satisfaz a equacgao

/

(1) + (n - 1>§<z>u'<s>+xl (B iz gy (P)u(t) =0,

/

e por (1.6) obtemos div, (%) = H1,4)(t,0) € Hpn 40)(1) = (n— 1)f7 Assim, voltando a

expressao do Laplaciano de g, fica

A u f/ u/ ul
_% = (n_1)7;_H(M7g)(t79);+11(B(]R’",ds2)(r))
Ay u u
_% B [H(R’",dsz) (1) = Him,g) (1, 9)] — F A B g (7). 4.3)

/
Agora considerando que Hyy ¢ (¢, 0) > Higm 40 (t) € <o paratodoz € (0,7] e todo 6 € S" !,
) baade u

entdo segue de (4.3) que

u

A
inf (—iu) > M (B(gm g52) (1)),

e aplicando o Teorema de Barta 2.3 temos

M (Bag)(r)) = A1 (Bgm 452 ()

/
E se Hyg)(1,0) < Hgm4)(1) € L <o para todo ¢ € (0,7] e todo 6 € S" !, entio
Kl ) u
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A
M (Brn g02y(r)) = sup <—iu) . Pelo Teorema de Barta obtemos
’ u

M(Bag)(r)) < A (Bgm 442(r))-

No caso da igualdade dos autovalores A1 (B ¢)(r)) = A1(Brn 40)(r)) temos que a fungdo
transplantada u ¢ uma primeira autofung@o de By o) (r), e como provamos no Teorema principal

(2.2), Hippg)(t,0) = Higm 4)(t). Para mostrar que n = m procedemos da seguinte forma.

Seja p o centro da bola B(M7g)(r). Fixado 6 € S*! T,M, seja 1; denotado o transporte
paralelo por ¢ unidades ao longo da tinica geodésica minimizante Yy satisfazendo 5(0) = p
e 1,(0) = 0. Paran € 01 C T,M seja RN = 1 {R(y p(t),7n)7 p(t)}, onde R € o tensor
curvatura e .7 (t,6) é o caminho das transformagdes lineares 8- satisfazendo &7 +R.a/ = 0
com condi¢oes iniciais <7(0,0) =0, &/’(0,0) = 1. A métrica Riemanniana de M na bola

geodésica By ,)(r) € dada por
ds®(exp10) = dr*+ | <7(1,0)d6 |* -

Defina VG(t,0) = det/(t,0). Usando (1.6) temos que, a curvatura média Hp,4)(¢,0) da

d
esfera geodésica dB y o) (f) em um ponto (¢,6) com respeito ao campo de vetor unitdrio T
/
VG (t,0
¢ dada por # Além disso, para ¢ suficientemente pequeno a expansao de Taylor de

VG(1,6)
ordem 3 para <7 (t,0) é

S(1,0) = (0,0)+(0,0)1+ %g/’(o, 0) 2+ é,@%’”(o, 0) 13+ 0(r*).

Mas, pela equagdo 7" + R/ = 0 temos que 27"(0,0) =0 e «/"(0,0) = —R(0). Assim,
teremos
0
A (t,0) :tl—% P +0(").

Cujo o determinante € o seguinte
Ric(6,60
VG(1,0) =11 (1 - tz% + O(t3)) :

Entao,

VG (,0) _ (n—1)—(n+1)*Ric(8,0)/6+ O(*) "
VG(1,0) t(1—12Ric(6,0)/6+0(t3)) '

Por outro lado, a métrica da B(gn 402)(r) € dada por ds” = di* + f*(1)d&>, onde f(0) =0,
f'(0) = 1. Novamente, aplicando (1.6) temos que a curvatura média Hgn 40(#,&) da esfera
f)

[

geodésica dBgm 402(f) em um ponto (¢,&) (com respeito a —d /dt) & dado por (m — 1)
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A expansdo de Taylor até a ordem 2 de f € expressa como

) = FO)+£(0) 1+ 50) 2 +0()

) = 1+ 570) 2+ 00

Portanto,

_ 1+ f"(0)t 4+ 0(t?)
== O 025 00®) “.5)

(m—1)
Agora, tendo que Hy 4)(#,0) = Higm 40)(t, &) para todo ¢ € (0,r]. Podemos dizer que (4.4) €
igual a (4.5), isto é,

(n—1)—(n+1)t2Ric(9,9)/6+0(l3)_( ) 14+ f7(0)t 4+ O(¢?) '
(1—12Ric(6,0)/6 + 0(r%)) — VT A 0y 2+ 03%))

fazendo t — 0 temos que n = m.

A prova do Teorema 2.2 gera outro coroldrio quando se considera um cone incompleto
sobre uma variedade Riemanniana compacta (n — 1)-dimensional (N,dh?). O cone incompleto

Cy(N) sobre N € o espago Riemanniano C(N) = (0,0) x N com a métrica
ds; = dt* + f>(t,x)dh?,

onde f : [0,00) x N — R é uma fungéo suave satisfazendo f(0,x) =0, f'(0,x) =1, f(¢,x) >0
para todo ¢ > 0. O cone completo é C;(N) = C;(N)U{p}, p = {0} x N. Note que o espago
Euclidiano R™ com a métrica ds§ =dr* + gz(t)d 6% ¢ o cone completo W. Lembrando
que o tom fundamental A*(Q) de um conjunto aberto Q de uma variedade Riemanniana é dado

por

A*(Q)=inf{%, ) f%O},

onde Hj (Q) é o completamento de i (Q), isto &, o fecho de C(Q) com respeito a norma

lola=[ o>+ [ V0P

Quando Q ¢ limitado ( independentemente de sua fronteira ) existe uma u € C2(Q) ﬂHé (Q),
u >0 em Q, também chamada de primeira autofungio, satisfazendo Au+ A*(Q)u = 0, em Q.

Se dQ # 0 é suave entdo u é extendida continuamente para a fronteira, u € C?(Q) NC°(Q) com
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uld0Q =0.
O préximo resultado compara o tom fundamental A*(Cy(N)(r)) do cone truncado

A*(C¢(N)(r)) = (0,r) x N com o menor autovalor de Dirichlet A;(Br~(r)) da bola geodésica
(BRm (l"),d&é).

Corolario 4.2 Sejam Cy(N)(r) um cone incompleto sobre uma variedade Riemanniana
compacta (n— 1)-dimensional (N,dh?) e R"™ com a métrica dsg — dr* + g*(1)dE>. Se
/

(n— l)f7(t,x) > (m—1)

para todox € N etodot € (0,r) onde’ significa a diferenciacdo com respeito a varidvel t, entdo

~

oq

(1), (4.6)

% |

AT (Cr(N)(r)) = A1 (Brn(r))- 4.7)
Se (4.6) vale par todo t > 0 entdo fazendo r — o temos que

A (Cr(N)) = A*(R™). (4.8)

Prova. Para provar este coroldrio é preciso a seguinte versao do Teorema de Barta para

conjuntos abertos limitados que foi provada em [10].

Proposicao 4.1 Seja Q um dominio limitado em uma variedade Riemanniana suave. Dado
vECH(Q)NCYUQ), v>0em Qe v|dQ = 0. Entdo,

A*(Q) > inf<—ﬂ) .

Q v

. . Av ..
Além disso, A*(Q) = inf [ —— | se, e somente se, v = u, onde u é uma autofungdo positiva de
Q \%

Q, ou seja, Au+ A" (Q)u=0.

Agora dado u : Bgn(r) — R uma primeira autofunc@o positiva de Dirichlet. Dai, definimos uma
v(t,x) = u(t) em (CF(N)(r)) tal que v € CX(C(N)(r) NCOCHN)(r)) & v|C4(N) = 0. Com
isso, procedendo como na demonstracdo do Teorema Principal 2.2, temos que

Av g f } u

= |:(m— 1)E —(n— 1)7 ;+AI(BR’”(”))'

/

Mas, se (n— 1)§(t,x) > (m—1)

~

oq

(t) e ' /u <0 paratodor € (0,r), entdo

o |

Av

inf (—) > A1 (Bgn(r)).

%
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Logo, como N é compacta implica que C¢(N)(r) € limitado, entdo pela proposigdo 4.1 acima,
temos que

A (Cr(N)(r)) = A (B (r)).

Além disso, se vale (4.6) para todo ¢ > 0 entdo fazendo r — oo obtemos
A% (Cr(N)) = A7 (R™),

onde temos uma desigualdade com tom fundamental, pois estamos com dominios ilimitados.

Seja M = R™ x N com a métrica ds® = dt*> + f(t,0)d60> + g*(t,0)dh*> onde (N,dh?) é
uma variedade Riemanniana completa n-dimensional e f,g : R” — [0,0) sfo fun¢des suaves
satisfazendo £(0,0) =0, f'(0,0) =1, f(t,0) >0 parat >0e 6 € S" ' e g(¢,0) > 0 para todo
(t,0) € [0,00) x S"!. Seja Q = Brn(r) x W C M onde Bgn(r) C R™ é uma bola geodésica
com raio r e W C N é um dominio com fecho compacto e fronteira suave dW. Seja B (i) (r) C
M (%) uma bola geodésica de raio r no espago forma simplesmente conexo /-dimensional de
curvatura seccional constante k € {—c?,0,c?}, ¢ > 0 com métrica dt> + SZ(¢)d6>.

Corolario 4.3 Se (m— 1)f/ (¢,0) —i—ng—/(t, 0)>(l— 1)%(t)pam todot €[0,r] e 8 € S" ! entdo

f 3
) 1
A (Q) > A1 (Bygi () (1)) + (%f) {g—z} A (W). (4.9)
Se kK = —c?, r = o0 e tomando W = N temos que
(1—1)%k?

A*(M) > + inf {iz} AX(N).

(,0) L8

Se (m— 1)f7/(t,9) —|—n%(r,6) <(l- 1)%@) para todot € [0,r] e © € S"! entdo
1
(L) < A (Byp () (1) +(sup; LI—Z} A (W). (4.10)
t,06
Se kK = —c?, r = o0 e tomando W = N temos que

* (1_1)21{2 |:1:| *
A'M) < ———+sup |— | -A"(N).
M) < T s || )

Prova. Escolha uma funcéo positiva ¥ : Q — R dada por y(z,0,x) = u(t) - v(x) onde u e v sdo
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autofungdes positivas de By () (r) e W respectivamente, isto é, u satisfaz a equacdo diferencial

Iu -1 M) (B =0 411
atz()+(_)sK()a()+ 1Byt (i) () Ju(r) = (4.11)

comu(0) =1, u'(0) =0ev:W — R satisfaz o problema de fronteira

Apov+A (W) v=0, em W,
dh W) (4.12)

v=0, noJdW.

Com isso, y € C2(Q)NC’(Q) com ¥ > 0em Qe v | IQ = 0. O operador Laplaciano de ds?,

na qual a matriz da métrica é

1 0 0 0 0 0
0 f%(t,0) 0 : . : 0
0 0 0
0 £%(,0) 0 0
0 0 0 g*t,0) 0 0
0 0
0 0 0 0 0 g%(t,0)

Pode ser escrito como

st a iipm—1 _n a
Ads2 = Z axi (g f 1g a_xl>

ml
gll

_ 1 8 mln8 umln m—lna
——fmlgn[z(f ) ha (i) £ a(ereg)|

No entanto, calculando as trés parcelas da expressdo acima, temos

2 m—1 ni _ m—2 naf mlnlag J mln82
ot (f 8 at)_ |:<m_l)f 8 a + f at +f atzv
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L a il pm—1 ni _ 4 m.’)na
i_zia_xz(gf gaxz) B Z (f Xi)

4 0X;
" 8f8 8g8 02
. m4n m3n1 m—3 n
= ZJ S oo T awan 321
B f(m3) 8f8 8g8 mla2
o glem Z&x,&x, Zax,ax, 28 2

- 9 it pm—1 _n J f(m73) m—3 8
Zax (8 ‘g 8x> = G [( 7 ) dez(vd92f7vd92')+nd92(vd92&vd62')+8Ad92}

€

0 noo9 0 fm—l n 82 fm 1
i pm—1 n _ m—1 n 2 —
) Ix; ( d x>_ Lo, (f 9xj~) 77 Ean gt

i=m+1

Somando as ultimas igualdades acima no valor de A ;> apresentado anteriormente, fica

[ 5 ,0f 1 p-198) 9 ok
— . m—2 n"J m—1 _n—1Y5 m—1 n

L |3 ((m=3)g
T fm—lgn | o(1=n) f d6%(V 492 f,Vge2) +1d0°(V 1928,V yo2-) + 8Aye2
1 :fm—l

_I_

_|_

Portanto,

2 10 19g] 0 -3
Agp = _%(m—l)——” LA

d0*(V yg2f,V 4g2-

or2 f ot g ot at f3 ( de2fa de? )
1 1

+ dee (Vd92g7 Vd02) + FAdGZ + g_zAth, (413)

onde V ;92 € A g2 830 respectivamentes o gradiente e o Laplaciano de s lev a2 € Ay sdo

A

respectivamentes o gradiente e o Laplaciano de N. Agora calculando Z4s° ¥ temos,

App¥ = Dyou(t)v(x)

/" foo8 1
= vu +(m—1)7vu +n§vu +g—2uAdhzv.
Dai
_ By _“_”_(m_ )L/“_/_ng_/”_/_iAdhzv
Y u fu “gu g v’

mas u satisfaz a equagdo (4.11) e v ao problema (4.12), assim segue que
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Ay ¥ W g Si 1
Agora usando a igualdade acima temos o seguinte.
f/ gl S/
Se (m— 1)7 +n§ — (- I)S—Z > 0 entdo de (4.14)
, Ay ¥ , u g \Y , 1
inf (—T) = M (Byg(i(r)) +inf [—; ((m—1)7+ng—(l—l)5—: +inf g—z/ll(W) :
. AWR ) 1
inf (—dew) > M (Byp (i) (r)) +inf (g—lel (W)) .
Pelo Teorema de Barta, segue que
, 1
M Q)2 M (B )+ inf | 5] 2w
f/ g/ S/
Se (m— 1)? +n§ — (- 1)S—Z < 0 entdo de (4.14)
A / / / S/ 1
sup (_de‘”) = M(Byp (1)) +sup [—% ((m— 1)? +ngg (- 1)S—Z)} + sup (?AI(W)) :
A 1
sup (—dstw) < A (BMz(K)(r)) + sup (g—ﬁq(W)) .

Entdo, novamente pelo teorema de Barta, temos

1(0) < 1 B () + s [
1,0

é} A (W).

u/
Em cada caso usamos que (——) > 0.
u

No entanto, se k = —c? temos por [3] paginas 46-49 que 1, (Byir(x)(r) = (1= 1)2x? /4 para
todor>0,e lirf M(Byg()(r)) = (1 - 1)2k? /4. Logo, se k = —c?, r = oo e W = N segue que

oy > D [H (V)

4 (t,0) | &

A*(M) < w"— sup [

1
— | - A%(N).
4 (1,8) 21 ™)

8
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