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�To consult the statistician after an ex-

periment is �nished is often merely to

ask him to conduct a post mortem exa-

mination. He can perhaps say what the

experiment died of.�

Ronald Fisher

�The human brain works as a binary

computer and can only analyze the

exact information-based zeros and ones

(or black and white). Our heart is more

like a chemical computer that uses fuzzy

logic to analyze information that can't

be easily de�ned in zeros and ones.�

Naveen Jain

�I've seen things you people wouldn't be-

lieve. Attack ships on �re o� the shoul-

der of Orion. I watched C-beams glitter

in the dark near the Tannhäuser Gate.

All those moments will be lost in time,

like tears in rain.�

Roy Batty
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RESUMO

Em muitas situações práticas, temos o interesse de modelar a relação funcional entre uma

variável resposta e uma ou mais variáveis explicativas, para isso podemos utilizar os mo-

delos de regressão. Estes modelos possuem certas suposições, que quando violadas podem

gerar certas características indesejadas no modelo. Por esta razão, várias metodologias

para diagnóstico, bem como modelos mais robustos ou com suposições mais �exíveis têm

sido propostas nos últimos anos. A teoria dos conjuntos fuzzy por outro lado, que ganhou

atenção desde o trabalho de Zadeh (1965, Information and control), têm sido utilizada

em inúmeras aplicações em que existem fatores de incerteza associados a pertinência de

elementos a seus respectivos conjuntos. Metodologias baseadas na teoria fuzzy tem sido

utilizadas para mecanismos de classi�cação, sistemas de tomada de decisão, inteligência

arti�cial, etc. Neste trabalho primeiramente apresentamos a teoria dos conjuntos fuzzy e

posteriormentes abordamos dois modelos de regressão fuzzy, um baseado na proposta de

Yen et. al. (1999, Fuzzy Sets and Systems) e outro baseado em Ishibushi e Nii (2001,

Fuzzy Sets and Systems) sendo que este último é híbrido, no sentido que utiliza os es-

timadores de mínimos quadrados usuais para estimar parte dos parâmetros do modelo.

As suposições desta metodologia são mais �exíveis do que o modelo de regressão linear

usual, já que não precisamos supor uma distribuição em particular a respeito da fonte de

variação. Com o intuito de comparar os resultados destes dois modelos com o modelo de

regressão linear usual, apresentamos dois estudos de caso.

Palavras-chave: Modelos de Regressão. Conjuntos Fuzzy. Robustez.



ABSTRACT

In many practical situations, we are interested in modeling the functional relationship

between a response variable and one or more explanatory variables, for which we can

use the regression models. Those models have certain assumptions, which when violated

can generate certain undesired characteristics in the model. For this reason, several

diagnostic methodologies, as well more robust models, or with more �exible assumptions

have been proposed in recent years. Fuzzy sets theory, on the other hand, which has

gained attention since the work of Zadeh (1965, Information and control), and has been

used in numerous applications in which there are uncertainty factors associated with the

pertinence of elements to their respective sets. Methodologies based on fuzzy theory have

been used for classi�cation mechanisms, decision-making systems, arti�cial intelligence,

etc. In this paper we �rst present the fuzzy set theory and later on we introduce two

models of fuzzy regression, one based on the proposal of Yen et. al. (1999), Fuzzy Sets

and Systems, and another based on Ishibushi and Nii (2001, Fuzzy Sets and Systems),

the latter being hybrid, in the sense that it uses the usual least-squares estimators to

estimate part of the model parameters. The assumptions of this methodology are more

�exible than the usual linear regression model, since we do not need to assume a particular

distribution about the source of variation. In order to compare the results of these two

models with the usual linear regression model, we present two case studies.

Keywords: Regression Models. Fuzzy Sets. Robustness.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Introdução e Motivação

Quando se tem o interesse de modelar a relação funcional entre uma variável res-

posta e uma ou mais variáveis explicativas, é comum o uso de modelos de regressão. Esse

tipo de modelagem tem sido uma importante ferramenta, com aplicações nas mais diver-

sas áreas como: Economia, Engenharia, Medicina, Ciências Biológicas, Ciências Agrárias,

dentre outras. Assim como todo modelo, os resultados podem ser altamente dependentes

das suposições adotadas, e caso alguma suposição seja violada, o modelo pode apresentar

características indesejadas. Para avaliar a validade das suposições, uma série de técni-

cas de diagnóstico foram desenvolvidas, ver por exemplo em Paula (2004) para maiores

detalhes.

Podemos citar inúmeros exemplos de situações práticas, cujo o emprego dos mode-

los de regressão é possivel, como o caso em que um pesquisador deseja estudar a relação

entre a quantidade de irrigação com os níveis de produção de uma determinada cultura.

Um outro exemplo seria o caso pode ainda estudar a in�uência de diferentes doses de

insulina na corrente sanguínea em relação as taxas de glicemia dos pacientes.

Além disso, após o trabalho de Zadeh (1965), a teoria dos conjuntos fuzzy tem

ganhado grande atenção, já que ela possui uma enorme gama de aplicações em situações

em que a pertinência dos elementos aos seus respectivos conjuntos não é clara o bastante,

e tem sido utilizada em sistemas de decisão, inteligência arti�cial, reconhecimento de

padrões, etc. Enquanto os modelos de regressão lidam com uma ou mais fontes de variação,

os conjuntos fuzzy modelam sistemas com imprecisão e/ou incerteza.

A ideia de Zadeh é que a noção básica de pertinência em conjuntos, nem sempre é

evidente, e portanto, a teoria dos conjuntos poderia ser expandida caso substituíssemos a

de�nição de que só há duas opções para um elemento: ou ele pertence a um determinado

conjunto, ou ele não pertence. Ele considerou situações de incerteza a respeito dessa

pertinência, por exemplo, podemos não saber com certeza, se uma pessoa pertence ao

conjunto de bons pagadores ou não em uma carteira de crédito. Por isso, ele propôs

que o grau de pertinência de um elemento a um conjunto especí�co poderia ser dado de

14



1.1. INTRODUÇÃO E MOTIVAÇÃO 15

acordo com uma função de pertinência. Passando assim, a permitir graus de pertinência

associados aos elementos de um conjunto de forma �exível, ou seja, um elemento pode

pertencer a um certo conjunto com grau de pertinência de por exemplo 0, 8.

Tanaka et al. (1982) propuseram um modelo de regressão fuzzy, de tal forma, que

os coe�cientes e os valores preditos são do tipo fuzzy, e cuja as variáveis explicativas e

a variável resposta assumem valores reais. Yen et. al. (1999) propuseram um modelo

que utiliza numeros fuzzy para os coe�cientes do modelo de regressão. Ishibushi e Nii

(2001) propõem um modelo híbrido que combina o método de estimação dos coe�cientes

do modelo linear usual com o modelo de regressão fuzzy.

Temos como objetivos, estudar um modelo de regressão que combine os métodos

usuais de regressão linear com a teoria dos conjuntos fuzzy de Zadeh (1965). Além disso,

avaliar sua interpretabilidade e realizar predições para um conjunto de dados real.

Algumas aplicações práticas em situações do mundo real podem ser encontradas

na literatura, em que foram aplicados métodos de regressão juntamente com a a teoria

dos fuzzy. Entre as quais podemos destacar, Gharpuray, et. al. (1986) que modelam

taxas de dependência de hidrólise enzimática em celulose; Bardossy et. al. (1990) que

estudam um caso de aplicação dos MRF (Modelos de Regressão Fuzzy) na hidrologia,

modelando a relação entre a resistência elétrica do solo e a permeabilidade hidráulica;

Bell e Heng (1997) desenvolvem uma abordagem que quanti�ca os fatores de risco para

lesões por esforço repetitivo através de um modelo de regressão fuzzy ; Sánchez e Gómez

(2003a) mostram várias situações de aplicação desses modelos nas ciências atuariais, mais

especi�camente no que diz respeito a preci�cação de contratos de seguros de vida ou de

responsabilidade de propriedades, além da modelagem de taxas de juros.

Sánchez e Gómez (2003b) estudam especi�camente estimativas para modelagem de

taxas de juros no mercado �nanceiro através dos MRF; Koissi e Shapiro (2006) propõem

uma abordagem via regressão fuzzy em comparação ao modelo Lee-Carter na modelagem

da expectativa de vida de mulheres na Finlândia; Coelho e Cruz (2014) utilizam uma

análise de regressão para estudar a preci�cação de casas prefabricadas e Sarip et. al (2016)

estudam um caso de aplicação de MRF para preci�cação de imóveis em uma abordagem

voltada ao paradigma de aprendizado de máquina.

No próximo capítulo apresentamos uma série de de�nições e propriedades a respeito

da teoria dos conjuntos fuzzy, o leitor mais interessado em detalhes pode consultar Ross

(2005). No capítulo dois realizamos uma revisão a respeito da teoria dos conjuntos fuzzy,

e destacando algumas de�nições e propriedades. No capítulo três estudamos o modelo de

regressão linear usual e de regressão fuzzy. No capítulo quatro realizamos duas aplicações

dos modelos descritos ao longo deste trabalho.



Capítulo 2

Teoria dos Conjuntos Fuzzy

Neste capítulo apresentamos algumas de�nições e propriedades a respeito da teoria

dos conjuntos fuzzy, além disso apresentamos alguns exemplos de funções de pertinência

e operações aritméticas para números fuzzy, por �m apresentamos os invervalos esperados

e valores esperados de conjuntos fuzzy.

2.1 De�nições e Propriedades

A teoria dos conjuntos fuzzy nos permite representar imprecisão e informações

vagas, para isso, precisamos inicialmente estudar suas de�nições e propriedades. Um

conjunto é dito fuzzy, quando a noção de pertinência de elementos aos seus respectivos

conjuntos na teoria clássica não é clara, ou seja, quando há incerteza associada a pertinên-

cia. Através de uma função de pertinência, descreveremos o grau de pertinência associado

a cada elemento em uma escala no intervalo [0,1]. Para diferenciar dos conjuntos clássi-

cos, representaremos os conjuntos fuzzy através da notação: Ã. Considere por exemplo a

representação grá�ca das funções de pertinência a seguir:

Figura 2.1: Função de pertinência equivalente a um conjunto clássico (a) e função de

pertinência para um conjunto fuzzy (b).

No primeiro caso, os valores do intervalo [5,7] pertencem ao conjunto A conforme

o conceito usual, ou seja, ou estão completamente no conjunto (grau de pertinência um),

16



2.1. DEFINIÇÕES E PROPRIEDADES 17

ou estão completamente fora (grau de pertinência zero). No segundo caso, é utilizado um

nível de pertinência entre zero e um, este é o conceito da teoria dos conjuntos fuzzy.

Os números fuzzy (NFs ou Fuzzy Numbers (FNs)), foram de�nidos formalmente

por Dubois e Prade (1983) da seguinte maneira:

De�nição 1: Um conjunto fuzzy Ã com função de pertinência µÃ : R → [0, 1] é um

número fuzzy, se ele possui pelo menos uma das três seguintes propriedades:

i. É um conjunto fuzzy normalizado, i.e. µÃ(x0) = 1 para algum x0 ∈ R.

ii. É fuzzy convexo, i.e. para qualquer x1, x2 ∈ R e λ ∈ R asseguramos que µÃ(λx1 +

(1− λ)x2) ≥ µÃ(x1) ∧ µÃ(x2).

iii. O suporte de A é limitado, onde supt(Ã) = {x ∈ R : µÃ(x) > 0}.

E qualquer valor que a função µÃ assume é chamada de grau de pertinência do elemento

em respeito ao conjunto Ã.

Figura 2.2: Diagramas para um conjunto clássico (a) e um conjunto fuzzy (b).

No caso da Figura (2.2), o elemento a claramente pertence ao conjunto A, e o

elemento b claramente não pertence ao conjunto A, o conjunto A é um conjunto clássico.

No caso do conjunto Ã que é um conjunto fuzzy a fronteira é difusa, ou seja, podem existir

elementos como c que não são parcialmente membros do conjunto, e possuem assim um

grau de pertinência em relação a Ã, enquanto a está completamente no conjunto e b está

completamente fora.

De�nição 2: Um número ou intervalo fuzzy associado a um conjunto fuzzy Ã com

função de pertinência µÃ : R→ [0, 1] é qualquer par
(
µ−
Ã
, µ+

Ã

)
de funções µ± : R→ [0, 1]

satisfazendo as seguintes condições:

i. µ−
Ã
: R→ α é uma função limitada monotonicamente crescente ∀α ∈ [0, 1];

ii. µ+

Ã
: R→ α é uma função limitada monotonicamente decrescente ∀α ∈ [0, 1];

iii. µ−α ≤ µ+
α∀α ∈ [0, 1]

De�nição 3: Um α-corte de um conjunto fuzzy Ũ é um conjunto clássico F, que contém

todos os elementos do conjunto Ũ que possuem grau de pertinência maior ou igual a um



18 CAPÍTULO 2. TEORIA DOS CONJUNTOS FUZZY

valor especi�cado α.

De�nição 4: Denotamos o corte ao nível α = 1, ou seja, [µ−1 < µ+
1 ]α=1 por corte[µ̂−, µ̂+].

Note que uma consequência da De�nição 4, é que se µ̂− < µ̂+ nós temos um

intervalo fuzzy e se µ̂− = µ̂+ temos um número fuzzy. Utilizamos a notação [µ]α = [µ−α , µ
+
α ]

para explicitar os α-cortes de µ. Iremos nos referir a µ− e µ+ como os ramos inferiores e

superiores de µ (correspondendo aos lados esquerdo e direito na função de pertinência),

respectivamente.

De�nição 5: Se [µ−]α + [µ+]α = [µ̂−]α + [µ̂+]α,∀α ∈ [0, 1] então o intervalo fuzzy é

simétrico.

Denotaremos o conjunto de intervalos simétricos fuzzy por SI e o conjunto de nú-

meros simétricos fuzzy por S.
De�nição 6: Dizemos µ é positiva se [µ−]α > 0,∀α ∈ [0, 1] e que µ é negativa se

µ+
α > 0,∀α ∈ [0, 1].

Denotaremos o conjunto de números positivos fuzzy por F+ e o conjunto de números

negativos fuzzy por F−.
De�nição 7: O suporte de um conjunto fuzzy Ã de�nido no R é um conjunto clássico,

de�nido como supt(Ã) = {x ∈ R : µÃ(x) > 0}.
De�nição 8: O núcleo de um conjunto fuzzy Ã, de�nido no R é um conjunto clássico,

de�nido como core(Ã) = {x ∈ R : µÃ(x) = 1}.
A seguir exploraremos alguns exemplos de funções de pertinência.

2.2 Exemplos de Funções de Pertinência Fuzzy

Podemos representar a sua função de pertinência de um conjunto A, de duas manei-

ras equivalentes, a primeira é através da explicitação usual da função, a outra é exibindo o

par de funções laterais que de�nem a pertinência de acordo com as de�nições apresentadas

ate aqui.

Seja Ã um conjunto triangular fuzzy, ou seja, um conjunto em cada elemento está

associado a uma função de pertinência triangular, dada a seguir:

µÃ(x; a, b, c) =

(
x− a
b− a

)
1[a,b)(x) + 1{b}(x) +

(
c− x
c− b

)
1(b,c](x)

em que, 1 é denominada função indicadora e é expressa por:

1A(x) =

1 se x ∈ A.

0 se x /∈ A.

E a e c representam o menor e o maior valor no suporte respectivamente e b repre-

senta o núcleo do conjunto triangular fuzzy. Note que de maneira equivalente poderiamos

representar esta mesma função de pertinência através da notação:
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µÃ(x) = [µ−
Ã
(x), µ+

Ã
(x)] =

[(
x− a
b− a

)
1[a,b)(x),

(
c− x
c− b

)
1[b,c](x)

]
(2.1)

Podemos veri�car que os α-cortes neste caso são dados por:

[µÃ(x)]α = [[µ−
Ã
(x)]α, [µ

+

Ã
(x)]α] = [a+ α(b− a), c− α(c− b)]. (2.2)

Já que
x− a
b− a

= α⇔ x = a+ α(b− a) e c− x
c− b

= α⇔ x = c− α(c− b).
O software R Core Team (2018) tem sido uma importante ferramenta para trabalhar

com estatística computacional, além de ser gratuito e de código livre. Utilizaremos o R

para representação computacional e ajuste dos modelos ao longo deste trabalho. A seguir

construimos a função de pertinência (2.1) utilizando o R e plotamos a representação grá�ca

para valores particulares de a, b e c. Para mais detalhes ver apêndice A.1.

Figura 2.3: Função triangular fuzzy com a = 1, b = 2 e c = 3

O suporte da função de pertinência triangular é o intervalo [a,c] e o núcleo é {b},

particularmente para o exemplo da Figura (2.3), supt(Ã) = [1, 3] e core(Ã) = 2. Esta

função de pertinência também é simétrica (para estes parâmetros especí�cos), já que

µ−α + µ+
α = (1 − α(1 − 2)) + (3 − α(3 − 2)) = 4 = µ̂−α + µ̂+

α = 2 + 2. Outra função de

pertinência que podemos considerar é a função trapezoidal.

Seja B̃ um conjunto trapezoidal fuzzy, sua função de pertinência é de�nida por:

µB̃(x; a, b, c, d) =

(
x− a
b− a

)
1[a,b)(x) + 1[b,c)(x) +

(
d− x
d− c

)
1[c,d](x). (2.3)
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De forma alternativa podemos representar a função de pertinência trapezoidal da

seguinte maneira:

µB̃(x) = [µ−
B̃
(x), µ+

B̃
(x)] =

[(
x− a
b− a

)
1[a,b)(x),

(
d− x
d− c

)
1[b,c](x)

]
.

Podemos veri�car que os α-cortes neste caso são dados por:

[µB̃(x)]α = [[µ−
B̃
(x)]α, [µ

+

B̃
(x)]α] = [a+ α(b− a), d− α(d− c)].

Tendo em vista que
x− a
b− a

= α⇔ x = a+ α(b− a) e d− x
d− c

= α⇔ x = d− α(d− c).
Por exemplo, para os valores particulares de a = 1, b = 1, 5, c = 2, 5 e d = 4, temos

a seguinte representação grá�ca da função trapezoidal:

Figura 2.4: Função trapezoidal fuzzy com a = 1, b = 1,5, c = 2,5 e d = 3

O suporte da função trapezoidal é o intervalo [a, d] e o núcleo é o intervalo [b, c].

2.3 Operações Aritméticas

As operações aritméticas em conjuntos fuzzy são de�nidas de maneira distinta dos

conjuntos numéricos clássicos. Guerra e Stefanini (2006) exploram algumas propriedades

aritméticas dos conjuntos fuzzy. Nas De�nições 9, 10 e 11, descrevemos as de�nições para

as operações aritméticas básicas de multiplicação por escalar, soma, subtração, multipli-

cação e divisão.
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De�nição 9: Se u = (u−, u+) e v = (v−, v+) são dois intervalos fuzzy, as operações arit-

méticas de soma, subtração e multiplicação por escalar são de�nidas, respectivamente, a

seguir:

[u+ v]α := [u−α + v−α , u
+
α + v+α ], paraα ∈ [0, 1].

[u− v]α := [u−α − v+α , u+α − v−α ], paraα ∈ [0, 1].

[ku]α := [min{ku−α , ku+α},max{ku−α , ku+α}], paraα ∈ [0, 1] e k ∈ R.

Considere, por exemplo, o conjunto triangular u com a = 0, b = 1 e c = 3.

Utilizando o α-corte triangular em (2.2), podemos expressar Ã em função do grau de

pertinência α da seguinte forma: [u]α = [1−α, 3− 2α]. Realizando a multiplicação por 2,

obtemos: [2u]α = [min{2(1 − α), 2(3 − 2α)},max{2(1 − α), 2(3 − 2α)}], a representação

grá�ca do resultado está na Figura (2.5).

Considere agora, os intervalos triangulares u e v, com a1 = 0, b1 = 1, c1 = 3 e a2
= 2, b2 = 3 e c2 = 4, respectivamente. Expressando em função dos α-cortes, obtemos:

[u]α = [α, 3− 2α] e [v]α = [2 + 2α, 4− α], respectivamente. Somando, obtemos [u+ v]α =

[2− 2α, 7− 3α]. O grá�co resultante pode ser observado na Figura (2.6).

Considerando ainda os mesmos u e v, mas desta vez realizando a operação de

subtração, obtemos [u− v]α = [−4 + 2α, 7− 3α]. Conforme expresso na Figura (2.7).

Figura 2.5: Ilustração da operação multiplicação por escalar de uma função de pertinência

triangular fuzzy.
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Figura 2.6: Ilustração da operação de soma de duas funções de pertinência triangulares

fuzzy.

Figura 2.7: Ilustração da operação de subtração de duas funções de pertinência triangu-

lares fuzzy.
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De�nição 10: Se u = (u−, u+) e v = (v−, v+) são dois intervalos fuzzy, então para

α ∈ [0, 1] de�ni-se a multiplicação de u por v como:

[uv]α := [(uv)−α , (uv)
+
α ].

em que,

(uv)−α = min{u−αv−α , u−αv+α , u+αv−α , u+αv+α } paraα ∈ [0, 1] e

(uv)+α = max{u−αv−α , u−αv+α , u+αv−α , u+αv+α } paraα ∈ [0, 1].

De�nição 11: Se 0 /∈ [v−0 , v
+
0 ] e u = (u−, u+) e v = (v−, v+) são dois intervalos fuzzy,

então para α ∈ [0, 1] de�nimos a divisão de u por v como:

[u
v

]
α
:=

[(u
v

)−
α
,
(u
v

)+
α

]
.

em que,

(u
v

)−
α
:= min

{
u−α
v−α
,
u−α
v+α
,
u+α
v−α
,
u+α
v+α

}
, paraα ∈ [0, 1].(u

v

)+
α
:= max

{
u−α
v−α
,
u−α
v+α
,
u+α
v−α
,
u+α
v+α

}
, paraα ∈ [0, 1].

As operações de multiplicação e divisão de dois números triangulares fuzzy não é

um número triangular fuzzy, sua pertinência existe e não é trivial de ser calculada, para

maiores detalhes o leitor pode consultar Gao (2009).

Além das operações aritméticas que foram apresentadas, as operações usuais da

teoria dos conjuntos clássica existe também na teoria dos conjuntos fuzzy, as operações

de complemento, união, interseção, diferença, e princípios de De Morgan podem ser en-

contrados com detalhes em Ross (2005).

2.4 Intervalos Esperados e Valores Esperados

Em algumas situações pode ser de interesse calcular o intervalo esperado de um

conjunto fuzzy. O valor esperado de um conjunto fuzzy, neste caso equivale ao valor modal

da função de pertinência Dubois e Prade (1987).

De�nição 12: O intervalo esperado de um conjunto fuzzy Ã, sujeito a uma função de

pertinência µÃ(x), x ∈ R, é de�nido como:

IE(Ã) = [IE−(Ã), IE+(Ã)]
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em que os valores de IE−(Ã) e IE+(Ã) são calculados de acordo com as seguintes integrais

de Riemann,

EI−(Ã) :=

∫ 1

0

α[µ−
Ã
(x)]αdα e

EI+(Ã) :=

∫ 1

0

α[µ+

Ã
(x)]αdα.

De�nição 13: O valor esperado de um conjunto fuzzy Ã, sujeito a uma função de

pertinência µÃ(x), x ∈ R, é de�nida como:

V E(Ã) :=
IE−(Ã) + IE+(Ã)

2
.

Podemos obter a expressão do intervalo e do valor esperado para um conjunto trian-

gular fuzzy por exemplo, e depois veri�car se o resultado coincide com casos particulares.

Tomemos por exemplo, o caso da função de pertinência triangular com a = 1, b = 2 e

c = 3.

IE−(Ã) =

∫ 1

0

a+ (b− a)α dα =
(a+ b)

2
=

1 + 2

2
= 1, 5

IE+(Ã) =

∫ 1

0

c− α(c− b) dα =
(b+ c)

2
=

2 + 3

2
= 2, 5

Ou seja, o intervalo esperado neste caso é [1,5; 2,5] e o valor esperado portanto é
1, 5 + 2, 5

2
= 2. Na �gura (2.8) destacamos o intervalo esperado grá�camente.

Figura 2.8: Função triangular fuzzy com a=1, b=2 e c=3 destacando o intervalo esperado.



Capítulo 3

Modelos de Regressão Fuzzy

Neste capítulo revisamos o modelo de regressão linear clássico, e apresentamos o

modelo de regressão fuzzyatravés de duas abordagens, em que uma delas utiliza o modelo

usual para ajustar a parte central do modelo. Por �m, discutimos qual a in�uência da

escolha do valor h no modelo.

3.1 Modelo de Regressão Linear Normal Clássico

Uma vez que desejamos modelar a relação funcional entre uma variável resposta

e um conjunto de variáveis explicativas, das quais dispomos de n observações. Podemos

fazer uso da teoria de modelos de regressão, em particular a classe de modelos lineares.

Cada tipo de modelo de regressão possui suas suposições, e uma vez que alguma destas

não é satisfeita o modelo pode apresentar características indesejadas. Sendo assim, várias

novas abordagens para técnicas de regressão tem sido propostos ao na literatura nas

últimas décadas. Alguns destes, são mais robustos, ou possuem suposições mais �exíveis

ver por exemplo Paula (2004).

Consideremos inicialmente o modelo de regressão linear múltiplo, em que temos a

variável resposta denotada por yi e k variáveis explicativas (se k = 1, temos um modelo de

regressão linear simples - MRLS) denotadas por xxxi = (xi1, xi2, . . . , xik)
> e p parâmetros

desconhecidos (p = k + 1), que admite a seguinte forma funcional:

yi = β0 + β1xi1 + β2xi2 + · · ·+ βkxik + εi, i = 1, . . . , n, (3.1)

Em que, βj, j = 0, . . . , k, são os coe�cientes da regressão e ε1, . . . , εn representam as

fontes variação associadas ao modelo. O parâmetro βj representa a variação esperada na

variável resposta y por unidade de incremento em xj quando todas as demais variáveis

explicativas xi(i 6= j) são �xadas. Além disso, supomos que os y′is são independentes e

yi|(xi1, xi2, . . . , xik) ∼ N (β0 + β1xi1 + β2xi2 + · · ·+ βkxik, σ
2).

No modelo de regressão linear normal clássico, estimamos os parâmetros baseando-

se essencialmente na ideia de minimizar a diferença entre os valores esperados sob a

25
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validade do modelo de regressão y′is e os valores ajustados ŷ
′
is. Uma forma de solucionar

este problema é utilizando o método dos mínimos quadrados que descrevemos a seguir.

Quando estamos lidando com modelos de regressão múltiplos, é mais conveniente

expressar o modelo em notação matricial, assim a forma funcional do modelo (3.1) alter-

nativamente pode ser representada na notação:

yyy =Xβ + εXβ + εXβ + ε

em que,

yyy =


y1

y2
...

yn

 ,XXX =


1 x11 x12 · · · x1k

1 x21 x22 · · · x2k
...

...
...

. . .
...

1 xn1 xn2 · · · xnk

 ,

βββ =


β0

β1
...

βk

 e εεε =


ε1

ε2
...

εn

 ,
em que yyy é o vetor de observações, XXX é a matriz de especi�cação do modelo, βββ é o vetor

de coe�cientes da regressão, e εεε é o vetor da fonte de variação assosciada ao modelo.

Desejamos encontrar o vetor de estimadores β̂̂β̂β, que minimize a função de mínimos

quadrados Q,

Q(βββ) = (y −Xβy −Xβy −Xβ)>(y −Xβy −Xβy −Xβ)

Note que Q(βββ)pode ser expresso como

Q(βββ) = yyy>yyy − βββ>XXX>yyy − βββ>XXX>XβXβXβ = yyy>yyy − 2βββ>XXX>yyy − βββ>XXX>XβXβXβ,

uma vez que βββ>X>yyy é um escalar, e assim (βββ>X>yyy)> = yyy>XβXβXβ.

Os estimadores de mínimos quadrados devem satisfazer

∂Q

∂βββ

∣∣∣β̂̂β̂β = −2XXX>yyy + 2XXX>XXX>XXXβ̂̂β̂β = 0.

simpli�cando temos,

XXX>XXXβ̂̂β̂β =XXX>yyy, (3.2)

que são as chamadas equações normais de mínimos quadrados, para resolver as equações

(3.2), podemos multiplicar os dois lados da igualdade pela inversa de XXX>XXX. Assim, o

estimador de mínimos quadrados de β̂̂β̂β é

β̂̂β̂β = (XXX>XXX)−1XXX>yyy (3.3)
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3.1.1 Intervalo de Con�ança para a Resposta Média

Podemos construir um intervalo de con�ança para a resposta média em um ponto

particular. De�nimos inicialmente um vetor xxx0 como

xxx0 =


1

x01

x02
...

x0k


o valor ajustado neste ponto é

ŷ0 = xxx>0 β̂̂β̂β

como E(ŷ0) = xxx>0 β̂̂β̂β = E(y|xxx0), então ŷ0 é um estimador não viciado para E(y|xxx0) e a

variância de ŷ0 é

V(ŷ0) = σ2xxx>0 (XXX
>XXX)−1xxx0

dessa forma, um intervalo de con�ança ao nível (1 − α) para a resposta média no ponto

x01, x02, . . . , x0k é

IC(1−α)(E(ŷ0)) = [ŷ0−tα/2,n−p
√
σ̂2xxx>0 (XXX

>XXX)−1xxx0; ŷ0+tα/2,n−p

√
σ̂2xxx>0 (XXX

>XXX)−1xxx0]. (3.4)

Além diss, González et. al (2016) estabelecem uma relação entre conjuntos de con�ança

e conjuntos fuzzy.

3.2 Modelo de Regressão Linear Fuzzy

Como visto na seção anterior, os métodos de regressão clássicos consideram minimi-

zar os desvios entre os valores observados e os valores esperados sob a validade do modelo.

Tanaka et. al. (1982) apresentaram um modelo denominado de modelo de regressão linear

fuzzy (MRLF) com estrutura similar ao modelo (3.1), porém considerando os coe�cientes

de regressão sendo pertencentes a um conjunto fuzzy. Aqui, eles consideram que os desvios

têm um re�exo direto nos parâmetros associados aos coe�cientes do modelo. Yen et. al.

(1999) propõem uma formulação similar a de Tanaka et. al. (1982), porém incluindo o

intercepto fuzzy assumindo especi�camente números triangulares fuzzy como coe�cientes

do modelo. A seguir descrevemos precisamente este modelo e implementamos um ajuste

para um conjunto de dados real comparando com o modelo linear clássico.

A Tabela (3.1) ilustra as variáveis explicativas, a variável resposta e os valores

ajustados para o modelo (3.5).
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Tabela 3.1: Disposição da tabela de dados para o modelo de regressão linear fuzzy.

Observação Variável resposta Variáveis explicativas Valores ajustados

1 y1 x11, . . . , x1k ỹ1 = 〈ys1, yc1〉
...

...
...

...

n yn xn1, . . . , xnk ỹn = 〈ysn, ycn〉

A estrutura a seguir é a forma funcional do MRLF, para n observações e k variáveis

explicativas, assumimos que o modelo só pode ser ajustado se n > k:

ỹi = f(xxxi, Ã) = Ã0 + Ã1xxxi1 + · · ·+ Ãkxxxik, i = 1, 2, . . . , n, (3.5)

em que, ỹi é a variável resposta fuzzy, tem-se k variáveis explicativas xxxi = [xi1, xi2, . . . , xik]
>, i =

1, 2, . . . , n.

Uma função fuzzy como f é de�nida como:

De�nição 14: Seja uma função f : Rn × Ã→ ỹ; ỹ = f(xxx, Ã), em que:

(i) xxx ∈ Rn;

(ii) Ã é um conjunto fuzzy ;

(iii) ỹ é a imagem de xxx associada ao conjunto fuzzy Ã.

Assumimos neste caso, que para o modelo (3.5) o coe�ciente de regressão fuzzy

associado a variável xi, possui função de pertinência trangular (2.1), e assim podemos

descrever de maneira única cada Ãi por:

Ãi = 〈ali; aci ; ari 〉, (3.6)

em que os parâmetros, ali, a
c
i , a

r
i representam a, b e c, respectivamente em (2.1).

Pode-se mostar (ver apêndice A.8) que se aci =
ali + ari

2
então a função de pertinência

é simétrica e pode ser unicamente representada por 〈asi , aci〉, em que, asi = ari − aci .
Portanto, no caso da função de pertinência triangular simétrica iremos utilizar a

notação Ãi = 〈asi , aci〉 em que o parâmetro asi é chamado de parâmetro de espalhamento e

aci é o parâmetro de centralidade. Para melhor compreender este conceito, considere por

exemplo, a seguinte função linear fuzzy :

ỹ = Ã0 + Ã1x1 + Ã2x2,

em que, ÃAA = {〈1, 1〉, 〈4, 1〉, 〈1, 2〉}, dado xxx = (1, 1)>. De forma que obtemos ỹ = 〈6, 4〉.
Considere agora, o modelo (3.5) com os coe�cientes da triangulares simétricos, isto

é Ãi = 〈asi , aci〉. Podemos expressar ỹ através dos parâmetros as e ac do modelo da seguinte

maneira:

ỹ = 〈ys; yc〉,
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em que,

ys = as0 + as1|x1|+ · · ·+ ask|xk|,
yc = ac0 + ac1x1 + · · ·+ ackxk.

E |x| é o módulo de x, ou seja:

|x| =

x se x ≥ 0,

−x se x < 0,

Desta forma, pode-se escrever 3 equações lineares para descrever o modelo (3.5),

uma de centralidade, e duas para os espalhamentos a esquerda e a direita, obtendo assim:

yl = yc − ys = ac0 + ac1x1 + · · ·+ ackxk − as0 − as1|x1| − · · · − ask|xk|
yr = yc + ys = ac0 + ac1x1 + · · ·+ ackxm + ys + as0 + as1|x1|+ · · ·+ ask|xk|
yc = ac0 + ac1x1 + · · ·+ ackxk

Por exemplo, considere ỹ = Ã0 + Ã1x1 + Ã2x2, com os seguintes coe�cientes Ã0 =

〈1,−1〉, Ã1 = 〈1, 2〉 e Ã2 = 〈2, 4〉, e xxx = (1, 2)>. Temos a parte central do modelo dado

por:

yc = ac0 + ac1x1 + ac2x2 = −1 + 2x1 + 4x2 = 9,

e a parte de espalhamento do modelo dado por:

ys = as0 + as1|x1|+ as2|x2| = 1 + |x1|+ 2|x2| = 6.

Assim, a variável ỹ é uma triangular simétrica 〈6, 9〉, e reescrevendo de acordo

com a parametrização da pertinência triangular não simétrica a variável resposta é yl =

yc − ys = 9− 6 = 3 e yr = yc + ys = 9 + 6 = 15, obtendo 〈3, 9, 15〉.
Yen et. al. (1999) demonstram que a função de pertinência correspondente a

variável resposta ỹi é:

µỹ(yi) =



1−
yi −

∑k
j=1 a

c
jxij − ac0

al0 +
∑k

j=1 a
l
j|xij|

, se a condição 1 é satisfeita,

1−
ac0 +

∑k
j=1 a

c
jxij − yi

ar0 +
∑k

j=1 a
r
j |xij|

, se a condição 2 é satisfeita,

0, caso contrário,

(3.7)

em que, |x| = (|x1|, |x2|, . . . , |xn|)>. As condições supracitadas são:
Condição 1:

ac0 +
k∑
j=1

aci ≤ yi ≤ ac0 +
k∑
j=1

acjxij +

(
al0 +

k∑
j=1

alj|xij|

)
.
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Condição 2:

ac0 +
k∑
j=1

acjxij −

(
ar0 +

k∑
j=1

arj |xij|

)
≤ yi ≤ ac0 +

k∑
j=1

acjxij.

Figura 3.1: Ilustração de um modelo de regressão fuzzy simples Yi = A0 + A1xi, com os

coe�cientes ajustados A0 = (3, 1), A1 = (1, 0.5), h = 0.5.

A Figura (3.1) do trabalho original de Tanaka et. al. (1982), ilustra a interpretação

geométrica do modelo fuzzy a respeito da predição da variável resposta que é do tipo fuzzy

com pertinência triangular.

3.2.1 Ajuste dos parâmetros do modelo

O critério de ajuste dos coe�cientes Ã′is do modelo (3.5) é minimizar a soma do

espalhamento total sujeito a restrição de que cada observação yi pertence ao modelo (3.5)

a um nível h de pertinência. Podemos assim, formular um modelo de programação linear

para este problema conforme Yen et. al. (1999):

minimize Z = as0 +
k∑
j=1

[
asj

n∑
i=1

|xij|

]
,

sujeito a: yi ∈ [f(xixixi, Ã)]h,

(3.8)

em que, [•]h é o h-corte associado a função. Ou seja, desejamos que cada observação da

variável resposta do modelo possua pertinência de pelo menos h no modelo. Podemos

explicitar esta restrição a partir da função de pertinência dada em (3.7) limitando-a a h

da seguinte maneira:
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1−
yi −

∑k
j=1 a

c
jxij − ac0

al0 +
∑k

j=1 a
l
j|xij|

≥ h, (3.9)

e

1−
ac0 +

∑k
j=1 a

c
jxij − yi

ar0 +
∑k

j=1 a
r
j |xij|

≥ h, (3.10)

que pode ser reescrita como 3.9,

al0 +
k∑
j=1

alj|xij| − yi +
k∑
j=1

acjxij + ac0 ≥ h(al0 +
k∑
j=1

alj|xij|),

implicando que

al0 +
k∑
j=1

alj|xij|+
k∑
j=1

acjxij + ac0 − hal0 − h
k∑
j=1

alj|xij| ≥ yi,

obtendo assim:

(1− h)al0 + (1− h)
k∑
j=1

alj|xij|+
k∑
j=1

acjxij + ac0 ≥ yi, i = 1, 2, . . . , n. (3.11)

podemos reescrever (3.10) da seguinte forma,

ar0 +
k∑
j=1

akja
r
j |xij| − ac0 −

k∑
j=1

acjxij + yi ≥ h(ar0 +
k∑
j=1

arj |xij|).

implicando

aro +
k∑
j=1

arj |xij| − ac0 −
k∑
j=1

acjxij − har0 + h
k∑
j=1

arj |xij| ≥ −yi,

e por �m, obtendo:

(1− h)ar0 + (1− h)
k∑
j=1

arj |xij| −
k∑
j=1

acjxij − ac0 ≥ −yi, i = 1, 2, . . . , n. (3.12)

Desta maneira, (3.11) e (3.12) formam as restrições do modelo. Temos portanto,

o seguinte modelo de programação linear para obter os parâmetros fuzzy que ajustam o

modelo de Yen et. al (1999) expresso em (3.5).

minimize Z = as0 +
k∑
j=1

[
asj

n∑
i=1

|xij|

]

sujeito a: (1− h)al0 + (1− h)
k∑
j=1

alj|xij|+
k∑
j=1

acjxij + ac0 ≥ yi, i = 1, 2, . . . , n,

(1− h)ar0 + (1− h)
k∑
j=1

arj |xij| −
k∑
j=1

acjxij − ac0 ≥ −yi, i = 1, 2, . . . , n,

alj, a
r
j , a

c
j ≥ 0, j = 0, 1, . . . , k.

(3.13)
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Podemos adaptar o modelo 3.13 para o caso em que os coe�cientes são simétricos,

formulando o seguinte modelo da seguinte forma:

minimize Z = as0 +
k∑
j=1

[
asj

n∑
i=1

|xij|

]

sujeito a: (1− h)as0 + (1− h)
n∑
i=1

asi |xij|+
n∑
j=1

acjxij + ac0 ≥ yi, i = 1, 2, . . . , n,

(1− h)as0 + (1− h)
n∑
j=1

asj|xij| −
n∑
i=j

acixij − ac0 ≥ −yi, i = 1, 2, . . . , n,

asj , a
c
j ≥ 0, j = 0, 1, . . . , k.

(3.14)

Para resolver os problemas de otimização linear (3.13) e (3.14) acima o método

simplex usual pode ser empregado, tal método se baseia em percorrer os vértices da

região viável do problema, que por possuir restrições e função objetivo lineares é portanto

uma região convexa. O simplex se baseia em realizar uma busca nos vértices da região

convexa até encontar um ponto de otimalidade. Por não estar no escopo deste trabalho

não entraremos nos pormenores deste método, para mais detalhes o leitor pode consultar

Bregalda et. al. (1988). No Capítulo 4 ajustamos um modelo de regressão fuzzy para

dois conjuntos de dados.

3.3 Modelo de Regressão Fuzzy Híbrido

O ajuste do modelo de regressão fuzzy em (3.14) é simétrico, e em certos casos,

podemos ter uma assimetria em relação ao ajuste central, Yen et. al. propõem para este

caso que a utilização de um parâmetro de assimetria para os espalhamentos laterais ari =

kia
l
i, entretanto, a escolha deste valor é completamente arbitrária, �cando a critério do

pesquisador escolhe-lo. Por essa razão, Ishibushie e Nii (2001) sugerem ummodelo híbrido,

em que a parte central é ajustada de acordo com o estimador de mínimos quadrados, assim

o vetor de coe�cientes centrais aaac do modelo é estimado da seguinte maneira:

â̂âac = (XXX>XXX)−1XXX>yyy,

em seguida, utilizamos uma adaptação na formulação do modelo de programação linear

(3.13) para determinar os parâmetros de espalhamento aaal e aaar e considerando os valores

de â̂âa como constantes. Devemos assim, resolver:
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minimize Z =
1

2
(al0 + ar0) +

1

2

k∑
i=1

k∑
j=1

(alj + arj)(x
+
ij + x−ij)

sujeito a: (1− h)(al0 + ar0 +
k∑
j=1

arjx
+
ij +

k∑
j=1

aljx
−]
ij ) + âc0 +

k∑
j=1

âcjxij ≥ yi, i = 1, 2, . . . , n,

(1− h)(al0 + ar0 +
k∑
j=1

aljx
+
ij +

k∑
j=1

arjx
−]
ij )− âc0 −

k∑
j=1

âcjxij ≥ −yi, i = 1, 2, . . . , n,

alj, a
r
j ≥ 0, j = 0, 1, . . . , k.

em que,

x+ij =

xij se xij ≥ 0,

0 caso contrário,

e

x−ij =

0 se xij ≥ 0,

−xij caso contrário,

para i = 1, 2, . . . , n e j = 0, 1, . . . , k respectivamente. Note que, x+ij e x
−
ij são não negativos

e satisfazem xij = x+ij − x−ij e |xij| = x+ij + x−ij.

3.3.1 Escolha do Valor h

A escolha do valor de h para o modelo de regressão fuzzy é discutida por diversos

autores. Tanaka e Watada (1988) alertam que maiores valores de h podem ser utilizados

se o número de observações é pequeno. Bárdossy et. al. (1990) diz que a seleção do

valor h pode ser baseado na crença do pesquisador e recomenda valores entre 0, 5 e 0, 7

para situações reais. Ge e Wang (2007) sugerem que o valor de h pode ser inversamente

proporcional ao ruído das variáveis explicativas. Chen et. al. (2016) propõem um modelo

de programação matemática para a otimização do valor de h para o MRLF com coe�ci-

entes triangulares fuzzy e recomendam valores inferiores a 0, 5 quando o modelo utiliza

coe�cientes triangulares fuzzy, tanto para o caso simétrico quanto para o caso assimétrico.

Neste trabalho realizamos ajustes considerando alguns valores de h e adotamos por

padrão h = 0, caso acreditemos que possam haver pontos fora das bandas de espalhamento

do modelo podemos aumentar o valor de h. O valor de h é um re�exo da incerteza que

temos a respeito da tendência dos dados.

No capítulo seguinte estudamos duas aplicações dos modelos trabalhados neste

capítulo.



Capítulo 4

Aplicações

Neste capítulo realizamos duas aplicações, uma para um pequeno conjunto de dados

e outra para um conjunto de dados co 150 observações, além disso discutimos alguns

resultados a respeito da interpretação dos valores dos coe�cientes ajustados dos modelos.

4.1 Exemplo 1: Ajuste do modelo para dados �ctícios

Considere inicialmente um pequeno conjunto de dados �ctícios, composto por 5

observações e duas variáveis explicativas apresentados por Yen et. al. (1999).

Tabela 4.1: Dados �ctícios.

i yi xi1 xi2

1 3,54 0,84 0,86

2 4,05 0,65 0,52

3 4,51 0,76 0,57

4 2,63 0,70 0,30

5 1,90 0,43 0,60

Primeiramente, podemos ajustar o modelo de regressão linear simples usual, no

qual obtemos:

ŷi = 0, 135 + 4, 6832x1 + 0, 0442x2.

Utilizando a formulação (3.14), particularmente para os dados da Tabela (4.1)

obtemos explicitamente o seguinte problema de programação linear utilizando h = 0, 5:

34
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minimize Z = as0 + as1

5∑
i=1

|xi1|+ as2

5∑
i=1

|xi2|

sujeito a: 0, 5as0 + 0, 5as1xi1 + 0, 5xi2 + ac0 + ac1xi1 + ac2xi2 ≥ yi, i = 1, 2, 3, 4, 5.

0, 5as0 + 0, 5as1xi1 + 0, 5xi2 − ac0 − ac1xi1 − ac2xi2 ≥ −yi, i = 1, 2, 3, 4, 5.

asj , a
c
j ≥ 0, j = 0, 1, 2.

Ou seja, substituindo pelos valores dos dados em questão, desejamos encontar os

coe�cientes fuzzy que são as soluções ótimas de:

minimize Z = as0 + 3, 338as1 + 2, 85as2

0, 5as0 + 0, 42as1 + 0, 43as2 + ac0 + 0, 84ac1 + 0, 86

0, 5as0 + 0, 42as1 + 0, 43as2 − ac0 − 0, 84ac1 − 0, 86ac2

0, 5as0 + 0, 325as1 + 0, 26as2 + ac0 + 0, 65ac1 + 0, 52ac2

0, 5as0 + 0, 325as1 + 0, 26as2 − ac0 − 0, 65ac1 − 0, 52ac2

0, 5as0 + 0, 38as1 + 0, 285as2 + ac0 + 0, 76ac1 + 0, 57ac2

0, 5as0 + 0, 38as1 + 0, 285as2 − ac0 − 0, 76ac1 − 0, 57ac2

0, 5as0 + 0, 35as1 + 0, 15as2 + ac0 + 0, 70ac1 + 0, 30ac2

0, 5as0 + 0, 35as1 + 0, 15as2 − ac0 − 0, 70ac1 − 0, 30ac2

0, 5as0 + 0, 215as1 + 0, 30as2 + ac0 + 0, 43ac1 + 0, 60ac2

0, 5as0 + 0, 215as1 + 0, 30as2 − ac0 − 0, 43ac1 − 0, 60ac2

as0, a
s
1, a

s
2, a

c
0, a

c
1, a

c
2 ≥ 0

Para encontrar a solução ótima desta formulação, utilizamos o código em R dispo-

nível no Apêndice A.4. E assim, obtivemos os seguintes resultados para diversos valores

de h.

Tabela 4.2: Resultado do ajuste de parâmetros para o modelo de regressão linear fuzzy

com coe�cientes triangulares simétricos para diversos valores de h para os dados da Tabela

4.1.

h as0 ac0 as1 ac1 as2 ac2 Z

0,1 0,8154 0,6707 0 3,5290 0 0,7427 0,8154

0,3 1,0484 0,6707 0 3,5290 0 0,7427 1,0484

0,5 1,4677 0,6707 0 3,5290 0 0,7427 1,4677

0,7 2,4462 0,6707 0 3,5290 0 0,7427 2,4462

Para interpretar mais facilmemte o resultado do ajuste para h = 0, 5, podemos

reescrever os coe�cientes conforme (3.6). Nesta notação, os coe�cientes ajustado são Ã0 =

〈−0, 797; 0, 6707; 2, 1384〉, Ã1 = 〈3, 5229; 3, 5229; 3, 5229〉 e Ã2 = 〈0, 7427; 0, 7427; 0, 7427〉.
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O ajuste da parte do modelo para os espalhamentos yl e yr são paralelas ao ajuste central

yc, essa é uma característica do modelo de Yen et. al. (1999). Além disso interpretamos

que para cada unidade de incremento na variável xi1 mantendo �xo xi2 a variável resposta

yi aumenta em aproximadamente 3, 529, e para cada unidade de incremento na variável

xi2 mantendo �xo xi1 temos aproximadamente 0, 7474 de incremento na variável resposta

yi. Uma vantagem em relação ao modelo de regressão linear usual é que a única suposição

que fazemos é que o número de observações deve ser maior que o número de parâmetros

ajustados.

4.2 Exemplo 2: Conjunto de dados reais

Considere a Tabela (4.3) que ilustra registros da década de 1920 a respeito da

medida das distâncias que veículos percorreram até a parada total dada a velocidade que

vinham no trajeto (ver Tabela A.1 no Apêndice A.9). Os dados estão disponíveis em

Ezekiel e Fox (1963). Análisando os dados de maneira exploratória obtemos as seguintes

medidas descitivas:

Tabela 4.3: Medidas descritivas relativas as variáveis: distância e velocidade.

Velocidade (mph) Distância (pés)

Mínimo 4,00 2,00

1° Quartil 12,00 26,00

Mediana 15,00 36,00

Média 15,40 42,98

3° Quartil 19,00 56,00

Máximo 25,00 120,00

Desvio Padrão 5,289 25,77

Desejamos ajustar tanto um modelo linear usual quanto um modelo de regressão

linear fuzzy adequados para explicar a relação entre a variável resposta distância (y) e

distância (x). Se realizarmos um ajuste via modelo de regressão linear simples usual como

o modelo (3.1), iremos obter um modelo na forma:

ŷi = −17, 579 + 3, 932xi.

Ou seja, em média os veículos percorrem 3, 932 pés a mais até a parada total, para cada

milha por hora de incremento na velocidade do veículo.

Vamos agora comparar com os resultados do modelo de regressão fuzzy, para isso,

iremos inicialmente encontrar um ajuste dos parâmetros através da formulação (3.14). E

assim, obtemos:
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Tabela 4.4: Resultado do ajuste de parâmetros para o modelo de regressão linear fuzzy

com coe�cientes triangulares simétricos para diversos valores de h para os dados da tabela

2.3.

h as0 ac0 as1 ac1 Z

0 37,0909 0 0 3,4545 37,0909

0,1 41,2121 0 0 3,4545 41,2121

0,3 52,9870 0 0 3,4545 52,9870

0,5 74,1818 0 0 3,4545 74,1818

0,8 185,4545 0 0 3,4545 185,4545

Interpretamos o resultado dos parâmetros ajustados da seguinte maneira: a cada

milha por hora (mph) que o veiculo aumenta em sua velocidade ele irá aumentar em

aproximadamente 3, 4545 (pés) de distância extra durante a frenagem.

Neste exemlo, por se tratar de um conjunto de dados com apenas duas variáveis

podemos, observar o grá�co de dispersão e a interpretação geométrica do modelo de

regressão fuzzy. A seguir analisamos o diagrama de dispersão com as retas de regressão

ajustadas com h = 0 no modelo fuzzy e a reta em vermelho sendo de regressão linear

simples usual:

Figura 4.1: Diagrama de dispersão para velocidade (mph) versus distância (pés) e o ajuste

dos modelos de regressão linear fuzzy e linear simples usual.

Podemos também avaliar a diferença na interpretação da predição do modelo de

regressão linear simples usual que possui como preditor um valor real, em comparação
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ao modelo de regressão linear fuzzy que possui como preditor um número fuzzy. No

primeiro dado os valores das variáveis explicativas temos um valor numérico predito,

no segundo temos algo que se assemelha a um intervalo de con�ança para a resposta

média como apresentado na seção 3.1.1. Isso �ca evidente se observarmos a reta vermelha

(MRLS) e as retas pretas (modelo fuzzy). Suponha por exemplo que um veículo esteja

em uma velocidade de 18 milhas por hora e desejamos predizer qual será a distância

que ele irá percorrer durante a frenagem até parar completamente, utilizando o MRLS

ele irá percorrer 53, 204 pés, se desejamos uma medida um pouco mais �exível, podemos

utilizar o intervalo de con�ança (3.4), obtendo assim [48,3214; 58,0871] ao nível de 95%

de con�ança. Utilizando o MRLF obtemos a predição de 〈25, 0901; 62, 181; 99, 2719〉, isso
signi�ca que para a velocidade de 18 milhas por hora valores de distância percorrida

menores do que 25,0901 tem pertinência zero e, 62,181 tem pertinência igual a um e para

velocidades maiores que 99,2719 temos pertinência zero. Como os espalhamentos cobrem

todos os pontos na dispersão, os espalhamentos laterais em geral irão gerar bandas de

amplitude maior que os intervalos de predição.

Observando o grá�co de dispersão da Figura (4.1), veri�ca-se que há uma concen-

tração de pontos maior abaixo da reta central do modelo fuzzy, indicando assim que um

modelo assimétrico seria possivelmente mais adequado.

Podemos optar em utilizar esse tipo de modelo quando há di�culdades em veri�car

as suposições do modelo e desejamos realizar predições intervalares ao invés de pontuais,

substituindo assim o intervalo de con�ança pela predição baseada no ajuste de espalha-

mento fuzzy.

Realizando o ajuste de acordo com o modelo de regressão linear fuzzy híbrido

apresentado na seção 3.3, e sabendo que estamos realizando um ajuste de espalhamentos

paralelos ao modelo central obtido através do estimador de mínimos quadrados, obtemos:

Tabela 4.5: Resultados dos coe�cientes ajustados para o modelo híbrido para diversos

valores de h.

h al0 ac0 ar0 ac1 Z

0 -46,648 -17,579 25,622 3,932 36,135

0,1 -49,878 -17,579 30,422 3,932 40,150

0,2 -53,915 -17,579 36,422 3,932 45,169

0,3 -59,106 -17,579 44,137 3,932 51,622

0,4 -66,027 -17,579 54,423 3,932 60,225

0,5 -75,717 -17,579 68,824 3,932 72,270

0,6 -90,252 -17,579 90,424 3,932 90,338

0,7 -114,48 -17,579 126,425 3,932 120,450

0,8 -162,92 -17,579 198,427 3,932 180,676

0,9 -308,27 -17,579 414,434 3,932 361,352
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O resultado da interpretação do ajuste dos parâmetros para h = 0 é dado a seguir,

considere portanto o modelo:

ỹi = Ã0 + Ã1x1,

em que, Ã0 = 〈−46.648;−17, 579; 25, 622〉 e Ã1 = 〈3, 932; 3, 932; 3, 932〉.
Neste modelo como a tendência central é a mesma do modelo linear usual então

a interpretação é a mesma que já comentamos, a diferença neste caso está na predição.

Realizando assim o mesmo exemplo de predição para um veículo a 18 milhas por hora,

obtemos neste caso 〈24, 135; 53, 204; 96, 405〉.

Figura 4.2: Diagrama de dispersão para velocidade (mph) versus distância (pés) e o ajuste

dos modelos de regressão linear fuzzy e linear simples usual.



Capítulo 5

Conclusões

5.1 Discussão, Considerações Finais e Pesquisas Futu-

ras

Os modelos de regressão tem sido uma ferramenta importante na estatística, en-

tretanto em diversas situações as suposições do modelo podem não ser atendidas. Outras

metodologias tem sido propostas ao longo dos anos, os modelos de regressão fuzzy são uma

dessas metodologias. Se considerarmos o modelo híbrido em que combinamos o modelo

de regressão linear usual com o modelo de regressão fuzzy, ele é no mínimo uma ampliação

do modelo usual, já que a tendencia central é a mesma, podemos assim avaliar o modelo

através dos métodos de diagnóstico usuais porém com a vantagem de que temos uma faixa

de valores possíveis na resposta e não apenas um valor pontual. Além disso, essa modela-

gem dispensa suposições sobre quaisquer distribuição, podemos considerar portanto essa

metodologia como livre de distribuição.

No caso da modelagem de Yen et. al. (1999), não ajustamos o modelo conside-

rando a minimização da distância entre os valores observados e preditos, isso pode levar a

constantes problemas com a assimetria do ajuste central, já que nem sempre os dados es-

tarão concentrados no meio das bandas de espalhamento. Seria portanto, mais adequado

o ajuste através do modelo híbrido já citado.

Para trabalhos futuros pode-se considerar, por exemplo:

1. Estudar o ajuste de modelos de regressão fuzzy utilizando como coe�cientes números

trapézoidais.

2. Uma formulação que trabalhe com equações de espalhamento não paralelas ao ajuste

central.

3. Considerar os modelos de regressão fuzzy através de uma abordagem via programa-

ção quadrática proposto por Coelho e Cruz (2014) e estudar métodos de diagnóstico

para esta abordagem.

40
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4. Estudar um modelo que considera a otimização do valor de h durante o ajuste.

5. Estudar o caso em que as variáveis explicativas também são fuzzy.

6. O caso da regressão polinomial.
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Apêndice A

Apêndices

A.1 Apêndice 1

Função de pertinência triangular fuzzy

triangle = function(x,a,b,c){

if(x>=a&&x<=b){

return((x-a)/(b-a))

}

if(x>=b&&x<=c){

return((c-x)/(c-b))

}else{

return(0)

}

}

# Exemplo

x = seq(0,4,0.1)

y = c()

for(i in 1:length(x)){

y = c(y,triangle(x[i],1,2,3))

}

plot(x, y, type = "l", ylab = expression(mu(x)))

A.2 Apêndice 2

Função de pertinência trapezoidal fuzzy

trapezoid = function(x,a,b,c,d){

if(x>=a&&x<=b){

return((x-a)/(b-a))

45
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}

if(x>=b&&x<=c){

return(1)

}

if(x>=c&&x<=d){

return((d-x)/(d-c))

}else{

return(0)

}

}

# Exemplo

x = seq(0,4,0.1)

y = c()

for(i in 1:length(x)){

y = c(y,trapezoid(x[i],1,1.5,2.5,3))

}

plot(x, y, type = "l", ylab = expression(mu(x)))

A.3 Apêndice 3

Operações Aritméticas

# Multiplicação por escalar

library(FuzzyNumbers)

A <- TrapezoidalFuzzyNumber(0, 1, 1, 3)

plot(A, xlim=c(0,6))

plot(2*A, add=TRUE, col="red", lty=2)

# Soma

A <- TrapezoidalFuzzyNumber(0, 1, 1, 3)

B <- TrapezoidalFuzzyNumber(2, 3, 3, 4)

plot(A, xlim=c(0,8))

plot(B, add=TRUE, col="red", lty=2)

plot(A+B, add=TRUE, col="brown", lty=5)

# Subtração

A <- TrapezoidalFuzzyNumber(0, 1, 1, 3)

B <- TrapezoidalFuzzyNumber(2, 3, 3, 4)

plot(A, xlim=c(-4,4))

plot(B, add=TRUE, col="red", lty=2)

plot(A-B, add=TRUE, col="brown", lty=5)
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A.4 Apêndice 4

Ajuste do MRLF de Yen

#Recebe y variável resposta e x matriz de covariáveis

#(primeira coluna de uns), h (opcional, default = 0.5)

library(lpSolve)

yen_symmetric <- function(y, x, h = 0){

n = nrow(x)

k = ncol(x)

f.obj = 1:(2*k)

for(i in 2:k){

f.obj[i] = sum(abs(x[,i]))

}

for(i in (k+1):(2*k)){

f.obj[i] = 0

}

f.con = matrix(0,2*n,2*k)

for(i in 1:n){

for(j in 1:k){

f.con[i,j] = (1-h)*x[i,j]

}

}

for(i in (n+1):(2*n)){

for(j in 1:k){

f.con[i,j] = (1-h)*x[i-n,j]

}

}

for(i in 1:n){

for(j in (k+1):(2*k)){

f.con[i,j] = x[i,j-k]

}

}

for(i in (n+1):(2*n)){

for(j in (k+1):(2*k)){

f.con[i,j] = -x[i-n,j-k]

}

}
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f.dir = rep(">=",2*n)

f.rhs = c(y,-y)

solution = lp("min", f.obj, f.con, f.dir, f.rhs)

aux = solution$solution

spread = aux[1:k]

center = aux[(k+1):(k*2)]

parameters = data.frame(spread,center)

rownames(parameters) = paste("A",seq(0,k-1), sep = "")

return(list(parameters = parameters, general_vagness = solution$objval))

}

A.5 Apêndice 5

Ajuste do MRLF de Ishibushi

#Funções auxiliares para x_{ij}^{+} e x_{ij}^{-}

x.pos = function(x){

if(x>=0){

return(x)

}else{

return(0)

}

}

x.neg = function(x){

if(x>=0){

return(0)

}else{

return(-x)

}

}

#Recebe y variável resposta e x matriz de covariáveis

#(primeira coluna de uns), h (opcional, default = 0)

library(lpSolve)

ishibushi <- function(y, x, h = 0){

n = nrow(x)

k = ncol(x)
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f.obj = 1:k

for(i in 2:k){

f.obj[i] = sum(abs(x[,i]))

}

f.obj = c(f.obj/2,f.obj/2)

f.con = matrix(0,2*n,2*k)

for(i in 1:n){

for(j in 1:k){

f.con[i,j] = (1-h)*x.pos(x[i,j])

}

}

for(i in (n+1):(2*n)){

for(j in 1:k){

f.con[i,j] = (1-h)*x.neg(x[i-n,j])

}

}

for(i in 1:n){

for(j in (k+1):(2*k)){

f.con[i,j] = (1-h)*x.neg(x[i,j-k])

}

}

for(i in (n+1):(2*n)){

for(j in (k+1):(2*k)){

f.con[i,j] = (1-h)*x.pos(x[i-n,j-k])

}

}

f.dir = rep(">=",2*n)

xa = x[,-1]

B = lm(y~xa)$coefficients

rhs = 1:n

for(i in 1:n){

rhs[i] = -y[i]+sum(B*x[i,])

}
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f.rhs = c(rhs,-rhs)

solution = lp ("min", f.obj, f.con, f.dir, f.rhs)

aux = solution$solution

leaf_spread = aux[(k+1):(2*k)]

right_spread = aux[1:k]

center = B

leaf_spread = B+leaf_spread

right_spread = B-right_spread

parameters = data.frame(leaf_spread,center,right_spread)

rownames(parameters) = paste("A",seq(0,k-1), sep = "")

return(list(parameters = parameters, general_vagness = solution$objval))

}

A.6 Apêndice 6

Plot da reta de regressão fuzzy

#Recebe a matriz de parâmetros e

#plota a curva de regressão linear simples fuzzy

plot_flr <- function(P){

if(dim(P)!=c(2,2)){

return("Dimension of P must be 2x2!")

}

abline(P[1,2]+P[1,1],P[2,2])

abline(P[1,2]-P[1,1],P[2,2])

abline(P[1,2],P[2,2])

}

A.7 Apêndice 7

Valores ajustados

#Predicted values

#Recebe o vetor de valores a serem preditos

#e uma matriz de parâmetros adequada do mrlf simétrico

#Retorna os parâmetros de uma função triangular fuzzy

predicted_fuzzy <- function(Pred, Par){

if(nrow(Par)!=(length(Pred))){
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print("Dimensões inconsistentes")

return("Erro")

}

n = nrow(Par)

C = Par[,2]

S = Par[,1]

Sr = 1:n

Pred = c(1,Pred)

for(i in 1:n){

Sr[i] = S[i]+C[i]

}

s = sum(Sr)-sum(C)

c = sum(C)

pred_value = cbind(s,c)

colnames(pred_value) = c("spred","center")

return(pred_value)

}

A.8 Apêndice 8

Demonstração: se aci =
ali + ari

2
então a função de pertinência é simétrica e pode

ser unicamente representada por 〈asi , aci〉, em que, asi = ari − aci .
De acordo com a de�nição 5, um intervalo fuzzy é simétrico se µ−α + µ+

α = µ̂−α + µ̂+
α ,∀α,

no caso da função de pertinência triangular

µ−α + µ+
α = al + α

(
al + ar

2
− al

)
+ ar − α

(
al + ar

2

)
=

= al + α

(
ar − al

2

)
+ ar − α

(
ar − al

2

)
= al + ar

além disso µ̂−α + µ̂+
α = ac + ac = 2ac. Igualando as duas expressões obtemos al + ar =

2ac ⇒ ac =
al + ar

2
, como gostaríamos de demonstrar.

A.9 Apêndice 9

Conjunto de dados para o Exemplo 2
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Tabela A.1: Velocidades em milhas por hora e distância percorrida do início da frenagem

até a parada total em pés.

Obs. Velocidade (mpg) Distância (ft) Obs. Velocidade (mpg) Distância (ft)

1 4 2 26 15 54

2 4 10 27 16 32

3 7 4 28 16 40

4 7 22 29 17 32

5 8 16 30 17 40

6 9 10 31 17 50

7 10 18 32 18 42

8 10 26 33 18 56

9 10 34 34 18 76

10 11 17 35 18 84

11 11 28 36 19 36

12 12 14 37 19 46

13 12 20 38 19 68

14 12 24 39 20 32

15 12 28 40 20 48

16 13 26 41 20 52

17 13 34 42 20 56

18 13 34 43 20 64

19 13 46 44 22 66

20 14 26 45 23 54

21 14 36 46 24 70

22 14 60 47 24 92

23 14 80 48 24 93

24 15 20 49 24 120

25 15 26 50 25 85
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